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Resumo

Neste trabalho mostraremos que uma circunferéncia centrada em um ponto qualquer,
pode ser escrita através de operacoes com matrizes. Isto fornece uma caracterizacao de
uma circunferéncia, diferente da caracterizacao usual, apresentada para estudantes da
educacgao béasica.

Desta forma, conseguimos uma interpretacao geométrica para algumas operagoes com
matrizes. Por meio desta interpretacao geométrica, introduziremos a nocao de trajetoria,
e consequentemente a ideia de deslocamento de pontos sobre um plano através de matri-
zes.

Aplicaremos a ideia de deslocamento de pontos sobre um plano para estudarmos a

trajetoria descrita por um robd movel autdénomo.

Palavras-Chave: circunferéncia; matrizes; determinantes; veiculos autonomos.
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Abstract

In this work, we will show that a circumference centered on any point can be written
using matrix operations. This provides a characterization of a circumference, different
from the usual characterization, presented to students of basic education.

In this way, we achieved a geometric interpretation for some matrix operations. Th-
rough this geometric interpretation, we will introduce the notion of trajectory, and con-
sequently the idea of displacement of points on a plane through matrices.

We will apply the idea of displacement of points on a plane to study the trajectory
described by an autonomous mobile robot.

Key-words: circumference; matrices; determinants; autonomous vehicles.
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Prefacio

Falando um pouco sobre a minha trajetoria, sempre estudei em escola publica. Fui criado
pelos meus tios, que considero como meus pais, eles deram todo o suporte para que eu
pudesse estudar. Cursei o Ensino Fundamental na Escola Municipal Simées Filho, que
apesar de ser publica tinha professores apaixonados por ensinar, e foi gracas a alguns dele
que comecei a gostar de matemaética. Na graduacao, conheci muitos professores excelentes
que me ajudaram muito, alguns deles mostraram-me a beleza da matematica, fazendo com
que eu cada vez mais me apaixonasse pelo calculo algébrico e pela geometria. Quando
comecei nas primeiras aulas da universidade logo percebi que nao sabia de praticamente
nada, tinha muita dificuldade em coisas basicas, por exemplo, eu ndo sabia se O' = 0 ou
se 1Y = 0. Foi gracas a paciéncias e ajuda dos primeiros professores da graduacio que eu
ganhei um pouco de maturidade e consegui que algumas dessas questoes bésicas fossem
resolvidadas. Esse caminho que tive foi fundamental para a escrita desse trabalho, pois a
partir das relacoes e dos caminhos 'duros’ que tive que percorrer para aprender o bésico
é que desenvolvi um trabalho com uma linguagem simples e com riqueza de detalhes que

ajudarao o leitor.

Esta dissertacao de mestrado tem como o objetivo servir de instrumento para que
professores da educacao basica tenham mais uma ferramenta para transformar o ensino
de matrizes em algo mais prazeroso, uma vez que associamos o ensino desse contetido
com a geometria, e depois a tecnologia, através de deslocamento de robds. Como serd
mostrado, essa é uma boa conexao dos contetidos, principalmente em tempos atuais onde
se busca cada vez mais professores capazes de fazer uma bela ligacao entre as diversas
areas do conhecimento. Essa é a busca da interdiciplinaridade, fazer com que os alunos
percebam, cada vez mais, que os contetidos podem se relacionar, e com isso conseguir que

eles tenham uma visao menos fragmentada dos mesmos.

Optamos, eu o meu orientador, por fazer um trabalho dedicado nao somente aos pro-
fessores da educacgao bésica, mas também aos alunos, dedicando muitas figuras e exemplos
para melhor compreensao. Provamos a maioria dos teoremas e preposi¢oes com muitos
detalhes, mostrando a maioria dos calculos feitos. Isso, sem didvidas, ajuda o leitor,

principalmente aquele que nao esta familiarizado com argumentos matematicos.

A primeira parte desta dissertacao, Capitulo 1, tras as principais definicoes e pre-
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posicoes que serao de fundamental importancia para o decorrer desse trabalho. Nesse
capitulo temos as defini¢coes preliminares, como o plano cartesiano, circunferéncias, ma-
trizes e determinantes. A maior parte desses contetdos sdo ensinados no Ensino Basico,
entretanto resolvi optar por desenvolver o contetido que envolve o plano cartesiano como é
visto no ensino de Geometria analitica, definindo primeiramente o eixo €, e a partir disso
ganhamos uma correla¢do(biunivoca) com esse eixo e o conjunto dos nimeros reais. No
Capitulo 2 temos os principais teoremas desenvolvidos, que relacionam as circunferéncias
com as operacoes com matrizes, esse capitulo sem dividas é o mais importante desse tra-
balho, pois a partir da descricao das circunferéncias por meio de operacoes com matrizes
podemos trabalhar o Capitulo 3, que é estudar deslocamento dos pontos pertencentes a
circunferéncia de centro qualquer, também atraves de operagoes matrizes. Finalmente,
no capitulo 4, associaremos o estudo dos capitulos anteriores ao deslocamento de robos

autdnomos.



Introducao

Um problema recorrente na educagao basica, consiste em encontrar uma ligacao, en-
tre os diversos contetidos que sao ensinados em sala de aula e a vida pratica. Por vezes
estas ligagoes acabam nao sendo trabalhadas, pois foca-se apenas na teoria. Como
consequéncia, atualmente as escolas procuram cada vez mais professores que para além
do dominio do contetido exigido em sala de aula, consigam fazer uma bela ligacao entre
estes conteudos, através das diversas areas do conhecimento. Muitas destas exigéncias
sao atendidas através de projetos realizados dentro das escolas.

Pensando na interdisciplinaridade, vamos conectar o ensino o ensino de matematica,
mais precisamente o ensino de algebra e geometria para resolver um problema classico
no campo da robética, que é guiar um robo6 autéonomo de uma determinada configuracao
inicial até uma dada configuracao final, na presenca de obstaculos. Uma das alternativas
para resolver este tipo de problema, é encontrar uma trajetoria por onde o robd ira se
deslocar.

Encontrar trajetorias em geral nao é tarefa facil, porém para estudantes que ja possuem
uma boa maturidade com a disciplina de Calculo Avancado, o entendimento do compor-
tamento da trajetoria é facilitado. Entretanto, para estudantes da educacao basica, esta
tarefa pode ser bastante complicada, devido a falta de ferramentas que sao necessérias.

Neste trabalho, utilizaremos matrizes para encontrar trajetorias para o deslocamento
de um rob6 autéonomo. Mais precisamente, mostraremos que uma circunferéncia de centro
qualquer e raio r > 0, é dada através de operagoes com matrizes. Desta forma, obteremos
uma nova maneira de escrever uma circunferéncia.

Em [4] Oliveira, mostrou que uma circunferéncia com centro na origem é obtida atra-
vés do produto de matrizes ortogonais por um ponto fixo pertencente a circunferéncia.
No ano de 2020, em [4] Oliveira e Souza descreveram através do produto de matrizes a
trajetoria de um robd autéonomo, descrita por uma circunferéncia centrada na origem.

Generalizaremos os trabalhos [4] e [5] de Oliveira e Souza, para tanto, o trabalho
estd divido da seguinte maneira: o Capitulo 1, é dedicada aos estudos preliminares, onde
apresentaremos o plano cartesiano, a circunferéncia do modo usual, matrizes e suas pro-
priedades, assim como determinantes e suas propriedades. Na Capitulo 2, apresentaremos
os resultados que generalizam o trabalho [4] de Oliveira-Souza. No Capitulo 3, faremos

aplicacoes dos resultados apresentados no Capitulo 2, generalizaremos a nocgao de deslo-



camento/ trajetoria através de operagoes com matrizes, finalizando a segdo com aplicagdo
de deslocamento de um veiculo autébnomo para perseguicao de uma nuvem de poluicao.

O Capitulo 4, é dedicado a conclusao desta dissertagao.




Capitulo 1

Definicoes e Propriedades das

Circunferéncias e Matrizes

1.1 Preliminares

Neste Capitulo apresentaremos resultados trabalhados na educacao béasica que sao de
fundamental importancia para o entendimento deste trabalho.

Dividiremos este Capitulo em quatro subcapitulos da seguinte maneira: no primeiro
subcapitulo, apresentaremos de um modo formal o plano coordenado; no subcapitulo se-
guinte, serd a vez de trabalharmos com a circunferéncia, definida através da distancia
entre dois pontos em um plano; no terceiro subcapitulo, definiremos matrizes e enunci-
aremos suas propriedades; por sua vez, o ultimo subcapitulo serd dedicada a teoria de
determinante de uma matriz. Para mais detalhes sobre toda teoria apresentada neste

capitulo, vocé pode consultar as referéncias [1], [2] e [3].

1.1.1 O Plano Cartesiano

Introduziremos coordenadas na reta e no plano para representar pontos por meio de
nameros reais. A representacao dos pontos por suas coordenadas torna possivel resolver
algebricamente diversos problemas geométricos.

Dada uma reta r, aos pontos desta reta associamos ntimeros reais da seguinte maneira.
Sejam O e A pontos distintos em r. A reta r sobre a qual foi escolhida uma semirreta O?l,
denomina-se eixo € de origem O com sentido de percurso induzido pela semirreta

OA, como ilustra a Figura (1.1f).

A distancia entre dois pontos X,Y € r sera denotada por d(X,Y), assim obtemos

uma correspondéncia (biunivoca) entre o eixo € e o conjunto dos nimeros reais dada por:

(i) a origem O associamos o nimero real 0 (zero): O <— 0;
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Figura 1.1: Reta r com origem O .

(ii) a cada ponto X # O da semirreta OA associamos o nimero real positivo = =
A0, X): X +— x;

(iii) a cada ponto Y # O da semirreta 023, oposta a semirreta Ojﬁl, associamos 0 nimero
real negativo y = —d(O,Y): Y «—y.

Figura 1.2: X esta a esquerda de Y.
Como consequéncia da definicao acima, temos que

e O ntimero real 0 (zero) tal que O <— 0, é denominada coordenada da origem O no

eixo €.

e O numero real x tal que X <— x, é denominada coordenada do ponto X no eixo e.

Como os pontos que estao sobre uma reta r podem ser representados por um nimero
real, entao naturalmente em relacdo a ordem podemos comparar os elementos sobre uma
reta r, da seguinte maneira.

Sejam X,Y € r e sejam x e y suas, respectivas, coordenadas no eixo €. Dizemos que
Y esta a direita (ou X estd a esquerda de Y, como ilustra a Figura ) de X quando
xr <y, como ilustra a Figura . Desta forma se OB é semirreta oposta a Ojél, entao

4
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os pontos distintos de O na semirreta OA estao a direita de O, e os pontos distintos de

O na semirreta OB estdo a esquerda de O.

Figura 1.3: Y estd a direita de X.

A proposicao a seguir, fornece uma maneira de calcular a distancia entre dois

pontos sobre uma reta através de suas coordenadas reais.

Proposicao 1.1.1. Se x e y sao as coordenadas dos pontos X e Y sobre o eixo €, respec-
tivamente, entao

d(X,Y) =z —y|.

Demonstragao. Se X =Y, entdo imediatamente temos que d(X,Y) =0 =] z —y |

Suponhamos que, X = O ou Y = O, entao
d(X,Y) =d(0.Y) =y |=0—y|=]z -y
ou
dX,)Y)=d(X,0)=|z|=|z—-0]=|z—y]|.
Sejam X, Y e O trés pontos distintos. Sem perda de generalidade, suponhamos que X

estd a esquerda de Y, isto é, ©x < y. Temos trés casos a considerar:

caso 1. X e Y estao a direita da origem. Isto é, 0 < z < y.
Neste caso, X esta entre O e Y, pois caso contrario, Y estaria entre O e X e d(O,Y) =

y <z =4d(0,X), o que contraria nossa hipotese. Logo,

d0,Y)=d(0,X)+d(X)Y) <= y=z+dX)Y) <= dX)Y)=y—z=|z—y]|.

caso 2. X e Y estao a esquerda de O. Isto é, x <y < 0.
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De maneira anédloga ao caso anterior, podemos verificar que Y estid entre X e O.

Assim,

d(X,0)=d(X,Y)+d(Y,0) <= —z=dX,Y)—y <= dX,)Y)=y—ax=|x—y].

caso 3. X esta a esquerda de O e Y esta a direita de O. Isto é, z < 0 < . Neste

caso, Y esta na semirreta OA e X esta na semirreta oposta a OA. Portanto, O esté entre
XeYe

d(X,Y)=d(X,0)4+d(0,Y) <= dX,)Y)=—ax+y=y—ax=|x—y].
[

Um sistema de eixos ortogonais num plano m é um par de eixos, eixo OX e
eixo OY, com unidade de medida de igual comprimento, que intersectam-se perpendicu-
larmente na origem comum O. O eixo OX é denominado eixo horizontal e o eixo OY
¢ denominado, eixo vertical. O Plano 7 com o sistema de eixos ortogonais acima, seréi
chamado sistema de eixos ortogonais OXY, ou simplesmente sistema OXY, como

ilustra a Figura (1.4)).

Figura 1.4: Sistema de eixos ortogonais .

A escolha de um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma correspon-
déncia biunivoca entre os pontos do plano m e os pares ordenados de ntmeros reais do

conjunto
R = {(z,y)| =,y €R},

da seguinte maneira.
Dado arbitrariamente um ponto Fy € 7, tracamos as retas r e s passando por Fy, tal

que:
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(i) r seja paralela ao eixo OY e toque o eixo OX em um ponto Xo;

(ii) s seja paralela ao eixo OX e toque o eixo OY em um ponto Yj.

Por coordenada na reta, o ponto X estd em correspondéncia biunivoca com um ndmero
real zy e o ponto Y, estd em correspondéncia biunivoca com um nimero real yo. Assim,
obtemos a correspondéncia

P (.1’0, yo)

Como P, € m é arbitrario, segue que para todo ponto P € 7 existe uma correspon-
déncia biunivoca
P +— (z,y).

Os nimeros z,y € R do par ordenado (z,y) associado ao ponto P sao chamados co-
ordenadas cartesianas do ponto P: x é a primeira coordenada ou abscissa de P e
y ¢ a segunda coordenada ou ordenada de P, como ilustra a Figura (|1.4)).

O complementar dos eixos no plano é a uniao de quatro regioes denominadas qua-

drantes e enumerados, como ilustra a Figura (1.5]).

2° quadrante 1° quadrante

3° quadrante 4° quadrante

Figura 1.5: Um plano dividido em quadrantes .

Note que os pontos do eixo OX tém coordenadas (x,0), os pontos do eixo OY

tém coordenadas (0,y) e os quadrantes, dados em coordenadas, sio:
1Y quadrante = {(z,y) eR?* |z >0 e y > 0};
20 quadrante = {(z,y) e R? |x <0 e y > 0};
3% quadrante = {(z,y) e R* |2 <0 e y < 0};
4% quadrante = {(z,y) € R* |2 >0 e y < 0};

Assim, a numeracao dos quadrantes é feita no sentido anti-horario, a contar do quadrante

correspondente aos pontos que possuem ambas as coordenadas positivas, como ilustra a

Figura (1.5).
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1.1.2 Circunferéncia

Agora definiremos um subconjunto do plano, que tera papel central no decorrer de
todo este trabalho. Para tal defini¢ao utilizaremos as coordenadas de um ponto no plano.
Sejam P = (a,b) e Q = (¢, d) pontos do plano m dados por suas coordenadas em relagao a
um sistema de eixos ortogonais OXY. Dado um ponto R = (¢, b) no plano m, consideramos
o triangulo retangulo PQR, com hipotenusa PQ e catetos PR e Q)R paralelos aos eixos
OX e OY, respectivamente.

Como os catetos PR e (QR estao sobre eixos e a distancia entre dois pontos de um eixo
¢ igual ao modulo da diferenca de suas coordenadas, as medidas desses catetos sao dadas
por:

d(P,R)=|a—c| e dQ,R)=|b—d]|.

Pelo Teorema de Pitagoras, obtemos:

d(P,Q) = /{d(P,R)?+ (dQ,R)2 = /(a— )2+ (b— d). (1.1.1)

Assim, a distancia do ponto P = (a,b) ao ponto @) = (¢,d) é a raiz quadrada da soma

dos quadrados das diferencas das coordenadas correspondentes.

Exemplo 1.1.1. Calcule a distancia do ponto A = (=2, 1) ao ponto B = (3, —2).

Solucao.
Temos que

d(A,B) = /(=2 =32+ (1 — (=2))2 = V25 + 9 = V/34.

Através do calculo da distancia em coordenadas podemos obter uma caracterizacao
algébrica da circunferéncia.
Definicdo. Uma circunferéncia C,(Fy) de centro no ponto Py € m e raior > 0 é o

conjunto dos pontos do plano 7 situados a distancia r» do ponto Fy, como ilustra a Figura

, ou seja:
C/(Py)={Pen: dP,R) =r}

Se Py = (a,b) sdo as coordenadas do centro de uma circunferéncia, num sistema

de eixos ortogonais OXY do plano m, segue que
P=(z,y) €C.(R) += d(P,P) =r<+= d(P,P)*=7r*<= (v—a)*+(y—b)* =1
Assim, associamos a circunferéncia C, () a equagao

(x —a)*+ (y—b)* =17,
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Figura 1.6: Circunferéncia centrada no ponto F,, com raio r > 0 .

que relaciona a abscissa com a ordenada de cada um de seus pontos. Isto é,
CT(PO) = {(x,y) €T (x — a)2 + <y _ b)2 _ 7”2},

Por meio dessa equacao, as propriedades geométricas da circunferéncia podem ser dedu-

zidas algebricamente.

Exemplo 1.1.2. A equagao da circunferéncia de centro sobre um ponto Py = (0,0) e raio
de medida 3, como ilustra a Figura (1.7)), ¢ dada por:

(x —0)*+ (y —0)> =37,

isto é 22 +y? = 9.

>

Figura 1.7: Uma circunferéncia de raio 3 e centro Py = (0,0) .

Note que o ponto A = (0, 3) pertence a circunferéncia C3(0,0), pois

(0—0)*+(3-0)?=09.
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Da mesma forma, o ponto B = (2, \/5) também pertence, pois
22 + (V5)2 = 9.
Ja o ponto D = (-2, —3) nao pertence a circunferéncia, pois
(=2)*+ (=3)2 =13 #09.

Exemplo 1.1.3. A equacdo da circunferéncia de centro sobre o ponto Py = (3,4) e raio
de medida 3, como ilustra a Figura ((1.8)), ¢ dada por:

(x =3+ (y—4)*=09.

Note que o ponto A = (0,4) pertence a circunferéncia Cy(3,4), pois:
(0—3)*+(4—-4)?=09.

O ponto D = (4,3) ndo pertence, pois

(432 +(3—-4)*#£0.

Figura 1.8: Circunferéncia centrada no ponto (3,4) e raio 3 .

Counsidere dois pontos A e B na circunferéncia C,.(F). O arco anti-horario com
origem sobre o ponto A, denotado por ?(A, B), ¢ o conjunto de todos os pontos de
C-(Py,) entre os pontos A e B, percorrido de A até B no sentido anti-horario, como ilustra

a Figura [1.9]

Por sua vez, o arco horario com origem sobre o ponto A, denotado por ?(A, B), é
o conjunto de todos os pontos de C.(Fp) entre os pontos A e B, percorrido de A até B no

sentido horario, como ilustra a Figura [1.10)

O nosso objetivo nao é estudar a circunferéncia através de sua equagao algébrica

como a definicao dada acima, mas como veremos, ¢ obter uma nova caracterizacao para
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Figura 1.9: Arco anti-horario descrito em amarelo .

Figura 1.10: Arco horario descrito em amarelo .

a circunferéncia.

1.1.3 Matrizes

Definiremos matrizes formadas por elementos reais, assim como as operagoes envol-
vendo matrizes. Apresentaremos algumas matrizes, chamadas matrizes especiais. Enun-
ciaremos os principais resultados envolvendo as operacgoes com matrizes. O objetivo prin-
cipal deste capitulo é definir matriz ortogonal.

Sejam m e n nimeros naturais nao nulos, uma tabela de m x n nimeros reais dispos-
tos em m linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais) é uma matriz do tipo (ou
formato, ou ordem) m x n, ou simplesmente matriz m x n. Denotaremos usualmente

uma matriz colocando seus elementos (niimeros reais) entre parénteses ou entre colchetes.

Exemplo 1.1.4. A tabela

11
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[31 0 8 18
34 1 13 0
o A= , € uma matriz do tipo 4 x 4.
90 w 56 11
0 0 34 1

1 10 8 0 12
e =20 1 13 0 23 |, ¢ uma matriz do tipo 3 x 5.
90 m 56 11 29

Seja A uma matriz do tipo m x n, denotaremos um elemento qualquer desta
matriz da seguinte maneira: a;; ; no qual o indice ¢ refere-se a linha e o indice j refere-se
a coluna em que se encontra tal elemento.

Convencionaremos que as linhas sao numeradas de cima para baixo, e as colunas, da es-
querda para a direita. De um modo geral, uma matriz A do tipo m x n é representada por
A = (ay)

e a;; ¢ um elemento qualquer de A.

em que ¢ e 7 sao nimeros inteiros positivos tais que 1 < <m,1 < j < n,

mxmn’

Exemplo 1.1.5. Considere a matriz

-5 7
A= 8 9
12 23

3x2

O elemento que esta na linha 1, coluna 1, é ay; = —5;

O elemento que esta na linha 1, coluna 2, é a5 = 7;

O elemento que esta na linha 2, coluna 1, é ay; = §;

O elemento que esta na linha 2, coluna 2, é ag = 9;

O elemento que esta na linha 3, coluna 1, é ag; = 12;

O elemento que esta na linha 3, coluna 2, é az, = 23.

As matrizes apresentadas a seguir, sao chamadas de matrizes especiais.

1. Matriz Linha: é uma matriz formada por uma tnica linha.

Exemplo 1.1.6. A = [ T —12 20 ], ¢ uma matriz linha 1 x 3.
Exemplo 1.1.7. B = [ 0 —17 ], ¢ uma matriz linha 1 x 2.

2. Matriz Coluna: é uma matriz formada por uma tnica coluna.

12
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34

90
Exemplo 1.1.8. A = , € uma matriz coluna 4 x 1.

41
—4

[ 4
5 , .
Exemplo 1.1.9. B = , ¢ uma matriz coluna 2 x 1.

VT

3. Matriz Nula: ¢ uma matriz cujos elementos sao todos iguais a zero. Pode-se

indicar uma matriz nula m x n por 0,, x -

0000

Exemplo 1.1.10. 0y =
P > [0 000

] , ¢ uma matriz nula 2 x 4.

Exemplo 1.1.11. 03,3 = , ¢ uma matriz nula 3 x 3.

o O O
o O O
o O O

4. Matriz Quadrada: é uma matriz que possui o nimero de linhas iguais ao niimero
de colunas. Se A é uma matriz quadrada do tipo n X n, diremos que A é uma matriz

quadrada de ordem n.

Exemplo 1.1.12. A = , ¢ uma matriz quadrada de ordem 2.

3
V2

ot
I

—_
|

Exemplo 1.1.13. B= | _9 ( 7 |, ¢ uma matriz quadrada de ordem 3.

V3 1 4

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, temos que:

i. Os elementos de A cujo indice da linha é igual ao indice da coluna constituem

a diagonal principal de A.

Exemplo 1.1.14. Se A é uma matriz quadrada de ordem 3, os elementos

a1, as, agz formam a diagonal principal de A.

a11 Q12 413
A= 21 QA22 (23

a31 Q32 a3

13
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ii. Os elementos da matriz A cuja soma dos indices da linha e da coluna é igual
a n + 1 constituem a diagonal secundéaria de A. Retornando ao exemplo

anterior, os elementos a3, ass, az; formam a diagonal secundéria de A.

apnl a2 ais
A= | an az as
A3z 0G32 a13
5. Matriz Identidade. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, A é denominada

matriz identidade de ordem n (indica-se por I,,) se os elementos de sua diagonal

principal sdo todos iguais 1, e os demais elementos sao iguais a zero. Assim:

10
o [, = 01 ) ¢ a matriz identidade de ordem 2.
10
e 5= 0 1 0 | éa matriz identidade de ordem 3.
0 01
10 - 0
01 : .. .
o [, = ¢ a matriz identidade de ordem n.
: o0
00 1

Introduziremos as seguintes operacoes com matrizes: adicao de matrizes, produto
de um nimero real por uma matriz e produto entre matrizes. Em seguida demonstrare-
mos as propriedades para estas operagoes. Iniciaremos definindo quando duas matrizes
sao iguais.

Duas matrizes A e B de mesma ordem m X n sao iguais se todos os seus elementos
correspondentes sdo iguais, isto €, sendo A = (@ij)mxn € B = (b;j)mxn, temos que A = B

se, e somente se, a;; = b;;, para todo ¢ € {1,2,... ,m} e para todo j € {1,2,3,... ,n}.

1 3 d
Exemplo 1.1.15. Para que A = ( ; ; > e B= ( . ) sejam iguais, devemos
C J—

ter

Adicao de matrizes.
Dadas duas matrizes de mesma ordem, A = (aij)mxn € B = (bij)mxn, & soma de A

com B (representa-se por A+ B) é a matriz C' = (¢;j)mxn €m que ¢;; = a;; + b;j, para

14
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1<i<mel<j<n. Emoutras palavras, a matriz soma C tem mesma ordem que A e

B e é tal que cada um de seus elementos é a soma de elementos correspondentes de A e B.

Exemplo 1.1.16.

4 1 7 -2 13\ [ 2 2 10
—25\/I+ -6 9 1/ \ -8 14 Vi+1

Apresentaremos as propriedades da adicao de matrizes.

Propriedade 1.1.17. Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem (m X n) € Opx, a

matriz nula, de ordem m X n, valem as sequintes propriedades para a adi¢cao de matrizes:

(I). Comutativa: A+ B=B+ A
(II). Associativa: (A+B)+C=A+ (B+C)

(IIT). Existéncia do elemento neutro: Existe M tal que A+ M = A, qualquer que

seja a matriz A,,x,. (Observe que, nesse caso, M é a matriz nula do tipo m X n.)

(IV). Existéncia do oposto (ou simétrico): existe A’ tal que A+ A" = 0, xn-

Prova:

(I)  Dadas as matrizes A = (a;;) e B = (b;j) temos:

mxn mxn’

mXn mxn *

Mostraremos que
C=D.

Veja que para todo i € {1,2,... ,m} e para todo j € {1,2,... ,m}, temos

Cij = Gij + bzg

Usando a propriedade comutativa dos reais

Cij = bij + aij = dyy,

15
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e, entao

isto é

A+ B =B+ A.

Mostrando assim que vale a comutatividade.

(II)  Dadas as matrizes A = (a;;) B = (bij),, ., € C = (cij), ., temos:

mxn’

(A+ B)+C =D = (d;;) e A+ (B+C)=FE = (e;)

mxn mxn *

Mostraremos que

D=F.

Veja que para todo i € {1,2,... ;m} e para todo j € {1,2,... ,n}, temos:

dij = (Clij -+ sz) + Cij-

Usando a propriedade associativa da adicao de ntimeros reais, podemos escrever:

dij = aij + (bij + ci3) = €,

logo

isto é

(A+B)+C=A+(B+0).

O que mostra a associatividade.

(IIT)  Dadas as matrizes A = (a;;), ., ¢ M = (a;;), .., suponha que

A+ M= A,

entao

16
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Qjj + MmM;; = Q45 = My = Q5 — Q45

I
o

< My

para todo i € {1,2,... ;m} e para todo j € {1,2,... ,n}.
Assim,

M = Oan7

ou seja, o elemento neutro da adicao ¢ M a matriz nula.

(IV)  Agora mostraremos a existéncia de um elemento simétrico. Dadas as matrizes

A= (ai),, 0 A = (agj)mm e 0,,xn @ matriz nula de ordem m x n. Suponha que

A+ A= Oan

entao,

aj+a,; =0 < a;=0—a; < a;=—a;

para todo i € {1,2,... ;m} e para todo j € {1,2,... ,n}.
Assim,

A= —A

Como consequéncia da existéncia do elemento simétrico, obtemos as seguintes defini-

coes.

Definigdo 1.1.1. Seja a matriz A = (a;;), .- Chama-se oposta de A a matriz repre-

mX

sentada por -A, tal que

A+ (—A) = 0mxn
onde 0,,x, ¢ a matriz nula do tipo m x n.

Note que, se B é oposta de A, entao

A+B=0

e dai, para todo 7 € {1,2,... ,m} e j € {1,2,... ,n}, temos

Q5 + bz‘j =0 & Qjj = —bij p= bz‘j = —Qj-

Observe que a matriz — A é obtida de A trocando-se o sinal de cada um de seus elementos:

17
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Exemplo 1.1.18. Sejam as matrizes

A:<13 —9) eB:(—% \/5>
5 7 8 9

A matriz oposta de A e oposta de B é representada, respectivamente, por:

(3 2] (1)
5 =T 8§ -9

Definigao 1.1.2. Dadas duas matrizes de mesma ordem A = (a;;) e B = (b;;)

chama-se diferenca entre A e B (representa-se por A — B) a matriz soma de A com a

mxn mxn?

oposta de B, isto é:

A—B=A+(-B)

Exemplo 1.1.19.

2 5 —2 3 2 5 2 -3 4 2
—1 - 5 |= -1 6 |+ -2 =5 |=] -3
4 -2 3 -1 4 -2 -3 1 1 -1

Outra operacao envolvendo matrizes é o produto de um nimero real por uma

matriz, que definiremos a seguir

Definicao 1.1.3. Sejam A = (a;5), ..
A (indica-se k - A) é a matriz B = (bi;)mxn onde b;; = k - a;, para todo ¢ € {1,2,... ,m}
e para todo j € {1,2,... ,n}.

e k um nimero real, o produto de k pela matriz

Isto significa que B é obtida multiplicando-se cada um dos elementos de A por k.

Exemplo 1.1.20. Seja a matriz A dada por

A=(9 4 -1).

Veja que

18
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34 = (3.9 34 3.(-1) )

= (2712 -3 ).

Exemplo 1.1.21. Seja a matriz A dada por

-5 2
()

Veja que

[ —2-(=5) 2.2
24 = ( —2.7 —2-\/5)
B 10 —4
I S R VE N

Em relacao ao produto de um nimero real por uma matriz, temos as seguintes

propriedades.

Proposigao 1.1.2. Sejam k e [ nimeros reais e A e B matrizes de mesma ordem, valem

as seguintes propriedades:

Lokl A) = (k1) - A;

ii. k- (A+B)=k-A+k- B,

i, (k+1)-A=k-A+1-A;

iv. 1-A=A.

Demonstragao. Para o item i, sejam k e [ € R e A = (ajj)mx, uma matriz de ordem

m X n, temos
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B A) = k()

No item ii, sejam k € R e A = (a;;)mxn € B = (b;j)mxn duas matrizes de ordem m x n,

temos

k-(A+B) = k- ((aij)pnyn + 0i)sn)
= k- (aij + bij) pn

= (/{j . (CLU + bij))mxn

= (k-aj +k-by)

mxn

= (k- aij)pn T (K bij)n
=k (aij) pn T 5 (0ig) e

= k-A+k-B.

Mostraremos agora os itens iii e iv. Sejam k e 1 € R e A = (a;j)mx, uma matriz

de ordem m X n, temos

(k+0)-A = (k+1) - (a;)

mxXn

= ((k+1)-aij)n
= (k- (ay) +1- (i)« n

= k-A+1-A

O que prova o item iii. Seja A = (a;;j)mxn uma matriz de ordem m X n, temos
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1-A = 1(am)

]

Assim, como a adicao de matrizes e o produto de um nimero real por uma

matriz, faz sentido falar em produto de matrizes.

Defini¢ao 1.1.4. Dadas as matrizes A = (a;;) e B = (bj) chama-se produto

em que

mxXn

de A por B, e se indica A - B, a matriz C' = (c;)

nxp?

mxp’
Cik = Qi1 - big + @iz - bag + @iz - bag + Qg - bag + ...+ iy - by,
para todo i € {1,2,... ,m} e todo k € {1,2,... ,p}.

Note que

e A definicao garante a existéncia do produto A - B se o nimero de colunas de A é

igual ao nimero de linhas de B.

e A matriz produto C' = A- B é uma matriz cujo nimeros de linhas é igual ao niimero
de linhas de A e o nimero de colunas é igual ao nimero de colunas de B, ou seja,
Amxn) - Bnxp) = Clnxp)-

Exemplo 1.1.22.
2 3\ (1 =2 _ 2-1+3-0 2-(=2)+3-5
-1 0 0 5 - L (=1)-140-0 (=1)-(=2)+0-5
B 2 11
I S O

Vejamos as propriedades do produto de matrizes, assim com as demonstracoes

dessa propriedades.

Proposicao 1.1.3. Se A é quadrada de ordem n, entao
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Demonstragao. Seja A = (ag), ..,

dade de ordem n, temos:

ay; -0 Qi

(270 I Ann

a11.1+a12.0_|_...

an1.1+an2.0+...

1.an1_|_0.an2_|_...

S =
— O
o O

Proposicao 1.1.4. Se A = (a;;)n

I

(
|
|

uma matriz quadrada de ordem n e [I,, a matriz identi-

0

1 0

0 0 1
+a1n-0 <+ ap;-04ap-04---
+ app - 0 an1.0+an2.d+...
+0-ay, -+ 0-a;3+0-ap+---
+0-ay, --- 0.an1+o.an2.+...

ay; -0 Qip

an1 Qnn

< m, COm m # n, entao

cA=Ae A I, =A.

+a1n'1

+ann'1

+1'Cl1n

+1'ann
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Demonstracao.
0 a1 Gz - Gim
A = 0 . Q21 Q22 -+  Qom
00 - 1 n Ap1 QAp2 - Apm nxXm
1-a11+0~a21+~~+0-an1 1~a1m+0~a2m+--~—|—0~anm
0.a11+1.a21+...+0.an1 O.a1m+1.a2m+...+0.anm
0-a11+0~a21+~--+1-an1 O-a1m+0-a2m+--~+1~anm nxm
11 QA2 - Qim
B Q21 Q22 -+ Aoy,
An1 Ap2 - Anm nxXm
= A.
O caso em que A - [,,,, basta proceder de maneira analoga. O

Definicao 1.1.5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, a matriz A é dita inversivel

(ou invertivel) se existe uma matriz B (quadrada de ordem n), tal que:

A-B=B-A=1,,
onde I,, representa a matriz identidade de ordem n.

Neste caso, B é dita inversa de A e ¢é indicada por A~!.

2 1 3 —1
Exemplo 1.1.23. A inversa de A = < ) 6 A7l = ( > , pois:

5 3 5 2
U T e O S B IR
5 3 -5 2 0 1 ’

e

() (2) (00

Para verificar se uma matriz quadrada é ou nao é inversivel e, em caso afir-

mativo, determinar sua inversa, utilizamos um processo baseado na definicao de matriz
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inversa e na resolucao de sistemas. Vejamos um exemplo no caso da matriz 2 x 2.
. . . 3 2
Exemplo 1.1.24. Determine, se existir, a inversa de A = 5 .

4
e a b
N\ ecd

Devemos verificar se existe

tal que
A'Ailzlg.
Temos:
3 2 a b (10
5 4 cd) \o1)
Dali,

3a+2c 3b+2d\ (10
5a4+4c 5b+4d |\ 0 1)
Do conceito de igualdade de matrizes seguem os sistemas:
3a+2c = 1
ba+4c = 0

cuja solucao é

a:2ec:—§
2
e

3b+2d = 0
bb+4d = 1

cuja solucao é
b=—-led=—

Assim,
2 —1

A7l =

5 3
2 2

4 2
Exemplo 1.1.25. Determine, se existir, a inversa de X = ( 5 1 > )
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y-1_[ @ b
“\cd

Devemos verificar se existe

tal que
X -X1'=1p,

Temos:

4 2 a b B 1 0

2 1 cd] \o 1)
Dali,

da+2c 4b+2d\ [ 10

2a+c 2b+d )] \o 1)’
Assim,

da+2¢ = 1 3b+2d = 0
{ T e { ~ L@
at+c =0 1.

Resolvendo o sistema (1):
da+2c = 1 da+2¢c = 1
=
2a+c¢ = 0 (x2) da+2c = 0.

E fécil ver que o sistema acima nao admite solugoes, pois nao existem a e ¢ reais tais que

0O-a + 0-c=1. Desse modo, ja podemos concluir que nao existe a inversa de X.

Observacao: O processo apresentado nesses exemplos pode ser aplicado a matrizes qua-

dradas de ordem n, n > 2. No entanto, para n > 3 o processo ¢, em geral, trabalhoso.

Definicao 1.1.6. Dada uma matriz A = (a;;) chama-se transposta de A (indica-se

mxn’?
por A') a matriz:

Al = <a;j)nxm.

tal que a;j = a;; para todo ¢ e todo j.

Em outras palavras, a matriz A’ é obtida a partir de A trocando-se, ordenadamente, suas

1
3 |15
59 39

linhas pelas colunas.

Exemplo 1.1.26. A transposta da matriz A =
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1 4

1 2 3
Exemplo 1.1.27. A transposta da matriz B = I ¢B'=|2 5
3 6

Proposicao 1.1.5. Dadas as matrizes A e B do tipo n x m, entao:

- (A)' = A.

II- (A+B) = A"+ B

III- DadokeR, (k-A)' =k- AL

IV - Considere a matriz C' de ordem m x r, entdao (AC)" = C* A"

Demonstracao. Para o item I, temos que

aix Gz - Aim
G21 Q22 -+ d2m
A=
Ap1 Gp2 - Apm
nxm
Dai,
aix az1 - Apl
At — iz Q22 " dp2
A1m Q2m  ° OGpm
mXxXn
Aplicando a definicao de matriz transposta seque que
an a2 - Qim
a a .. CL
t 21 A22 2m
(4) =
Qp1 Ap2 " Anpm
nxm
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Para o item II, temos que

ain + b aia+ bio
X Yo = @21 + ba1  aga + bao
an1 —l— b1 ana + bpa
Dali,
air +bin az +bn
(X + Y)t _ @12 + bia  az + by
A1 + b1m  Q2m + Doy,
ai; Q21 Qn1
_ a2  G22 Qn2
A1 G2m anm )
= X'+Y"
Quanto ao item III, temos que
k-an k-ap
b A— k-ax k-agx
k-a, k-an
Dali,
k-an k-an
(k-A)t _ k-ain k-ax
k-aym k-aon
= k-A"

A1m + blm

Q2m + me

mxn

k~a1m

kf'agm

k- apm

k;-anl

k-anQ

k- Gpm

nxm
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Agora mostraremos o item IV, observe que

a11 a2 A1m €11 Ci2 Cir
Q21 Qa22 Q2m Ca1  C22 Cor
AC =
An1  Ap2 Anm Cm1 Cm2 Cmr
a11C11 + @12C21 + * -+ + A1mCmi a11C1r + @12C2 + + + * + A1 Crnre
(21C11 + A22C21 + * * + + A2mCm1 21C1r + A22Cor + + + * + A2 Crnre
an1C11 + An2C21 + -+ ApmCmi1 an1Cly + Ap2Coyr + -+ Anm Cmr
Entao
@11C11 + @12C21 + - -+ + A1 Cm1 Ap1C11 + Ap2Co1 + « * + ApmCmi
¢ @11C12 + @12C22 + * * + + A1mCm2 (p1C12 1 Gp2C22 + -+ + + + ApmCm2
(AC) =
a11Cir + A12C2p + -+ A1mCmr an1Clr + An2Cop + -+ Apm Cmyr
C11a11 + Co1Q12 + - - - + Cp1Gim C110n1 + C210p2 + - - - + Cp1Gnm
C12011 + Co2a12 + + * + + Cpalim C12Qp1 + C22Gn2 + * * * + Cr2lnm
C1rQ11 + CorQ12 + -+ CmrQ1m C1rQn1 + CorQp2 +--+ Cmrnm
= (AL
O]
Definicao 1.1.7. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita simétrica se
A=A
] . 2 5 . 2 N
Exemplo 1.1.28. e Seja a matriz A = , temos que A" = , entao
5 4 5
A é uma matriz simétrica.
1 -1 4 1 -1 4
e SejaamatrizB=| —1 5 2 |,temosque B'=| —1 5 2 |, entdo B é
4 27 4 27

uma matriz simétrica.

Proposicao 1.1.6. A matriz identidade, de qualquer ordem, é simétrica.
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Demonstracao. Seja I, a matriz identidade de ordem n, assim:

Proposicao 1.1.7. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao:

I - Se A é simétrica, entao para qualquer escalar £, a matriz k- A também é simétrica.

IT - A matriz nula, de qualquer ordem, é simétrica.

Demonstracao. Provaremos apenas o item I. Seja k € R e

aip -+ Qin
Anxn =
Qp1 -+ App
uma matriz quadrada de ordem n tal que A = A’ Por igualdade de matrizes, temos
que
CLij :aﬂ, V’L,j: {1,2,...,n}.
Assim
k-ay - k-ay, k-ay - k-ay
k-A= = = k- A
k-ay - k-an, k-ay, - k-an,
Portanto k- A é uma matriz simétrica. O

Definicao 1.1.8. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita antissimétrica se
A=—A"
Equivalentemente, os termos a;;, satisfazem

aij = —aji.

Observacgao: Considerando que uma matriz A quadrada de ordem n é antissimé-
trica, como a;; = —aj; entao os elementos da diagonal principal devem ser nulos. De
fato,

Apr = — Qg <= A = 0.
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onde k é inteiro, 1 < k < n.

Exemplo 1.1.29. Seja a matriz

0o 7 -1
B=| -7 0 41,
1 -4 0
temos que
0o -7 1
B' = 7T 0 —4.
-1 4 0
Assim, B = — B! o que implica que B é antissimétrica.

Exemplo 1.1.30. Seja a matriz

30
Al = 0 =3 .
3 0

Assim, A = —A?, o que implica que A é antissimétrica.

temos que

Definigao 1.1.9. Uma matriz quadrada A de ordem n é dita ortogonal se A ¢ inversivel
e se
ATl = At

Em outras palavras, A é ortogonal se

A-A=A"A=1.

Observacgao: Para mostrar que a uma matriz,digamos A, quadrada de ordem n é

ortogonal é suficiente mostrar que

A-A=1T.

Proposicao 1.1.8. A inversa de uma matriz ortogonal também é ortogonal.

Demonstracao. Se A & ortogonal, entdo A~ = A, assim

At (AaY = A (A = At A=,
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(A A= (A A=A A =T,

donde

Proposicao 1.1.9. O produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal.

Demonstracao. Sejam A e B duas matrizes ortogonais de ordem n. Como A e B sao

invertiveis, entdo ji vimos que AB também é invertivel e que (AB)™" = B7'A~!. Dai
AB(AB)' = AB (B'A") = A(BB") A' = AIA" = AA' =1,

e

(AB)'AB = (B'A") AB = B' (A'A) B=B'IB=B'B=1.

Exemplo 1.1.31. A matriz

é ortogonal, pois

1 1
V22
Al =
1 1
V22
(&
1 1 1 1 1 1 1
V2 V2 V2 2) 272 272 Lo
A- Al = = =
11 1 1 11 (01>’
ViR vi) \VE 272 273
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1 1 1 1 1 1 1 1
V2 V2 V2 V2 272 272 Lo
t
A 'A: . = =
1 1 11 1111 01
VoA 2 272 22
Portanto,
A A=A A=1T
Exemplo 1.1.32. A matriz
-1 0
0 -1
é ortogonal, pois A é simétrica e
140 0+0 10
-1 0 -1 0
0 -1 0 -1
0+0 0+1 0 1
Portanto,
A A=A A=1T
Exemplo 1.1.33. A matriz
0 1
10
é ortogonal, pois A é simétrica e
0+1 040 10
01 01
10 10
0+0 140 01

Portanto,
A- A=A A=1.

()

Exemplo 1.1.34. A matriz

é ortogonal, pois A é simétrica e

0+1 040 10
A A — 0 -1 0 -1 _ _ 7
-1 0 -1 0

0+0 140 01
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Portanto,
A A=A A=1.

Colocaremos todas as matrizes de ordem m X n, com elementos reais em um

conjunto da seguinte maneira.
men = {A = (aij)mxn L Qg € R}

Assim, podemos definir o conjunto das matrizes ortogonais como um subconjunto de M, «,,
da seguinte maneira:

M,={A€eM(nn);A- A" =1}.

1.1.4 Determinante

Finalizaremos esta secao com a defini¢cao de determinante de uma matriz, e apresen-
tando algumas de suas propriedades. A nocao de determinante sera utilizada na préxima
secao como condicao fundamental para este trabalho.

Seja. A uma matriz de ordem n, afim de definirmos o determinante da matriz A, que

denotaremos por det A, consideraremos os seguintes casos para n > 1:

(i) Se A é uma matriz de ordem 1, isto &, A = [ay1], entdo o determinante da matriz A

é dada pelo elemento aj;. Ou seja,
det[ay1] = a1;.

Exemplo 1.1.35. Seja a matriz A = [16], temos que det A = 16.

Exemplo 1.1.36. Seja a matriz A = [—5], temos que det A = —5.

(ii) Se A é uma matriz de ordem 2, isto &,

A=

air a2
)
Qg1 G22
entao o determinante da matriz A é dado como a diferenca entre o produto dos

elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria.

Ou seja,

d ap; Giz2 |
et = 11022 — A12021.
ag1 A2

A:[2 5]’
1 3

Exemplo 1.1.37. Seja a matriz
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temos que det A=2-3—-1-5=6—-5=1.

Exemplo 1.1.38. Seja a matriz

temos que det A = —4-3—-5-9=—12 — 45 = —47.

(iii) Se A é uma matriz de ordem 3, isto &,

a1x Qa2 13
A= Q21 Q22 Q23 |,

a31 a3z (33

entao o determinante de A é dado por

ail aiz Az
det a21 Qg2 A3 = Q11°G22°A33+A12°G23-A31+A13°G21°A32—A13°A22°A31 —G11 A23° G32 —A12° 021 A33

a31 azz 33

Exemplo 1.1.39. Seja a matriz

s

I
=
S N W
co W N

temos que
detA=1-2-843-3-142:-0-0—-2-2-1—-1-3-:0—-3-0-8=164+94+0—4—-0—-0 = 21.

Exemplo 1.1.40. Seja a matriz

I

Il
N = W
=~ = DN
ot W N

temos que

det A=3-1-5+2-3-242-1.4-2-1-2—3-3-4—-2-1.5 = 15+1248—-4—-36—10 = —15.

(iv) Para definirmos o determinante de uma matriz de ordem n > 3, utilizaremos a
nogao de cofator, dada da seguinte maneira. Seja A = [a;;] uma matriz de ordem

n > 2, dado um elemento a;; € A o cofator de a;;, denotado por A;;, é definido

R
como sendo o numero:
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onde D;; é o determinante da matriz resultante, obtida eliminando-se a i-ésima linha

e & j-ésima coluna da matriz A.

Exemplo 1.1.41. Seja a matriz

RERAN
13

temos

Ay = (=)' Dy = Dy = det 3] = 3;
Ay = (-D)"?.Dyy=—-1-Diy=—1-det[l] = —1.1=—1;
Ay = (=1)*"' Dy =—1-Dy =—1-det[5] = —1.5 = —5;
Agy = (=1)""?- Dy = Dyp = det [2] = 2.

Exemplo 1.1.42. Seja a matriz

=N
ot W N

temos que
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ot W

All = (—1)1+1 . DH =1- D11 = 1- det [

Alg = (—1)1+2 . D12 =—-1- D12 = —1-det

I |
I
=

N

I
e

L

A13 = (—1)1+3 . D13 =1- D13 = 1-det [

A21 = (-1)2+1 . Dgl =-1- D21 = —1-det

S |
I
|
N

= DN

(2 B V]

Ay = (—1)*"2- Dy =1- Dy = 1-det [

A23 = (-1)2+3 . D23 =—1- D23 = —1-det

N W
| I
|
20

Il
o

w N

W N kN 0t N 0t W
|
—_
=

A31 = (—1)3+1 . D31 =1- D31 = 1- det [

A32 = (—1)3+2 . D32 =—1- D32 = —1-det

— W= NN W N0 R s e
— W
i \ V]
| I
I
- Il
|
-

A33 = (—1)3+3 : D33 =1- D33 = 1-det [

Assim, se A é uma matriz de ordem n > 3, isto é,

a11 A2 @13 e Q1p
21 A22 @23 <o Qop
A= ,
| n1  Ap2 (n3 - Upp |

entao o determinante da matriz é dado da seguinte maneira: escolha uma linha
ou uma coluna qualquer da matriz A, digamos que a nossa escolha seja a primeira

coluna {ai1, as, ..., an1 }, segue que:
detA:aH ~A11+a21 'A21+...+6Ln1 'Anl- (113)

Exemplo 1.1.43. Seja a matriz

_ o O O

gt NN = W

N
t

12
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escolhendo a primeira coluna para aplicar a definicao de determinante, temos que

det A=0-Ay; +0-Agy +0- Ay +1-Agy = 1+ (—15) = —15.

Como a nocao de cofator faz sentido para todo n > 2, segue que a partir da equacgao
, obtemos a definicao de determinante dada para matrizes de ordem 2 e 3. Assim,
se A = [a;;] ¢ uma matriz quadrada de ordem n > 1, entdo o determinante de A ¢ dado
por ([1.1.3).

Exemplo 1.1.44. Se uma matriz de ordem n > 1, tiver uma linha ou uma coluna formada

apenas por zeros, entao esta matriz possui determinante igual a zero.

Solugao. Seja A uma matriz de ordem n, dada da seguinte maneira:

ajpr 19 a13 ~Qip—1 0 A1p41---  Qin
g1  A22 23 wagpr 0 agprr.. agy
A= ,
| an1 an2 apz Gpp1 O Gppiie. Gpp

escolhendo a coluna p que é formada apenas por zeros, por definicao temos que

detA:OA1p+OA2p+—|—OAnp:0

A seguir enunciaremos algumas propriedades de determinantes. As demonstra-

¢Oes serao omitidas, o leitor interessado pode consultar a referéncia [1].

Proposicao 1.1.10. Se A é uma matriz de ordem n, entao
det A = det A"

Exemplo 1.1.45. Seja a matriz

A=

3 2
1 3|
temos que sua transposta é dada por

Al =

31
2 3|

Donde det A' =det A = 7.
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Proposicao 1.1.11. Seja A uma matriz de ordem n. Se A é uma constante real, entao
det A - A= \"-det A.

Exemplo 1.1.46. Seja a matriz

—6 —4 —4
A=1| -2 -2 —6 |,
—4 -8 —10
temos que
—6 —4 —4 322
detA=det | =2 -2 —6 | =(=2)>.det |1 1 3 | =120.
—4 -8 —10 2 4 5

Proposicao 1.1.12. Seja A uma matriz de ordem n > 2. Se trocarmos a posicao de duas

linhas ou de duas colunas paralelas, obtemos uma nova matriz B, tal que

det B = — det A.
Exemplo 1.1.47. Seja a matriz
3 -1 2
A= -2 1 ,
1 2 0

Segue que

det B=—det| -2 1 6 | =52

Proposicao 1.1.13. Se uma matriz de ordem n > 2 tem duas linhas ou duas colunas

paralelas iguais, entao
det A = 0.
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Exemplo 1.1.48.

a 3 2 a
b 1 1
det 0 b = 0.
c 4 12 ¢
d —23 18 d

Proposicao 1.1.14. Se uma matriz de ordem n > 2 tem duas linhas ou duas colunas

paralelas, formadas por elementos respectivamente proporcionais, entao

det A = 0.

A:[m 2]’
6 1

temos que a primeira coluna é obtida multiplicando por 6 a segunda coluna. Assim,

12 2
detA:[ ]:O
6 1

Exemplo 1.1.49. Seja a matriz

Exemplo 1.1.50. Seja a matriz

1 3 2 1
A 7 1 10 5 ’
0 4 12 6
2 =23 18 9
temos que
1 3 2 1
1
det ol 05 = 0.
0 4 12 6
2 =23 18 9

A proposigao a seguir é conhecida como Teorema de Binet.

Proposicao 1.1.15. Se A e B sao duas matrizes quadradas de ordem n, entao
det(A- B) = (det A) - (det B).

Exemplo 1.1.51. Sejam as matrizes

|12 eB:23’
3 4 05
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A.B = 2 13 :
6 29

Assim, det(A - B) = det(A) - det(B) = —2 - 10.

temos

Como consequéncia do Teorema de Binet (Proposigao ((1.1.15))), o corolario a

seguir fornece uma maneira de calcular o determinante de matriz inversa.

Corolario 1.1.16. Se a matriz A tem determinante nao-nulo, entao

1
det A7! = et
Exemplo 1.1.52. Seja a matriz
_ [ 12 ]
3.4
temos que . .
det A™" = det A 2
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Capitulo 2

Uma Nova Maneira de Escrever as

Circunferéncias

2.1 A Circunferéncia Escrita Como Produto e Soma de
Matrizes

Neste capitulo mostraremos que uma circunferéncia centrada em um ponto F, e raio

r > 0, denotada por, C,.(P,) pode ser representada algebricamente, através de matrizes

ortogonais de ordem 2. Para isto, identificaremos os pontos de um plano através de ma-

trizes. Seja um plano 7 com um sistema de eixos ortogonais OXY, podemos representar

o plano 7 da seguinte maneira:

m={(z,y): =,y € R}

Assim, cada ponto P € 7 sera representado por P = (x,y). Assim, de modo natural,

representaremos P por uma matriz coluna, isto é

il

Como uma circunferéncia C,.(Fp) é um subconjunto do plano 7, onde

P =

Zo

Yo

POZ

Y

entao naturalmente representaremos cada ponto P da circunferéncia C,.(F) por uma ma-

triz coluna:
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tal que (x — 20)? + (y — yo)? = r°.

A Proposicao a seguir, que teré grande utilidade nos resultados posteriores, nos

diz como as matrizes ortogonais podem ser obtidas.

Proposigao 2.1.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem 2. A é ortogonal se, e somente

se,
b b
A= ¢ ou A=1|"
—-b a b —a
onde a? + b? = 1. Além disso, podemos trocar A por A?, na equivaléncia acima.

Demonstra¢ao. Considere de modo arbitrario uma matriz ortogonal A =

¢ ] Isto é,
d

A-At = A" A= 1,, onde I, é a matriz identidade de ordem 2. Temos que,

A.At:é@ac.ab:lo
b d c d 0 1

:lég]_

Dali,

a2+ ab+cd
ba + dc b* + d?

Disto segue que

a4+ =1
ab+cd =0
b +d*=1.

Por outro lado,

[ 1
A A=, o a b e e 0
c d b d 01

a?+b=1
< qac+bd=0
Lc2—i—d2:1.

Obtemos através dos sistemas acima que: a? + ¢ = 1 e a2 + b? = 1, o que implica
c? = b%, ou seja, ¢ = +b. Obtemos ainda que: a®> +c* =1e ¢ + d? = 1, donde a® = d?,
logo, a = +d. Além disso, temos ainda que ac+ bd = ab+ c¢d = 0, mas isto acontece se, e

somente se, d =a e c= —boua= —de c=0>b. Portanto, a matriz ortogonal A é dada de
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uma das seguintes maneiras:

onde a? 4+ v? = 1.

Reciprocamente, se

s b ou A— a b |

b —a -b a

com a® + b? = 1, entao

A A a b a —b B 10

I b a lo

ou

A A a b a b B 10
b —a b —al| |01

De qualquer modo,

2.1.1 Escrevendo A Circunferéncia Através de Matrizes - Conhe-

cendo o Seu Centro e um Ponto da Cirncunferéncia Cen-

trada na Origem.

O primeiro grande resultado, garante que podemos obter a circunferéncia C,(FP,), atra-

vés do produto de matrizes ortogonais pelo ponto P =

D).

r . .
], como ilustra a Figura
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Figura 2.1: Circunferéncia de centro F e raio 3,18 .

Teorema 1. Seja C.(Py) uma circunferéncia de centro num ponto Py =

o . Se
Yo

P =

r -
, entao
0 ]
C.(P)={AP+ Py : AA'=A'A=L}.
Demonstracao. Inicialmente, mostraremos que todos os pontos do conjunto
{AP + PO . AAt = AtA = [2}

pertencem a circunferéncia C.(Fp). Para isto, considere de modo arbitrario uma matriz
A, ortogonal. Pela Proposicao (2.1.1), temos que

(o b
AP+ PR = | ¢ S
b —a 0 Yo
_ -ar—i-xo
_br—i—yo
ou
[ a b r To
b a 0 Yo
- [ ar + xg
_—bT+yo
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onde a? + b? = 1. Agora, note que

(ar + 20— 20)* + (br +yo —w0)* = a’r® +b*r?
= (a®+b*)r?

(ar +x0 — 20)* + (=br +yo — v0)*> = a*r® + b*r?
= (a®+b)r?

= r

Com isto, fica provado que cada ponto AP + P,, tal que AA* = A'A = I,, é um

ponto da circunferéncia C,(F).

Por outro lado, seja X =

] um ponto arbitrario da circunferéncia C,.(F). Note
que

Xe{AP+P : AA'=A'A=5L}=3 B : X=BP+h,

com BB = B'B = I,.

Observe que a matriz

T — 2o Y —%Yo

— r r
B= Y—Y T — T

r r
é ortogonal e BP + Py = X. Logo, o ponto X pertence ao conjunto {AP+ P, : AA'=

A'A = I,}. Com isso, obtemos que

C.(R) C{AP+ Py : AA'=A'A=L}.
Portanto,
CT<P0) = {AP+PO . AAt :AtA:IQ}
O

Exemplo 2.1.1. Seja C4(Fp) uma circunferéncia de raio 4, centrada no ponto P, de

abscissa 1 e ordenada 3, entdao podemos representar Cy(F,) por:

vkt

Y

45



Capitulo 2. Uma Nova Maneira de Escrever as Circunferéncias

a

c

onde [ ] é ortogonal. Como ilustra a Figura ({2.2)).

1 } e ralo 4.

Figura 2.2: Circunferéncia centrada em P = [ 3

Como consequéncia direta do Teorema , obtemos o seguinte corolario, que apre-

o . Se
Yo

senta duas caracterizacoes distintas para a mesma circunferéncia.

Corolario 2.1.2. Seja C.(Fp) uma circunferéncia centrada no ponto Py =

pP—

”
] , entdao C, () ¢ dada de uma das seguintes maneiras:

(i)
CT(P()) = {AP + P() . AAt = [2 € thA = 1}

(ii)
CT(P()) :{AP+P0 . AAt:.IQ e detA = —1}

Demonstragao. (i) Com feito, pelo Teorema temos que cada ponto do conjunto
{AP+ Py, : detA=1}

pertence a circunferéncia C,.(Fy). Mostraremos apenas que cada ponto da circunferéncia

C.(Fy) pertence ao conjunto {AP+ P, : detA = 1}. Para isto, tomamos arbitrariamente

um ponto X = e C-(Fy). Observe que
Y

Xe{AP+P) :detA=1}<3 B: X =BP+h,
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com BB'= B'B =1, e det B =1. Veja que a matriz

B a b],

—-b a

onde

T — X
a:

_/r. 9
b:y Yo

r

cumpre a igualdade.

Portanto, fica provado o item (i).
a b

—a

A demonstragao de (ii) é analoga, basta considerar uma matriz B =

] , onde

a® + b* = 1. Dai, segue-se que dado X € C.(F), tem-se que
X€{AP+ P AA'—A'A=1T, ¢ detA——1}).

O

Exemplo 2.1.2. Considere C3(P,) a circunferéncia de raio 3, centrada no ponto Py de

abscissa -1 e ordenada —1,5, entdo podemos representar C3(F,) de uma das seguintes

AN
L)

onde a®> +0? =1 e ¢ + d* = 1, como ilustra a Figura (2.3)).

maneiras:

3
0
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. . . -1 .
Figura 2.3: Circunferéncia centrada em Fy = { 15 } e raio 3.
Através do Corolario conseguimos uma reformulacao dos resultados apresen-

tados no trabalho de Oliveira e Souza, em (|1], Proposi¢ao 4.0.1 e Proposicao 4.0.2).

0
Proposicao 2.1.3. Seja C,.(O) uma circunferéncia centrada na origem O = 0 ] Se
p=|" ] , entdao C,(0) é dada de uma das seguintes maneiras:
(i)
C.(O)={AP : AA'=1, e detA=1}.
(i)
C.(O)={AP : AA'=1, e detA=—1}.
Demonstragao. Basta toma Py = O no Corolario (2.1.2)). O
O resultado a seguir generaliza um pouco mais o Teoremal[ll Consideraremos um
ponto P = v ] e mostraremos que uma circunferéncia de centro Py = o ] , pode ser
Y Yo

obtida como um produto de matrizes ortogonais por um ponto P € C.(O), como ilustra
a Figura (2.4)).
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| | | | u j | | |
-t

Figura 2.4: Duas circunferéncia de raio 2, uma centrada na origem e a outra de centro
P.

Teorema 2. Seja C.(Py) uma circunferéncia centrada num ponto Py = 0 ] . Se
Yo
x
P = ] é um ponto fizo qualquer, em uma circunferéncia centrada na origem, C.(O),

entdao
CT(P()) == {AP+P0 : AAt :AtA:IQ}

Demonstracao. Considere arbitrariamente um ponto P =

Y ] € C-(0O) e A uma matriz
v

ortogonal de ordem 2.

Temos que
A-PiLp — ac'u+x0
b d v Yo
_ _au+cv+x0
B bu+dv+y |
Note que

(au+cv+x9 —20)* + (bu+dv +yo — yo)? = a’u® + 2aucv + 2o* + b*u® + 2budv + d*v*
= (a®+0*)u* + (& + d&*)v* + 2uv(ac + bd)

Como A é ortogonal, temos que a? + b? = ¢? + d? = 1. Além disso ac + bd = 0. Logo,
(au + cv + xg — x0)* + (bu + dv + yo — yo)* = u> + v* =12,

pois d(P,O) = r, onde O é a origem do plano cartesiano.

Logo, o ponto AP + Py pertence a circunferéncia C.(Fy). Por outro lado, dado
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arbitrariamente

X:[xleamﬁ

Y

O ponto X pertence ao conjunto

{AP+ Py : AA' = A'A=1,}

se, e somente se, existe uma matriz ortogonal de ordem 2, B, tal que X = BP + F,.

Counsidere a matriz

u(z —x) +v(y —yo) (T —x0) — Uy — Yo)

B= r r
v(r —x0) —u(y — o) w(x—x0) +v(y — o)
a r2 r2
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Note que
[ u(r —x0) +u(y —w) v —x0) — u(y — yo)
2 2 "
BP+ F, =
v(r —x0) —uly —yo) u(x —x0) + (Y — o) v
| r2 r2
ulu(z — 7o) ;Lv(y — )] n v[v(x — x0) ; u(y — yo)] +
r r
ufv(z — xo) 2— u(y — yo)] n v[u(r — ) ;"U(Z/ — %) + 0
: r r
[ u?(z — 20) t““(y — o) n v (x — w9) ;UU(?J — o) .
r r
u(z — o) —2 u?(y — o) " vu(z — o) ‘2”2(9 — %) + 0
. r r
-2 N
(u? +wv )2(:v ) 4
r

r*(y —y
( 2 0>+y0
T

xr — g+ T

Y~ Y+ Y%
B [ .
_y

Resta apenas mostrar que B é ortogonal. Para isto, considere

u(r — ) +v(y — yo)
v(r — Io)r— u(y — yo)

g:
b=

Zo

Yo
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Segue-se

—h g h g
>+ h* —gh+hg
—hg+gh h?>+g?

Agora note que

S - (U(SC—960)+v(y—yo))2+(v(ﬂc—l’o)—U(y—yo))2

r2 r2

(u? +v%) (2 — 20)* + (u® +v*)(y — yo)

.
(@ —20)® + (Y — yo)?
- -
12,2
= 1
Dai,
10
BB! =
01
Do mesmo modo, mostra-se que
10
B'B =
01

Portanto, podemos concluir que
C,«(P()) = {AP + P() : AAt = AtA = ]2}

]

Exemplo 2.1.3. Considere Co(F) a circunferéncia de raio 2, centrada no ponto Py de
abscissa 2 e ordenada -3. Podemos representar Co(P,) conhecendo apenas um dos pontos

da circunferéncia Cy(0). Como

P= ECQ(O),

V3
1
segue que podemos representar Co(Fp) da seguinte forma:

L))
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a

c

b
onde [ J ] ¢ ortogonal, como ilustra a Figura ({2.5)).

Figura 2.5: Duas circunferécia de raio 2. Uma centrada na origem e a outra em F, =
2
—3 |
Como consequéncia direta Teorema 2] obtemos o seguinte corolario, que fornece duas

o . Se
Yo

] ¢ um ponto fixo qualquer na circunferéncia C,(0O), entao C,.(F) ¢ dada de uma

maneiras distintas de escrever a mesma circunferéncia, através de matrizes .

Corolario 2.1.4. Seja C.(Fy) uma circunferéncia de centro num ponto Py =

pP—

)
das seguintes maneiras:

(i)
CT<P0) = {AP -+ PU . AAt = [2 e detA = 1}

(i)
CT(P()) :{AP—|—P0 . AAt:.IQ e detA = —1}

Demonstragao. (i): Pelo Teorema (2), temos que
{AP—{—PO : AAt = [2 e det A= 1} C CT(P())
Para mostrar que

CT(P()) C{AP+P0:AAt:]2 e detAzl},
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consideraremos um ponto qualquer

X = [x] € C(Py).
y

Seja a matriz ortogonal

u(x — o) — v(y — yo) v(r — xo) +u(y — yo)

A= re re
v(z —xo) Fuly —yo)  w(r —x0) —v(y — Yo)
r2 r2
Temos que

u(x —xo) —v(y —yo)  v(z —x0) +uly — o)

r2 r2 Zo
v —wo) tuly —w) ule—z)~vlw—w) || v ||y ]
L r2 72
[ w(z —xo) —vu(y —yo)  v*(x —x0) +uv(y — vo)
. 7”2 - T2 + ZTo
B vu(z — xo) +u?(y — yo) | wv(x — xo) — v*(y — Yo)
2 + 2 + Yo
L r r
[ (u? + %) (z — 2
W),
- w4+ v —
T LTI
L r
_ x
| Yy

Assim, existe uma matriz ortogonal, A, com det A =1, tal que X = AP + F,.
Portanto,
CT(Po) = {AP+PO : AAt = [2 e det A = 1}

O caso (ii), a demonstragao é de forma anéloga. O

Através do Corolario [2.1.2] conseguimos uma reformulacao do resultado apresentado

O]. Se
0

] é um ponto qualquer na circunferéncia C,.(O), entao C,.(O) é dada das seguintes

no trabalho de Oliveira-Souza, em ([1], Teorema 1).

Proposicao 2.1.5. Seja C,(O) uma circunferéncia centrada na origem O =

pP—

Y
maneiras:

(i)
C.(O)={AP : AA'=1, e detA=1};
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(ii)

C.(O)={AP : AA'=1, e detA=—1}.

Demonstracao. Basta asumir Fy = O no Corolario (2.1.4)). O

2.1.2 Escrevendo A Circunferéncia Através de Matrizes- Conhe-

cendo o centro e um de Seus Pontos

De um modo geral, o resultado seguinte mostra que uma circunferéncia C,(F,), cen-

trada num ponto Py =
Yo

pelo ponto P — Fy, onde P € C.(FP,) é um ponto fixo qualquer, como ilustra a Figura

9.

x
0 ] , pode ser obtida através do produto de matrizes ortogonais

Figura 2.6: Circunferéncia de centro F e raio 3 .

Teorema 3. Seja C.(Py) uma circunferéncia de centro num ponto Py = o ] Se
Yo
p=1|" ] é um ponto fizo qualquer em C.(P,), entdo
CT(P()) :{A<P—P0)+P0 . AAt:AtAZIQ}
Demonstracao. Note que P — Py € C,.(O) segue do Teorema o resultado. ]

Se conhecemos um ponto qualquer de uma circunferéncia centrada num ponto Fp,

podemos representa-la algebricamente, através de matrizes, de duas maneiras distintas.
To

. Se
Yo

55

Coroléario 2.1.6. Seja C,.(F)) uma circunferéncia de centro num ponto Py =




Capitulo 2. Uma Nova Maneira de Escrever as Circunferéncias

P =

] é um ponto fixo qualquer da circunferéncia C,(P,), entdao C.(FPy) é dada de
)

uma das seguintes maneiras:

(1)
CT(P()) = {A(P—P0)+P0 : AAt :_[2 e detA = ]_}7

(i)
CT(P()) :{A(P—P0)+P0 : AAt:IQ (& detA:—l}

Demonstracao. Observe que P — Py € C,.(O), segue do Corolario (2.1.4)) o resultado. [

Exemplo 2.1.4. Dados os pontos

P =

O conjunto

A.(P—Q)JrQ:[CCL Z]([ﬂ‘[;

a b

C

)+[:)

onde A = ] é uma matriz ortogonal, com det A = 1, é ilustrado na Figura

Figura 2.7: Circunferéncia centrada em () = [ il)) } e raio igual a d(P, Q).
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Capitulo 3

O Deslocamento de Pontos Sobre a

Circunferéncia

Neste capitulo aplicaremos os resultados apresentados no capitulo anterior. Como apli-
cacgao, introduziremos a no¢ao de deslocamento de pontos ao longo de uma circunferéncia
C-(Fy), onde Py é um ponto qualquer; generalizando assim a ideia de deslocamento de
pontos apresentada no trabalho de Oliveira e Souza em [5]. Como consequéncia, utiliza-
remos operacoes de matrizes para encontrar a trajetoria descrita por veiculos autonomos

(robos), se deslocando entre dadas posigoes na presenca de obstaculos.

3.1 O Deslocamento de Pontos Atraves das Operacoes

com Matrizes

Pelo Teorema 7 obtemos os pontos de uma circunferéncia C,(P,) apenas conside-
rando um ponto qualquer sobre a circunferéncia C.(O). Mais precisamente, dado um
ponto arbitrario @ € C,(Fp), existe uma matriz ortogonal A, tal que Q = A.P + P,, onde
P & um ponto sobre a circunferéncia C,(O).

Por simplicidade, tomamos

4+ X9

Yo

r
0

Zo

Yo

P: ,P():

] eQ1:[2.P+P0:

onde a matriz ortogonal A é dada em [5], por

T Vr2—z?
A — T T
/7252 oz
r r
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Segue que a trajetoria descrita pelo ponto A- P ao longo da circunferéncia C,.(O),
partindo do ponto P, no sentido anti-horario; induz uma trajetoria descrita pelo ponto

A.P+ P, ao longo da circunferéncia C,.(P,), partindo do ponto ()1, no sentido anti-horario.

Q=] " "
Yo ’

podemos nos deslocar ao longo da circunferéncia C,.(Fp), partindo do ponto ()1, até um

Assim, considerando o ponto

X1

Y1
matrizes dada a seguir, como ilustra a Figura |3.1]

ponto qualquer (Qy = [ pertencente ao arco ?(Q17Q3)7 atraves da operacao com

o ] , (3.1.1)

Yo

com7r>x > x — Ig.

Figura 3.1: Deslocamento do ponto ()1 até o ponto ()5 .

8
Exemplo 3.1.1. Dado um ponto ¢ = [ 0 ] sobre a circunferéncia C5((6,0)). Através

da expressao com matrizes:

£

. 8 4
com 2 > x > —2, percorremos todo o arco com extremidades ()1 = 0 e Q3 = [ ],

iy
| (™18

8]

|
| N
N
I8 8
[
| |
| — |
[aolEN \V]
-

ao longo da circunferéncia Co((6,0)), no sentido anti-horario. Em particular,

(7 10D 1)

58



Capitulo 3. O Deslocamento de Pontos Sobre a Circunferéncia

8
assim se percorremos 2 > = > —v/3 obtemos a trajetoria desde o ponto Q; = [ 0 ] até o

4,26 . . . . .
ponto Qs = L 2o longo da circunferéncia C,((6,0)), no sentido anti-horario, como

ilustra a Figura 3.2

Figura 3.2: Deslocamento do ponto ()1 = [ S } até o ponto Qg = [ 4’126 } :

Do mesmo modo, podemos nos deslocar ao longo da circunferéncia C,.(Fp), par-
tindo do ponto ()1, até um ponto qualquer ()5 pertencente ao arco ?(Qg,@l), através
da operacao com matrizes da seguinte maneira: continuamos com o processo anterior até
percorrer todo o arco F(Ql, Q)3), através da expressao (3.1.1); em seguida completamos
0 percurso restante até chegar ao ponto ()9, através da expressao abaixo:

z Vri—z? —r
T T +
Vr2—z? oz ) 0

T T

o ] (3.1.2)

Yo

com r > x > xg — r1, como ilustra a Figura 3.3
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Figura 3.3: Deslocamento do ponto (), até o ponto )5 .

8
Exemplo 3.1.2. Dado um ponto @7 = [ 0 ] sobre a circunferéncia C5((6,0)). Através
da expressao com matrizes:

—x2 T :
—73 —3 0 0

com 2 > x > —2, percorreremos todo o arco com extremidades )1 e ()3, ao longo da

+

ENINI
no

circunferéncia Co((6,0)), no sentido anti-horario. Continuando com o processo, através da

x —x2
4—zx T :
5 -5 0 0

com —2 < x < 1,74, percorremos no sentido anti-horario o arco com extremidades Q)3 e
4,26
-1

expressao:

_|_

(1, até chegar ao ponto @)y = [ ] . Em particular,

V3 | - ’
3 - 0 0 -1
8 ) 4,26
representa o deslocamento do ponto ()1 = 0 até o ponto (o = , ao longo da

circunferéncia C,((6,0)), no sentido anti-horario, como ilustra a Figura 3.4}
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Figura 3.4: Deslocamento do ponto ()1 = [ g } até o ponto Qy = [ 4,_216 } .

O deslocamento de pontos ao longo da circunferéncia C,(Fp), no sentido horario
é feito de modo analogo. O deslocamento de um ponto ao longo de uma circunferéncia,
como descrito acima, fornece a comodidade de deslocar simultaneamente um ponto ao
longo de uma circunferéncia centrada na origem e um ponto ao longo de circunferéncia
centrada em um ponto F,, ambas como o mesmo raio r > 0.

De um modo geral, introduziremos a nocao de deslocamento de um ponto ao longo de
uma circunferéncia centrada em um ponto Py, qualquer.

Pelo Teorema ({3)), fixado um ponto arbitrario P pertencente a uma circunferéncia
C.(Py), podemos obter todos os pontos de C.(Fp) através de operagoes com matrizes.
Mais precisamente, dado um ponto qualquer @ € C,.(Fp), existe uma matriz ortogonal A
tal que Q = A(P — P) + F.

; a3
)

Yo

To+T

Yo

Pelo Teorema ({3)), tomamos Py = , P =

(x—20)  (y— o)

A= (yr—yo) (l’—rﬂ?o)

r T

Como (x — z0)* + (y — yo)? = r?, entdo (y — yo) = +£/r2 — (x — x0)%. Dai,

podemos escrever a matriz A de uma das seguintes maneiras:

(x — x0) \/7“2 — (z — x¢)?

A — r r
r2 — (z — x)? (x — x0)

r r
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ou
(x — xo) V= (@ = 1)?
A= r
V2 — (x — x)? (x — x0)
r r
. To+T To—T . .
Sejam os pontos P, = 0 e P, = 0 pontos sobre a circunferéncia
Yo Yo
x
C.(Py). Dado arbitrariamente um ponto Q1 = e C.(Fy), temos quatro casos a
Y1
considerar:

(I) @1 pertence ao arco ?(Pl, P,). Neste caso, seja o arco ?(Ql, ()3) contido no arco

?(Pl,Pg), para algum ponto ()3 = [ 3 | sobre a circunferéncia Cr(Fy). Temos
Ys

que todo ponto @) pertencente a circunferéncia C,(P) é dado pela expressao:

(x—xo) _\/7“2—(1:—:60)2
V2 — (z — x0)? (x —rxo)

r r

r
0

+

Yo

o ] (3.1.3)

com x1 > x > 3 se, e somente se, () é um ponto pertencente ao arco ?(Ql, Qs3).

X2

Dessa forma, se considerarmos um ponto arbitrario Qo = € C.(Py) , per-

Y2
tencente ao arco ?(Ql, Q)3), entao a medida que percorremos a circunferéncia C,(Fp)
partindo do ponto ()1 até chegar ao ponto ()2, no sentido anti-horério, sempre en-
contraremos pontos sobre C,.(Fy) dados pela expressao . Portanto, utilizando
descrevemos todo o percurso ao longo da circunferéncia C,.(Fp), partindo do

ponto ()1 até chegar em ()2, no sentido anti-horério, como ilustra a Figura [3.5]

Figura 3.5: Deslocamento do ponto ()1 até o ponto ()5, no sentido anti-horario .
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(IT) @1 pertence ao arco ?(Pg, Py). Neste caso, seja o arco ?(Ql, ()3) contido no arco

Ys
que ponto Q) pertencente a circunferéncia C,(P,) é dado pela expressao:

%(PQ,Pl), para algum ponto Q)3 = [ T3 | sobre a circunferéncia C-(Fy). Temos

(x — ) V2 — (z — x0)?
_\/?"2 —Q$—$0)2 (ﬂf—r%)

r r

r

0

_|_

Yo

o ] , (3.1.4)

com z1 < x < x3 se, e somente se, () € um ponto pertencente ao arco ?(Ql, Q3).

T2

Dessa forma, se considerarmos um ponto arbitrario Qo = € C.(Ry) , per-

Y2
tencente ao arco ?(Ql, (Q)3), entao a medida que percorremos a circunferéncia C,(Fp)
partindo do ponto @)1 até chegar ao ponto (o, no sentido anti-horério, sempre en-
contraremos pontos sobre C,.(Fp) dados pela expressao . Portanto, utilizando
descrevemos todo o percurso ao longo da circunferéncia C,.(Fp), partindo do
ponto ()1 até chegar em ()2, no sentido anti-horério, como ilustra a Figura [3.6]

Figura 3.6: Deslocamento do ponto ()1 até o ponto ()5, no sentido anti-horario .

(ITT) @, pertence ao arco ?(Pl,Pz) e () pertence ao arco ?(PQ, Py). Neste caso, por
percorremos todo o arco %(Ql, P,), com x; > x > 1o — r. Continuamos o
processo através da expressao , com xg —1r < x < xo até chegar ao ponto (o,
como ilustra a Figura [3.7]
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Figura 3.7: Deslocamento do ponto () até o ponto ()2, no sentido anti-horario .

(IV) @, pertence ao arco ?(P27P1> e (Jo pertence ao arco ?(Pl, P,). Neste caso, por
percorremos todo o arco ?(Ql, P), com z; <z < g+ r. Continuamos o
processo através da expressao (3.1.3)), com x4+ r < z < x5 até chegar ao ponto Qs,
como ilustra a Figura [3.8]

Figura 3.8: Deslocamento do ponto ) até o ponto ()2, no sentido anti-horario .

De modo anélogo, introduzimos a no¢ao de deslocamento de pontos ao longo da

circunferéncia C,.(F), no sentido horario. Dado arbitrariamente um ponto Q1 = ! ] €
Y1

C-(FPy), temos quatro casos a considerar:

(I) @1 pertence ao arco ?(Pl, Py). Neste caso, seja o arco ?(Ql, ()3) contido no arco

%(Pl,PQ), para algum ponto Q)3 = T3 | sobre a circunferéncia Cr(Fy). Temos
Ys

que todo ponto @) pertencente a circunferéncia C,(F,) é dado pela expressao (3.1.3)

com 1 < x < x3 se, e somente se, () é um ponto pertencente ao arco I' (Q1,Q3).
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T
Y2
pertencente ao arco ?(Ql,Qg), entao a medida que percorremos a circunferéncia

] € C(R) ,

Dessa forma, se considerarmos um ponto arbitrario () = [

C.(Fy) partindo do ponto () até chegar ao ponto (2, no sentido horario, sempre en-
contraremos pontos sobre C,.(Fy) dados pela expressao (3.1.3). Portanto, utilizando
(3.1.3) descrevemos todo o percurso ao longo da circunferéncia C,.(F), partindo do

ponto 1 até chegar em ()5, no sentido horario, como ilustra a Figura [3.9]

Figura 3.9: Deslocamento do ponto (); até o ponto ()2, no sentido horario .

(IT) @, pertence ao arco ?(Pg, Py). Neste caso, seja o arco ?(Ql, (Q)3) contido no arco

%(PQ,Pl), para algum ponto Q3 = [ T3 | sobre a circunferéncia C-(Fy). Temos
Y3

que ponto ) pertencente a circunferéncia C,.(Fy) é dado pela expressao (3.1.4) com
xr1 > > x3 se, e somente se, () ¢ um ponto pertencente ao arco I' (Q1,Q3).

Dessa forma, se considerarmos um ponto arbitrario () = = € C.(P) ,

Y2

pertencente ao arco ?(Q17Q3)7 entao a medida que percorremos a circunferéncia
C-(Py) partindo do ponto ()1 até chegar ao ponto @2, no sentido horario, sempre en-
contraremos pontos sobre C,.(Fp) dados pela expressao . Portanto, utilizando
descrevemos todo o percurso ao longo da circunferéncia C,.(F,), partindo do

ponto ()1 até chegar em ()9, no sentido horario, como ilustra a Figura |3.10
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(I11)

(IV)

Figura 3.10: Deslocamento do ponto ()1 até o ponto ()2, no sentido horario .

()1 pertence ao arco ?(P17P2> e Qo pertence ao arco ?(PQ, Pp). Neste caso, por
(3.1.3) percorremos todo o arco ?(Ql, Pp), com 21 < x < x¢ + r. Continuamos o
processo através da expressao (3.1.4), com zg+r > & > x5 até chegar ao ponto Qo,

como ilustra a Figura|3.11

Figura 3.11: Deslocamento do ponto (); até o ponto ()2, no sentido horario .

()1 pertence ao arco ?(PQ,Pl) e Qo pertence ao arco ?(Pl, P,). Neste caso, por
(3.1.4) percorremos todo o arco ?(prg), com x1 > = > xo — r. Continuamos o
processo através da expressao (3.1.3), com zg —r < z < x5 até chegar ao ponto Qo,

como ilustra a Figura |3.12
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Figura 3.12: Deslocamento do ponto ()1 até o ponto ()2, no sentido horario .

0
Exemplo 3.1.3. Seja o ponto (), = [ 5 | Através da expressao

(3.1.5)

. . . 0
com 0>z > —%, percorremos a circunferéncia Cg(((), %)), partindo do ponto Q; = [ 5 ] ,

_3
2

até o ponto P, = [ ] no sentido anti-horario. Em seguida, através da expressao

O ] (3.1.6)

N[

w

com —5 < x < 0, percorremos a circunferéncia C%((O,%)), partindo do ponto P, =

2
descritas através das expressoes (3.1.5) — (3.1.6), representam o deslocamento do ponto

_3 _
[ 12 ], até o ponto Qo = e no sentido anti-horario. Segue que as trajetorias

(1 até o ponto (o, como ilustra a Figura [3.13
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Figura 3.13: Deslocamento do ponto (); até o ponto ()2, no sentido anti-horéario .

Continuando com o processo, através da expressao:

[ ’ vi-a’ [é] (3.1.7)

-1 — 22 x
com 0 < z < 1, percorremos a circunferéncia C;(O) partindo do ponto (s, no sentido

anti-horario, até encontrar o ponto (3 = [ ol Em seguida,

(3.1.8)

x -1 — 22 1
V1 — 22 x 1o

1
com 1 > x > 0 descreve a trajetéria descrita a partir do ponto 0 até o ponto ()3.

Segue que a trajetoria descrita através das expressoes (3.1.7) — (3.1.8)), representam o

deslocamento do ponto @) até o ponto (Y3, como ilustra a Figura [3.14

Figura 3.14: Deslocamento do ponto ()5 até o ponto ()3, no sentido anti-horério .
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Por ultimo, através da expressao

2z —24/L — x2
. (3.1.9)

1
2\/1"‘1’2 2

com 0> x > —%, percorremos a circunferéncia C%((O, %)), partido do ponto Q3 até

1
o ponto [ 12 ] . Em seguida, através da expressao
2
2x 2, /1 — 22 1 0
: S e (3.1.10)
—24/3 + 2 2x 0 3

N =

com —% < x < 0 representa a trajetoria descrita a partir do ponto L até a origem
2
O. Segue que a trajetoria descrita através das expressoes (3.1.9) — (3.1.10), representam

o deslocamento do ponto (3 até a origem O, como ilustra a Figura [3.15]

Figura 3.15: Deslocamento do ponto Q3 até a origem O, no sentido anti-horario .

Portanto, através de operacoes com matrizes, conseguimos a trajetoria descrita

. 0 . . . . .
a partir do ponto @) = 5 ] até a origem O, no sentido anti-horério, como ilustra a

Figura |3.16
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(&
J

Figura 3.16: Deslocamento do ponto (); até o ponto ()2, no sentido anti-horéario .

Exemplo 3.1.4. Determine o deslocamento da origem O até o ponto P, como ilustra a
Figura (3.17]

Figura 3.17: Deslocamento da origem O .

Solucao. O deslocamento do ponto O até P ilustrado pela Figura pode ser
feito considerando os seguintes passos.

(Passo 1) O ponto O deloca-se sobre uma semicircunferéncia, de raio 1 e centro (1,0), no

sentido horario até o ponto P, = (2,0);

(Passo 2) O Ponto P; desloca-se sobre uma semicircunferéncia, de raio 1 e centro (3,0), no

sentido horario até o ponto P, = (4,0);

(Passo 3) O ponto P, desloca-se sobre uma semicircunferéncia, de raio 1 e centro (5,0), no

sentido horario até o ponto P = (6,0)

Para o (Passo 1), pelo Teorema e as observacoes feitas sobre a equacao m,

temos que a trajetoria de O até P como descrita na Figura[3.17)é dada através da expressao
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z r? — 12
AP + By = r r ~[r]+[x°],

re — g2 T 0 Yo

r r
com —r < z < r. Ou seja, o arco ?1(07 Py) é escrito da seguinte maneira:
V1— 22 1 1
AP + Py = ’ . n ,
V1— a2 —x 0 0

onde —1 < x <1, como ilustra a Figura [3.18]

Figura 3.18: O deslocamento da origem O, ap6s o primeiro passo .
Para o (Passo 2) Seja ?Q(Pl, P,), seguindo de modo anilogo ao que foi feito no
(Passo 1), a expressao:

1
0

3
0

+

)

T V1 — 22
V1— a2 —

onde —1 < z < 1, define todo o arco FQ(PI, P) de centro (1,0). Nesse caso se z = —1
entao a expressao acima representa o ponto P, e se x = 1, entao a expressao representa

o ponto P,, como ilustra a Figura |3.19
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Figura 3.19: O deslocamento da origem O, ap6s o segundo passo .

Para o (Passo 3), Seja ?;;(PQ, P) de centro (3,0), seguindo novamente de modo

analogo ao que foi feito nos dois passos anteriores, a expressao

=7

1
0

)
0

_I_

9

V31— 22 —

onde —1 < z < 1, descreve o deslocamento de P sobre ?3(]32, P) até o ponto P. Onde
x = —1 define o ponto P, e x = 1 define o ponto P.

Exemplo 3.1.5. Determine o deslocamento do ponto P; ao longo do percurso, ilustrado

na Figura [3.20]

Figura 3.20: Deslocamento do ponto P; .

Solucao. Primeiramente deve-se notar que o ponto P; desloca-se por semicircun-

feréncias de raios diferentes. Sendo assim vamos descrever os passos que devemos fazer:
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(Passo 1) Deslocar P, = (—1,—2) até P, = (1, —2) no sentido anti-horério;
(Passo 2) Deslocar P, até P; = (1, 1), no sentido anti-horario;
(Passo 3) Deslocar P5 até P, = (—1,1), no sentido anti-horario;

(Passp 4) Deslocar P, até Ps = P, = (—1,—2), no sentido anti-horéario.

Para o (Passo 1), seja ?1(P1,P2) de centro (0, —2). Segundo a equagdo , O
deslocamento de P, sobre ?1(P1, P,) é dado por

x -1 — 22 -1 0
V1 — a2 x 1o * ’

onde 1 > x > —1. Nesse caso x = 1 define o ponto P, e x = —1 define o ponto P,, como

ilustra a Figura [3.21

Figura 3.21: Deslocamento do ponto P;, ap6s o primeiro passo .

Para o (Passo 2), seguimos da mesma forma, considerando agora a expressao

5 r—1 %_(x_l)Q 1
) - 0
- 3 [ s+ 1|
Z_(x_l)Q 5 x—1 2 Y
3 3

3 3 3
onde 1+ 2 >r>1- ot Essa expressao define o arco $2(P2,P3) de centro (1, —5) .

3 3
Nesse caso © = 1 + = define o ponto P, e z =1 — 3 define o ponto P3, como ilustra a
Figura |3.22
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Figura 3.22: Deslocamento do ponto P, ap6s o segundo passo .

Para o (Passo 3), seguimos como nos ultimos dos passos, veja que a expressao,

s ont!

V1 — 22 T 0 0

onde 1 > x > —1, define o arco %1(P3, Py) de centro (0,1). Onde x = 1 define o ponto

Ps, e o ponto P, é encontrado quando x = —1, como ilustra a Figura [3.23

Figura 3.23: Deslocamento do ponto P;, ap6s o terceiro passo .

Para o (Passo 4) continuaremos de forma anéaloga. Ou seja, o arco ?4(]34, P)é

dado por:
5 r+1 %_(5’7+1)2 1
. _ 0 _
3
9 (z+1)? ST
1 z+1 2 9
3 3
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3 3 3 3
onde —1 + 5 >x>—1- 7 Dessa forma x = —1 + 3 define o ponto Py, e v = —1 — 2
define o ponto P;.

Exemplo 3.1.6. Determine o deslocamento do ponto )1 ao longo do percurso, ilustrado
na Figura |3.24

Figura 3.24: Deslocamento do ponto ); até o ponto ) .

Solucao. Veja que o ponto )1 desloca-se por meio de 3 semicircunferéncia de raios

distintos. Entao devemos separar a trajetoria de ()1 em 3 partes:

(Passo 1) @1 = (5, —1) desloca-se até o ponto P, = (2, 1), no sentido horério;
(Passo 2) o ponto P; desloca-se até o ponto P, = (4, 1) no sentigo horério;

(Passo 3) por fim, o ponto P, desloca-se até o ponto Q2 = (1, 3), no sentigo anti-horério.

7
Para o (Passo 1), a expressao seguinte define o arco ?1(621, Py) de centro (5, 0),

2/13 7 2/13 [, 7\’ ; .
— :L’ —_— — . —_— —_—
13 2 13 4 2 — —
5 2 +1 21,
_2\/13 E_ x—z 2v/13 _z —1 0
13 4 2 13 2
v 13 7 13 7 V13
onde § + T > x> 5 — T No caso em que x = 5 + T a expressao nos garante
7 V13
o ponto (1, e se © = 5 9 entao a expressao nos garante o ponto P;, como ilustra a

Figura [3.25
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3 3 4 H 6 7 8 9
Q,

Figura 3.25: Deslocamento do ponto ()1, ap6s o primeiro passo.
Para o (Passo 2), seguiremos como anteriormento, isto é, a expressao
r—3 1—(x—3) -1 3
. + ,
—y/1—(x—3)? r—3 0 1

onde 4 > x > 2, define o arco $2(P1,P2) de centro (3,1). Nesse caso, © = 4 define o

ponto P, e x = 2 define o ponto P, como ilustra a Figura [3.26

2 3 4 5
Q,

Figura 3.26: Deslocamento do ponto )1, ap6s o primeiro passo.

5
Para o (Passo 3), seja o arco ?3(]32, ()2) de centro (5, 2), a expressao

2v/13 5 213 | 5\°
~ . (z-z R e VL 3 5
13 2 13 2 - -
. 2 |+ 2,
213 13 (5 2V13 (5 ~1 2
13 4 2 13 2
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5 V13 5 V13 5 V13

onde 3 + — > x> 3" 5 define ?3(132, (Q)2), e além disso z = 3 + — define Py
5 V13 . . . .

e v = — — —— define ). Portanto, depois de seguir os 3 passos acima conseguimos que

o ponto @), desloque-se até o ponto (Js sobre a curva da figura (3.24!

3.2 Deslocamento de Robos Méveis Através de Opera-

coes com Matrizes

Finalizaremos este capitulo, utilizando a noc¢ao de deslocamento sobre uma circunfe-
réncia apresentada nesta secao, para estudar navegacao de robos auténomos.

Robos moveis, estao cada vez mais presentes, realizando tarefas de transportes de
pecas, inspecao de plataforma de perfuracao de petroéleo, monitoramento, mapeamento,
vigilancia e etc... A principal caracteristica de um rob6 madvel é a sua capacidade de
locomocao, feita de modo autéonomo, em determinado ambiente.

Um problema cléssico em navegacao autonoma de robos, é fazer com que o robd na-
vegue pelo ambiente em seguranca, evitando a colisao com obstaculos, até alcancar uma
ou mais posicoes pré-estabelecidas no ambiente. Uma proposta para o problema de na-
vegacao autonoma de robods é dividir a navegagao em quatro etapas: mapeamento do
ambiente, planejamento, geracao e controle da trajetoria.

Na etapa de mapeamento do ambiente, analisamos o ambiente identificando os objetos
nele contidos e suas respectivas localizacoes. A etapa de planejamento de trajetoria, é
onde se define uma trajetoria segundo algum critério, como por exemplo, o menor cami-
nho entre a posigao de origem e a posigao de destino, passando por posicoes intermediaria
que nao tenha obstaculos. Para mais detalhes sobre estas duas etapas anteriores, sugiro
as referéncias [6] e [8] Apo6s o planejamento, a trajetoria deve ser construida, onde en-
tra a etapa de geracao de trajetoria. Esta etapa, constitui-se basicamente em encontrar
argumentos matematicos, como por exemplo, funcées ou conjuntos de fungoes, que cons-
titua com fidelidade a trajetéria planejada. O grande problema desta etapa, é encontrar
estes argumentos matematicos. A geracao de trajetoria, constréi um caminho que deve
ser rastreado e seguido pelo rob6. Na etapa de controle de trajetoria, corresponde em
fazer o robo rastrear e seguir este caminho. Para mais detalhes sobre a etapa de controle,
consulte a referéncia [7].

Neste trabalho, nos concentraremos apenas na etapa de geracao de trajetéria. Onde
através de operacoes com matrizes determinaremos caminhos que o rob6 ira rastrear e

seguir na etapa de controle de trajetoria.
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Problematizacao

Nuvens perigosas de contaminagao atmosférica, podem ser causadas por vérios fa-
tores: como derramamento de caminhao-tanque em rodovias, acidentes de lancamento
industrial, ou ataques terroristas quimicos, biologicos, nucleares. Dependendo dos ventos
predominantes e da flutuabilidade da nuvem, os contaminantes podem ser transportados
por longas distancias, ou permanecer em algumas regioes por um longo periodo.

Os perigos para a populacao e para o meio ambiente sao altamente variaveis, uma vez
que a gravidade da exposicao depende do tipo de contaminacao, concentragao, duracao
da exposi¢ao, modo de contato e degradagao natural da toxina. Consequentemente, as
respostas a um evento como este podem variar de uma simples transmissao pela tv ou
meios digitais, avisos para permanecer dentro de casa ou evitar a area, para evacuacao de
emergéncia em grande escala e subsequente quarentena e descontaminacao.

A determinagao imediata da espécies de toxinas, origem da nuvem, estrutura da nuvem
e previsoes de evolucao da nuvem teria beneficios significativos na prevencao da exposi¢ao
e no planejamento de solucao de baixo custo.

Suponhamos que ocorra uma explosao em um caminhao tanque na estrada Teresina-
Uniao, aproximadamente 25 quilémetros do centro de Teresina. O ocorrido produziu uma
nuvem de 50 metros de diametro, a uma altura de 60 metros, que segue em direcao a
cidade de Teresina a uma velocidade de 5 quilémetros por hora. Para uma tomada de
decisao eficiente, a nuvem sera perseguida por um veiculo auténomo ( para evitar a expo-
si¢ao do piloto com a nuvem), equipado com sensores de alta precisdo e operado a baixo
custo. O veiculo utilizado serda um MAV, que traduzido do inglés significa micro veiculo
aéreo, que é um veiculo pequeno que pode voar por até duas horas, como ilustra a Figura
3.27
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Figura 3.27: MAV-micro veiculo aéreo .

Fonte:https://www.enac.fr/en /imav-2017-international-micro-air-vehicle-conference-

and-competition

Considerando um plano 7 em um sistema de eixos ortogonais O XY, situado a 60
metros de altura, tal que a origem O do sistema OXY coincida com o centro da nuvem.
Sabemos que a cada 36 segundos o centro da nuvem desloca-se 50 metros em direcao ao
sul, ocupando as posicoes O, Py, Py, P», etc ao longo do plano 7, como ilustra a Figura
5. 28

Cada unidade representa 25 metros

Figura 3.28: Varias posi¢oes da nuvem em diregao ao sul .

Considere o seguinte problema:
Desconsiderando a velocidade do veiculo, grandeza essa que pode ser deixada para
a etapa de controle, cada posicao () do veiculo ao longo do plano 7 ser& representado

T

Y

por uma matriz coluna ) = Assumindo que no instante em que o centro da

nuvem coincide com a origem O, o veiculo esteja na posicao )y = [ ] e sabendo que

79



Capitulo 3. O Deslocamento de Pontos Sobre a Circunferéncia

para uma boa coleta de dados, o veiculo deve est4d a uma distancia de 8 a 30 metros da
extremidade da nuvem. Além disso, todos os lados da nuvem devem ser observados, pelo
menos duas vezes.

Determinaremos uma trajetoria a ser seguida pelo veiculo.

De fato, escolheremos uma trajetéria de tal modo que a cada lado observado pelo
veiculo, a nuvem tenha um deslocamento maximo de 12,5 metros para o sul. Desta

forma, partindo da condicao inicial )y, através da expressao:

com —2 < z < 2, descrevemos a trajetoéria ao longo da circunferéncia Co(O), no sentido

anti-horario, partindo do ponto )y até alcancar o ponto Py =

] , como ilustra a Figura

5.29)

Figura 3.29: Deslocamento do ponto )y até o ponto Py, no sentido anti-horario .

Em seguida, através da expressao

2z—1
3

Vi (@—3)7 -1

com 2 > z > —32 descrevemos a trajetoria ao longo da circunferéncia Ci5((3,0)), no

-1
sentido anti-horario, partindo do ponto P, até alcancar o ponto )1 = 0 ], €como

ilustra a Figura [3.30
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Cada unidade representa 25 metfos

Figura 3.30: Deslocamento do ponto Fy até o ponto ()1, no sentido anti-horario .

Esta duas etapas feitas acima, descrevem a trajetdria para a primeira observacao

da nuvem, como ilustra a Figura |3.31

Cada unidade representa 25 metros

Figura 3.31: Primeira observa¢ao da nuvem no sentido anti-horario .

Agora determinaremos a trajetoria para uma segunda observacdo da nuvem.

Para isto, considere a expressao

z—1

2 2] |
/A (@-1)? z—1 0 0

2

com —2 < z < 2, descrevemos a trajetéria ao longo da circunferéncia Cy((1,0)), no

3
sentido anti-horario, partindo do ponto () até alcancar o ponto ()3 = NE como ilustra

a Figura [3.32
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Cada unidade representa 25 metros

Figura 3.32: Deslocamento do ponto (); até o ponto ()2, no sentido anti-horéario .

Em seguida completaremos a segunda volta. Para isto, considere a expressao

sl EETE L

Wi-e-r

_I_

O Njw
O Nlw

com 0 > z > 3, descrevemos a trajetoria ao longo da circunferéncia Cy 5((2,0)), no sentido

anti-horério, partindo do ponto (), até alcancar a origem O, como ilustra a Figura (3.33]

Cada unidade representa 25 metros

Figura 3.33: Deslocamento do ponto ()5 até a origem O, no sentido anti-horario .

Esta duas etapas feitas acima, descrevem a trajetoria para a segunda observacao
da nuvem, como ilustra a Figura [3.34
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Cada unidade representa 25 metfos

Figura 3.34: Segunda observacao da nuvem no sentido anti-horéario .

Portanto, obtemos uma trajetoria descrita pelo veiculo ao perseguir a nuvem de

modo seguro e eficiente, como é ilustrado na Figura [3.35]

Cada unidade representa 25 metros

Figura 3.35: Trajetoria descrita pelo veiculo, no sentido anti-horério .
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Conclusao

Neste trabalho conseguimos mostrar que uma circunferéncia, de centro em um ponto
qualquer, pode ser obtida através de operacoes com matrizes. Além disso, olhando para
o determinante de matrizes podemos caracterizar de duas maneiras diferentes a mesma
circunferéncia. Através desta representagao, trabalhos com a nocao de deslocamento de
pontos sobre um plano apenas considerando operagoes com matrizes.

Os resultados deste trabalho permitiram determinar a trajetéria descrita por um robo
autonomo. Trajetorias estas que antes nao seriam tao simples, visto que nao disptinhamos
de ferramentas suficiente.

A teoria apresentada nesta dissertagao permite que estudantes da educacao basica
tenham uma nova visao da utilidade das matrizes, e possam associar operacoes com
matrizes a trajetorias descrita por um veiculo. Este trabalho pode ser utilizado por
professores e estudantes da educagao basica de ensino, como um complemento a teoria de

matrizes, ou como um projeto interdiciplinar.
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