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1 Introducao

A Matematica sempre esteve em constante evolucao. Esse desenvolvimento ocorre gracas
as pessoas que dedicam (dedicaram) suas vidas a investigar os fenomenos dessa area tao
apaixonante.

Permutagoes e teoria de polinomios sempre foram temas de grande investigagao e interesse
académico. Grandes matematicos como Pascal, Fermat, Leibniz, Cardano, Gauss entre outros
se dedicaram a essas areas, desenvolvendo-as e deixando uma base sélida para que toda
humanidade pudesse usufruir e seguir seus passos.

Esse trabalho tem a finalidade de compreender a relacao entre as configuracoes dos gra-
ficos de n polinémios que se intersectam na origem e as permutacoes de n elementos. Em
particular, quando n = 4, essa relagao é descrita pelo Teorema de Kontesevich. Os resultados
do teorema de Kontsevich sao essenciais para compreender o caso geral para n polinomios.

Como o tema central deste trabalho envolve permutacao de polinémios, o capitulo 2
apresenta uma breve introducao a Grupo de Permutacoes. No capitulo 3 serao apresentados
diversos resultados sobre polinémios, destacando-se o conceito de valuagao e configuragoes
de polinémios afins. O capitulo 4 enuncia e demonstra o Teorema de Kontsevich, além de
apresentar as defini¢oes de intercaAmbios polinomiais e permutacoes separiveis para, posteri-
ormente, apresentar uma generalizacao do Teorema de Kontsevich. Com o intuito de divulgar
o resultado do Teorema de Kontsevich para o ensino médio, o capitulo 5 finaliza este trabalho

com uma proposta de atividade em sala de aula.

2 Grupo de Permutacoes

Nesta secao sera estudado o conceito de permutacoes de um conjunto X. Apenas o caso
em que X ¢é finito serd abordado, em especial quando X = {1,2,3,...,n}, pois apenas as
permutacoes deste conjunto serao utilizadas nos problemas propostos nesta dissertagao.

A secao 2.1 apresenta uma maneira de se representar permutagdes por meio de matrizes.
Ja na secao 2.2, uma forma auxiliar bastante 1til e sucinta sera introduzida: a representacao
por ciclos. A secao 2.3 expoe algumas propriedades basicas do conjunto das permutacoes de
n elementos. Finalmente, a secao 2.4 define e exemplifica os Grupos de Rotagoes e o Grupo
Diedral.

Os resultados e definigoes apresentados nesta secao foram fundamentados nas referéncias



(Santos und Bovo, 2004), (Marques, 2019) e (Firmo und Ottoni, 2020).
O conceito de permutacao serd a base fundamental deste trabalho. Para todo ntimero

n € N sera utilizada a notagao [n] para indicar o conjunto finito {1,2,3,...n}.

Definicao 2.1. Dado um nimero natural n, diz-se que um conjunto A tem n elementos,
ou que A tem cardinalidade n, se podemos estabelecer uma bijecao entre A e o conjunto dos
numeros {1,2,...,n}. Denota-se por |A| = n ou #A = n. Em vez de dizer que A tem

cardinalidade n também se diz-se, com o mesmo sentido, que A tem ordem n.

Definicao 2.2. Uma permutacao f do conjunto X € uma funcio de X em X bijetiva, ou
seja:

f: X — X: f byetiva.

Seja S(X) o conjunto de todas as permutagdes do conjunto X. Sendo X um conjunto
finito, tal que [X]| = n, dessa forma existem n! permutagées do conjunto X. Sendo n
possibilidades para a primeira posicao da sequéncia, n — 1 possibilidades para a segunda
posicao, n — 2 para a terceira posicao, e assim por diante dependendo do valor de n. Logo,
pelo principio multiplicativo, existem n-(n—1)-(n—2)-...-2-1 = n! = [S(X)], permutagdes
distintas. Como os principais casos estudados neste trabalho serao para X = [n], denotaremos

por S,, o conjunto das permutagoes S(X).

Exemplo 2.3. (Morgado und Carvalho, 2015) De quantos modos podemos ordenar em fila n
objetos distintos? A escolha do objeto que ocupard o primeiro lugar pode ser feita de n modos;
a escolha do objeto que ocupard o sequndo lugar pode ser feita de n — 1 modos; a escolha do
objeto que ocupard o terceiro lugar pode ser feita de n—2 modos, etc...; a escolha do objeto que

ocupard o ultimo lugar pode ser feita de 1 modo. Ou seja, P, =n-(n—1)-(n—2)-...-1=n!

2.1 Representacao Matricial de Permutacoes

A fungao bijetora o € S, e i € [n] definida por:

1 — o(1)
2 — o0(2)
3 — o(3)



a notagao o (i) representa o valor da funcao bijetora ¢ no nimero i. Assim, a permutacao o,

pode ser representada pelo diagrama:

A primeira linha exibe cada elemento do dominio e a segunda linha os elementos de suas

respectivas imagens por ¢. Dessa forma a identidade de S,, sera a bijegao

123 -+ n
123 -+ n

, 123456 78 N
Exemplo 2.4. O diagrama o = representa uma permutagao

53 421876

de Sg, sendo o niumero 7 o unico que nao mudou de posi¢ao pois o(7) = T.

2.2 Notacao de Permutacao por Ciclos

Para simplificar a representacao de uma permutacgao, podemos utilizar uma notagao por

ciclos que serd vista a seguir.

Definicao 2.5. Sejam os nimeros inteiros distintos ay,as,...,a, € [n]. Se o € S, é uma
permutacao tal que:

alar) = ay

afaz) = o*(ar) = as

a(a,_) = " Ha1) = a,

ala,) =a"(ay) = ay.

B » a; az asg ... Qp 3 3
Entao a permutagao chama-se ciclo de comprimento r de « e
as az a4 ... Qa1
¢ denotada por (a1, as, as, ..., a,).

Proposicao 2.6. Se a € S, para todo j € {1,2,...,n}, existe l; € {1,2,...,n} tal que:

a'(j) = (ao(ao(...0a(j)...) = j.

Vv
lj vezes




Demonstragao. Se nao existisse um [;, entao, depois de fazer n iteragoes, o valor resultante

estaria fora do conjunto [n], o que é um absurdo, ja que « é uma bije¢ao definida em [n].

Portanto, ha um ciclo de a de comprimento I; determinado por (j, a(j), a?(j), ..., ai71(5)).
]
Acompanhando a demonstragao acima, no ciclo (4, a(j), a%(j), ..., ali71(4)) foram utiliza-

dos I, elementos, restam outros n—[; elementos de [n], dos quais hé [;, elementos formando ou-
tro ciclo, disjunto do primeiro, de comprimento l;, determinado por (k, a(k), a?(k), ..., a5~ (k)).
Dessa forma, todos os elementos de [n] serdo utilizados. Sendo assim, obtemos por meio de
ciclos disjuntos, uma representagdo da permutagao de [n|. Para simplificar, dada uma per-
mutacao «, chama-se um ciclo de tamanho r de a, um r-ciclo. Chama-se de ponto fixo de

« um r-ciclo com r = 1. Ja para r = 2 diz-se que o r-ciclo é uma transposicao.

1 23 456
Exemplo 2.7. Temos a = € S¢. Pelo diagramas de setas temos:

415 2 36

1—-4—-2—1

3—5
6—06
Em notagao de ciclos, a pode ser escrito na forma o = (1,4,2)(3,5)(6) ou a = (1,4,2)(3,5).

1 2 3 4
Exemplo 2.8. Temos que 5 = denota a permutagao 5 : {1,2,3,4} —
34 21

{1,2,3,4} definida por (1) =3, 5(2) =4, 5(3) =2 e 5(4) = 1. Em notagao de ciclos, 3
pode ser escrito na forma B = (1,3,2,4).

2.3 Propriedades

Nesta se¢ao serao apresentadas trés propriedades do conjunto S(X) que fornecerao a este
conjunto uma estrutura algébrica bastante conhecida e que serd definida na se¢ao 2.4.
Seja X um conjunto nao vazio. Em diversos resultados nessa segao, X serd considerado

o conjunto [n].

Lema 2.9. O conjunto S(X) € fechado por composicio de permutagoes, isto €, se oy, ay €

S(X), entao ajag € S(X).



Demonstragao. Sejam aq, s € S(X). Para que ajas pertenca a S(X) deve-se ter que ajas
é uma funcao bijetiva de X em X.

Injetividade: Considere z,y € X, com x # y. Como ay é injetiva, tem-se que as(z) #
as(y). Como ag também é injetiva, entao aq(as(z)) # a1(as(y)). Portanto, ajas é injetiva.

Sobrejetividade: Seja z € X. Sabe-se que a; e ay sdo sobrejetivas. Logo, existe y € X
com a;(y) = z. Além disso existe x € X com ay(x) = y. Assim, a;(as(x)) = z, para todo
x € X. Portanto, ajas é sobrejetiva.

Como oy € injetiva e sobrejetiva, entao ela é bijetiva, logo conclui-se que S(X) é fechado

por composi¢ao de permutacoes. O

Lema 2.10. A funcao e : X — X denida por e(x) = = para todo x € X € uma bije¢ao e
funciona como o elemento neutro de S(X), isto €, Voo € S(X) temos que ce = ea = o. Além

disso, dada qualquer permutacio o € S(X), existe uma permutagao inversa o' € S(X) tal

que aca ! =ata=e.

Demonstracdo. E imediato verificar que a funcdo identidade e é uma permutacdo e que
funciona como elemento neutro de S(X). Como toda fungao bijetiva possui inversa, esta

inversa também é bijetiva e, portanto, pertence a S(X). O]
Lema 2.11. Dadas as permutagoes oy, ag e az em S(X), tem-se que ay(agas) = (aran)as.

A demonstragao do Lema 2.11 é imediata e, portanto, serd omitida.

2.4 Grupo de Permutacoes

As propriedades descritas na secao anterior fazem com que o conjunto das permutacoes
S(X) tenha uma estrutura algébrica chamada grupo. Esta estrutura algébrica e alguns

exemplos estao descritos brevemente nesta segao.
Definicao 2.12. Seja x uma operacao fechada no conjunto nao vazio G, ou seja,
Va,be G = axbeG.
Dizemos que (G, %) € um grupo quando satisfaz os sequintes axiomas:
(1) ax (bxc)= (ax*xb)*c, Ya,b,c € G. (Associatividade)

(i1) Eziste e € G tal que axe =exa = a,Ya € G. (Erxisténcia de elemento neutro)



(iii) Dado a € G, existe a' € G tal que axa’ = a' x a = e. (Erxisténcia de simétrico)

Antes de apresentar exemplos de grupos as definigoes 2.13 e 2.14 definem uma fungao

muito especial entre dois grupos.

Definicao 2.13. (Janesch, 2008) Sejam (G,-) e (H,*) grupos. Um homomorfismo de G

em H € uma funcao f: G — H que satisfaz

f(ab) = f(a)  f(b), ¥ a,be G.
Definicao 2.14. Um homomorfismo bijetor é chamado isomorfismo.

Como consequéncia dos lemas 2.9, 2.10 e 2.11, descritos na se¢ao anterior, o conjunto S(X)
é um grupo com a operagao de composi¢ao de fungoes, chamado de grupo de permutagoes

de X. Este é resultado do Teorema 2.15 descrito abaixo.
Teorema 2.15. Se X ¢é um conjunto nao-vazio, (S(X),0) é um grupo.

(S(X),0) sera denotado simplesmente por S(X). Desde que a composi¢ao de bijegoes é

uma bijegao, temos que a composigao é uma operagao em S(X).

Exemplo 2.16. Como exemplos basicos, temos que os sequintes conjuntos, munidos com as

respectivas operacoes, Sao grupos:
(Z,+),(Q,+), (R, +), (C, +).
O elemento neutro de todos eles € e = 0.

Exemplo 2.17. Todos os conjuntos do exemplo acima sao fechados por multiplicacao, tendo
e =1 como identidade. No entanto, apenas os elementos nao-nulos dos conjuntos Q, R e C

possuem inversos. Assim temos mais trés exemplos de grupos,
(@7, %), (R*, %), (C*, x).

Definigao 2.18. O grupo S(X) € chamado de grupo de permutagées (ou grupo simétrico)

do conjunto X.

Quando X é um conjunto finito com n elementos, indicamos a notagdo S(X) por S,,.

Se X =1,2,...,n denota-se S(X) por S, e este é¢ chamado de grupo simétrico de grau
n. A ordem de S,, é n!.

Existem diversos exemplos de grupos e subgrupos de simetria. Dois exemplos bastante
conhecidos s@o o grupo de rotacao e o grupo diedral. A subsecao 2.4.1 defini e ilustra com

mais detalhes estes dois grupos.



2.4.1 Grupos de Rotacoes

Esta subsecao apresenta uma breve introdugao aos Grupos de Rotacoes e, posteriormente,
ao estudo do Grupo Diedral. O objetivo desta secao é apenas ilustrar com mais detalhes dois
exemplos de grupos de simetria que possuem aplicagoes em diversas areas. A teoria aqui
descrita nao possui relagao direta com o tema deste trabalho, entretanto, por sua beleza ela
ganho espago nesta dissertacao. Os resultados apresentados foram baseados em (Andretti,
2011).

Considere {1,2,...n}, o conjunto dos vértices de um poligono regular com n lados.

2 2
Cada uma das rotagoes em relagao a angulo, 0, —7T, puil
n

7

y...,(n —1)—, no sentido anti-
n

horério, mantém o poligono invariante (move apenas os vértices) ver figura 1. Dessa forma,

notamos do grupo simétrico S, = S(X), X = {1,2,...n}, que estas rotagdes podem ser

identificadas com elementos distintos de .S,,.

Figura 1: Rotagao de poligono regular com n lados.

. ~ . ~ m .
Sejam e a rotagao de 0 radianos e a a rotagao de — radianos. Estes elementos corres-
n

pondem as seguintes fungoes de .S,,:

1 2 -+ n—1 n 1 2 - n—1 n
1 2 -+ n—1 n 2 3 --- n 1

Usando a notacao a/ =aoao...oa, j vezes, e a convencao a’

= id = e, é facil perceber

que as poténcias de a produzem todas as rotagoes. De fato,

. . s
a? ¢ a rotacao de angulo 2—.
n

2
a"! & a rotagao de angulo (n — 1)—7T.
n

a, = ag = e é a rotacao de angulo 0.



Denomina-se R, o conjunto das rotagoes do poligono regular de n lados, isto ¢,
R,={e=d"a,d* ...,a" '} CS,.

Note que, dados a*,a’ € R, vale a* o ¢/ = a**7. Dividindo i + j por n obtemos ¢,r € N

tais que 1 + 7 =nqg+1r, com 0 <7 < n. Assim,

+7 ng+r

adoa =a"7 =a =(a")oa" =eloa" =eoa" =a" € R,.

Portanto,

o: R, xR, — R,
(a',a?) +— a'td

é uma operacgao em R,,.

Definicao 2.19. (Hefez, 2002) Os grupos nos quais dois elementos quaisquer comutam $ao

chamados abelianos.
Proposicao 2.20. (R,,0) € grupo abeliano com n elementos.

2

Demonstracao. Como os elementos de R,, sao rotagoes de —k, com 0 < k£ < n, temos que
n

R,, tem exatamente n elementos. Vamos verificar que (R,,, o) é grupo abeliano.

Associatividade.

k k

H+R) = (a' o a?) oa”

a'o(a?od®) =a'oa™ =d’ =doa

E facil perceber que ag = e é o elemento neutro de R,. Todo elemento tem simétrico.

doa""=a"=da"=e, Vi€ R,.

Logo, o simétrico de a’ € R, é a"" € R,,.

Comutatividade.

a'od =a =d =d’ od.

Portanto, (R, o) é um grupo abeliano. O]

Definigao 2.21. O grupo (R,,o) € chamado grupo de rotagoes de um poligono reqular de n

lados.



Exemplo 2.22. O grupo Rs = {e,a,a?} é o grupo de rotagoes do tridngulo equildtero de

1 2 3 1 2 3

vértices 1, 2 e 3. O elemento neutro é e = ,a = € a rotacao de
1 2 3 2 31
2 1 2 3
—W, e o elemento a® = € a rotagao de —W, ver figura 2.
3 31 2 3
1
27 4

w

—
—
no

Figura 2: Representacao do grupo Rj.

Exemplo 2.23. O grupo Ry = {e,a,a?, a®} € o grupo de rotagoes do quadrado de vértices 1, 2,

1 2 3 4 1 2 3 4
3 ed. O elemento neutro é e = , 0 elemento a = € a rotacao
1 2 3 4 2 3 41
T 1 2 3 4 1 2 3 4
de —, e o elemento a® = ¢ a rotacao de 7 e o elemento a® =
2 341 2 412 3
€ a rotagao de g, ver figura 3.
1 4

3 4 4 1 1 2

Figura 3: Representacao do grupo Ry.

Além das rotacoes, existem outras transformacoes que levam um poligono regular nele

mesmo. Essas transformagoes serao definidas e estudadas a seguir.



2.4.2 Grupo Diedral

Um grupo diedral é o grupo de simetrias de um poligono regular de n lados, veja (Andretti,
2011). Com o objetivo de enriquecer este trabalho e finalizar o capitulo 2 de forma elegante
e interessante, esta se¢ao exibe algumas defini¢oes e exemplos do grupo diedral.

Considere o conjunto {1,2,...,n}, n > 3, dos vértices de um poligono regular de n
lados. Seja b € S,, a reflexao em relacao ao eixo que passa pelo vértice 1 e pelo centro da

circunferéncia em que o poligono esta inscrito.

1 2 3 ... n—1 n ~ ~ 1 2
Note que b = nao ¢é uma rotacao, e que b? =
1 n n—-1 ... 3 2 1 2
. _ ) 12 - n-1
Veja que o conjunto das rotagoes é R, = {e,a,a?,...,a" '}, ondea =
2 3 --- n

Ao conjunto R,, vamos acrescentar a reflexao b e também todos as composicoes a’b tal que

i€ {l,2,...,n— 1}, obtendo o seguinte conjunto:
D, ={e,a,a® ...,a"* b ab,a®,... ,a" b} C S,

que tem 2n elementos. Cada um destes elementos representa uma simetria do poligono, isto
é, um movimento que deixa o poligono invariante (move apenas os vértices). Na verdade, D,
é conjunto de todas as simetrias de um poligono de n lados.
D,, ¢ um grupo com a operacao de composicao, chamado de Grupo Diedral. Para demons-
trar que D,, ¢ um grupo, inicialmente serd mostrado que
o: D,xD, — D,
(a'b,a’b) —— a'boa’b
¢ uma operagao em D,,, ou seja, a’boa’b € D,,Vi,j € {0,1,--- ,n —1}. Para isso, considere

o lema a seguir.
Lema 2.24. Em D, vale a igualdade ba” = a"~ "0,V r € {1,2,...,n— 1}.

Demonstra¢ao. Vamos provar este fato utilizando o Principio de Inducgao sobre r.

(i) Parar = 1:
1 2 3 ... n—1n 1 23 ... n—1n
ba = o
1 n n—-1 ... 3 2 2 3 4 ... n 1
1 2 3 n—1 n



(ii) Para calcular a™~'b, note que

a"'=aq"cal=coat =at.
: n—1 ~1 N ~ 2 : -
Assim, a"™" = a~" corresponde a rotacao de — no sentido horario.
n
) 1 23 ... n—1 n 1 2 3 ... n—1 n
a b= o
n 1l 2 ... n—2 n-—1 1 n n-1 ... 3 2
1 2 3 ... n—1 n
n n—1n—-2 ... 2 1

De (i) e (ii) segue que ba = a™ 'b.
Suponha que ba* = a"*b, para k > 1. Deseja-se mostrar que ba*t! = "~ *+1p. E
possivel observar que

ba**t = a" Fba.
Como mostrado acima, ba = a™'b, logo

bakJrl _ anfk:anflb _ ananf(lﬁ&)b — eanf(k+1)b _ anf(k+1)b.

Proposigao 2.25. A composi¢ao é uma operagcao em D,,.

Demonstracao. Deseja-se provar que se a'b,a’b € D, entao a'b“a’b” € D,, para i,j €

{0,1,...,n—1} e u,v € {0,1}.

(i) u=0:

a'b"a’b’ = a'ed’ b’ = 'Y € D,

Lembrando que a7 € {e,a,a?,...,a" '} para quaisquer i e j.

(i) w = 1:

a'bta’b’ = a'bd’ b’ = ala" b = T e D,,.
Lembrando que b = e e, portanto, qualquer poténcia de b pode ser reduzida a e ou b.

]

Proposigao 2.26. (D,,,0) € grupo nao abeliano, com 2n elementos.



Demonstracao. e Associatividade.

Como D,, C §,,, a associatividade em D,, é consequéncia da associatividade em S,,.
e ¢ & o elemento neutro de D,,.

e Todo elemento tem simétrico.

Para provar que a’b* € D,, tem inverso em D,,, separamos em dois casos.
(i) u=0:
Neste caso, a'b* = a’, e seu inverso é a"~* € D,,.
(i) uw=1:
Neste caso, a'b® = a'b cujo inverso é o proprio a’'b € D, pois
a'ba’b = a'a"'bb = a"b* = ee = e.
e E um grupo ndo comutativo.
Basta notar que, pelo lema 2.24, ba = a™ b # ab.
Portanto, (D, o) é grupo nao abeliano.
e Falta verificar que D,, tem exatamente 2n elementos. Para isso vamos mostrar que os
elementos do conjunto {e,a,a?, ..., a, 1,b,ab,a?b,...,a" 'b} sao distintos dois a dois.
Sejam 7,7 € {0,1,2,...,n — 1} e u,v € {0, 1} tais que a’d* = a’/b".

Devemos verificar que i = je u = v:

Multiplicando & esquerda por (a?)~! e a direita por (b*)~! ficamos com

a't" = a’b’ = (/) "t = b (0") " = b7 € {e,a,...,a" '},
pois (a/)~'a’ ¢ uma rotagao.
Se u # v entdao b= & {e,a,...,a" '}. Absurdo.
Logo, u = v e a igualdade a’b* = a’b® leva a a' = o/, e dai i = j.
Portanto, D,, tem 2n elementos.

]

Definigao 2.27. O grupo (D,,o) é chamado grupo diedral de ordem 2n, ou grupo das

stmetrias do poligono regular de n lados.



Exemplo 2.28. D3 = {e,a,a? b,ab,a®b} € o grupo das simetrias do tridngulo equildtero de

1 2 3 o 1 2 3

vértices 1, 2 e 3, onde a = € a rotagao de dngulo 5 eb= € a

2 31 1 3 2

reflexao em relacao ao eixo horizontal e a mediatriz que passa pelo vértice 1, ver figura 4.

_____

w

. 27
rotagao —- reflexao
3 e - flex
a 2 E
3 1

Figura 4: Rotacao e reflexao dos vértices do triangulo equilétero.

Exemplo 2.29. D, € o grupo das simetrias do quadrado. Um quadrado desenhado no plano

. . . _ ) . ) T 3T . .
possut 8 simetrias: a identidade, 3 rotacoes de dngulos 5™ o 2 reflexoes através de suas

2

mediatrizes e 2 reflexdes através de suas diagonais.

Veremos a seguir um exemplo de Grupo Diedral, destacaremos o grupo de simetrias do

triangulo equilatero, ver (Cangado, 2016).

Exemplo 2.30. Seja D3 o conjunto de simetrias do tridngulo equildtero de vértices 1,2 e 3.

(Figura 5).

(i)

(i)

Transformagoes Planas:

2
Denotadas por e, r1 e ro, as rotacoes de 0, ?ﬂ e % radianos em torno do centro O,
no sentido anti-hordrio. Representadas pelas permutagoes:
1 2 3 1 2 3 1 2 3
€ = , "= € To =
1 2 3 2 31 31 2

Transformacgoes Espaciais:

Denotadas por sy, sy e sz, as reflexdes espaciais de w radianos em torno das retas tq, to
e t3. Representadas pelas sequintes permutacoes:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
S1 = , So = e Ss3 =

1 3 2 3 21 21 3



Identidade

Rotagao 27/3
1

eflexao 2
89

Segue que D3 = {e,71,79,51, 52,83} = {e,r1,r}, 8,807,807 }. Em sequida, faremos a

1 2

Rotacao 47/3
T2

Figura 5: Simetrias em Djg

construcao da tabua de Ds. Temos que:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

71 081 = 9} = = 52,
1 3 2 2 31 3 2 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3

S§1 0 89 = O = = T9.
1 3 2 2 3 1 3 2 1

Realizando-se todas as possiveis composicoes, temos a sequinte tabua:

e} € (&1 T2 | S1 S9 | S3

(& € (&1 T2 | S1 S9 | S3

(&} T1 T2 € S2 | 83 | S1

(] T9 e T1 S3 S1 S9

S1 S1 S3 S9 (& T9 (&}

S9 S9 S1 S3 T e (]

S3 | 83| S22 | S1 | T2 | T (&

Podemos observar que (Ds,0) é grupo (nao abeliano). Através da tdbua, verificamos
a existéncia do elemento neutro e = ry e dos inversos de r{* = ro, 87" = 81,8, =

82,83_1 = 53,750 = 1. Além disso, vale a associatividade por se tratar da composi¢do



de aplicagoes. Contudo, nao vale a comutatividade, pois s3 o s; # s1 0 s3. Como jd

haviamos demonstrado anteriormente.

Observagao 2.31. D3 = S35 = 3! = 6 elementos, que corresponde a ordem de Ds.

Exemplo 2.32. Os grupos S3 e D3 sao isormorfos. Podemos observar a sequir que, de fato,

existe uma bijecao f de Sz em Ds:

1 2 3

= e—e
1 2 3
1 2 3

= 7T
2 31
1 2 3

= 1o
3 1 2
1 2 3

= S H—— S1
1 3 2
1 2 3

= SOT|{+FH— So
3 2 1
1 2 3 )

= sor{—s3
21 3

Agora, verificaremos se f € homomorfismo. Para isso, tomaremos si,r1 € D3. Mostremos

que f(s1om1) = f(s1)o f(ri).

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Seque que f(sjory) = = 53 = ° = f(s1)o f(r1).
2 1 3 2 1 3 1 3 2

Procedimentos andlogos podem ser aplicados aos demais elementos de Dsz. Portanto,

temos um isomorfismo.



3 Polinbmios

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas defini¢oes e resultados basicos a respeito
da teoria de polindmios. Alguns desses resultados serao necessarios para o desenvolvimento
do conteudo exposto no capitulo 4 deste trabalho.

Seré exibida a definicao de polinomio, seu grau e sua valuagao, entre outros conceitos.
Alguns resultados do capitulo 2 serao utilizados para a descri¢ao das configuragoes dos graficos
de polinémios afins, proximos da origem. Os resultados, defini¢oes e exemplos apresentados
neste capitulo foram baseados essencialmente nas referéncias (Vieira, 2011), (Ghys, 2017) e

(Coelho, 2019).

3.1 Definigoes e Operagoes

Nesta se¢ao, serao apresentadas algumas defini¢des, propriedades e exemplos sobre po-

lindbmios até alcancar famoso Algoritmo da Divisao de Euclides.

Definicao 3.1. Seja F um corpo, um polinémio na varidvel x sobre F ¢ uma expressao
da forma:

p(l') = Clnxn + anlxnil +...+ax+ag

onde a; € F para qualquer i =1,...,n en € N.

O conjunto de todos os polinémios na varidvel = com coeficientes em um corpo F é
denotado por F[z]. O conjunto F'[z] é um anel, chamado de anel de polinomios na variavel x

sobre F, veja Hefez (2002). Os elementos a; € F' sdo chamados de coeficientes do polindmio

p-

Definigao 3.2. Dizemos que dois polindmios p(x) = apx™ + ap_ 12" '+ ...+ a1x + ag e
g(x) = bya™ + b1 4 ...+ bz + by sobre F sdao iguais se, e somente se, a; = b; em F,

Vi € N.

Uma funcao p : R — R é chamada de fun¢ao polinomial, se existirem ag, ay,...,a, € R
tais que p(z) = ap + a1z + ... + a,z™, para todo = € R.

A correspondéncia que associa a cada polinomio P(X), uma fun¢do polinomial p(x), isto
&, P(X)=a+mX+...+a, X" —p(z) =ap+ar+...+a,2" é uma fungao sobrejetiva
por defini¢ao e injetiva (logo bijetiva) porque fungdes polinomiais sdo iguais se, e somente se

possuem os mesmos coeficientes, portanto os polinomios no dominio serao iguais. Por este



motivo, nao sera feita distingdo entre o polinomio P(X) e a fungao polinomial p(x), neste
texto.

A notagao p(x) seré utilizada para representar o polindémio p, como um elemento do anel
F[z], bem como (por abuso de notagao) para representar a imagem da fungado polinomial

p(z), pertencente ao corpo F.

Exemplo 3.3. Sabendo que os polindmios p(z) = ax* + 32° — 2ix® + 4(b—2)z +5 e q(x) =
=3zt + (¢ — 1)a® + dz* — x + 5 sao iguais em C, determine os valores de a, b, ¢ e d.

Pela Definicao 3.2, se os polindémios sao idénticos devemos ter:
a=-3,c—1=3,d=-2ieb—-—2=-1
ou seja,
a=-3,b=1,c=4ed= —2i.
Observacgoes:

1. Se p(x) = 02"+ 0z" ' +...40x+0, indicaremos p(z) por 0 e 0 chamamos de polindmio
identicamente nulo sobre F. Assim, um polinémio p(z) = a,z" + a, 12"+ ... +

a1x + ag sobre F' é identicamente nulo se, e somente se, a; =0 € F,Vi € N.

2. Se a € F, indicaremos por a ao polindmio p(x) = a,z" + a,_ 12" 1+ ...+ a1z + ag onde
ap = a, e a; = 0,¥i > 1. Chamamos ao polinémio p(z) = a, de polinémio constante

igual a a.

3. Se p(z) = apx™ + ap_12"t + ...+ a1z + ag ¢é tal que a, # 0, dizemos que n é o grau
do polinémio p(x). Vamos usar a nota¢ao dp(z) para denotar o grau do polinémio

p(x).

4. O grau do polinémio 0 nao esta definido e 0 pode ser interpretada como uma fungao
do conjunto de todos os polinémios diferentes de zero no conjunto N. Assim,
0:Flz]-0 — N
p(xr) — 9Ip(x) = graudep(x)
Proposicao 3.4. Se p(x) e g(x) sdo polindmios nao-nulos em F|x], entdao o produto p(x)g(x)
€ nao-nulo e

d(p(r)g(x)) = d(p(x) + d(g(x))



Demonstragao. Considerando p(z) = a,2” +...+a1x+ag e g(z) = bpa™ + ...+ bz + by de
graus n e m respectivamente, temos a,, # 0 e b,, # 0. Assim, ao fazer o produto, obtemos o
coeficiente de "™ = a,b,, # 0.

Portanto, p(z)g(x) # 0. Por outro lado, o coeficiente de 2* no produto p(x)g(z) é
aogby + arbp—1 + ... + ap_1b1 + axbo,

e assim, para k > n + m, temos que este coeficiente ¢ nulo, pois a; = 0, para i >n e b; =0,
para j > m.

Logo, d(p(x)g(x)) =n+m. O

Exemplo 3.5. O polinomio p(x) = 3z* — 2® + 5z — 2 tem coeficientes racionais com aq =
3,a3 = —1,a0 = 5,a1 = 0 e ag = =2, ou seja, p(x) € Q[x]. Podemos dizer que p(z) € Rz]
ou p(z) € Clz], pois Q C R C C.

Exemplo 3.6. O polinémio q(x) = (=3 +1i)x> + (=7 + 11i)x + 4 tem coeficientes complezos
comaz =—3+1i,a3 =0,a0 = =7+ 11i e ag = 4, ou seja, q(x) € C[x].
E claro que q(v) & R[z], pois as,a; € R.

Pode-se definir as operagoes de soma e produto no conjunto F'[x] da seguinte maneira:
considere dois elementos do conjunto F[z], p(x) = a,2™ + ...+ azx+ay e gx) =
byx" + ... + bix + by, entdo p(z) + g(x) = cxgx® + -+ + o, em que ¢; = (a; +b;) € F, e
p(z) - g(x) = dpa® + -+ dy, em que dy = aghy, di = aoby + arby, dy = agby + arb; +
asby, ..., dip = agby, + a1bp_1 + ... + ap_1b1 + agbg.

A arimética de F[z]| é semelhante & de Z, pois os conjuntos sao fechados em relacao as
operacoes de soma e de multiplicagao. Além disso, ambos nao possuem inverso multiplicativo.

Pode-se observar, ainda, que a definicao de produto de polinomios justifica-se pela pro-
priedade z" - 2" = """ e pela propriedade distributiva dos ntimeros reais. Por convencao, as
seguintes notacoes sao utilizadas: 2° =1 e 2! = 2.

Pode-se verificar em (Garcia und Lequain, 2003), que (F[z],+,-) é um dominio de inte-
gridade em que o polinémio 0 é o elemento neutro de F[z]| e o polinémio constante 1 é sua

unidade.

Da fungao Op(x), tem-se as seguintes propriedades:

(i) d(p(x) + g(z)) < max{dp(x),dg(x)}, quaisquer que sejam os polindbmios nao nulos

p(z), g(z) € Flz] tais que p(x) + g(z) # 0.



(i) d(p(z)-g(z)) = Ip(x)+90g(z), quaisquer que sejam os polindmios nao nulos p(x), g(z) €

O inverso multiplicativo de um polinémio p(z) em F[z] é um polinémio g(x) € F|x] tal

que p(r)g(z) = 1.

Exemplo 3.7. O polinémio p(z) = 225 — 2° + 2% — 23 + 52 + Tx € um polinomio de grau 6

e denotamos o grau de p como O(p) = 6.

2 2
Exemplo 3.8. O polinémio g(x) = —3 ¢ um polindomio de grau 0, pois temos g(x) = —gxo

denotamos o grau de g como 9(g) = 0.

Exemplo 3.9. (Iezzi u. a., 2002) Sendo p(x) = 423 — 2% + 5z — 6 e q(x) = —42? + 3v + 2,

vamos determinar o polindmio correspondente a:

(a) p(x) + q(x)
Para isso, basta reduzir termos semelhantes, isto €, operar separadamente com poténcias
de mesmo grau:
p(z) +q(z) = (423 —2* + 52 —6) + (—42® + 3z + 2)
= 43— 512+ 8r —4

(b) p(z) —q(z)
Realizando o mesmo procedimento da adi¢ao, temos:
p(z) —q(z) = (42° — 2%+ 52 —6) — (—42? + 32+ 2)
= 4234322 +22 -8

(¢c) p(x) - q(x)
Basta aplicar a propriedade distributiva, lembrando as propriedades de potenciagao:
p(z)-q(z) = (423 — 2?4+ 52 —6) - (=42 + 3z + 2)
= —162° + 122* + 823 + 4a* — 32% — 222 — 202 + 1522 + 10z
+ 2422 — 18z — 12
= 1625 + 162* — 1523 + 3722 — 8z — 12

Para efetuar a divisao entre dois polinomios, utiliza-se o Algoritmo da Divisao de Euclides.
Neste procedimento, temos uma analogia entre a divisao de polinémios e a divisao de nimeros
inteiros: no caso de ntmeros inteiros, o processo de divisao é finalizado quando o resto for
menor que o divisor; ji no caso de polinémios, a finalizagao da divisao acontece quando o

grau do polinémio do resto for menor do que o grau do polinémio do divisor.



Teorema 3.10 (Algoritmo da Divisao de Euclides). Sejam p(x),g(x) € F[z] e g(x) # 0,
entao existem tunicos q(x),r(x) € Flz| tais que p(x) = q(x) - g(z) +r(x), em que r(x) =0 ou

or(z) < dg(x).

Demonstracao. (Gongalves, 1979) Sejam p(z) = ag + a1z + ... + a,a™ e g(x) = by + byx +
e+ D™,
Existéncia:
Se p(x) = 0, basta tomar ¢(x) = r(z) = 0. Suponha p(z) # 0 e que o grau de p vale n. Se

n < m, basta tomar ¢(z) =0 e r(x) = p(z). Se n > m, seja p;(z) o polinémio definido por

p(x) = Em (@) + ().

E facil percebermos que dp; < dp: Vamos demonstrar o teorema por inducio sobre o grau
Op(z) = n.
Primeiramente, devemos mostrar que o resultado é verdadeiro para n = 0. Nesse caso

Op(z) > 0g(z) temos dg(x) = 0 e, portanto, p(z) = ag # 0, g(z) = by # 0. Dessa forma

ag = Z—gbo + 0, isto € p(z) = Z—(?g(x) e basta tomar ¢(x) = Z—s e r(z) = 0, o que mostra que a
divisao de p(x) por g(zx) é possivel.
Pela igualdade

p(x) = p(x) — 22" " g(x)

Considerandon > 1 e dp;(z) < dp(x) temos pela hipotese de indugdo que: existem ¢y (z), ri(z)
tais que:

pi(x) = qi(x) - g(x) +r(z)

onde 71 (z) = 0 ou Or1(z) < dg(x). Dai segue imediatamente que:

ple) = (o) + 120 ) ) 4 (o)

(n n—m

e, portanto, tomando ¢(x) = ¢ (x) + —=

bm
polinémios ¢(x) e r(z) tais que p(x) = q(z) - g(z) + r(z), e r(z) = 0 ou Ir(x) < dg(z).

Unicidade:

e ri(x) = r(x) provamos a existéncia dos

Sejam ¢1(x), g2(x), m1(x) e r2(z) tais que: p(z) = qi(x) - () + r1(x) = @2(x) - g(x) + r2(2)
onde r;(x) = 0 ou Ory(x) < dg(x), i = 1,2. Dai segue:

(q1(2) = @2(x)) - g(2) = ra(2) —11(2).



Mas se ¢1(x) # g2(x) o grau do polindémio do lado esquerdo da igualdade acima é maior ou
igual a dg(x), enquanto que o grau d(rz2(x) — ri(z)) < dg(x), o que é uma contradigao.
Logo, qi(z) = ¢z(x) e daf segue ri(z) = p(z) — qi(x)g(x) = p(r) — @()9(z) = ra(2),

verificando o resultado. O

Claramente a demonstracao do Teorema de Euclides fornece um método construtivo para
a realizacao da divisao de um polinémio por outro, e s6 serd valida para polinémios com
coeficientes em um corpo, pois os inversos dos coeficientes sao utilizados nos céalculos do
algoritmo da divisao de polinémios.

Vamos resolver um exemplo que descreve o algoritmo da divisao de polinomios de Euclides

para um caso particular.

Exemplo 3.11. Mostre que o polinémio p(x) = 2x* — 62% + 2x — 4 € divisivel por d(z) =
w3 —222 +x —1 em R[z].

Sejam n = O(p(x)) = 4, m = d(d(x)) = 3, a, = 2 e b, = 1. Dai, Z—nx”_m = 2z,

Qp,
b—x”_md(x) = 22 4+-42° —22%+2x e, portanto, h(z) = p(r)— 22" "d(r) = 42° —8x*+4w—4.
Continuando o processo das divisoes sucessivas, até que tenhamos o grau de h(x) menor que
o grau de d(x), obtemos quociente q(x) = 2z +4 e o r(z) = 0. Como nesse caso o resto

r(z) =0, concluimos que p(x) € divisivel por d(z).

3.2 Raizes

Encontrar as raizes de um polinémio ¢é de grande utilidade para a decomposicao deste em
produto de polinémios de graus menores, bem como para a construcao do seu grafico, haja

visto que a raizes correspondem aos pontos onde a funcao intersecta o eixo das abscissas.

Definigao 3.12. Se p(z) = ag+az+ ...+ a,z™ é um polinémio nao nulo em F(z) e« € F

€ tal que p(a) = ap + a1 + ... + a,a”™ = 0, dizemos que o € uma raiz de p(x) em F.

No Algoritmo da Divisdo de Euclides, se dg(x) = 1, entao 9(r) < 1, ou seja, d(r) = 0,

logo o resto r é uma constante ou r = 0.

Teorema 3.13. [Teorema do resto] Se F' é um corpo, a € F e p(x) € F[z], entao p(a) € o

resto da divisao de p(x) por x — a.



Demonstragao. Se o quociente e o resto da divisao de p(z) por x — a em F'[z]| sdo, respecti-

vamente, ¢(z) e r(z), entao:

p(r) = (x —a) - q(z) + r(z).

em que 9(r) < d(x —a) =1 ou r = 0, pelo Teorema 3.10. Substituindo-se a variavel x por
a na equagao acima, obtém-se p(a) = (a — a) - g(a) + r(a) = r(a): e, como r é um polinémio

constante, entao r(a) = r. De onde, r = p(a). O

Convém observar que, nas condi¢oes do Teorema 3.13, o grau do polindmio quociente
¢(z) é uma unidade a menos que o grau de p(x). De fato, como r = 0 ou d(r) = 0, entdo
d(p) =0((r —a)-q) =0(x —a)+9(q) =1+ 09(q) e, portanto d(¢q) = d(p) — 1. Além disso,
pode ser facilmente demonstrado que os polindémios p(z) e ¢(x) tém o mesmo coeficiente
dominante.

Além disso, cabe notar que um polinémio pode ter coeficientes em um corpo F' e nao
possuir raizes neste corpo, como por exemplo f(z) = 22 + 3 € R[z] ndo possui raizes em R.
A Proposigao 3.14, descrita abaixo, limita o nimero de raizes de um polin6mio em um corpo.

Seja F' um corpo. Se K D F é um corpo, dizemos que K é uma extensao de F. Dessa
forma, o polinémio 22 + 3 nao possui raizes na extensao R, visto que v/—3 € R, mas possui

duas raizes em C pois +iy/3 € C, dado que C D R.

Proposicao 3.14. Seja F'um corpo e seja p(x) = ag+arz+. ..+a,z"™ um polinémio nao nulo

em F[z] de grau n, entao o nimero de raizes de p(x) em F € no mdzimo igual a Op(x) = n.

Demonstragao. Esta demonstragao sera feita por indugao sobre o grau dp(z) = n.

Se n =1, entao p(z) é um polindbmio de grau 1 e portanto, tem apenas uma raiz em F' .
Agora, vamos supor que o resultado é verdadeiro para n = k > 1 e vamos mostrar que ele é
verdadeiro para k + 1, ou seja, nossa hipotese de indugao é que polinémios em F[z] de grau
n = k possuem no maximo k raizes em F' .

Suponhamos que dp(x) = k + 1. Se p(z) nao tem raizes em F', ndo temos nada para
mostrar. Caso contréario, p(z) tem uma raiz a € F e assim, pelo teorema 3.13, p(z) =
(x —a)g(x), para g(x) € Flz], 0g(x) = k. Logo, g(z) possui no maximo k raizes em F e,

portanto, p(x) possui no maximo k + 1 raizes em F, como queriamos mostrar. ]

Observagao 3.15. As raizes consideradas na proposi¢cao anterior podem ser iguais, ou Seja,
estamos levando em consideracao a repeticao de raizes. O numero de vezes que uma mesma

raiz aparece, indica a sua multiplicidade, conforme a Defini¢ao 3.17 logo a sequir.



—1-/=3
2 7

Exemplo 3.16. O polinémio x> — 1 possui apenas uma raiz em R, pois 1 € R, mas

—71+2‘/j?’ ¢ R. Em contrapartida, possui 3 raizes em C por 1, %3, # € C, ou seja, o

polinémio x> — 1 se fatora completamente em C[z].

Definicao 3.17. Seja um polinomio p(x) € Flz], « € F, e um inteiro s > 1. Dizemos que «
¢ uma raiz de p(x) de multiplicidade s se (x — «)° divide p(x), mas (x — a)** nao divide
p(z).

As raizes de multiplicidade 1 sao ditas raizes simples e as de multiplicidade maior ou igual

a 2 sao ditas raizes maltiplas.

Definicao 3.18. (Vieira, 2011) Um polinémio p(x) = a,a™ + ...+ a1x+ag em F[z| de grau

n € dito monico se a,, = 1.

Teorema 3.19. Seja F um corpo, p(x) € Flz], « € F, e seja s > 1 um inteiro. Entdo as

afirmagoes sequintes sao equivalentes:
(1) a é uma raiz de p(x) de multiplicidade s.
(1i) Existe um polinomio q(x) € Flz] tal que p(z) = (x — a)®q(x) com q(a) # 0.

Demonstragao. (i) = (ii). Temos que p(z) € F[z], e « € F. Entao p(a) = 0 se, e somente se
existe um polinémio ¢(z) € Flz| tal que p(x) = (z — «) - ¢(x). Aplicando o mesmo raciocinio
s vezes, obtém-se o resultado.

(it) = (7). Deseja-se mostrar que (z — «)**! nao divide p(z). Para isso, suponha por

st1 divida p(x). Neste caso, (z — a)*q(z) = p(z) = (z — a)*"'h(z) para

absurdo que (r — «)
algum h(x) € Flz], logo (x — a)®[q(z) — (x — a)h(x)] = 0. Como (x — «)® é um polindémio

monico, segue que ¢(x) = (x — a)h(x) e, portanto, g(a) = 0, o que contradiz a hipotese. [

Suponha que p(x) se fatore completamente em F'[x] e que ele possua n raizes distintas a;,
g, ..., @,. Se a; é uma raiz de p(z) de multiplicidade s1, ap € um raiz de p(x) de multipli-
cidade ss, ..., @, ¢ um raiz de p(z) de multiplicidade s,, entdo a soma das multiplicidades

das raizes é igual ao grau do polinémio p(z), ou seja, Ip(x) = $1 + Sg + ... + Sy.

Exemplo 3.20. Determine as raizes do polinémio p(z) = 23 + 2% — bz + 3 € Q[z].

Pode-se verificar que 1 é uma raiz de p(z):

p(1)=1+1-5+3=0.



Assim, x — 1 divide p(z), logo p(z) = (x —1)-q(x), em que q(z) = 2> +2x — 3 € Q[z]. Além

disso, 1 também € raiz de q(x):
g1)=1+2-3=0.

Mas o polinomio q(x) se fatora da sequinte maneira: q(z) = (x — 1) - (z + 3). Dessa forma,
conclui-se que —3 também € raiz de p(z) e que p(x) = (z — 1)*(z + 3).

Neste exemplo, p(x) tem 3 raizes em Q, onde 1 € uma raiz miltipla. Note que (x —1)* divide
p(z) = 23+ 22 =52 +3 em Q[z], mas (x—1)* nao divide p(z). Logo, 1 € raiz de multiplicidade

2, enquanto —3 € raiz simples de p(x).

Teorema 3.21. [Teorema Fundamental da Algebra] Todo polinémio p(x) € Clx] de grau

n > 1 possui pelo menos uma raiz complexa.

O Teorema Fundamental da Algebra garante que todos os polinémios com coeficientes
em C possuem todas as suas raizes em C. O mesmo pode nao ocorrer com polindomios que
possuem coeficientes em Q e este resultado foi provado por Gauss em sua tese de doutorado
em 1798, ver (Vieira, 2011).

Além disso, o Teorema 3.21 garante que C é algebricamente fechado, isto é, qualquer
polinémio de uma variavel e grau maior ou igual a 1, com coeficientes em C, tera uma raiz
em C. O Teorema 3.21 possui muitas demonstracoes, nenhuma delas, porém, se faz com
métodos puramente algébricos, devendo-se usar também ferramentas de analise ou conside-
ragoes geométricas. Por este motivo, a demonstracao seréd omitida neste trabalho, podendo
ser encontrada em (Monteiro, 1969).

Dado um polinémio em F[z] com F C C, este polinomio tem raizes em C. Mas é claro
que este polindémio pode ter raizes em um corpo contido em C, como mostram os exemplos

a seguir:
Exemplo 3.22. O polinémio p(z) = 2> — 7 € Q[x] mas ndo tem raizes em F = Q.

Exemplo 3.23. O polinémio p(z) = x? + 2 € R[z] mas nado possui raizes em R, embora

possua raizes em C.

Exemplo 3.24. O polinémio p(x) = (z* 4+ 1)(2* — 2) € Q[z] nao possui raizes em Q, possui

as sequintes raizes em C: j:\/g, +3.

A partir do Teorema Fundamental da Algebra, pode-se concluir que um polinémio p(z) €

Clx] de grau n > 1 possui n raizes em C. De fato, o Teorema 3.21 garante que existe uma



raiz z € C de p(x). Pelo Teorema 3.13, p(z) = (x — z)q(z), em que ¢(z) € Clz] possui grau

n — 1 e o resultado pode ser demonstrado por indugao em n.

Teorema 3.25. Seja p(r) = a2 +. ..+ a1z +ag um polinomio em Rz]. Se z = a+ i € C

¢ uma raiz de p(x), entdo seu conjugado Z = o — [3i também € raiz de p(z).

Demonstragao. Considere p(z) = a,z™ + ...+ a1z + a9 € R[z] e suponha que z = a+ i € C

seja uma raiz de p(x). Desse modo,
p(z) =apz" + ...+ a1z +ag =0.
Como a; € R, a; = a;,Vi = 1,...n. Dessa forma,
p(Z) =a, 2"+ ...+ @12+ ag

p(Z) =ap2" + ...+ a1 2+ ag

p(Z) =a,z"+ ...+ a1z +ag

Portanto, Z = a — i também é raiz de p(x). O

O exemplo a seguir mostra que o Teorema 3.25 nao pode ser aplicado a um polinémio

p(z) € Clz].
Exemplo 3.26. O polinémio p(z) = x> + 2ix + 3 € C[z] possui z = i como raiz, pois:
p(i)=i*+2i-i+3=-1-2+3=0
mas o conjugado Z = —i nao € raiz de p(x), pois:
p(—i) = (—i)* +2i(—i) +3=—1+2+3 =4 #£0.
Corolario 3.27. Todo polinomio p(x) € R[z] de grau impar possui pelo menos uma raiz real.

Demonstracdo. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, p(z) tem uma raiz em C. Como as
raizes complexas aparecem em pares (z e Z) e como p(z) tem grau impar, nao é possivel que
todas as raizes de p(z) sejam da forma « + fi € C, com 8 # 0. Portanto, pelo menos uma

das raizes deve ser real. O



3.3 Graficos

Esta secao aborda o comportamento de graficos de polinomios. Uma atengao especial é
dada para polindmios que passam pela origem.

Seja P(x) uma fung¢ao polinomial de coeficientes reais e variavel real x da forma
P('T) = anxn + an—lajn_l + ...+ a1r + agp.

Se y = P(z) entdo podemos associar a cada par ordenado (z,y) da fungao um ponto do
plano cartesiano e, assim, obter o seu grafico (Iezzi, 1977). E importante observar que uma
fungao polinomial esté definida para todos os niimeros reais, ou seja, D(P) = R, e também
é continua para todo nimero real (Thomas, 2009). O comportamento final de uma fungao
descreve a tendéncia do grafico se olharmos para a extremidade direita do eixo = (conforme
x tende a +00) e para a extremidade esquerda do eixo z (conforme z tende a —o0).

O comportamento final de qualquer fun¢ao polinomial é +00 ou —oo. A figura 6 ilustra
esse comportamento ao mostrar o grafico de fungao polinomial P. Observe que, conforme x
aumenta, P(x) também aumenta, isto é, quando x tende ao infinito, P(x) tende ao infinito

(Khan, 2020).

P(xz) — +o00

Figura 6: Valores de P(x) aumentam quando os valores de  aumentam.

Na outra extremidade do grafico, a medida que se avanga para a esquerda ao longo do eixo
x (x se aproximando de —o0), o gréfico de P avanga para baixo. Isto significa que quando =
diminui, P(x) também diminui, isto é, P(x) tende a menos infinito quando z tende a menos
infinito, veja figura 7.

De uma maneira geral, para determinar o comportamento final de um polinémio P deve-

mos fazer as duas perguntas a seguir:



Figura 7: Valores de P(x) diminuem quando os valores de x diminuemn.

e Conforme x — 400, P(z) qual o comportamento de P(x)?

e Conforme x — —o0, P(z) qual o comportamento de P(x)?

Note que quando x aumenta em valor absoluto, o termo a,z" do polinomio P(z) assume
valor absoluto muito maior que os demais termos e, por isso, o comportamento do grafico de
P(z) ¢ o mesmo comportamento do grafico de P,(z) = a,z". Os graficos das figuras 8 ¢ 9
ilustram o comportamento da fun¢ao polinomial P,(x) = a,2", em termos da paridade de n
e do sinal de a,, em que a, é um nimero real e n ¢ um ntmero inteiro nao negativo.

A Y Ay

an >0 a, <0

/ @
Figura 8: Graficos de polinémios com o termo de maior grau impar.

Observe como o grau do polindémio, n, e o sinal do coeficiente principal, a,, afetam o
comportamento final do polindémio P(z).

Quando n é par, o comportamento da funcao nas duas extremidades é igual. O sinal do
coeficiente principal determina se ambas tendem a 400 (a > 0) ou se ambas tendem a —oo

(a < 0).



a, >0 a, <0

Figura 9: Graficos de polinémios com o termo de maior grau par.

Por outro lado, quando n é impar, o comportamento da fungao nas duas extremidades é
o oposto. O sinal do coeficiente principal determina o comportamento: Se a > 0, o grafico
"sai de —oo e chega em +00". Ja se a < 0 o grafico de P sai de 400 e chega em —oo.

Suponha, agora, que P(z) seja um polinémio que passa pela origem. De forma analoga
ao raciocino anterior, pode-se verificar que quando x assume valores préoximos da origem, o
termo dominante passa a ser o termo de menor grau. E ele que determina o comportamento

da fungao polinomial P(z) perto da origem. O exemplo 3.28, a seguir, ilustra esse fato.

Exemplo 3.28. Considere os polinémios Py(z) = 2% e Py(x) = z*. Para |z| > 1, 2* supera
x? e, quando 0 < |z| < 1, 2* € menor do que z* (veja figura 10). Além disso, Py(z) se
aproxima mais rapidamente de 0 quando comparado a Pi(x), quando x tende a zero por

valores positivos.

0:8
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Exemplo 3.29. Considere os polinémios Py(x) = x + 22 e Py(x) = 2? + 3. Estao descritos



na Tabela 1 abaizo os valores de Py e Py quando x assume valores proximos da origem.

x ~1] -0,5 0,5
Pz)=z4+22| 0 | —0,25 0,75
Py(z)=22+2%| 0 | 0,125 0,375

Tabela 1: Valores de P, e P, préximos da origem

Comparando os valores das fungoes polinomiais Py(x) e Py(x), descritos acima, pode-
se perceber que |Py(x)| < |Pi(z)| para valores de x tendendo a zero. Note que o termo
dominante de Py(x) possui maior grau que o termo dominante de Py(z), o que justifica este

comportamento. Observe os grdificos da figura 11.

Figura 11: Gréaficos dos polinomios Pi(z) = x + 22 e Py(x) = 2?2 + 2.

3.4 Fatoragao

Fatorar significa escrever na forma de produto. A fatoragao é uma grande ferramenta
utilizada em diversas areas da matemaética. Existem, por exemplo, diversos problemas envol-
vendo numeros primos que utilizam a fatoracao de ntimeros inteiros. Esta secao apresenta

resultados e exemplos sobre a fatoragao polinomial.



Se u € F' — {0} e se pi(x),...,pm(x) s@o polindmios irredutiveis sobre F', a expressao

p(z) =u-pi(x)...pn(x) serd utilizada para significar que p(z) = v no caso de m = 0.

Teorema 3.30. Seja F' um corpo, entao todo polinémio p(x) € Flx] — {0} pode ser escrito

na forma,
p(x) = u-pi(z) ... pm(2),

em que u € F — {0} e pi(x),pa(x),...,pm(x) sao polindmios irredutiveis sobre F[z]| (nao
necessariamente distintos). Essa expressao € unica a menos da constante u e da ordem dos

polinémios py(x), ..., pm(z).

Demonstracao. Seja p(x) € Flz] — {0}. O teorema serd demonstrado por indugao sobre
Op(z) =n. Se n =0, entdo p(z) = u é uma constante ndo nula e o resultado ¢ imediato.

Suponha que n > 1 e que todo polindmio nao nulo de grau menor que n possa ser escrito
na expressao desejada. Deseja-se demonstrar que p(x) também pode ser escrito naquela
expressao.

Se p(z) é irredutivel, o resultado estd demonstrado. Suponha que p(x) seja redutivel
sobre F[z], isto é, existem polindmios (ndo necessariamente irredutiveis) g(x), h(z) € F[z],
1 < 0g(x) <n, 1< 0h(x) <n, tais que p(x) = g(z) - h(x).

Por hipotese de indugao, existem a,b € F — {0} e pi(z),...,p(2),pry1(2), ..., Dm(2)

polinémios irredutiveis sobre F'[z], tais que

9@)=a-pi(z)...p(2), a € F —{0} e pi(x),...,pr(2),

hMz)=0b-pro1(x)...pm(x),b € F—{0} e prar(z), ..., pm(T).

Logo, p(z) = u-p1(x) ... pm(x), em que u = ab € F—{0} e p1(x), ..., pm(x) sdo polindémios
irredutiveis sobre F'.

Para demonstrar a unicidade da expressao, suponha que

p) =u-pi(x)...pu(z) =u - pi(z)...p(z)
em que u,u’ € F — {0} e p1(x),...,pm(x),pi(x),...,p.(x) sdo polinémios irredutiveis
sobre F[z].

Assim,

pi() | pr(2) ... pi(x)



e dai segue que existe u, € F' — {0} tal que pi(x) = u} - pi(z) (nesse caso p}(z) e p1(x) sdo
ditos associados em F'[x]).

Para concluir a demonstracao da unicidade, sera feita indugao sobre m.

Se m =1 e py(x) irredutivel, entdo s = 1 e py(x) e pi(x) s@o associados em F[x].

Suponha m > 1. De pl(z) = u} - pi(z) e sendo F[z] um dominio (veja (Hefez, 1993) )

segue que:

wepa(x) . pp(x) =W wy - pl(x) L opia () - pia () L. ps(T).

Pela hipotese de indugao m — 1 = s — 1 (isto ¢, m = s), além disso, cada p(z) esta asso-
ciado com algum p;(x) através de uma constante. A partir dessas conclusoes, termina-se a

demonstracao do teorema. O

Ao pensar em polinémios irredutiveis é inevitavel nao fazer uma analogia entre eles e
inteiros primos. Esta secao deixa claro esta analogia e mostra que a irredutibilidade de um

polindmio depende do anel sobre o qual ele é considerado.

Definicao 3.31. Um polinémio nao-nulo p(x) é dito irredutivel em F[z] se valem as se-

gquintes afirmagoes:

i) d(p(x)) >0

ii) Ao escrever p(x) como um produto p(x) = d(z)h(z), em que d(x),h(z) € F[z], entdo
d(d(z)) =0 ou d(h(z)) = 0.

Um polinémio nao constante que nao é irredutivel sera chamado de redutivel. Logo, se
um polinémio p(z) de grau maior ou igual a 1 é redutivel sobre F[z|, ele pode ser escrito
como um produto p(z) = d(x)h(x), com d(z), h(z) € F[z] e d(d(x)) > 0 e d(h(z)) > 0.

Independente do corpo F', qualquer polinémio p(z) de grau 1 em F|x] é irredutivel. De
fato, suponha p(z) = d(z) - h(x), com d(x), h(z) € Flz], entdo d(p(x)) = O(d(z)h(x)) =
d(d(x))+0(h(z)), pela proposigao 3.4. Como J(p(z)) = 1, segue que d(d(z)) = 0e d(h(x)) =
lLoud(d(xz))=1ed(h(x)) =0.

Dados dois corpos F' e GG, com ' C G, o exemplo 3.32 a seguir, mostra que um polinémio

pode ser irredutivel em F'[x], mas redutivel em G[z].



Exemplo 3.32. O polinémio p(x) = x* — 1 € irredutivel em Q|| e irredutivel em R[z], pois
2t —1= (22— 1)(22+ 1) e o fator (x> + 1) € irredutivel em Q[z] e em R[z], mas € redutivel

em Clz], jd que z* +1 = (x — 1)(z + 1)(z — ) (z +19).

Definicao 3.33. Um polinémio p(x) € Z|x] € dito primitivo se o mdzimo divisor comum

(MDC) de seus coeficientes € igual a 1.

Exemplo 3.34. (Biazzi, 2014) Seja p(x) = z* — 2> + 1 € Z[x]. Vamos mostrar que p(z) €
irredutivel em Z[z]. Basta mostrar que P(x) nao é um produto de dois fatores de grau maior

ou igual a 1 em Z[z].

e p(x) nao tem fator de grau 1 em Z[zx]. Com efeito, se ele tivesse, este fator seria do
tipo x — a, com a € Z, isto €, teriamos * — 2* + 1 = (z — a)g(x) com g(z) € Z[z];
olhando para o termo constante, teriamos 1 = am com m € Z; logo a = £1, isto é, +1
seria raiz de x* — x? + 1, no entanto, ¢ imediato verificar que +1, ndao sdo raizes de
ot — 2% + 1.

Observe que se tivéssemos trabalhando em Q[z] no lugar de Z[x]; a priori a poderia ser
qualquer elemento diferente de zero pertencente a Q e logo nao daria para verificar, um

por um, que nenhum a de Q € raiz de p(x).

e p(x) nao tem fator g(x) de grau 3 em Z[z]. Com efeito, se ele tivesse, teriamos p(x) =
g(x)h(z), onde h(z) € Zx] teria necessariamente grau 1, mas isto é impossivel pelo

caso precedente.

e p(x) nao tem fator de grau 2 em Z[x], com efeito, se ele tivesse, teriamos
2t — 22+ 1= (22 +axr +b) (22 + cx + d) com a,b,c,d € Z
(termo constante) 1 = bd, logo b=d = +1;
(termo em x) 0 = ad+bc
= bla+c), logo a=—c;
(termo em 2?) —1 = d+ac+b
= 2b—a?, logo a> — 1 =2b= £2;

2 = —1, o que € impossivel.

assim a* = 3 ou a
Lema 3.35. O produto de dois polinémios primitivos f(x), g(x) € Z[x] também é primitivo.

Demonstragao. Se tal produto nao for primitivo, entao existe um ntmero primo p que divide

todos os coeficientes de f(z)-g(z) e, portanto, este produto sera nulo no anel Zp|z] (a definigao



e propriedades desse conjunto podem ser encontrados na referéncia (Araujo, 2009)). Dessa
forma, um dos polinémios devera ser nulo em Zp[z]. Suponha, sem perda de generalidade, que
f(z) é nulo em Zp[z]. Isso quer dizer que todos os seus coeficientes s@o divisiveis por p, o que

é¢ um absurdo. Conclui-se que um produto de polindémios primitivos deve ser primitivo. [

Lema 3.36. [Lema de Gauss| Seja p(x) € Zlx| tal que p(x) € um polindmio irredutivel sobre

Z[z], entao p(x) também € irredutivel sobre Q[z].

Demonstra¢ao. Suponha que p(z) possa ser fatorado sobre Q[z] da seguinte forma: p(x) =
q(z) - h(x), com 9(q(x)) > 0 e d(h(zx)) > 0.

Seja m; 0 minimo multiplo comum dos denominadores dos coeficientes de g(x), entao m; -
q(z) € Z[x] é primitivo. Analogamente, se my é 0 minimo multiplo comum dos denominadores

dos coeficientes de h(x), my - h(x) € Z[z] é primitivo. Logo,
mimap(z) = mag(z)meh(z).

Como o lado direito é primitivo, o lado esquerdo também é primitivo. Mas isso s6 é
possivel se m; e my sdo 1, o que faz com que a fatoragao inicial ja fosse em Z|x], gerando,
assim, um absurdo.

Portanto, p(z) é irredutivel sobre Q[z]. O

Exemplo 3.37. (Biazzi, 2014) Mostre que o polinémio p(x) = x* — 22* + 8x + 1 € redutivel
sobre Q|x].

Pelo Lema de Gauss, € suficiente mostrar que o polinomio € irredutivel sobre Z[x]. Uma
fatoragao de p(x) pode ser de dois tipos: produto de um polinémio linear por um polinémio
de grau 3, ou entao o produto de dois polindmios quadrdticos.

Se existe um polindomio linear que divide p(z) isso quer dizer que p(x) tem uma raiz inteira.
As dnicas possiveis raizes inteiras de p(x) sao +£1, e podemos ver facilmente que nenhuma
dela € raiz, pois p(1) =8 e p(—1) = —8. Logo uma possivel fatoragdo de p(x) sé poderia ser
um produto de dois polindmios quadrdticos. Seja entdo p(x) = (2? + ax + b)(2* + cx + d),
com a,b,c,d € Z. Fazendo a distributiva e comparando coeficientes, temos bd = 1, ad + bc =
,ac+b+d=-2ca+c=0

Debd =1 temosb=d=1oub=d=—-1. Seb=d =1, ficamos com ac = —4 e
portanto a = —c = +2 e nao podemos ter ad + bc = 8. Se b =d = —1, obtemos ac = 0; logo
a = c =0 e novamente nao temos ad + bc = 8. Portanto a fatoracao como dois polindémios

quadrdticos também € impossivel, e concluimos que o polindmio p(x) € irredutivel sobre Q.



Proposicao 3.38. Se p(z) € Flx] é polinomio de grau n > 2 e possui pelo menos uma raiz

em F, entao p(x) € redutivel em F[x].

Demonstragao. Se a € F é raiz de p(z) entdo, pelo Teorema 3.13, (z — a) divide p(x). Dessa
forma, p(z) = (r — a)d(x), em que d(z) € F|x]. Note que p(z) tem grau n, (x — a) tem grau
1 ed(z) tem grau n — 1. Como n > 2, entdo n — 1 > 1, o que implica em p(x) ser redutivel

em Flz]. O

Teorema 3.39. Se p(x) € Flz] — {0}, d(p(x)) = 2 ou 3, entio p é redutivel em F[z] se, e

somente se, p possui raizes em F'.

Demonstragao. Seja p(x) € F|x] com grau 2 ou 3, assuma primeiramente que p(x) é redutivel
sobre F, tal que p(z) = g(z)h(z) para algum polindmio nao constante g(z),h(x) € F[z].
Como o grau de g(z) e h(z) somados é 2 ou 3, segue que, um ou ambos os polinémios devem
ter grau 1. Assim, pelo menos um deles deve ter raiz em F, logo p(z) deve ter uma raiz em
F.
Reciprocamente, suponhamos que p(z) tem raiz em F. Entéo, p(z) tém um fator de grau 1,
logo temos que p(x) € F|x] é redutivel sobre F.

O

Teorema 3.40. Um polinomio p(x) em Clz] € irredutivel sobre C se, e somente se, p(x) tem

grau 1.

Demonstragao. Se O(p(x)) = 1, claramente p(x) é irredutivel sobre C. Reciprocamente,
suponha que p(z) seja irredutivel sobre C e tenha grau n > 1. Pelo Teorema 3.21, existe uma
raiz o de p(x) em C e pelo Teorema 3.13, segue que (x — «) divide p(z). Logo, p(x) pode ser
escrito da forma p(x) = (r — a)g(x), em que d(q) =n — 1 > 1, o que é absurdo, pois p(z) é

irredutivel. Logo, n = 1. O

3.5 Valuacao

Para a apresentacao dos resultados expostos no capitulo 4, faz-se necessaria a apresentagao
de diversas defini¢oes. Algumas destas defini¢coes, bem como alguns exemplos ilustrativos,

estao descritos nesta secao.

Definigao 3.41 (Polinémio Afim). O polinémio P(z) = ag+ a1z + agz* + - - - + a,a™ € Flx]
é dito afim se P(0) = 0.



Note que P(0) = 0 se, e somente se, o seu termo independente ay = 0. Além disso, o

grafico de qualquer polinomio afim em F[z] passa pela origem.

Definigao 3.42 (Valuagao). Seja P(x) = ag+ a1x + agz® + - -+ um polinémio (ou uma série
formal). A valuagdo v(P) de P € o menor nimero inteiro k tal que ay # 0. Por convengao,

a valuagao do polindmio zero € oco.

Exemplo 3.43. Os polinomios P(x) = 3x + 52° e Q(x) = 523 + x* — 327 sdo afins e suas

valuagoes valem v(P) =1 e v(Q) = 3, respectivamente.

Exemplo 3.44. O polinémio Pi(x) = x* tem a mesma valuagdo que o polinémio Py(z) =
x? + 22, entretanto |Pi(z)| > |Pa(x)| para x pequeno e x < 0 e |Pi(x)| < |Py(x)| para x

pequeno e x > 0, na vizinhanca da origem, o que pode ser verificado na figura 12.

Figura 12: Pj(x) > Ps(x), para x pequeno e x < 0 e Pj(z) < Py(x), para x pequeno e x > 0

Seja P(x) = a1z + asz® + - -+ + a,z™ um polinémio afim com valuagio k = v(P). Em
uma vizinhanca da origem, P(x) ~ az*. Dessa forma é possivel concluir que o grafico de P
cruza o eixo x em (0,0) se, e somente se, a valuagdo k = v(P) é um inteiro impar.

Além disso, ao considerar dois polinémios distintos Py, P», o sinal de P;(x) — Py(z) muda
em 0 se, e somente se, v(P; — P,) for impar. Os Exemplos 3.45, 3.46 e 3.47 ilustram essa

situacao.

Exemplo 3.45. Seja Pi(z) = 2% e Py(x) = 2* + 23, Temos que Pi(z) — Pa(x) = 2 — (22 +
3) = 2% —2? — 23 = —13. Dessa forma a valuagio v(P(z) — Pa(z)) = 3. Como 3 é um
nidmero impar os graficos de Py(x) e Py(x) se cruzam na origem como estd representado na

figura 13.

Exemplo 3.46. Seja Pi(x) = 2° e Py(x) = 2% + 2. Temos que Pi(z) — Py(z) = 2? —

(2?2 + 2Y) = 2% — 2? — 2* = —2*. Dessa forma a valuagio v(Pi(z) — Py(z)) = 4. Como 4



P
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Figura 13: As curvas que representam os graficos de Pj(x) e Pa(z) se cruzam na origem.

€ um niamero par os grificos de Py(z) e Pa(x) se tocam na origem sem se cruzar como estd

representado na Figura 14.

A |

Figura 14: As curvas que representam os graficos de Py(z) e Py(x) se tocam na origem sem

Se cruzar.

Exemplo 3.47. Considere os polinomios Py(x) = 11°, Py(x) = 2 e Py(x) = 2® —3x. Temos

que:

Pl(l’) — PQ(iL') =
Pl(x) - Pg(l‘) =

1.3 .2 _ .2, 1.3,

5 T° = —x° + 5x°;

1.3 (3 _1,3_ .3 _ 9. 1.3

570 — (27 = 3x) = 52° —2° +3vr =3z — v
2

Py(x) — P3(z) = 2% — (2% — 32) = 2% — 2° + 30 = 3o + 22 — 23

De onde obtém-se as valuagoes vi,vy e vs, tais que vi(Py(z) — Py(z)) = 2, va(Py(z) —

P3(x)) = 1 e v3(Po(x) — Ps(x)) = 1 o que significa graficamente que Py(x) e Py(z) nao se

cruzam na origem, somente se tocam pois vy = 2 € par. Pi(x) e P3(x) se cruzam na origem

pois ve = 1 € impar. Por fim, Py(x) e Py(x) se cruzam na origem visto que v3 = 1 € impar.

Ver Figura 15 .



Figura 15: Comportamento entre os polindémios Pj(x), Py(z) e P3(x) na vizinhanga da origem.

3.6 Configuracoes de Polindmios Afins

O objetivo desta segao é estudar as possiveis configuracoes dos graficos de n polinémios
afins perto da origem. Mais claramente, ao considerar n polindmios afins Py, P, ---, P, tais
que para z pequeno e z < 0, P(z) < Py(x) < --- < P,(x), deseja-se conhecer as possiveis
ordens em que esses polindmios podem assumir, se x for pequeno e x > 0.

Para o caso de dois polinomios P, e Py, por exemplo, com P;(z) < Py(x) para x pequeno
e negativo, pretende-se saber qual o numero total de possiveis configuragdes dos seus graficos
para x pequeno e positivo. Existem 2! = 2 possiveis configuragoes, ambas ilustradas na figura

16, sendo elas:
1- Pi(z) < P2(x) para x pequeno e z > 0.
2- Pi(x) > Py(x) para = pequeno e z > 0.

Para ilustrar o caso 1, os polinémios Pi(z) = z? e Py(x) = —z? podem ser usados.
Exemplos de polindmios que se encaixam na configuragao 2 sdo Q1(x) = = e Qa(x) = —u.

A mesma analise pode ser feita para trés polindémios P;, P, e P3, em condi¢oes idénticas
as citadas anteriormente. Ou seja, se Py (x) < P2(x) < P3(z) para « pequeno e negativo, qual
o nimero total de possiveis configuracoes dos graficos para x pequeno e positivo?

Neste caso, existem 3! = 6 possiveis configuracoes dos graficos, todas ilustradas na figura
17. Exemplos de polinémios que satisfazem essas seis configuragoes podem ser facilmente

elaborados.



Py

P

Figura 16: Em I: Pj(x) < Py(z), para x pequeno e x < 0 e Pi(z) < Py(x), para  pequeno
ex > 0. Em II: P(z) < Py(x), para x pequeno e x < 0 e Py(z) < Pi(x), para x pequeno e

z > 0.

Para o caso de quatro polindmios algo diferente acontece. Dados quatro polindmios afins
em Rlz], P, P2, Py e Py, tais que Pi(z) < Py(z) < P3(z) < Py(x), se z < 0 em uma
vizinhancga de 0, poderia-se esperar 4! = 24 possiveis configuracoes dos graficos dos mesmos
para x > 0 e pequeno. Estas configuragoes esperadas estao descritas abaixo, utilizando-se a

notagao de permutagao dos elementos do conjunto { Py, P», P3, P,}.

(P, Py, P3, Py), (Py, P2, Py, P3), (P1, P, Py, Py), (P1, Py, Py, Ps), (Py, Py, P, P3), (P, Py, P3, Py),
(P, P, Ps, Py), (Py, Py, Py, Ps), (Ps, P3, P, Py), (Py, Ps, Py, P), (Ps, Py, Py, P3),(Ps, Py, P3, P),
(Ps, Py, Po, Py), (Ps, P, Py, P5), (Ps, Py, P, Py), (Ps, Py, Py, P), (Ps, Py, P1, P2), (Ps, Py, Po, P),
(Py, Pr, P, P3), (Py, Py, P3, P2), (Py, Po, P1, P3), (Py, Po, Py, P1), (Py, P, Pr, P3), (Py, Py, P, P1).
Entretanto, duas dessas permutagoes, (Ps, Py, Py, P3) e (Ps, P, Py, P»), sdo impossiveis de se
obter. Esse é o resultado do teorema de Kontsevich que sera apresentado e demonstrado no
capitulo 4, descrito a seguir.
O caso das possiveis configuragoes dos graficos de n polindmios afins em uma vizinhanga

da origem é bem mais complicado e também sera abordado no capitulo 4.

4 O Teorema de Kontsevich e as Configuragoes Proibidas

Comecgamos a estudar algebra no segundo ano do ensino fundamental quando aprendemos
a encontrar raizes para um polinémio do primeiro grau e nao paramos mais. No final do ensino

fundamental estudamos a equacao polinomial do segundo grau e algumas maneiras de resolvé-
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Figura 17: Em I: Py(z) < Py(x) < P3(z), para x pequeno e z < 0 e Pi(z) < Pa(z) < Ps(x),

P, <
para x pequeno e x > 0. Em II: Py(z) < Py(z) < Ps(x), para x pequeno e x < 0 e P(x)

Ps(x) < Py(x), para « pequeno e x > 0. Em III: Py(z) < Py(z) < Ps(z), para x pequeno e
3 )

r < 0e Py(zr) < P(x) < P3(z), para  pequeno e x > 0. Em IV: Pi(z) < Pa(z) < Ps(x),

0. Em V:
para = pequeno e x < 0 e Py(x) < P3(x) < Pi(x), para = pequeno e = >

equeno e e equeno
Pi(z) < Py(x) < Ps(x), para x pequeno e x < 0 e P3(x) < Pi(z) < Py(z), para = pequ
1 )

ex >0. Em VI: P(z) < Py(x) < Ps(z), para x pequeno e x < 0 e P3(x) < Py(z) < Pi(x),

para x pequeno e z > 0.



la. Estudamos também polinémios do quarto grau que nao possuem termos de grau fmpar,
chamados de equacoes biquadradas. Neste mesmo ano também é visto, de forma introdutoria,
as fungoes polinomiais do primeiro e segundo grau. No terceiro ano do ensino médio o assunto
polindmios volta a ser visto agora com ntmeros complexos e um grau maior do que dois. O
estudo envolve operagoes elementares entre polindmios e encontrar suas raizes (sao utilizadas
as famosas Relagoes de Girard). Visto todas essas ferramentas envolvendo polindmios, fica
a pergunta: O que acontece quando dois ou mais polindmios se cruzam? A resposta a essa
pergunta pode parecer simples, mas coisas inesperadas podem acontecer. Este capitulo busca
jogar uma luz sobre estes fendmenos misteriosos, mais especificamente para o caso em que
quatro ou mais polindémios afins se cruzam na origem.

Na Segao 3.6 foram apresentadas as configuracoes dos graficos de polindémios afins de
grau n, proximos da origem, entretanto mencionou-se a possibilidade de exemplificar todas
as possibilidades de configuragdes apenas para os casos n = 2 en = 3. O cason = 4
apresenta uma particularidade. Particularidade esta que vai se propagar para os demais
valores de n > 4, como serd mostrado neste capitulo. Os resultados apresentados foram

baseados em (Ghys, 2017).

4.1 O Teorema de Kontsevich

Ao buscar por exemplos de polinémio afins, cujos graficos obedecam todas as configuracoes
expostas na segao 3.6 (caso n=4 polinomios), duas configuragoes ficardo sem os exemplos

desejados. Este é o tema do Teorema de Kontsevich, que seré enunciado a seguir.

Teorema 4.1 (Teorema de Kontsevich). (Ghys, 2017) Quatro polindémios Py, Py, P3, Py €

R[z| nao podem satisfazer
I Pi(z) < Po(z) < P3(z) < Py(x) para x pequeno e x < 0,
Py(z) < Py(x) < Pi(x) < Ps(x) para x pequeno e x > 0, ou analogamente

II. Pi(z) < Py(z) < P3(z) < Py(z) para z pequeno e x < 0,

Ps3(z) < Pi(x) < Py(z) < Py(x) para x pequeno e x > 0.

Demonstracao. I. Por contradicao, assuma que existem quatro polindémios Py, Ps, Ps, Py

satisfazendo: P (z) < Py(x) < P3(x) < Py(z) para x pequeno e x < 0, Py(x) < Py(x) <
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Figura 18: As duas permutagoes proibidas do Teorema de Kontsevich.

Pi(x) < P3(x) para x pequeno e x > 0. Substituindo cada P; por P, — P;, pode-se que

assumir que P; = 0.

Py

Figura 19: Configuracao (2,4, 1, 3) de quatro polinomios com P;(x) = 0.

Ao analisar a Figura 19, pode-se observar que P, e P, mudam de sinal na origem, logo
as suas valuagoes v(P;) e v(P;) sdo impares. Além disso, a Figura 19 também mostra

que P3 ndao muda de sinal na origem, o que implica que a sua valuagao v(Ps) é par.

Como 0 < Py(z) < P3(x) < Py(z) para x negativo pequeno, pode-se concluir que
v(Py) > v(P3) > v(P) (basta notar que P;(z) ~ ayp,)z"") para z pequeno). Da
mesma forma, |Py(x)| < |P2(z)| para x pequeno positivo implica que v(FPy) > v(Py).
Isso forcaria as trés valuagoes a serem iguais, mas duas delas sao impares e uma delas

¢ par. Contradigao!

IT. Novamente, por contradi¢ao, assuma que existem quatro polinomios Py, P, P3, P, sa-



tisfazendo: Py(z) < Py(z) < P3(x) < Py(x) para x pequeno z < 0, P3(x) < Pi(z) <
Py(x) < Py(x) para x pequeno x > 0. Substituindo cada P, por P, — P; (como foi feito
no caso (I.)), pode-se que assumir que P, = 0.

Py

Py

) /
Py - P

Figura 20: Configuracao (3,1,4,2) de quatro polinémios com Pj(x) = 0.

Ao analisar a Figura 20, pode-se observar que P; muda de sinal na origem, logo as
sua valuagao v(P3) é impar. Além disso, a Figura 20 também mostra que P, e Py nao

mudam de sinal na origem, o que implica que as suas valuagoes v(FPz) e v(Fy) sdo pares.

Como 0 < Py(x) < P3(x) < Py(x) para x negativo pequeno, pode-se concluir que
v(Py) > v(Ps) > v(Py) (mesmo raciocinio do caso ). Da mesma forma, |Py(x)| <
| P,(z)| para x pequeno positivo implica que v(Py) > v(FP2). Isso forgaria as trés valua-
¢oOes a serem iguais, mas duas delas sao pares e uma delas é impar. Contradigao!

]

Dados quatro polindmios afins, o Teorema 4.1 mostra duas configuracoes de seus graficos
que sao proibidas perto da origem. Serd que existem outras configuragoes proibidas? O
exemplo 4.2 mostra que nao.

As duas configuragoes descritas no teorema 4.1 serao chamadas de configuragoes proi-
bidas ou configuragoes de Kontsevich. Elas (e todas as demais) podem ser descritas pela
notagao por ciclos das permutagoes que as geraram, a saber: (2,4,1,3) e (3,1,4,2). Serao

chamadas de configuragoes permitidas aquelas que nao sao proibidas.

Exemplo 4.2. Os 22 quartetos de polindmios afins descritos abaixo possuem grificos que
satisfazem todas configuragoes permitidas (todas as configuragées descritas na segao 3.6 me-
nos as configuragoes proibidas de Kontsevich). As 22 configuragoes podem ser observadas na

figura 21.



I P(z) = —a?, Py(z) = —a*, P3(z) = 2%, Py(x) = 22,
II: Py(z) = —2?, Py(z) =0, Py(z) = 22, Py(z) = 2% — 23,
III: Py(z) = —2?, Py(x) =0, P3(z) = —a?, Py(z) = 22,
IV: Py(z) = —a?, Py(x) =0, P3(z) = 223, Py(z) = 2*,
1% Py(z) = —2?, Py(z) = 23, Py(z) =2 +2, Py(z) = —a3,
VI: Py(z) = —2?, Py(r) = 2%, P3(z) =0, Py(x) = —a?,
VII: Py(z) = —a242%,  Pyz) = —22 Py(z) =0, Py(z) = 2?,
VIII: Py(z) = —x?, Py(z) = —2? — 2%, Py(x) =2 +2*, Pylx) = —a3,
IX: Py(z) = 23 + 32°, Py(z) = =224, P3(z) =0, Py(z) = 222,
X Py(z) = 23 — a5, Py(x) = 2 + 2, P3(z) = —a°, Py(z) = —a3,
XI: Pi(x) =z, Py(z) = —2?, Py(z) =0, Py(z) = 22,
XII: Pi(z) =242, Pyz)=-22—-23, Px)=23+z', Py(z)=—23,
XIII: Py(z) = —22%, Py(z) =25+ 25  Py(x) = —3a3, Py(x) = 227,
XIV: Pi(x) =z, Py(z) = 223, P3(z) = —223, Py(x) = —x,
XV: Py(z) = %, Py(z) =0, Py(z) = -2, Py(z) = 2?,
XVI: Py(z) =z, Py(z) = 23, P3(z) =0, Py(z) = 27,
XVII:  Pi(x) =222z, Py(z)=223+22°  BP(x)=—a, Py(z) = 24,
XVIII:  P(z) =25, Py(z) = 2%, P3(z) =0, Py(x) = a*,
XIX: P (z) = —2?, Py(z) =0, Py(z) = 2?, Py(r) = —x,
XX: Py(z) = —2?, Py(z) = 23, Py(z) = 2*, Py(z) = —x,
XXI: Py(z) = 23, Py(x) =0, Py(z) = 22, Py(x) = —x,
XXII: Pi(z) =z, Py(z) = 23, P3(z) = 22, Py(z) = —x.

4.2 Configuragoes Proibidas para Cinco ou Mais Polinémios

Para o caso de n = 2 e n = 3 polinémios, foi mostrado que todas as n! permutacoes
geram configuragoes possiveis. Para o caso n = 4, o teorema de Kontsevich garante que
existem duas, das 24 permutacoes, que sao configuragoes proibidas. Mas o que acontece para
n polindmios quando n > 57 Esta secao vai apresentar defini¢oes e resultados que objetivam
responder a esta pergunta.

Inicialmente, serao apresentadas algumas defini¢des envolvendo polinomios e permutagoes.
Por se tratarem de definicoes pouco usuais elas serao acompanhadas de alguns exemplos

ilustrativos.
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Figura 21: Configuragoes permitidas para 4 polinomios.



Definicao 4.3 (Intercambio Polinomial). Seja n > 2 um nidmero inteiro e m alguma per-
mutagao de {1,2,...,n}. Dizemos que ™ é um intercdmbio polinomial se existirem n
polinémios Py, ..., P, de modo que: Pi(x) < Py(z) < ... < P,(z) para x pequeno e negativo

e Pry(z) < Prioy(z) < ... < Pry(x) para x pequeno e positivo.

Exemplo 4.4. Sejan = 3 e m = (1,2,3) a permutagio identidade. m é um intercambio
polinomial, de fato, considere os polinomios P(x) = 22, Py(x) = 22% e P3(z) = 32%. Claro
que Pi(z) < Py(z) < P3(x) para x pequeno e negativo e Pi(x) < Py(x) < Ps(x) para x

pequeno e positivo, como mostra a figura 22.

Figura 22: P;,P, e P3 formam um intercambio polinomial

Exemplo 4.5. Vamos considerar os dez polindémios a sequir, escolhidos ao acaso.

Py(x) =2z +22% — 2% — 2 + 2% + af Ps(x) = 2% + 22% — 2t + 22° + 27 — 28

Py(z) = 30— 2 + 2 4+ 22* + 2% + 27 — 2® Pr(z) = —3z + 2% + 2% + 2 + 2 — 228

Pyx = —a? — 23 + 2% — 22° + 22° Py(z)=—x+ 2> +a* + 25— 28 + 27

Pix)=2*+23+ a2t =205+ 20 — 2"+ 28 Py(x) = —o+ 222+ 223 + 2t — 2% + 2% + 27

Ps(z) = 2% — 23 + 25 — 2% + 28 Pyo(r) = =22 + 2% + 2% + 225 + 25 4+ 27
1 23456 789 10

108 9 735 46 2 1
das 10! possiveis de um intercimbio polinomial com dez polinémios. A Figura 23 mostra seus

Esses polinomios representam a configura¢ao o =

grdficos.

Defini¢ao 4.6. Seja n > 2 um nudmero inteiro e w alguma permutacao de {1,2,... n}. E

dito que a permutagdo w contém a permutagao (2,4,1,3) se existem inteiros 1 < i1 < iy <
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Figura 23: Representacao grafica de dez polinomios.

i3 < iqg < n tais que m(iz) < (i) < w(i1) < w(iz). A definicao é andloga se w contém a

outra permutagao proibida (3,1,4,2).

Definigao 4.7 (Permutacao Separéavel). Seja n > 2 um nimero inteiro e © alguma per-
mutagio de {1,2,...,n}. A permutacdo T € dita separdvel se nao contém uma das duas

permutacoes proibidas de Kontesevich.

123456738

Exemplo 4.8. (Sorea, 2018) A permutagio o = nao € separd-
236 8175 4
~ 1 2 3 4 ‘
vel uma vez que contém a sub-permuta¢iao o = . De fato, existem quatro in-
31 4 2

dices iy = 2,1s = 3,13 = b e iy = 8 tais que: iy < iy < iz < iy eo(iz) < o(iy) < o(ig) < o(ia).

Veja figura 24.

No contexto de permutagoes representando configuragoes de polindmios afins perto da
origem, surge a necessidade de uma defini¢ao diferente para intervalo. A definigao 4.9 apre-
senta uma definicao de intervalo em um conjunto discreto que possui uma analogia com a

definicao de intervalo real.

Defini¢ao 4.9 (Intervalo). Considere o conjunto [n] = {1,2,--- ,n}, um intervalo de [n]
€ um subconjunto J contendo uma sequéncia com dois ou mais inteiros consecutivos, isto €,

J={ii+1,--,i+1}.
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Figura 24: A permutacao nao separavel contém uma das duas permutagoes proibidas.

O objetivo central desta secao é caracterizar os intercambios polinomiais para um valor
qualquer de n. Essa caracterizagao é feita por meio do teorema 4.3, descrito ao final da segao.

Para demonstrar o Teorema 4.3 sdao necessarios os resultados dos Lemas 4.10 e 4.11.

Lema 4.10. Seja m uma permutagao separdvel de {1,2,...,n} paran > 3. Entao existe um
intervalo préprio I de [n| (I nao pode ter apenas um elemento e I # [n]) cuja imagem 7(I)

também € um intervalo de [n].

Demonstragao. Sem perda de generalidade, pode-se assumir que 7(1) < 7(2) pois, caso
contrario, basta substituir 7 pela permutacao 7(k) =n + 1 — w(k).

Se m(2) = m(1)+1 o resultado do teorema seréa obtido pois a imagem de {1, 2} é o intervalo
{m(1),7(2)}.

Suponha, entdo, que m(2) > 7(1) + 1. Seja k o menor nimero inteiro tal que a imagem
do intervalo J = {1,2,...,k}, m(J), contenha o intervalo S = {m(1),--- ,7(2)} (observe que
podem haver elementos de 7(.J) fora de S).

Se a imagem m(.J) for exatamente igual ao intervalo S, o teorema esta demonstrado. Caso
contrario, escolha um elemento [ entre 1 e k (1<I<k), cuja imagem por 7 esta fora de S.
Veja a figura 25.

Se w(l) < w(1), os quatro elementos 1 < 2 < [ < k satisfazem 7 (l) < (1) < w(k) < 7(2)
e isso quer dizer que 7 contém uma das permutagoes proibidas. Mas isso é um absurdo, pois

7 & separavel. Portanto, todos os elementos de w({1,...,k}) sdo maiores ou iguais a m(1).



Suponha que 7(.J) nao é um intervalo, pois caso contrario, a demonstragao esta concluida.
Neste caso, ha pelo menos uma lacuna em m(.J), isto é, existe m > k tal que 7(2) < w(m) <
7(l). Mas os elementos 2 < | < k < m satisfazem (k) < 7(2) < m(m) < w(l), o que gera

uma permutacao proibida em 7, que é impossivel. O

O Lema 4.10 sera utilizado como ferramenta para demonstracao do Lema 4.11. O Lema
4.11 afirma que existe um intervalo, cuja existéncia é garantida pelo Lema 4.10, de compri-
mento 2, cuja imagem ¢ um intervalo de comprimento 2. Ele sera utilizado para se demonstrar

o Teorema 4.12, que apresenta uma caracterizacao para permutagoes que sao intercambios

polinomiais.
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Figura 25: Esquema para facilitar a visualizagao do resultado do lema 4.1.

Lema 4.11. Seja m uma permutagdao separdvel de {1,2,...,n}. Entao existem dois nimeros

inteiros consecutivos cujas 1magens sao consecutivas.

Demonstragao. Pelo Lema 4.10 existe um intervalo J; tal que a imagem 7(.J;) também é um
intervalo.

Seja m; a permutacao induzida 7 restrita a J;. Obviamente 7, também é separavel e,
portanto, pode-se aplicar o Lema 4.10 na permutacao 7. Logo, existe um intervalo J, C J;
tal que m(.J5) ¢ um intervalo.

Ao repetir esse procedimento recursivamente, pode-se garantir a existéncia de um inteiro

k tal que Ji tem comprimento 2 e 7(.Jy) é um intervalo. O



Observe que o Lema 4.11 garante que existe um inteiro a tal que 1 <a <a+1<mne

m({a,a+ 1}) é um intervalo.

Sera enunciado agora o Teorema 4.12; um dos principais resultados deste trabalho (junta-

mente com o Teorema 4.1). Ele faz uma caracterizagao das permutagoes que sao intercaimbios

polinomiais, ou seja, ele podera responder se uma dada configuracao de n polinémios afins,

numa vizinhanga da origem, é ou nao proibida. Até o momento essa resposta é clara apenas

se n =2, 3 ou 4. Além disso, ele mostra que as permutacoes proibidas de Kontsevich sao a

chave para responder se uma dada configuracao de n polinémios é ou nao permitida.

Teorema 4.12. Uma permutacao € um intercimbio polinomial se, e somente se, for separd-

vel.

Demonstragao. (=) Seja m um intercambio polinomial e suponha que 7 nao seja separavel,

o que quer dizer que existem indices i1 < iy < i3 < iy tais que w(iz) < w(ig) < 7(i1) <
7(i3). Na configuragdo de polindmios gerada por 7 apague todos os polindémios P;, em
que j # ix, para k = 1,2, 3, 4. Isso geraria uma configuragao proibida, o que é absurdo.

A demonstragao é andloga para a outra permutacao proibida.

Seja m uma permutacao separavel de [n]. Deseja-se mostrar que existem n polindémios
Py(xz) < -+ < Py(x) se x < 0 e pequeno tais que Prq)(z) < -+ < Prny(z) se x >0 e

pequeno. Para isso sera feita indugao em n.

Se n = 4 o resultado ¢é valido a partir da aplicacao direta do teorema 4.1. Suponha o
resultado valido paran—1. O Lema 4.11 garante que existe um inteiro a, 1 < a < n, tal
que {7(a), 7(a+1)} é um intervalo. Se {a,a+ 1} e {m(a), 7(a + 1)} forem colapsados em
um tnico ponto, sera produzida uma permutacio 7 de n — 1 elementos. A permutacao
7’ & obviamente separavel e, portanto, um intercAmbio polinomial por hipétese de

inducao. Logo existem n — 1 polinémios afins
Pl, ce Pn—l

que se interceptam na origem de acordo com 7’.

O i-ésimo polinémio P; de P,..., P,_1 pode ser dividido em dois a fim de produzir n
polinémios

/ /!
Pl:"'apifbljiap'7]Di+17"'7pn71

()



que se cruzam de acordo com m. Para isso, basta definir P/(z) = P;(z) e P/(x) =
Py(z) + (—x)" para um valor suficientemente grande de N tal que N > maz{v(FPy)},
k=1,---,n—1, onde v(FP) denota a valuagdo do polinémio Pj. Note que, perto da
origem P! e P/ sdo muito proximos. Além disso, se N for par, segue que 7(i+1) > 7(7)
e, se N for impar, 7w(i+1) < m(7). Com isso, conclui-se que é um intercambio polinomial,

como desejado.

]

O Lema 4.11 juntamente com o Teorema 4.12 fornecem um simples algoritmo para res-
ponder se uma dada configuracao de n polinémios afins é proibida ou permitida, como pode

ser visto abaixo.

Algoritmo 1:

Seja m a permutagao de [n] associada a configuragao de polinomios dada.
(1) Procure por dois inteiros consecutivos cujas imagens sejam consecutivas.
(2) Encontrou?

i. Sim — Colapse esses dois pontos, gerando uma sequéncia de n — 1 elementos e

volte ao passo (1).

ii. Nao — 7 nao é um intercambio polinomial.

Responder se uma dada configuracao de n polindbmios na origem é ou nao permitida
parecia ser um processo complicado. Entretanto o algoritmo 1, de complexidade quadratica,
exibe uma forma simples e eficiente de se resolver o problema.

Para finalizar este trabalho vale destacar a importancia das permutacoes proibidas de
Kontsevich, (2,4,1,3) e (3,1,4,2) no estudo das configuragoes de polindémios na origem. A
partir de duas permutagdes particulares de [4] pode-se concluir resultados sobre configuragoes
de um nimero qualquer de polinomios. Mas, o qué essas permutacoes tém de tao especial?

Isso, sem duavidas, € um dos extraordinarios mistérios da matematica.



5 Aplicacao do Teorema de Kontsevich no Ensino Médio

Esse capitulo finaliza este trabalho com duas propostas de atividades em sala de aula e
tem o intuito de divulgar o resultado do Teorema de Kontsevich para o ensino médio prezando

pela exceléncia no ensino da matemaética.

5.1 Proposta 1: Permutacoes e as Configuracoes de Polin6mios

Sao propostos cinco exercicios envolvendo permutagoes e configuragoes de polinémios
afins. A ideia é aplicar essa proposta logo ap6s o tema Permutacoes ser abordado aos alunos.
Esses exercicios podem ser todos propostos em uma tnica aula, sendo que do 5.1 ao 5.4 os
alunos sao capazes de resolver em sala de aula. Apos essa etapa, deve-se enunciar e dar a
ideia da demonstracao do Teorema de Kontsevich e, em seguida, enunciar o Teorema 4.12.
Os exercicios 5.5 e 5.6 devem ser deixados com atividade para fazer em casa. Espera-se uma
dificuldade maior para a realizagao do exercicio 5.6. Na aula seguinte o professor deve fazer
alguns exemplos propostos do exercicio 5.5 e apresentar o algoritmo 1 como ferramenta para

resolver o exemplo 5.6.

Exercicio 5.1 (Situacdo problema). Trés pessoas entram em wma lanchonete que sé tem
uma porta de acesso.

Elas tém garantia de sair do outro lado da mesma maneira?

Podemos permutd-las?

E se pudermos permutd-las, todas as permutagoes sao possiveis?

Quantas sdo possiveis?

E se fossem trés polinémios passando pela origem, se aproximando-se de (0,0) pela es-
querda: geometricamente, um polinémio deve estar no topo, um na parte inferior e um no

meto. Quantas configuracoes sao possiveis ao lado direito da origem?

Exercicio 5.2. (a) Quantas permutacgdes sao possiveis para os elementos Py e Py?
(b) Quantas permutagoes sao possiveis para os elementos Py, Py e P3?
(c) Quantas permutagoes sao possiveis para os elementos Py, Ps, Py e Py?

Exercicio 5.3. (a) Sejam P, e P, dois polinomios afins, isto €, polindmios que passam

pela origem. Podemos associar as possiveis configuracoes desses polindmios na origem



com as permutagoes de Py e Py (explicar essa associag¢ao verbalmente e com o uso do
quadro).

Quantas sao as configuragoes possiveis dos polinémios Py e Py ?

(b) Encontre exemplos de polinémios afins que satisfazem as configuragoes encontradas em

(a).

Exercicio 5.4. (a) Sejam Py, P, e Ps trés polindmios afins. Quantas sao as possiveis

configuragoes na origem?

(b) Para cada uma das configuragoes encontrada em (a), encontre exemplos de trés poliné-

mios que as satisfacam.

Exercicio 5.5. (a) Considere quatro polinémios afins Py, Py, Py e Py. Quantas sdo as

possiveis configuracoes na origem?

(b) Eziste alguma configura¢ao impossivel de se obter (Enunciar e dar a ideia da demons-

tragao do Teorema de Kontesevich)?

(c) Mostre que as 22 permutagoes restantes de 1,2,3,4 ocorrem para escolhas adequadas de

4 polinomios Py, P, Py e Py.

Exercicio 5.6. (a) Quantas sao as permutagoes de 5 elementos? Dessas serd que todas

representam configuragoes de polindmios na origem?

(b) Dada uma permutacao de cinco elementos, como detectar se ela € ou nao possivel de

obter? (Explicar o algoritmo 1 apresentado ao final do capitulo 4)?

5.2 Proposta 2: Permutacoes Ordenadas por Pilha

No capitulo 4, permutagoes em S, foram associadas a configuragoes de polinémios na
origem e, nesse contexto, o teorema de Kontsevich exibe, quando n = 4, duas permutagoes
ditas proibidas. A partir do resultado obtido para n = 4, pode-se deduzir um resultado mais
geral para qualquer valor de n > 4.

Algo semelhante acontece ao associar permutagoes em .S, a sorteios de pilhas. Entretanto,
neste caso, ocorrem permutacoes proibidas para o caso n = 3 e essas permutacoes permitem

deduzir resultados para o caso geral n > 3. Devido a semelhanca desse fendémeno com o



fenomeno de Kontsevich, este problema é proposto, neste capitulo, como divulgacao e moti-
vacao da teoria desenvolvida neste trabalho. Além disso, trata-se de um problema bastante
interessante e belo, havendo, dessa forma, grande chance de despertar grande interesse por
parte de alunos do ensino médio.

A teoria dos padroes de permutacao recebeu um forte impulso de um exercicio no volume
1 de A arte da programagao de computadores de Donald Knuth. O exercicio esta rotulado
como M28. O M significa que ele é destinado a leitores matematicamente inclinados e o
28 é uma indicagao do tempo necessario para resolvé-lo. Este exercicio teve uma influéncia

duradoura sobre combinatoéria e sua ideia serd explicada em seguida.

Uma permutacao ordenada por pilha, ou por sorteio de pilhas, é obtida por meio

do seguinte método:

(1) Posicione os elementos do conjunto 1,2,...,n, em uma linha horizontal, nesta ordem
da esquerda para a direita. Suponha que a direita de n, ha uma pilha, isto é, um tipo de
pogo estreito e fundo, em que os objetos podem ser empilhados uns sobre os outros. As
figuras 26 e 27 podem ajudar a compreender melhor a definicao de pilha. Inicialmente,

a pilha esta vazia. O primeiro passo consiste em alocar o elemento n dentro da pilha.

(2) O passo seguinte consiste em aplicar na sequéncia de nimeros um dos movimentos:

Push ou Pop.

— Push: Termo do inglés que significa empurre. Essa aplicacao consiste em empurrar
os nameros da esquerda para a direita, de modo que o elemento mais proximo da
pilha, a esquerda, caia sobre a pilha, empilhado sobre os demais elementos 14

existentes.

— Pop: Termo do inglés que significa estoure ou estale. Essa aplicacao consiste em
retirar o elemento do topo da pilha e colocé-lo na linha horizontal a direita da

pilha.
(3) Volte ao passo 2 até que os n elementos estejam sobre a linha horizontal, ao lado direito

da pilha.

Definicao 5.7. Uma permutacao p € dita ordenada por pilha se for o resultado de uma

sequéncia de Push e Pop aplicada a {1,2,...,n}.



123 6

Figura 26: Sorteio de pilha com 6 niimeros.

O seguinte exemplo ilustra o procedimento de se obter uma permutacao ordenada por

pilha.
Exemplo 5.8. Considere o conjunto [6] = {1,2,...,6}. A permutacao p = (3,2,1,6,4,5) €

Sg¢ € ordenada por pilha, pois ela pode ser obtida a partir da sequinte sequéncia: Push, Push,

Pop, Push, Pop, Pop, Push, Push, Push, Pop, Pop, Pop. Confira na figura 27.

123456
123 45 645
12345 3
Pop 6 Push 3
Push 6 123 645 1645
1234 Pop Pop z
5
Push 6 2 12 645 —> 21645
P
1234 5 il = A -2
1 645 321645
Pop 6 2
Push 3 Pop
123 5 e G
4
Push &

Figura 27: Sorteio de pilha.

Exercicio 5.9. (a) Quantos sorteios de pilha podemos obter da sequéncia de nimeros

{1,2,317
(b) Eziste alguma permuta¢ao impossivel?

Exercicio 5.10. (a) Quantos sorteios de pilha podemos obter da sequéncia de nimeros

{1,2,3,4}?



(b) Quantas e quais sao as permutagdes impossiveis?

Exercicio 5.11. (a) Quantos sorteios de pilha podemos obter da sequéncia de nimeros

{1,2,..,n}?

(b) Quando que uma permutagao pode ser considerada impossivel?

6 Conclusao

Essa dissertacao apresentou o Teorema de Kontsevich, que exibe duas configuragoes im-
possiveis para os graficos de quatro polindmios afins, em uma vizinhanga da origem. As
configuragoes proibidas de Kontsevich sao usadas para classificar configuragoes impossiveis
para os graficos de cinco ou mais polinémios afins, perto da origem. Um algoritmo simples
foi proposto para detectar as configuragoes proibidas dos grafico de n >= 4 polindémios afins.
Alguns conceitos sobre grupos de Permutacgoes e polinomios foram introduzidos para uma
melhor compreensao dos assuntos estudados. Foram elaboradas duas proposta de atividades
para alunos do ensino médio: a primeira envolve conceitos de permutacoes, polinémios e
o Teorema Kontsevich; e a segunda apresenta as permutagoes ordenadas por pilhas, tema

lidico que apresenta analogia ao Teorema de Kontesevich.
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