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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo elencar proposicées a partir de autores escolhidos
com relacdo ao desenvolvimento do Pensamento Algébrico que contribuam para
efetivacdo das indicagdes propostas na BNCC para a Algebra nos anos iniciais do
ensino fundamental. Nesta perspectiva traz, a partir de um levantamento
bibliografico, consideracdes acerca de marcos historicos e pesquisas cientificas com
relacdo ao Pensamento Algébrico. Indicando que o trabalho proposto para a Algebra
neste periodo escolar requer um novo olhar para a metodologia de maneira que esta
enfatize a resolucdo de problemas voltados para padrbes e relacdes, o uso de

estratégias pessoais, o0 compartilhamento e a sistematizacéo de generalizacdes.

Palavras-chaves: Algebra, Pensamento Algébrico, Aritmética, Anos iniciais do

ensino fundamental, BNCC.






ABSTRACT

This work aims to list propositions from certain authors regarding the development of
Algebraic Thought that contribute to the realization of the indications proposed in the
BNCC for Algebra in elementary education. In this perspective, it brings, from a
bibliographic survey, considerations about historical landmarks and scientific
research in relation to Algebraic Thinking. Indicating that the proposed work for
Algebra in elementary education 1 requires a new look at the methodology in such a
way that it emphasizes the resolution of problems related to patterns and
relationships, the use of personal strategies, the sharing and the systematization of

generalizations.

Keywords: Algebra, Algebraic Thinking, Arithmetic, Elementary School, BNCC.
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INTRODUCAO

A busca em responder a questdo norteadora dessa pesquisa: “Quais
indicacdes das pesquisas cientificas a respeito do Pensamento Algébrico contribuem
com o trabalho do professor a partir do que é proposto pela BNCC para o ensino de
Algebra nos primeiros anos do ensino fundamental?”, ¢ proveniente da minha
atuacao na formacdo de professores tanto na Rede Municipal de Educacdo de
Guarulhos, entre 2016 e 2018, como na Rede Municipal de Educacéo de S&o Paulo,
a partir de 2019, considerando os estudos sobre o curriculo e a recém homologada
Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Nao obstante, a carreira tracada no
magistério dos anos iniciais do ensino fundamental desde 2008 e a trajetoria
académica sempre relacionada a area da Matematica também contribuiram para o

meu interesse sobre o tema.

Para subsidiar o estudo em si recorri a revisdo bibliografica enquanto
metodologia, com o intuito de organizar o contetido revisado de forma a contribuir de
maneira mais efetiva com o trabalho do professor em prol do aprendizado proposto

pela BNCC para os anos iniciais do ensino fundamental.
Diante do exposto, o objetivo geral deste trabalho é:

Elencar proposicbes, a partir de autores escolhidos, com relacdo ao
desenvolvimento do Pensamento Algébrico, que contribuam para efetivacdo das
indicacBes propostas na BNCC para a Algebra nos anos iniciais do ensino

fundamental.
J&, os objetivos especificos sao:

Conhecer as habilidades propostas na BNCC que abordem o

desenvolvimento do Pensamento Algébrico;

Reconhecer a importancia do desenvolvimento do Pensamento Algébrico

tendo como base marcos referenciais do desenvolvimento historico da Algebra;
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Conhecer abordagens dos autores contemporaneos escolhidos sobre o

trabalho com o Pensamento Algébrico nos anos iniciais do ensino fundamental.
Os capitulos desta dissertacao foram organizados do seguinte modo:

O Capitulo 1 é dedicado a abordar a perspectiva de Algebra trazida pela
BNCC. Nele é discutida a definicho de Pensamento Algébrico e sdo feitos
apontamentos a respeito das habilidades desta unidade tematica indicadas pela

Base para o estudo nos anos iniciais do ensino fundamental.

O Capitulo 2 é dedicado a compartilhar alguns elementos referentes a historia
da Algebra, buscando clarificar a evolugdo histérica desta unidade tematica
enquanto respostas as situacfes problemas que a humanidade encontrou diferentes
modos de dar em cada tempo, no intuito de indicar uma abordagem na perspectiva

do Pensamento Algébrico.

O Capitulo 3 é dedicado a compartilhar estudos com base nas pesquisas de
Ana Paula Canavarro, Barbara Brizuela e Carolyn Kieran com relacdo ao
Pensamento Algébrico. Neste capitulo, além de trazer pontos de vista que
contribuem para o trabalho do professor na perspectiva do Pensamento Algébrico,
sdo partilhados episédios de sala de aula nos quais a postura metodolégica dos
educadores conduz a apropriacdo do mesmo pelos estudantes.

As Consideracdes finais ganham lugar no Capitulo 4, nele sdo retomadas
brevemente as conclusdes obtidas ao longo deste estudo e destacados aspectos
referentes a uma cultura de sala de aula que favorecam o desenvolvimento do

Pensamento Algébrico.
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1. BNCC: O QUE ESTE DOCUMENTO NORMATIVO NOS DIZ A RESPEITO
DO ENSINO DE ALGEBRA NOS ANOS INICIAIS DO ENSINO FUNDAMENTAL?

Para iniciar nossa discussdo se fazem necesséarias algumas breves

explicitacbes sobre os termos Aritmética e Algebra.

A Aritmética “é o estudo ou ciéncia dos numeros, que considera sua natureza
e propriedades, possibilitando meios mais simples para expressé-los, compreendé-
los, resolvé-los, que é o que chamamos calcular” (PEANO, 1889), logo, essa
unidade tematica, ja era abordada na estrutura de nosso sistema de numeracéo e

nas operacoes e propriedades deste.

Existem diferentes definicbes para a Algebra, Kaput (2008) fez a escolha de
encarar esta unidade por meio de trés vertentes, que sao:
1. O estudo das estruturas e sistemas abstraidos a partir do resultado

de operacbes e estabelecimento de relagfes, incluindo os que surgem na
Aritmética (Algebra como aritmética generalizada’) ou no raciocinio

quantitativo;
2. O estudo das funcdes, relagbes e (co)variacao;
3. A aplicacdo de um conjunto de linguagens de modelacdo, tanto no

dominio da Matematica, como no seu exterior.
(KAPUT, 2008, p.11, adaptado)

J& o Oxford Languages, dicionario de portugués da Google, define a Algebra
como “parte da Matematica elementar que generaliza a Aritmética, introduzindo
variaveis que representam os numeros e simplificando e resolvendo por meio de
férmulas, problemas nos quais as grandezas sado representadas por simbolos”
(GOOGLE, 2021).

Como leremos a seguir, apesar da Algebra escolar estar atualmente
associada apenas a manipulacdo de expressdes com simbolos, ela também
contempla o estudo e a representacdo das relacfes que podem ser estabelecidas
entre os nameros:

A Algebra escolar tem estado associada & manipulacdo dos simbolos e a

reproducéo de regras operatorias, tantas vezes aplicadas mecanicamente e
sem compreensdo, parecendo 0s simbolos ter adquirido um estatuto de

! Termo que sera retomado e explicado na subsec&o 3.3 do capitulo 3.
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primazia per si [...] Em virtude do uso dos simbolos e sistemas simbdlicos se
ter imposto, a Algebra passou a ser encarada como o estudo ou uso destes
sistemas. No entanto, no cerne do pensamento algébrico estdo os
significados, esta o uso dos simbolos como recurso para representar ideias
gerais resultantes do raciocinio com compreensdo. Trata-se de olhar
através dos simbolos e ndo de olhar os simbolos (KAPUT, 2008).

Deste modo entendemos que a Aritmética é trabalhada quando tratamos do
nosso sistema de numeracdo e estudamos sua estrutura, relagbes, operacdes e
propriedades. Ja a Algebra ganha lugar quando se quer expressar aspectos gerais
do nosso sistema de numeracao assim como para facilitar a resolucdo de situacdes

problemas.

Por cerca de 20 anos os documentos norteadores para a elaboragdo dos
curriculos foram os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), estes ndo eram tidos
como referéncias obrigatorias, mas traziam indicacdes de contelddos conceituais,
procedimentais e atitudinais, além de alguns aspectos tedricos e orientacdes
didaticas acerca de um ou outro tema relevante para o ensino das diferentes

disciplinas.

Ao tratar o desenvolvimento histérico do ensino de Matematica, os PCN
apontavam que, embora tenha havido convergéncias no discurso referente a uma
metodologia de ensino cujo foco seja o0 educando, a proposicdo de conhecimento
novo com base em situacdes problemas desafiadoras e contextualizadas, dentre
outros aspectos,

[...] ainda hoje nota-se, por exemplo, a insisténcia no trabalho com os
conjuntos nas séries iniciais, o predominio absoluto da Algebra nas
séries finais, a formalizacao precoce de conceitos e a pouca vincula¢do da

Matematica as suas aplicacbes praticas (BRASIL, 1997, p. 21, énfase
adicionada).

Destacando assim o trabalho com a Algebra apenas nos anos finais e
trazendo criticas com relacdo ao tempo em que se formaliza os conceitos e a falta

de relacdo da Matematica com algo que faca sentido para o estudante.
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Mais adiante, quando o documento propde os blocos de conteudo, em
“‘Numeros e Operacdes” vemos que:
Embora nas séries iniciais jA se possa desenvolver uma pré-algebra, é
especialmente nas séries finais do ensino fundamental que os trabalhos
algébricos serdo ampliados; trabalhando com situagdes-problema, o aluno
reconhecera diferentes funcbes da Algebra (como modelizar, resolver
problemas aritmeticamente insollveis, demonstrar), representando
problemas por meio de equagfes (identificando parametros, variaveis e
relag6es e tomando contato com férmulas, equagdes, variaveis e incognitas)

e conhecendo a “sintaxe” (regras para resolugdo) de uma equagao
(BRASIL, 1997, p. 39).

Ou seja, era colocada a possibilidade de um preparo para a aprendizagem da
Algebra nos anos iniciais do ensino fundamental, no entanto a responsabilidade de
tratar esta unidade tematica seria dos anos finais. Outro ponto que podemos
observar nestes excertos é a definicdo que se tinha de nosso objeto de estudo,
destacando uma “pré-algebra” e uma Algebra que modeliza, que serve de amparo
para as demonstracdes e para resolucdo de problemas dos quais a Aritmética ndo

“daria conta”.

Desde a Constituicdo de 1988 era apontada a necessidade de haver uma
base curricular nacional, como vemos em seu artigo 210 que diz “Serdo fixados
contetdos minimos para o ensino fundamental, de maneira a assegurar formacao
basica comum e respeito aos valores culturais e artisticos, nacionais e regionais.”
Tal necessidade foi reafirmada na Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional,
LDBEN, lei 9394/96, e no Plano Nacional de Educacédo de 2014, homologado pela
lei 13.005 de 2014. Desta maneira, em 2015 a BNCC comecou a ser elaborada,
sendo em dezembro de 2017 homologadas as partes do documento normativo

voltadas para a educacao infantil e para o ensino fundamental.

O documento normativo, BNCC, prevé no ensino fundamental para a area de
Matematica a exploracéo de quatro de seus campos: Aritmética, Algebra, Geometria,
Estatistica e Probabilidade, e propde cinco unidades tematicas: Numeros, Algebra,
Geometria, Grandezas e Medidas e Probabilidade e Estatistica. A leitura do

by

tratamento dado & unidade tematica de Algebra clarifica o propésito da Base ao
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inseri-la nos anos iniciais do ensino fundamental, através do desenvolvimento do
Pensamento Algébrico e a seguir detalha o que seria tal pensamento com vistas ao
desenvolvimento das seguintes ideias fundamentais da Matematica: equivaléncia,
variacdo, interdependéncia e proporcionalidade.
[...] € imprescindivel que algumas dimensdées do trabalho com a Algebra
estejam presentes nos processos de ensino e aprendizagem desde o
ensino fundamental — Anos Iniciais, como as ideias de regularidade,
generalizacdo de padrdes e propriedades da igualdade. No entanto,

nessa fase, néo se propde o uso de letras para expressar regularidades, por
mais simples que sejam (BRASIL, 2017, p. 270, énfase adicionada).

O desenvolvimento do Pensamento Algébrico ndo é tido pela BNCC como

algo dentro da unidade tematica NUumeros, mas relacionado a ela, quando sugere o

trabalho com sequéncias numéricas e o estudo do papel de equivaléncia do sinal de

igual. O trabalho com o aspecto funcional da Algebra é sugerido por meio de
resolucao de problemas que envolvam a proporcédo entre duas grandezas:

A relacdo dessa unidade tematica com a de Numeros é bastante evidente

no trabalho com sequéncias (recursivas e repetitivas), seja na acao de

completar uma sequéncia com elementos ausentes, seja na construcao de

sequéncias segundo uma determinada regra de formacado. A relacdo de

equivaléncia pode ter seu inicio com atividades simples, envolvendo a

igualdade, como reconhecerquese2+3=5e5=4+1,entdo2+3 =4+

1. Atividades como essa contribuem para a compreensao de que o sinal de

igualdade ndo é apenas a indicagdo de uma operacao a ser feita. A nocao

intuitiva de funcdo pode ser explorada por meio da resolucdo de problemas

envolvendo a variacdo proporcional direta entre duas grandezas (sem

utilizar a regra de trés), como: “Se com duas medidas de suco concentrado

eu obtenho trés litros de refresco, quantas medidas desse suco concentrado
eu preciso para ter doze litros de refresco?” (BRASIL, 2017, p. 270).

1.1. MAS AFINAL, O QUE E PENSAMENTO ALGEBRICO?

Ao longo deste estudo serdo observados termos como pré-algebra, algebra
precoce e early algebra, pois em alguns momentos, optamos por manter o termo
utilizado pelo autor referéncia para o estudo em questdo. O conceito e significado
gue estes autores dao ao longo de suas abordagens nos fizeram compreender que,
apesar de dar nomes diferentes, as ideias em jogo se referem sempre ao que

entendemos por Pensamento Algébrico.
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O Pensamento Algébrico esta relacionado a mais do que uso de simbolos e

formulas, ele se refere a generalizacdo de padrdes existentes em situacdes

problemas reais ou ficticias que corroboram com sua resolucdo. Assim podemos

dizer que o desenvolvimento do Pensamento Algébrico se da em sala de aula

quando

os alunos se envolvem no processo mateméatico de generaliza¢édo tendo por
base a observacado e andlise de dados numéricos, padrdes, regularidades
ou relagcbes matematicas e expressam essas generalizacfes usando
recursos diversos que podem passar pela utilizacdo da linguagem natural,
diagramas, tabelas, férmulas ou simbolos matematicos (EQUIPA DO PFCM
DA ESE DE SETUBAL, 2008/2009).

De acordo com a BNCC (2017), o Pensamento Algébrico esté relacionado a

identificacdo de regularidades e padrées de sequéncias (sejam elas numéricas ou

nao), assim como a percepcao e a expressao de relacao de interdependéncia entre

grandezas em contextos significativos.

Canavarro (2007) aborda o Pensamento Algébrico como consequéncia da

capacidade de generalizacéo:

A iniciacdo ao Pensamento Algébrico ndo € sindnimo de antecipacdo de
procedimentos tradicionalmente reproduzidos. Muito pelo contrario, significa
conceber o ensino da Algebra a partir de uma nova perspectiva, mais
integrada e interessante, em que as criangas possam desenvolver
capacidades mateméticas motivadas por situacdes ricas e com sentido, que
Ihes possibilitem a construcdo de conhecimentos algébricos com
compreensdo, ampliando o seu patrimdnio quer seja no nivel de processos
ou de produtos mateméticos (CANAVARRO, 2007).

Logo, destaca que o objetivo do desenvolvimento do Pensamento Algébrico

estd para além da mera antecipacdo, mas para um olhar com compreensao para

tudo o que envolve a Algebra fazendo com que o trabalho desta unidade ndo se

resuma a manipulacdo de expressodes algébricas.

Tal entendimento é corroborado por autores como Carolyn Kieran:

Algebra ndo é apenas um conjunto de procedimentos envolvendo os
simbolos em forma de letra, mas consiste também na atividade de
generalizagcdo e proporciona uma variedade de ferramentas para
representar a generalidade das relagfes matematicas, padrdes e regras
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(e.g. Mason, 2005). Assim, a Algebra passou a ser encarada ndo apenas
como uma técnica, mas também como uma forma de pensamento e
raciocinio acerca de situacdes matematicas (KIERAN, 2007, p. 5).

Brizuela (2006) sintetiza tais ideias afirmando que “a generalizagdo esta no
coragao do Pensamento Algébrico.” De maneira que se pode dizer que pensar
algebricamente é reconhecer numa dada situacdo matematica aquilo que é geral e
ser capaz de expressar essa generalizacdo (VERSCHAFF EL; GREER; DE CORTE,
2007).

Desta maneira, com base nos autores referéncia para o Pensamento
Algébrico, entendemos que este termo indica a constru¢do das ideias envolvidas
para se chegar as expressdes algébricas (uso de simbologia), & sintese para
expressar alguma regra ou padrao, as respostas de alguma situagéo problema, logo
a observacao de regularidades e relacdes que podem ser estabelecidas a fim de se

chegar a um ponto mais geral.

Convém destacar, de acordo com as contribuicdes de Ana Paula Canavarro
(2007), que o trabalho com o Pensamento Algébrico ndo requer o uso da linguagem
algébrica, de modo que a notacdo algébrica convencional — uso de simbolos
matematicos — ndo é o Unico veiculo para expressao de ideias algébricas, dando
lugar para outras técnicas como a linguagem natural, pictorica, diagramas e tabelas.
Ou seja, o Pensamento Algébrico requer do aprendiz que enxergue através dos
simbolos e ndo apenas os simbolos, que entenda e se aproprie dos significados
envolvidos nas situacées (KAPUT, 2008).

1.2. HABILIDADES PROPOSTAS PELA BNCC PARA O DESENVOLVIMENTO
DO PENSAMENTO ALGEBRICO NOS ANOS INICIAIS DO ENSINO
FUNDAMENTAL

AplOs termos contato com a definicho de Pensamento Algébrico e a
importancia de seu desenvolvimento desde cedo, podem surgir perguntas como: o

que de fato esta proposto para o trabalho de Algebra nos anos iniciais? Quais



25

conteldos devem estar previstos e quais saberes se espera que o0 estudante dos

anos iniciais do ensino fundamental se aproprie?

Para auxiliar nestas respostas podemos olhar para os objetos de
conhecimento e habilidades propostos pela BNCC para este periodo da
escolarizagdo (Tabela 1.2). O objeto de conhecimento € o0 mesmo que o conceito /
conteldo a ser desenvolvido, ja a habilidade indica o que se espera que o estudante

aprenda com base no respectivo objeto de conhecimento.

Antes de apresenta-los convém esclarecer a sigla adotada por esse
documento normativo e trazer alguns apontamentos a respeito da estrutura das
habilidades:

Sobre a sigla: Optou-se na BNCC em atrelar cada habilidade a um cdodigo
alfanumérico composto por 8 caracteres, sendo que cada parte desta sigla possui
um significado, como veremos no exemplo a seguir considerando a habilidade
EFO1MAOQ9:

Tabela 1.1 — Explicagéo da sigla utilizada pela BNCC

Parte da o _
. Significado Explicacao
sigla

- Ensino Indica a etapa da educacdo basica a que se
Fundamental destina a habilidade

01 Primeiro ano Indica o ano do ciclo

MA Matematica Indica o componente curricular da habilidade

09 Nona habilidade | Ordem em que aparece a habilidade para este ano
do primeiro ano do ciclo

Fonte: Elaborada pela autora
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Sobre a estrutura da habilidade: As habilidades possuem uma estrutura fixa

sendo compostas por um ou mais verbos, que indicam a agao que se espera ser

elemento ndo obrigatdrio na habilidade que d& uma especificacdo ao conteudo em

guestao.

Exemplos:

sentencas de adicdes ou de subtracdes de dois nUmeros naturais gue resultem na

mesma soma ou diferenca.

2 - (EFO04MA11) Identificar regularidades _em sequéncias _numéricas

No primeiro exemplo vemos uma habilidade composta por um verbo, objeto
de conhecimento e complemento, ja no segundo exemplo ndo ha especificacdo para
o trabalho do objeto de conhecimento, ou seja, ndo ha complemento.

O verbo indica o grau de aprofundamento que se espera do estudante com
relacdo ao saber de maneira que pode ser observada uma ascendéncia no grau de

complexidade da ac&o proposta pelos verbos na progress&o? dos anos.

Tabela 1.2 — Objetos de conhecimento e habilidades de Algebra propostos pela BNCC para

0s anos iniciais do ensino fundamental

ANO OBJETO DE CONHECIMENTO HABILIDADE

Padrdes figurais e numéricos:|(EFO1LMAQ9) Organizar e ordenar objetos familiares ou
1° ANO|investigacdo de regularidades ou|representagfes por figuras, por meio de atributos, tais
padrdes em sequéncias como cor, forma e medida.

> Essa progressdo € proposta a partir da Taxionomia de Bloom. Para saber mais a respeito,
sugerimos a leitura do artigo de Cipriano Luckesi “Taxionomia de objetivos educacionais sessenta
anos depois” nas paginas 38 a 47 da Revista Educatrix, Ano 1, N° 1, de Setembro de 2011.
Disponivel em: https://issuu.com/ed_moderna/docs/educatrix_edicao_01. Acesso em: 12 Abril 2021.




Sequéncias recursivas: observagéo
de regras utlizadas em seriacdes
numéricas (mais 1, mais 2, menos
1, menos 2, por exemplo)
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(EFO1MAL0) Descrever, apds o reconhecimento e a
explicitacdo de um padrdo (ou regularidade), os
elementos ausentes em sequéncias recursivas de
ndmeros naturais, objetos ou figuras.

2° ANO

N ~.__.__|(EFO2MAQ09) Construir sequéncias de numeros
Construgéo de sequéncias : .
" ~__.__|naturais em ordem crescente ou decrescente a partir
repetiivas e de sequéncias , o :
. de um numero qualquer, utilizando uma regularidade
recursivas .
estabelecida.
(EFO2MA10) Descrever um padrdo (ou regularidade)

Identificagdo de regularidade de
sequéncias e determinacdo de
elementos ausentes na sequéncia

de sequéncias repetitivas e de sequéncias recursivas,
por meio de palavras, simbolos ou desenhos.
(EFO2MA11) Descrever os elementos ausentes em
sequéncias repetitivas e em sequéncias recursivas de
nameros naturais, objetos ou figuras.

3° ANO

Identificacdo e
regularidades em
numeéricas recursivas

descricdo de
sequéncias

(EFO3MAL0) Identificar regularidades em sequéncias
ordenadas de nudmeros naturais, resultantes da
realizacdo de adi¢cdes ou subtracBes sucessivas, por
um mesmo numero, descrever uma regra de formagéo
da sequéncia e determinar elementos faltantes ou
seguintes.

Relacéo de igualdade

(EFO3MA11) Compreender a ideia de igualdade para
escrever diferentes sentencas de adicbes ou de
subtragdes de dois numeros naturais que resultem na
mesma soma ou diferenca.

4° ANO

Sequéncia numérica  recursiva|(EFO4MA11) Identificar regularidades em sequéncias
formada por multiplos de um|numéricas compostas por multiplos de um ndmero
ndmero natural natural.

Sequéncia numérica recursiva

formada por niumeros que deixam o
mesmo resto ao ser divididos por
um mesmo ndmero  natural
diferente de zero

(EF0O4MA12) Reconhecer, por meio de investigacoes,
gue ha grupos de nimeros naturais para os quais as
divisbes por um determinado numero resultam em
restos iguais, identificando regularidades.

Relacdes entre adicdo e subtracéo
e entre multiplicacéo e diviséo

(EF0O4MA13) Reconhecer, por meio de investigacoes,
utiizando a calculadora quando necessario, as
relacdes inversas entre as operacfes de adicdo e de
subtracdo e de multiplicacdo e de divisédo, para aplica-
las na resolugéo de problemas.

Propriedades da igualdade

(EFO4MA14) Reconhecer e mostrar, por meio de
exemplos, que a relagdo de igualdade existente entre
dois termos permanece quando se adiciona ou se
subtrai um mesmo nimero a cada um desses termos.
(EFO4MAL15) Determinar o nimero desconhecido que
torna verdadeira uma igualdade que envolve as
operacdes fundamentais com ndmeros naturais.
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(EFO5MA10) Concluir, por meio de investigactes, que
a relacdo de igualdade existente entre dois membros
permanece ao adicionar, subtrair, multiplicar ou dividir
cada um desses membros por um mesmo ndmero,
para construir a no¢éo de equivaléncia.

(EFO5MA11) Resolver e elaborar problemas cuja
conversdo em sentenca matematica seja uma
igualdade com uma operacdo em que um dos termos é
desconhecido.

Propriedades da igualdade e nocédo
de equivaléncia

(EFO5MA12) Resolver problemas que envolvam
5° ANO variacdo de proporcionalidade direta entre duas
grandezas, para associar a quantidade de um produto
ao valor a pagar, alterar as quantidades de
ingredientes de receitas, ampliar ou reduzir escala em
mapas, entre outros.

(EFO5MA13) Resolver problemas envolvendo a
partilha de uma quantidade em duas partes desiguais,
tais como dividir uma quantidade em duas partes, de
modo que uma seja 0 dobro da outra, com
compreensao da ideia de razdo entre as partes e delas
com o todo.

Grandezas diretamente
proporcionais
Problemas envolvendo a particdo
de um todo em duas partes
proporcionais

Fonte: adaptado de BRASIL (2017, p. 278-297)

Ao lermos a sequéncia das habilidades percebemos que, ao longo dos anos
da escolaridade, a complexidade cresce progressivamente, sendo alguns temas
retomados nesta mesma perspectiva, ou seja, a apropriacdo do conhecimento é
proposta de maneira espiral. Observando o verbo utilizado esse fato salta aos olhos:
No periodo de alfabetizacdo (1° e 2° anos) espera-se que 0 estudante organize,
descreva e construa hipéteses com relacdo aos objetos de conhecimento. No
periodo seguinte a expectativa € de que sejam identificadas, compreendidas,
determinadas, concluidas, resolvidas e elaboradas situacfes referentes aos
objetos de conhecimento estabelecidos. Ou seja, 0 processo cognitivo expresso pelo
verbo passa a ser cada vez mais complexo, sendo necessario que o estudante se
aproprie das aprendizagens propostas no nivel anterior para ser possivel prosseguir

para o nivel seguinte de aprendizagem.

Veja como exemplo as habilidades referentes aos objetos de conhecimento
ligados a construcdo da ideia de equivaléncia (EFO3SMA11l, EFO4MA14, EFO4MALS5,
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EFO5MA10 e EFO5MALL). Incialmente o estudante deve entender a funcionalidade
da igualdade, observando que operagOes distintas podem levar a um mesmo
resultado, depois reconhecer e mostrar a validade de algumas de suas
propriedades, inclusive determinando um namero natural desconhecido que torna
verdadeira a igualdade, para a seguir, concluir, por meio de investigacbes, que as
operacdes que sao feitas em ambos os lados da igualdade com um mesmo nlimero
nao a alteram e, por fim, resolver e elaborar problemas que recaiam em igualdades

de operacgfes nas quais um dos termos nao € conhecido.

As regularidades, padrdes e a nocao de equivaléncia sdo destaques das
habilidades selecionadas para este periodo.

Outro ponto clarificado é que o uso da notacéo algébrica formal neste periodo
de escolarizacdo néo é indicado dentre os saberes propostos, a habilidade que mais
abre espago para a introducdo dessa linguagem é a EFO5MA11: “Resolver e
elaborar problemas cuja conversdo em sentenca matematica seja uma igualdade
com uma operagcao em que um dos termos é desconhecido” de maneira que nao
necessariamente deve-se fazer o uso de incégnitas tal como a notacdo mais atual
(uso das ultimas letras do alfabeto), mas ja pode ser introduzida alguma simbologia
mais proxima ao contexto da situag¢ao problema ou do estudante que as represente.

De acordo com Nilson José Machado (2015) uma ideia é considerada
fundamental em Matemética se atender a trés critérios: ser facilmente caracterizada,
ndo sendo necessario recorrer a termos sofisticados para a sua definicao;
possibilitar vinculos intramatematicos de modo que se possa notar sua presenca e
favorecer a articulacdo entre as diferentes unidades tematicas do componente e, por

fim, ndo se esgotar dentro de um Unico componente.

Conforme mencionado anteriormente as ideias fundamentais de matematica
trabalhadas nesta unidade tematica sdo a equivaléncia, interdependéncia, variacéo
e proporcionalidade.

Podemos observar o trabalho a partir da ideia de equivaléncia nas habilidades
EFO3MA1l1, EF04MA12, EF04MA13, EF04MAl14, EF04MA15, EF04MA10 e
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EFO5MA11. Pois nelas estdo expressos aspectos referentes as propriedades da
igualdade que contribuem com a sistematizagcdo de ideias e o aprendizado de

equacoes.

As ideias de variacéo e interdependéncia andam lado a lado e estéo ligadas a
construcdo da ideia de funcdo. A ideia de variacdo esta relacionada ao estudo das
formas de crescimento ou decrescimento favorecendo a busca por regularidades. Ja
a ideia de interdependéncia pode comecar a ser explicada por meio da sentencga “se
p, entdo q” (MACHADO, 2015), ela descreve a relacdo de dependéncia entre termos
para a sua variacdo. Podemos ver essas ideias fundamentais nas habilidades:
EFO1MAQ09, EFO01MA10, EFO02MA09, EF02MA10, EF02MA1l, EFO3MAI1O0,
EF04MA11 e EFO4MALS.

A ideia de proporcionalidade, vista de maneira muito clara em funcdes do
primeiro grau, caminha muito préxima as duas Ultimas citadas, dado que a variagao
de termos de maneira proporcional traduz uma relacéo de interdependéncia. Esta
ideia destaca-se em habilidades como: EFO5MA12 e EFO5MA13.

Mediante o que foi apresentado restam questionamentos acerca de quais
acOes do professor contribuem para a efetivacdo do Pensamento Algébrico na forma
proposta por nosso trabalho. Conhecer um pouco da histéria da Matematica
relacionada ao desenvolvimento da Algebra nos da pistas a respeito de como agir.
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2. PENSAMENTO ALGEBRICO: UM OLHAR PARA MOMENTOS
HISTORICOS QUE CONTRIBUIRAM PARA O SEU DESENVOLVIMENTO

Como vimos no capitulo anterior, a partir da homologacdo da Base Nacional
Comum Curricular em dezembro de 2017, passa a ser incorporado aos anos iniciais
do ensino fundamental do Brasil a unidade tematica Algebra. Com o intuito de
estudar esta proposta e pensar elementos e acdes do professor que a viabilizem,
daremos neste capitulo um primeiro passo ao compartiihar como se deu
historicamente o desenvolvimento do Pensamento Algébrico utilizando a concepcao
dos autores supracitados. Ndo de modo a esgotar a evolugdo das representacoes
nem a histéria da Algebra, mas com intuito de “passear’ por elas destacando

aspectos que julgamos relevantes para a evolucdo do Pensamento Algébrico.

Ao olharmos para os registros referentes a histéria da Matematica notamos
que o desenvolvimento da Algebra esta bastante relacionado a um desenvolvimento
de pensar algebricamente, ou seja, da busca por padrboes e regularidades a fim de
ser possivel tracar generalizagdes. No entanto é uma tarefa complexa descrever
esses momentos histéricos, pois por mais que a ideia de Algebra tenha evoluido ao
longo de seu processo de construgdo, ainda hoje muitos a definem pura e
simplesmente como “ciéncia da solugdo de equacgdes” (KIERAN, 2004), de modo
que se perpetua a dificuldade em desatrelar conceitos referentes a ela de

expressdes com incognitas e constantes indicadas por letras.

Existe uma caracterizacdo do desenvolvimento da Algebra ao longo da
histéria em trés estagios feita por Georg Heinrich Ferdinand Nesselmann em 1842,
da qual muitos autores se utilizam: algebra retérica, algebra sincopada e algebra
simbdlica. No primeiro os argumentos para a resolucéo de problemas sao dados de
forma verbal, sem simbologias, no segundo comeca-se a utilizar abreviacbes para
alguns valores e operacdes que se repetem com maior frequéncia e no terceiro
conta-se apenas com linguagem simbolica (EVES, 2007). Em nossa abordagem
poderdo ser percebidos momentos na histéria da Matematica em que esses trés

aspectos se destacam.
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Tatiana Roque traz em seu livro “Histéria da Matematica — Uma viséo critica,
desfazendo mitos e lendas” a preocupagdo com o0s anacronismos cometidos por
historiadores ao afirmar que em dados periodos historicos certos povos ja estariam
desenvolvendo esse ou outro tratamento matematico em seus problemas, sendo
gue ndo h& nestes momentos histéricos a consolidacdo de tais conceitos.
Buscaremos ter a preocupacdo em ndo perpetuar tais anacronismos. Inicialmente
iremos trazer alguns momentos histéricos em que se destaca um tratamento
sintético do estudo da resolucéo de problemas, que ndo deixam de ser passos na
direcdo do que se entende por Algebra atualmente, e observar o quanto se alinham
a uma construcao mais significativa do saber. Na sequéncia, momentos nos quais tal

tratamento passa a ser analitico.

2.1MOMENTOS HISTORICOS QUE REPRESENTAM A EVOLUCAO DO
PENSAMENTO ALGEBRICO

Por volta do ano 2000 a.C. os babilénios tratavam de situacdes que hoje nos
remeteriam a equacbes quadraticas® e discutiam a resolugdo de situacoes
problemas em que se enquadrariam as cubicas” e biquadradas®. O tratamento dado
por eles a essas situacdes era por meio da proposicéo de problemas e a explicitacao
do procedimento para resolvé-los passo a passo amparados numa logica
geométrica. Para lidar com problemas distintos eles buscavam um alinhamento ao
gue ja foi proposto para prosseguir no passo a passo. Os algoritmos por eles
propostos “[...] eram enunciados para casos particulares, mas isso nao significa que

nao houvesse um certo tipo de generalidade (ROQUE, 2017, p. 64)”.

De acordo com Roque (2017) o tratamento utilizado para resolver situacdes

gue recairiam no que concebemos hoje por equacéo do 2° grau era feito de forma

® As quadréaticas ou equagdes do segundo grau sao equacgdes do tipo ax’+bx+c=0, com a, b, ¢
pertencentes ao conjunto dos numeros reais, aZO0.

* Uma cuibica é uma equacao do tipo ax’+bx*+cx+d=0, com a, b, ¢, d pertencentes ao conjunto dos
numeros reais, az0.

® Uma biquadrada é uma equacéo do tipo ax*+bx*+c=0, com a, b, ¢ pertencentes ao conjunto dos
numeros reais, a#0.
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retdrica explicitando a técnica de se encontrar as raizes pelo método de completar
guadrados. Método este, que traduzido para nossa notacao algébrica atual, recairia

no que denotamos aqui no Brasil por férmula de Bhaskara® (séc. XI).

Nos papiros Rhind e Moscou (cerca de 1650 a.C. e 1850 a.C.,
respectivamente) se encontram elementos relevantes da historia da Matematica
egipcia, neles, segundo Eves (2007), h4 110 problemas geralmente pautados em
questBes praticas tendo apenas algumas questdes tedricas, nas quais ja aparece
algum tipo de simbologia matematica, como simbolos para mais e para menos: “0
primeiro deles era representado por um par de pernas caminhando da esquerda
para a direita, [...] € 0 outro era representado por um par de pernas caminhando da
direita para a esquerda, [...]” (EVES, 2007), e simbolos para igual, e para incognita.
Alguns dos problemas propostos referem-se a descobrir quantidades
desconhecidas, que poderiam ser ditos hoje como exemplos de situacdes para se
trabalhar equacao do primeiro grau, como o seguinte: "Uma quantidade, somada a
seus 2/3, mais a metade e mais a sua sétima parte perfaz 33. Qual essa
guantidade?". O método de resolucdo empregado era o que ficou conhecido mais

tarde por falsa posigao.

Os gregos antigos utilizavam o numero enquanto medida, a “demonstragéo”
de suas descobertas e conclusdes era pautada em figuras geométricas, como o
caso da identidade (a + b)? = a® + 2ab + b?, decompondo um quadrado de lado a + b
em dois quadrados e dois retangulos de areas a® b? a.b, b.a (Figura 2.1). Eles
buscavam traduzir as situacfes que se punham a estudar em situacbes geométricas
relacionadas a propor¢cBes e areas. Destacam-se neste tempo 0s mateméaticos
Thales de Mileto (~624a.C. — 546a.C.) e Euclides de Alexandria (~360 a.C. — 295
a.C)).

® Conhecida mundialmente por “Férmula de resolucéo de equacdes do 2° grau’”.
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Figura 2.1 - Identidade (a + b)’= a® + 2ab + b?

b a.b b?

Fonte: Elaborada pela autora

Diofanto de Alexandria (por volta do século Ill), considerado por alguns
autores o pai da Algebra, em sua obra Arithmetica propds e resolveu uma série de
problemas dando um tratamento igual a quantidades conhecidas e a quantidades
desconhecidas com relacdo as operacdes. Na parte remanescente de sua obra, sédo
tratados de maneira analitica, cerca de 130 problemas, cujo conteudo remeteria as

nossas atuais equacgdes do 1° e do 2° grau, cubicas, e em duas ou mais incognitas.

As respostas admitidas por Diofanto eram apenas as de numeros racionais
positivos e, muitas vezes, ao encontrar um valor que atendesse as equacodes, ja se
dava por satisfeito. Ele néo foi o primeiro a resolver esses tipos de equacdes, mas
ele deu um passo significativo em direcdo a sistematizacdo da notacédo algébrica
utilizando abreviagbes e uma légica amparada na oralidade. De acordo com a

caracterizacdo de Nesselman, ele praticava uma algebra sincopada.

A seguir podemos ver o0 uso de sua nhotacdo na qual, por exemplo, a incognita
ao quadrado é representada pelas duas primeiras letras gregas da palavra dynamis

(poténcia) AY:

Figura 2.1 — Notagao utilizada por Diofanto

KYaAYuvyce

Fonte: EVES (2007, p.209)
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Que leriamos:

Incégnita ao cubo 1, incognita ao quadrado 13, incognita 5, referindo-se a

expressao que hoje representamos por x3 + 13x% + 5x.

Nas resolugbes utilizadas pelos hindus destaca-se a algebra retorica, eles
utilizavam, entre outros métodos a ideia de completar quadrados’ e a inversdo
(veremos a utilizacdo desse método a seguir). Boa parte do conhecimento de
aritmética hindu encontra-se na obra Lilavati de Bhaskara (sec. Xll). Eles poetizavam
as situagdes problema propostas e geralmente as utilizavam como entretenimento
social. Vejamos um exemplo:

Linda donzela de olhos resplandecentes, uma vez que entendeis o método
de inverséo correto, dizei-me qual é o nimero que multiplicado por 3, depois
acrescido de % do produto, depois dividido por 7, diminuido de 1/3 do
guociente, multiplicado por si mesmo, diminuido de 52, pela extracdo da raiz

guadrada, adicdo de 8 e divisdo por 10 resulta no niumero 2? (EVES, 2007,
p.255)

Para resolver essa situacdo, por meio do método de inverséo, eles iniciavam

por seu resultado e aplicavam as operacdes inversas, como veremos a segulir:

(2.10 —8)2 +52 =196
V196 = 14
@ = 28, que é 0 nimero procurado®.
O conhecimento aritmético dos hindus lhes possibilitava operar com somas de
progressfes aritméticas e geométricas, juros simples e compostos, entre outros.
Sabemos que lidar com tais situacfes requer observacao, generalizacdo do que tem

ocorrido e ideias relacionadas a aritmética generalizada e ao pensamento funcional

" Um trindmio quadrado perfeito (TQP) é uma expressao do segundo grau que pode ser fatorada, por
exemplo, x2+4x+4, que podemos fatorar e reescrever por (x+2)2. O método de completar quadrados
consiste em transformar parte de uma equacgdo do segundo grau em um TQP ao somarmos uma
constante a ambos os lados de uma equacdo a fim de facilitar sua resolugdo. Por exemplo,
x2+4x+1=0, ndo possui um TQP, ao somarmos 3 a ambos os lados da equa¢éo obtemos um TQP, de
maneira que podemos reescrever a equacgao por (x+2)2=3 (CHAVANTE, 2015).

Nos utilizamos de simbologia moderna para indicar a resolugdo, no entanto reiteramos que a
resolugdo deles era por meio de instru¢é@o verbal. Para ver o detalhamento do método leia o Apéndice
A na pagina 68.
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(termos que veremos com mais detalhes no proximo capitulo), aspectos referentes

ao Pensamento Algébrico.

No registro dos hindus, podemos encontrar a forma sincopada de acordo com
a definicAo de Nesselmann, ou seja, o uso de abreviacbes das palavras para
denotar operacdes e incognitas, e a juncdo dessas abreviacdes aos numeros. Eles
aceitavam o0s numeros irracionais e negativos e pode-se dizer que foram além de
Diofanto no sentido de buscar métodos que possibilitassem encontrar todas as

solucdes possiveis para uma equacao.

Os arabes abarcaram muito do conhecimento dos territérios conquistados e
vez ou outra mudavam, por exemplo, a maneira de registrar nUmeros, ora escrito por
extenso ora por meio de simbolos. A contribuicdo desse povo para o
desenvolvimento da Algebra estava geralmente pautada em regras para calcular
com base nos algoritmos hindus, expressa no geral de maneira retorica. Utilizando-
se de métodos como o da falsa posicdo’ e falsa posicdo dupla®® resolviam
problemas que temos hoje por algébricos sem uso de notacdo algébrica. Al-
Khwarizmi (sec. IX) propunha resolucées de situacfes voltadas a mensuracao e
problemas de herangca (que recairiam em nossas atuais equacdes lineares

guadraticas) por meio da Aritmética e da Geometria.

Segundo Roque (2017) é com Al-Khwarizmi que surge a Algebra “no estudo
sistémico dos métodos para classificar e resolver equagdes” seu trabalho “Tratado
sobre o célculo de al-jabr e al-muqabala” é inclusive responsavel pelo termo algebra
— al-jabr (restauracdo), que aliado a al-mugabala (balanceamento) seriam duas
etapas do método por eles proposto de resolucdo de equacdes. O modo de
abordagem do matematico era expresso totalmente de forma retérica, sendo Adad
(nimero ou quantidade de dinheiro — a quantidade conhecida), Jidhr (raiz — a

guantidade desconhecida) e Mal (possessao ou tesouro — 0 quadrado da quantidade

® Trata-se de um método para resolver equacdes do tipo ax=b a partir de um chute inicial e da
comparacao entre o valor obtido e o b. Caso o chute ndo dé certo o valor de x é descoberto por meio
de proporcéo considerando-se o valor obtido, o esperado (b) e o chute (GUELI).

% Método utilizado para resolver equacdes do tipo ax+b=c, no qual sdo feitos dois chutes iniciais
(GUELL).
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desconhecida), termos utilizados para expressdo de seu pensamento. Ele
caracterizou a equacao do segundo grau por meio de seis tipos, de modo que todos
os coeficientes fossem positivos e enunciou regras gerais de resolucdo para cada

um deles. Vejamos um exemplo por ele utilizado e trazido por Roque (2017):

‘Um Mal e dez Jidhr igualam 39 dinares”, o que em nossa notagao atual

expressariamos como: x? + 10x = 39. Procedimento empregado para a resolugéo:

Tome a metade da quantidade de Jidhr (5);

Multiplique essa quantidade por si mesma (25);

Some no resultado os Adad (39 + 25 = 64);

Extraia a raiz quadrada do resultado (8) e

Subtraia desse resultado a metade dos Jidhr, encontrando a soluc¢édo (8 - 5 =
3) (ROQUE, 2017, p.252, adaptado).

Que, como Roque (2017) muito bem esquematizou (Figura 2.2), se trata da
férmula para resolucdo da equacédo do segundo grau que utilizamos hoje explicitada
oralmente etapa por etapa:

Figura 2.2 — Esquema elaborado por Roque

Operagdes correspondentes
em linguagem moderna
considerando uma equacao
genérica dotipooux*+bx-c=0

Operagoes
correspondentes em
linguagem moderna

Solucao apresentada por
Al-Khwarizmi

Tome a metade da

0/y = b
quantidade de Jidhr e /2
Multiplique essa quantidade 52= 25 (5/2)?
por si mesma 2
Some no resultado = b/)2
55 Aelert 25+39=64 A2+ c
Extraia a raiz quadrada do V&7 =8 \/(,',/2)'; e

resultado

Subtraia desse resultado
a metade dos Jidhr, 8<'5=:3 V)2 +c -4
encontrando a solucao

Fonte: ROQUE (2017, p. 252)

Ao se falar de simbologia moderna alguns nomes se destacam, como o do

inglés Robert Recorde (1512-1558), o primeiro a utilizar o sinal de igual em suas
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obras em 1557 tal como fazemos hoje. Segundo ele sua escolha por um par de retas
paralelas se deu devido a acreditar que “ndo pode haver duas coisas mais iguais”
(EVES, 2007, p. 301). O sinal de radical v/ , provavelmente escolhido por lembrar
um r de raiz, aparece pela primeira vez nas obras do alemao Christoff Rudolf (1499-
1545) em 1525, ele também utilizou em sua obra os sinais de mais, menos e a

representacao de incognitas por meio de letras.

Rafael Bombelli (1526-1572) contribui para o desenvolvimento das resolucdes

de equagbes cubicas e para a notagdo algébrica, denotando expressfes do tipo

7 + 4 como:

Figura 2.3 — Notacao algébrica de Bombelli

RlL_7pR14 _|

Fonte: EVES (2007, p.308)

Sendo o sinal de mais denotado pela primeira letra de plus; para diferenciar a

raiz quadrada da cubica ele se utilizava de R g e R ¢, respectivamente.

O francés Francois Viete (1540-1603) trouxe também grandes contribuicdes

ao Pensamento Algébrico em seus trabalhos acerca de Algebra, Trigonometria e

Geometria. Ele se prop0s a restaurar o olhar analitico algébrico para a resolucdo de

problemas, a escolha do termo restaurar se deve a ele acreditar que 0s gregos ja o

faziam e que em algum momento essa pratica se perdeu. Sua notagdo foi um passo
significativo em direcéo a que hoje utilizamos. Segundo Roque:

[...] pelo método analitico, supomos que as solu¢bes desconhecidas sao

conhecidas e operamos com elas como se fossem conhecidas, até chegar a

um resultado conhecido que determina a solucéo. A simbolizacédo algébrica

permite representar essas solu¢cdes desconhecidas por simbolos,

manipulados segundo as mesmas regras que 0Ss numeros conhecidos
(ROQUE, 2007, p. 300).

Viete utilizava vogais para representar incognitas e consoantes para
representar constantes. Antes dele era comum usar letras distintas para identificar

poténcias diferentes de uma mesma quantidade, ele usava a mesma letra
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qualificando a poténcia a que se refere, assim A, A quadratum, A cubum, seriam
suas representacdes para X, x?, x>. Os simbolos por ele utilizados para mais e
menos eram 0S mMesmos que utilizamos hoje, mas nao havia simbolo para a
igualdade, assim o que escreveriamos por 5bx? — 2cx + x° = d, ele escreveria: B 5 in
A quad — C plano 2 in A + A cub aequatur D s6lido. Ele buscou apresentar a Algebra
ao estilo grego, dando a ela um tratamento axiomatico. De seu legado podemos citar
um processo iterativo de aproximacoes sucessivas de uma raiz de uma equacao; o
estudo de equacbes até o grau cinco buscando e propondo maneiras de resolvé-las
por meio de substituicdes que diminuam seu grau; a aplicacdo da Algebra a
Trigonometria e & Geometria, e 0 estudo dos trés problemas famosos'! trazendo a

eles contribui¢des significativas.

Os franceses René Descartes (1596-1650) e Pierre de Fermat (1607-1665)
trouxeram boas contribuicdes para a Algebra em sua busca por traduzir a Geometria
em uma linguagem aritmética, operando com grandezas como se opera com

nameros, 0 que era uma quebra de paradigma para a época.

Descartes prop6s uma abordagem analitica tal como Viete, em suas palavras:

[...] sem fazer distin¢cdo entre linhas conhecidas e desconhecidas, devemos
percorrer a dificuldade da maneira mais natural possivel, mostrando as
relagBes entre essas linhas, até que seja possivel expressar uma Unica
guantidade de dois modos. A isto chamamos Equacgdo, uma vez que oS
termos de uma dessas expressdes sdo iguais aos termos da outra
(ROQUE, 2007, p. 322).

Sua ideia era desenvolver um método que permitisse reduzir problemas

geométricos a resolucdo de uma ou mais equacdes (ROQUE, 2007). A convencao

' Os trés famosos problemas matematicos da antiguidade tiveram origem na Grécia antiga. Todos
eles sdo do tipo geométrico e procurava-se chegar a sua solugdo usando apenas uma régua nao
graduada (sem marcas) e um compasso. Estes dois instrumentos sé podiam ser utilizados de acordo
com as regras dos trés primeiros postulados de Euclides. Ou seja, a régua s6 podia ser usada para
unir dois pontos ou estender uma linha e 0 compasso para desenhar um circulo a partir de um ponto
central e de um ponto da circunferéncia. Aqui fica a lista dos famosos problemas: Quadratura do
Circulo; Duplicacdo do Cubo e Trisseccéo do Angulo.

Estes problemas intrigaram os matematicos gregos da antiguidade, por ndo conseguirem encontrar
uma solucdo satisfatéria. S6 recentemente, passados mais de 2000 anos desde que os problemas
foram colocados, € que foi provado que os problemas ndo tinham solucdo usando apenas os dois
instrumentos propostos (NUNES, 2020).
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utilizada hoje de exprimir incognitas pelas ultimas letras do alfabeto e constantes
pelas primeiras foi introduzida por ele em 1637.

Tanto Fermat quanto Descartes estudavam a relagdo entre lugares
geométricos e equacles indeterminadas, sendo que Fermat partia das equacbes
para determinar retas, circulos e conicas e Descartes dos lugares geométricos.
Outra quebra de paradigma vivenciada e superada por Fermat foi a necessidade de
uma abordagem sintética daquilo que ele ja havia apresentado um resultado
analitico, ou seja, ele superou a necessidade de apresentar uma construcao
geométrica que também refletisse o resultado que j& havia encontrado operando
grandezas desconhecidas como se fossem conhecidas.

Com a evolucdo do conhecimento matematico, no inicio do século XIX, o
olhar dado para a Algebra pelos matematicos, e/ou estudiosos de Matematica,
passa a ser de uma aritmética simbolica, sendo expressas propriedades e axiomas
referentes a dados conjuntos por meio de letras.

De acordo com Eves (2007) um nome de destaque na evolucédo da Algebra
mais formal, aquela que vemos nos cursos de graduacdo em Matematica, é o do
inglés Georg Peacock (1791-1858), pois buscou dar a este campo um tratamento
semelhante ao que foi dado & Geometria por Euclides'®. Mais tarde matematicos
como Willian Rowan Hamilton (1805-1865), Hermann Guinther Grassmann (1809-
1877) e Arthur Cayley (1821-1895) passaram a dar a este campo um tratamento
mais abstrato desenvolvendo &lgebras que satisfazem leis estruturais diversas

conforme Ihes imprimia o estudo de campos especificos.

20 grego Euclides de Alexandria (300 a.C.) organizou todo o conhecimento da época relacionado a
Geometria na obra Elementos. Ele estabeleceu algumas definicdes — postulados — no intuito de dar
sentido a Geometria e para poder provar suas proposi¢cdes (ROQUE, 2017).
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2.2 O QUE ESSES MOMENTOS NOS INDICAM COM RELACAO AO TRABALHO
COM ALGEBRA

Podemos dizer que se destacam nos momentos compartilhados na subsecao
anterior dois processos evolutivos: O primeiro € a construcdo da notacao algébrica,
de modo que se inicia a resolugdo de problemas com amparo na lingua materna,
seja por meio da fala ou da escrita, perpassando as abreviacdes e uso de alguns
simbolos até chegar a linguagem puramente simbdlica. O segundo é o nivel de
abstracdo que se permite ter ao resolver problemas, inicialmente, na abordagem
sintética, as resolu¢cdes se apoiam nas construgcdes geométricas e por fim, na
abordagem analitica, que permite operar algebricamente lidando com quantidades

desconhecidas como se fossem conhecidas.

Vimos assim que a evolucdo da unidade tematica que conhecemos hoje por
Algebra, historicamente, perpassa o uso de estratégias diversas e gradativamente
incorpora a sistematizacdo mais resumida amparada em simbologia para resolver
problemas. O caminho proposto aos estudantes, de inicialmente compreender o
manejo de expressdes algébricas para depois tentar traduzir problemas para essa
linguagem, sem tanta preocupacdo com o entendimento do que € proposto,
distancia-se de como se d& a constru¢cdo do pensamento (como vimos na histéria) e
propde a eles abstracdes sem amparo de sentido, apenas a memorizagdo de modos

de se resolver situacdes que tém caracteristicas mais proximas.

Coelho e Aguiar (2018) reforcam essa ideia, nos indicando que a histéria da
Algebra nos mostra uma recorrente busca por padrdes para resolugdo de problemas
e destacam todo o pensamento envolvido por tras das respostas encontradas, assim
como o0s estagios percorridos pela notacdo algébrica ao longo desse
desenvolvimento, conforme a classificacdo de Nesselmann. De maneira que a
histéria evidencia a importancia de se descobrir padrbes e regularidades, o que
dialoga com a definicho de Pensamento Algébrico compartilhada no capitulo
anterior, reforcando a necessidade de que essa ideia seja desenvolvida na escola ao

longo de todo o periodo escolar. Nas palavras dos autores
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[...] 0 ensino, ao invés de tratar inicialmente das técnicas de resolucéo de
problemas propriamente ditas, deveria focar mais na discussdo dos
significados dos conceitos algébricos. Como dissemos, ndo defendemos
que as técnicas devam ser abandonadas, apenas que ndo devam ser a
preocupacéo inicial, ou Unica, para o bom aprendizado. Entender, em um
primeiro momento, que existem padrfes e propriedades por tras das
operacdes é mais importante do que a mera memorizacdo de técnicas
operatérias. Mesmo as férmulas, quando for o0 momento de aprendé-las,
podem, e devem, ser justificadas a partir dos mesmos parametros
conceituais (COELHO; AGUIAR, 2018, p. 184).

O olhar para uma proposicdo relacionada ao desenvolvimento do
Pensamento Algébrico — ou seja, partir de situagdes reais ou de contextos préximos
ao estudante, incentivando e possibilitando o amparo em estratégias pessoais de
resolucdo, o conflito entre hipéteses e conjecturas e apos isso a construcdo em
conjunto da sistematizacdo — pode repercutir de fato na aprendizagem dos saberes
em questdo. Além disso, de acordo com os estudos de Kieran (2004), para romper
com a transicdo traumatica da Aritmética para a Algebra faz-se necessario um olhar
e um tratamento diferenciado desde os anos iniciais do ensino fundamental, de
modo que ideias como as representacfes de situacBes problema, as relacbes
estabelecidas para além do calculo e o significado do sinal de igual sejam

clarificados.
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3. INDICATIVOS ACERCA DE COMO EFETIVAR A APROPRIACAO DO
PENSAMENTO ALGEBRICO NAS SERIES INICIAIS

Neste capitulo iremos tratar a respeito de alguns estudos acerca da insercéo
do Pensamento Algébrico nas séries iniciais a fim de entender indicativos sobre este
trabalho e viabilizar um norte ao trabalho do professor para a implementacdo das
habilidades apresentadas na BNCC.

As autoras que dao base a este capitulo foram escolhidas devido a
aproximacdo das mesmas de praticas de sala de aula, elas falam a respeito de
metodologia e compartiiham momentos em que esta estd sendo colocada em
pratica. Nossa aproximacdo delas ocorreu ao longo do curso de mestrado, assim

como na formacédo continuada de professores.

As pesquisadoras Carolyn Kieran, Barbara Brizuela e Ana Paula Canavarro
nos dao boas pistas para o entendimento de como propiciar o desenvolvimento do
Pensamento Algébrico. A primeira € uma das pioneiras no assunto e dela foram
utilizadas definicdes acerca do Pensamento Algébrico e contribuicdes com relacdo a
importancia de se conduzir um estudo fluido da Algebra desde os anos iniciais do
ensino fundamental. Das duas Ultimas, contribuicdbes de estudos a partir de
situacgdes vivenciadas em sala de aula nas quais o foco foi o desenvolvimento do

Pensamento Algébrico nos anos iniciais do ensino fundamental.

3.1 PENSAMENTO ALGEBRICO NOS ANOS INICIAIS DO ENSINO
FUNDAMENTAL: UM POUCO SOBRE O PERCURSO PERCORRIDO PARA UMA
DE SUAS DEFINICOES

Carolyn Kieran, professora emérita da Universidade do Quebec em Montreal,
- foi membro do NCTM (Conselho Nacional de Professores de Matematica) - tem
atuado na pesquisa sobre o ensino e aprendizagem da Algebra, tendo atualmente

voltado o olhar mais especificamente para este processo nos anos iniciais do ensino
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fundamental enfatizando o aprendizado de conceitos e a articulacdo entre o

processo de generalizacdo e 0 de ver a estrutura em expressoes aritméticas.

Em seu texto “Pensamento Algébrico nas primeiras séries: o que €?” a autora
traz um estudo acerca do que define o Pensamento Algébrico, clarificando sua
atuacdo principal nos estudos acerca da aprendizagem nos anos finais do ensino
fundamental. A introdugcdo ao assunto se d& discutindo o olhar que se tinha da
Algebra, de estudo de equacdes, trabalhada na escola apenas no ensino médio
apos o estudo da Aritmética. As dificuldades de aprendizagem, observadas no final
do século XX, motivaram buscas por alternativas, de maneira que houve um
repensar nos objetos de conhecimento e a introducdo de alguns deles nos anos

finais do ensino fundamental.

Ela chama a atencédo para a ruptura que ha entre o ensino da Aritmética e da
Algebra, destacando que, mesmo o0s estudantes com mais facilidade na
aprendizagem do que lhes é proposto, apresentam dificuldades na introducdo da
Algebra, dado que, em certo grau, as duas unidades teméaticas acabam por n&o
dialogar. Por exemplo, o sinal de igual na Aritmética é tido como um separador entre
uma operacdo e um resultado e este por sua vez tem uma posicdo certa para
ocupar, a operacdo do lado esquerdo e a solugcdo do lado direito do sinal. Em
Aritmética ndo se tem estudado as relagbes, o foco tem sido no célculo (KIERAN,
2004, p. 140). Ela indica alguns aspectos que devem ser trabalhados de modo a

corroborar com uma maneira algébrica de se pensar:

1. Um foco nas relagdes e ndo apenas no célculo de um valor numérico;

2. Um foco nas operacdes, bem como seus inversos, e na ideia relacionada
de fazer / desfazer;

3. Um foco em representar e resolver um problema, em vez de apenas
resolver;

4. Foco em nimeros e letras, ao invés de apenas numeros. Este inclui:

(i) trabalhar com letras que as vezes podem ser desconhecidas, variaveis

ou parametros;

(ii) aceitar expressdes literais ndo fechadas como respostas;

(iii) comparar expressdes para equivaléncia com base em propriedades ao
invés de focar na avaliacdo numérica;

5. Uma reorientacéo do significado do sinal de igual.

(KIERAN, 2004, p. 140-141).
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E compartilha que os estudos mais recentes tém concluido que uma forma de
aplacar a ruptura entre o ensino da Aritmética e o ensino da Algebra é trazer a
Algebra para as séries iniciais com a perspectiva de desenvolvimento do
Pensamento Algébrico. Uma definicdo da autora para este termo:

O Pensamento Algébrico pode ser interpretado como uma abordagem para
situacdes quantitativas que enfatiza os aspectos relacionais gerais com
ferramentas que ndo sdo necessariamente letra-simbdlica, mas que pode,
em Ultima andlise, ser usada como apoio cognitivo para introduzir e

sustentar o discurso mais tradicional de Algebra escolar (KIERAN, 1996, p.
275).

Kieran nos diz que em 2004, ano da escrita do artigo consultado, ndo havia
um consenso para a definicAo de Pensamento Algébrico nas séries iniciais. Ela
percorre alguns documentos curriculares daquele momento, tanto para ver o que
eles apresentam quanto para tracar uma nova definicdo que faca sentido para a
inclusdo da Algebra nas séries iniciais, de maneira que essa inclusdo contribua para
um processo de ensino e aprendizagem desta unidade tematica sem rupturas ao

longo da escolarizacéo.

Existem diferentes vertentes que compdem a definicio da Algebra, sendo
uma delas a da propria autora elaborada em 1996. Ela caracteriza a algebra escolar
com base nas atividades realizadas pelos estudantes em: atividades geracionais,
atividades transformacionais e atividades globais de meta-nivel. As atividades
geracionais estdo relacionadas a tudo que envolve a formacdo de expressdes e
equacdes. As atividades transformacionais estdo relacionadas as regras de
manipulacdo dessas expressfes algébricas e equacgbes. E, por fim, as atividades
globais de meta-nivel referem-se a Algebra sendo utilizada como ferramenta e est&o
relacionadas ao que |lhe da sentido e significado: “elas incluem resolucdo de
problemas, modelagem, estrutura de observacdo, estudo de mudancas,
generalizando, analisando relacionamentos, justificando, provando e prevendo —
atividades que poderiam ser feitas sem o uso de algebra” (KIERAN, 2004, p. 142).
Esta Gltima categorizacdo é, segundo a autora, a mais propicia para ser trabalhada
com o0s anos iniciais do ensino fundamental e € com base nela que traz uma

definicdo para Pensamento Algébrico nas séries iniciais finalizando o artigo:
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O Pensamento Algébrico nas séries iniciais envolve o desenvolvimento de
formas de pensar dentro de atividades para as quais a Algebra de letras
simbdlicas pode ser usada como uma ferramenta, mas que nao sé&o
exclusivas da Algebra e que poderiam ser pensadas sem usar qualquer
Algebra de letras simbdlicas, como analisar relacées entre quantidades,
estrutura de observacdo, estudo de mudanca, generalizar, resolver
problemas, modelar, justificar, provar e prever (KIERAN, 2004, p. 149,
traducao nossa).

Deste modo podemos compreender que o Pensamento Algébrico a ser
trabalhado nas séries iniciais €, segundo a autora, um trabalho que envolve o estudo
das relagdes que podem ser observadas na Aritmética, devendo ser apresentadas
ao estudante por meio de situacdes problemas corroborando para a observacao de
estruturas, identificacdo de padrdes e a generalizacdo deles sem, necessariamente,

utilizar a notacao algébrica.

3.2 A ALGEBRA NOS PRIMEIROS ANOS DO ENSINO FUNDAMENTAL:
CONTRIBUICOES DE BRIZUELA

A argentina Béarbara Brizuela, professora da Universidade de Tufts - EUA, é
outra pesquisadora da atualidade que tem defendido o ensino da “algebra precoce”
propondo um trabalho que explore a articulacdo entre a Aritmética e a Algebra. Sua
pesquisa € pautada em como se da o desenvolvimento do Pensamento Algébrico
nas séries iniciais. Segundo ela, o fracasso escolar dos estudantes em Algebra n&o
deve ser atribuido tdo somente a eles, mas a questdes de ensino, propondo que
desde cedo sejam trabalhadas situacGes que favorecam o desenvolvimento do
Pensamento Algébrico na busca de ndo haver ruptura entre o que é ensinado nas

séries iniciais e 0 que é ensinado nas séries finais.

Em seu livro “Desenvolvimento matematico na criangca — Explorando
notagcdes”, ela propde um estudo sobre a relagdo entre o uso das notagdes por
criangas de 22 4 42 série (nossos atuais 3° ao 5° ano) e a construcdo de conceitos
matematicos. Os capitulos 5 & 7 s&o dedicados a conceitos relacionados a Algebra,
com base no projeto de pesquisa Early Algebra, nele, situacdes problema que

resolveriamos por meio de regra de trés, sistemas e analise de func¢des, dado lugar
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aos diferentes esquemas utilizados pelas criancas para observar regularidades e
chegar aos resultados solicitados, como o0 uso de desenhos, tabelas e até mesmo de
incognitas. O estudo, classificado pela autora como estudo do “pré-algebra”, foi
desenvolvido na escola das criancas por meio de encontros periédicos, o publico-
alvo era composto por criangas de varias etnias de maioria com baixa renda de uma

escola publica.

As principais bases teodricas de seu estudo sdo de Piaget e Ferrero, de modo
que é buscada uma compreensdo da psicogénese da linguagem matematica. As
criangas participantes do programa de pesquisa foi permitido e incentivado utilizar as
diferentes notagfes, tanto para representar as situacdes problema, quanto para
compreendé-las, destacando que ndo havia um direcionamento acerca de qual tipo
de esquema utilizar, de modo que as criancas criavam suas nhotacbes que
gradualmente tornavam-se cada vez mais independentes do contexto das situacdes

colocadas, mais esquemaéticas e gerais.

Considerando que a experiéncia da crianca com alguns conceitos
matematicos comeca antes da escolarizacdo, viabilizar o uso do desenho e de
outras representagdes pessoais “[...] permite que as criangas compreendam e
resolvam situacdes e realizem procedimentos que, de outra forma, estariam além do
seu alcance” (BRIZUELA, 2006, p. 73). De modo que o grupo de pesquisadores,
com base nas observacfes, concluiram cada vez mais ser possivel desenvolver,
nesta faixa etaria, a compreensdo de conceitos matematicos considerados

fundamentais para a aprendizagem da Algebra.

E importante destacar que as notagBes algébricas convencionais tém seu
papel na vida do estudante, pois, como diz Cajori (1929, p. 332): “ao poupar o
cérebro de todo o trabalho desnecessario, uma boa notacdo deixa-o livre para se
concentrar em problemas mais avangados”, no entanto ainda mais importante que o
uso de uma boa notacdo € a compreensao das situacdes problemas propostas, por
esse motivo um trabalho focado nessa compreensao sem uma preocupacgao direta
inicial com a linguagem formal é primordial. E este € um dos olhares do projeto de

pesquisa Early Algebra, como lemos a sequir:
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Embora as criancas possam expressar espontaneamente essas
propriedades e relagdes gerais por meio de uma linguagem natural, sem
fazer uso de outras notacfes, elas também podem expressa-las por meio
de notacdes escritas, sem precisar tratar a notacdo convencional como um
mero apéndice do raciocinio (BRIZUELA, 2006, p. 72).

Os problemas eram propostos e o0s estudantes incentivados a resolvé-los
utilizando qualquer tipo de notacdo que se sentissem confortaveis, como flechas,
formas, desenhos, gréaficos de torta (representando fragdes). E importante citar que
o repertorio foi sendo construido pelo professor da turma. O compartilhamento
coletivo das respostas individuais era parte prevista para aula, na qual os estudantes
colocavam alguns pensamentos incoerentes em xeque a partir de boas perguntas

feitas pelo professor ou pesquisador.

Em sua proposicao do estudo de tabelas, foi indicado que estas servem para
observacdo de proporcdo e equivaléncia. Ao conversar a respeito com uma das
criancas que se utilizou de tabelas para resolugédo de uma situacao problema, ela
relata que as tabelas servem para comparar e para fazer matemética. Ressalta-se
gue nenhuma instrucdo direta lhe fora dada sobre como resolver o problema
proposto, no entanto ao longo de dois anos sua turma foi exposta a uma diversidade
de situacdes em que as tabelas foram utilizadas de modo que ela se apropriou
também deste instrumento para comparar (mostrar a solugdo de um problema) e
fazer matematica (resolver um problema).

Ainda que suas experiéncias com tabelas de dados sejam poucas, as
criangas de 22 e 32 séries com as quais trabalhamos desenvolveram no¢des
tabulares muito sofisticadas [...] Elas constroem tabelas de dados que
fazem sentido e revelam o funcionamento de sua légica a respeito do

problema em questdo, e elas organizam e representam adequadamente a
situacdo-problema (BRIZUELA, 2006 p. 96).

Para ilustrar a pesquisa desenvolvida, iremos observar a seguir uma das
situacbes problema proposta aos estudantes apods cerca de 1 ano e meio do

andamento do projeto e a maneira como uma das criangas a resolveu:
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A situagéo problema:

Mary e John, cada um deles tem um saco com bolas de gude.

No domingo, ambos tinham a mesma quantidade de bolas de gude em seus
sacos.

Na segunda-feira, eles jogaram bola de gude com os amigos na escola, e
cada um ganhou 5 bolas de gude.

a. Mary tem mais bolas de gude do que John?
b. John tem mais bolas de gude do que Mary?
C. Eles tém a mesma quantidade?

d. Como vocé sabe?

Na terca-feira, eles jogaram outra vez bola de gude na escola. Dessa vez,
Mary perdeu 3 bolas, e John 7.

a. Mary ainda tem a mesma quantidade que John de bolinhas de gude?
b. Como vocé sabe?
C. Qual é a diferenca entre as duas quantidades?

Na quarta-feira, Mary abriu seu saco e descobriu que tinha 9 bolas de gude
dentro dele.

a. Quantas bholas de gude cada um deles tinha no domingo?

b. Quantas bolas de gude John acabou tendo em seu saco na quarta-
feira?

Mostre em uma tabela o que aconteceu de domingo até quarta-feira.
(BRIZUELA, 20086, p. 93)

A resolucao:

Figura 3.1 — Uma das resolugfes apresentadas
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Fonte: BRIZUELA (2006, p. 94)

Os resultados alcancados ddo amparo para conclusbes referentes a
introducéo do Pensamento Algébrico desde cedo as criangas de que
[...] embora as notagdes [...] ndo sejam notacdes algébricas convencionais,

elas realmente constituem uma internalizacdo de uma notacdo convencional
aceita no contexto de sua sala de aula, e a gradual apropriacdo dessas
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notacBes apoia e desenvolve o seu raciocinio algébrico (BRIZUELA, 2006,
p.81).

Por meio dessa solucdo € possivel observar o nivel de abstracdo que as
criancas conseguem chegar na 32 série por meio de um trabalho intencional, que
incentive e valorize 0 uso de estratégias variadas e o confronto de ideias, ampliando

seus repertérios.

3.3 ALGUMAS CONTRIBUICOES METODOLOGICAS DE CANAVARRO PARA
O TRABALHO COM O PENSAMENTO ALGEBRICO NOS ANOS INICIAIS DO
FUNDAMENTAL

A Doutora em Educacédo Matematica pela Universidade de Lisboa, Ana Paula
Canavarro, vice-presidente da sociedade portuguesa de investigacdo em educacao
matematica, tem um amplo curriculo voltado a pesquisas referentes a educacgéo e
ensino de Matematica, sendo alguns temas de seu interesse o curriculo de

Matematica e a formacao inicial do professor.

No artigo “O Pensamento Algébrico na aprendizagem da Matematica nos
primeiros anos”, Canavarro busca explicitar o que € o Pensamento Algébrico e dar
luz as acOes de professores do ensino fundamental que o estdo trabalhando. Tais
professores fazem parte do programa de formacdo continua em Matematica da
universidade de Evora, na qual a pesquisadora, dentre outras funcdes, atua como

diretora do mestrado em ensino de Matematica.

A pesquisadora defende a importdncia de se possibilitar as mdultiplas
representacées (convencionais e nao convencionais) para a apropriacdo do
conhecimento, além de uma cultura de sala de aula que viabilize a discusséo, o
confronto de ideias e a argumentacao para a construcao coletiva de generalizacdes.
Ela enfatiza duas vertentes do Pensamento Algébrico em sua abordagem: a da
aritmética generalizada e a do pensamento funcional, que, de acordo com Blanton e

Kaput (2005), sdo as mais comuns no ensino elementar.
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A aritmética generalizada estd relacionada a olhar para as propriedades,
operacles e relacbes que podem ser estabelecidas na Aritmética de maneira mais
geral, a ideia fundamental de equivaléncia € o destaque dessa vertente assim como
as aprendizagens que corroboram com a ideia de equacéo. Dessa maneira observar
que adicdo de numeros distintos podem levar a um mesmo resultado e que na
adicdo de um numero par com um numero impar sempre se obtém como resultado
um numero impar, sdo acdes que trabalham essa vertente. O pensamento funcional
se refere as situacbes que corroboram com o aprendizado de funcdes, desta
maneira sdo destaques do trabalho a partir dessa vertente: a observagdo de
sequéncias, a descricdo do comportamento destas, a previsibilidade do que vai

acontecer com os termos a partir de generalizacfes estabelecidas, entre outros.

A abordagem estudada prevé a proposicao aos estudantes, que normalmente
estdo em grupos, de situacBes problemas, a liberdade de escolha de estratégia de
resolucdo, o registro desta e a posterior apresentacéo e discussédo no coletivo da
sala para verificacdo da resolucdo, sistematizacao das respostas e para aumento de
repertério da turma. O que acaba revelando, entre outras coisas, que ndo existe um

Unico caminho para se chegar as respostas em Matematica.

Para possibilitar uma maior compreensao das proposic¢des trabalhadas com
estes estudantes, iremos compartilhar resumidamente alguns episédios de sala de

aula cujo foco é o desenvolvimento do Pensamento Algébrico:
1° episodio
Situacao proposta a estudantes do 2° e 3° ano:

Quantos telefonemas?

Cinco alunos ganharam um concurso. Quando souberam da noticia,
telefonaram uns aos outros a felicitarem-se. Descobre quantas chamadas
tiveram que fazer os cinco amigos para se felicitarem todos entre si...

E se fossem seis amigos, quantas chamadas fariam?

E se fossem sete amigos, quantas chamadas fariam?

Consegues descobrir alguma regra para qualquer nimero de amigos?
(CANAVARRO, 2007, p. 82)
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Algumas soluc¢des apresentadas pelos grupos:

Solugdo 1 - Cada retangulo colorido representa um dos amigos envolvidos na

situacao:

Figura 3.2 — Solugéo 1
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Fonte: CANAVARRO (2007, p. 83)

Solucao 2 - Aqui foram dados nomes ficticios aos amigos.

Figura 3.3 — Solugéo 2
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Solucéo 3 — Cada arco representa uma chamada realizada.

Figura 3.4 — Solucéo 3
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Fonte: CANAVARRO (2007, p. 85)

Apbs a explanacao das resolucdes a professora propds aos estudantes que

pensassem numa generalizacdo, sendo um primeiro passo para iSSO a construcao

da tabela a seguir, com base na regra apresentada pelo ultimo grupo de que para se

descobrir o préximo termo “aumenta-se sempre o nimero de meninos menos 17

Tabela 3.1 — Niumero de chamadas segundo o numero de amigos

N.° de amigos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N.° de chamadas 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45

Fonte: CANAVARRO (2007, p. 85)

O grupo foi conduzido pela professora a buscar uma generalizagdo com base

em todas as suas observacdes, de modo que concluiram apds problematizacées

colocadas por ela que:

Existe uma regra para descobrir o nimero de chamadas feitas por um
qualguer nimero de alunos, basta para isso juntar todos os numeros
partindo do nimero um até chegarmos ao nimero anterior ao nimero de
alunos (CANAVARRO, 2007, p. 86).
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Esta situacdo, brevemente ilustrada, para além de nos possibilitar a ideia do
trabalho proposto, nos possibilita o vislumbre de quantos aprendizados foram
articulados. Os estudantes, utilizando-se de esquemas diversos, como tabelas,
desenhos, cores, escrita, conseguiram identificar as estruturas matematicas
envolvidas na situacdo, estabelecer relagbes numéricas entre as variaveis,

generalizar e expressar regras com base em seus registros.

Segundo a autora as tarefas em Matematica sdo uma boa oportunidade para
o ensino do Pensamento Algébrico. Ela traz a recomendacéo de que se algebrize a
Aritmética, transformando problemas de resposta Unica em oportunidades para a
investigacdo de regularidades, levantamento de conjecturas, generalizacbes e sua
explicitacdo e justificacdo. Sinaliza que as situacdes problema e de investigacdo sao
terreno fértil para o estabelecimento do Pensamento Algébrico. Ela ilustra tais
aspectos com uma atividade de investigacdo com base na tabuada proposta aos
estudantes do 3° ano (que até entdo conheciam as tabuadas até a do 5).

2° episadio

Em sintese esta tarefa propde aos estudantes a observacdo da adicdo entre
linhas distintas de uma mesma tabuada com a finalidade de apropriacdo da regra
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adigéo.
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Figura 3.5 — Tarefa utilizada no 2° episddio

E se adicionares duas linhas da tabuada?

1x3=3

2x3=6

3x3=9

4%x3=12
S5x3=15
6x3=18
Fx3=21
8x3=24
9x3=27
10 x 3 =30

Ji conheces muitas tabuadas. Talvez as saibas todas de cor... Mas talvez
nio tenhas reparado que hd muitas coisas quc| podemos descobrir nas
tabuadas...

1. Vejamos um exemplo na tabuada do 3...

a) Escolhe a segunda linha2 x3 =6

b) Escolhe a quinrta linha 5 x 3 = 15

c) Adiciona os niimeros relativos 4 ordem das linhas: 2 + 5 =7
d) Repara na sétima linha da tabuada: 7 x 3 = 21.

Tem alguma coisa a ver com a segunda e a quinta?

Que relages observas entre os niimeros destas trés linhas da tabuada?

2. Experimenta um outro exemplo na tabuada do 3...

a) Escolhe agora tu uma linha desta tabuada. ..
b

c) Adiciona os nimeros relativos 4 ordem das linhas.

Escolhe uma outra linha desta tabuada.. ..

=

d) Repara na linha com o nimero obtido na alinea anterior. Que relagoes
observas entre os niimeros destas trés linhas da tabuada?

3. Com certeza ja tens uma conjectura. . .

a) Qual ¢ a tua conjectura acerca do que sc passa nos dois exemplos
anteriores?

b) Testa-a com outros cxemplos de linhas 4 tua escolha (podes repetir li-
nhas, por exemplo, linha 4 e linha 4 para comparar com linha 8)

c) A tua conjectura ¢ sempre verdadeira? Porqué?
Como podes justificd-la?

4. Serd quec a tua conjectura ¢ geral?

a) E se em vez da rabuada do 3 experimentares agora com outra tabuada?
Serd que se passa o mesmo? Experimenta e explica as tuas conclusées.

Fonte: CANAVARRO (2007, p. 97-98)

A professora conduziu de maneira mais generalizada o primeiro item da
atividade, problematizando as observagdes e sistematizando algumas conclusfes a
fim de que os estudantes compreendessem a analise que deveria ser feita. Para dar
sequéncia a atividade os estudantes foram agrupados e Ihes foram dadas tabuadas

do 3 impressas, recomendando que eles cortassem as linhas a fim de facilitar o
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processo de observacdo. Apos mais um momento coletivo de trocas das ideias
observadas, a professora distribui a cada dois grupos uma tabuada diferente (do 2, 4
e do 5) provocando os estudantes por meio do questionamento de que a
regularidade observada seja especifica para a tabuada do 3 ou se acreditam que

ocorra com as demais.

Suas novas observacdoes sdo compartiihadas e uma primeira conjectura
levantada, de que “A soma das 2 linhas é igual ao resultado da 3.2 linha”
(CANAVARRO, 2007, p. 101) - destaque para a generalidade expressa pela frase
gue mostra que os estudantes ja ndo enxergam a nova regra aprendida presa a uma

tabuada especifica.

Os grupos se apropriaram de tal maneira da nova regra em aprendizado que
comecaram a ja utiliza-la para justificar suas observacdes, como foi o caso de um
grupo que, apesar da indicagéo inicial da professora de que escolhessem linhas da
tabuada cuja soma nao ultrapassasse a ordem das dezenas, escolheram as linhas
do 7 e do 5 e para concluir sua observacdo construiram a linha do 12 a partir das
linhas do 10 e do 2.

Por fim uma nova generalizacdo é elaborada para descrever o aprendizado
recém construido de que “Numa tabuada, se juntarmos duas linhas, observamos
gue vai dar uma terceira linha da tabuada e essa terceira linha € a que comeca com
0 numero que é a soma dos outros dois” (CANAVARRO, 2007, p. 102).

A professora busca justificar a pertinéncia de tal generalizacéo olhando para a
multiplicacdo como adi¢do sucessiva de parcelas iguais. A conclusédo da aula se da
aos estudantes com a revelacéo pela professora de que eles irdo construir sozinhos,

com base no que acabaram de aprender, as demais tabuadas.

As acdes explicitas e o cuidado metodologico da professora conduzem o0s
estudantes ao Pensamento Algébrico. Ela propds generalizacbes com grau
progressivamente maior de abrangéncia. Iniciou com um caso particular e conduziu
a criacdo de uma série de outros por parte dos estudantes possibilitando a eles a

familiarizacdo com a situacdo e a conviccdo de sua realidade, por ndo serem
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verificadas como verdadeiras apenas situacfes conduzidas e ilustradas pela
professora. Ampliou as possibilidades e a conviccdo dos estudantes ao explorar
outros contextos (as outras tabuadas). E procurou deixar sempre clara a
intencionalidade do momento que estavam vivenciando, seja por meio de sua
explicitagdo, seja por meio do convite a investigagdo, tornando os estudantes
conscientes das fases de seu aprendizado ao longo de toda a proposta. Por fim, ela
se preocupou a todo o tempo em focar os estudantes na estrutura das expressoes
numericas escritas e ndo apenas nos resultados, o que foi essencial para fazer
surgir a propriedade distributiva. “Tornar visiveis as estruturas e analisa-las é,
precisamente, um dos cuidados a ter quando se pretende desenvolver nos alunos o
Pensamento Algébrico” (CANAVARRO, 2007, p. 103).

O exemplo que acabamos de compartilhar trata a respeito da vertente de
aritmética generalizada, uma das vertentes do Pensamento Algébrico, conforme
mencionado anteriormente. Iremos olhar agora para um exemplo de acgao realizada
com estudantes do 2° ano que explora uma outra de suas vertentes, a do

pensamento funcional.

3° episédio
A tarefa:
Figura 3.6 — Tarefa utilizada no 3° episddio
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Fonte: CANAVARRO (2007, p. 103)
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Os estudantes foram conduzidos para o estudo desta tarefa utilizando como
apoio para suas observacdes e registro, materiais manipulaveis circulares e folha
A3. As trés primeiras questdes foram realizadas em duplas de maneira mais
autbnoma. O passo seguinte foi direcionado pela professora de maneira coletiva
ouvindo as duplas acerca de suas observacdes com relacdo a caracterizagdo das
sequéncias. Observou-se que ndo houve espaco para o registro, por nenhuma das
duplas, do décimo termo, de maneira que, aparentemente, eles chegaram ao

resultado de maneira recursiva por adicdes sucessivas.

Os estudantes reconheceram a sequéncia numérica que descreve a
ascendéncia da quantidade de bolinhas das figuras, sendo que alguns deles foram
capazes de associar suas observacdes as tabuadas. Conforme eles apresentavam
seus registros, compartilhavam também as conclusdes a que chegaram referentes

as regularidades observadas, como se pode observar neste exemplo:

Figura 3.7 — Exemplo de parte da resolucdo dos estudantes
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A 1.4 figura tem quatro pintas
Para passar de uma figura para a seguinte aumenta-se 4 pintas
O niimero de pintas das figuras representam a tabuada do 4

Fonte: (CANAVARRO, 2007, p. 104)

Apoés o registro direcionado pela professora de conclusées gerais, como a
seguinte: “O quadrado tem 4 lados e de um guadrado para 0 seguinte aumentamos
sempre 4 pintas”, foi proposto por ela a generalizacdo de uma regra para encontrar o
namero de pintas de um termo desconhecido. De maneira que se chegou a seguinte
conclusao: “Para descobrimos quantas pintas leva qualquer figura, basta multiplicar
0 numero do termo que se quer por 3, 4 ou 5 consoante seja um triangulo, quadrado
ou pentagono” (CANAVARRO, 2007, p. 104).
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Os aspectos que contribuiram para a apropriagdo do Pensamento Algébrico
que se destacaram nessa atividade foram: haver um registro visivel da posicao de
cada termo e do numero de bolinhas facilitando a relacdo das variaveis implicitas;
haver a indicacéo por meio de arcos da quantidade (fixa) de bolinhas que aumenta a
cada nova figura possibilitando a visualizacdo da estrutura matematica presente; o
destaque das bolinhas aumentando em cada lado da figura, facilitando a
generalizacdo; a observacao de que a lei de formacédo pode ser relacionada com a
tabuada, facilitando o pensamento em um termo geral e, por fim, a simplicidade e
clareza da regra, facilmente relacionada aos trés padrdes, ganhando um grau de
generalizacao ainda maior (CANAVARRO, 2007, p. 105-106).

Estes trés episodios de sala de aula ilustram acbes que conduzem a
apropriacdo do Pensamento Algébrico, eles trazem ao professor a indicacdo néo
apenas de atividades, mas de toda uma postura metodologica que prevé o
planejamento da atividade, considerando 0s recursos necessarios para sua boa
conducdo, a problematizacdo das etapas para que ocorra o envolvimento do
estudante na apropriacdo do conhecimento e a sistematizacéo coletiva dos saberes

colocados em jogo.

As multiplas representacdes € um dos destaques deste trabalho:

A possibilidade de utilizacdo de diversas formas de representacao amplia as
hip6teses de o0s alunos mais jovens conseguirem organizar 0 seu
pensamento, para além de facilitar a sua comunicagdo, nomeadamente ao
considerarem-se as representacdes nao convencionais (CANAVARRO,
2007, p. 106).

Pois torna possivel ao estudante aproximar-se das situacfes de maneira que
Ihe faca sentido, facilitando a conducéo do raciocinio e expressao do pensamento. A
utilizacdo destes esquemas em mais do que um caso particular possibilita a
visualizacdo dos padrdes proporcionando a descoberta da regularidade e o

pensamento em casos gerais — a generalizacao.

Chamamos a atengdo mais uma vez para a importancia da linguagem propria

matematica. Os esquemas possibilitam a aproximacdo e o raciocinio sobre as
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situagbes propostas, a sistematizacdo por meio da representagcdo convencional
(notacdo algébrica, graficos, tabelas, linguagem natural) enriguece o olhar e o
aprendizado do estudante e também deve ser ensinada, pois torna universal a
comunicacdo matematica, possibilitando a todos a compreensao do que se concluiu
e do que se quer dizer. A linguagem natural € o primeiro recurso que pode ser
apresentado aos estudantes, como vimos nas conclusfes dos episddios de sala de
aula. Ela pode, aos poucos, ir se aproximando das representacdes por meio de
letras, utilizando ao longo do caminho as abreviacbes, tal como vimos no
desenvolvimento histérico do conhecimento algébrico de maneira que se passa de
algebra retorica para a sincopada para finalmente chegar na simbdlica — notacéo
algébrica. As tabelas tém sua vez para sintetizar as informacdes e possibilitar a
visualizacdo das regularidades, favorecendo o pensamento funcional. Os gréaficos
cartesianos de situacdes significativas para os estudantes favorecem uma
visualizacdo mais contundente da variacdo das quantidades “para além de
permitirem completar e clarificar aquilo que as tabelas revelam, sdo um contexto
propicio para o aprofundamento da compreensdo da variacdo entre as duas
variaveis representadas nos eixos” (CANAVARRO, 2007, p. 107).

O papel do professor esta para além da escolha das tarefas e da instigacéo
ao uso de estratégias variadas. “Ajudar os alunos a construir um repertério de
ferramentas intelectuais que os apoiem no desenvolvimento do Pensamento
Algébrico é uma importante funcdo que o professor deve assumir’ (CANAVARRO,
2007, p. 108). Ele tem a missédo de auxiliar o estudante na construcdo de um
repertério matematico para pensar algebricamente, de modo que cabe a ele a
apresentacao de estruturas matematicas, como as retas numéricas, as tabelas e 0s
gréficos, sendo utilizados para resolucéo de problemas; o ensino de como lidar com
processos matematicos como recolher, registrar, representar e organizar dados;
propiciar um ambiente no qual os estudantes se sintam a vontade para comunicar e
argumentar suas hipoteses e conclusdes discutindo resultados parciais e
conclusdes.

[...] o desenvolvimento do Pensamento Algébrico se coaduna bem com uma
organizacdo de aula em que os alunos tém oportunidade de trabalhar



61

autonomamente sobre a tarefa proposta e que posteriormente confrontam
as suas produg0es, retirando dai aprendizagens colectivas e crescendo
para o apurar de generalizacbes amplas colectivamente construidas
(CANAVARRO, 2007, p. 111).

Deste modo as ac¢des do professor devem valorizar o raciocinio do estudante
como ponto de partida, prevendo, em seu planejamento de aula, tempo para o
trabalho autbnomo nos agrupamentos e para a discussao coletiva, conduzindo, por
meio de boas perguntas, a sistematizacdo das conclusdes. E importante que o
professor promova a “sintese colectiva da generalizacdo descoberta, quer para a
clarificar, quer para a ampliar, realcando o seu valor como conhecimento a integrar e
usar posteriormente” (CANAVARRO, 2007, p. 112).

3.4 CONCLUSOES COM BASE NOS ESTUDOS COMPARTILHADOS

Nas pesquisas citadas anteriormente podemos observar a introducdo do
Pensamento Algébrico desde as séries iniciais e 0 quanto é positivo que 0s
conceitos sejam claramente desenvolvidos desde cedo, destacando-se o significado
do sinal de igual como ideia de equivaléncia, dado que no trabalho em separado da
Aritmética cria-se a falsa conclusdo de que este divide uma operacdo de um
resultado. Além disso observa-se o incentivo as representacdes individuais, ou seja,
a valorizacdo das diferentes estratégias de resolucdo por parte dos estudantes de
modo que o entendimento das situagdes problemas supere as operagdes envolvidas

em sua resolugao.

Sendo assim, o trabalho com Pensamento Algébrico na perspectiva
apresentada por este estudo, aparece ndo como antecipacdo de conhecimentos
trabalhados tradicionalmente com os estudantes nos anos finais do ensino
fundamental, mas como um preparo para a apropriacdo destes conceitos, tendo

carater de construcdo e compreenséao das ideias envolvidas.

Os episodios compartilhados na secdo 3.3 permitem a visualizacdo de

algumas habilidades da BNCC em jogo. Como no 1° episodio, as habilidades:
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(EFO2MA10) Descrever um padréo (ou regularidade) de sequéncias repetitivas e de
sequéncias recursivas, por meio de palavras, simbolos ou desenhos e (EFO2MA11)
Descrever os elementos ausentes em sequéncias repetitivas e em sequéncias
recursivas de numeros naturais, objetos ou figuras. A habilidade (EFO3MA11)
Compreender a ideia de igualdade para escrever diferentes sentencas de adicdes ou
de subtracdes de dois niumeros naturais que resultem na mesma soma ou diferenca,
no 2° episédio. E no 3° episodio: (EFO3MAL0) Identificar regularidades em
sequéncias ordenadas de nimeros naturais, resultantes da realizagdo de adicbes ou
subtracdes sucessivas, por um mesmo numero, descrever uma regra de formacgao
da sequéncia e determinar elementos faltantes ou seguintes. Contudo destacamos
gue nédo € a intencdo deste estudo esgotar as possibilidades de trabalho com cada
habilidade, mas clarificar ao professor o conceito de Pensamento Algébrico e modos
de o trabalhar nos anos iniciais do ensino fundamental, de maneira que ele possa
ser capaz de planejar e conduzir agdes que corroborem com o aprendizado de seus

estudantes.

Nota-se que para além de sugestdes de tarefas, destacam-se as indicacdes
de uma nova postura metodoldgica por parte do professor. Sendo necesséario que
preveja em seu planejamento tempo e direcionamento para o trabalho autbnomo dos
agrupamentos de estudantes, de maneira que a resolucéo das situacdes problema
propostas sejam pensadas por eles, podendo eles utilizarem estratégias pessoais
para descrever e responder as situacdes colocadas. E dever do professor munir os
estudantes de ferramentas matematicas que os auxiliem a pensar sobre as
situacdes propostas, utilizando pertinentemente em suas aulas tabelas, retas
numeradas, graficos, entre outros. O professor deve partir de situacdes genéricas
mais simples, tendo sempre clareza de intencionalidade de suas proposicfes, as
conduzindo de maneira que leve os estudantes as conclusdes por ele planejadas. E
a sistematizacdo dos saberes propostos para o aprendizado dos estudantes seja

feita no coletivo.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Assim como Coelho e Aguiar (2018):

Acreditamos na ideia de que o pensamento abstrato, para emergir dentre os
cidadaos, precisa de um meio para se desenvolver e ser aprendido. Nesse
sentido, e na escola em especial, 0 ensino de Matematica possui um papel
relevante. Faz parte das habilidades matematicas auxiliar os estudantes a
desenvolverem tais ferramentas para a sua vida em sociedade. Em
especial, a Algebra pode corroborar se, em seu ensino, o enfoque for o de
desenvolver no estudante um pensamento que o auxilie na busca de
padrdes e analogias quando enfrentar problemas cotidianos (COELHO;
AGUIAR, 2018, p.177-178).

Conduzir o aprendizado da Algebra, unidade temética que esta atrelada a um
grau amplo de abstracdo, ndo € tarefa facil. Vimos nos indicativos das habilidades
da BNCC um trabalho paulatino que se inicia no 1° ano do ensino fundamental,
indicando um olhar intencional para as sequéncias, dando um primeiro passo para a
capacidade de se observar regularidades; mais tarde (no terceiro ano), as relacdes
de equivaléncia passam a ser indicadas, conferindo ao professor a missdo de

trabalhar o sinal de igual em sua totalidade de significados desde cedo.

Nos aproximarmos da historia da Algebra nos permitiu vislumbrar a esséncia
de seu surgimento e evolucdo, nos dando pistas de como possibilitar a apropriacao
deste conceito por nossos estudantes de maneira significativa e nos revelando o
quanto € importante um trabalho fluido desta unidade tematica que possibilite 0 uso
de estratégias pessoais e perpasse a observacdo de regularidades e a busca por
generalizacbes. Como vimos, a criagdo de uma notacdo Unica aparece como uma
das UGltimas instancias. Pensando-se em um porqué de se aprender Algebra,
amparado na resolucdo de problemas, concluimos que é bastante conveniente que
a preocupacao com a manipulacdo de expressbes ndo tome lugar a frente do

desenvolvimento de um raciocinio algébrico.

Nossa recorréncia as pesquisas cientificas indicam um trabalho com énfase
na metodologia, propondo situacées matematicas para os estudantes pensarem a
respeito sem antes lhes dar uma receita, e antes também de haver o olhar viciado

para regras que representem as situacdes de maneira geral sem ser necessario
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parar para pensar. A descricdo da situagéo proposta pode ser feita pelo estudante, a
priori, da maneira que o deixar mais confortavel, assim como a sistematizac¢ao inicial
da ocorréncia, sendo 0 mais importante nesse momento o entendimento do que esta

ocorrendo.

Em nosso estudo, foram compartilhados saberes que se espera que o0s
estudantes alcancem, um referencial histérico de construcdo de aprendizagens e
abordagens metodolégicas em prol do aprendizado do Pensamento Algébrico.
Independente da escolha do caminho a ser trilhado, o que se destaca é a
necessidade de possibilitar ao estudante esse olhar e pensar a respeito das
situacdes por meio de suas estratégias pessoais, tendo, desde cedo, o significado
completo de aspectos matematicos clarificados. A énfase deve ser a compreenséao

das situacoes.

O professor tem um papel muito importante nessa abordagem, o preparo e
direcionamento desta prevé, dentre outras coisas, tempo para o trabalho autbnomo
nos agrupamentos, o0 uso intencional de ferramentas matematicas para
instrumentalizacdo dos estudantes, énfase nos processos matematicos, como coleta

e organizagéo de dados observados, e a sistematizagéo coletiva dos saberes.

O que requer uma quebra de paradigma, como nos diz Kaput (2008): “A
algebrizacdo da atividade da aula envolve a desconstrugdo de longos anos de
pratica de ensino que ndo se baseou de forma séria no raciocinio dos alunos,
incluindo os diversos processos de representacdo e simbolizacdo que estes usam”
(KAPUT, 2008, p. 363), na qual um dos destaques é a problematizacéo ao longo das
proposicdes e a escuta atenta por parte do professor:

Expressar a generalizacd@o significa acomoda-la numa linguagem, seja uma
linguagem formal, ou, para criangas mais jovens, em entoacfes e gestos.
No caso de alunos jovens, identificar a expressdo da generalidade ou a
tentativa de que uma declaragéo acerca de um caso particular seja tomada

como geral pode requerer o ouvido atento e qualificado do professor que
sabe como ouvir cuidadosamente as criangas (KAPUT, 1999, p. 6).
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Essa nova postura que se espera por parte do professor esta relacionada a
crenca deste de que seus estudantes sejam capazes de construir conhecimento
matematico, assim como numa crenca em si mesmo desta capacidade:

A aposta por parte do professor no pensamento algébrico implica, talvez
sobretudo, uma aposta no raciocinio dos alunos e um acreditar na
possibilidade destes construirem conhecimento matematico — atividade na
qual o professor precisa também de se envolver. A necessidade do
desenvolvimento de “habitos da mente” ndo pode incidir apenas nos alunos

— eles devem necessariamente instalar-se e transbordar dos professores
(CANAVARRO, 2007, p. 113).

E requer um novo olhar para o seu planejamento de maneira que mude “a
relacdo com o seu repositério de materiais para o ensino, de consumidor e aplicador
para transformador ativo” (KAPUT, 2008).

Além desses pontos elencados a cultura de sala de aula também precisaria
ser revista, de modo que o apoio no exemplo dado pelo professor para posterior
treinamento do que foi ensinado deva ser deixado de lado e o levantamento de
hipéteses, discussfes de ideias e sistematizacdo coletiva de aprendizados tome
lugar:

As praticas de sala de aula centradas no modelo de explicacdo por parte do
professor seguida de aplicacdo e treino por parte dos alunos, ndo sdo um
contexto favoravel ao desenvolvimento do pensamento algébrico. A
conducdo de aulas onde haja lugar ao estabelecimento de conjecturas, a
sua discussdo, confronto de ideias, argumentagdo, construgcdo de

generalizagfes colectivas, € muito mais complexa e exigente para o
professor (CANAVARRO, 2007, p. 114).

Podemos dizer assim que as indicacdes das pesquisas cientificas para o
trabalho do professor sdo voltadas para sua postura metodoldgica, primando pelo

trabalho em grupo, resolucdo de problemas'® e a conducdo de atividades que

'3 para saber mais sobre a metodologia do trabalho em grupo e a resolucéo de problemas indicamos,
respectivamente, a leitura dos artigos: FATARELI, Elton Fabrino et al. Método cooperativo de
aprendizagem jigsaw no ensino de cinética quimica. Quimica Nova na Escola, v. 32, n. 3, p. 161-168,
2010 e ONUCHIC, Lourdes de la Rosa. Ensino-aprendizagem de Matematica através da resolucao de
problemas In: BICUDO, M. A. V. (Org.) Pesquisa em Educacdo Matematica: Concepgles e
Perspectivas. Sdo Paulo: Editora UNESP, 1999. p. 199-218.
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abordem a aritmética generalizada e o pensamento funcional de modo que o

estudante seja coautor de seu aprendizado.

Tendo feito estas consideracfes esperamos que este trabalho contribua de
fato com as acbes do professor em prol do aprendizado de Algebra proposto pela
BNCC na perspectiva do Pensamento Algébrico. Destacamos também que foram
apresentados fundamentacdo tedrica e alguns exemplos, cabendo ao professor
pensar em situacdes problemas e desafios que se adequem, estimulem e

contribuam com o aprendizado de seus estudantes.
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APENDICE A - Explicagdo do método de inversdo aplicado a situagéo

compartilhada na pagina 33 do Capitulo 2.
Vamos relembrar a situagao:

Linda donzela de olhos resplandecentes, uma vez que entendeis o
método de inversdo correto, dizei-me qual € o numero que
multiplicado por 3, depois acrescido de % do produto, depois dividido
por 7, diminuido de 1/3 do quociente, multiplicado por si mesmo,
diminuido de 52, pela extracdo da raiz quadrada, adicdo de 8 e
divisdo por 10 resulta no nimero 2? (EVES, 2007, p.255).

Para detalhar sua resolucdo iremos olhar para a situagéo problema do final

para o comeco trecho por trecho e em seguida aplicar as operacdes inversas.

)] [...] adicdo de 8 e divis&o por 10 resulta no namero 27?
Multiplicagéo do resultado (2) por 10 e a subtracdo de 8 deste chegando-se
ao resultado parcial 12:
210-8=12

i) [...] pela extracdo daraiz quadrada[...]?
Elevamos este resultado parcial ao quadrado:
122 = 144

1)) [...] diminuido de 52, [...]?
Acrescentamos 52:
144 + 52 = 196

iv) [...] multiplicado por si mesmo, [...]?

Extraimos a raiz quadrada:

V196 = 14

V) [...] diminuido de 1/3 do quociente, [...]?
Tinhamos uma quantidade desconhecida e dela tiramos 1/3 chegando-se a

14. Entdo podemos concluir que 14 é 2/3 da quantidade desconhecida. Logo, aplicar
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a operagao inversa, neste caso, equivale a dividir 14 por 2/3. Que, por sua vez,
equivale a multiplicar 14 por 3/2:

142 =21
2

Vi) [...] depois dividido por 7, [...]?
Multiplicamos por 7:

21.7 = 147

vii)  [...] depois acrescido de % do produto, [...]?

Pensando-se de maneira analoga a etapa v), concluimos que se a uma
guantidade desconhecida foram acrescidos % de si mesma, a operacao realizada é
equivalente a fazer 7/4 da quantidade desconhecida. Logo a operacao inversa, neste

caso, € dividir o resultado parcial por 7/4, que € equivalente a multiplica-lo por 4/7:

147.§ — 84

viii) [...] qual € o numero que multiplicado por 3, [...]?
Dividimos por 3:

84:3 = 28, que é o numero procurado.



