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Resumo

As séries desempenham relevante papel na mateméatica. Neste trabalho, estudam-
se algumas ferramentas através das quais se pode analisar seu comportamento quanto a
convergéncia ou divergéncia. Em seguida, abordam-se as séries de poténcia, cuja impor-
tancia se faz destacar na representacao de fungoes que nao possuem primitivas elementa-
res. Sao estudadas ainda as séries de Taylor e de Maclaurin, empregando-as no cémputo
de somatorios e até mesmo no calculo de limites. Prosseguindo, sao apresentadas algumas
interessantes aplicacoes das séries, como, por exemplo, uma aproximagao para o nimero
pi. Além disso, é apresentada a Série de Fourier, bem como algumas de suas aplicagoes

de destaque. O trabalho é finalizado com a exposi¢ao da importante funcao de Weierstrass.

Palavras-chave: Séries, convergéncia, divergéncia, Taylor, Fourier, Weierstrass.
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INTRODUCAO

O presente trabalho tem por objetivo apresentar ao leitor a importéncia das séries
na Matemética bem como familiariza-lo com as diversas ferramentas tuteis a resolucao de
problemas envolvendo somas infinitas. Cabe destacar que este é um tema que ha muito
tempo fascina os matemaéticos, especialmente por seu carater anti-intuitivo, a exemplo do
comportamento apresentado pela série harmonica.

No capitulo 1, sao expostos conceitos elementares como a definicao de série e o
significado de convergéncia e divergéncia. Além disso, sao estudadas maneiras de se
compreender o comportamento de uma série. Através dos diversos testes de convergéncia,
como por exemplo, o teste da razao, tornamo-nos capazes de determinar se a soma de
uma série caminha para um ntimero ou dispara ao infinito. O capitulo segue com diversos
exemplos enriquecedores e encerra-se com a exposicao de um interessante grupo de séries:
as séries telescopicas.

No capitulo 2, torna-se natural abordar as séries de poténcias. Estas ganham
centralidade ao passo que permitem representar determinadas funcgoes. Isso é valioso
pois possibilita avaliar antiderivadas nao-elementares. Nesse sentido, lanca-se mao do
Polinémio de Taylor que, como veremos, pode ser integrado de forma semelhante a um
polinémio ordinario. Em seguida, manipulam-se algumas representacoes conhecidas a
fim de encontrarmos representagoes para outras fungoes, bem como computam-se somas
através de escolhas apropriadas para x em algumas séries pertinentes.

O capitulo 3 revela algumas interessantes aplicagoes das séries. Primeiramente,
¢ feito um estudo acerca da validade ou nao da igualdade 0,9999... = 1. Em seguida,
busca-se através das séries de poténcias, uma aproximacgao para o numero 7. O capitulo é
finalizado realizando-se um paralelo entre a somagao por partes e a integracao por partes.

Por fim, no capitulo 4, sao apresentadas as séries de Fourier, que viabilizam a
modelagem de importantes fendmenos fisicos, como a condugao de calor e a propagagao
de ondas. Além disso, busca-se responder a seguinte pergunta: Fxistem func¢oes continuas
que nao sao derivdaveis?. O ilustre matematico Karl Weierstrass, na segunda metade do

século XIX, elucidou essa questao.



1 SERIES NUMERICAS

Neste capitulo, serao apresentadas defini¢oes de conceitos fundamentais sobre sequén-
cias e séries infinitas. A compreensao desses contetidos faz-se relevante ao bom entendi-

mento dos capitulos subsequentes.

Definicao 1. Uma sequéncia numérica pode ser pensada como uma lista de numeros

escritos em uma ordem definida:

A1, A2,03, A4,y ...y Qp,y ...

O numero ay € chamado de primeiro termo, ay de sequndo termo e, em geral, a,
€ 0 n-ésimo termo. Trataremos exclusivamente de sequéncias infinitas, de modo que cada

termo a, terd um sucessor 1.

Definicao 2. Dizemos que uma sequéncia a, tem limite L e escrevemos:

lim a, = L ou a, — L quando n — oo
n—oo

se pudermos tornar os termos a, tao prorimos de L quanto quisermos ao fazermos n
suficientemente grande. Se lim, _,a, existir, a sequéncia € dita convergente. Caso con-

trario, a sequéncia € dita divergente.

Definicao 3. Seja a,, uma sequéncia numérica, define-se por série infinita, a soma:

o0

a1+a2+a3+a4+...:Zan

n=1

Ou seja, uma série infinita € dada pela soma dos n elementos de uma sequéncia

ay,, quando n — oo.
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o0

Definicao 4. Dada uma série g ay, = a1+ as +as+ag+ ... , denote por s, sua n-ésima
n=1
soma parcial:

sn:Zak:a1+a2+a3+a4+...—|—an
k=1

Se a sequéncia {s,} for convergente e lim s, = s existir como um nimero real,
n—o0
oo

entao a série g a, € dita convergente, e escrevemos:

n=1
o0
a]+ag+az+ag4+ ... =5 ou E ap = 8
n=1

O numero s € chamado de soma da série. Caso contrdrio a série € dita divergente.

Exemplo 1. Consideremos a série:

D =2+ 4+ 6+ 8+ .+ I+ ...

n=1

Note que, quando n aumenta, o valor das somas parciais da série fica muito grande,

levando-nos a crer nao ser possivel computar a soma desta série. Por exemplo:

e Para n=1, temos s, =2
e Para n=5, temos s, =2+ 4+ 6+ 8+ 10 = 30

e Para n=10, temos s,= 2+ 4+ ...+ 20 = 110

k
Seja k>0. Basta considerar n natural de modo que n>§. Nesse caso, s, > 2n >k

e, portanto, s, tende a infinito.

Exemplo 2. Analisemos agora a série:

i ! —1+1+1+1+ + ! +
=t 739 27 o3t

n=1

Perceba inicialmente que a série tem um formato familiar. Sim, trata-se de uma

progressao geométrica infinita decrescente. Com isso, sabemos ser possivel computar sua
ay

soma através da formula S, = 7 , onde a; € o primeiro termo da progressao € r, sua

razao. Assim, temos:




CAPITULO 1. SERIES NUMERICAS 4

. . . 3 .
Dessa maneira, evidencia-se que S, = 5 e, portanto, a série converge. Em breve

esse tipo de série (série geométrica), serd vista com maiores detalhes.

Ainda que em um primeiro momento parega facil ou intuitivo determinar se uma

série converge ou diverge, isso pode ser bem complicado. Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 3. Mostre que a série harmonica diverge.

ST
—n 2 3 4
Considere as sequintes somas parciais:
s1= 1
So=1+ 3
al i+ > 1 b+ G =143
R B R RN (S RS R P SH RN PSR P PSR

sie=l+i+ G+ +E+ . D) +E+ ) > 1+ G+ D)+ G+ D) ()=

1 6 n
De modo andlogo, s33 > 14+ —, ses > 1+ =, e, em geral, son > 1+ 5 Isso mostra

5 2
o0
que Son — 00 quando n — 0O e, com 1SS0, E — diverge.
n
n=1

Assim, percebe-se que seria extremamente trabalhoso pensar em uma estratégia
para analisar cada série quanto a sua convergéncia ou divergéncia. Por isso, foram desen-
volvidas ferramentas para otimizar essa analise. Em seguida, tais recursos serao apresen-
tados. Os teoremas nao serao demonstrados por nao ser objetivo deste trabalho. Para

maiores detalhes, consultar Guidorizzi (2002).

o
Teorema 1. Se a série E a, for convergente, entao lim a, = 0.
n—oo
n=1

oo

Teste para Divergéncia. Se lim a, nao existir ou se lim a, # 0, entao a série g G,
n—oo n—oo 1
n—

é divergente.
[ee] o0

Teorema 2. Se E an e E b, forem séries convergentes, entao também o serao as séries

n=1 n=1
[eS)

ann (onde ¢ € uma constante), Z(an +b,) e (a,—by), e

n=1 n=1 n=1
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1. ann = cZan

o o0

Mo i

2. (an + by) Zan+2bn
n=1 n=1 n=1

L

(an, — by, :Zan an
n=1 n

= =1

3
Il
—

O Teste da Integral. Suponha que f seja uma funcao continua, positiva e decrescente
o0

m [1,00) e seja a,= f(n). Entdo, a série E a, é convergente se e somente se a integral

n=1

impropria / f(z)dz for convergente. Em outras palavras:
1

[e.9]

1. / f(x)dx for convergente, entao Z a, € convergente.

n=1

2. Se / f(z)dz for divergente, entao Z a, € divergente.

n=1

o o
Os Testes de Comparagao. Suponha que Z a, € Z b, sejam séries com termos

n=1 n=1
positivos.

1. Se Z b, for convergente e a,, <b,, para todo n, entao Z a, também sera

n=1 n=1
convergente.

oo (o)
2. Se Z b, for divergente e a,, >b,, para todo n, entao Z a, também sera

n=1 n=1
divergente.

Testes de Comparacao no Limite. Suponha que Z ay, € Z b, sejam séries com

n=1 n=1
termos positivos. Se

onde ¢ é um nimero finito e ¢ > 0, entao ambas as séries convergem ou ambas as séries

divergem.

Teste da Série Alternada. Se a série alternada Z(—l)"‘lbn = by- byt b3- by+ bs-

n=1

bg+ ..., em que b, > 0, satisfizer
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1. bn+1 S bn

2. limb,=0

n—oo

entao, a série é convergente.

o0

Definicao 5. Uma série E a, € dita absolutamente convergente se a série de valores

n=1

oo
absolutos Z \a,| for convergente.

n=1
o0
Definicao 6. Uma série E a, € chamada condicionalmente convergente se ela for con-
n=1

vergente, mas nao for absolutamente convergente.

o0

Teorema 3. Se uma série E a,, for absolutamente convergente, entao ela é convergente.

n=1
Teste da Razao.
a o0
. +1 ~ - .
1. Se lim |——| = L < 1, entdo a série E a, é absolutamente convergente (e
n—oo an
n=1
portanto convergente).
a a -
. n+1 . n+1 ~ , . L 7.
2. Se lim =L >1ouse lim = 00, entao a série E a, ¢ divergente
n—o0 an n—o0 Qp,
n=1
. An+1 ~ ~ . . 4
3. Se lim = L =1, o Teste da Razao nao é conclusivo; isto é¢, nenhuma
n—00 an,

o

conclusao pode ser tirada sobre a convergéncia ou divergéncia de E Qy,

n=1
Teste da Raiz.
[e.e]
1. Se lim {/|a,| = L< 1, entdio a série Z a, ¢ absolutamente convergente (e
n—oo
n=1

portanto convergente).

o
2. Se lim {/]an|> 1 ouse lim {/|a,| = oo, entdo a série E a, é divergente
n—oo n—oo

n=1

3. Se lim wan]: 1, o Teste da Raiz nao é conclusivo.
n—oo
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Agora, serao apresentadas algumas séries fundamentais a analise de varias outras

séries mais complexas.

A Série Geomeétrica. A série geométrica é uma velha conhecida dos estudantes. Trata-

se da soma dos termos de uma progressao geométrica.

a+ar+ar2—|—a7’3+...+ar”_1+...:Zar"’l a#0
n=1

Cada termo da série é obtido a partir do anterior pela multiplicacao dele por uma
razao r. Consideremos inicialmente o caso em quer = 1. Ser = 1, entdao s,= a + a + a
+ ... +a=an — oo . Com isso, lim,_,, s, nao existe e assim, de acordo com o teste

para divergéncia, a série diverge. Se r # 1, temos:

Sp=a+ar+ar’+ar*+ ... +ar" !

rs, = ar +ar’* +ar® + ... + ar”

Subtraindo a segunda equacao da primeira, obtemos

Sp— TS, =a—ar®

Consequentemente,

a(l —r")

S =
" 1—7

Se —1 < r < 1, sabemos que " — 0 quando n — co. Dessa forma:

1 —pyn
lim s, = lim o 7’): a a lim r" = a

n—o00 n— o0 1—7" 1—’r‘ 1—7’n—>oo 1—7’
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Entao, quando |r| < 1, a série geométrica é convergente, e sua soma é . Se
-

r < —1our > 1, a sequéncia {r"} é divergente e, com isso, lim s, nao existe. As-
n—0o0

sim, a série geométrica diverge naqueles casos. Resumindo, temos que a série geométrica
[e.e]
a

1—7r

o

E ar" ' = atar+ar’+ar’+.... é convergente se |r| < 1 e sua soma ¢é E ar’! =
n=1 n=1

Ir| < 1. Se, |r| > 1, a série geométrica ¢ divergente.

A p-série. Outra série elementar de grande utilidade para instrumentalizar a analise de

séries mais complexas é a p-série

Para utilizé-la futuramente, faz-se necessario descobrir para que valores de p a série

converge e para quais a série diverge.

R 1
e Se p <0, entao lim (—> = 00

n—o00 npkP

n—o00 np

1
e Se p =0, entao lim (—> =

1
Em qualquer dos dois casos, lim (—) # 0 e, assim, a série dada diverge pelo
n—o00 npk

Teste da Divergéncia.

1
e Se p > 0, entdo a fungao f(z) = - é claramente continua, positiva e decrescente
x

m [1,00). Logo:

o0 t Pt 1 1
/ —dx = lim —dz = lim — ?~l= lim —— |— —1
1 +1 tr—1

TP t—o0 1 P t—00 _p t—00 1 _p

1
e Se p > 1, entdao p — 1 > 0. Dessa forma, quando t — oo, "1 — oo e i 0.

Portanto,
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1
E, nesse caso, a integral converge e segue do Teste da Integral onde a série Z -
n

¢é convergente se p > 1 e divergente se 0 < p < 1. Note ainda que para p=1, a p-série se
torna a série harmoénica. Embora ja saibamos pelo Exemplo 3 que a série é divergente,

podemos reabordé-la langando mao do Teste da Integral. Desse modo:

o] t
/ —dz= lim —= lim In|z|'= lim (Int — In1)= lim Int= oo
1 X t—o0 1 X t—o0 t—o0 t—o0

o
O limite nao existe como um nimero finito e, assim, a integral / —dx diverge.
1T

Portanto, pelo Teste da Integral, a série harmonica é divergente. Em suma, temos:

oo
A p-série Z - é convergente se p > 1 e divergente se p < 1.
n
n=1

oo
Exemplo 4. Encontre todos os valores positivos de b para os quais a série g bR con-

n=1
verge.

Este é um exemplo interessante, pois carece mais de percepcao que do uso de fer-
ramentas sofisticadas. Note inicialmente que

1
n— Inbd

blnn:(elnb)lnn: (elnn)lnb: nlnb:

[e.9]

1
Com 1sso, observa-se que a série em questao € uma p-série, pois € da forma E -
n

n=1
Além disso, sabemos que a p-série converge se p > 1. Logo, os valores de b para que
oo

g W™ seja convergente sio tais que :

n=1
1
—hnb>1eb<els b -
e
. 1
Assim, deve-se ter 0 < b < —.
e
, . =Inn _ ,
Exemplo 5. Verifique se a série —5~ € convergente ou divergente.
n
n=1
o)
Inn Inn In1
Perceba que Z —= 5 pois — =10

n=1 n=2
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Inx
A intengao aqui € aplicar o Teste da Integral. A fungao f(x) = — € continua
x

e positiva em [2,00], mas € preciso verificar se a fun¢ao também é decrescente em nosso

intervalo de interesse.

) — 2? (1) — (Inz)(32?)
f( ) o (333)2

22 —3x%Inx _1-3hz

1
5 1 <0<:>1—31nx<04:>>—<:>x>e%z1,4
T T 3

Desse modo, f é decrescente em [2,00] e o Teste da Integral € aplicdvel. Logo:

0 t t
/ ln—xdx = lim ln_x = lim [ Inz — L] , entdao lim {_lnx — L} —
2

3 z—o0 I3 t—o0 202 4a? |, t—00 202 4a? |,

1 1 1 1
tlggo {—4—152(21nt +1)+ ﬂ =1 e, dessa forma, podemos dizer que a série ;_:1 % con-
verge. B
OBSERVACOES:

1
I) Seuw=Inz, dv=x3dx = du= gl—cdac, v = —§x_2

1 1 1 1 1 1
/%dm = —ésc’Q Inz — / —§x’2 (E) dx= —ix’Q Inx + 3 /xgdfb’ =
1

1
—éx_g Inz — Zx_Q +C.

, entao

t—o00

2Int +1 2 1 1
II) lim <_n—+> lim = —= lim — =0

€ convergente.

Exemplo 6. Encontre os valores de p para os quais a série E (nn)
n(lnn
n=1
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Primeiramente, analisemos o caso em que p=1.

1

. ¢ continua e positiva em [2,00]. Além
n(lnn)

e p=1, emos; f(x) s

1+ln;;

———— < 0 para x > 2, assim, podemos aplicar o Teste da Integral.
r?(Inx)?

disso, f'(z) =

/ OO z ixd“’ lim [In(In )}, t= lim [In(Int) — In(In 2)]= oo

t—o00 t—o00

diverge. Agora, analisemos o caso

o0
Desse modo, para p=1, a série
. para, p=1, ; ol

¢ continua e positiva em [2,00|, e f'(z) =

em que p # 1. Note que f(x) = ()

Inx
__prmr <0 sex>eP. Assim, f decresce e podemos empregar o Teste da Integral.
2?(In z)p+!
Logo:

/°° 1 I [M}t I {(lnt)lp_(lm)lp

dr= lim = lim
IL—p I—p I—p

J;(]n :):)P t—o00 oy 100

O limate existe quando 1—p < 0 <> p > 1. Desse modo, a série converge parap > 1.

54 2n

———— ¢ convergente ou divergente.
(1+n2)? J J

o0
Exemplo 7. Determine se a série g

n=1
L o N d+2n
Torna-se 1til, nesse caso, a utilizacao do Teste da Comparagao, sendo ay, :m
n

1 . .
e by=—, onde b, € uma p-série com p > 1, ou seja, b, € convergente.

1 5
n 3(54 2 5n® 4 2nt a1 —+2
lim a—:hmurim n+n' n! = lim 82— =2>0
n—00 bn n—o00 (1 + n2)2 n—00 (1 + n2)2 1 n—00 i 1
(n?)? n?
— 1 = 542
Com isso, como b, = Z 3 € convergente, a série ; (1:—7;)2 também converge.

n=1
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o0

‘ : 1 : : :
Exemplo 8. Analise a série E sen — quanto a divergéncia ou convergéncia.
n

n=1

Lembremo-nos que quando o arco € prorximo de zero, o seno se aprorima do pro-

prio arco e, portanto, espera-se que o comportamento seja o mesmo da série harmonica.
[e.e]
. . , 1 1
Utilizaremos aqui o Teste da Comparagao. Seja a, = seng eb, = — tem-se que E an,
n=1

[e.o]

e E b, sao séries cujos termos sao positivos. Assim:

n=1
1
a sen sen 6
lim —= lim 1n:lim =1>0
n—o00 bn n—oo - 6—0 0
n
o
Dessa forma, como an ¢ divergente (série harmoénica), conclui-se que a série
n=1
= 1
Z sen — também diverge.
n=1 n
[e.e]
Exemplo 9. Verifique se a série alternada Z:(—l)"Jrl I € divergente ou convergente.
n
n=1
n2
Seja b, =— 1 > 0 para n > 1. Analisemos inicialmente o intervalo de decresci-
n i~
mento de f(x) = .
/() x3 44

= = <0 para x > 2
3+ 4 p

< x? )/ (23 +4)(2z) — 2%(32?) 2223 +8—3x3) z(8 —x3)
(z3+4)? (z3+4)? (23 +4)?

Além disso,

1
lim b,= lim n_ —9
n
. . L. .. +1
Sendo assim, conclui-se, pelo Teste da Série Alternada, que a série Z(—l)” B
n=1

€ convergente.

oo

, o 10" .,

Exemplo 10. Determine se a série Z ————— ¢ absolutamente convergente, con-

— (7’L + 1)42n+1

dicionalmente convergente ou divergente.
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. f— 1 _— — = < ].
(n + 2)42n+3 10 nheo 2 nt2 8

n—o0

.y l 10m+! (n+1)42+7 10 n+1 5

Desse modo, conclui-se que a série é absolutamente convergente pelo teste da razao.
Como todos os termos dessa série sao positivos, dizer que ela € absotutamente convergente

equivale a dizer que € convergente.

oo
—9\n
Exemplo 11. Verifique se a série g ( ') € absolutamente convergente, condicional-
n!
n=1

mente convergente ou divergente.

Usando o teste da razao,

(—2)n*! n!

o (n+1)l (-2)"

Qn

= lim

n—oo n—oo n—oo

=0<1
n—l—l‘

Logo, a série € absolutamente convergente.

o _1 n
Exemplo 12. Mostre que a série E (l ) € condicionalmente divergente.
nn
n=2

1 1
Como {—} € nitidamente decrescente e lim —— = 0, pelo Tesde da Série
Inn n—oo Inn

Alternada, tem-se que Z — converge Por outro lado, dado que Inn < n mostra que

1

o0
1
o > — e considerando-se que a série g — (série harmonica) € divergente, conclui-se
nn_ n n

=2

o0

1 (=1
que Z o diverge. Dessa forma, a série Z (1 ) € condicionalmente convergente.

nn nn
2

n=2 n

00 n?
n
Exemplo 13. Faca o estudo da série E ( n 1) quanto a sua convergéncia ou di-
n

vergéncia.

Utilizaremos aqui o Teste da Raiz. Assim, temos que:
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2
\" 1\"
lim v/|a,| = lim (1+—) = lim (1+—) =e>1
n—00 n—00 n n—00 n

2

) ¢ divergente.

Logo, pelo Teste da Raiz, a série g
n+1
Por fim, vejamos mais uma interessante familia de séries, conhecidas como Séries

Telescopicas.

Séries Telescopicas. "A ideia por tras do nome é a seguinte: assim como olhando num
telescopio encurtamos a imensa distancia de um corpo celeste a nossos olhos, a proprie-

dade telescopica encurta o caminho entre a soma inicial de muitas parcelas e o célculo do
resultado da mesma."(CAMINHA, 2011)

Este topico raramente ¢ abordado no ensino médio, embora sua ideia geral seja sim-
ples e perfeitamente aplicavel a alunos deste etapa da educacao bésica. Cabe aqui um
incentivo a insercao do tema nas salas de aula, dado que ele se relaciona com outros con-
ceitos prévios, a exemplo da trigonometria e dos logaritmos, viabilizando uma revisao dos

mesimos, Como veremos a seguir.

Definigao 7. Seja (X,,) uma sequéncia, na qualn € N e AXy = Xyy1— X Aplicando-se

o somatorio a AXy,, tem-se:

Y AXy =X — X

n

A soma E AXy € denominada Série Telescopica. Observe que para uma Série
n=1
Telescopica convergir, é necessdrio que lim X, seja um nuimero finito.
n—oo

Exemplo 14. Calcule o valor de S, onde

S—1+1+1+
~1-3 3.5 5.7

S=——+s+-—=+ "

- 1
S:Z(Qn—l)(Qn—l—l)

1 1

§=2 (2 (2n—1) 2(2n+ 1)) (Decomposigao em fragoes parciais)
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1 1 1
S = 5 ; <2n o 1) (Série Telescopica)
1 1 1 1
_§; = 1) 1™ T ) 1 2n+1
1
~ 5 (0= o)
1 1
= - lim
2\2-1—-1 1—1 n—oo 2n — 1
1
S==-(1-
2 (
S ==
2
1 1 , .
Exemplo 15. Mostre que tg §x = cotg Q:L’ — 2cotgx e determine a soma da série
Sz
on S on”
n=1
Pela trigonometria bdsica, sabemos que:
2tg 0 1—tg?0
tg20 = ———— = cotg20 = ———
& 1—tg20 ots 2tg 0
1—tgd 1
Logo 2 cotg 20 = % = cotgf — tgh. Fazendo 0 = 5% temos:
g
2 cot t L t L t L t L 2 cot
co = cotg —x — tg = —x = cotg —x — 2co
g g5T —tg5T ou tgow 857 g
Ao substituirmos x por 25_1 na identidade demonstrada, vamos obter tg% =
T x =1 x
‘ e . 1.z
on on—1 ’ ; on B on ©
te x
_tes teq | 8§ 2"
Sp = 5 + 1 + 3 + + on
cotg 3 cotg i  cotg cotg £ cotg ]
= — cot — — ..
5 [ 5 co g:n} + [ 1 5 + 3 1 +

cotg 5w cotg =" !
2n 2



CAPITULO 1. SERIES NUMERICAS 16

cotg =
S, = —cotgx + [ ;2 } (Soma Telescopica)
‘ x T x T
cotg — cos — coS — — 1 1
Agora, tem-se n2” = 27; = 2" an = —-1 = — pois, como
2 2n sinz—n x sinQ—n € €

x
n — oo, tem-se que on — 0 onde x # 0. Portanto, se x # 0 e x # km, onde k € um

interno qualquer, temos:

x
on

=1 x - 1
Z—tg—: lim s, = lim —cotgn+—cotg2

. n n Nn—00 n—00 on
n=

1
> = —cotgxr + —
x

Além disso, se x = 0, todos os termos da série serao iguais a 0 e, consequentemente,

sua soma serd 0.

Antes de finalizarmos o capitulo, vejamos mais um exemplo desta poderosa ferra-

menta:

= 1
Exemplo 16. Cualcule a soma da série E In (1 — —2>
n
n=2

Através das propriedades dos logaritimos podemos reescrever a expressao In (1 - =
n

assim:

n—1 n—1 n

In

n n n+1

k k
1 n—1 n
Sej :E In{l—-— :E | —1 kE>2. L
eja S n2n( n2> (n - nn+1> para k > 0go

mt 2 + In 2 13-+ + lk_1 1 K mt_ b
Sg=(In—-—1In- n- —In-— n —In =ln-—1In .
k 2 3 3 4 k k+1 2 k+1
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Desse modo:

= 1 1 k 1
Zln(l—ﬁ)zhmsk—hm (ln——ln )zln——lnlzlnl—an—lnlz
p—t n k—oo k—oo 2 k’—i—l 2

—In2

Essas séries nao exigem a utilizacao dos testes vistos anteriormente, pois podem

ser analisadas diretamente através de suas somas parciais.



2 SERIES DE POTENCIAS

Neste capitulo serao apresentadas as séries de poténcias. Através delas é possivel
descrever importantes funcoes que estao presentes nas ciéncias naturais. Como exemplo,
podemos citar as fungoes de Bessel, que descrevem vérios fenémenos fisicos como ondas

eletromagnéticas, condugao de calor e processamento de sinais.

Definicao 8. Série de Poténcias: Seja a,, n > 0 uma sequéncia numérica dada e seja

xo um real dado. A série

o0
Z an(x — x0)"
n=0

¢ denominada série de poténcias, com coeficientes a, em torno de xy (ou centrada em

x=0). Sexy =0, temos a série de poténcias em torno de zero:

o0
E ™ = ag + a1 + asx® + ...
n=0

Note-se que a cada valor estabelecido para x, € obtida uma série de constantes que
se pode testar quanto a convergéncia ou divergéncia. Assim, dado uma série de poténcias,

torna-se natural que se questione para quais valores de x a série converge e para quais

diverge.
o0

Teorema 4. Raio de convergéncia: Seja a série de poténcias 5 an(x —a)". Ezistem
n=0

apenas trés possibilidades:

I) Ou a série converge apenas quando x = a;
II) Ou a série converge para todo x;
III) Eziste um nimero positivo R tal que a série converge se |x — a| < R e diverge se

|z —a| > R. Nos extremos x =a— R e x = a+ R, a série poderd convergir ou nao.
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O numero R apresentado no item III € denominado raio de convergéncia. Ademais,
convenciona-se que R = 0 no item I e R = oo no caso II. Cabe destacar ainda que o
intervalo contendo todos os valores de x para os quais a série converge é chamado de
intervalo de convergéncia.

A demonstracio do Teorema nao foi apresentada por nao constituir objetivo deste

trabalho, porém pode ser encontrada em Guidorizzi (2002).

Exemplo 17. Encontre o raio de convergéncia e o intervalo de convergéncia da série
oo
>
— NZD
n

xr -
Se a, = — entao:

Jn

) 1| o "t/ ro| ||
% | —,}:rgo\ﬂrﬂ-xn || T T
n n

o0
Logo, pelo teste da razao, a série E converge quando |x| < 1. Desse modo, o
n=1

xn
=

raio de convergéncia € igual a 1 (R = 1).
Agora verifiguemos o comportamento da série quando x = +1. Quando © = 1, a

[e.e]
‘ e . ‘ 1
Série E T diverge pois € uma p-série com p = 5 Por outro lado, se x = -1, obtemos
n
n=1

o0
. —1" . ‘ . ‘
a série Nk que converge pelo teste da serie alternada. Assim conclui-se que o in-
n=1 n
tervalos de convergéncia é I = [—1,1).
o0
Exemplo 18. Determine o rato e o intervalo de convergéncia da série E n!(2z — 1)".
n=1

Se an, = n!(2z — 1)", entdo:

Ap+1

1'2 _1x+1 1
(n+ D@z = D) (n+1)(20 = 1) > 00 para todo x # .

li
S n'(2:(: — 1)” n—00

n—oo

= lim
n—oo

Qn

1 1
Como a série diverge para todo x =+ 5 R = 0 e o intervalo de convergéncia é [ = 3
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Exemplo 19. A soma da série de poténcias deste exemplo é demominada Func¢ao de
Bessel, em reveréncia ao matemdtico, fisico e astronomo alemao Fredrich Wilbelm Bessel
(1784-1846). O surgimento dessas fungoes se deu quando Bessel resolveu a equagao de
Kepler para a descricao do movimento planetdrio. Depois disso, as func¢oes de Bessel

receberam variadas aplicacoes na fisica e na engenharia.

o —1)k 2k+m
Seja J(r) = Z W(g) a funcao de Bessel de 1* espécie e ordem m
k=0

encontremos o raio e o inervalo de convergéncia da func¢ao de Bessel de ordem 0 que serd
0 (_l)nx2n
dada por J()(I) = Z W

n=0

. (_1 nxQn o

Seja a, = W, entao:
’ Ant1 (_1)n.x2(n+1) 22n<n!>2 x2n+2 22n<n!>2
1m = . =
n—oo | a, 22(n+1)[(n_|_ 1)]]2 (_1)nx2n 22n+2<n+ 1)2n!2 12n

2

m — 0 < 1 para todo x. Logo, o dominio da fug¢ao de Bessel é (—oo,+00) e
R = 0.

Exemplo 20. Se k for um inteiro positivo, encontre o raio de convergéncia da série
oo
()"

N
z

n=0
Nk
Sendo a,, = ((]:;))'x”, tem-se

. . + D)!J*(kn)!

1 n+1 _ 1 (n o
nhoo | ay | noeo (nD)E[E(n + 1)]! =

1 k
lim (n+1) 2| =

n—oo (kn+k)(kn+k—1)...(kn+2)(kn+ 1)

lim

n—oo

[(n+1) (n+1) (n+1) 2] =

(kn+1) (kn+2)" (kn+k)
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k
(E) lz| < 1 < |z| < k* para que a série convirja.

e Fungoes como série de poténcias

As séries de poténcias sao especialmente uteis pois, através delas, é possivel obter

expressoes para representar determinadas fungoes. Esse recurso torna-se extremamente

valioso quando se deseja integrar fugoes que nao possuem primitivas elementares, resolver
equagoes diferenciais e ainda, aproximar fungoes por polinémio.

[e.e]
Desse modo, pode-se dizer que E ca®™ = o+ 17 + o + 3z’ + -+ = f(x), ou
n=0

seja, a soma da série é uma funcgao tendo por dominio o conjunto de todos os valores de
X para os quais a série converge.

oo
Exemplo 21. Tomemos inicialmente a série g x". Do capitulo anterior sabemos que

n=0
se trata de wma série geométrica e que

°° 1

E x":1+a:+x2+:1:3—|—---:1—, lz] <1
— X

n=0

Consideremos agora que

=l+a+z>+2°+..., lz| <1
11—

Desse modo nota-se que f(x)

—— pode ser representada por uma série de po-
—x
téncias e que o dominio de f(x) através dessa representacio € |x| < 1.

Exemplo 22. Encontre uma representag¢io em série de poténcias para a funcao f(x) =
14+
7 + e determine o intervalo de conevrgéncia.

-
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O problema em tela pode ser abordado de algumas diferentes maneiras. Pela pri-

meira abordagem temos que

fla) = 1+x:_<1_x)+2:—1+2(1ix> =—1+2) a"=142) 4"

S l—z 1—=zx

A série converge quando |x| < 1 e, assim, R = 1 e I = (-1,1). De outro modo,

poderiamos fazer:

oo

n=0 n=0 n=0
1+ix”+iﬂ:1+2ixn
n=1 n=1 n=1

Note ainda que a funcdao pode ser manipulada da sequinte forma:

1 1
It+zt+a®+2°+. )+ (@+a’+2%+a'+. ) =1+20+20°+ 2%+ =142) 2"
n=1

Embora esta tiltima manipulagao seja bastante semelhante a primeira, utilizou-se,

neste ultimo modo, uma notagao mais leve e familiar.

Através desses exemplos podemos perceber que, por vezes, hd mais de uma forma
de se chegar a série que representa uma funcao. Desse modo, caso um caminho apresente-

se demasiadamente trabalhoso, pode ser interessante ponderar outras possibilidades.

e Derivacao e Integracao de Séries de Poténcias

o0

Teorema 5. Se a série de poténcias E cn(x —a)" tiver um raio de convergéncia R > 0,
B B ) n=0
entao a fungao f definida por

fx)=co+ci(z—a)+e(r—a)+-- :ch(:c—a)”
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¢ diferencidvel (e portanto continua) no intervalo (a — R,a + R) e neste valem:

(i) f'(z) = c1 + 2ca(x — a) + 3ez(x — a)? chn r—a)"!

(ii)/f(a:)da:zc+co(x—a)+cl(x_2a) +C?(m—3a) —c+ch r—a)

Os raios de convergéncia das séries de poténcias nas Equagoes (i) e (ii) sao ambos
R.

A demonstracao do teorema mao serd apresentada, mas pode ser encontrada em
Guidorizzi (2002).

Destaca-se que, embora o raio de convergéncia nao se altere quando da derivacao
ou integracao de uma série de poténcias, isso nao significa que o intervalo de convergéncia

mantenha-se inalterado.

Exemplo 23. Determine o raio de convergéncia e encontre uma representacao em série

de poténcas para a fungio f(x) =1In (5 — x).

o0
. . x . . A
Inicialmente, dada a série E (5) , vé-se que seu rato de convergéncia € dado por
n=0

$n+1 5n

lim |2 = —| = ‘f‘ A série convege se f‘ < 1. Desse modo, |x| <5 e R =15.
n—oo | sntl- gpn 5)
, dx 1 dx 1 AN
Assim f(r) = In(5 —x) __/S—x _—g/l_g ——g/ [;(3) dr =

o0 o0

"
6_5;5”(n+ Zn5"

—_

Fazendo x =0, obtemos ¢ = Inb5. Além disso, pelo teste da razao tem-se:

xn+1 n5™

(I_+_1)5n+1'.rn

Ap41
Qnp,

= lim :‘—’
5

n—oo

lim

n—oo

x
Logo, converge se g’ < 1. Com isso, |x] <5 e R=5.

Exemplo 24. Encontre o raio de convergéncia e uma representacao em série de poténcias

$3

para a fungao f(x) = DR
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1 1 1 o= /2\" =1
Inicialment b — _ ‘Z(‘) _ Z
nictatmente perceoa que 2 s 2 (1 — %) 2 2 2 s 2n+1.ﬁE para

E‘<1@|x|<2.

E
1 d 1 d (< 1 = ntl .,
Agom}(m—2)2:@(2—x>:@<ZO2”+1$>:Z2”+1 _Z otz

n=1

z3 - n+1
Por fim, f(x) = CED)E = x?’z 2n+2 = Z e & 3 para |x| < 2. Desse

modo, R=2 e I =(-2,2).

Exemplo 25. Calcule a integral indefinida

determine seu raio de convergéncia.

Podemos representar a fungao D através de uma série de poténcias como seque:

oo o

t
1—8 1—t8: £y =D

n= n=0

Antes de avancar a integragao, € mecessdario verificar o raio de convergéncia:

£8(n+1)+1 £8n+9

CLn—i—l
Qnp,

lim

n—o0

= |t%].

Bl | | @8ntl

A série converge se [t®] <1< |t] < 1. Desse modo, R = 1.

0 0 $3n+2
Agora, / = tSdt / (; t8"+1> dt = c+ nz_% T Além disso, pelo teste

de razao temos:

t8n+10 8n/+—2
8n + 10" ¢8nt2

an+1
G,

8n + 2 48
8n + 10

lim =

n—oo

=|t.

n—oo 7’1—}00

Logo, a série converge quando [t®] <1 & |t| <1 e, portanto R = 1.
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— t
Exemplo 26. Resolva a integral indefinida /ch@j)d:v.

3

Em primeiro lugar devemos procurar por uma representagcao em série de poténcias

para f(x) = tg~'xz. Nesse momento € importante lembrar que f'(x) = 22
x

1 1 S 2\n 9, .4 6, .8
1+aj2:1—(_$2)22(_m) =l-a+2 -z +a" -
n=0

1 3 5 7
tg_l:zt:/ dx—/(l—x + 2t 6+...)dx:c+x—x—+$——x—+...

1+ 2?2 3 5 7
x> 2P
Fazendo x = 0, obtemos ¢ = 0. Com isso, tg” 'z = = — 3 + T =
o0 2n+1

X
-1)" . L

1 R . B
r-tgr=o—(oe-gHte -t )=t

-2

e—tg”e 1 o f: nﬂx
3 3 ~

5 om+ 1

Observe que o mais complicado foi encontrar uma representacao em série de po-

téncias para a fungao a ser integrada. A integra¢ao, como veremos a sequir, € imediata.

2n—1 e 2n—1

x —tan 'z d x x
—d — _1 n+1 — _1 n+1—
/ P C“Ln;( N T YOy C+;( A e

SERIES DE TAYLOR E DE MACLAURIN

Teorema 6. Se f tiver uma representacdo (expansao) em série de poténcias em a, isto

€, se
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f(z) = ch(m —a)" lz—a| <R [1]

Podemos chegar ao coeficente acima através do sequinte raciocinio: seja f uma

funcao qualquer, que possui representacao como série de poténcias:
2] f(z)=co+cilr—a)+clr—a)+c(r—a)P+c(zr—a)+... |z—a <R

Inicialmente, note que fazendo x = a, obtém-se f(a) = co. Pelo Teorema 5, pode-

mos derivar a equagao [2] termo a termo. Assim,
f'(x) =c1+2c(x —a)+3c3(x —a)*+... |z—al<R

Fazendo novamente x = a, vem que f'(a) = c¢1. Repetindo o processo algumas

vezes, temos
f'(z) =2co +2.3c3(x —a) + 34cq(x —a)+... |z —a| <R e f'(a)=2c
f"(x) = 2.3c5 + 2.3.4c4(x — a) + 3.4.5¢c5(x —a)?... |r—a|<Re f"(a)=23.c=3lc

Através das etapas realizadas € possivel perceber um padrao. Nesse sentido, se

prossequirmos deriwando e com isso fazendo x = a, obteremos

f™(a) =2.34.....n.c, =nlc,

Finalmente, isolando c,,,
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SERIE DE TAYLOR. Substituindo-se ¢, na expressao [1] do teorema anterior, obtemos:

° (")a "(a "(a "(a
@) =3 D 00y = o)+ L0 oy Do Loy

n=0

Assim, a expressao acima é chamada Série de Taylor da fungao f em a.

SERIE DE MACLAURIN.Para o caso especifico em que a = 0 na série de Taylor,

obtemos a série de Maclaurin. Assim:

X r(n) / "
f(z) = Z / '(O)x” = f(0) + fl('o)x + f2(!0)x2 + ...

n.

n=0

Exemplo 27. Encontre a série de Maclaurin da fun¢ao f(x) = e e seu raio de conver-
géncia.
Sendo f(x) = e, tem-se que f™(z) = e*. Com isso, f™(x) = e = 1 qualquer

que seja n. Logo, a série de Maclaurin para f €

— f™0) , ~—a" r oz 2P
Z o T —Zom—l—i-ﬂ—i-g‘i‘g—l-...

n=0

xn
Fazendo a, = — temos que
n!

ﬂ:0<1

"t pl
__ngmo7l+—1

An+41
(n+ 1) an

Qn

lim

n—oo n—oo

Desse modo, pelo teste da razao, a série converge para todos valores de x. Assim,
R = o0.

E interessante observar que a partir da série de Maclaurin para f(z) = e, obtemos

uma representagao para e como uma soma infinita.

1

=1 1 1
€:;m:1+ﬁ+§+§+...
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Exemplo 28. Encontre a série de Maclaurin para f(x) = senx e g(x) = cosx.

Para encontrar uma representacao, inicialmente calculamos as primeiras derivadas

de senxz em x = 0:

f(z) = senx f(0)=0
f(x) = cosx f(0)=1
f"(x) = —senx f7(0)=0
f"(x) = —cosx  f"(0)=—-1
f""(z) = senx f"(0)=0

Desse modo, observa-se que as derivadas de senx se repetem em um ciclo de quatro

derivagoes. Com isso, podemos escrever a série de Maclaurin da sequinte forma:

f’(O) f"(O) ) f”/(O) 5 3 5 7 i 2+l
) JENEAR - w2JS S etV T S T N |
JO+ 3t et e mr g b g b f nz%( S e
3 5 7 % 2n+1
Assim, obtemos senx = x — % + % + % +.= nz%(—l)"m para todo x

pois, pelo teste da razao:

e . 22 EDHL (9 4 1)
lim = lim ) _
n—oo | QA n—00 [2 (n + 1) + n]l r2n+l

22
li =0<1
b0 ‘ (2n + 3)(2n + 2) ‘

Uma vez obtida a representacao da série de Maclaurin para senx, podemos derivar

de modo a obter a representagao para cosx. Procedendo dessa forma, temos:



CAPITULO 2. SERIES DE POTENCIAS 29

Como a série de Maclaurin de senx € convergente para todo x, entao a série deri-

vada para cosx também converge para todo x. Assim,

x?2  at af - o
Cosx_1_§+z+a+..._nz:()(—1) @pamtodox.

Apresentamos resumidamente a seguir, algumas séries de Maclaurin importantes,

as quais recorreremos futuramente para resolver problemas mais complicados:

1 o0
(I)l :Zx”:1+x+x2—|—m3+... R=1
-z
n=0
1 x_oox”_l r 2 2P R
()G—Zm— +ﬂ+§+§+... = 00
o0 g2 B S
o0 o 2 gt
(IV)cosx:Z%(—l) (2n)!:1_§+ﬂ_a+”' R = o0
o0 g2 O R
(V)arctanx:Z(—l) 2n+1:x_§+§_ﬁ+'” R=1
n=0

Exemplo 29. Obtenha a série de Maclaurin da fungdo f(x) = e* + e**.

oo

Vimos anteriormente que e* = E

n=0

xn

—- Substituindo-se x por 2x temos:
n!

n

o0 n o0
et = =
n! n!
n=0 n=0

Por fim,
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1, =2, ~—=2n+1,
fla)=erten =3 ar e 3 T =S P R
n=0 """ n=0 n=0 )

Exemplo 30. Encontre a série de Maclaurin para a fungao f(x) = sen’z.

Antes de recorrermos a uma das séries de Maclaurin jd encontradas, cabe lembrar

de uma relagdo trigonométrica que facilitard nossa tarefa: sen’z = 5(1 — cos2x). Assim,

1
podemos alcangar nosso objetivos obtendo a série para f(z) = 5(1 — cos2x).

. o0 1) 220 22 gt o -
1mos anteriormente que cosT = E —-1)" =r— =+ ——=+... = 00.
| | | | ’
—~ (2n)! 2041 6!

Logo,

Exemplo 31. Calcule /mcos(ﬁ)dm como uma série infinita.

Assim como no exemplo anterior, podemos langar mao da série de Maclaurin jd
e 2n

obtida para cosz. Como cosx = nz%(—l)” ém' , temos:
0 3\2n 0 n,.6n > n ,.6n+1
5 _ W (@) (D" 5 _ N\~ (D"
cosx® = g(—l) on)l % o) = xcos(z’) = ; o)

senr — x + %x?’

Exemplo 32. Calcule o limite lim
z—0 °
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Observe inicialmente que a substituicao de x por 0 nos leva a uma indeterminacao

0 . . : .
do tipo 0 Nesse ponto, poderiamos aplicar L’Hospital, mas sequiremos outros caminhos.
Jd encontramos a representacao de senx como série de Maclaurin. Substiituindo

senx pela sua representag¢ao como série temos:

) (m—%x3+%m5—%x7+...)—x+%x3 . %x‘r’—%m?jt...
hm - - - — hm : . _
z—0 x° 2—0 5

I 1 x? 4 xt 1
ml{—-———+—=—... | = —.
z—0 \ 5! 7! 9! 120

3 9 21 81
Exemplo 33. Compute a soma da série T + B + 37 + il +....

A primeira vista, pode parecer complicado efetuar essa soma, mas parece promissor

olhar para as parcelas e detectar um padrao.

X an
Queremos calcular E — Pensando nas séries jda obtidas, lembramos de e* =
“—~ nl
oo xn
g e Fazendo x = 3 temos:
“— nl
o0 o0
3" 3"
=2 =l
n=0 n n=1 n
[o¢]
3n
Assim, E =1
n!
n=1

Para encerrar o capitulo, vejamos um tultimo exemplo no qual, embora nao seja
pedido explicitamente, a obtencao da série de Maclaurin para a funcao ajuda bastante na

resolucao.

1
Exemplo 34. Mostre que coshx > 1+ 5;152 para todo x.
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. et +e” .
Inicialmente, lembremos que coshr = — Mais uma vez nos valeremos da

série de Maclaurin para €* e, assim, seremos capazes de escrever cosh como soma de uma

série, facilitando a compara¢ao com o lado direito da desigualdade. Entao:

1, 1 Ny (R B
coshmzﬁ(e +e )—§<nzzom+nzzo o )—
S IS (1mae Tt =
2 ST TR ST TR )
1 2 I4 2 ZL‘4 6 1 0 r2n
— (2425425 =14+ =+ + =1+ -2°
2(+ TR ) M IR T3t +;(2n)!

4 .6
Como 0 + il + ... € uma soma cujas parcelas sao todas positivas, independete-

2n

1 (o)
mente do valor de x, concluimos que coshx =1+ §$2 + ; (;n)l



3 ALGUMAS APLICACOES INTERES-
SANTES DE SERIES

0,999... = 1

No ensino fundamental, ficamos um tanto quanto incrédulos quando o professor
de matemética nos diz que 0,999...=1. Pensamos: como podem ser iguais se ja estamos
vendo que sao diferentes? Pois é, a matematica tem dessas coisas! Vejamos abaixo uma
possivel construcao desse resultado.

Olhando com atengao para o nimero 0,999..., podemos reescrevé-lo do seguinte

modo:
0,999... = 0,9+ 0,09 4 0,009 + 0,0009 + ...

Observe que apenas escrevendo o niimero 0,999... de uma forma conveniente, deixa-
mos de enxergé-lo como um niimero e passamos a vé-lo como uma soma infinita. Podemos

melhora-la um pouco mais e teremos:

0,999 = 0,940,094+ 0,000 4 — — 4 — 4 2 _i9 1\
) o=V, ) ) _10 102 103 _n:1 10 \ 10

Sim, trata-se de uma série geométrica. Diante disso, faz-se oportuno recordarmos

um resultado do primeiro capitulo que diz:

1

[e.9]
A série geométrica E ar" ' =a+4ar+ar® +... € convergente se |r| < 1 e sua soma é:

n=1

[ee]

3 a L

E ar" 1t = T com |r| < 1. Se |r| > 1, a série é divergente.
r_

n=1
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o0

9 /1\"" 1
Olhando para a série Z 10 (E) , identificamos que r = n < 1. Logo, essa

n=1
Serie € convergente. Podemos identifcar ainda a = E ASSIHI, a0 Completar a soma da

série obtemos:

] n—1

O (1" _ i _ o _
2li) “itzTa-!
n=1 10 10

O aluno do ensino fundamental acaba relacionando uma quantidade finita de noves

a quantidade infinita deles, o que nao funciona. Ele pensa:

Se:

1-0,9=0,1
1-0,99 = 0,01
1-10,999 = 0,001

entao, (e € aqui que mora o perigo!) 1 —0,999... = 0,0...01.

Mas, na verdade, o que gera o digito 1 a direita dos zeros é justamente o fato de
os noves serem finitos, o que nao acontece em 0,999. ...
No préximo topico, buscaremos aproximar o valor de m através da soma de uma

série de poténcias.

UMA APROXIMACAO PARA T

Neste topico, tentaremos encontrar uma aproximacao para o mais famosos niamero
irracional da histéria da matemaética, o niimero pi. Resultado da divisao do perimetro de
um circulo por seu didmetro, o ntimero transcedente pi, até onde se sabe, foi inicialmente
estudado na antiguidade por Arquimedes e, apenas em 1707 passou a ser sinalizado pela
letra grega .

Ao procurarmos uma aproximacgao para mw através de uma funcao representada

como série de poténcias, torna-se relevante nos atentarmos para dois pontos:

I) Dada y = f(z0), nos interessa que exista © € Domf, tal que f(zg) = %, k€ R,

IT) Precisamos ser capazes de encontrar, uma vez conhecendo f que atenda o item I, uma
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representacao para essa funcao como série de poténcias.

Um interessante ponto de partida é lembrar que tg% = 1. Dai, arctgl = % e ainda
m = 4darctgl.

Com isso,podemos concluir que se formos capazes de encontrar uma representagao
em série de poténcias para f(x) = 4arctgr, basta fazermos r = 1 que teremos nossa

aproximagao para 7 a partir do truncamento da série em um nimero finito de termos.

1 1
Para comecar, é importante recordar que arctgr = e que =
G p q g 1122 q 11 22
1 .
m. Assim, parece promissor partirmos da série geométrica para posteriormente
—(—z
obtermosf(x).

Do capitulo anterior sabemos que:

1 o
flz) = —Z$”:1+x+z2+x3+... R=1
n=0

1—2

Substituindo-se  por —z2, temos:

1 [ee]
/f(a:) = / n sdr = / (Z(—l)”.x2”> dr = /(—a:2 +at —ab a2t — )
v n=0
Temos entao que:
B o0 (_1)n$2n+1 $3 1'5 33'7
fa)y=tgle=3 g =r- gty ot

n=0

T
Como arctgl = T ¢ conveniente tomarmos g(z) = 4f(z). Dessse modo,

L (—1)nap?ntt 43 4xd 42T
=Atglxr =4 [Gull i =4y — — + — — —
glx) = dtg~w ;) on + 1 Tttt ot
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Agora que encontramos a fun¢ao adequada para a aproximagao, podemos aplicar

x = 1 para vermos os resultados. Assim,

4 4 4 T 4 4 4
Mgl =d— - - m g A =42
g sty 7t T sty 7t
e, desse modo,
R SNE S S
[ T A R T

Tomando, por exemplo, apenas as cinco primeiras parcelas da soma infinita, obtém-

se:

4 4 4 4
~4—— - — - -~ 4
T 3+5 7—!—9 3,3

0 que ja é uma proximacao bastante razoavel para um ntmero pequeno de parcelas.
Vale destacar ainda que, através dessa construcao, escrevemos o nimero m como

uma soma infinita contendo apenas nimeros racionais.

SOMACAO POR PARTES x INTEGRACAO POR PARTES

Antes de encerrar o capitulo, exploremos a relagao existente entre a somagao por
parte e a integragao por partes. A familia da somagao por partes compoe um rol de

ferramentas utilizadas para computar a soma de sequéncias.

Definicao 9. Define-se para sequéncias o operador A, chamado de operador diferenca,

por Aa, = api1 — Q.

A férmula de somagao por partes: Seja
A(ar-by) = ps1-bpy1 — ap.bp = a1 (b1 — bi) + bp(ap41 — ar) = a1 Aby + brAay,

Daf resulta

ak+1Abk = A(akbk) — bkA(lk
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Somando, obtemos a férmula desejada:

n n

Z app1Abg = api1bpy1 — arby — Z apAay,

k=1 k=1

Observando-se com atencao, nota-se certa semelhanca entre a féormula da somagao

por partes e a da integracao por partes

[ @)y (x)de = f(z)g(x) — [ g(z) [ (x)dx

Isso nao ocorre por acaso. Pode-se dizer, inclusive, que a somagao é a discre-
tizagao da integracao, ou seja, enquanto a integracao opera com intervalos continuos, a

somagao considera apenas intervalos discretos. Vejamos um exemplo para ficar mais claro.

Exemplo 35. Calcule Z kek através do método da somacio por partes e resolva a inte-
k=1
gral fln xe*dr. Que semelhanca se pode notar nos dois processos?

n

Calculemos, incialmente, Zkek pela formula da somacao por partes. Como
k=1
n

Z a1 Abg = api1byy1 — arby — Z apAay, temos que em Z ke®

k=1 k=1 k=1

Aek = eFtl — ek = eF(e —1).

1 . 1 <
Logo, e* = 1Aek e E kek = 1 E kAer.
e— e—
k=1 k=1

Além disso, agy 1 = k portanto, a, =k —1 e Aap, = apy1 —ap = 1. Assim,

n

1 < 1 -
ket = : E kAe* = : [n.emrl —0— E ek 1|. Dai, resulta:
e — e —
k=1 k=1

k=1
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zn: k 1 et e— et 1 [ne"™ —ene"tt +emtt —e
e’ = ne" — [ —— )| = =
— e—1 1—e e—1 1—e

I [(n—en+ 1) —e] (en—n—1) "t +e
e—1 l—e B (e —1)2

Por outro lado, através da integracao por partes temos:

Em / kefdk, facamos u =k e dv = eF. Assim, du = dv e v = e*. Substituindo-
1

se na formula /udv =uv — /vdu, vem:
/ ke*dk = (k;ek—/ekdk)]}% = (keF —eM)|? =ne"—e"—(le' —e') = ne"—e™ = (n—1)e"
1

Portanto,

(en —n—1)e" +e

= e e /n keFdk = (n — 1)e™.

1

Dadas as solugoes acima, nota-se que em ambos processos ocorre uma etapa inter-
medidria na qual tanto a integral como o somatorio sao simplificados e levados a estruturas
mais simples, cujos resultados sao conhecidos. Desse modo, em ambos 0s casos, resolve-se
o problema inicial em duas etapas.

Ressalta-se ainda que, embora tenhamos trabalhado com somatorio finito (e in-
tegral definida), estes métodos seriam aplicdveis para um somatorio infinito (e integral

impropria), usando o limite de somas finitas.



4 OUTRAS SERIES IMPORTANTES

Neste capitulo, seré apresentada a série de Fourier, bem como serao vistas algumas
de suas importantes aplicagoes. Na sequéncia, veremos a importancia da funcao de Wei-
erstrass para o calculo e para a analise matematica. Destaque-se que o objetivo priméario
aqui serd trazer informacoes mais como curiosidades, isentando-nos, na maior parte do

tempo, de demonstragoes e formalismos.
SERIES DE FOURIER

Fisico e matematico francés, Jean-Baptiste Joseph Fourier (1766-1830), empregou
as séries trigonométricas em suas pesquisas acerca da teoria do calor. Surpreendentemente,
Fourier nao inventou as séries de Fourier. A construcao da teoria do desenvolvimento de
fungoes através de séries trigonométricas deveu-se, especialmente, a Daniel Bernoulli e
Leonard Euler. Vale destacar que, em 1777, Euler chegou as féormulas integrais que defi-

nem os coeficientes aq, a, € b,.

Definicao 10. Série de Fourier: A série de Fourier de uma funcao f, definida no inter-

valo (—p,p) € dada por

o0

ao nmw nw
r)=—+ a,c0s—x + b,sen—ux |, onde
10 = 53 (e s

1 D
ag = — f(z)dz;
PJ—p

1 D
ap = — f(x)cosnlxdx,'
PJ-p
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1 P
b, = —/ f(:c)senﬂxd:c.
pJ_, p

Essa série, notabiliza-se por representar funcoes infinitas e peridédicas complexas
que modelam certos processos fisicos, como o calor transferido por condugdao em uma

haste e o deslocamento de uma corda ideal.
e Convergéncia de uma Série de Fourier

O proximo teorema nos fornece as condigoes suficientes para que a série de Fourier

convirja em um ponto.

Teorema 7. Condigdes de convergéncia: Sejam f e f' parcialmente continuas no inter-
valo (—p,p); isto €, sejam f e f' continuas exceto em wm nimero finito de pontos no
intervalo e tendo apenas descontinuidades finitas nesses pontos. FEntao, a série de Fou-
rier no intervalo converge para f(x) em wm ponto de continuidade. Em um ponto de

descontinuidade, a série de Fourier converge para a média

flat) + fz—)
2

onde f(z+) e f(x—) denotam os limites de f em x a direita e & esquerda, respectivamente.

e Equacao do Calor

Observe a Figura 4.1, onde esta representada uma haste circular delgada, de com-

primento L e cuja a secao transversal tem A como area.
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Figura 4.1: Fluxo de calor na haste

- m—- - = :

Suponhamos que a haste coincida com o eixo x no intervalo [0, L]. De acordo com

Zill (2001), devemos considerar que:

1. O fluxo de calor dentro da haste se verifique apenas na dire¢ao x;
2. A superficie lateral da haste é isolada, ou seja, nenhum calor escapa dessa superficie;
3. Nao hé calor sendo gerado dentro da haste;

4. A haste é homogénea, em outros termos, sua massa por unidade de volume p é

constante;

5. O calor especifico 7y e a condutividade térmica K do material da haste sao constantes.

A partir dessas consideragoes e de duas leis empiricas a saber:

I) A quantidade de calor () em um elemento de massa m é dada por Q) = ymu;
IT) A taxa @y de fluxo de calor através da sec¢ao transversal é proporcional a drea A e a

derivada parcial da temperatura em relagao a x.

Dessa forma, somos capazes de estabelecer a equacao de derivadas parciais que é

satisfeita por u(x,t). Dai obtém-se:

K
—Ugy = Uy
P

K
sendo usual fazer kK = —, em que k é chamada de difusividade térmica.
P
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Assim, podemos reescrever a equagao obtida como
kg, = uy

Agora, seja f(x) a temperatura inicial ao longo de todo o comprimento L da barra,
mantida as extremidades a temperatura 0 para todo tempo ¢ > 0, a temperatura u(x,t)

na haste é determinada com base no seguinte problema de valor de contorno:

0*u  Ou
—_— = — O<z< L, t>0
o2 ot T

u(0,t) = 0,u(L,t) =0,t >0

u(z,0) = f(z),0 <z < L.
Uma solucao do problema acima é dada pela série infinita

u(r,t) = %X:: </ fz sen—:z:dx) ~a(n 2 )1 sen%x

E no caso especial em que u(z,0) =100, L = 7w e k = 1, obtem-se

00 {1— - ] 2t
—Z e’ 'sen nx
ﬂ_ n=1

Uma tltima curiosidade sobre a equacao do calor é sua aplicacao em probabili-
dade, descrevendo passeios aleatérios. Por isso, também ganha aplicacao em matematica

financeira.
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e Equacao da Onda

Seja A uma corda de comprimento L, tensionada e fixada em dois pontos do eixo

z, x1 =0 e xzy = L (Figura 4.2).

Figura 4.2: Esquema de corda vibrante

u

Corda vibrante

u(x,t)

No momento em que a corda comega a vibrar, suponha que o movimento se verifi-
que no plano xy de modo que cada ponto da corda se mova em uma direcao perpendicular
ao eixo z. Seja u(x,t) o deslocamento vertical de um ponto qualquer da corda mensurada

a contar do eixo x para t > 0. De acordo com Zill (2001), devemos considerar ainda que:

1. A corda é perfeitamente flexivel;

2. A corda é homogénea (sua massa por unidade de comprimento é constante);
3. Os deslocamentos u sao pequenos comparados com o comprimento da corda;
4. A inclinagao da curva é pequena em todos os pontos;

5. A tensao T atua tangencialmente & corda e seu modulo 7' é o mesmo em todos os

pontos;
6. A tensao é grande comparada com a forca da gravidade;

7. Nenhuma outra forca externa atua sobre a corda.
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Dai, através da relagao fisica da forga vertical resultante que atua em um trecho
AS da corda e da aplicagao da Segunda Lei de Newton, chega-se a esquagao que descreve

a propagacao das ondas, sendo dada por:

T
Fazendo — = a2, tém-se a?u,, = uy.
P )

Com isso, o deslocamneto vertical u(z,t) de uma corda vibrante de comprimento

L, é dado pela solucao do seguinte problema de contorno:

Pu  dPu
2 _
adx2_dt2’ O<ax<L,t>0

u(0,t) =0, u(L,t) =0,t>0

u(z,0) = f(z), Ccli_z;|t=0 =g(z),0<z<L

Realizados os célculos pertinentes, chega-se a solugao que é dada por

u(z,t) = Z (Ancoszmat + anenn—zat> sen%x, onde:

n=1

2 (! 2 [
A, = Z/o f(x)senn%a:dx e B,=— g(x)senn%xdx.

nma J,

Os estudos acerca das equagoes de onda foram bastante relevantes na histéria da
matemaética e marcaram o século XVII. Muitos mateméaticos notaveis como Euler, Daniel
Bernoulli e Lagrange debrugaram-se sobre o problema da corda vibrante e fizeram pro-
gresso para solucioné-lo. Além da importancia natural do problema, em razao de suas
aplicacoes fisicas, cabe destacar sua contribuicao para compreensao da natureza de uma
funcao, pois aquela altura o conceito de funcao nao estava formulado como hoje conhece-

maos.
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FUNCAO DE WEIERSTRASS

Karl Weierstrass (1815-1897) foi um matemaético alemao, que lecionou durante
quize anos em uma escola secundaria e, por isso, suas pesquisas foram ignoradas por
muito tempo. Em 1854, publicou um artigo que lhe rendeu reconhecimento internacio-
nal e, em 1856, assumiu uma cadeira na Universidade de Berlim, iniciando sua carreira
como professor universitario. Destacaremos, nesta se¢ao, uma funcao apresentada por
Weierstrass em 1872, que estarreceu a comunidade matematica daquela época.

Quando estudamos Célculo Diferencial e Integral, somos apresentados ao seguinte

teoremas:

"Se uma funcao for diferenciavel em a, entao ela é continua em a".

Apesar de ser um teorema poderoso, surge naturalmente uma indagacao: existe
alguma func¢ao nao diferenciavels em a, mas que seja continua em a?
Antes de responder a essa pergunta, vejamos alguns conceitos preliminares rele-

vantes.

Definicao 11. Sequéncia de Fungoes: Uma sequéncia de fungoes € uma sequéncian — f,,

onde cada f, € uma funcao.

Definicao 12. Convergéncia Uniforme: Seja f, uma sequéncia de funcgoes definidas em
Aeseja f =B~ R, comB C A. Dizemos que a sequéncia de fungoes fi; converge
uniformemente a f em B se, para todo € > 0 dado, existir um natural ng (que sé dependa

de €), tal que, para todo x € B,

n>mno = |fu(z) — fla)] <e

Cabe ressaltar que na convergéncia uniforme o indice € sempre o mesmo para todo

x.
“+o0o

Critério M de Weierstrass. Seja E fk uma série de funcoes e, suponhamos que exista
k=0

+00
uma série numérica Z MFE(x) tal que, para todo x € B e para todo natural k,
k=0
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| fe(@)| < M,
+oo +oo
Nestas condicoes, se a série g M, for convergente, entao a série g fr convergira
k=0 k=0

+oo
uniformemente, em B, & funcdo s(z) = Z fr(x).
k=0
Voltando a pergunta, sua resposta foi apresentada por Weierstrass, ao mostrar que
o
as fungoes da forma W(z) = Zb"cos(a”wx) onde b € (0,1) e a ¢ um inteiro positivo
n=0

] 3m . . o
impar tal que ab > 1+ ~ 80 continuas em R e nao diferencidveis em qualquer ponto.

I) Continuidade de W.

. 1
Como b € (0,1), entao Zb” =13 < Juntando esse resultado ao fato de
n=0

que supgen|b"cos(a"mx)| < b", pode-se concluir, através do critério M de Weierstrass que
oo

E b"cos(a"mx) converge uniformemente para W(x) em R. Assim, W é continua em R.

n=0

IT) Nao diferenciabilidade.

Apesar de nao ser apresentada aqui a demonstracao para a nao diferenciabilidade,
o grafico mostrado na Figura 4.3 traz uma boa visualizacao dessa propriedade.
Seja
c

Y = Z(a”.cos(bnﬂx)), onde a =0, b =3 e ¢ = 100, temos:
n=0
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Figura 4.3: Fungao de Weierstrass

—
5
L]

Assim, pode-se observar que mesmo sendo possivel esbocar o grafico sem retirar a
caneta do papel, o que indica continuidade, o gréafico é repleto de quinas, o que referencia
sua nao diferenciabilidade. Caso fosse ampliada a visualizacao do grafico, notaria-se que
as quinas se dao em todos os seus pontos.

Para encerrar, um interessante detalhe historico: a funcao particular apresentada

por Weierstrass em 1872, foi

) = f: (%)ncos(l?)"mz)



CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo do trabalho foram apresentadas diversas ferramentas para subsidiar a
analise de uma série quanto a sua convergéncia ou divergéncia. Algumas dessas técnicas
proporcionam uma revisao de conceitos do Calculo Diferencial e Integral e, até mesmo,
de conceitos da educagao bésica.

Na sequéncia, foi vista a utilidade de se representar fungoes como séries de potén-
cias. A partir desse ponto, tornou-se possivel integrar fungdes de que antes nao éramos
capazes.

A seguir, voltamos no tempo e nos perguntamos: Seria 0,9999... = 17. Essa
pergunta é respondida positivamente, sendo mediada pelos instrumentos aprendidos nos
capitulos anteriores. Além disso, fomos capazes de expressar m como uma soma infinita de
numeros racionais, tornando evidente a versatilidade das séries. O capitulo de aplicacoes
encerra-se com a exposicao da somacao por partes, um processo permeado pelas séries,
que permite, inclusive, somar progressoes de ordem superior a primeira. Ademais, traga-
se um paralelo com a integracao por partes, sendo a somacao uma versao discreta do
continuo processo de integracao.

Avanca-se um pouco mais através das Séries de Fourier, apresentam-se aplicacoes
de impacto & sociedade em geral, com a modelagem de fenémenos fisicos, aproximando-se
a teoria e a pratica. E terminamos, talvez tao surpresos quanto a comunidade matematica
de 1872, quando Weierstrass mostrou ao mundo um novo possivel: uma fun¢ao continua

em , porém nao derivavel em nenhum ponto de seu dominio.
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