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Resumo

As razdes desse trabalho estdo pautadas nas diversas aplicabilidades que o niimero
de Euler passou a ter com o desenvolvimento dos estudos do cédlculo de limites de
funcdes e aos diversos usos em outros ramos de conhecimentos, como na fisica, na bio-
logia, na quimica e até mesmo na geografia. Pelo que se tem de relato, o mais provavel
que o uso desse niimero tem suas origens veiculadas no estudo dos logaritmos, com
John Napier (1550-1617), e juros compostos, assuntos inseridos na vida dos estudan-
tes ainda no ensino médio e fundamental, respectivamente. As curvas de crescimento
populacional, que ajuda a prever quanto as tendéncias de crescimento de uma deter-
minada populacdo, sdo exemplos de aplicagdes do nimero de Euler na geografia. Este
trabalho estd organizado em: Um resumo histdrico da vivéncia académica de Euler,
um histérico sobre a criacdo do ndmero atribuido a ele, algumas das suas defini¢des
e as diversas formas algébricas que ele se apresenta, suas aplicagdes em outras 4reas
de conhecimento além da matemadtica e uma sequéncia diddtica, mostrando como esse
estudo poderia ser inserido na vida dos alunos do ensino bésico.

Palavras-chave: Calculo, logaritmos, ensino basico.
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Abstract

The reasons for this work are based on the different applicability that the Euler
number started to have with the development of studies on the calculation of function
limits and the different uses in other branches of knowledge, such as in physics, bio-
logy, chemistry and even in geography. From what has been reported, the most likely
that the use of this number has its origins in the study of logarithms, with John Na-
pier (1550-1617), and compound interest, issues inserted in the lives of students still
in high school and elementary school, respectively. Population growth curves, which
help to predict how much a population’s growth trends are, are examples of the ap-
plications of the Euler number in geography. This work is organized in: A historical
summary of Euler’s academic experience, a history about the creation of the number
assigned to him, some of your settings and the different algebraic forms he presents, its
applications in other areas of knowledge besides mathematics and a didactic sequence,
showing how this study could be inserted in the lives of elementary school students.

keywords: Calculation, logarithms, basic education.
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Introducao

Segundo (NETO, 2015), existe um consenso de que a construgdo do Célculo Di-
ferencial e Integral, no fim do século XVII, deve-se ao trabalho de dois grandes es-
tudiosos, o matematico e filosofo Gottfried Wilheim Leibniz e o fisico e matematico
Isaac Newton, apoiados em grandes mentes como Arquimedes, Euclides, Viete, Ga-
lileu, Descartes e Fermat, dentre outros. Apds Newton e Leibniz, o século seguinte
presenciou uma grande quantidade de aplica¢Oes e extensdes dos métodos de calculo,
tendo como principais expoentes Euler e Lagrange. Porém, o presente trabalho ir4 se
concentrar em algumas contribuigdes cientificas do primeiro, precisamente no ntimero
e, batizado com a inicial do nome Euler, que aparece atualmente em muitas aplicagdes

e em diversas areas do conhecimento.

De acordo com (EVES, 2008) e (MOAR, 2008)), Euler nasceu na Suica, em 1707,
e estd enquadrado como um dos matemaéticos que muito contribuiu para essa ciéncia
no século XVIII. Ele galgou por vérias dreas do conhecimento, inclusive como assis-
tente na drea de fisiologia. Mas, depois de tentar uma carreira no campo da teologia,
ele encontrou sua verdadeira vocagdo pela matematica. Em 1727, foi indicado a mem-
bro da Academia de Sdo Petesburgo, na Russia, ficando por quatro anos até ocupar
o cargo maximo da se¢do de matematica dessa Academia. Depois, aceitou o convite
para chefiar a se¢do de matematica da Academia de Berlim e permaneceu 14 por vinte
e cinco anos. Por fim, em 1766 retornou a Academia de Sdo Petesburgo, onde ficou por
dezesseis anos. Os célculos e as escritas de Euler ndo diminuiram com o fato de ele ter
criado 13 filhos ou por ele ter ficado completamente cego nos tltimos 17 anos de sua
vida. Na verdade, quando ficou cego, ditava suas descobertas para seus ajudantes, a

partir de sua prodigiosa memoria e imaginacao.

Ele morreu subitamente em 1783 e deixou o nome na histéria como um dos mai-
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ores matematicos de todos os tempos, pois seus trabalhos figuram em vérias areas do
conhecimento. Entre livros e artigos, publicou centenas de trabalhos e deixou diversos
manuscritos que ajudaram a enriquecer as publicacdes da Academia de Sdo Petesburgo
por mais de quatro décadas. As contribui¢des das suas obras sdo numerosas, porém
vale ressaltar que entre tantas, Euler implantou as notagdes f(x) para as fungdes, e para
a base dos logaritmos naturais e 7 para a unidade imaginaria dos nameros complexos
v/—1. Além disso, Euler foi o responsavel por provar a irracionalidade de e e defini-lo

através de séries.

A partir de uma contextualiza¢do histérica do nimero de Euler, visando uma
melhor compreensdo por parte dos estudantes, esse trabalho pretende mostrar que
esse numero tem muitas utilidades e possui vérias aplicagdes em diversos ramos do
saber, trazendo alguns conceitos e revelando sua importancia na modelagem matema-
tica para resolucdo de problemas que sirvam como base para o estudo das aplica¢des
das equacgdes e fungdes exponenciais e logaritmicas, por parte dos alunos da educagao

bésica.

Assim, numa pespectiva de contextualiza¢do sécio-cultural dos contetidos ma-
tematicos, os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio de Ciéncias da Na-
tureza, Matemadtica e suas Tecnologias ja mencionavam que algumas das competéncias
e habilidades que devem ser desenvolvidas em matematica, pelos alunos, é construir
a capacidade de utilizar a matemaética na interpretacdo e intervengdo no real e apli-
car conhecimentos e métodos de resolugdo em situagdes reais, em especial em outras
areas de conhecimento (BRASIL,(1999). Hoje, a nova Base Nacional Comum Curricular
(BRASIL) 2017), nos diz que

[..] a matemdtica ndo se restringe apenas a quantificagdo de fendme-
nos deterministicos — contagem, medicdo de objetos, grandezas — e das
técnicas de cdlculo com os ntimeros e com as grandezas, pois também
estuda a incerteza proveniente de fendmenos de cardter aleatério. A
Matemitica cria sistemas abstratos, que organizam e inter-relacionam
fendmenos do espaco, do movimento, das formas e dos ntimeros, as-
sociados ou ndo a fendmenos do mundo fisico. Esses sistemas contém
ideias e objetos que sdo fundamentais para a compreensdo de fenome-
nos, a construgdo de representagdes significativas e argumentagdes con-
sistentes nos mais variados contextos [...]. (BRASIL, 2017, p. 265)



Ainda de acordo com os PCN’s de Ciéncias da Natureza, Matematica e suasTec-

nologias

[...] a matemdtica ajuda a estruturar o raciocinio dedutivo, além de ser
uma ferramenta para tarefas especificas em quase todas as atividades
humanas.[...] As habilidades de descrever e analisar um grande nu-
mero de dados, realizar inferéncias e fazer predigdes com base numa
amostra de populacdo, aplicar as idéias de probabilidade e combinaté-
ria a fendmenos naturais e cotidianos sdo aplicagdes da Matemaética em
questdo do mundo real]...]. (BRASIL, 1999, p. 90,91)

Na tentativa que essa ferramenta tado importante, que é o ntimero de Euler, seja
melhor aproveitada e explorada dentro de uma proposta metodolégica de resolugdo de
problemas, esse trabalho foi pensado. Teve como ponto de partida uma atividade de
resolugdo de problemas na disciplina Fundamentos do Célculo, quando foi estudado
os conceitos de séries numéricas e de fungdes. Com esse intuito, serd apresentado no
primeiro Capitulo as possiveis defini¢des desse niimero, partindo das aplicacdes de
matemadtica financeira até a prova da sua irracionalidade. J4 no segundo Capitulo,
encontraremos as defini¢des e algumas propriedades das fungdes exponenciais e lo-
garitmo que irdo dar sustentacdo ao uso do ntiimero de Euler. Nesse Capitulo ainda,
serd apresentado uma relagdo entre a fungdo exponencial e as progressdes aritmética
e geométrica e uma abordagem dos logaritmos naturais e as fun¢des exponenciais de
base e. No terceiro, veremos como a modelagem matématica é importante na resolu-
cdo de problemas e o seu uso no ajuste de problemas de varidveis continuas e iremos
apresentar também algumas utiliza¢des do namero de Euler em probabilidade. Como
abordagem do Capitulo 04, serd apresentada uma proposta de sequéncia didética, para
aplicagdo na Escola Basica, evidenciando as diversas utilidades do ntiimero de Euler,
em vdrios ramos do conhecimento e como essas aplicagdes estdo ligadas a vida cotidi-
ana. O quinto e dltimo Capitulo, serd dedicado as consideragdes finais e sugestao para
o leitor, para utilizagdo, de maneira contextualizada do ntimero de Euler em resolugao

de problemas.






Capitulo 1

O numero de Euler

No presente capitulo serdo apresentadas algumas possibilidades para a defi-
ni¢do do ntimero de Euler, tendo como principais bases tedricas em (MOAR, 2008),
(LIMA, 2017), (MORGADO, 2015) e (FACCHINI, 2006). Veremos que esse ntmero,
representado pela letra e, pode sere apresentado de varias formas, podendo ser defi-
nido como o limite da sequéncia S, = (1+ )" quando n tende ao infinito, como a
série infinita ) . para k > 0 e até mesmo como a base dos logaritmos naturais tam-
bém chamados de logaritmos neperianos, fazendo referéncia a John Napier. Essas formas
de representagdes fizeram esse nimero possuir grande relevancia em varios ramos da
matematica, podendo ser verificadas nos estudos da matemaética financeira, nos loga-

ritmos, equacgdes diferenciais, nos estudos de calculo de limites e também na fisica.

Mas diferente do que o nome sugere, segundo Moar, ndo se sabe ao certo a ori-
gem desse numero e nem quem primeiro notou que os valores da expressdo (1+ 1),
com n € N, tendem a um equilibrio, quando n tende ao infinito, porém o mais pro-
vavel é que suas origens estejam fincadas no inicio do século XVII, periodo em que
John Napier (1550-1617) inventou ou descobriu os logaritmos, momento marcado pelo
intenso movimento do comércio internacional, quando houve o aparecimento das apli-
cagOes financeiras a juros compostos. E por volta de 1683, os juros compostos foram
estudados por Jakob Bernoulli (1654-1705), numa tentativa de descobrir qual seria o
resultado de uma aplicagdo financeira cujo os juros fossem creditados em intervalos
cada vez menores, juros constantes ao invés de juros discretos. Nessa tarefa, Bernoulli
descobriu que os valores obtidos, tendiam a um valor constante quando essa quanti-
dade de intervalos tendiam ao infinito. Porém, aproximadamente 50 anos depois de

Bernolli, Leonhard Euler introduziu a letra e para representar essa constante e desen-

5



6 CAPiTULO 1. O NUMERO DE EULER

volveu ferramentas para calcular o seu valor encontrando os seus 23 primeiros digitos.

1.1 Matematica Financeira

Quando falamos em juros estamos nos referindo a uma quantia em dinheiro que
deve ser paga por um devedor, pela utilizacdo de dinheiro de um credor (aquele que
empresta), chamado Captital (C). Esse pagamento é acrescido de uma parte chamada
juro. Segundo (MORGADO, 2015) e (FACCHINI, 2006), podemos tecer as seguintes

defini¢oes:

Definicao 1.1.1 Os Juros, ou Juro, (representado por ]) serd um valor obtido do capital (C)
acordado entre os participantes da operagdo financeira. No geral, os juros sio obtidos a partir

de uma porcentagem do capital ao longo de um periodo de tempo t.

A partir da definicdo de juros, podemos observar que outras defini¢des irdo sur-
gir, tal como a porcentagem dos juros que incide sobre o capital por um periodo de

tempo, chamado de taxa de juros.

Definicao 1.1.2 A Taxa de Juros (representado por i) serd um coeficiente que incidird sobre o

Capital de acordo com um periodo de tempo.

Devemos observar que no cdlculo dos juros, o periodo do tempo de aplicacgdo e
a taxa percentual devem estd na mesma unidade. Isso quer dizer que, por exemplo se

tempo esta em meses a taxa i deve estd aplicada ao més (am).

Além da taxa de juros, uma definigdo importante refere-se ao valor acumulado

de um Capital Inicial com os juros obtidos, chamado de Montante.

Defini¢ao 1.1.3 Denomina-se Montante (representado por M) a soma do capital (C) e dos ju-

ros (]) obtidos que foram acordados na operagdo financeira e que é devolvido ao final da operagdo.
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Definicado 1.1.4 Seja um capital inicial que rende um mesmo valor a cada periodo de tempo
constante. Chamaremos de Juros simples a soma de todos esses valores obtidos do capital (C)

aplicado a uma taxa (i), ao final de todo o periodo de tempo determinado (t).

Definicao 1.1.5 Seja um capital inicial que rende, a cada periodo de tempo constante, valores
dependentes do montante do periodo anterior. Chamaremos de juros compostos a soma de todos
esses valores obtidos do capital (C) aplicado a uma taxa (i), ao final de todo o periodo de tempo

determinado (t).

Veremos que na primeira forma, que o montante gerado (valor total) numa apli-
cacao financeira de um determinado capital principal C, a um taxa percentual por pe-
riodo i, estd relacionada a uma fungdo afim crescente de variavél t (tempo transcorrido
na aplicagdo). Dai é facil observar que o valor do montante cresce com um acréscimo
constante de C' - i. J4 na capitalizagdo em juros compostos, 0 montante gerado nesse
tipo de aplicagdo de um determinado capital principal C, a um taxa percentual por pe-
riodo i, esta relacionada a uma fungio exponencial crescente de varidvel t. Isso se deve
ao fato de que nos juros simples, o montante é um acréscimo entre o capital aplicado
e o valor dos juros sobre esse capital. Nos juros compostos, o valor do montante é um
acréscimo entre o capital aplicado e o valor dos juros sobre o0 montante do periodo an-
terior, a partir do segundo periodo. Assim, basta observar que nos juros compostos,
os valores do capital crescem a uma taxa i constante e, dessa maneira, formam uma

progressio geométrica de razdo (1+i).

E é através do regime de capitalizacdo composto, que realizaremos uma pri-
meira abordagem sobre o nimero de Euler, chegando a uma aproximacdo deste com

cinco casas decimais.

Considere um capital C aplicado a uma taxa percentual por periodo i, por um
periodo de aplicacdo t, onde o montante gerado nessa aplicagdo seja o acréscimo, em
cada periodo, entre o capital aplicado e o valor dos juros sobre esse capital . Dessa
forma, o valor do montante M é calculado da seguinte forma durante os t periodos de

aplicagao:

M, = C +1iC (é o valor futuro apés o 1° periodo).
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My = C +iC +1iC (é o valor futuro ap6s o 2° periodo).
Repetindo esse processo t vezes, obtemos:
M, = C+iC +iC +.. +iC (é o valor futuro ap6s o t-ésimo periodo).

Assim, o cdlculo do montante em forma de capitalizagdo simples é expresso por:

M =C(1+it). (1.1)

Note que a equagdo de juros simples M (t) = C(1 + it) esta relacionada a uma
fungdo afim crescente cujo dominio é R*, definida por um polindmio do 1° grau na

varidvel t e cujo o grafico é uma reta.

Segundo (LIMA) 2017), uma fungdo f : Dom(f) — R com Dom(f) C R chama-se
afim quando existem constantes reias a e b tais que f(z) = ax+b para todo = € Dom/(f).
Entdo, de M(t) = C(1 + it) obtemos

M(t) = C + Cit,

ondea=Cieb=C.

Assim teremos uma func¢do com as caracteristicas de uma fungdo afim M(t) =

at + bna variavel .

Agora iremos considerar um capital C aplicado a uma taxa percentual de juros i,
por um periodo de tempo ¢, onde o montante gerado nessa aplicacdo seja o acréscimo
entre o montante anterior e o valor dos juros sobre esse montante, a partir do segundo
periodo. Dessa forma, o valor do montante M é calculado da seguinte forma durante

os t periodos:
M, = C + C'i (é o valor futuro ap6s o 1° periodo).
My = M, + M;i (é o valor futuro apés o 2° periodo).

Suponha que tenhamos M, = C'(1 + i)". Entdo

My =CA+) ' +CA+9)i=CA+i) *(1+i)=C(1+4)
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Dessa forma, o calculo do montante na forma de capitalizagdo composta é ex-
presso por:
M, =C(1+1i) (1.2)

A expressdo acima é a base para a realizagdo dos célculos financeiros, aplicandos
a contas bancdarias, empréstimos, hipotecas e anunidades (Maor, 2008, p.43). Através
dela, a comunidade bancdria aplica varios tipos de composigdo de taxa de juros (anual,

semestral, trimestral, semanal e mesmo diério).

Observe que ela esta relacionada a uma fungio exponencial crescente cujo dominio
éRT.

Ainda, segundo (Lima, 2017; p.161), uma fungdo f : Dom(f) — R com Dom(f) C
R é de tipo exponencial quando existem constantes reais a e b tais que f(z) = ba” para
todo x € Dom(f). M(t) = C(1 + i)' se enquadra nessas caracteristicas, pois a partir
dela obtemos
M(t) = ba',

aotomarmosb=Cea=1-+1.

Suponhamos que uma aplica¢do de juros compostos anual fosse feita n vezes ao
ano e para cada periodo usarmos uma taxa de juros anual dividida por n. Como em ¢

anos existem nt perfodos de aplica¢des, um capital C, ap6s t anos renderd

M:C(1+%)n (1.3)

Segundo Maor, isso nos leva a observar que a equagdo|1.2/é apenas um caso par-
ticular da equagédo quando n=1. Para abreviar nossa discussdo e focar no objetivo
que é definirmos o nimero de Euler, vamos assumir que C e t valem uma unidade,

monetdria e temporal, respectivamente. Assim veremos que a equagdo 1.3[se torna
1 n
M=11+— (1.4)
n

Assim, podemos investigar o comportamento da equagéo|[I.4 pelos valores cres-

centes de n naturais maiores ou iguais a 1. Com esses resultados obtidos, é possivel
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intuir que para qualquer valor de n superior a 10.000.000, as cinco primeiras casas de-
cimais do resultado ndo sdo alteradas. A partir dai, as alteragdes parecem ficar cada
vez menos significativas. E esse padrdo continua e, ndo importard o qudo elevado
seja o valor de n, os valores da equacdo [1.4 estacionam em algum valor em torno de
2,71828. Esse comportamente foi confirmado por uma cuidadosa andlise matematica,
COmo veremos.

1
2

Veremos adiante que, conforme escolhemos n suficientemente grande, (1 +
se aproxima de um ntmero real, que denominaremos ntimero de Euler. Porém, se-
gundo Moar, o mais provavel é que suas origens estejam ligadas ao século XVII, com
o aparecimento das aplicagdes dos logaritmos por John Napier ( 1550 -1617). Nesse
periodo, os mateméticos ndo detinham o conhecimento de limites, o que leva a crer
que o surgimento desse namero estd ligado ao empirismo, método usado por algumas
ciéncias, como a fisica e astronomia, que se baseiam em evidéncias experimentais ou
observacionais. Além disso, pelo contexto histérico dessa época levanta-se também a
hipétese de que o surgimento desse nimero também esteja ligado as agdes comerciais,
j& que esse periodo foi ligado por um enorme crescimento do comércio e das transagdes

internacionais com o uso dos juros compostos.

Faremos agora uma andlise da sequéncia S, = (1 + 2)" com o propésito de de-
terminar o seu limite quando n tende a infinito. Os conceitos bésicos de limites de
A . ~ . A . . 1 .
sequéncias estdo descritos no Apéndice B. Facilmente percebemos que - se aproxima
de zero quando n ¢é suficientemente grande e assim (1 + 1) se aproxima a 1, embora
seja sempre maior do que 1. Também, podemos perceber que ao aumentarmos signi-
ficativamente o valor de n, o valor de (1+ 1) torna-se cada vez mais préximo de 1,

apesar de ser maior do que 1 e consequentemente ndo havendo um crescimento signi-
. . n
ficativo de (1 + 1)", conforme tabela

Observemos a tabela abaixo, mostrando a evolugdo da expressdo (1 + )" com

o0 aumento dos valores de n.
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Ln [ M=(0+)"]

1 2

2 2,25

3 | 2,37037

1| 244141

5 | 248832

10 | 2,5974
100 | 2,70481

1.000 2,71692

10.000 2,71815

100.000 | 2,71827

1.000.000 | 2,71828

10.000.000 | 2,71828

TABELA 1.1. Os valores de M = (1 + 1)" com até cinco casa decimais, para alguns valores n entre 1 e
10.000.000

A convergéncia dessa sequéncia é garantida pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1.6 : A sequéncia (1 + )" é convergente.

Demonstragdo: Tomemos como ponto de partida a formula binomial de Newton:

(x+y)" = (g)az" + (1" "y + (Z)x”_zyQ +.. +(nf1):vy"_1 + (")y" (1.5)

n

ou
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Onde () = -ty em particular

kl(n—k)!'n
n! I n! I nan—-1)n—-2)---(n—k+1)n—-k)!1
El(n—k)nk — nk(n—k)\kl n*(n — k)! k!
_onn=1mn-2)---(n—k+1)1
N nk k!
n—1)mn-1)---(n—1) 1
_ (=1 nk)1 ( )E

Logo, (1+ )" <340 1

Agora observe que Y _ % < 1+ Y77 5, pois

i1—1+1+1+1+ +1<1+1+1+1+ +1
k:ok!_ 2 6 n! = 2 4 on—1"

Como Z;‘:—& 5 € limitada pela soma infinita da PG de razdo 1/2 acrescida de 1, a sequén-

cia (1 + +)™ é monétona e limitada, portanto convergente.

Segundo Moar, a descoberta dessa convergéncia, foi inicialmente mais uma ob-
servacdo experimental do que uma andlise criteriosa matematica. Porém, Jakob Ber-
. . . . 24 ~ . 1 n
noulli foi o primeiro matematico a mostrar uma conexao entre lim,,_, o (1 + ;) eo
. . . - n
problema de juros compostos continuos. Ao expandir a expresssao (1 + )", de acordo
com o teorema binomial, ele mostrou que seu limite deve estar entre 2 e 3. J4 o simbolo

para esse numero s6 veio surgir com Euler no século seguinte.

Portanto, iremos aqui definir entdo o niimero de Euler como o limite da sequén-
cia (1+ %)" Uma outra caracterizagdo do ntimero de Euler pode ser dada pela sequén-

cia (3°;_, 7 )nen, COMO apresentamos na seguinte proposigao.

Proposigdo 1.1.1 : O Niimero de Euler pode ser definido por : e = lim, 00 > p_o 2

Demonstragdo: E suficiente mostrar que lim, oo (1+1)" = lim, 400 > p_ g5 = €. Na
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prova do teorema anterior, fazendo n — oo (mantendo k fixo),  tende a zero e portanto
(1= )" tendea 1.

Dessa forma, obtemos

A demonstracdo acima nos ajuda a tecer ainda a conclusio que
lim,, oo (1 + %)n < 3 pertence ao intervalo real (2,3) e como consequéncia ime-

diata que funcdo f(z) = (1+ 1)” é monoétona, limitada e portanto convergente.

Na tabela abaixo, apresentamos as sete primeiras somas que determinam o valor

do lim,, 0 Y4, 75 quando substituimos pelos niimeros naturais de 1 a 7:

| Soma \ > u |
1 2 2
2 24 3 2,25
3 2+ 141 2,666...
i 2yl ly L 2,708333...
5 2+l+l+Ll+L 2,71666...
6| 2+1+ltL+ L+l 2,7180555...
72+ 1+ i+ L+ L4 L+ 1 |2,718253968...

TABELA 1.2. Valores de }° £ quando n variade 1a 7

Obervamos na tabela acima, que o rapido crescimento dos denominadores pro-
move uma drastica diminui¢do nos valores das parcelas dessa soma, de modo que ela
converge com muita rapidez. Além disso, usar essa série é mais comodo para realizar
os célculos do que as poténcias da expressdo (1 + 2)". Isso tem um papel fundamental
na prova da existéncia do lim,_, (1 + %)n = e. Mais adiante, demonstraremos que
esse nimero se trata de um ntmero irracional. Porém, até o presente momento, apre-
sentamos uma possibilidade de defini¢do do niimero de Euler. Contudo, mais adiante

veremos outras formas como ele pode ser definido ou representado.
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1.2 Logaritmos de Napier

Nessa se¢do apresentaremos o niimero de Euler a partir dos trabalhos de Napier

na construgdo dos estudos e propriedades dos logaritmos.

Segundo Moar, ndo se tem um relato sobre como Napier chegou na idéia que
resultaria em sua invencdo. O que se sabe, é que ele possuia um consideravel conhe-

cimento em trigonometria e que sem diivida tinha um grande dominio da férmula:

cos(A— B) — cos(A+ B)
2

(1.6)

senA - senB =

Esta, e outras semelhantes para cosA - cosB e senA - cosB, eram chamadas de
regras prostafaréticas, que em grego significa “adigdo e subtracdo”. A importancia de
térmulas, como a equagdo estd no fato de ser mais simples somar ou subtrair do
que multiplicar e dividir. Elas fornecem um sistema primitivo de redu¢do de uma
operagao aritmética para outra, mais simples. Porém, antes de Napier, o0 matematico
alemdo Michael Stifel (1487-1567), em seu livro Arithmetica integra (1544), formulou
esta reducdo de uma operacdo aritmética para outra, mais simples, dando significado

as propriedades de poténcias de mesma base, que conhecemos hoje.

Dados a € Q en € Z, a poténcia de a" é definida como o produto de n fatores

iguais a a. Dados m, n € Z, valem as propriedades:

Porém, enquanto Stifel s6 usava expoentes inteiros, Napier desejava estender
essa idéia aos numeros decimais. Para a realizacdo de seu intenso trabalho, ele resolveu
utilizar como base das poténcias um ntimero suficientemente pequeno, de modo que
essas poténcias crescam de forma lenta. Como o uso dos expoentes fracionarios nao
eram bem conhecido por Napier, ele escolheu o nimero 1 — 1077 ou 0,9999999, que
representava a diferenga entre o valor do raio de um circulo unitério e sua 10~ parte,

j& que estava envolvido, nessa época, com os estudos do cdlculos trigonométricos.
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Ap6s arduos vinte anos, John Napier concluiu seu trabalho obtendo uma tabela

contendo 101 elementos com a seguinte sequéncia:

\ calculo | valor |

107 10000000
107(1—107) | 9999999
107(1 — 10-7)2 | 9999998
107(1 = 107)3 | 9999997

WIN| =B

10 | 107(1 = 10-7)™ | 9999990

50 | 107(1—10-7)™ | 9999990

100 | 107(1 — 10-7)™ | 9999900

TABELA 1.3. Tabela contendo alguns dos 101 elementos calculados por Napier

Dessa forma ele produziu uma progresséo geométrica cujo primeiro termo é 107
e a razdo é (1 — 1077). Ele ainda criou mais duas tabelas, novamente iniciando com
107, mas usando como razdo (1 — 10~°) com cinquenta e um elementos, cujo tltimo foi
107(1 — 107°)5% = 9995001, e a outra com razdo 0,9995 com vinte elementos cujo tltimo
foi 107(0,9995)°° = 9900473. Ainda criou uma quarta tabela de razdo 0,99 cujo tltimo
elemento valia mais ou menos 4998609. Aos expoentes de 0 a 100 ele chamou inici-
almente de “ntimero artificial” e posteriormente de logaritmos, que significa ntimero
proporcional. Por exemplo, 50 é logaritmo de 9995001. Assim, utilizando uma notagao
algébrica, N = 107(1 — 1077)* ou log Nap10” = L, onde o expoente L é o logaritmo

(neperiano) de N.

Ja no século seguinte, Euler apresentou os logaritmos com aspectos diferentes
de Napier. Se N = bL, onde b é um nimero fixo positivo, diferente a 1, entdo L é o

logaritmo de base b de N.

Pelo sistema de Napier, L = 0 corresponde a N = 10"(ou seja, log Napl0” =
0), ja no sistema proposto por Euler L = 0 corresponde a N = 1 (ou seja, logl =
0). A vantagem da defini¢do de Euler em comparagdo a definicdo de Napier é que o

logaritmo de Euler tem propriedades aritméticas (log(zy) = log(z)+log(y) e log(x/y) =
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log(z) —log(y) , com z e y reais positivos) mais consistentes, que ndo possuem a mesma
validade para o logaritmo Naperiano. Essas propriedades podem estdo descritas no
Capitulo seguinte desse Trabalho. Contudo, o trabalho de Napier foi fundamental ao

desenvolvimento das ideias de Euler.

Porém, com seus estudos e a partir da utilizacdo da sua notagdo algébrica N =
107(1 — 10~7)*, Napier, realmente, s6 chegou perto de descobrir o nimero 1, definido

como o limite de (1 — 1)" quando n tende ao infinito.

n

Vimos, que sua defini¢do de logaritmos equivale a equagdo N = 107(1 — 10)*. A
partir de algumas manipulag¢des e fazendo mudancas de escala nas varidveis, obtemos

= 17107 107 p .
aexpressdo (1-107)1 = (1 — =), que é um valor aproximado de . Isso nos leva a

107
intuir que os logaritmos de Napier sdo logaritmos de base <. Porém, ndo descobriu essa
base. Ele ndo pensava em termos de base, pois o termo base s6 veio com o surgimento

dos logaritmos de base 10, que conhecemos hoje.

1.3 O numero de Euler como limite de raizes n-ésimas

Nesta secdo, traremos mais uma defini¢do possivel para o namero de Euler,
através de aproximagdes por uma sequéncia de ntimeros reais. Tomamos como base
(NETO, 2015), onde podem ser consultados mais detalhes. Porém, iniciaremos com a
apresentagdo dos teoremas 1.3.1 e 1.3.2 que servirdo de alicerces teéricos para a referida

definicdo.

Para melhor entendimento das ideias, apresentamos aqui algumas propriedades
de sequéncias de niimeros reais. Para um aprofundamento destes topicos recomenda-
mos a leitura do Apéndice B e (LIMA} 2010).

Teorema 1.3.1 Sejam as sequéncias x,,y, € z,. Se x, < z, < y, para todo n natural e
limz, = limy, = aentdo lim z,, = a.

Demosntragdo: Dado € > 0, existem ny,ny € N tais que n > ny implica x,, € (a — €,a + €)
en > ny implica y, € (a — €,a + €). Pondo ng = max{ny,ne}, seque que n > ngy implica

a—e<z, <z, <y, <a+e¢ dondelimz, = a.
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Exemplo: Seja a um ntiimero real positivo e n um ntimero natural maior igual a 1. A

sequéncia a,, dada por a,, = {/a fatisfaz lim /a = 1.

Se a > 1, entdo a,, > 1. Escreva a, = 1+ b,, de modo que b,, > 0. Como, pela

desigualdade de Bernoulli
a=(a,)" =(14+b,)" > 1+ nb,,

que pelo do bindmio de Newton, segue que 0 < b, < 1 + nb, < a e dai, pelo teorema
0 < b, < 1. Portanto, como lim ¢! converge para zero e a, = 1+ b,, a,

converge para 1, lima» = lim {/a = 1.

Caso,0<a<1,a,=1/a, = (/g = #a tende para 1, pois {/a tende para 1.

1
an

Como consequéncia do exemplo acima, lim -7— = lim +_\/§a =1.

an+l

Teorema 1.3.2 Seja (a,,) uma sequéncia limitada de niimeros reais positivos. Tem-se

.. a .. . . a
limin f "< im inf/a, < limsup/a, < limsup il (1.7)

Qn n
Em particular, caso lim “’;—“ exista, lim az—“ = lim ¥a, .

An+1

an

Demonstracgdo: Basta provar que lim sup {/a,, < lim sup

Suponha por absurdo que existe um nimero real c tal que limsup=2* < ¢ <
lim sup {/a,,. Da desigualdade 1.7 resulta a existéncia de p € N tal que n > p implica az—zl <ec

Assim, para todo n > p,
Qp41 Ap4-2 a
R A —
Qyp Ap41 Qp—1

Multiplicando membro a membro por estas n — p desigualdades, obtém-se

Gp+1 Gp+2 (n
e = <c

ap ap+1 Ap—1

implicando em %2 < ¢*7P ou a,, = % - ¢*. Pondo k = %, podemos afirmar que se n > p,

entdo a,, < k - ¢*. No exemplo apds o teorema 1.3.1, vimos que lim V/k = 1, logo lim ¢/k = c.

Seque-se entio da desigualdade 1.7 que lim sup /@, < lim supVk - c = c.
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Essa contradigdo prova o Teorema. Isto é, concluimos que lim sup 3/a, < lim sup*t

E analogamente, pode-se provar que limin = < liminf {/a, .
Usaremos os resultados acima para provar que lim,,_, e
Teorema 1.3.3 lim,,_, VLE =e.

Demonstrag¢do: Escrevendo x, = % =7 ”n—T,L e denotando y,, = %, istoé, v, = /y,.

Agora, do teorema lim /v, = lim yz—:l se este iltimo existir. Assim,

Yn+1 (n+ 1) . n"
ye  (m+D ol
~ (n4+ 1) nl
TR
 (n+1D)n+1) n!
B (n+1Ln! 0

L (1)

. . n .
Portanto, lim ,{/Lﬁ = lim (1 + %) = e, COMO queriamos mostrar.

Assim, a partir desse tltimo teorema, podemos definir o nimrero de Euler como

limite das raizes e-nésimas da forma 7=, quando n tende ao infinito.

1.4 Irracionalidade do numero de Euler

~ . . 1 . P ,
Na segdo 1.1, vimos que e = } ;- ;;- Agora, iremos mostrar que e € um ntimero
irracional e essa prova serd realizada por absurdo, admitido inicialmente que ele seja

um namero racional.
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Teorema 1.4.1 O niimero e é um niimero irracional.
Demonstracdo Suponhamos que existam m e n naturais coprimos, tais que e = ™, comn > 2.
vimos da se¢iio 1.1 que 2 < e < 3. Dai, se multiplicarmos ambos os membros da equagio e =

por n!, obtemos

e-nl= (—) -nl=m(n—1)!. (1.8)

Note que a expressiio m(n— 1)! é um niimero inteiro, logo e-n! = >3 ™ é um niimero

inteiro. Escrevendo

Zk—z a2
k=0 k= 0 k=n+1

n n! __ nl n! n! n! n' 5
e observando que } o3 = G T 4 + 5+ 5ty o € também um mimero inteiro, jd
que 0 < k < n. E para mostraremos uma contradicio e chegarmos, finalmente num absurdo,

mostraremos que Y po. | " ndo é um niimero inteiro.

De fato, se considerarmos n > 2

o0

n! 1 1 1
= = + + +
k:zn;rlk! n+1 (nm+1)n+2) nm+1)(n+2)(n+3)!
< L1y
- 3 34 3-4-5
= 1
< Z@
k=1

Como 1 35 € uma série geométrica infinita de razdo %, ela é convergente e, além
o

disso,

nl 1 . - . . .

Assim Y52 W < 5, eo0segundo membro da igualdade nio é inteiro, o que contradiz

com e - n! que é um nmiimero inteiro. Dai concluimos que e ndo representa uma razio de dois
niimeros inteiros coprimos m e n, com n. > 2. Com isso, certificamos que ele é um niimero

irracional.

Além das caracterizagdes acima do ntimero de Euler, podemos citar também a
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sua representacdo a partir das fragdes continuas:

1

e=2+ T

1+ 55

1+

1+ il
=

(1.9)

No capitulo seguinte, veremos outras caracteriza¢des para o nimero de Euler, como

no calculo da area sob a hipérbole equilatera.



Capitulo 2

Funcoes exponenciais e Logaritmicas

Neste capitulo, serdo exibidos os conceitos de poténcias de expoente real, bem
como de fungdes exponenciais e logaritmicas que servirdo de embasamento tedrico
para o desenvolvimento do nosso trabalho, outra parte desse contetido consta no dpen-
dice ap6s a Conclusdo. Suas se¢des, construidas ao longo desse Capitulo, tiveram como
principais referéncias bibliograficas (MOAR, 2008), (LIMA, 2017) e (NETO, 2015).

As fungdes exponenciais estdo ligadas a eventos que apresentam crescimento ou
decrescimento semelhantes a capitaliza¢do a juros compostos. As fung¢des logaritmicas
também estdo ligadas a esses fenomenos, sendo definidas como fungao inversa das

exponenciais.

Para realizarmos o estudo das fun¢des exponencial e logaritmo, as propriedades
das poténcias de um niimero real com expoente real sdo de suma importancia e servem
de embasamento preliminar para o desenvolvimento das propriedades e caracteriza-
¢do dessas fungdes. Por isso, primeiramente, serd apresentada neste Capitulo uma

revisdo de poténcias e, em seguida, serdo definidas fun¢des exponenciais e logaritmo.

2.1 Poténcias com Expoente Real

Introduziremos gradativamente o conceito de poténcia, a partir de seus expo-
entes. Primeiro considerando-os pertencentes ao conjunto dos nimeros naturais, em
seguida inteiros, racionais e por fim, irracionais. Pois, como ja sabemos, o conjunto dos

numeros reais € resultado da unido desses dois conjuntos.

21
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2.1.1 Poténcias com Expoente Natural

Definigao 2.1.1 Seja um niimero real a. Qualquer que seja n € N, a poténcia de base a e

expoente n é o niimero real a", definido como a® = 1; e por "' = a - a™ para todo n.

Dessa definigdo segue que

at=a""t=a-a"=a-1=a,
a>=a=a-al =a-a,
ad=ad"=a-a*=a-a-a

e intuitivamente

(n—1)

=a-a =a-a-..-a, paran >1-

——

nfatores
Proposic¢do 2.1.1 Quaisquer que sejam m,n € N e para todo niimero real a, a™ - a" = a™*™".

Demonstrac¢do: Essa proposicio pode ser verificada por indugdo em n > 1 e fixando o

valor de m.

Para n = 1,por definigio a™* = a-a™ = a™ -a = a™ - a'. Logo, ela é vdlida para

n = 1.

Agora, supondo que a™ - a* = o™ para algum k natural, mostremos que essa ela

também é vdlida para k + 1.

Como a™ - a**t = a™ - (a* - a) = (a™ - a*) - a, pela hipétese de indugio e com uso da

definigdo de poténcia com expoente natural, segue que (a™ - a¥) - a = a™* - a = o™ . o! =
gk — gme (k1)

Portanto, ¢ - a™ = o™ para quaisquer que sejam m,n € N e para todos os

numeros reais a.

Esse fato, nos leva a perceber que para my, mo, .., m; € N quaisquer,

. amk — aml—l—mg—&—“.—&-mk .
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Em particular, se m; = my = ... = my = m entdo (a™)* = a™*.
Agora observe que, se a > 1, entdo a™t > a" e, ao multiplicarmos ambos os

membros de @ > 1 por a”, obtemos
2 n n+1
a>l=1l<a<a"<.<a"<a < ..,

Além disso,

O<a<l=1>a>d’>.>a">a" >,

quando multiplicamos ambos os membros de a < 1 por a”.

Entdo, a sequéncia (a,)nen = (a,a?, a3, ..,a", a™*, ) cujo n — ésimo termo é a”
é crescente quando a > 1, decrescente quando 0 < a < 1 e constante caso a = 1 com

todos os seus termos iguais a um.

Lema 2.1.1 Sejam a,b € R. Se a > 1, entdo existe n € N tal que a™ > 0.

Demonstrac¢do: Para provar isto, escolhemos um d € Rtalquea =1+ dcome b > 0.

Pela desigualdade de Bernoulli, a” = (1 4+ d)™ > 1+ nd, pois d > 0. Logo, se tomarmos

n > @, entdo 1 + nd > b e, assim temos que a" = (1 + d)” > 1 + nd > b. E portanto,

podemos concluir que a” > b.

2.1.2 Poténcia de Expoente Inteiro

Definigao 2.1.2 Seja um niimero real a. Qualquer que seja n € 7, a poténcia de base a e

expoente n é o niimero real a™ definido como:

Observe que pela definicdo acima, e sendo a partir dela a” e a™" dois ntimeros
1

a—"n"*

reais inversos um do outro, podemos reescrevé-la como, a=1lea” =

E usando esse fato e sendo n natural, segue a seguinte proposigao.
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Proposicdo 2.1.2 a™ - a" = o™, para quaisquer que sejam m,n € Z e para todo niimero
real a, tem-se que a™ - a™ = a™*".

Demonstragdo: Por defini¢io, a™ - a" = -1 - -1 onde —m, —n € N . Dessa forma,
a

a—"

usando a proposi¢do e novamente a definigdo obtemos

.a = 1 1 _ 1 — 1 ):am—l—n

a—m a—" a—m.q—"n a—(m+n

E facil verificar, em virtude disso, que a fungdo f : Z — R, dada por f(n) =

a",comn € Z, cumpre a igualdade f(m + n) = f(m) - f(n). Isso ocorre porque f(m +

2.1.3 Poténcia de um Numero Racional

Definicdo 2.1.3 Seja um niimero real a > 0. Qualquer que seja m € Z e n € N*, a poténcia

de base a e expoente r = € Q é o miimero real a” definido por an = /a™.

Como consequéncia dessa definigdo, se ™ = T—;’ para todo natural p > 1, entdo
Vam™ = %/amr, mostrando que a estd bem definida desta forma . Essa observagdo

pode ser verificada pelo fato de p ser um namero natural.

.~ : . B e .
Proposicdo 2.1.3 Para quaisquer que sejam r = -, s = 2 € Q e para todo niimero real
my mg my | my

a>0am -agm2 =am ' n2,

Demonstracdo: Por definigio e usando a consequéncia acima,

m] m2 mj-n2 ma-ny

am -qn2 = qgnine - qr2n = LR gmine . "2/ gmanr — "2/ gming . gmany £

mq-no mo-ni mi mo

mi-ng+mo-nqg
1 32/ am1-n2+m2-n1 =a ny-no = q 12 ngml — q "1 ng

Decorre dessa proposicdo que

(ar>n — ar . CLT . CLT — ar+r+m+r — 4T m
D —

nfatores
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pois m = r - n. Logo, a” € um ntiimero positivo cuja n — ésima poténcia é a™.

Outro fato observavel, é que a imagem das poténcias a”, com r € Q, embora nado
contenha todos os ntimeros reias positivos, elas estdo espalhadas densamente em R,

desde que a # 1.

Lema 2.1.2 Seja um niimero real positivo a # 1, densamente em todo R, existe alguma potén-

ciaa”, comr € Q.

. Com
Demonstracdo: Dados 0 < o < f3, devemos achar r = ™ € Q tal que o < a" < f3.
Suponha a e o ambos maiores de que 1, porém os demais casos podem ser analisados de modo

andlogo.
Considere os ntimeros naturais M e n e o nimero inteiro m tais que
M -
a<pf<alel<a<(1+552)m

Da dltima relagdo obtemos

1<a%<1+5a},ae0<04M(a%—1)<B—a.

Logo,

+1

m o, 1 m -
< M=0<an(ar—1)<f-a&0<a» —a» <f—oa

1 2 - . .
Portanto, a°,a»,an,--- ,a™ sdo extremos de intervalos consecutivos, todos de
modulo menor do que o médulo de f — a, 0 comprimento do intervalo [a, 5]. Como

[, 8] C [1,aM], pelo menos um dos extremos, digamos a™ , est4 no intervalo [a, 3].

Definicao 2.1.4 Dado um niimero real a # 1 e sendo x um niimero irracional, entdo definimos
o niimero real a® cujas as aproximagio por falta sdo as poténcias a”com r racional menor do que
T e cujas as aproximagdes por excesso sio as poténcias a® com s racional maior do que x. Ou

seja:
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r<z<s comr,secQ=a <a® <a’

O exemplo abaixo foi extraido do livro (PAIVA, 2000):

Exemplo 2.1.1 Como podemos calcular 3v2?

Sabemos que V2 = 1,41421356... é um mimero irracional. Para calcularmos 3‘/5, inici-

almente apresentaremos as tabelas abaixo:

] Valores = de /2 aproximados por falta \ Valores t de /2 aproximados por excesso

14 1,5
1,41 1,42
1,414 1,415
1,4142 1,4143

Valores 3%, onde x é valor de /2 aproximado
por falta

Valores 3!, onde t é valor de /2 aproximado por
excesso

344 = 4,655536722

315 =5, 196152423

344 = 4,706965002

3142 = 4, 758961394

LAY = 4727695035

LA = 47228991793

LA =4 729253463

3LA2 = 4 72873393

Fonte: Manuel Paiva (2000)

O wvalores de 3" e 3! convergem para um mesmo valor a medida que x converge para

t. Esse niimero é definido como 3V2. Observe que, até onde construimos as tabelas, percebemos

que:

4,72873393 < 3V2 < 4,729253463.

Dessa forma, para verificar a propriedade a™ - a" = ™" com m,n irracionais,

basta pensar que sempre temos dois racionais bem préximos a cada um deles (um

aproximado por falta e o outro aproximado por excesso).




2.2. FUNGCOES EXPONENCIAIS E AS PROGRESSOES 27

2.2 Funcoes Exponenciais e as progressoes

Definicao 2.2.1 Chama-se fungio exponencial toda fungio f : R — R definida por f(z) =
a®, tal que a é um niimero positivo e diferente de 1. Ela satisfaz as sequintes propriedades, para

quaisquer x e y reais:
1. a® - a¥ = a*"V;
2. a' =q
. r<y=dad" <a’quandoa>lex <y=a®>a’quando0 < a < 1;

4. f(x) = a® é ilimitada superiormente caso a > 1 e ilimitada in feriormente

caso 0 < a < 1;
5. A fungdo exponencial é continua;
6. A fungio exponencial f : R — RY,f(z) = a*, a # 1, é sobrejetiva.

7. A fungio exponencial f : R — R*, f(z) = a”, a # 1, é injetiva.

Das propriedades|f e [7] concluimos que a fungdo exponencial é bijetiva. Ou seja,

ela estabelece uma correspondéncia biunivoca entre R e R*.

Definicdo 2.2.2 Uma fungio f : R — R, é do tipo exponencial se f(x) = b - a® para todo

real, onde a e b sdo constantes positivas. Se a > 1, f é crescentee 0 < a < 1, f é decrescente.

Seja f : R - R, f(z) = b-a® uma fungdo de tipo exponencial. Se a sequéncia
(21, %2,.., Tn,... ) € uma progressio aritmética de razao h, isto é, z,41 = =, + h, entdo
os valores f(xzy) = b-a™, f(z2) = b-a™,.., f(z,) = b-a®,.., formam uma progressio

geométrica de razdo a", pois

f(@ng1) =b-a™ =b-a™*" = (ba™) - d" = f(z,)-d".

Como o (n+1)—ésimo da progressdo aritmética dada é x,, 1 = x1+nh, f(T,+1)

f(z1) - A", onde A = a". Particularmente, para z; = 0, f(z1) = b e portantof(z,1)
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b- A". Vejam um exemplo de uma fungao de tipo exponencial aplicado no célculo de

juros.

Exemplo 2.2.1 Se um capital inicial ¢, é aplicado a juros fixos, entdo depois de decorrido um
tempo t, o capital existente é dado por c(t) = co - a'. Se tirarmos extratos da conta nos tempos
0, h, 2h, 3h,..., teremos c(0) = ¢y, c(h) = cy- A, c(2h) = co- A%, ¢(3h) = ¢+ A3, onde A = a".

Portanto, a evolugdo do saldo, quando calculado em intervalos iguais de A uni-

dades de tempo, é dada pela progressdo geométrica:

{2 3
Co, Co A, C()A ,Co A yoer

Teorema 2.2.3 Seja f : R — R, uma fungio mondtona injetiva que transforma toda progres-

sdo aritmética (xq, Xa,... , Tp,... ) NUMA progressio geométrica (yi, Ya,... , Yn,...), COM Yy, = f(2y,).

% teremos f(x) = b - a® para qualquer x real.

Se pusermos b = f(0) e a

Demonstragdo: Seja b = f(0). A fungio g : R — RT, definida por g(x) = @, é

mondtona injetiva, continua transformando progressoes aritméticas em progressoes geométricas
e tem-se g(0) = 1. Dado qualquer x € R, a sequéncia (x,0, —x) é uma progresso aritmética

L) é uma progressio geométrica de

b-a®

de razido —zx, logo g(z) = @,9(0) = 1l,9(—x) =

razio g(—x) = =. Sejam agoran € Nex € R. A sequéncia (0,z,2x,..,n - ) é uma

progressio aritmética de razio x, logo (g(0) = 1,9(z) = a”, g(2x) = a**,..,g(nz) = a"*) é
uma progressio geométrica de razio g(x). Entdo seu (n + 1)-ésimo termo é g(nx) = g(x)"".
Se —n é um inteiro negativo, entio

1 1

M= o)~ gy O

Portanto, vale g(nz) = g(x)"* para qualquer n € Z e x real. Seque desse teorema que,

pondo a = g(1) = %, tem-se g(x) = a*, ou seja, f(x) =b- a”, para todo x € R.
Teorema 2.2.4 Sea fungio g : R — Rédo g(x) =b-a", entdo W = a" — 1, qualquer

x,h eR.
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Demonstragdo: Sendo g(x) =b-a",

glea+h)—glx) b-a™—b-a® b-a"(a" —1)
g(x) B b-a® B b-a®

Observamos que esse quociente depende apenas do valor de h e que por uma manipu-

lagdo algébrica essa igualdade pode ser escrita como % = a".

2.3 Os logaritmos e as Funcoes Logaritmicas

Definicdo 2.3.1 Um niimero real x é chamado de logaritmo de b na base a # 1, e indicado por

log b, quando a® = b.
Podemos, entdo, escrever a* = b < x = log ,b com a,b € R,a # 1.
Assim, por defini¢do, o logaritmos de b na base a é o expoente = ao qual devemos

elevar o nimero a para obter b. Nesse relacdo, chamamos a de base do logaritmo, b

logaritmando ou antilogaritmo e x de logaritmo.

Exemplo 2.3.1 Aplicando a definicdo de logaritmos, calcule o valor da expressio S = log, 32+
log, 0,0625 — log,, /5 144.

Resolucdo:

Fazendo x = log, 32,y = log, 0,0625, z = log,, 5 144,
r=10g,32=2"=32=2"=2=1=5.

y =10g,0,0625 = 4¥ = 0,00625 = 4" = {3 —= 4V = L — y = —2.

z=logy 5144 = (2v/3)* = 144 = V12" =122 = 125 = 12 —= > =4

Portanto, S =x+y—z2=5+(-2)—4=1

Como consequéncia da definicdo, podemos destacar algumas curiosidades.

Sendo 1 > 0,b > 0, c e m um ntmero real qualquer,
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1. log,1=0.

De fato,log,1 =2 =—=a"=1=a*=a’ = 2 = 0.

2. log,a = 1.

De fato, log,a = = a* =a =z = 1.

3. log,a™ =m.

De fato, log, a™ = v = a* = ™ = x = m.
La

4. log,b=1og,c=b=c.

De fato, log, b =log,c = a* =bea” =c=b=c.

5. a'°8«b = p,

b

Suponha que y = log, b, onde a¥ = b. Logo a'°¢* = x = ¥ = z, e portanto

x =b.

Segue-se imediatamente da relagdo a* - a” = a*™" que log.(x + y) = log.x - log.y
para todo x e y reais positivos. Com efeito, se u = log,z,v = log,y, entdo a" = x,a"” = y.

Logo, x -y = u + v = log,x + log,y.

Exemplo 2.3.2 Mostre a relagio log, © = log,x - logya. Essa relagdo é conhecida como formula

mudanga de base dos logaritmos.
Resolugdo: Suponha que u = log, x e v = log, x. Assim,

r=a" = a%" = log, r = log, a'°®* = log, x - log, a .

Essa propriedade de transformar produtos em somas foi a motivagdo original
para a introducdo dos estudos dos logaritmos, no século XVII principalmente por John
Napier, e de sua popularidade, até bem recentemente, como um eficiente instrumento
de célculo. O uso das calculadoras, cada vez mais desenvolvidas, fez com que essa
utilidade inicial dos logaritmos perdesse o sentido. Entretanto, a fun¢do logaritmo

continua extremamente importante na Matematica e suas aplica¢des.
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Definigio 2.3.2 E chamada Fungio logaritmica de base a, a fungio log, : Rt — R definida
por f(x) = log,x, coma > 0ea # 1.

Vimos na segdo anterior que, para todo ntimero real postivo a # 1, a fungdo
exponencial f(z) : R — R™, f(x) = a”, é crescente se a > 1 e decrescentese 0 < a < 1,
que obedece a propriedade adicional f(z +y) = f(z) - f(y). Desses resultados, segue-
se que f admite uma fungdo inversa. E a inversa da func¢do exponencial de base a
e a funcdo log, : R™ — R definida por f(z) = log,z, com a > 0 e a # 1. Onde,
log, : Rt — R associa a cada ntimero real positivo = ao log,x, chamado o logaritmo de

z na base a.

A fungdo logaritmo é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1, e é impor-
tante observar que somente os nimeros positivos possuem logaritmo no corpo dos re-
ais, pois a fungdo f(z) : R — R*, f(x) = a” s6 assume valores positivos, conforme foi
definida. Além disso, na fun¢ao logaritmos log, x, para uma base a > 1, o ntimero real
x compreendido entre 0 e 1 possui log, # < 0 e os maiores do que 1 possui log, z > 0.
Ja,se 0 < a < 1, o nimero real x compreendidos entre 0 e 1 possue log,z > 0 e e o0s
maiores do que 1 possuem log, = < 0. E importante perceber que as funcdes logaritmos
com base maior de que 1 tétm um crescimento mais lento que as fun¢des exponenciais
com a mesma condi¢do de base, pois o grafico das fungdes y = a” e y = log, x sdo

simétricos, em relagdo aos pontos (z,z) € R2

Teorema 2.3.3 Teorema da Caracterizagio da Fungio Logaritmo

Se f : Rt — R é uma fungdo monédtona injetiva tal que f(x - y) = f(x) + f(y) para

quaisquer z,y € R, entdo existe a > 0 tal que f(x) = log, x.

Demonstracdo: Admitamos que f seja crescente, e o mesmo tratamento é dado pra
quando ela for decrescente. f(1) = f(1-1) = f(1)+ f(1) = 1 e sabemos que para todo a € R™,

f(a) = 1. Como consideramos inicialmente f crescente, e f(a) =1 > 0= f(1),ea > 1. Para
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todo m € N vale

@) = fla-a-.-a)
= fla)- f(a) .. f(a)
= 14+1+.+1l=m,
0 = f(1)=fla"-a™™)
= fl@™)+ fla™)=m+ f(a™™)-

Pela igualdade m + f(a™™) = 0 concluimos que f(a™™) = —m.

Além disso, se tivermos r = “comm € Zen € N, entdo m = rn, portanto m =
f(a™) = f(a™) = f((a")") = n- f(a"). E cosquentemente, f(a") = ™. Esex € R for

irracional, entdo, para r, s racionais tem-se:

r<r<s=a <a"<a = f(a") < f(a®) < (¢°) =1 < f(a®) <s

Dessa forma, todo racional r, menor do que x, é também menor do que f(a”) e todo
racional s, maior do que x, é também maior do que f(a”).Assim, f(a®) = x para todo x € R.

Portanto, f(y) = log, y para todo y > 0.

Agora , vamos observar o caso geral, em que g : R™ — R, tal que

g(z-y) = g(x) + g(y),

» _ in f - — 9(@)
onde jd sabemos que g(1) = 0, como 1 < 2 esendo a fungdo f : R* — Rdada por f(x) = &=,
crescente, se tomarmos g(2) = g(2-1) = g(2)+g(1) = g(2)+0 = ¢g(2) = b > 0, entio teremos
que f(2) = 1. Logo, pela primeira parte da demonstragdo, f(x) = log, x para todo x > 0. Isso

quer dizer que, para todo x > 0, vale

com a = 2v. Tomando log, em ambos os membros da igualdade x = a9 finalmente que

g(x) = log, =
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2.4 Logaritmos Naturais e a Funcao Exponencial de
Base ¢

Os Logaritmos Naturais, representado por In ou log, , também chamados nepe-
rianos, sdo aqueles que apresentam como base o nimero de Euler, representado pela
letra e. Eles sdo considerados os mais importantes nas aplicagdes, especialmente aque-
las envovendo o uso do Célculo Infinitesimal. Toda essa importancia, se deve entre
outras versatilidades, com o uso do Teorema de caracterizagdo dos logaritmos, poder-
mos inclusive apresentar os logaritmos naturais geometricamente, quando sua carac-
terizagdo se d4 ao ser calculado o valor area da figura, formada sob o grafico da fungao
f: RY — R, definida por H = {(z,1);z > 0}, no intervalo real [1, ¢, for igual a 1.
Essa funcao representa o ramo positivo da hipérbole equildtera, por isso também eles
sdo chamados de logaritmos hiberbélicos . O calculo dessa drea é feito pela aproxima-
¢Oes por falta das dres dos retangulos formados pelo grafico de H e eixo das abscissas
do plano cartesiano, que sdo as parti¢des do intervalo real [1,e]. Assim, o nimero e,
base dos logaritmos naturais, é caracterizado pelo fato de que seu logaritmo natural
é igual a 1, ou seja AREA H{ = 1(4rea da faixa da hipébole equildtera compreendida
no intervalo [1, e]) (veja na figura 2.1). E quando, ele é apresentado como o limite da
expressdo (1 + 1)" quando n tende ao infinito, isso quer dizer que e é um nimero real
cujos valores aproximados por falta sdo os nimeros racionais da forma(1l + )" com
n € N e essas aproximagdes sdo tanto melhores melhores quanto maior for o ntimero

n.

Além dessas formas de representacdo, vale ressaltar que nos estudos de cél-
culo diferencial e integral, o logaritmo natural de um nitimero real é definido por
Inz = [{ Ldt (integral da funcdo 1 quando x varia de 1 a t) com « > 0. Por isso, a
solucdo da equacdo [, Ldt = 1 de incognita z é 2 = e. Esse resultado d4 a esse ntimero
um significado geométrico que o relaciona com hipérbole do mesmo modo como 7 se
relaciona com o circulo. Considere a letra A para representar a drea de um circulo de

raio r e de uma hipébole equilétera:
Circulo: A =7mr? = A =7 quandor = 1.

Hipérbole: A =Ilnz = A =1quandox =e.
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Contudo, essa semelhanca até entdo s6 esta no fato em que 7 é o valor da area
do circulo de raio 1 e e é o comprimento linear para qual a drea sob a hipérbole tem
valor 1. Porém com a descoberta da Formula de Euler, ¢?* = cosx + isin z, esses dois
numeros extreitaram as relagdes entre eles, promovento uma notdvel conexao entre as
fungdes exponencial e trigonométricas. Assim, sendo x = 7 nessa equagao, teremos:

iy

e™ = cosm+isinT
e’ = —1+0
e o= —1
e+l = 0 (2.1)

A equacdo (2.1) une cinco importantes constantes da matematica cléssica e qua-
tro grandes dreas da matematica: aritmética, representada pelo 0 e pelo 1; dlgebra pelo

i; geometria pelo 7 e analise pelo e.

1
T

FIGURA 2.1. drea da faixa da hipébole equildtera compreendida no intervalo [1, ¢].

Ja a funcdo exponencial natural pode ser definida por e” = nh_{](r)lo (1 + %)n, que
do ponto de vista do calculo, segundo Richard Courant e Herbert Robbins (Moar, 2008)
tem como importancia o fato de que essa fungdo é a uma fungédo cuja derivada é igual
a prépria fungdo e pelo fato de e desempenhar papel relevante no calculo de areas das
hipérboles. Somado a essas contribui¢des temos também que sua derivada é propr-
cional a prépria fun¢do. Portanto, o papel que as fung¢des reais do tipo exponencial
f(z) = b-e* desempenham na matemadtica e na ciéncia é uma conséquencia desses

fatos (Maor, 2008). Dessa forma, podem ser usadas pra modelar muitas situagdes pro-

blemas que apresentam tanto crescimento quanto decrescimento muito rdpido do seus
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valores com a oscilacdo sensivel de suas varidveis.Assim, mostraremos que a derivada

P2

das fungdes do tipo f(z) = be™ é abe®*.

A derivada de f(z) = be®” é dada por

fi(z) = lim ( f;
alz+h) _ ax
- bflff%e h :
-
az(gah _ {
= blim <h )’

h
—1
e além disso, como lim % = 1 (FLEMMING, 2006)), multiplicando por a os dois

h—0

z(eah_l)
h

termos da fracio < e tomando em seguida k = ah, obtemos

ah
f'(x) = abe™ lim

h—0 ah
k _

= abe™ lim (e D)
k—0 k

= abe®™ .

Podemos escrever k£ = ah e vemos que se h tende a zero, k também tende a zero. Dai,
certicamos que a derivada da fungdo f(z) = be™ é f'(z) = abe®® = abf(z), logo é

proporcional a ao valor de f, tendo como fator de proporcionalidade ab.
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FIGURA 2.2. Griéfico das fungdes f(z) = e eg(z) =Inz

2.5 A espiral logaritmica e o problema da catenaria

Assim como a localizacdo de um ponto P, proposto por Descartes, dando suas
distancias em relacdo a duas linhas ( os eixos x e y) podemos também localizar esse
ponto dando sua distancia r de um ponto fixo O, chamado de pdlo e o angulo 6 entre O P
e a linha de referéncia fixa, digamos o eixo . O par ordenado (r, ) sdo as coordenadas

polares de P, assim como (z, y) sdo as coordenadas retangulares.

Alguns matemaéticos j4 haviam usado as coordenadas polares, porém Jakob Ber-
noulli foi o primeiro a fazer um intensivo uso delas, aplicando-as a um conjunto de
curvas e encontrando suas diversas propriedades, permitindo a ele investigar as ca-
racteristicas de vdrias curvas, cuja favorita era a espiral logaritmica. Essa equacdo é
Inr = af, onde a é uma constante, § é medida do dngulo (em radiano) e In é logaritmo

natural ou "hiperbdlico", como era chamado. Em notagdo moderna, r = e,
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vale observar que se aumentarmos a medida do dngulo em progressado aritimé-
tica de razdo b, a distancia  do p6lo aumenta em proporgdes iguais ou seja em progressao

geométrica de razdo e .

ea(O—i—b) _ ea@ . eab
ea(9+2b) — ea(9+b) . eab
ea(9+3b) — ea(€+2b) . eab

Assim, para um acréscimo nb ao angulo 6, por indu¢do matemaética, obtemos:

ea(6+nb) ea[9+(n—1)b] . eab '

Bernoulli ainda foi responsavel por se debrugar em um dos problemas que ocu-
param a comunidade matematica, no periodo da invengdo do célculo, o problema da
catendria (corrente suspensa). Em maio de 1960 ele publicou em um jornal o seguinte
problema com objetivo de encontrar a curva formada por um fio pendente, livremente
suspenso a partir de dois pontos fixos, cujo o fio seja era flexivel em todas as partes
com espessura e densidade uniformes. Um ano depois, 0 mesmo jornal publicou as

trés solugdes corretas, uma delas pelo seu irmao Johann Bernoulli.

A catendria revelou-se a curva cuja equagdo, em notacdo moderna, é y =

eaz_;'_efaa:

2a
ela pode suportar.

, onde a é uma constante cujo valor depende da sua densidade e a tensdo que

Supondo a = 1 temos y = <E£— e assim podemos observar que

Quando consideradas como fung¢des de varidvel independente z, as equagdes

€E+€7w e <

y="H—ey="F5—

(1707-1775) empregou a notagdo Chz e Sh z para essas fungdes e demonstrou que

. Em 1757, um matemadtico jesuita italiano Vincenzo Riccati
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(Chep)* — (She)* = 1 (sendo ¢ a varidvel independente), mostrando que Ch ¢ e Sh
¢ estdo relacionados a hipérbole z? — y* = 1, assim com seng e cos¢ estdo relacionados
ao circulo de raio unitdrio 22 + y*> = 1. Atualmente essas func¢des sdo chamadas de

cosh¢ e senhg, cosseno hiperbélico e seno hiperbdlico de ¢, respectivamente.



Capitulo 3

A modelagem Matematica e o Numero
de Euler

Para resolver problemas e situagdes reais, em diversos casos, langa-me mao da-
linguagem métematica. Em cada um desses casos, sdo tecidos um modelo matema-
tico, um quantitativo de varidveis que ajude a resolver tal problema, aproximando da
realidade em questdo. Nesse Capitulo, veremos o papel da madelagem matematica na
resolucgdo de situacdes reais e o uso do nimero de Euler nessas situa¢des. Para isso,
traremos defini¢des importantes, ao logo do Capitulo, que sustentam a resolugdo des-
sas aplicagdes. Abordaremos aqui, o ajuste linear de uma equacéo logistica, o ajuste
linear de modelo exponencial assintético, a distribuicdo de Poisson e a distribuicdo de
Gauss, que podem ser encontrados em (BASSANEZI, 2015) e (SPERRANDIO, 2014).
Para isso, admitiremos ja conhecido o cédlculo do valor assintitico, definido mais adi-
ante, a partir do método de Ford-Walford (BASSANEZI, 2015, p.32) , as aplicagdes das
equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem (RODRIGUES) 2018) e os métodos
de integracdo de fragdes parciais (FLEMMING, 2006), (STEWART) 2013).

3.1 A importancia da modelagem matematica

Jana introducédo do seu livro, Bassanezi (2015) diz que a habilidade de empregar
a matematica, em situagdes concretas e em outras dreas do conhecimento humano,
consiste em tornar um problema prético relativamente complexo, transformé-lo num
modelo matemadtico, ou seja, traduzir a questdo para simbologia matemadtica e procurar

uma solucdo que ajude a interpretar a situagdo concreta original.

39
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O uso da modelagem propicia a oportunidade de exercer a criatividade na apli-
cagdo das habilidades matematicas e bem como na formulag¢do de problemas originais.
A modelagem é o processo de criagdo em que estdo definidas as estratégias de agdo do
individuo, principalmente sobre sua realidade, carregada de interpretagdes e subjetivi-
dades proprias de cada modelador. Ela é simplesmente uma estratégia utilizada para
obtermos alguma explicacdo ou entendimento de determinadas situag¢des reais. No
processo de reflexdo sobre a por¢do da realidade, selecionamos os argumentos consi-
derados essenciais e procuramos uma formalizagdo artificial (modelo matematico) que
contemple as relagdes que envolvem tais argumentos. Esse modelo dispde dos seguin-
tes passos: Escolha do tema, coleta de dados e/ou inferéncias sobre o tema, andlise
dos dados e formulagdo de modelos, valida¢do, convergéncia e estabilidade, cdlculo

do valor assintético e variagoes.

E a anélise de dados e formulagdo de modelos que se convencionou chamar de
modelagem matemdtica. Nessa fase, é muito importante observar o comportamento das
varidveis, pois esses modelos sdo dados pela solugédo de sistemas variacionais. Ou seja,
reparar os aspectos comportamentais dessas varidveis e propor uma curva que mais se
ajuste a esse comportamento. Ja a validacdo de um modelo é um processo de aceitagao
ou rejeicdo deste, andlise que é condicionada a varios fatores, sendo preponderante o
confronto dos dados reais com os valores do modelo, que para ser um bom modelo,
deve servir para aplicar os resultados e ter capacidade de propor previsdo de novos
resultados. Porém, nem sempre o primeiro modelo obtido pode satisfazer a andlise
proposta, podendo ser substituido por outros modelos, até chegar num resultado mais
satisfatorio. Ja a observagdo de uma tendéncia nos valores, detectada principalmente
com a confecgdo das tabelas e dos graficos, nos ajuda a fazer certas previsdes, e mate-
maticamente, podemos fazer isso, por exemplo, através das aplicagdes de convergéncia
de sequéncias. E essa convergéncia nos garante a estabilidade da variavel no futuro. E
quando existe tal tendéncia a uma estabilidade dizemos que a curva solu¢do tem um

comportamento assintotico.

O modelo assint6tico possui um importante ingrediente chamado de valor assin-
totico da varidvel independente, que consiste no valor de equilibrio e estabilidade de
uma sequéncia de valores. Para se efetuar esse tipo de ajuste, é preciso de anteméao

desse valor, que corresponde ao valor limite da tendéncia de uma sequéncia quando
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os valores atribuidos a sua variavel cresce. Ou seja, dada uma sequéncia (z,,), se

y* = lim x,,
n—oo

entdo y* é o valor assintético de (x,,).

3.2 O numero de Euler na modelagem matematica

Aqui seré feita a mostra de alguns modelos mateméticos onde o niimero de Eu-
ler aparece como elemento fundamental no ajuste de curvas e em aplica¢des na proba-
bilidade, sem que haja um aprofundamento técnico no contetido. Assim, para se fazer
o0 ajuste de um curva ou regressao é preciso determinar os coeficientes de uma determi-
nada fun¢do, de modo que, num dado intervalo de valores considerados, esta func¢do
e os dados estatisticos sejam “préximos”. Iremos destacar as curvas de ajuste linear
do modelo exponencial assintético e ajuste linear de uma curva logistica e a equagdo

logistica continua.

Um ajuste linear de crescimento exponencial, por exemplo, é usado, quando
numa curva esbogada, pode ser usada uma funcdo do tipo exponencial como modelo

para interpreta-las:
y="ba";a > 0com (b,r € R).

Nas fungdes do tipo exponencial y = be®, onde b > 0, e e é nimero de Euler,

propondo uma mudanca de varidvel e pondo z = In y, temos

Iny=e"=—=2=Inb+Ie” = 2=Inb+ar = z=ax+1Inb.

Observe que a equacdo z = ax + Inb é uma reta e sera crescente quandoa > 0O e

decrescente quando a < 0.

Quando existe uma tendéncia de estabilidade dos dados, podemos usar a se-

guinte curva tipica para o ajuste desse modelo exponencial assintético:

y=vy" —ae’;y*>0comb<0.
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Neste caso, considerando a mudanga de varideis z = In(y — y*) se a < 0 ou

z = In(y* — y) se a > 0, obtemos a reta

z=Inla| + bx .

Agora devemos determinar o valor assint6tico ou valor limite da tendéncia de y

quando z cresce, ou seja,

bx) *

lim y = lim (y* — ae™) =y

T—r00 T—r00
Isso ocorre pelo fato de, se admitirmos b um namero real negativo, a expressao
ae’ tende a zero com o crescimento do valor de z. Como exemplo hipotético para
esse modelo, podemos supor que numa determinada regido comege a acontecer um
desmatamento ilegal desenfreado elevando o nimero de areas desmatadas exponen-
cialmente de um dia para o outro. Entdo, orgaos de protecdo ambiental sdo acionados
para ir até o local e inibir essas a¢des criminosas, aplicando as leis cabiveis e a fiscali-

zacdo, reduzindo fundamentalmente a ameaca sobre as florestas.

Ja a curva logistica foi usada, primeiramente, para modelar a dinamica de popu-
lagoes pelo matemaético belga P. F. Verhurst em 1837. Esse modelo prevé que uma popu-
lacdo, vivendo num determinado meio, deve crescer até um certo limiar, chamado de
capacidade suporte que tende a se estabilizar com o tempo (Bossanezi, 2015,p.103).As

caracteristicas dessa curva sdo:

e tendéncia da varidvel independente é de estabilidade, isto é, que quando =
cresce y tende a y*. E y* é chamado devalor mdximo sustentdvel ou capacidade

suporte;

e Considerando y, o valor inicial da sequéncia monétona dos y; termos, isto
é, y = yo quando z = 0, tem-se:
a) y é crescente se 1y < y*;

b) y é decrescente se yy > y*.

e A taxa de crescimento relativo de \; é linear, isto é,

A\ = Yi+1 — yi7
Yi
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pode ser ajustada por uma reta: A = ay + b;

e Se yy < %, a curva y(r) muda de concavidade quando y, = %, o que im-
plica a existéncia de um ponto de inflexdo na curva. A expressdo tedrica da

curva logistica é
a

y= be= Az 41’

onde, a = y*,b = y—o — 1le X\ = ay* é a taxa de reprodutividade mdxima.
Y

3.3 Equacao Logistica

A obtengdo de um modelo de predicdo para varidvel discreta faz uso de uma
matemadtica que pode ser realizado no ensino médio. Mas para estudar outras formas
de modelos matemadticos para a mesma situagdo, podemos modificar o conceito de
variacdo simples Ay, = y,4+1 — Y, para uma variagdo instantanea dy/dr. A seguir
veremos um modelo matematico para a equacdo logistica, muito importante no estudo
de dindmica de populagdes, onde a variagdo instantanea possui grande relevancia para

a compreeensdo do estudo.

Esse modelo, proposto por Thomas Robert Malthus (1766-1834) em sua obra
segundo Ensaio (1803), baseia-se na hipétese de que uma populacio cresce a uma taxa
proporcional ao seu tamanho. Essa hipétese é razodvel para uma populagdo saudavel,
harmonica e em condig¢Oes ideais (meio ambiente ilimitado, nutri¢do adequada, au-
séncia de predadores, imunidade a doengas). Entdo, considerando essas condicdes,
sem que haja quaisquer interferéncia relevante na mudangca das tendéncias esperadas,

vamos identificar e dar nomes as varidveis nesse modelo:
t=tempo (a varidvel independente),
P=ntimero de individuos da populacdo (a variavel dependente).

A taxa de crescimento da populagdo P(t) é a derivada dP/dt. Dessa forma, a
hipétese de que a taxa de crescimento da populagao é proporcional ao tamanho dapo-
pulacédo é descrita pela equagdo

dP
— = kP, 3.1
dt Y ( )
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onde k é a constante de proporcionalidade.

Note que, se o nimero de individuos de uma populacdo P(t) estd em crescente,
entdo sua taxa de crescimento P'(t) = dP/dt, primeira derivada de P(t), também
cresce. Como por hipétese P(t) e P'(t) sdo proporcionais, nos vale lembrar que as

fung¢des exponenciais do tipo P(t) = Ce® com C e a reais, também sao, pois
P'(t) = C(ke™) = k(Ce™) = aP(t),
como j4 foi visto no Capitulo 2.

Portanto, uma funcao exponencial da forma P(t) = C'e™ é uma solucdo da equa-
cdo E para esse problema, iremos sempre considerar C' > 0, pois o quantitativo
populacional s6 ird admitir valores positivos. Além disso, iremos considerar os ins-
tantes ¢ > 0. Assim, para t = 0, teremos P(0) = Ce*® = C, o valor da populagao

inicial.

Sob condig¢des ideais, como ja foi dito, a solugdo acima é satisfatéria para a mode-
lagem do crescimento populacional. Agora reconheca que um modelo mais préximo
da realidade deveria refletir certos fatores como o ambiente e a disponibilidade de
recursos, dentre outros. Esses fatores, observados por Verhurst, podem ser importan-
tes na alteragdo dos regimes de reproducdo e mortalidade, por exemplo, promovendo
influéncia direta ou indireta no ritmo de crescimento. Sendo assim, muitas popula-
¢des comecam crescendo exponencialmente, porém o nivel da populacao se estabiliza
quando ela se aproxima de sua capacidade de suporte M (ou diminui em direcdo a M
se ela excede o valor de M). Para um modelo considerar ambos os casos, fazemos duas

hipéteses:

o dP/dt =~ aP se P < M((incialmente a taxa de crescimento é proporcional a
P);

e dP/dt < 0se P> M ( P diminui se exceder M) .

Uma adequagao que engloba as duas hipétese acima é dada pela equagdo

dp P
—-=aP (1 — ?) . (3.2)
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Isso pode ser explicado porque se P é muito pequeno comparado com M, en-
tdo P/M estd proximo de 0, logo dP/dt ~ aP. Caso P > M, a expressdao 1 — P/K é
negativa e dP/dt < 0. A equacdo |3.2|é chamada equacgdo diferencial logistica ou sim-
plesmente equacio logistica, frutos dos estudos da curva logistica proposta por Verhurst.

Essa equagdo nos leva a fazer as seguintes observagdes:

e Se 0 < P(0) < M, entdo dP/dt > 0, significando que a populagdo estd em

crescimento;

e Se em algum momento P > M, entdo dP/dt < 0, isto é, que a populagdo ul-
trapassou sua capacidade suporte e a taxa populacional entra em tendéncia

de queda.

Essa populacao entrard num estagio de equilibrio e estabilidade quando em ambos os
casos quando P tende a M. Ou seja, quanto a populacdo tende a capacidade suporte e

dP/dt tende a 0.

Observe agora que quando dP/dt tende a zero, temos como possiveis solugdes
da equagdo os valores 0 e K, ou seja, dP/dt estd infinitamente préximo de zero
quanto t = 0 out = K. Fazendo uma separacgdo de varidveis dessa equagdo e inte-

grando ambos os membros, temos
dP
—_— = dt + c.
/5 -7 Juarse

Aplicando a técnica de fragdes parciais e as propriedades de integragdo no pri-

meiro membro, obtemos
1 1 z
———dt= [ = dt + k__ dt .
/ P(1-%) / K / 1-£

Das propriedades de integragéo, sabemos que [+ d¢ = In |K|+c. Ja para integrar

a segunda parcela pode ser feita da seguinte maneira:
1

P
S N —

Portanto,
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Dessa forma,

1

+c.

1 P+ 1 K
— —|+c=1In
K 1—

il
K

Assim,

j& que nesse caso particular, at = 0. Visto isso,

P(K — F P(K — F
In —Pg((K—F(’Z))) = qft = ’—PO((K—P?) = e
Isolando P na equagdo 3.3, obteremos
KJjP - Kljopoeat = P= P()f(([i_Pf)eat
e KPO—KPO ot KPiPPO y
= It KPiPPO "= KPO—[;0 )
— P(l—l—K]_)OKOe“t — KPO_I;O o
K — Py + P\ PyKe™
— P( KOj_DOO6 ): KO—C;DO
PyKet
= PRy R
P K at / ,at
= P= (K_]anjpéiat>/eat
PK
= P= Ke*“t—]goe*“t—l—PO
— P= Fok

(K—Po)eiat—i—Po.

Logo, podemos observar que na solugéo 3.4 de[3.2] temos

(3.3)

(3.4)
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ou seja, quando ¢ cresce muito entdo a variavel P(t) tende ao ponto de equilibrio

Ke, parat = 0, temos a condicao inicial P(0) = £%.

Hoje o modelo utilizando uma equacao logistica é usado para estudar o controle
da dindmica de populagdes de diversas espécies de seres vivos e principalmente para

o controle de epidemias.

a - - -
0 1 2 3

Funcdo Exponencial Funcdo Logistica

FIGURA 3.1. Compararacdo entre os gréficos da curva exponencial e da curva logistica

3.4 Problema da mistura

Um problema tipico de mistura envolve um tanque de capacidade fixa preen-
chido com uma solugdo completamente misturada de alguma substancia (digamos,
sal). Uma solucdo de uma dada concentracdo entra no tanque a uma taxa fixa e a mis-
tura, bem agitada, sai a uma taxa fixa, que pode ser diferente da taxa de entrada. Se
y(t) denota a quantidade de substancia no tanque no instante ¢, entdo y(t) é a taxa na
qual a substancia estd sendo adicionada menos a taxa na qual ela esta sendo retirada.
A descri¢do matematica da situagdo frequentemente leva a uma equacéo diferencial de
primeira ordem separdvel. Podemos usar o mesmo tipo de raciocinio para modelar

uma variedade de fendmenos: reagdes quimicas, descarga de poluentes em um lago,
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injecdo de medicamentos na corrente sanguinea, entre outros, mas o exemplo seguinte

fara referéncia a uma mistura aquosa.

Exemplo: Um tanque contém 20 kg de sal dissolvido em 5 000 L de 4gua. Agua
salgada com 0,03 kg de sal por litro entra no tanque a uma taxa de 25 L/min. A solugdo
é misturada completamente e sai do tanque a mesma taxa. Qual a quantidade de sal

que permanece no tanque depois de meia hora?

Solugdo: Seja y(t) a quantidade de sal (em quilogramas) depois de ¢t minutos.
No tempo ¢ = 0 o tanque continha 20 kg de sal antes de ser dissolvido, logo y(0) = 20.
Para sabermos a quantidade de sal que permanece no tanque depois 30 minutos, y(30),

encontraremos uma equagdo diferencial que seja satisfeita por y(t).

Como dy/dt é a taxa de varia¢do da quantidade de sal,
y'(t) = dy/dt = (taxa de entrada) - (taxa de saida),

onde (taxa de entrada) é a taxa na qual o sal entra no tanque e (taxa de saida) éa taxa

na qual o sal deixa o tanque. Temos
taxa de entrada = (0,03kg/L)(25L/min) = (0, 75kg/min).

Como tanque sempre contém 5 000 L de liquido, entdo a concentra¢do no tempo
t é y(t)/5000 (medida em quilogramas por litro). Como a dgua salgada sai a uma taxa

de 25 L/min, obtemos

taxa de saida = y(t) = (5000kg/L)(25L/min) = y(t) = 200kg/min.

3.5 Propagacao da podridao em macas

Esse problema que sera apresentado surgiu em cursos de Especializagdo para-

professores de Matematica que ocorreram em Palmas (To) e Guarapuava (PR) entre os



3.5. PROPAGACAO DA PODRIDAO EM MACAS 49

anos de 1988 e 1989, resultado de um trabalho de pesquisa de campo, baseado na ex-
periéncia dos cursistas e intimamente ligado ao seu contexto social. Outros problemas
mais gerais sdo levantados pelos instrutores, a fim de ampliar o horizonte matemaético
desses professores cursistas. Nesse em especifico, que iremos tratar se relaciona com a
propagacdo da doencga podriddo da maca quando a fruta estd acondicionada em caixas
(bins).

O armazenamento das magds em cdmaras frigorificas, em caixas de madeira
(bins) sobrepostas que comportam em torno de 3000 frutas. Quando alguma maca
estd contaminada com a doenca podriddo , a doenga se propaga rapidamente conta-
minando as outras ao seu redor. Estima-se que em 12 dias 80% das magdas da caixa
sdo contaminadas, comprometendo posteriormente todo o estoque. Entdo, através da
modelagem, é construido uma relagdo matemadtica que se ajuste ao problema real, aju-

dando a analisar e interpretar a dindmica da doenga.

Dados e variaveis

M = M (t) é a quantidade de magas contaminadas no instante ¢;

t= tempo de propagagéo (dias);

T'= quantidade total de magds em um Bin =~ 3000 frutas;

e Se o0 processo de dispersdo da doenga se inicia com uma magca, entdo M, =

M(0) = 1 (condigdo inicial);

Quando a doenga se inicia com uma fruta indectada, entao em 12 dias 80%

das magds de bin estardo podres, isto é, M (12) = 0,87

Hipétese: “A velocidade da propagacdao da doenca é proporcional a proximi-

dade(encontro) entre as magas sadias e contaminadas”.

Essa velocidade pode ser interpretada como a variacdo (aumento), em relagdo
ao tempo, da quantidade de macas podres. Como a grandeza dia possui subunida-
des, usaremos um modelo continuo para a variagdo populacional e devemos traduzir
tal variacdo por derivada, isto é, dM/dt representa a velocidade da propagacédo da po-

driddo. Além disso, pelo fato da quantidade de maca total ser constante 7', entdo a
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populacdo de frutas sadias S(t) é dada por S(t) = T'M(t). O encontro entre frutas
contaminadas e sadias pode ser modelado, tendo-se em consideracdo a lei da agdo de

massas, ou seja, £ = MS = M(TS).

Da hipétese formulada para a epidemia, podemos escrever o seguinte modelo:

o = —BSM

d _
4L = BSM

onde, M, =1e S+ M =T e 3 é a taxa de contaminagdo, ou forma de infecgdo, propria

de cada doenga.

O sistema anterior pode ser reduzido a um problema de condigdo inicial coma-

penas uma equagao diferencial, uma vez que S =T — M:

ds
— = BM(T —M).

Note que o modelo acima é uma equagdo logistica continua cuja solu¢do anali-

tica é obtida pelo método de separagdo de varidveis,

KTe™t
M) = T Fer

Como M, = M(0) = 1, podemos obter o valor da constante arbitraria K;

1
M(0)=1=1+k=kT = K = 7~ = 113000 - 10,0003

Logo, a solugdo particular pode ser dada por:

eTt T eT1E T

:1+#:T+€Tt_T6_Tt+1.

M(t)
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Considerando M (12) = 0,87, determinamos a taxa de contaminacao /:
0,87 = 0,8=1Te 2 +1
0,87e " =0,2

In0,87e *" =1n0,2

Te 12 41

In0,87 + Ine %1 = [n0, 2
—126T =1n0,2 — 1n0, 8T

|
1287 = In —
FT =i

-1 1

R EEE

Portanto, a equagdo determinista que permite fazer previsdes de magds conta-

minadas em cada instante é

B 3000
©3000e0.783t 1

M(t)

Além disso, se desejar fazer previsdes de tempo necessario para cada porcen-
tagem p de frutas contaminadas, devemos ter uma fungdo M = pT. Dessa forma,

substituindo esse valor na equagdo M (t), obtemos

l-p
T=——— = pTe P! —l=—=cM=""T =
b Te ATt + 1 pre P c pT
1—p 1 1—p
Tt=ln(—2)=—t=——In{—2L).
’ “(pT) ﬁTn(pT)
Como na questdo 3 = — 7 In 4, entdo t = —3-1In (%) com0<p<1.
4T

Por exemplo, se quisermos determinar o tempo transcorrido para que metade

das magds estejam contaminadas, basta tomar p = 50% = 0,5. Assim, num bin de

3000 macas teremos metade das magas contaminadas quando ¢t = —3-In 7 = —1,277 -

lngp T
(—8,006) = 10,224 dias. Da mesma forma, se quisermos saber ap6s quanto tempo
toda a caixa estard contaminada basta tomar um valor de P bem préximo de 100% =1,

podendo ser p = 0,99, e obter ¢ = (1,277) In ;% ~ 16,092 dias.
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3.6 A criminalidade no ABCD paulista

Essa aplicagdo foi feita por um grupo de professores de Matematica da rede de
ensino, num curso de especializacdo organizado na UFABC em 2009-2010. Nesse traba-
lho, foi desenvolvido um tratamento matematico dos indices de homicidios dos quatro
municipios do ABCD paulista: Santo André, Sdo Bernardo do Campo, Sdo Caetano do
Sul e Diadema, com a elaboragdo de modelos que mostram os possiveis niveis de esta-
bilidade nesses municipios, além de um comparativo entre tais indices. Para realizar a

construcdao dos modelos foi necesséario:

e Obter os dados dos homicidios na Secretaria de Seguranca Ptblica;

e Organizaram os dados e analisaram o comportamento de tendéncia dos
mesmos; Calcular do valor de estabilidade h* a partir do comportamento

de tendéncia;
e Fazer o ajuste exponencial da curva h — h*;
e Elaboracdo do modelo exponencial assintético a partir do ajuste dos dados;

e Andlise critica dos resultados.

Nesse problema, foi dado destaque o indice de homicidios dolosos desses quatro
municipios, e nesse levantamento foi verificado que eles apresentaram comportamen-
tos semelhantes, decrescente exponencialmente assintético. Por isso, a lei de formagédo
dos modelos foi apresentada de forma generalizada e discutido em suas especificida-

des em cada um dos modelos.
Sejam:
t: tempo em anos;
h: taxa de homicidios (mortes por 100 mil habitantes):

h*: valor de estabilidade do indice de homicidios.
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Esse modelo exponencial assintético é dado por

h(t) = h* +ae™™ = h(t) — h* = ae™™ .

Por sua vez, equagdo diferencial da lei de formacdo do modelo exponencial as-

sint6tico é dado por:
dh

— = —blh = h*|h.
dt [ |

Ao fim dos trabalhos os cursistas concluiram que, o modelo exponencial assin-
tético para o indice de homicidios IH de Diadema obtido com o ajuste exponencialdos
dados h; —h*, é h(t) = 11,866+ 97, 559¢*3993¢ Esse modelo também pode ser entendido

como a solugdo da equagdo diferencial

dh — alh — hY]

dt
he = 102,82

onde, a é a variagdo relativa constante de IH. Assim, podemos afirmar que o indice
de homicidios dolosos h é proporcional a diferenca entre o indice de homicidios h e o valor de

estabilidade h*, com constante de proporcionalidade igual 0,3093.

Abaixo temos a tabela de homicidios por 100 mil habitantes da cidade de Di-
adema, de 1999 a 2007, feita pelos alunos, onde a taxa de homicidio IH é calculado

considerando-se o ntimero de assassinatos por 100 mil habitantes por ano.

TABELA 3.1. Dados da criminalidade em Diadema entre 1999 e 2007 (homicidios por 100 mil)

| Ano | homicidios por 100 mil |

1999 102,82
2000 76,15
2001 65,78
2002 54,12
2003 44,48
2004 35,39
2005 27,57
2006 20,26
2007 20,55

Fonte: Produzido pelo Autor
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3.7 O numero de Euler na probabilidade

Devido a uma carta escrita pelo matemaético francés, que morava em Belim, Phil-
lipe Naudé, Euler passou a estudar o problema de parti¢des dos ntimeros inteiros. Den-
tre outros itens contido na carta , Naudé perguntava a Euler de quantas maneiras um
numero poder ser escrito como soma de niimeros inteiros positivos distintos. Como
resposta, ele criou a teoria das particdes (MORGADQO, 1991). Além dessa contribui¢do
para a Anélise Combinatéria, ele enunciou e resolveu o Problema das Sete Portas de

Konigsberg, um teorema da teoria dos grafos, dentre outras contribuigdes.

Na probabilidade esse nimero teve relevancia em algumas aplica¢des, e desta-

caremos a distribui¢do de Poisson e a distribuicdao de Gauss.

Experimentos que geram valores numéricos da varidvel aleatéria X, o ntimero
de resultados que ocorrem durante um dado intervalo de tempo ou em uma regido
especifica, sdo chamados de experimentos de Poisson. O intervalo de tempo dado
pode ser um minuto, um dia, uma semana ou até mesmo um ano. Esses experimentos
podem gerar observagdes para X que podem representar o niimero de dias de que uma
escola ficou fechada por conta de uma pandemia, por exemplo. A regido especifica
pode ser um segmento de linha, uma area, um volume ou até mesmo um pedago de
material. Em tais casos, X pode representar o nimero de bactérias em certa cultura ou
o numero de erros digitados por pagina. Um experimento de Poisson deriva de um
processo de Poisson, que satisfaz as seguintes propriedades:

e O ntimero de resultados que ocorrem num intervalo de tempo ou numa
regido especifica é independente do ntimero de resultados que ocorrem em
outro intevalo disjunto ou regido de espaco disjunta. Nesse caso, dizemos

que o processo de Poisson ndo tem memoria;

e A probabilidade de um tnico resultado ocorrerd durante um breve inter-
valo de tempo ou numa regido especifica pequena e proporcional a extensao
do intervalo de tempo ou ao tamanho da regido, e ndo depende do ntiimero

de resultados que ocorram fora desse intervalo ou dessa regiao.

e A probabilidade de que mais de um resultado ocorrera num intervalo de

tempo muito leve ou numa regido muito pequena é desprezivel.
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O ntimero X de resultados que ocorrem durante um experimento de Poisson é
chamado de varidvel aleatéria de Poisson, e sua distribui¢do de probabilidade é cha-
mada de distribui¢do de Poisson. O ntimero médio de resultados é dado por 1 = A,
onde t é o tempo, a distdncia, a drea, o volume especifico de interesse. J4 que suas
probabilidades dependem de ), a taxa de ocorréncia de resultados , devemos denota-
las pelo simbolop (z;t). A derivada da férmula para (z;t) é feita com base nas trés

propriedades acima, mas nao serd tratada aqui.

Ja a distribuigdo de probabilidade da varidvel aleatéria de Poisson X, que repre-
senta o namero de resultados que ocorrem em certo intervalo de tempo ou numa regidao
especifica, denotado por ¢ é
e~ (M)

(z;t) = o

,comz =0,1,2,3,---,

onde A\ é o nimero médio de resultados por unidade de tempo, distdncia, area ou

volume.

Exemplo: Durante um experimento de laboratério, o nimero médio de particu-
las que passam por um contador num milésimo de segundo é quatro. Qual a proba-
bilidade de que seis dessas particulas entrem no contador em um dado milésimo de

segundo?

Resolu¢do: Usando a distribui¢do de Poisson com = = 6,¢ = 4, temos

p(6;4) = <% = 0,1042.

A distribui¢do de Poisson é usada para controle de qualidade, garantia de qua-

lidade e testes de aceitagdo de amostras, além de ser usada na teoria de confiabilidade.

Considerada a mais importante das distribuigdes de probabilidade continuas
em todo campo da estatistica (WALPOLE|, 2009), a distribui¢do binomial possui o gra-
fico na forma de um sino, também chamada de curva normal, que descreve muitos
fendmenos que ocorrem na natureza, na industria e nas pesquisas. Medigdes fisicas
em dreas com experimentos meteorolégicos, estudos sobre chuvas, medigdes de pe-
¢as manufaturadas sdo explicadas mais do que adequadamente por meio da distribui-
¢do binomial. Apesar da equagdo matemadtica da curva normal ter sido desenvolvida

por Abraham De Moivre em 1733, a distribui¢do binomial é chamada, comumente,
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de distribuicdo qaussianas, fazendo referéncia a Karl Friedrich Gauss (1777-1855), que
derivou sua equagdo a partir de um estudo de erros de medicoes repetidas de uma
mesma quantidade. Uma varidvel aleatéria continua X que tem distribui¢do binomial
em forma de sino é chamada de varidvel aleatéria normal. A equagdo para essa dis-
tribui¢do depende de dois parametros, . e 0, sua média e o desvio-padrao respctiva-

mente. Entdo, denotamos os valores de densidade de X por p(z; u1, o) é definida por

1 2
. _ 1 ——(z—p)
p(x;p,0) = =€ 27 :
0.4 —
0.3 —
)
E 024
o
=
o
0.1 —
0.0 —

FIGURA 3.2. Formato do sino, gréfico tipico da distibui¢do de normal

Ainda no campo da probabilidade, o ndmero de Euler ainda figura na fungio

gama, definida por

I(a) = [z e ™*dz, coma > 0.

Essa funcdo é importante para resolver problemas de confiabilidade e para resolver

problemas de filas.



Capitulo 4

O numero de Euler na educacao
basica

o JUSTIFICATIVA

O desejo de se ter uma educacdo de qualidade ndo se restringe na vontade
do professor, por uma boa valorizacdo profissional ou dos alunos em ter
boas notas. O dueto ensino-aprendizgem nao pode ser visto de forma iso-
lada, é preciso que alunos e professores encontrem um amparato técnico,
com salas, laboratérios, materiais didaticos, qualificados, que haja o enca-
jamento da familia nesse processo e se tenha um curiculo que atenda os
anseios da comunidade. O elo entre essas frentes é uma interessante receita
para pleitearmos o sucesso na aprendizagem do aluno. Ou seja, para que
se faga uma boa educagdo é preciso que de toda sociedade de uma forma

geral se envolva. Segundo a LDB,

ART. “1° a educagdo abrange os processos formativos que se desenvol-
vem na vida familiar na convivéncia humana, no trabalho, nas institui-
¢des de ensino e pesquisa, nos movimentos sociais e organizagdes da
sociedade civil nas manifesta¢des culturais ” .(LDB, lei 9394 /96 Brasil,
Ministério de Educacao. Brasilia 20 de dezembro de 1996).

E diante do avango tecnolégico, os professores precisam estar em constante
aperfeicoamento, tendo em vista as diversas formas de aprendizagem. No
ensino da matematica, os alunos necessitam ser submetidos a estudar sob
um curriculo que interligue contetidos e aplicagdes cotidianas, desde as sé-

ries iniciais do ensino fundamental.

Por conta dessa tiltima inquietacdo, o objetivo dessa etapa desse Trabalho é
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trazer uma proposta de sequéncia didatica, apresentando o nimero de Eu-
ler, através de aplicagdes do cotidiano na educacdo bésica. Nela teremos a
exibi¢do do estudo dos juros simples e compostos até chegarmos a uma de-
tinicdo do nimero de Euler e apresentar suas aplicagdes nas mais diversas
areas.

PLANEJAMENTO DE AULA

Titulo do Projeto: O nimero de Euler no ensino médio.

Publico alvo: Alunos do 2° ano do ensino Médio de escolas publicas .
Duracdo: 4 semanas (2 aulas por semana realizadas no contraturno).
Objetivos:

- Reconhecer as formas de capitalizagdo simples e composta;

- Aprender como obter o niimero de Euler através dos juros compostos;

- Desenvolver atividades aplicando os contetidos aprendidos.

Contetido:

- Hist6ria da Matematica;

- juros simples e compostos;

- O ntimero de Euler e suas aplicagdes.

Desenvolvimento
12 aula: A histéria do ntimero de Euler

Seria feita uma abordagem dos estudos de John Napier e Jakob Bernoulli,
que historicamente levaram ao surgimento desse importante ntimero, evi-
denciando que ndo se sabe precisamente sua verdadeira origem, como apre-
sentado no Capitulo 1, segundo (EVES, 2008). E encerrariamos essa pri-
meira aula com a exibi¢do das expressoes utilizadas para o calculo de mon-
tante na capitalizagdo simples e composta, mostrando a diferenca estrutural

e comportamental entre elas .

Como atividade, seria pedido uma pesquisa, na prépria sala de aula (via ce-
lular) sobre a importancia dos niimeros irracionais na construc¢do das cién-
cias, fazendo o aluno se deparar com uma defini¢do para nimero irracional

e com a constante de Euler (ntimero de Napier como também é conhecido).
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Material utilizado: Apresentacdo em powerpoint e videos intrédutérios ex-

traidos da internet.
2% aula: O ntimero de Euler e a capitalizacdo composta

A aula se iniciaria com aplicac¢Oes de atividades préticas, com o objetivo de
fazer o estudante se familiarizar com as expressdo para montantes aplica-
dos a juros compostos, da 1% aula . No segundo momento, concentraremo-
nos em aplicar essa expressdo, dividindo cada vez mais o tempo de aplica-
¢do para a obtengdo de um montante a uma taxa unitdria de juros, aplicando
um capital também unitério, fazendo o estudante perceber que ocorre um
aumento progressivo no valor do montante, mas que esse valor, quando
parcelado em um ndmero muito grande de vezes, tende a uma estabili-
dade, vista no capitulo 1. Esse processo nos ajudard a definir o ntimero de

Euler e visualizar que se trata de um ntimero irracional.

Terminariamos por apresentar uma atividade relacionada com a aula se-

guinte, que seria equag¢des exponenciais e logaritimos.

Ezemplo : Qual o valor z do expoente da poténcia 3%, de modo que seu

valor seja 243?

Resolucao:
=243 =3"=3F = ax=5.

E com essa e outras resolugdes, definiremos equacgdo exponencial e os loga-

ritmos, na aula seguinte.
Material utilizado: power point, quadro branco.
3% e 4* aula: Equagdes Exponenciais e Logaritmos

Iniciariamos essa aula a partir do exemplo do final da aula anterior a fim de

intuirmos nog¢des de equagdes exponencias e logaritmos.

Exemplo: (Livro de Manuel Paiva) Para compreender o que é um logaritmo,
considere uma poténcia de base bositiva e diferente de 1, como 35 =243, e
ao expoente dessa poténcia damos o nome de logaritmo. Nesse exemplo,
em especial, dizemos que 5 é logaritmo de 243 na base 3. Em simbolos

temos:
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35 = 243 = log, 243 =5 .

O decorrer da aula seria 0 momento de definirmos e tecermos as propri-
edades operatdrias dos logaritmos, e apresentar os logaritmos naturais ou

neperianos, como também sdo conhecidos.

No final da aula seria lancado um problema onde aparece o ntimero de
Euler na sua resolucdo, para motivar as resolu¢des das aulas seguintes,
tendo como referenciais (PAIVA, 2000) e (FACCHINI, 2006), além de algu-

mas questdes de vestibulares.

Exemplo: (Livro de Facchini)(FGV-SP) Curva de aprendizagem é um con-
ceito criado por psicélogos que constataram a relagdo existente entre a efici-
éncia de um individuo e a quantidade de treinamento ou experiéncia pos-
suida por este individuo. Um exemplo de Curva de Aprendizagem é dado
pela expressdo @) = 700 — 400 - e~ %, onde ) é a quantidade de pecas pro-
duzidas por um funciondrio mensalmente e ¢ sdo os meses de experiéncia.
Usando e ~ 2, 7183. Responda:

a) De acordo com essa expressdo, quantas pegas um funciondrio com 2 me-

ses de experiéncia devera produzir aproximadamnte por més?

Resolugéo:

Q = 700—400-¢%5? = Q = 700—400-¢ "} = Q = 700—522% — Q ~ 552.

Portanto, com experiéncia de 2 meses, um funciondrio produz aproximada-
mente 552 pegas por més.

b) E um funciondrio sem nenhuma experiéncia deverd produzir mensal-

mente quantas pecas?

Resolucao:
Q =700—400-e7 % = Q = 700 —400- €’ = Q = 700 — 400 = Q = 300.

Logo, sem experiéncia um funciondrio produz 300 pecas mensalamente.

c) Compare os resultados dos itens a e b e verifique se hd coerénia entre

eles?



Comparando esses resultados, vemos que um funciondrio com 2 meses de
experiéncia tem um desempenho de produgdo quase que o dobro do fun-
ciondrio sem experiéncia. Isso revela uma importante coeréncia entre os

resultados.
Material utilizado: power point, calculadora, quadro branco.
5% e 6% aula: Fungdes exponenciais e logaritmica

Inicialmente apresentariamos outras formas de se obter o namero de Euler,

sem necessariamente demonstra-las.

Neste momento, falariamos das fun¢des exponencias, e em especial as do
tipo f(z) = b-€”, e dos logaritmos naturais. Onde apresentariamos diversas
aplicagdes . A aula teria como base um resumo do Capitulo sobre fun¢des
exponenciais e logaritmicas abordado neste trabalho. Usariamos bastante

exemplos, afim de se trabalhar essas aplicagdes.
Material utilizado: Apresentagdo em powerpoint. quadro branco.
7% e 8* aula: Importantes aplicagdes do ntiimero de Euler

As duas aulas seriam dedicadas a resolucéo de exercicios. Onde, no 1° mo-
mento, seria dado desafios, para no 2° o0 momento, a busca da resolugdo e

possiveis duvidas.
Material utilizado: Quadro branco, lista de exercicios.

Exercicio 1: Quando ocorre um terremoto, hd uma energia que ¢é liberada
sob a forma de ondas que se propagam pela crosta terreste. Existe uma es-
cala, chamada de escala Richter, por meio da qual podemos relacionar as
energias energias liberadas por dois terremotos. As indicagdes de dois ter-
remos, nessa escala, sdo representadas por R, e R; e estdo relacionadas pela
térmula Ry — Ry = InN, onde N mede a razdo entre as energias liberadas.
Supondo que houve um terremoto para o qual R; = 8 e outro correspon-
dente a R, = 5, Calcule o valor de N. [Adaptado de Facchini, 2006)].

Dado: (Use e =~ 2, 71)

Resolucao:

Primeiramente iremos substiruir os valores atribuidos para R; e R, no pro-

blema e desenvolver os cdlculos em seguida.
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8 —5=InN = 3 = InN,
e usando a defini¢do de logaritmos :
N =3 = (2,71)° = N = 19,902511,

que é a razdo entre as energias liberadas nos terremos R; e R;.

Exercicio 2: (Unicamp-SP) A fungdo L(z) = a - ¢** fornece o nivel de ilumi-
nacgdo (em luxes), de um objeto situado a x metros de uma lampada. Res-
ponda: a) Calcule os valores numéricos das constantes a e b, sabendo que
um objeto a 1 m de distancia da lux recebe 60 luxes e que um objeto a 2 m

de distancia recebe 30 luxes.
Resolugao:

Primeiramente iremos substiruir os valores atribuidos para x no problema

e desenvolver os cdlculos em seguida. Para x = 1 teremos que L(x) = 60 .

Dessa forma,
a-eb:60,:>a:§—g.(l)
Agora, fazendo = = 2 obteremos L(x) = 30 . Dessa forma,
a-e®=30=a=25.(2)
Igualando as equagdes (1) e (2), segue que:
e _ 30

_—;:> — :>b—l
eb T e2b et T 60 € =3

Aplicando o logaritmo natural em ambos os membros na tdltima igualdade

acima e usando a defini¢do e propriedades dos logaritmos, obtemos:
Ine® = ln% = b=1Inl—-In2=b=1-In2= —In2. Logo, b = —In2.

Fazendo a aplicagdo desse valor de b encontrado acima na equacéo (1) e
usando a defini¢do e propriedades dos logaritmos, concluimos que:

60 s 60
12— 1

60 _
= m = a= 3 2-1—120 -
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Portanto o valordea =120e b = —In2.

b) Considerando que um objeto receba 15 luxes, calcule a distdncia entre a

lampada e esse objeto.
Resolugao:

Dos resultados acima obtemos a fun¢do L(x) = 120 - e"™*®. Dai, se L(x) =
15,

120 - 727 = 15 = (e7"?)" = > = (e7"?)" = § .

Aplicando o logaritmo natural em ambos os membros na dltima igualdade

acima e usando a defini¢do e propriedades dos logaritmos , obtemos:

In(e”™)" = ln% —
z-in(e™?) = In27? =
x-(=In2) = —=3In2 =
—x = 3=
r = 3.

Exercicio 3: (UNB-DF) O crescimento populacional em condi¢des ideais é
regido, aproximadamente, pela fungio P(t) = P, - ek, em que t é a variavel
tempo, k é a taxa de crescimento por unidade de tempo, P, é a populagdo
inicial e P(t) é a populagdo no instante ¢. Essa mesma fun¢do modela tam-
bém o decaimento radioativo, sendo que, P, é a massa inicial do material

radioativo e k£ depende do material.

Considere [n2 = 0,7 e [n3 = 1, 1; aproximadamente e julgue os itens abaixo:
a)Se Py =72ek =0,1;In(P(10)) <5,

Resolucdo: Utizando os dados acima, obtemos

P(10) = 72210 =
= 72-¢.
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Portanto,
In(P(10)) = In(72-¢) =
= In72 + lne =
= n2* F+1=
= 2> +In3*+1=
= 3n2+2n3+1=
= 3-0,7+2-(1,1)+1 =
= 2,1+224+1=
= 5,3>5.

Logo, essa alternatica esta errada.

b) Uma cultura de 100 bactérias, inicialmente, reproduz-se em condi¢des
ideais e, 12 horas ap0s, existem 400 bactérias. Entdo, dois dias (48 horas)

depois do inicio da experiéncia, existirdo mais do que 21600 bactérias.

Resolugéo: Utizando os dados acima obtemos

P(12) = 100- "' =400 .

Isso implica que

100 - 12 = 400 =

400
100

ek-l? - 4 —

ek‘-l? — 22.

Aplincando o logaritmo natural em ambos os membros da tltima igual-
dade, obtemos:

Ine*1? = [n2? =

k-12ln = 2in2 —
k-12 = 2:0,7T—=
1,4 7

F =95 760
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P(48) = 100w
= 100-e5
= 100-¢€>9.

Usando e com uma aproximacdo de duas casas decimais, obtemos

P(48) ~ 100 - 265,84
26584 |

Q

Logo, essa alternativa estd correta.

¢) Uma amostra de material radioativo reduz-se a % de sua quantidade ini-
cial depois de 33600 anos. Entdo, é correto afirmar que, apds 56000 anos, a

sua massa estara reduzida a menos da metade da massa inicial.

Resolugdo: Utizando os dados acima obtemos

P(33600) = P, M336%0

Portanto,

P . k33600
o

614-33600

Aplincando o logaritmo natural em ambos os membros da tltima igualdade
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assim,
k-33600 3
Ine = In- —=
4
3
k- 33600lne = lnzl —
k-33600 = [n3 —ind =
Eo_ In3 —Iln4d
33600
P In3 — 2ln2
33600
po— 1,1 -2,07
33600
-0, 3
P = — 2
33600
-1
k = .
112000
Com isso,
Pt) = P, ¢ T12000 56000
-1
f— PO . 67
— e

Mas, como podemos observar /e < 2, logo % > %, Portanto, a alternativa

¢) esta incorreta.



Capitulo 5

Consideracoes finais

O presente Trabalho teve como desafios mostrar algumas maneiras pelas quais
podemos definir o ntimero de Euler e como a partir dele o conhecimento matemaético
e de dreas afins se desenvolveram ao longo dos tempos, além de tentar aproximar esse
numero, através de uma linguagem especial, ao ensino basico. Para isso, foi exibido
um pouco da histéria, que torneia o mistério do seu surgimento, ligado as experién-
cias comerciais do século XVII. Também apresentamos as suas aplicacdes em ramos

diversos das ciéncias, que ele conseguiu aproximar.

No intuito de aproximar o nimero de Euler da educagdo basica, abordamos
uma proposta de sequéncia didatica, partindo da definigdo desse niimero a partir da
férmula de montante na capitalizagdo composta e finalizando com aplica¢des que en-
volvem situagdes do dia-a-dia, por meio de uma modelagem matemadtica , com o uso

das fungdes do tipo exponencial de base e e dos logaritmos Naturais.

O que motivou a escolha deste tema foi uma lista de exercicios proposta pelo
professor de Calculo, que apresentava aplicagdes de série numéricas e fungdes. Além
disso, o fato do niimero e ser irracional e ainda assim presente em diversos exercicios,

da referida lista, foi outro fator.

Entdo, como legado, essa abordagem tenta acima de tudo servir de ajuda a pro-
fessores, para adapatarem os problemas apresentados na sequéncia didatica apresen-
tada e utilizarem-na no ensino médio, promovendo uma integragdo entre: os conheci-

mentos matematicos, o cotidiano e as outras ciéncias.
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Apéndice A

Axiomas de Peano e Modulo de um
numero real

A.1 Axiomas de Peano

Decorridos muitos milénios, é possivel hoje descrever e realizar a construcdo
dos ntimeros naturais N = {0,1,2,3,4,---}, por conta de uma notdvel sintese feita
pelo matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) no limiar do século XX. Essa
sintese deu origem aos chamados Axiomas de Peano. Segundo os Axiomas de Peano:

(i) Todo niimero natural n tem um sucessor e esse sucessor € Unico;
(ii) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes;

(iii) Existe um tnico nimero natural, chamado um e representado pelo simbolo
1, que ndo é successor de nehum outro natural;

(iv) Seja X C N um subconjunto com as seguintes propriedades:

(1)1 € X

(2) se n € X entdo o sucessor de n, n + 1,também estd em X. Nestas condi¢oes
S =N.

O que se sabe sobre os ntimeros naturais pode ser demonstrado como con-
sequéncia desses axiomas. O principio (iv), também chamado de Principio de Indugio
estabelece a unicidade de N e pode ser enunciado sob a forma de propriedades em vez
de conjuntos, sendo base para um método de demonstracdo de proposicdes. Ele se
formula assim:

"Seja P(n) uma propriedade relativa ao ntmero natural n. Supunhamos que
(1*)P(1) é valida;

(2*) Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1). Entdo
P(n) é vélida para qualquer que seja o ndmero natural n."
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Exemplo: Vamos aqui mostrar uma aplicagdo do principio de indugao, demons-
trando a desigualdade de Bernoulli, tdo importante em demostragao de desigualdades:
(14 h)™ > 14 nh, para todo n natural e todo h > —1-

Resolucao:

i) Como (1+ h)' e 14 1h sdo ambos iguais a 1 + h, para n = 1 essa desigualdade
é verdadeira.

ii) Suponha que para algum k natural ela seja verdadeira, isto ¢, (1+h)F > 1+kh

e mostremos que para k + 1, (1 + h)*™ > 1 + (n 4 1)h. Para isso, multiplique a ambos
os membros da desigualdade 1 + h, que por ser positivo, obtém-se:

(1+Rh)(1+h)" > (1+kh)(1 + h)-
Observe que pelo fato de nh? > 0,

(T+ R > 1+ kh)(1+h) =14 (n+1Dh+nh*>>1+ (n+1)h

Dessa forma, mostramos que (1+h)**! > 1+ (n+1)h, e isso implica que (14+-h)" > 1+nh,
para todo n natural. Portanto, pelo Principio de Inducao Finita, (1+ )" > 1+ nh, para
todo n natural e todo A > —1-

A.2 Modulo de um numero real

Definicdao A.2.1 Seja x um niimero real. Definimos como moédulo ou valor absoluto de x,
representado por ||, como sendo x, se x > 0 e -x se x < 0. Assim, dado x real, tem-se

lz| =2 sex >0
|z =—2x sex <0

Dessa defini¢do, notemos que |z| é o maior valor entre os elementos = e —z, denotado:

|z| = max{x,—x} .

Com isso, |z| > x e |x| > —z. Da segunda desigualdade obtemos que —|z| < z e
portanto, —|z| < = < |z|, para todo x real.

Teorema A.2.2 Sejam x, a numeros reais, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

1) —a<z<a;
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2) jz| <a.

Demonstragio: Se —a <z < a < z < aentao, r < a < a > |z|. A tltima equivaléncia
se deve ao fato de |z| ser o méximo dos valores = e —z.

Teorema A.2.3 Sejam x e y niimeros reais, valem as relagoes:
i) |z +yl <] +yl;

i) |z| =y < |z —yl.

Demonstracao:

(i) Observe que —|z| < z < |z| e —|y| < 2 < |y|, e adicionando membro a
membro essas desigualdades, obtemos —(|z| + |y|) <z +y < |z| + |y|.

Pelo teorema A.2.2 isso significa que |z + y| < |z| + |y|.

(ii) Em virtude de (i), |z| = [(z —y) +y| < [z —y| + |y| = |z| < |z —y| +yl, logo
lz] = |y <]z —yl






Apéndice B

Sequéncias e limite de funcoes

B.1 Sequéncias Numeéricas

As nogdes de sequéncia numérica estdo estreitamente ligadas aos processos de
contagem e ao desenvolvimento dos sistemas de numeragdo. Essas nogdes surgiram
inicialmente das necessidades cotidianas dos antigos povos, como os egipcios, que pro-
curaram estabelecer padrdes como o da enchente do Rio Nilo. Para isso, eles passaram
a observar as subidas do rio para ter conhecimento do melhor periodo para plantacao
e assim garantir o alimento de sua familia. Perceberam que as inundagdes ocorriam
logo depois que a estrela Sirius se levantava a leste, um pouco antes do Sol, e que esse
fendbmeno acontecia a cada 365 dias, criando assim um calendério solar. Baseando em
(LIMA| 2010), apresentaremos uma parte desse estudo de sequéncia numeérica e limite
de funcoes.

Definic¢ao B.1.1 Uma sequéncia de niimeros reais é uma fungio v : N — R, definida no
conjunto N = {1,2,3,--- } e tomando valores no conjunto dos reais.

O valor de z(n), para todo n natural, serd representado por z,, é chamado de
termo de ordem n, ou n — ésimo termo da sequéncia. Além disso, denotaremos uma
sequéncia por (z1,xa, -+ ,Tp, - ), ou simplesmente por (z,)nen € z(N) = {z,} para o
conjunto dos elementos da sequéncia. E necessdrio fazer essa diferenciagdo, por que o
conjunto de valores pode ser finito, porém a sequéncia pode possuir infinitos elemen-
tos.

Exemplo: A sequéncia x, = 0 para todo n par e x, = 1 para n impar pode
representada por (1,0,1,0,---) e o conjunto de seus valores é z(N) = {0, 1}.

Uma sequéncia de ntimeros reais (x,,) é

1. limitada superiormente quando existe b € R tal que z,, < b, para todo n
natural.

2. limitada inferiormente quando existe @ € R tal que z,, > q, para todo n
natural.
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3. limitada quando o conjunto dos seus termo ¢é limitado. Ou seja, existem
numeros a,b € R tais que a < z,, < b, para todo n natural. Logo, todos os
seus termos pertencem ao intervalo real [a, b]. Ou seja, (z,,) € uma sequéncia
limitada se, e somente se, ela for limitada inferiomente, a < x,, e limitada
superiormente, x,, < b. Caso contrdrio ela é ilimitada.

Lema B.1.1 Uma sequéncia (x,,) é limitada se, e somente se, (|x,|) é limitada.

Demonstracao:

n € N. Assim, para algum ntdmero real ¢ > 0, todo intervalo [a, b] estd contido no
intervalo [—c, ¢|, Para isso, basta tomarmos ¢ = maz{|al, |b|}. Assim, x, € [—c,c] ou
seja, |x,| < c e entdo concluimos que (|x,|) é limitada.

=) Se (z,,) é limitada, entdo existem a,b € R tais que a < z,, < b para todo

<) Se (|z,|) é limitada, entdo existe um ¢ € R tal que —c < |z,| < ¢ para todo
n € N. Logo, (z,) é limitada. Dessa forma concluimos que toda sequéncia (z,) é
limitada se, e somente se, (|x,|) é limitada.

Paratodoi € N,
T,) € crescente se x; < Ty

x,) é decrescente r; > x,.;

(zn) €
(zn) €
(x,) é ndo decrescente z; < x,;
(zn) €

Ty ) € nao crescente x; > T,,.

As sequéncias crescente, decrescente , ndo decrescente e ndo crescente sdo cha-
madas de mondtonas.

Definicao B.1.2 Dizemos que a € R é o limite de uma sequéncia (x,,) se para todo € > 0,
existe ng € N tal que |z, — a| < €, qualquer que seja n > ng. Escrevemos

liMy ooy, = aoulimzx, = a

Quando lim z,, = q, diz-se que (z,,) é converge para a (z,, — a). Uma sequéncia
que possui limite é dita convergente. Caso contrario, chama-se divergente.

Coroldrio B.1.3 O limite de uma sequéncia constante é igual ao valor dessa constante.

Demostra¢do: De fato, se (z,,) é uma sequéncia constante, x, = c¢ para todo
natural maior do que 1, entdo, paratodoe >0en € N, |a, —c| =0 <.
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Teorema B.1.4 ( Unicidade do limite) Seja lim z,, = a e lim x,, = b, entdo a = b.

Demonstragdo: Para essa demonstragdo, basta tomarmos ¢ = b‘T“, com a # b.
Notemos que (a — €,a + €) e (b — ¢,b + €) sdo disjuntos, Pois, caso contrério, terfamos
la — x| < ee|r —b| < e e consequentemente, |a —b| < |a — x|+ |z —b| < 2¢ = |a —b|, um
absurdo, caso z € (a —€,a+€) N (b—¢,b+¢€). Como limz,, = a, existe ny € N tal que
n > ny =z, € (a —€,a+ €) e, portanto, x,, ndo é elemento do intervalo (b — €,b + ¢)
para todo n > ny. Logo ndo se tem limx,, = b.

Teorema B.1.5 Se lim z,, = a, entdo toda subsequéncia de (x,,) converge para a.

Demonstra¢io: Seja (7, Tn,,,Tn,, ) Uma subsequéncia de (x,). Dado € > 0, existe
no € N tal que n > ng = |z,, — a| < e. Como os indices da subseqiiéncia formam um
subconjunto infinito, existe entre eles um n;, > ny . Entdo n;, > n,, = n;, > ng =
|z,, —a|] < e. Logo limz,, = a.

Teorema B.1.6 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstragdo: Seja ¢ = limz,. Tomando € = 1, por definigdo, existe ny € N tal que
n > ng € N= |z, — a| < 1. Portanto, segue pela desigualdade triangular que

|z,| < |z —a+a| <=z, —a|+|a| <1+ |al.
Consideremos o conjunto finito F' = {xy, xs,.., Zn,,a—1,a+1} e tomando ¢ =

e d = a+ 1, todos os valores de (z,) entdo contidos no intervalo fechado [z,a + 1],
portanto, (z,,) é limitada.

Teorema B.1.7 (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia mondétona limitada é convergente.

Demonstra¢ido: Suponha que (z,,) seja uma sequéncia mondtona decrescente e limi-
tada, isto é, (z1 < 2o <..< z,, <..< M)para algum M > 0. Entdo, M é uma cota
superior de A = (x1, 2., Tp,... ),J0ogo A possui um supremo, digamos sup A= a e nesse
caso lim(z,,) = a. Dado € > 0, existe algum n, € N tal que

a—e<z,fa<ate=—a—ec<zr,<a-+te.

Portanto, |z, — a| < € e (x,) é convergente. Os outros casos sdo tratados analo-
gamente.

Teorema B.1.8 Sejam lim a,, = a,lim b, = b e C' um niimero real qualquer entio

1. lim Ca, = Ca;
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2. lim(a, £b,) =a+tb;
3. lim(a,b,) = ab;

4. selima, = 0e (b,) for limitada entdo lim(a,b,) = 0;

5. lime = @

Demonstracao:

1. Se €' = 0, entdo C'z,, = 0 para todo n natural e segue do corolario [B.1.3[que
lim C'z,, = lim0 = C'a = 0. Suponha agora que C' # 0. Entdo, dado e > 0,
existe ny € N tal que n > ng = |z,, — q| <1 Logo

n>ny = |Cz, — Ca| = |C||x, — a|] < |C||C’| €.

2. Provemos que lim(a,+b,) = a+0b (provar que lim(a,—b,) = a—b é andlogo,
basta fazermos |b — b,| = |b, — b|). Dado € > 0, existem ny, ns naturais tais
que n > nyla, — al < §en > nylb, — b| < 5. Escolhendo n > maz{ni,ny} e
usando a desigualdade triangular, obtemos

[(an +bn) — (a+0)| [(an —a) + (b, — b)|

IA I

la, — a| + |b, — b
< €+€_
2 2—6.

3. Como toda sequéncia (z,) limitada é convergente, podemos tomar L > 0

tal que |b,| < L, para todo n natural. Por outro lado, dado € > 0, existem
ni,ny € N tais que

n>n = la, —al < 57 en>ny — by, b|<2|a‘+1

Entdo, para n > max{n,,ns} e usando novamente a desigualdade triangu-
lar, teremos

|a,,b, — abl |(a, — a)b, — a(b, —b)]

IA

|an — al[bn| + |a|[b, — b|
< e

2L 2lal + 1
< €+€_

99~

4. Seja L > 0 tal que |b,| < L, para todon > 1. Dado € > 0, tomamos ny, € N
tal que n > ng = |a,| < ;. Entdo, paran > n,,

|anbn, — 0 = |ay||bs] < £ - L =e.

Portanto a,b, converge pra zero.
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5. Se mostrarmos que ;- converge para 3, segue do item[3|que

=5

an 1_> 1
b, Ty T Ty

Tomemos, inicialmente, n; € N tal que |b, — b| < % para n > n;. Para tais
valores de n,

L I R I S
O I L I O e L I L
1 |b—b 2

D= L . SN A N
0] o] —[ol/2 b

e[b]?
5 -

Agora, dado ¢ > 0, tomemos ny, € N tal que n > ny = |b, — b| <
Portanto, para n > max{ni,ny},

Definicdo B.1.9 Uma sequéncia (x,,) de niimeros reais tem limite infinito ou limite tende a
mais infinito, e escreve-se limx, = +oo, quando para todo A > 0, fixado arbitrariamente,
pudermos encontrar ny € N tal que n > ny = x,, > A. Em outras palavras, para qualquer
valor real A > 0, existem um niimero finito de indices n tais que x,, > A.

Toda sequéncia ilimitada superiormente (x,,) tem limite infinito pois uma vez que x,,, > A, que
todo x,, com n > ng e consequentemente x,, > T,, >

Exemplo: A sequéncia (a,a? a®,--- ,a",---) é ilimitada superiormente quando a > 1.

Portanto, lim " = +oc.

B.1.1 Progressoes Aritméticas (PA)

A PA é um tipo de sequéncia que aparecem , por exemplo, quando tratamos
de grandezas que sofrem varia¢des iguais, ou seja, quando observamos aumentos (ou
reducdes) constantes.

Definicado B.1.10 Uma progressio aritmética (PA) é uma sequéncia numérica na qual a dife-
renga entre cada termo e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é chamada de
razdo da progressio é representada pela letra r.
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Por defini¢do, para avangar um termo em uma progressao aritmética (a1, as, , an)
de razdo r, podemos escrever:

Gy — a1 =
az — a2 =
gy — a3 =

Ay — Qp_1 = T.

Somando essas n — 1 igualdades membro a membros, obtemos a,, — a; = (n — 1)r e de
um modo geral, a,, = a; + (n — 1)r é a férmula para o termo geral de uma PA.

Teorema B.1.11 A soma S,, dos n primeiros termos da progressdo aritmética é

(ay + ap)n
S, =———.
2
Demonstra¢io: Seja (ai,as,as, , a2, an—1,a,) Uma progressao aritmética de razdo r,
Sp=a1+ay+az+.. +a, o+ a,_ 1 +a,ouS, =a,+a,_ 1+ an o,y a3+ as+ -+ a.

Somando as duas igualdades acima obtemos

2S5, = (a1 + an) + (a2 + an—1) + (a3 + an—2) +.. +(an + a1)
25, = (a1 +an) + (a1 +a,) + (a1 + ap) +... +(a1 + a,)
25, = n(a; + ay)

(a1 + ap)n

Sp = 5

B.1.2 Progressoes Geomeétricas (PG)

As progressdes geométricas estdo presentes sempre que estudamos uma gran-
deza varidvel que cresce (ou decresce) com uma taxa (porcentagem) de crescimento
constante.

Definicao B.1.12 Uma progressio geométrica (PG) é uma sequéncia numeérica na qual o quo-
ciente da divisdo de cada termo pelo termo anterior é constante. Esse quociente constante é
chamado de razdo da progressio é representado pela letra q.

Por definicdo, para avangar um termo em uma progressdo geométrica
(a1, as,..,a,) de razdo ¢, podemos escrever:

a2 = a14q
a3z = a2q
a4 = asq

anp = Qap-14q
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Multiplicando essas n — 1 igualdades membro a membros, obtemos a,, = a;¢"*

e de um modo geral, a,, = a;¢" "' é a férmula para o termo geral de uma PG.

Teorema B.1.13 A soma dos n primeiros termos da progressio geométrica de razdo q é

Demonstracido: Seja uma progressdo geométrica (aq, as, as,... , Gn—2, Gp_1,a;,) de

razao q,

S, = a1t+ay+az+as+a,_1+a,

S, = m+ag+ad+ad+agi+aqt.

Multiplicando (B.2) por ¢, obtemos:

¢S, = a1q + a1¢® + a1q® + arg* + ar "t + arq”

Subtraindo (B.1) de (B.3), encontramos:

¢Sy — Sn = (ag+ a1® + a1¢® + arq* + arg" ' + a1q")
— (a1 +a1qta1¢® + a1¢® + a1 ¢" 7 + a1q" )
= aq" —a.

Assim,
@S —Sn=a1q"—a1 = Su(¢—1)=aq" —a

. n:m
qg—1
n—1

> Sn:alq
qg—1
1_ n

— Sn:al d .
I—gq

(B.1)

(B.2)

(B.3)

Dada uma progressdo geométrica infinita (ai, as, as,..., an—2, ay_1, Gy,... ) indica-
mos a soma dos seus termos, escrevendo S, = a; + as + a3 +.. +a,+... € chamamos
essa soma de série geométrica e usando o teorema acima, vemos que quando n tende
ao infinito, ¢" tende a zero caso —1 < ¢ < 1. E para simplificar uma série geométrica,
usamos o sinal de somatoério (}"), indicando a série S, por >~ | a,. Quando ¢ # 0 e
—1 < g <1, essa série converge para ;*, pois a, converge para zero quando n tende

ao infinito. Assim,
1 _ n
S = lim ay 7__2 )
n—o0 1 — q 1 — q
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B.2 Limite de uma funcao

Defini¢ao B.2.1 Um conjunto X C R ndo vazio é limitado superiormente se existe um nii-
mero real b tal que, para todo x € X,z < bou seja X C (—o0,b). Nesse caso b é um cota
superior para X. X é limitado Inferiormente, se existe um niimero real a tal que, para todo
r € X, x> bouseja X C (a,+00). Nesse caso, a é um cota inferior para X.

Seja f : + — R uma fungdo com valores reais, definida num subconjunto X C R. Seja
a € R um ponto de acumulagdo de X.

Definic¢ao B.2.2 Diremos que o niimero real L é o limite de uma fungdo f(x) quando x tende
para a, simbolizado por

lim f(x) = L,

Tr—a

para significar que para cada ¢ > 0 arbitrdrio, encontramos 6 > 0 de modo que se tenha
|f(z) — L| < esemprequex € X e0 < |x —a| <é.

Simbolicamente temos,

Ve>0,30>00e€X,0<|z—a|<d=|f(x)—L| <e

Por definicao, isso significa que quando = € (a — 6, a + §) se aproxima de a,com
um erro menor do que 0, f(x) se aproxima de L, desde que se tome x € X suficiente-
mente proximo de a (ndo necessariamente a pertence a X).

Teorema B.2.3 (Unicidade do Limite). Sejam X C R,f : x — R e a um ponto de acumula-
¢dode X. Se lim f(z) = Lielim f(x) = Lo, entdo Ly = Lo.
r—ra r—a

Demonstracdo B.2.4 Dado qualquer € > 0, existem &, e 0, tais queparax € X,0 < |z—a| <
0 = |f(x) — L] < §e0 < |z —a|l < = |[f(x) — Lo| < §. Seja dmin = {61,0}.
Como a é ponto de acumulagido de X, podemos encontrar um T € X tal que 0 < |z —a| < 6
|L1 — Ly| > |Ly — f(Z)| + | f(Z) — La| < § + § = €. Isto nos dd que | Ly — Ly| < € para todo
€ >0,logo Ly = Ls.

Teorema B.2.5 (Fungdo Limitada). Sejam X C R, f : X — R e a um ponto de acumulagdo
de X. Se existe lim f(x) entdo f é limitada numa vizinhanga de a, isto é, existem A > 0,0 > 0
r—ra

tais que 0 < |z — a| < 0, com x € X implica |f(z)| < A-

Demonstracdo B.2.6 Seja L = lim f(x). Tomando ¢ = 1 na definicdo de limite, obtemos
r—a

d>0tal que x,0 < |z —a| < 6 = |f(z) — L| <1 = |f(x)| < |L| + 1, via 0 uso da
desigualdade triangular. Tomemos entdo esse 0 e ponhamos A = |L| + 1.
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A seguir sera apresentada uma proposicdo muito importante para os célculos
operaconais dos limites de fun¢des, demonstradas no livro de Neto (2015).

Definicao B.2.7 Sejam a X C R, as fungdes f : X — Rea € X. A fungio f é continua
em a se, lim,_,.f(x) = f(a). Isso equivale a dizer que f : X — R é continua quando f for
continua em todos os pontos a € X.

Proposicdo B.2.1 Sejama X C R, as fungées f,g : X — R e aum ponto de acumulagio de
X. Selim,_,, f(x) = L elim,_,, g(x) = M, entdo:

i) lim, ., (f £9g)(x) =L+ M;

i) im, . (f)(x) =L -M;

iii) lim,q (£)(2) = 4.






Apéndice C

Derivadas de funcoes

C.1 Nocoes de derivadas de funcoes

Definicao C.1.1 Sejam X C R, f : X — Rea € X um ponto de acumulagio de X. A
fungdo f é derivdvel em a se exstir o limite

i £@) = 10)
r—a Tr — a

e tal limite serd denominado a derivada de f em a, sendo denotada por f'(a).

Se tomarmos h = x — a, obtemos = = a + h. Observe que se h tente zero, entdo x
tende a a. Logo,

f@) = fl@) _ . fla+h) = f(a)
h

T—a xr—a h—0

= f'(a).

Corolario C.1.2 Seja f : R — R é uma funcio constante, f é derivavel em R e f'(a) = 0,
para todo a € R.

Demosntragio: Tomando f(x) = c para todo x € R,

fim L8 = F@) o eme o —o
T—a T — a z—=a L — Q T—a

A derivada de uma funcdo f representa, geometricamente, o coeficiente angular

da reta tangente a f que passa pelo (a, f(a)) € R2. Portanto, o coeficiente angular da
reta de uma fungdo constante é nulo.

Proposi¢do C.1.1 Sejam X CR, f: X — Rea € XN X'. Sea fungio f é derivdvel em a,
entdo ela é continua em a.
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Demosntragio: Observe que

r—a

lim f(z) = limf(a)+M~(x

r—ra r—a r — a

—a).

Da proposigio C.1.1 e da definigdo C.1.1

tim f(@) = lim £(@) + timee T DI e )
lm f(x) = f(a)+ fa)-0= f(a).

Logo, a defini¢ido C.1.1 garante que f é continua em a.
Proposig¢io C.1.2 lim, (1 + z): =e.

Demonstragdo: fazendo ¢ = 1, temos t — oo quando z — 0. Logo,

1\!
lim(l—i—x)% = lim (1+—> =e.
z—0 t—00 t

Proposi¢do C.1.3 lim,, “— =Ina;(a > 0,a # 1).

Demonstragao: fazendo t = a® — 1, temos
a®*=t+1
e aplicando os logaritmos naturais nos em ambos os membros da equacdo acima,
obtém-se
Ina® =In(t+1) =

zlna=(t+1) =

In(t+1)
Ina



C.1. NOCOES DE DERIVADAS DE FUNGOES 87

Quandozr — 0,2 #0,t — 0,t #0e

¥ a® —1 I t
11m = 11m —.————=
z—0 X t—0 In(t+1)
Ina
= Inalim

t—0 In(t + 1)

= Inaelim ——
taO ln(t"rl)
t

= Inalim ——— .
=0 Inf(t +1)7]

Agora, usando a proposicdo obtemos

|
lim
x—0 X

=1Ina

Como aplicagdo, mostraremos que a derivada de f(z) = e* é também e”.

Resolugdo: por definicdo,

o ) €x+h — et ) emeh — et
(*) =lim ———— = lim
h—0 h h—0 h
. e®(eh —1)
= lim
h—0 h

Com uso da proposigdo obtemos
(") =e"lne = ¢€”,

como queriamos mostrar.



