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Resumo

Diante da grande expansao das tecnologias, é essencial que o professor utilize esses re-
cursos no processo de ensino e aprendizagem com a finalidade de despertar a atencao e o
interesse dos estudantes. O objetivo principal deste trabalho é o estudo de transformacoes
geométricas simples (rotacoes, translagoes, reflexdes, ampliagoes e redugoes) como uma
aplicacao no ensino de matrizes através do software Geogebra. Esses conceitos podem
ser trabalhados no Ensino Médio, oportunizando a exploracao dos conceitos de matrizes
e suas operacoes. O resultado deste trabalho é uma proposta de atividades que pode
contribuir com o planejamento do Professor de Matematica. Além deste texto, também
se criou um livro online com todas as construcoes sugeridas nas atividades. Esta proposta
busca enriquecer o processo de ensino e aprendizagem e contribuir para o desenvolvimento

da autonomia e criatividade dos alunos.

Palavras chave: Ensino de matematica, Geogebra, Matrizes, Transformagoes geométricas.
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Abstract

In view of the great expansion of technologies, it is essential that the teacher uses these
resources in the teaching and learning process in order to arouse the students’ attention
and interest. The main objective of this work is the study of simple geometric transforma-
tions (rotations, translations, reflections, enlargements and reductions) as an application
in the teaching of matrices using the Geogebra software. These concepts can be worked
on in high school, providing opportunities to explore the concepts of matrices and their
operations. The result of this work is a proposal of activities that can contribute to the
planning of the Mathematics Teacher. In addition to this text, an online book was also
created with all the constructions suggested in the activities. This proposal seeks to en-
rich the teaching and learning process and contribute to the development of students’

autonomy and creativity.

Keywords: Teaching mathematics, Geogebra, Matrize, Geometric Transformations.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

No mundo atual, em que a informatizacao tém se tornado cada vez mais presente,
¢ um desafio para o professor de matematica incorporar nas suas aulas instrumentos
que despertem a atencao e o interesse dos estudantes, promovendo, assim, aulas mais
dinamicas e atrativas.

O contetddo de matrizes, habitualmente, é ensinado no Ensino Médio de forma
mecanica com destaque na teoria e em resolucoes de problemas magcantes e, em sua mai-
oria, sem contextualizagao, o que pode nao despertar o entusiasmo para o processo de
ensino e aprendizagem.

O novo documento referencia para a educacao basica é a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC). Neste documento o contetido de matrizes nao aparece explicitamente.

No site BNCC na pratica EI pode-se explorar a Matriz curricular proposta pela
BNCC de acordo com a etapa de ensino, componente curricular (disciplina) e série. Re-
ferente a matematica, para as séries do Ensino Médio, aparece o objeto de conhecimento
”Matriz: Sistema Linear”e, ao clicar sobre ele, surgem as seguintes habilidades:

eldentificar representacoes algébricas que expressem a relagao entre grandezas;

eResolver situagao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos;

elnterpretar gréafico cartesiano que represente as relagoes entre grandezas.

Na pratica, no que diz respeito as matrizes, o aluno deve:

eldentificar uma matriz como associacao a um sistema linear;

Tyww. bnc cnapratica.com.br
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eUtilizar determinantes para resolver um sistema linear;

eCompreender a representacao geométrica de um sistema linear.

Ou seja, o aluno precisa compreender as operagoes com matrizes para adquirir
tais habilidades.
De acordo com a BNCC:

[...] a aprendizagem de Algebra, como também aquelas relacionadas
a Numeros, Geometria e Probabilidade e estatistica, podem contribuir
para o desenvolvimento do pensamento computacional dos alunos, tendo
em vista que eles precisam ser capazes de traduzir uma situagao dada em
outras linguagens, como transformar situagoes-problema, apresentadas
em lingua materna, em férmulas, tabelas e graficos e vice-versa. (Brasil,
2018, p.271)

A proposta é que, durante o trabalho envolvendo transformacoes geométricas
e matrizes no software Geogebra os educandos aprendam a relacionar pontos e figuras
geométricas a tabelas representadas por matrizes, e também consigam construir signi-
ficados sobre o comportamento geométrico desses objetos quando se faz determinadas
operacoes com matrizes.

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de transformacoes geométricas
simples (rotagoes, translagoes, reflexdes, ampliagoes e redugoes) como uma aplica¢do no
ensino de matrizes através do software Geogebra. Esses conceitos podem ser trabalhados
no Ensino Médio, oportunizando a exploracao dos conceitos de matrizes e suas operagoes.

Para que se tenha uma ideia geral sobre a estruturacao deste trabalho, segue uma
breve descricao do conteiido de cada capitulo.

No segundo capitulo, traca-se um breve histérico do surgimento e ensino das
matrizes e transformacoes geométricas, a importancia da utilizagao de recursos digitais em
sala de aula e as orientagoes dos documentos oficiais sobre tais assuntos. Em seguida, uma
sintese dos trabalhos que norteiam o tema e também o diferencial do presente trabalho.

No terceiro capitulo, vem a apresentacao dos principais conceitos referente a ma-
trizes, sao eles: definicao, tipos de matrizes, algumas operacoes que podem ser efetuadas
com as mesmas e a associacao de matrizes e pontos no plano cartesiano.

O quarto capitulo versa sobre os conceitos e defini¢oes de isometrias e homotetias
e as principais defini¢coes de Transformacao Geométrica. Também neste capitulo surgem

algumas definicoes sobre vetores que sao necessarias para a compreensao de algumas



transformacoes.

No quinto capitulo, sao apresentadas atividades que envolvem as transformacoes
geométricas resolvidos no software Geogebra, através das operagoes com matrizes. Além
do passo a passo descrito neste texto, disponibilizou-se um link de um livro online cons-
truido a partir do desenvolvimento das atividades onde pode ser observado todo o processo

de construcao no Geogebra.



Capitulo 2

ENSINO DE MATRIZES E SUAS
TECNOLOGIAS.

2.1 Breve historico sobre matrizes e seu ensino.

Segundo Bernardes (2016), ao contrario de como é apresentado na disciplina de
Algebra Linear, o termo matriz surgiu depois dos conceitos iniciais sobre determinantes,
sistemas lineares, transformacoes lineares e autovalores. Somente em 1850 que o ma-
tematico inglés James Joseph Sylvester inseriu pela primeira vez o termo ”matriz”em
uma de suas pesquisas. Apesar de Sylvester ter sido o responséavel pelo desenvolvimento
desta teoria foi, seu amigo, Arthur Cayley, em 1858, que iniciou os estudos sobre a Algebra
das matrizes, ao tratar das teorias das transformacoes.

Ainda de acordo com [Bernardes| (2016]), apesar das pesquisas de Sylvester e de
Cayley sobre matrizes, os trabalhos literarios de dlgebra s6 comecaram a utilizar a repre-
sentagao matricial a partir do final do século XIX e a linguagem matricial s6 se popularizou
a partir de 1920, ficando conhecida como teoria das matrizes. Tal teoria foi de grande
importancia para a unificacao e generalizacao de métodos para resolucao de problemas,
conhecidos nos dias atuais como lineares.

Segundo [Zanini| (2012)), Caley e Sylvester priorizaram em seus estudos sobre Ma-
trizes “desenvolver métodos e resultados para a resolucao de sistemas de equagoes lineares
e estudos com Algebra Linear” [p.8]. Colocando assim a matriz como uma simples ferra-
menta para organizar dados e usar o determinante.

De acordo com |lezzi| (1977) uma matriz é um conjunto de elementos numéricos



organizados em linhas e colunas e que possuem propriedades matematicas bem definidas.

As matrizes ordenam e simplificam os problemas, contribuindo para a resolucao de
varios tipos de questoes, sendo utilizadas na Matematica Pura e Aplicada. Na atualidade
utilizamos os conceitos de matrizes em diversas situacoes: na organizacao de dados de uma
pesquisa, para comparacao de precos de determinados produtos, tabelas de classificacao
de jogos em campeonatos, organizagao de horarios de uma empresa, entre outros. Além
disso, varios programas de computadores sao codificados por matrizes.

Atualmente o estudo de matrizes é feito no Ensino Médio, geralmente no 2° ano,
e muitas vezes se limita a conhecer e compreender o que é uma matriz, organizar seus
dados, calcular determinantes e resolver sistemas de equacgoes lineares. Essa configuracao
faz com que o contetiddo nao pareca importante e oculta sua utilidade em muitos processos
relevantes.

Trabalhando esses conceitos isolados e sem nenhuma aplicagao pratica, o processo
de ensino aprendizagem pode se tornar monétono e desestimulante e para que isso nao

aconteca, podemos fazer uso das aplicacoes do conceito e das tecnologias digitais.

2.2 As transformacoes geométricas.

As transformagoes geométricas podem ser estudadas como uma aplicacao das
operacoes com matrizes. E o que é uma Transformacao Geométrica?

Uma transformacao Geométrica é definida como uma fungao bijetiva entre duas
figuras geométricas, no mesmo plano ou em planos diferentes, de forma que, a partir da
figura geométrica original se forma outra geometricamente igual ou semelhante a primeira.

As transformagoes geométricas se dividem em isometrias e homotetias. As iso-
metrias sao transformagoes que preservam a distancia entre os pontos e a amplitude dos
angulos, ou seja, a figura gerada é congruente a figura original. As isometrias se dividem
em: rotacao, translacao e reflexao. Ja as homotetias sao transformacoes que a utilizado
para ampliar ou reduzir figuras a partir de um ponto fixo. Neste caso a figura gerada é
semelhante a figura inicial.

Ha& bastante tempo as transformacoes geométricas fazem parte da histéria da hu-
manidade. De acordo com Arantes| (2017)), as primeiras evidencias dessas transformagoes

vem das pinturas rupestres arte em ceramicas chinesas e também brasileiras, aplicacoes



em tecelagem, obras de arte, dentre outros.

Uma importante representacao das transformacoes geométricas no Brasil é a
ceramica marajoara que ¢ considerada uma das mais antigas artes ceramicas do conti-
nente Americano. Ela é constituida por simbolos geométricos e padroes simétricos como

podemos ver na figura 2.1.

Figura 2.1: Ceramica Marajoara

Fonte{Arantes| (2017) (2017)

De acordo com |Arantes| (2017)), o precursor nos estudos da geometria das trans-

formagoes foi Félix Klein (1849-1925). Para ele, o principal grupo da geometria euclidiana
era formado pelas homotetias e semelhancas. As isometrias eram parte de um subgrupo
das semelhancas, sendo caracteristicas das transformagoes geométricas que conservam as
propriedades das figuras.

Em diversos momentos da Histéria da Educacao Matematica no Brasil, surgiram
propostas e orientagoes para a introducao das transformacoes geométricas, com o intuito
de incentivar o estudo da geometria, torna-lo criativo e bem fundamentado.

Segundo , o estudo da geometria das transformacgoes no Brasil iniciou-
se entre 1976 e 1998, com influéncia do Movimento de Matematica Moderna (MMM), que
provocou uma diminui¢ao nos estudos com foco em pontos, retas e planos e passou a ter
mais interesse na teoria dos conjuntos e na geometria das transformacoes. Em 1998 as

transformagoes foram inclusas nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s):



Do pensamento geométrico, por meio da exploracao de situacoes de
aprendizagem que levem o aluno a: interpretar e representar a loca-
lizacdo e o deslocamento de uma figura no plano cartesiano; produzir
e analisar transformacgoes e ampliagoes/redugoes de figuras geométricas
planas, identificando seus elementos variantes e invariantes, desenvol-
vendo o conceito de congruéncia e semelhanga; ampliar e aprofundar
nogoes geométricas como incidéncia, paralelismo, perpendicularismo e
angulo para estabelecer relacoes, inclusive as métricas, em figuras bidi-
mensionais e tridimensionais. (Brasil, |1998, p.81)

Os PCN’s apontam a relevancia das transformacoes geométricas para o desenvol-
vimento de habilidades de percepc¢ao espacial e inducao a descoberta a partir de objetos
do mundo fisico, para que o aluno estabelega uma conexao entre a matematica e outras
areas de conhecimento.

No entanto, nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, as trans-
formacgoes geométricas sao mencionadas somente como uma forma de complementar o
estudo geométrico.

A BNCC orienta, para o trabalho com o Ensino Fundamental, a introduzir con-
ceitos sobre posicao e deslocamentos no plano e no espaco, trabalhar com formas e relagoes
entre elementos de figuras planas e espaciais, para que os alunos sejam capazes de apri-
morar seu pensamento geométrico. As transformacgoes geométricas entram no aspecto
pratico, com énfase nas simetrias.(Brasil, [2018, p.271).

Dentre as habilidades sugeridas para as séries finais do Ensino fundamental se

destacam:

(EFOTMA21) Reconhecer e construir figuras obtidas por simetrias de
translagdo, rotacao e reflexdao, usando instrumentos de desenho ou
softwares de geometria dinamica e vincular esse estudo a representacoes
planas de obras de arte, elementos arquitetonicos, entre outros. (Brasil,
2018, p.309).

(EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composigoes
de transformacoes geométricas (translacao, reflexdo e rotacao), com
o uso de instrumentos de desenho ou de softwares de geometria
dindmica.(Brasil, [2018, p.315)

Nessa etapa, trabalha-se com transformacoes mais simples.
Ainda que as recomendacétes para o trabalho com as transformacoes geométricas

nas orientagoes para os anos finais do Ensino Fundamental, também estabelece que:



A BNCC da area de Matematica e suas Tecnologias propde a conso-
lidacao, a ampliagdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais
desenvolvidas no Ensino Fundamental. Para tanto, propoe colocar em
jogo, de modo mais inter-relacionado, os conhecimentos j& explorados
na etapa anterior, a fim de possibilitar que os estudantes construam
uma visdo mais integrada da Matemadtica, ainda na perspectiva de sua
aplicagao a realidade. (Brasil, 2018, p.52)

Para o ensino médio, uma habilidade é:

EM13MAT105: Utilizar as nocoes de transformacgoes isométricas
(translagao, reflexdo, rotagdo e composigoes destas) e transformagoes
homotéticas para construir figuras e analisar elementos da natureza e
diferentes produgoes humanas (fractais, construgoes civis, obras de arte,
entre outras). (Brasil, 2018, p.533).

Ao utilizar as operacoes com matrizes para estudar as transformagoes, desenvolve-
se parte dessa habilidade.
Uma maneira de relacionar tais contetidos de maneira lidica é com a utilizacao

de tecnologias digitais, como apresentado mais a frente.

2.3 Tecnologias em sala de aula.

O uso das tecnologias em sala de aula é um assunto bastante debatido no meio
académico, nao apenas por suas vantagens para o processo de ensino e aprendizagem, mas
também pelas maneiras como se deve abordar o uso dessas ferramentas metodolégicas.

Nos dias atuais, o acesso as ferramentas digitais tém se expandido cada vez mais
nas instituicoes educacionais e entre os jovens, que estao dinamicamente inseridos na
cultura digital, nao somente como consumidores, mas se engajando cada vez mais como
protagonistas.

E importante salientar que o uso de tecnologias proporciona aos estudantes diver-
sas possibilidades de experiéncias que se tornam facilitadoras no processo de aquisicao do
conhecimento e que reforcam a capacidade de raciocinar logicamente, formular e testar
conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e produzir novas argumentacoes. Diante
disso torna-se um desafio para o professor inserir tais recursos no processo de ensino e
aprendizagem.

De acordo com [Brasil (2018]), no Ensino Médio é necessdrio que os alunos re-
conhecam as potencialidades das tecnologias digitais para a realizacao de uma série de

atividades relacionadas a todas as areas do conhecimento, a diversas praticas sociais e ao



mundo do trabalho. Para isso, deve-se incentivar os estudantes buscar dados e informagoes
de forma critica nas diferentes midias, inclusive as sociais, analisando as vantagens do uso
e da evolucao da tecnologia na sociedade atual, como também seus riscos potenciais. Para

a area de matemaética o documento sugere:

Utilizar processos e ferramentas matemadticas, inclusive tecnologias di-
gitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais
e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados.
(Brasil, 2018| p.267)

Para o ensino de matematica, um software bastante utilizado é o Geogebra.

O Geogebra é um software multiplataforma de matematica dinamica, gratuito,
voltado para o ensino e aprendizagem de matematica. Ele abrange conteidos de todos
os niveis de ensino e retine conceitos de algebra, geometria, estatistica e calculo, além de
fornecer ferramentas graficas e planilhas.

O Geogebra foi criado em 2001 pelo professor austriaco Markus Hohenwarter
como trabalho de sua tese de doutorado, e o seu reconhecimento tem crescido desde

entao. De acordo com o Instituto Geogebra de Sao Paulo:

Atualmente, o Geogebra é usado em 190 paises, traduzido para 55 idio-
mas, sao mais de 300000 downloads mensais, 62 Institutos Geogebra em
44 paises para dar suporte para o seu uso. Além disso, recebeu diversos
prémios de software educacional na Europa e nos EUA, e foi instalado
em milhoes de laptops em vérios paises ao redor do mundo. [PAULO
(2020)

Por ser gratuito, o software Geogebra é uma excelente ferramenta que vem de
encontro as novas estratégias de ensino e aprendizagem, facilitando a compreensao de
diversos conceitos matemaéticos e possibilitando a professores e alunos a oportunidade de
examinar, presumir, investigar tais conteidos na construgao do conhecimento matematico.

No capitulo 5 serd detalhada a utilizacao do software Geogebra para resolver

problemas com transformacgoes geométricas através das operagoes com matrizes.

2.4 Revisao Bibliografica.

Na revisao bibliografica feita no inicio desta pesquisa, foram encontrados poucos
trabalhos que abordassem o tema de matrizes e transformacgoes geométricas. Em sua
maioria, os textos apresentavam os temas separadamente.

Os trabalhos utilizados nos estudos iniciais foram encontrados no banco de dis-



sertacoes do PROFMAT e em bibliotecas digitais de Universidades tais como: UFRJ,UFG,
UFRS, UFSM, UFPB, entre outras.

Os estudos analisados abordavam o tema de matrizes ou transformagoes geométricas
e o uso do Geogeobra em sala de aula. Nos paragrafos abaixo, faremos uma analise de
trés trabalhos cujo tema abordado é Matriz e Transformacao Geométrica para, no final,
fazer um comparativo com a nossa proposta.

O primeiro trabalho é de Stormowski (2008). Nele, o autor propoe uma sequéncia
didatica para o estudo de matrizes a partir das Transformagoes Geométricas e desenvolve
algumas atividades no software Shapari, as quais geram figuras fractais. Inicialmente
sao sugeridas atividades de transformacgoes geométricas com lapis e papel e, em seguida
apresenta-se a relagao de tal conceito com as matrizes, verificando os resultados através
dos softwares. Concomitante ao Shapari, o autor utiliza o software MVT (Mathematical
Visualization Toolkit). O Geogebra nao foi utilizado. Através da execugao das atividades,
o autor espera que os alunos construam conceitos e vejam seus significados. Além das
atividades, o autor traz uma analise sobre os trabalhos ja realizados sobre os temas, o que
falam os documentos oficiais, analise dos livros diddticos e a matematica envolvida.

A segunda analise é a dissertacao de Zanchettin (2020). No texto, a autora propoe
uma sequéncia didatica com a finalidade de trabalhar as Transformagoes Geométricas
(translacao, rotagao, reflexao e escala) e associar tais transformagoes as operagoes com
matrizes. A metodologia utilizada é a Sala de Aula Invertida e a sequéncia didatica é
composta por 22 atividades cujo planejamento de execucao é para seis momentos. Cada
momento é dividido em trés etapas, sao elas: pré-aula, aula e pés-aula. Na pré-aula, as
atividades sao realizadas a partir da plataforma online Khan Academy, fora do ambiente
escolar. Durante a aula, no ambiente escolar, o objetivo é discutir sobre os estudos feitos
previamente, resolver atividades, ir construindo conceitos de transformacoes e relacionar
0s mesmos com as matrizes e utilizar software para verificar os resultados obtidos. Por fim,
no pés-aula, sdo propostas resolugoes de exercicios do livro diddtico de Dante (2013) para
fixacao dos conceitos, também fora do ambiente escolar. Apds apresentar cada atividade,
a autora comenta o que se espera que os alunos fagcam e o aprendizado que deve ser
adquirido. Além das atividades, |Zanchettin| (2020) traz em seu trabalho a fundamentagao
tedrica com enfase na metodologia adotada, defini¢oes de Transformacoes Geométricas e

Matrizes e suas operagoes.
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O dltimo texto é o de |dos Santos (2015). O autor apresenta uma sequéncia
didatica com atividades sobre matrizes e transformacoes geométricas no Geogebra. Ini-
cialmente, a proposta é de atividades de conhecimento investigativo sobre operagoes com
matrizes e matrizes especiais. Nas atividades seguintes, o autor trabalha as transformagoes
de dilatacao, contracao, cisalhamento vertical e horizontal em vetores com a utilizacao das
operagdes com matrizes e, por fim, traz transformagdes geométricas de poligonos (escala,
cisalhamento, rotacao). A tltima atividade ¢é a criacdo de um quebra-cabega geométrico
formado por um triangulo e trés quadrilateros, que foi criado por Henry Dudeney em
1902. Além das atividades, o autor discorre sobre softwares educativos e o ensino de
matemadtica, geometria dinamica, matrizes (definigdes e uma andlise do que diz dos docu-
mentos oficiais sobre o assunto), definigdes de transformagoes geométricas e a relagao das
mesmas com as matrizes.

Pode-se notar que os trabalhos possuem estruturas parecidas e se diferenciam
nas propostas de atividades e nos softwares utilizados. A presente proposta se difere dos
demais em alguns pontos. No que se refere as definicoes matematicas, vem apresentar
todas as defini¢oes com as demonstragoes e alguns exemplos.

Nas resolugoes das atividades, detalha-se todos os passos, mostrando o compor-
tamento geométrico da figura em questao quando associada a uma operacao com matriz
e utiliza-se a ferramenta planilha do Geogebra. Além disso, veio a luz, por obra desta
mestranda, um livro digital contendo todas as construgoes apresentadas no capitulo 5
deste trabalho, disponivel em https://www.geogebra.org/m/xq26yfmc. Este produto
educacional objetiva identificar todos os passos da construcao geométrica e mostrar o

resultado final de cada atividade.
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Capitulo 3

MATRIZES

Neste capitulo, aparecem algumas defini¢oes e proposicoes referentes ao estudos
das matrizes acompanhadas de demonstracoes e exemplos. A referéncia usada foi lezzi e

Hazzan (1977).

3.1 Definicao de Matriz

Pode-se dizer que uma matriz é um conjunto elementos numéricos organizados em
linhas e colunas e que possuem propriedades matematicas bem definidas. Formalmente

definido:

Definicao 1. Dados dois nimeros naturais nao nulos m e n, chama-se matriz de ordem
m por n (indica-se m x n) toda tabela M formada por nimeros reais distribuidos em m

linhas e n colunas.

Os elementos de uma matriz qualquer A sao indicados por a,;, onde ¢ indica a
linha e j a coluna em que o elemento se encontra. Por convencao as linhas sao numeradas
de cima para baixo (de 1 até m) e as colunas da esquerda para a direita (de 1 até n). A

seguir temos a representacao da matriz A, .
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a1 a12 aiz ... A ... QAin
a921 a992 93 ... A9k ... Q9pn
asy aso asz ... Az ... AQazp
A=
ar1 aro ars ... Q... Qpp
Am1 Am2 Am3 ... Qmk ... Qmp
1
0 =
4
Exemplo 1. A matriz A = 5 7 | € de ordem 3 x 2 pois possui 3 linhas e 2
-3 V2
colunas.
1 12 8
Exemplo 2. A matriz B = 7 ¢ de ordem 2 X 3 pois possui 2 linhas e 3
9 4 7
colunas.

Observacao: Os elementos de uma matriz M podem ser representados entre colchetes ou
parénteses. Neste trabalho utilizou-se a representacao com parénteses para se assemelhar

a notacgao utilizada pelo programa Geogebra. Outra forma de indicar uma matriz é

M = (aij)mxn-

3.2 Algumas matrizes especiais

1. Matriz Linha: E uma matriz de ordem 1 x n, ou seja, possui uma linha e n colunas.

Exemplo 3. A3 = ( 1 2 3 )

2. Matriz Coluna: E uma matriz de ordem m x 1 jou seja, possui m linhas e uma

coluna.
1
Exemplo 4. B3, = | 2
3

3. Matriz Nula: E a matriz onde todos os elementos sao iguais a zero.
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0 0
0 0

Exemplo 5. Oy =

. Matriz Quadrada: E uma matriz de ordem n X n , ou seja , o numero de linhas é

igual ao nimero de colunas.

0 4 7
Exemplo 6. C3.3 = —g -15 9
-2 6 7

. Matriz Diagonal: Chama-se diagonal principal de uma matriz quadrada de ordem

n o conjunto dos elementos que tem os indices iguais, isto é:

{az‘j;i = j} = {a117@22, cee aann}

Uma matriz diagonal é uma matriz quadrada onde todos os elementos que nao

pertencem a diagonal principal sao nulos.

10

Exemplo 7. D4 =

o o O
o w o o
- o O O

2
0
0

. Matriz Identidade: E uma matriz diagonal onde todos os elementos da diagonal
principal sao iguais a 1.

1 00
Exemplo 8. I5.3=1 0 1 0

00 1

. Matriz Transposta: Uma matriz transposta ¢ uma matriz resultante da troca orde-
nadamente de linhas pelas colunas de outra matriz. Se temos uma matriz N, entao

a transposta de N tem notacdo N°.

1 2 3

Exemplo 9. Seja a matriz Noyz = sua transposta € a matriz
-4 -5 —6
1 —4
Niwo = 1| 2 =5
3 —6
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Observe que, se uma matriz M é de ordem m X n sua transposta M' terd ordem

n xm.

3.3 Operacao com matrizes

Como ja mencionado nesse trabalho, historicamente as matrizes surgiram apds
as definicoes de determinantes e sistemas lineares e as operagoes com matrizes foram
definidas a partir da associacao de matrizes com sistemas lineares.

A seguir sdo enunciados, demonstrados e apresentados exemplos das principais

operacoes realizadas com as matrizes.

3.3.1 Igualdade

Defini¢ao 2. Duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)mxn s@G0 iguais quando a;; = b;;
para todo i € {1,2,...,m} e todo j € {1,2,...,n}. Ou seja , para duas matrizes serem

1quais devem ser de mesma ordem e apresentar todos os elementos correspondentes iguais.

1

¥ ¥

Exemplo 10. 5 = 5
3 =8 3 =8

3.3.2 Adicao

Defini¢ao 3. Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn, chama-se soma A+DB
a matriz C' = (¢ij)mxn onde ¢;; = a;; + bij, para todo i € {1,2,....,m} e todo j €
{1,2,...,n}. Isso significa que para somar duas matrizes € necessdrio que elas sejam de
mesma ordem e cada elemento da matriz soma € obtido somando os elementos correspon-

dentes de A e B.

1 2 3 4 -1 1
Exemplo 11. Considere as matrizes A= e B= . Entao
4 5 6 -4 0 -9
a soma A+ B € dada por :
1 2 3 4 -1 1 1+4 2+ (—1) 3+1 5 1 4
- = =
4 5 6 —4 0 -9 44(-4) 540 64 (-9) 0 5 -3
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A adicao de matrizes do tipo m x n goza das seguintes propriedades:

Propriedade 1. E vdlida a comutatividade, isto é A+ B = B + A.

Demonstracao: Sendo A = (aij)mxn € B = (bij)mxn temos que:
A+B = ((@ij)mxn + (bij)mxn) = (@ij+bij)mxn = (bij+0ij)mxn = (0ij)mxn+(@ij)mxn = B+A

c.q.df]

Propriedade 2. E valida a associatividade, isto é (A+ B)+C = A+ (B+ C).
Demonstracao: Sendo A = (aij)mxn, B = (bij)mxn € C = (Cij)mxn temos que:

(A4 B) + C = (aij + bij)mxn + (¢ij)mxn =(aij + bij + €ij)mxn =(@ij)mxn + (bij +
Cij)mxn = A+ (B+C)

c.q.d

Propriedade 3. Tem elemento neutro, isto €, existe uma matriz M tal que, A+ M = A.

Demonstracao: Sendo A = (a;j)mxn € M = (Myj)mxn temos que:
A + M=As (aij>m><n + (mij)mxn - (aij)mxn -~ (mij)mxn =0

Ou seja, a matriz M é a matriz nula.

c.q.d

Propriedade 4. Todo elemento tem oposto, isto €, para todo A,,«, existe A,,x, tal que,

A4+ A =0.

/

Demonstragao: Sendo A = (a;j)mxn € A" = (aij)mm temos que:

A+ A =04 (aij)mxn + (05 mxn = 0 (@) mxn = —(Aij)mxn

Ou seja, a oposta da matriz A para a adicao € a matriz A" do mesmo tipo que A,
na qual cada elemento € oposto do correspondente em A.

c.q.d

1Como queremos demonstrar
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Definicao 4. Dada a matriz A = (aij)mxn, chama-se oposta aditiva de A (indica-se por
—A) a matriz A" tal que A+ A" =0, onde 0 representa a matriz nula. Em outras palavras

;o .
a;; = - a;j , para todo i e j.

Exemplo 12. Considerando a matriz A = —3 | . A oposta aditiva da matriz A

|
C«Oll\?él —

0
1 -2
é a matriz A’ = 5 3
2
3

Definicao 5. Dadas duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)mxn, chama-se diferenca

A — B a soma da matriz A com a oposta de B.

2 8 =57
Exemplo 13. Sejam A= e B= a diferenca A — B € dada por:
-1 5 6 3
2 8 -5 7 2 8 5 =7
_ — + —
-1 5 6 3 -1 5 —6 -3
2+5 84 (—7) 71
—14+(=6) 5+ (-3) -7 2

3.3.3 Produto de um niimero real por uma matriz

Defini¢ao 6. Dadas a matriz a A= (aij)mxn € wma constante k € R, chama-se produto
k.A a matriz B = (bij)mxn ,tal que b;; = k.a;j, para todo i e j € N. Isso significa que,
para multiplicar um ndmero real por uma matriz basta multiplicar todos os elemento da

matriz por esse niumero.

—3 V2 7
Exemplo 14. Considerando a matriz A= 2 ek =4, amatriz k.A € dada
1 -1 2
por:
7 7
-3 V2 5 4.(=3) 4.2 4y 12 42 14
1 -1 2 41  4.(-1) 4.2 4 -4 8



Sejam A = (@ij)(mxn) € B = (i) mxn) Matrizes e, a e b niimeros reais. O produto

de um numero real por uma matriz satisfaz as seguintes propriedades:

Propriedade 5. a(b.A,,xn) = (a.b). Apxcn

Demonstracao:
a.(b.Apxn) = a.(b.(aij)mxn) = @.b.(ai;)mxn = (a.0).(@ij)mxn) = (@.b). Apxn
c.q.d

Propriedade 6. a.(A,xn + Bunxn) = ¢.-Apmxn + @.Buxn
Demonstracao: a.(A + B) = a.((aij)mxn + (ij)mxn) = a-(@ij)mxn + @.(bij)mxn =
a.Amxn + a.Brsn

c.q.d

Propriedade 7. (a+b).Apxn = @ Apxn + 0. A
Demonstracao: (a+0b).Apxn = (a+0).(0ij)mxn = a.(@ij)mxn + 0-(@ij)mxn = @ Apxn +

b-Aan

c.q.d
Propriedade 8. 1.4,,«, = Amxn
Demonstracao: 1.A,,«, = 1.(0ij)mxn = (@ij)mxn = Amxn

c.q.d

3.3.4 Produto de matrizes

Definicao 7. Dadas duas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)nxp » chama-se produto A.B

a matriz C' = (¢ij)mxp onde ¢;; = Zaijbjk , para todo i € {1,2,....m} ek € {1,2,..p}.
j=1
Isto €, para existir o produto A.B € necessario que o numero de colunas de A seja igual

o numero de linhas de B.

A matriz resultante terd o nimero de linhas da matriz A e o nimero de colunas
da matriz B.
Os elementos da matriz C' sao obtidos pelo somatorio dos produtos dos elementos

das linhas de A pelos elementos das colunas de B como mostrado a seguir:

ci1 = air-bin + aig.bar + ..+ by
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ci2 = ai1.bi2 + a12.092 + ... + a1p.by2

Co1 = a21.b11 + agg.bgl + ...+ (lgn.bnl

Cmp = aml.blp —+ amg.bgp + ...+ amn.bnp

Para melhor compreensao veja o exemplo numeérico.

-1 6
1 -2 5
Exemplo 15. Considere as matrizes A = eB=1 —2 3 |. Calcule
4 0 3
2 4

AB.

Solugao: Como a matriz A = (a; j)2x3 € B = (bij)3x2 0 produto serd a matriz C' = (c;;)2x2
e seus elementos sao:
c11 = ay1.b11 + a12.boy + a13.b3 = 1.(=1) + (=2).(-2) +52=—-1+4+10=13
c12 = aq1.b12 + a12.b95 + a13.b30 = 1.6 + (—2).3+ 54 =6 — 6+ 20 = 20
Co1 = Q91.b11 + ag9.boy + ag3.b3; = 4.(—=1)+0.(=2) +32=—-4+0+6=2
Coo = Qo1.b12 + @99.b99 + A93.b30 = 4.6 +0.3+3.4=24+0+12 =36

13 20
2 36

Portanto , AB =C =

A multiplicacdo de matrizes goza das seguintes propriedades:

Propriedade 9. E associativa: (AB)C = A(BC) , para quaisquer que sejam as matrizes
A= (a'ij)mxnu B = (bjk)nXp eC = (Ckl)pxr'

Demonstracao: Fazendo D = AB = (di)mxp, B = (ABC = (€i)mxr € F = BC =

(fit)nxr, temos:

p

p p n n P n n
€yl = E dif-Crp = E E aij-bjk Ckl = aij-bjk:-ckl = E Q5 E bjk-Ckz = E aij'fjl
k=1 1 \j=1 1 k=1 j=1 j=1

k= j k=1 \j=
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Entio, (AB)C = A(BC).

Propriedade 10. E distributiva ¢ direita em relagdo a adigao, isto €, (A+B).C = A.C+

B.C para quaisquer que sejam as matrizes A = (aij)mxns B = (bij)mxn € C = (Cki)pxm.-

Demonstracao: Fazendo D = (A + B)C = (d;i)mx, temos

n n n
dil = E (aij + bij)-cjk = E aij.cjk —+ E bij-cjk
Jj=1 Jj=1 Jj=1

entao, (A+ B)C = AC + BC.
c.q.d

Propriedade 11. E distributiva a esquerda em relagdo a adigao, isto é, C(A+B) = CA+

CB para quaisquer que sejam as matrizes A = (@ij)mxn, B = (bij)mxn € C' = (Ci)pxm.-
Demonstracao: Fazendo D = C.(A+ B) = (dk;)kx; temos

n

dki = Z(&z] + bz] Cri = Z Qj5.Cr + Z bl] Cki

k=1

Entao, C(A+ B)=CA+ CB.
c.q.d

Propriedade 12. Sendo k um niumero real e matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)nxp,

temos: (kA)B = A(kB) = ABE.

Demonstracao: Fazendo C' = kA = (¢ij)man, D = kB = (dji)nzp € E = AB = (€ik)map

temos:

ZCU ]k_z ka’lj ]k_kzaz] ]k_za'z] ]k_zal] kb]k _kZa”LJ ik

Entdo, (k.A).B = A.(k.B) = k.(AB).

20



Observacgao: E importante notar que a multiplicacao de matrizes nao é comutativa, isto

é, para duas matrizes quaisquer A e B, nem sempre é valido que AB = BA.

4
Exemplo 16. Dadas as matrizes A = e B= temos:
1 2 2 3
2 3 7 18
AB = e BA =
8 13 3 8

Isto €, AB # BA.

Uma duvida que pode surgir é: Por que o produto de matrizes tem uma definicao
diferente das demais operacoes?

De acordo com |Possani, Cayley considerava transformacoes lineares do plano
R? — R? da forma T'(z,y) = (ax + by;cx + dy), com a,b,c e d constantes. Podemos

escrever tal transformacao fazendo uma substituicao de variaveis:

u=ar—+b
T1 == Y
v=-cr+dy
~ r = Au+ Bv
Se pensarmos em outra transformacao : 1o = ,com A, B,C e
s =Cu+ Dv

D constantes, para expressar r e s em funcao de x e y basta fazermos a composicao das

duas transformacgoes. Substituindo as expressoes de T} em T, temos:

r = A(ax + by) + B(cx + dy) = (A.a + B.c)x + (A.b+ Bd)y

Ty =
s =C(ax 4+ by) + D(cx + dy) = (Ca+ D.c)xr + (Cb+ D.d)y

Cayley notou que para encontrar os coeficientes de r e s em termos de x e y bastava
colocar os coeficientes dos sistemas 17 e T lado a lado e "multiplica-los” da maneira como

fazemos até os dias atuais:

A B a b Aa+Be Ab+ Bd
c D) \eal Ca+D.c Cb+ D.d

Em linguagem de transformagoes, a matriz da direita é a matriz da transformacao
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composta Ty oT;. Como a composicao de duas fungoes nao é comutativa, isto é, em geral

fog## go f, justifica-se o porque do produto matricial nao comutar.

3.3.5 Associando pontos a matrizes

Dado um ponto P = (x,y) do plano cartesiano, pode-se associar as coordenadas
do ponto P a uma matriz coluna, de ordem 2 x 1 onde o elemento da primeira linha é
o valor da coordenada do eixo das abcissas e o elemento da segunda linha é o valor da

coordenada do eixo das ordenadas, como visto abaixo:

x
P =
Y
Exemplo 17. Sendo A=(1,2), entdo a matriz associada ao ponto A é M = e sua

representagao cartesiana vé-se na figura|3. 1.

Figura 3.1: Representacao cartesiana ponto A

Q GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra X | v Janela de Visualizagao
® A=(1,2) g
5
4
3
!
4 3 b 41 o 1 2 3

Fonte: Elaborada pela autora

Dado um conjunto com n pontos a matriz associada a esses pontos é de ordem

2Xn.
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Exemplo 18. Considere os pontos A = (=2,1),B = (=1,2),C = (4,-2),D = (2,0) e
~ -2 -1 4 20

E =(0,0). Entdo, temos que M = ¢ uma matriz associada. A
1 2 =200

representagdo cartesiana dos pontos pode ser vista em[3.5

Figura 3.2: Representacao cartesiana de um conjunto de pontos

7 GeoGebra Classic 5

Arguivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

| B2 12 (ol [l P (DN (B R

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo
® A=(2,-1) pS
® B-(1,2)
® C-(4-2)
® D-{2,0) :
® E-(0,0)
4
3
B
L] 2
1
E D
Fot
: 4
a ) - 1 o 1 2 3 4 5 [
o 1
C
2 ®
3

Fonte: Elaborada pela autora

Exemplo 19. Encontre a matriz associada aos vértices do triangulo ABC' representado

na figura 3.5,

Figura 3.3: Representacao do AABC

L7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

DEEEN RN EE

» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizacéo

Fonte: Elaborada pela autora.
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Solucgao: A matriz associada ao triangulo ABC' é a matriz cujos elementos das colunas
sdo as coordenadas dos vértices do triangulo. No AABC temos A = (4,3),B = (1,1) e

C' = (5, —2) portanto, uma matriz associada é:

4 1 5
3 1 =2

Observacao: A ordem com que escrevemos os pontos nao é relevante neste caso. Por

) 1 4 5 5 1 4 4 5 1 .
exemplo, as matrizes também sao repre-

13 2/ \ =213/ \3 21
sentantes do AABC' .
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Capitulo 4

TRANSFORMACOES
GEOMETRICAS

Em Geometria, os estudos sobre conceitos referentes a simetria sao atribuidos as
transformacoes geométricas. O estudo realizado neste capitulo refere-se as transformacoes
geométricas no plano euclidiano e esta baseado em investigagoes desenvolvidas nos livros
Lima| (2014) e Limal.

A seguir apresenta-se o conceito de transformacao geométrica.

Definicao 8. Uma transformagdao geométrica no plano Il € uma fung¢ao T : 11 — 11 que
associa cada ponto P = (x,y) do plano a outro ponto P' = T(P) = (z',y") no mesmo

plano. Chamamos o ponto P' imagem de P pela transformacao T.

As transformacoes geométricas se dividem em isometrias e homotetias.
Antes de falarmos sobre as transformacoes geométricas é til relembrar algumas
nocoes envolvendo vetores. Embora na matematica do ensino médio os alunos nao traba-

lhem com vetores, algumas definicoes se fazem necessarias.

4.1 Vetores

Os vetores sao segmentos de retas orientados que possuem comprimento (também
chamado de médulo), diregao e sentido. Por ser um segmento, um vetor v = AB tem um
ponto inicial A e um ponto final B, e as coordenadas do vetor v s@o obtidas subtraindo

as coordenadas do ponto A das coordenadas do B. Veja alguns exemplos:
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Exemplo 20. Sendo A = (2,1) e B = (3,5), tem-se o0 vetoru=AB = (3—-2,5—-1) =
(1,4). Na figura pode-se ver sua representacao geométrica.

Figura 4.1: Representacao do vetor AB

C} GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

[R][Al ) 3 D @O L[N 22,

» Janela deAIgebra X [ » Janela de Visualizagdo
® A=(2,1)
® B=(3,5

ou=() 5

Fonte: Elaborada pela autora

Quando considerada a origem do sistema cartesiano O = (0,0) como ponto inicial

do vetor tem-se que, dado um ponto A = (z,y) qualquer, o vetor OA terd as mesmas

coordenadas do ponto A.

Exemplo 21. Sendo O = (0,0) e A = (1,2) tem-se o vetoru = OA = (1—-10,2—-0) =
(1,2). Na figura pode-se ver sua representacao geométrica.

Figura 4.2: Representacao do vetor OA

&7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagdo
® A=(1,2) N
® 0=(0,0)

°ev=0)

Fonte: Elaborada pela autora
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Quando dois vetores possuem mesmo tamanho, direcao e sentido sao ditos equi-

polentes. Veja na figura alguns exemplos.

Figura 4.3: Representacao de vetores equipolentes

0 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

[ ] oA LI O Ll Nl =2 ]

¥ Janela de Algebra X| | = Janela de Visualizagdo
® A=(2,2) -
® 0=(0,0)
®u= \'% | [
3 o
® B=(3,1)
® Cc=(53) i
24 Wil
= | 2
o=} ®
® D=(3,-2) 3
® E=(50 i ®
_ (2
ow=(3)
L] E
2
0 1 2 3 4 H [
-1
D
2 @
-3

Fonte: Elaborada pela autora

4.1.1 Algumas operacoes com vetores

1. Adicao

A soma de dois vetores v = (a,b) e w = (¢,d) é dada porv + w = (a + ¢,b + d).
O inverso aditivo do vetor v é o vetor —v = (—a,—b).Na figura , um exemplo
numérico de soma de vetores.

Figura 4.4: Soma de vetores

-

B
3 2 O
A1)
U mw+v=1w
2 ;
’ Al 2
1 L @ -
=)
i L
2 1 0 1 2 3 ! 5 8

Fonte: Elaborada pela autora.

Com isso tem-se que, para quaisquer vetores u,v e w sao validas as seguintes pro-
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priedades:

eComutatividade : v +w = w + v.

eAssociatividade : (u+v) +w =u+ (v+ w).

eElemento neutro : u4+0=0+u =wu , onde 0 é o vetor nulo.

elnverso aditivo: v+ (—v) =v —v =0.

. Produto de um ntimero real por um vetor

O produto de um nimero real ¢t por um vetor v = (a,b) é dado por tv = (ta,tb).
O vetor tv terd o mesmo sentido do vetor v caso t > 0, se t < 0, tv tera sentido
contrario ao sentido de v e se t = 0, o vetor resultante serd o vetor nulo. Na figura

4.5, é dado um exemplo.

Figura 4.5: Produto de um nimero real por um vetor

DR (el [+ PINEDE

O A = Ponto(EixoOx) i 12
~ (2.0) ® o
@ B=(43 :
g
u = Vetor(A, B) ]
@ (2) v
3 4 5
v=73u E 2 L/
@ 9
— \o : ¢ AN
6 4 D 2 4 [3 g 0 2
w=—2u : WS
*- @ :
S
n -6

Fonte: Elaborada pela autora.

Tal multiplicagao goza das seguintes propriedades:
eAssociatividade: s.(t.v) = (s.t).v, com t,s € R.

eDistributividade: (s +t).v =swv+twvet.(v+w)=tv+tw, comt,seR.
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4.2 As Isometrias

Definicao 9. Uma isometria no plano 11 é uma transformacao geométrica T : 11 — 11
que preserva distancias. Em outras palavras, sendo A e B pontos distintos de 11, entdo

d(A, B) = d(C,D), onde C = T(A) e D = T(B) também sdao pontos distintos de II.

As isometrias sao transformacoes que preservam a distancia entre os pontos e a
amplitude dos angulos, ou seja, a figura gerada é congruente a figura original.

As isometrias sao classificadas em: translacao, rotacao e reflexao.

4.2.1 Translacao

De acordo com o diciondrio de lingua portuguesa, transladar significa “transferir(-
se) para outro lugar; mudar(-se)”. Geometricamente uma translagao aplicada a um ponto
P ird muda-lo de lugar no plano.

Dado o vetor v = (a,b), a translacao T : R* — R? | definida por T'(x,y) =
(x + a,y +b), para todo P = (z,y) € R? ¢é uma transformacio de R?. Neste caso a

translacao ¢ feita no sentido de a para b.

Exemplo 22. Na figura o ponto A = (1,1) foi transladado duas unidades para a
direita e uma unidade para cima gerando o ponto A'. A transformacao sofrida por A foi

T : R* = R? definida por T(z,y) = (z + 2,y + 1).

Figura 4.6: Translagao do ponto A.

)
3

2 -1 [u] 1 2 3 4 g
-

Fonte: Elaborada pela autora.
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Exemplo 23. Para transladar um poligono basta aplicar a translacao a todos os vértices

do mesmo. Na figura[{.7], vé-se a translagao do AABC.

Figura 4.7: Translagao do triangulo ABC.

o

Fonte: Elaborada pela autora.

O triangulo ABC foi transladado por meio da transformacao T(x,y) = (x+2,y+
1) da seguinte maneira:
A=(23)= A =(2+2,3+1)=(4,4)
B=(1,1)=B=(1+2,1+1)=(3,2)
C=3,0=C=3+20+1)=(51)

Definigao 10. Matriz de translagao: Seja P = (x,y) um ponto e a transformagdo
T(z,y) = (x+a,y+b). A matriz que relaciona o ponto P ao seu transladado P' € dada

por:

= + (4.1)

Observacao: Nao existe uma tnica matriz de translacao, para cada transformacao tere-

mos uma matriz com termos diferentes.
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4.2.2 Rotacao

Ao pesquisar no dicionario a palavra rotacao tem-se a seguinte definicao: movi-
mento giratorio em torno de um eizo fixo; revolucao, giro. E, para que possamos definir
este giro, precisamos determinar um angulo 6, que definirda o tamanho do giro e um ponto
O, que chamaremos de centro de rotacao.

Para rotacionar um ponto em torno da origem do eixo cartesiano sera usada a

definicao a seguir.

Definicao 11. Fizado um dangulo 6, a rotacio R = R, : R* — R? faz corresponder a
cada P = (x,y) o vetor R, = (2',y'), de mesmo comprimento que P, tal que o angulo de

v para R, € 0.

Exemplo 24. O vetor AB, ilustrado na figura[4.8, foi rotacionado em torno da origem,

no sentido anti-hordrio por um dngulo de 45° gerando o vetor AB'.

Figura 4.8: Rotagao do vetor AB em torno da origem.

a

Fonte: Elaborada pela autora.

4.2.2.1 Rotacao em torno da origem.

O objetivo desta subsecao é encontrar uma relacao entre as coordenadas de um
ponto qualquer P e de seu rotacionado P’.

Considere, no plano cartesiano de origem O = (0,0) um ponto P = (x,y). Seja
a o angulo formado pelo segmento OP e o eixo x. Rotacionando o ponto P em torno
da origem no sentido anti-horario por um angulo de medida 6, obtém-se P = (2',3'). A

figura |4.9|ilustra essa situagao.
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Figura 4.9: Rotacao de P em torno da origem.

P=(zy)

T fanm

— P

Fonte: Elaborada pela autora.

Analisando a imagem [4.9] tem-se:
Do triangulo OPQ:

cos(a) = — e sen(a) = (4.2)

Ao fazer a rotacao do vetor OP no sentido anti-horario, segundo um angulo 6,

obtém-se um vetor OP’. E, no triangulo OPQ’ ter4:

cos(a +06) = x? e sen(a+0) = y? (4.3)

A adicao de arcos é dados por

cos(a+0) = cos(a).cos(0) — sen(a).sen(f) e sen(a+0) = sen(a).cos(0) + sen(0).cos(a)

(4.4)
Substituindo 4.2 em F.4] tem-se:
T Yy Yy T
cos(a + 0) = —.cos(0) — =.sen(0) e sen(a + 0) = =.cos(f) + —.sen(0) (4.5)
r r r r
De .3 e 4.5t
T 2005(9) - g.sen(&) & 1’ = z.cos(0) — y.sen(0)
roor r
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LA y.cos(0) + z.sen(0) < y' = y.cos(0) + x.sen() (4.6)
,

Com isso, tem-se:

/

' = x.cos(0) — y.sen(0)
Y = y.cos(0) + x.sen(6)

Na forma matricial:

' cos(f) —sen(0) x

y' sen(0)  cos(f) Yy
Portanto, a matriz de rotacao no sentido anti-horario é dada por:

R cos(f) —sen(0) (47)
sen(0)  cos(0)

Observacgao: Para rotacionar um ponto no sentido horario usamos a matriz:

cos(f)  sen(f
R = (6) (6) (4.8)
—sen(6) cos(0)
A deducao deste caso é feita de modo analogo.

O exemplo a seguir mostra como rotacionar uma figura geométrica em torno da

origem utilizando

Exemplo 25. Rotacionar o AABC de vértices A = (5,4),B = (3,1) e C(7,0) a um

angulo 0 = 270°, em torno da origem no sentido anti-hordrio.

Solucao: Neste exemplo é necessario rotacionar os pontos A, B e C para encontrar os
pontos A, B" e (', respectivamente, tais que: A" = (va,ya), B = (zp,yp) e C' =

(xcr, yor). Podemos escrever a matriz associada ao AABC' da seguinte forma:

5 3 7
410

De 4.7t
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Ta Ty Ter cos(270°)  —sen(270°) 5 3 7

ya Yp Yo sen(270°)  cos(270°) 110

Tp T T O —<—1> 5 3 7
= = .

yA’ yB/ ycl —]_ O 4 1 0

Ta X X O5+14 03+11 O7+10
<:> =

rpa XTp X 4 1 0
<:> —

yar Yp Yo -5 -3 -7

Portanto, obteve-se que A" = (4,—5), B’ = (1,-3) e C" = (0, —7) sdo os vértices
do AA'B'C".
Na figura pode-se ver tal rotacao.

Figura 4.10: Rotacao do Triangulo ABC.

lc.n a=270
Juer” stesren,
‘ ‘2 -
" ot . ]
i B
¥ S|
<A
Y e
HI :
L1 :
*— -
| : : | -‘ : : 2 10 12
i . -Eu
: 5,
180°
X5
LT
o

-----
-------

Fonte: Elaborada pela autora.
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4.2.2.2 Rotagao em torno de um ponto qualquer

Sendo P = (x,y) ¢ @ = (a,b), o vetor QP tem coordenadas (x — a,y — b).
Para encontrar as coordenadas (z’,4’) do ponto rotacionado, de acordo com tem-se a

seguinte relacao:

x cos(f) —sen(0) r—a a

Yy sen(f)  cos(9) . y—2>b b

Neste caso temos uma rotacao composta por uma translagao.

Exemplo 26. Rotacionar o ponto B em torno do ponto A por um angulo de 90° no

sentido anti-hordrio, sendo A = (1,2) e B = (3,2).

Solugao: Veja que AB = (3 —1,2—2) = (2,0) e utilizando a relagdo resulta que:

'’ cos(90°)  —sen(90°) 2 1
Y sen(90°)  cos(90°) 0 2
' 0 —1 2 1
= = . +
' 1 0 0 2
2/ 0.2+ (=1).0 1
=" =
" 1.240.0 2
! 0 1
& = +
Y 2 2
' 1
Rt =
Y 4

Portanto, B" = (1,4). Na figura tem-se a representacao geométrica do

exercicio.
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Figura 4.11: Rotacao do ponto B em torno do ponto A.

5

Fonte: Elaborada pela autora

4.2.3 Reflexao

As definigoes feitas nessa se¢ao foram baseadas em Stormowski (2008)).

Ao falar sobre reflexao, evoca-se a ideia do reflexo no espelho, por esse motivo a
reflexao também é conhecida como espelhamento.

Em geometria existem dois tipos de reflexao: a reflexao em relacao a um ponto e
a reflexao em relagao a uma reta. Quando fazemos a reflexao de um ponto em relacao a
outro ponto temos que o centro da reflexao serd o ponto médio entre o ponto reflexionado

e o resultado da reflexao. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 27. Veja na ﬁgum a reflexao do ponto B = (4,1) em relagdo ao ponto
A = (3,2) que gerou o ponto B' = (2,3). Observe que a d(A, B) = d(A, B").

Figura 4.12: Reflexao do ponto B em relacao ao ponto A.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Note que, refletir um ponto com relagao a outro ponto é o mesmo que rotacionar

o primeiro em torno do segundo por um angulo de 180°. Assim:

x’ cos(180°) —sen(180°) 4—-3 3
y' sen(180°)  cos(180°) 1-2 2
' -1 0 4-3 3

=4 = . +
o 0 -1 -2 2
'’ 2

= =
Y 3

Como a reflexao em torno de um ponto ja é contemplada pela rotacao, basta

agora estudar a reflexao de um ponto em relacao a uma reta.

4.2.3.1 Reflexao em relacao a uma reta

Sejam P um ponto do plano IT e r uma reta neste plano tal que P ¢ r. Assim,
existe uma tnica reta s C II que passa por P e é perpendicular a . Logo, existe um inico
P' € s tal que d(P,r) = d(P',r), isto é, a reta r ¢ mediatriz do segmento PP’. Com isso,

defini-se:

Defini¢ao 12. Dados uma reta v C 11 e um ponto P ¢ r, dizemos que o ponto P' é
simétrico de P em relagio a r, e denotamos P' = S,(P), se r € a reta mediatriz do

segmento PP’.
Definicao 13. Seja r C Il uma reta. A reflexao de um ponto P em torno de r é a
transformacgao R, : 11 — 11 definida por:

P seP er
Sy(P),seP ¢&r

R.(P) =
Seguem alguns tipos de reflexao:

1. Reflexao em relacao a origem

Se P = (z,y), entdo a reflexdo em torno da origem ¢é a transformagao Ro(P):

R? — R? a reflexdo em torno da origem é definida por:
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Ro =

Na figura pode-se ver a reflexao de um ponto qualquer P em torno da origem.

Figura 4.13: Reflexao em torno da origem do plano cartesiano.

P = (m'.y')

Fonte: Elaborada pela autora.

Note que a matriz de reflexao em torno da origem é dada por:

De fato,

-y 0—1'y

2. Reflexao em relagao ao eixo Oy

Seja P = (x,y), entdo a reflexdo em torno do eixo Oy é a transformacao R,(P):

R? — R? definida por:
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R, =

Na figura pode-se ver a reflexao de um ponto qualquer P em torno da origem.

Figura 4.14: Reflexao em torno do eixo Oy.

Fonte: Elaborada pela autora.
Note que a matriz de reflexao em relagao ao eixo Oy é dada por:

-1 0
01

De fato,

y Ol'y

3. Reflexao em torno do eixo Oz

Seja P = (z,y), entao a reflexdo em torno do eixo Ox é a transformacao Ro(P):

R? — R? definida por:

Geometricamente:
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Figura 4.15: Reflexao em torno do eixo Ox

y

Fonte: Elaborada pela autora.

Note que a matriz de reflexao em relagao ao eixo Ox é dada por:

1 0
M =
0 -1
De fato,
T 1 0 x
—Y 0 -1/ \y
4. Reflexao em torno daretar:y=—x
Seja P = (z,y), entao a reflexdo em torno daretar : y = —z é a transformagao R, (P):
R? — R? definida por:
m —
R, (Y
y —x

Na figura [5.51] pode-se ver a reflexao de um ponto qualquer P em torno da reta r.
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Figura 4.16: Reflexao em torno da reta r : y = —x.

Fonte: Elaborada pela autora.

Note que a matriz de reflexao em relagao a reta r : y = —x é dada por:
0 -1
M =
-1 0
De fato,
—y -1 0 x
- 0 —1 Y

5. Reflexao em torno da reta r: y = z.

Seja P = (z,y), a reflexdo em torno da reta r : y = x é a transformagao R, (P):

R? — R? definida por:

R, =
Yy s

Na figura pode-se ver a representagdo geométrica da reflexdo de um ponto P

em relacao a reta r @y = x.
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Figura 4.17: Reflexao em torno da reta r: y = x

Fonte: Elaborada pela autora.

Note que a matriz de reflexao em relagao a reta r : y = x é dada por:

De fato,

Y 01 T
x 10'y

. Reflexao em torno da reta r : y = mx, com m € R

Sendo P = (x¢,0), é possivel encontrar as coordenadas de P' = (xy,}),
simétrico de P, em relagao a uma reta r com equacao do tipo y = mx, com m € R

constante.

Primeiramente rotaciona-se o plano cartesiano Oy no sentido anti-horario
por um angulo « gerando o plano z10y; de modo que, o eixo Oz coincida com a

reta y = mx, onde m = tan(a). Veja a ilustragao em [£.1§
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Figura 4.18: Rotagao do Plano zOy.

¥

Fonte: Elaborada pela autora.

Se um ponto P em xOy tem coordenadas (zo, o), de acordo com esse

mesmo ponto em 10y, terd coordenadas (xj,y,) de modo que:
xy = To.cos(a) + yo.sen(a)
Yo = Yo-cos(a) — zosen(a)
Fazendo a reflexao de P em torno do eixo Oz encontraremos o ponto P’ =

(0, —y) onde

xy = xg.cos(a) + yo.sen(a) (4.10)

—yy = xg.sen(a) — yo.cos(a)

Veja a ilustragao na figura [£.19]

43



Figura 4.19: Reflexao de P em torno de Ox;.

Fonte: Elaborada pela autora.

Agora, basta encontrar as coordenadas de P’ no plano xQOy. Para isto, é
necessério reverter a rotagao. Sendo (a,b) as coordenadas de P’ em zOy, o angulo

da rotagao agora serd —a. Veja a ilustragao em

Figura 4.20: Coordenadas de P’ em 2Oy e x10y;.

J1

=]

Fonte: Elaborada pela autora.
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Com isso, tem-se:

a = xg.cos(—a) + (—yp).sen(—a)

b= —yp.cos(—a) — z5.sen(—a)

Como sen(—x) = —sen(x) , cos(—z) = cos(x), cos(2a) = cos*(a) — sen*(a) e

sen(2a) = 2.sen(a).cos(a) segue que:

a = xy.cos(a) + yp.sen()

b= —yg.cos(a) + xy.sen(a)

Substituindo nas equacoes acima:

a = [zg.cos(a) + yo.sen(a)].cos(a) — [xg.sen(a)yo.cos(a)].sen(a)

) =
b = [xg.sen(a) — yp.cos(a)].cos(a) + [zg.cos(a) + yo.sen(a)].sen(a)

a = xg.cos*(a) + yo.sen(a).cos(a) — xg.sen*(a) + yo.cos(a).sen(a)
=

b = xg.sen(a).cos(a) — yo.cos*(a) + xg.5en(a).cos(a) + yo.sen’(a)
)

- a = g.[cos*(a) — sen? ()] + yo.[2.5en(a).cos(a)]

b = x¢.[2sen(a).cos(a)] — yo.[cos* (a) — sen*(a)]

a = xg.cos(2a) + yg.sen(2a
N 0 ( ) Yo ( ) (4'11)
b = xg.sen(2a) — yocos(2a)

Na forma matricial tem-se:

a ) _ cos(2a)  sen(2a) ' Zo (4.12)
b sen(2a)  —cos(2a) Yo

7. Reflexao em torno da reta s:y = mxz +n, com m,n € R:

Considere no plano xOy um ponto P = (z,y) e uma reta s : y = mzx + n, com

P ¢ s. Objetiva-se encontrar as coordenadas do ponto P’ = (z,y") que é a reflexdo de

P em relagao a reta s. Para isso, primeiramente hd que transladar o eixo Ox para o

reta y = n gerando o plano cartesiano x10;y onde P terd coordenadas (x,y —n). Veja a

ilustracao na figura 4.21}
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Figura 4.21: Translagao do eixo Ow.

¥
sry=mr+n
P
4
L 9
y—n
I :
" o, £ Ty iy =10
I :
o ic
&
&
/ ’ x:y=0
5

Fonte: Elaborada pela autora.

Sendo « o adngulo entre a reta s e o eixo Oyx1, ao rotacionar o plano z;0,y por
)
uma angulo «, no sentido anti - horario, origina-se o plano x;0O1y; onde o eixo Oz}

coincide com a reta s. Veja em [4.22]

Figura 4.22: Rotacao do eixo x101y,

'

1 s:ry=mr+n

Ty =n

Fonte: Elaborada pela autora.

Ao fazer tal rotacao, recai-se no problema anterior de refletir P sobre a reta

r:y = maz e de acordo com a reflexao de P em relacao a reta s : y = mx + n no

plano x,0,y é dada por:
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b cos(2a)  sen(2a) x
P = - . (4.13)
a sen(2a)  —cos(2a) y—n

Na figura [4.23] vé-se a representagao geométrica.

Figura 4.23: Reflexao de P em relagao a s : y = mx + n no plano 101y

Fonte: Elaborada pela autora.

/

Para encontrar as coordenadas (z',y") de P’ no plano xOy deve-se reverter a

translacao, isto é, transladar o eixo Oz, n unidades para baixo. Com isso, tem-se P’ =

(2',y") = (b,a + n). Veja que:

x b b 0
Y a+n a n

Entéo, de acordo com segue que:

) x cos(2a)  sen(2a) x 0
Yy sen(2a)  —cos(2a) y—n n

Veja a representacao em [4.24]

47



Figura 4.24: Reflexao de P em relagao a reta s no eixo xQOy

)
P’ ¥
@:| Y
T
y TP
(T & jesesssesgfoasavananesasananananans "
1}
1
l:]1
Ky ti)
T
L
i
iy 0
< £X
5

Fonte: Elaborada pela autora.

4.3 Homotetias

As homotetias sao transformacoes geométricas que ampliam ou reduzem o tama-

nho das figuras do plano gerando figuras semelhantes.

Definicao 14. Seja k um numero real positivo e seja O um ponto do plano 1I. Uma

homotetia de centro O e razao k € uma transformagao H: 11 — 11 tal que H(O) = O e,

para todo ponto X # O, X' = H(X) onde OX' = kOX. Veja a ilustragio na figura .
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Figura 4.25: Homotetia OX’ com centro em O e razao k>1.

Fonte: Elaborada pela autora.

De acordo com a defini¢ao acima, sendo X = (a,b), as coordenadas (a’,0’) do

ponto X' sao dadas por:

a/

a

= k. (4.15)
A b

Homotetias geram figuras semelhantes, isto é, com mesmo formato e com uma

razao de alongamento ou reducao k£ > 0. Quando k > 1 temos uma ampliagao da figura

e quando 0 < k£ < 1 temos uma redugao da figura. Veja os exemplos que seguem.

Exemplo 28. A ﬁgum ilustra a ampliagao do AABC' com centro em O = (0,0) e

razao k = 3.
Figura 4.26: Homotetia do AABC com k > 1

g

Fonte: Elaborada pela autora.
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Exemplo 29. A ﬁgum ilustra a redu¢ao do AABC' com centro em O=(0,0) e razao

1
k==
2
Figura 4.27: Homotetia do AABC com 0 < k < 1
4]
Fonte: Elaborada pela autora.
Observacgoes:

1. Foram consideradas apenas homotetias de razao positiva, embora a definicao seja
valida para qualquer k, porque as homotetias com razao negativa podem ser obtidas

com a composi¢ao de uma homotetia de razao positiva e uma rotacao de 180°.

2. O mesmo vale para o centro. Homotetias com centro fora da origem podem ser

obtidas através da composicao de uma homotetia com uma translacao.

Transformagoes que deformam a figura , no sentido horizontal ou vertical nao sao
consideradas homotetias. Nesse caso, as razoes sao diferentes para as coordenadas (z,y)

e (2/,y") dadas por:

— (4.16)
Y 0 ko Yy

Veja o exemplo.

Exemplo 30. No quadrado O'DEF foi feita uma ampliacao com centro em O’ e razao

3 para 2 gerando o um retangulo O'GH]I.
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Figura 4.28: Ampliacao com razoes diferentes.

G H
o @
D E
o' F [
® o

Fonte: Elaborada pela autora.

Neste caso temos:

0 = (0,0) = O = (0,0)
D=(0,1)= G =(0,2)
E=(1,1)=H=(32)
F=(1,0)=1=(30)

Uma vez explanadas as transformacgoes geométricas e associadas as matrizes, o

passo seguinte é demonstrar e analisar a resolugao dos problemas.
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Capitulo 5

PROBLEMAS DE
TRANSFORMACOES
GEOMETRICAS

Este capitulo traz uma sequéncia de problemas resolvidos sobre transformagoes
geométricas que, com o uso do Geogebra, podem ser trabalhadas no ensino médio junta-
mente com as operagoes com matrizes.

E necessério esclarecer que a nomenclatura utilizada pelo Geogebra para nomear
as matrizes nao estd no padrao algébrico matematico. Teoricamente nomeamos matrizes
com letras maitsculas, o software as nomeia com letras mintsculas seguidas de nimeros.
Em alguns problemas renomeamos de acordo com a definigao formal, em outros utilizamos
a nomenclatura do programa. Em sala de aula, com os alunos, é importante esclarecer
este assunto.

O aplicativo possui as ferramentas para realizar as transformacoes, como visto na
imagem [5.1], porém nossa proposta é executar tais transformagoes através das operagoes

com matrizes.
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Figura 5.1: Ferramenta de transformagoes geométricas

'\':}‘ GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

A LI @ o a-2
k)M ) PO O LN =22 D)
» Janela de Algebra > | ¥ Janela de Visualizagac . . .
- Reflexdo em Relagdo a uma Reta
*  Reflex3o em Relagdo a um Ponto
N2 inversa
. Invers&o
e Rotacio em Torno de um Ponto
-/';‘ Translagio por um Vetor

: Homotetia

El

Fonte: Elaborada pela autora.

Alguns dos problemas resolvidos neste capitulo sao execicios propostos em Dante
(2013). Todas as construgoes foram executadas de maneira que, ao alterar os pontos dos
poligonos, a transformacao também se altera e continua valida. Todas as atividades apre-
sentadas a seguir encontram-se disponivel para visualizacao em https://www.geogebra.
org/m/xq26yfmc.

No Apéndice |B| o leitor encontrara algumas construcoes basicas utilizadas nas

resolugoes dos problemas.

5.1 Problemas envolvendo Translacao

Problema 1. Transladar o AABC' de vértices A= (1,1),B = (2,4) e C = (3,—1) pela
3

—1

matriz T =

Solugao: O AABC sofrerda um deslocamento de 3 unidades para a direita e 1 unidade

para baixo. Para encontrar a figura transladada seguiremos os seguintes passos:

(i) Criar na planilha a matriz M correspondente aos vértices do AABC' e a matriz T
Como a matrizM representa 3 pontos, para conseguir soma-la com a matriz T é
necessario que 71" seja de mesma ordem, por esse motivo repetiremos a coluna de T’

3 vezes, como mostrado na figura (5.2}
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Figura 5.2: Criacao de matrizes na planilha

* Planilha i
AIEEECER
A | 8B | ¢ | b
1 | MatrizM ~
2 1 2 3
3 1 4 -1
4
5 |MatrizT
i} 3 3 3
7 -1 -1 -1
8

Fonte: Elaborada pela autora.

(ii) Marcar os pontos A, B e C' com coordenadas dependentes dos elementos da matriz

M e criar o AABC.

(iii) Somar as matrizes M e T no campo de Entrada. O resultado serd a matriz m1 cujas
colunas sao as coordenadas dos vértices do AA'B'C’. Veja a janela de élgebra na

figura |5.3

Figura 5.3: Resultado da soma na janela de Algebra

b Janela de Algebra b
_( 3 3 3\
@' =10 -1 -1)
_ i1 2 30
eM=1{71 1)
{4 5 6
ml=1{y93 5]
® A=(1,1)
® B=(2,4)
® Cc=(31)
® b=283
® a=51
® c=316
® t1=4
A1 = “Matriz M"
A5 ="“Matriz T"

Fonte: Elaborada pela autora.

(iv) Marcar os pontos A’, B" e C' dependentes das coordenadas da matriz m1 e criar o
AA'B'CY, que é o resultado da transladagao dos vértices do AABC. A figura

mostra a janela do geogebra apds a construcao.
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Figura 5.4: Triangulo transladado

7 Atividade 1 translagio.ggb - ped
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A . @ & oll|la=2
A PO O LN o
» Janela de Algedra X | » Janeta de Visualizagao X [+ Planina X
eT=(3 33 s EEEEIESEE
\ -1 -1 -1 A 8 [ c | o
om= | i 3 j ) i 1 | Matrizn ~
\ / 2 1 2 3
(45 6) 3
= 3 1 4 1
m={53 ) =
\ ) r "
5 | MarizT
5 6 3 3 3
7 1 -1 1
g 8
a
9
ar
= 10 N
11
2 12
A 13
1 14
15
Al L
16
" 5 2 i o 7 2 3 g = [] 7 [ ] o i 7
C 18
t 19
& 20
2 21
22
= v
< 3> -3 < >

Enfrada 4

Fonte: Elaborada pela autora.

Uma observagao interessante sobre esse exercicio é que, a soma de matrizes move os
vértices do triangulo sobre retas paralelas cujo coeficiente angular é —3 ou seja, oS
elementos da matriz de translacao nos fornecem o coeficiente angular da reta que
passa pelo vértice do triangulo AABC e seu transladado em AA’B'C’. Veja a figura
0.0l

Figura 5.5: Retas que passam pelos vértices dos triangulos

b Janela de Visualizagdo ) o [X

g:y=—-03x+4.67

fiy=—033+133

o

Fonte: Elaborada pela autora.

A construgao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.
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(i)

org/m/xq26yfmc#material/ge3bekzq.

Problema 2. Utilizar a matrizT = para transladar uma imagem firada

pelos pontos A = (1,4) e B = (6,—5).

Solugao: Utilizou-se a imagem de desenho animado apresentada na figura

Figura 5.6: Reprodugao Meninas superpoderosas.

Fonte: (2020)

Para transladar a figura siga os passos abaixo.

Criar as matrizes m1: representante dos pontos A e B e m2: matriz que representa
a transformacao 7', lembrando que o numero de colunas de m2 deve ser igual ao

nimero de colunas de m1 para que a soma seja possivel. Veja a figura

Figura 5.7: Matrizes m1 e m2

* Planilha X
Sln 1 BEEOx|E

A | 8 | ¢ | b
1| e 1 6 ~
2 -4 5
3
- 7 7
5 4 4
B
.

Fonte:Elaborado pela autora

Inserir a imagem na janela de visualizacao e mudar as coordenadas dos pontos A e

B de modo que as mesmas fiquem dependentes dos elementos de m1. Observe na

figura
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Figura 5.8: Imagem no Geogebra

> O e X
©7 Redefinir % ;
% Ponto A >
(A1, A2) a f

Propriedades... oK Cancelar Aplicar feSdEeEER sk B st ast R iRt e S SR SER s daER s Ea s sk
©'7 Redefinir X :
Ponto B
(B1, B2) d :
Propriedades. .. oK Cancelar Aplicar | +

(a) Coordenadas de A e B. (b) Imagem na Janela de Visualizagao.

Fonte: Elaborada pela autora.

(iii) Somar as matrizes m1l e m2 e encontrar m3 cujas colunas sao as coordenadas dos

pontos C' e D da nova imagem.

(iv) Inserir a imagem novamente e redefinir as coordenadas dos pontos C' e D de acordo
com os elementos de m3.
O resultado encontra-se na figura [5.9

Figura 5.9: Translacao de imagem.

€2 Atividade 2 translagio.ggb - X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entar.
A . h . o||[fa=: > e
k;r ® /- |l GJ @J ‘{w \, ' "
» Janela de Aigebra X | » Janela de Visualizagio X |~ Planilha X
.."2:L*7 - T I EEEEEER
a ) A s |
mi=( 1 &) 1 1 6 ~
em=(_4 5) —
a 2 4 5
[ 6 1 2
m3 = 3
3= 0 1) 4 7 7
® A-(1,4) 2 =
® B-(5,5) s 4 e
® c-(50) 6
® D=(4,4) " —
7
s
o T 2 B 5 5 o 7 5 |
0
i X
2
2 ()
1
5
i i
[
- 8
19
20
¥ 21
2
o T % >
Entrada:

Fonte: Elaborada pela autora.

A construgao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/bsbrnzbg,.
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Problema 3 (Dante, 2013, p.99, Exercicio 50). Copie o diagrama abaizo em
uma malha quadriculada. Translade o triangulo A de acordo com cada matriz coluna

dada e desenhe o triangulo transladado.

Figura 5.10: Tustragao Triangulo A.

by

Fonte: (2013).

dando origem ao triangulo B.

dando origem ao triangulo C.

j=l
| [\
v Lk

c. dando origem ao triangulo D.
-5
—3 . .

d. dando origem ao triangulo E.
—2

e. Em cada caso, escreva a adicao de matrizes correspondentes.

Solugao:

De acordo com a figura temos que os vértices do triangulo A sao os
pontos (1,2),(1,6) e (6,2).
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Primeiro passo é inserir o triangulo A na janela de visualizacao do Geogebra
e criar a matriz correspondente aos seus vértices na planilha, como mostrado na

figura|p.11

Figura 5.11: AA no Geogebra.

~ Janela de Visualizagéo X| [~ Pianiha X
M FACRAEIEIEIEA=N
A s [ o]
Watriz A

2 6 2

‘m‘m‘q‘m‘m‘»‘w‘m‘A

I A

2

Fonte: Elaborada pela autora.

a. Para encontrar o triangulo B é necessario transladar o triangulo A duas unidades
2 2 2

3 3 3
na planilha para somar com a matriz A (veja na figura|5.12)) e encontrar os vértices

para a direita e 3 unidades para cima e para isso cria-se a matriz B =

do triangulo B.

Figura 5.12: Encontrando os vértices do AB.

* Planilha
v |BEE DS | B
A | B | -

1 | Matriz &

2 1 1 E
3 > . :
4 | MatrizB

5 5 , 2
B 3 5 :
7 | Matriz A + Matriz B= |': g g E I

8

a

Fonte: Elaborada pela autora.

Portanto, os vértices do triangulo B sdo (3,5),(3,9) e (8,5). A figura [5.13]

ilustra a translacao.
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Figura 5.13: AB no Geogebra.

~ Janela de Visualizagao X

2 i 0 1 2 E 4 5 [ - 8 [ 10 11 12 13 14

Fonte: Elaborada pela autora.

b. Para encontrar o triangulo C' é preciso transladar o triangulo A 3 unidades para a es-
-3 -3 -3
—4 —4 —4

na planilha e somar com a matriz A, encontrando assim os vértices do triangulo C.

Veja a figura [5.14]

querda e 4 unidades para baixo e para isso vamos criar a matriz C' =

Figura 5.14: Encontrando os vértices do AC.

* Planilha >

ALEREREREN= 1=k
q v
A | B C

1| Matriz A n
To | 1 1 §
T3 2 6 2
"4 |matizc
"5 | 3 3 a
iy 4 4 4

7 | Matriz (A+C)= I': :; _g _g

8

Fonte: Elaborada pela autora.

Portanto, os vértices do Triangulo C sao (—2,-2),(—2,2) e (3,—2). A

imagem [5.15| mostra o resultado da translagao.
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Figura 5.15: AC' no Geogebra.

~ Janela de Visualizagio

-

Fonte: Elaborada pela autora.

c. Para encontrar o triangulo D devemos transladar o triangulo A 2 unidades para a di-

2 2 2
reita e 5 unidades para baixo. Para isto deve-se criar a matriz D =

-5 =5 =5
na planilha e somar com a matriz A, encontrando assim os vértices do triangulo D.

Veja a figura [5.16|

Figura 5.16: Encontrando os vértices do AD.

¥ Planilha e
ERREIEEEN= =R

g v

A | B c

1 | Matriz A 8
2 1 ! °
3 2 ° 2
4 | MatrizD
5 2 : 2
B 5 = e
7 | Matriz (A+D)= L _i f —2 l

Fonte: Elaborada pela autora.

Portanto, os vértices do triangulo D sao (3,—3),(3,1) e (8, —3). A figura
b.17 ilustra tal construgao.
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Figura 5.17: AD no Geogebra.

~ Janela de Visualizagio X

Fonte: Elaborada pela autora.

d. Para encontrar o triangulo E deve-se transladar o triangulo A 3 unidades para
a esquerda e 2 unidades para baixo. Para isto, é necessario criar a matriz £ =
-3 -3 -3

-2 -2 =2
vértices do triangulo F. Veja em [5.18]

na planilha e somar com a matriz A, encontrando assim os

Figura 5.18: Encontrando os vértices do AFE.

* Planilha =
AEIEEIEI=

g v

A | 2 | =

1 | Matriz A :
2 1 ! °
3 2 e ?
4 | MatrizE
5 -3 = =
B -2 - 2

_ =2 —2 33
7 | Matriz (A+E)= |\_\ 0 4 0 ,_.-l
8

Fonte: Elaborada pela autora.

Portanto, os vértices do triangulo F sao (3,-3),(3,1) e (8,—3). A figura
[6.19] mostra o resultado da translacao.
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Figura 5.19: AFE no Geogebra.

~ Janela de Visualizagio
AC~

wil

Fonte: Elaborada pela autora.

Na imagem [5.20| pode-se ver todos os triangulos no mesmo plano.

Figura 5.20: Ilustracao do Problema 3.

| | ™ Janela de Visualizagéo
ftC~
10
8
B B
\ A
G,
2
\g )
L
8 6 4 B 10 12 14
L

Fonte: Elaborada pela autora.

e. Tais somas ja foram descritas nas resolucoes dos itens anteriores.
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item a.

o) G ()
an (300) () (2
o) (5 ) '

) 1 1 6 2 3 3 8
1item c. + =

2 6 2 ) -3 1 -3

1 1 6 -3 -3 -3 -2 =2 3
item d. + =

2 6 2 -2 =2 =2 0 4 0

A construgao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/zpthc7ex.

Problema 4. Usando controles deslizantes, translade o quadrildtero @) de vértices A =

(5,4),B=(6,2),C = (8,3) e D =(7,5) sobre a reta r : 2z — 3y = 4.
Solucgao:

(i) Criar a matriz () com os vértices do quadrildtero @) e em seguida construir ¢ com

vértices dependentes da matriz.

(ii) Inserir a reta r na janela de visualizacdo como mostrado na figura [5.21}

Figura 5.21: Quadrilatero @) e reta r.

7 Atividade 4 translagdo.ggh - X
Arquivo Editar Exibir OpgGies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

. AL © @ FAINIESI =
Janelade Algebra ¥ Janela de Visualizagao & (X | ¥ Planilha X
oA:(w» - £Aln 1 BEEBY (B~

® c-3) A0 8 [ c [ o
5 ] 8 T A
4 2 3 5

® textol = "

Mivn
‘W‘m‘ - ‘U‘U“&‘W‘M‘A

B

R

g

8|3

3l lm
HIES

Fonte: Elaborada pela autora.
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(i)

(iv)

Como deve-se transladar o quadrilatero sobre a reta, os vértices do mesmo sofrerao
um deslocamento segundo a transformacao 7' = (x + a, y + a.m), onde a é um valor
variavel e m é o coeficiente angular da reta r. Para encontrar o valor de m clica-se
na reta, na janela de visualizagao, com o botao direito do mouse e selecionamos a
forma y = ax + b, e na janela de dlgebra aparecera a equacao reduzida da reta e o

valor do coeficiente angular. Veja a figura [5.22]

Figura 5.22: Coeficiente angular de 7.

SHE

Reta r: Reta E, F
Equagioy=ax+b
Forma Paramétrica
Equagioax+by+c=0

Exibir Objeto
Exibir Rétula
Habilitar Rastro
Renomear
Apagar

R NEL

® ry=067x-133

Fonte: Elaborada pela autora.

Portanto m = 0.67
Criar agora o controle deslizante de ntimeros reais a, com intervalo de -10 a 10 e
incremento 0.1. O resultado até este passo é visto na figura [5.23]

Figura 5.23: Matrizes () e T" e controle deslizante a.

- x

£7 GeoGebra Classic 5
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A % I~ o las
[a] AL B O O )| )
» Janela de Algebra 5 |~ Janela de Visualizagdo 5 [~ Pianina X
® A=(54) AC fN 1 |BEE S | >
® B=(62
® c-83) ° L | s € D
® D=(7,5) i 5 5 s 7 ~
® 42 L) 2 4 2 3 5
® c=224 o e =
® b-224 3
® a,-22 4 1 1 1 1
® q1-5 i} 5 067 0567 0567 0567
E=(8,4) =
F=(2,0) —
® ry=067x-13 s
® textol = “Q” z
® a=1 D :
‘ \ s
ea-(5511) >\ : 4
x . A
Tz (il th s T 4 <l L]
| 0.67 067 0.67 067 (LJ 11
c 12
3 3l
13
// 14
2 15
18
7

Fonte: Elaborada pela autora.

Agora, deve-se criar a matriz S, digitar S = T 4+ () no campo de entrada. A matriz

S que dara os vértices do quadrildtero @'
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(vi) Para marcar os vértices de @', digitar no campo de entrada os pontos A", B',C" e
D' dependentes dos elementos da matriz S. Cada coluna fornece as coordenadas de

um dos pontos, veja na figura [5.24]

Figura 5.24: Coordenadas de A’, B',C" e D'.

Entrada: A'=(Elemento(S, 1, 1),Elemento(s, 2, 1))

Entrada: |B'=(Elemento(S, 1, 2),Elemento(S, 2, 2))
Entrada:; C'=(Elemento(S, 1, 3), Elemento(S, 2, 3))
Entrada: D'=(Elemento(S, 1, 4),Elemento(S, 2, 4))

Fonte: Elaborada pela autora.

(vii) O préximo passo é criar o quadrildtero Q' de vértices A, B',C" e D" O resultado é

mostrado na figura [5.25|

Figura 5.25: Quadrildtero @Q'.

~ Janela de Visualizagao X
AC~

g

e &

-

Fonte: Elaborada pela autora.
Ao mudarmos o valor de a, Q' se movimenta sobre a reta. Para valores positivos

de a, @' fica acima de @ na reta, quando a = 0, @’ coincide com () e para valores negativos

de a, Q' fica abaixo de @ na reta. Veja alguns exemplos na figura [5.26]
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Figura 5.26: Translagao de () através de controles deslizantes.

Fonte: Elaborada pela autora.

A construcao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.
org/m/xq26yfmc#material/zhmgv4xf.

Nesta subsecao foi apresentado como fazer a translacao de poligonos e imagens
através da soma de duas matrizes. A primeira matriz é a matriz cujas colunas sao os
vértices do poligono e a segunda é a matriz que indica o deslocamento que a figura sofrera
no plano. A matriz de translagdo deve ter a mesma ordem que a matriz dos coeficientes
e para que isso aconteca basta repetir as colunas com os valores da transformagao.

Pode-se notar que nao existe uma unica matriz de translagao, cada exercicio

fornece uma matriz diferente para que seja feito o deslocamento.

5.2 Problemas envolvendo Rotacao

Problema 5. Rotacionar o pentdgono P de vértices A = (—4,4),B = (=5,3),C =
(=5,1),D = (=3,1) e E = (—3,3) a um dngulo de 200° em tono da origem no sentido

anti-horario.

Solugao: Para rotacionar o pentagono mencionado, basta proceder como descrito a se-

guir:

(i) Criar as matrizes M e R, respectivamente, matriz dos vértices do pentagono e matriz

de rotacao.

(ii) Criar o pentdgono P, com pontos vinculados a matriz M.
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(iii) No Campo de Entrada, fazer o produto de R por M e encontrar a matriz RM.

(iv) Marcar os pontos obtidos em RM e criar o poligono P’. O resultado encontra-se na

imagem [5.27]

Figura 5.27: Rotacao do pentagono P em torno da origem.

£7 GeoGebra Classic 5 - X

Arquivo Editar Exibir OpcBes Femamentas Janela Ajuda Entrar.

15 iz

¥ Janela de A\gebra X | ¥ Janela de Visualizagao X |+ Planilha X
S = CEEEEIETEE
® A-(4,4) 4 v
® B=(53) 5
e . (o] c[ol=]
® D=(31) A 1 -4 5 503 a3 A
® E-(3,3) 'y 4 =
® e=141 L 4 3 1 1 3
s g ‘ EX
- 4 -094 034
® -2 L * 1 e
® a-141 P 5 034 094
® poi1=5 2 Z
® M= ’: ’g ’i ’i ’g) ;504 316 385
\ / c D L 077 0.09 -1.79 )
(=004 034 ® Py 7 - )
R=1 _o3a —o9a) L] 8 <
. N D'
513 572 5.04 3.16 3.85 ) P L2 |
239 —L1L 077 0.09 —L79 P .4 5 B A o ] 2 3 3 ] o 10
® textol = “P" P "
® A'=(513,-2.39) Pl .E —12
[ ] 2,-1.11) =
. 4,0.77) E LEL
® (3.16, 0.00) = L4 14
® E'-(385,-179) I 5
® -2 it =
® a=141 3 16
® b'=141 17
®c-2
® -2 o L]
® poi2=4.99 19
® texto2 = P (20|
5 21 3
< 2 < I
Entrada: +

Fonte: Elaborada pela autora.

E vélido pedir que os alunos mecam os angulos formados entre os vértices do

7’ . . / .
pentagono P, a origem do sistema e o seu correspondente em P’ e verifiquem que, nem
sempre, o resultado serd exatamente 200° (como pode ser visto na figura [5.28)). Isso
acontece devido ao arredondamento de casas decimais dos elementos da matriz resultante

do produto.

Figura 5.28: Valor do angulo DOD'.

A
[ ] 4
B E
) %
j..)
o
c D i
¢ [ ]
o D'
—
5 a 2 Q-/ 2 3 ]
=200.07 P oow
L ]
&
®
2 "
[ ]

Fonte: Elaborada pela autora.
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Ao multiplicar a matriz de rotacao pelas coordenadas dos vértices do pentagono,
os mesmos deslocam-se em 200°, no sentido anti-horario, sobre circunferéncias com centro

na origem e raio igual a distancia do vértice de P & origem. Veja na imagem [5.29

Figura 5.29: Arcos de centro em O que passam pelos vértices de P e P'.

~ Janela de Visualizagio

Cw

Fonte: Elaborada pela autora.
A construcao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.
org/m/xq26yfmc#material/yx3vahsz.

Problema 6. Rotacionar a imagem abaizo, posicionada no plano cartesiano pelos pontos
A = (0,-3) e B = (6,-3), em torno do ponto C = (7,2) por um angulo de 150° no

sentido hordrio.

Figura 5.30: Visao interna de uma concha: razao aurea.

Fonte:

Solugao: Para rotacionar a imagem basta seguir os procedimentos seguintes:
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(i) Inserir a imagem no Geogebra e mover os pontos A e B para as coordenadas dadas

no enunciado.
(ii) Marcar o ponto C' = (7,2) na janela de visualizacao.

(iii) Como o centro da rotagao é um ponto fora da origem do sistema, deve-se utilizar a
relacao [4.9 Entao, é preciso encontrar os vetores CA e C'B para escrever a matriz

M, que sera multiplicada pela matriz de rotagao. Veja a figura [5.31]

Figura 5.31: Vetores CA e C'B.

€7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opgéies Ferramentas Janela Ajuda

A . o|llla=2

» Janela de Algebra ] [+ Janela de Visualizagio

® A=(0,3) r Cv

® B=(6,-3)
® C=(7.2)

(=7
®u=|_.| B

ov:f\:j,_:\

Fonte: Elaborada pela autora.

(iv) Escrever a matriz M, cujas colunas sdo os vetores u e v, R a matriz de rotagdo no

sentido horario apresentada em e a matriz C'l de ordem 2 cujas colunas sao as

coordenadas do ponto C.

(v) Criar as matrizes RM = R.M e RMC = R.M + C. As colunas de RMC nos
fornecem as coordenadas dos pontos onde a nova imagem deve ser fixada. Veja a

figura [5.32
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Figura 5.32: Matrizes do item (iv).

"i} GeoGebra Classic 5
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferrame

N (1Se ! ,/'/ ,:* ::‘

» Janela de Algebra =
® A=(0-3)
@® B=(6,-3)
® C=(7,2)
_{ —0.87 0.5
. l:. —0.5 —0.87 ,'l
em= (¢ )
P o A
=123
[ 3.66 —1.63 1
RM =
7.83 4.83 fl
_  10.56 5.37 )
icci 9.83 6.83 ,.'

Fonte: Elaborada pela autora.

(vi) Inserir a imagem novamente na janela de visualizacao e posicionar as coordenadas

D e E nos valores encontrados em RMC' utilizando a regra de pontos vinculados a
matriz.
Podemos renomear os pontos D e E para A’ e B, respectivamente. O resultado da

rotagdo encontra-se na imagem [5.33]

Figura 5.33: Imagem Rotacionada.

~ Janela de Visualizagdo
A C~

Fonte: Elaborada pela autora.
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Para verificar se a solucao estd correta basta medir os angulos ACA’ e BOB'.
Para isto, cria-se os segmentos AC,CA’, BC,CB’ e utiliza a ferramenta Angulo. A

imagem mostra o resultado deste passo.

Figura 5.34: Angulo entre as imagens.

~ Janela de Visualizagiao

Fonte: Elaborada pela autora.

A imagem utilizada nesse exercicio é uma bela representacao da razao durea na
natureza.
A construgao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/ajraafre.

Problema 7 (Dante, 2013, p.102, Exercicio 54). Faca o que se pede para cada matriz

a Sequir.
113 215 4 1 1 4 4
B C

Y

13 3 244 2) 1331
a) Coloque os pares ordenados de cada matriz no plano cartesiano e ligue 0s

pontos em ordem para formar uma figura.

b) Na matriz A aplique uma rotagao de 90°, em B uma rotagao de 180° e em C
uma rotagdao de 270°, no sentido anti-hordrio, em torno da origem (0,0).

c) Em todos os casos escreva a matriz associada a figura final e desenhe-as em
um mesmo plano cartesiano.

d) Verifique que a matriz associada pode ser obtida multiplicando-se a matriz
' . o cos(a) —sen(a)
associada a figura inicial por
sen(a)  cos(a)
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Solucgao:

a) Digitando os pontos no campo de ”Entrada”e usando a ferramenta ”poligono”,
basta achar: da matriz A o triangulo ABC', da matriz B o trapézio DEFG e da matriz
C o retangulo ABH I, como ilustrado em [5.35]

Figura 5.35: Resolugao item a.

~ Janela de Visualizagdo

-

Fonte: Elaborada pela autora.

Resolvendo os itens b e c.

Rotacao de 90° na matriz A.
(i) Criar as matrizes m1 e m2, onde ml = A e m2 é a matriz de rotagdo com a = 90°
(ii) Multiplicar m2 por m1 e encontrar m3.

(iii) Marcar os pontos encontrados nas colunas de m3 e criar o tridngulo A'B’'C’, resul-

tado da rotacao.

A imagem traz o resultado da rotacao.

73



Figura 5.36: item c. Rotagao da matriz A.

€7 Atividade 3 de rotagdo.ggb o x
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Fonte: Elaborada pela autora.

Rotagao de 180° da matriz B.
(i) Criar as matrizes m4 e mb, onde m1 = B e mb é a matriz de rotagdo com a = 180°.
(ii) Multiplicar m5 por m4 e encontrar m6.

(iii) Marcar os pontos encontrados nas colunas de m6 e criar o trapézio D'E'F'G', re-

sultado da rotacao.

A figura mostra o resultado da rotagao.

Figura 5.37: item c.Rotacao da matriz B.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Rotagao de 270° da matriz C.
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(i) Criar as matrizes m7 e m8, onde m7 = C' e m8 é a matriz de rotagdo com o = 270°.
(ii) Multiplicar m8 por m7 e encontrar m9.

(iii) Marcar os pontos encontrados nas colunas de m9 e criar o retangulo Ay ByH;1l;

resultado da rotacao.
A figura [5.38 mostra o resultado da rotacgao.

Figura 5.38: item c. Rotacao da matriz C

r ¢ Atividade 3 de rotagéo.ggb -
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Fonte: Elaborada pela autora.

d) A verificagao foi feita na resolugao do item b.
A construcao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/pxrapnfb.

Problema 8. Utilizando controles deslizantes rotacione o triangulo ABC' de vértices
A= (-3,2),B = (—4,-2) e C = (1,2) em torno do ponto D = (4,—2) no sentido

anti-horario.

Solugao: Para encontrar os vértices do triangulo rotacionado deve-se usar a relacao

apresentada em 4.9, Para isto, basta seguir os passos descritos abaixo:

(i) Criar o os pontos A, B,C e D utilizando as células da planilha.

(ii) Criar o AABC e o controle deslizante «, variando de 0° a 360° com incremento igual

al°.
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(iii) Na planilha escreva as matrizes M, R e D', onde M é a matriz onde as colunas sio
as coordenadas dos pontos A, B e C' mesmo as coordenadas do ponto D, respecti-
vamente. R é matriz de rotacao com angulo o e D’ matiz 3 x 3 onde as colunas sao
as coordenadas do ponto D. Para criar as matrizes M e D’ vamos utilizar o método

usado na criacao dos pontos A, B,C e D, entao:

Al-D1 B1-D1 C1—-D1 D D1 D1 D1
A2—-D2 B2—-D2 C2—-D2 D2 D2 D2

(iv) No campo de Entrada digite R * M + D', sendo * é o sinal de multiplica¢ao, para

encontrar as coordenadas do triangulo rotacionado. O resultado serd a matriz m1.

v Marcar os pontos A’, B e C" onde A" = (Elemento(m1,1,1), Elemento(m1,2,1)), B' =
(Elemento(ml,1,2), Elemento(ml,2,2)) e C" = (Elemento(ml, 1, 3), Elemento(m1, 2, 3))
e criar o AA'B'C’.
Na figura [5.39) vemos a janela do Geogebra apds a construcao.

Figura 5.39: Solugao do Problema 8.
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Fonte: Elaborada pela autora.

Ao movermos o controle deslizante aw 0 AA’B'C’ se movera ao redor do ponto

D. Veja alguns exemplos em [5.40}
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Figura 5.40: Rotagao de AABC em torno de D com a utilizagao de controles deslizantes.

1.7 GeoGebra Classic 5
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(c) Rotac@o com « = 168°. (d) Rotagao com o = 284°.

Fonte: Elaborada pela autora.

Ao mover os vértices do AABC e o ponto D a solugao ainda se verifica. Na

ilustracao temos A = (—4,—6), B = (0,—8) e D = (—6,2), com a = 280°.
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Figura 5.41: Rotacao do AABC com outros vértices.
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Fonte: Elaborada pela autora.

A construcao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.
org/m/xq26yfmc#material/f9e69uha.

Nesta subsecao encontram-se exercicios cujas rotagoes foram feitas através da
multiplicacao de matrizes. Diferente da translacao, a matriz de rotacao é a mesma em
todos os exercicios e s varia o sinal dependendo do sentido da rotacao.

Quando um objeto é rotacionado em um ponto diferente da origem, faz-se pri-

meiro a rotacao em torno da origem e em seguida uma translagao.

5.3 Problemas envolvendo de Reflexao

Problema 9. Faga a reflexao do quadrildtero com vértices A = (3,4), B = (4,2),C =

(7,5) e D = (7,1) em torno da origem.

-1 0
Solugao: A matriz de reflexdo em torno da origem é
0 —1

(i) Escrever na planilha as matrizes M e R, onde M é a matriz dos vértices do qua-

drildtero e R é a matriz de reflexdao em torno da origem.
(ii) Criar o quadrilatero ABC'D com pontos vinculados a matriz M.

(iii) Fazer o produto de R por M e encontrar os vértices de A'B'C'D’.
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(iv) Marcar os pontos A’, B', C" e D' vinculados a matriz obtida no passo anterior e criar

o quadrilatero refletido.

A imagem [5.42| mostra a janela do Geogebra no final da construcao.

Figura 5.42: Reflexao do quadrilatero ABC'D em torno da origem.
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Fonte: Elaborada pela autora.

A construcao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.
org/m/xq26yfmc#material/zppcrjem.
Problema 10. Fazer a reflezdo da imagem a sequir, posicionada em A = (—9,3) e

B = (—=2,1), em relagao a reta y = 2x + 2.

Figura 5.43: Mulher Maravilha

Al

Fonte:

Solugao: Para encontrar as coordenadas de A" e B’ vamos usar a relacao apresentada

em [AL.14]
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(i)

(i)

Na planilha crie a matriz M com as coordenadas dos pontos A e B e ap0s inserir a
imagem na janela de visualizagao altere as coordenadas dos pontos de acordo com

a planilha.

Criearetar:y=2r+ 2.
Na figura vé-se a ilustracao dos passos (i) e (ii).

Figura 5.44: Representacao do enunciado.

£ Atvidade 2 efexioggh

Arquivo. Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar

] &AL > ool 4N =) 4
® rny=2x+2 " Lv 1 |[BEE = B~
q.v

7

Entrada

Fonte: Elaborado pela autora.

Usar a ferramenta angulo para encontrar o valor de «, angulo formado entre a reta

reoexo OX.

' . cos(2a)  sen(2a)
de acordo com [4.14] devemos criar as matrizes R = e
sen(2a) —cos(2a)

0 0

N = e em seguida fazer a subtracao de M por N. O resultado serad a
2 2

matriz m1.

Efetuar, no campo de Entrada, o produto de R por m1 e encontrar m2.
Somar as matrizes m2 e N e encontrar m3.

Inserir a imagem novamente e posiciona-la nas coordenadas da matriz m3. O resul-

tado estd na figura [5.45]
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Figura 5.45: Reflexao da imagem em relagao a reta r = 2x + 2.

7 Atividade 2 reflexdo.ggb - X
Arquivo Editar Exinir Opgdes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
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Fonte: Elaborado pela autora.

A construcao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/xymeucwg.

Problema 11 (Dante, 2013, p., Exercicio 51.). Faca o que se pede para cada matriz

a Sequir:
01 3 02 3 -1 -3 -5 4
N A

3 5 1 -2 0 —4 2 2 1 4
a) Marque os pares ordenados em um plano cartesiano e ligue os pontos, em

ordem, para formar uma figura.

b) Efetue uma reflexao das figura em relagdo ao eixo x e escreva a matriz de cada
figura refletida.

c) Constate que a matriz da figura refletida pode ser obtida multiplicando-se a

matriz associada a figura pela matriz:

-1 0
01

Solucgao:

a) Digitando os pontos no campo de Entrada e usando a ferramenta poligono encontra-se:
da matriz M o triangulo ABC', da matriz N o triangulo DEF e da matriz Z o quadrilatero
GH1J.Veja em 5.46

81


https://www.geogebra.org/m/xq26yfmc#material/xymeucwg
https://www.geogebra.org/m/xq26yfmc#material/xymeucwg

Figura 5.46: Encontrando as figuras M,N e Z.

- Janela de

| | fC~

Fonte: Elaborada pela autora.

b) A matriz de reflexdo em torno do eixo Ox é: R =

Reflexao de M:

(i) Escreva as matrizes M e R na planilha.
(ii) Efetue o produto de R por M e encontre os vértices do triangulo A'B'C".

iii) Marque os pontos obtidos no passo anterior e com a ferramenta poligono crie
q b b
AA'B'C.
A figura traz o resultado da reflexao.

Figura 5.47: Reflexao de M em torno do eixo Ozx.

~ Janela de a [X| | * Planilha X
LI s~ Ll 1 |BEEB O
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RM

0 1 3
- e A |
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=

5]

xR

<

~
~

Fonte: Elaborada pela autora.

Reflexao de N:
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(i) Escreva a matriz N na planilha.
(ii) Efetue o produto de R por N e encontre os vértices do triangulo D'E'F’.

(iii) Marque os pontos obtidos no passo anterior e com a ferramenta ”Poligono”crie

AD'E'F'.
A figura traz o resultado da reflexao.

Figura 5.48: Reflexao de N em torno do eixo Ox.

~ Janela de Visualizagio | | = Planilha X
fC~ Ll | BEEIBY |HY

A | 8 | ¢

5 1 |R (S

5 |M

Fonte: Elaborada pela autora.

Reflexao de Z:
(i) Escreva as matriz Z na planilha.
(ii) Efetue o produto de R por Z e encontre os vértices do quadrildtero G'H'I'J'.

(ili) Marque os pontos obtidos no passo anterior e com a ferramenta poligono crie

G'H'I'J.

A figura traz o resultado da reflexao.
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Figura 5.49: Reflexao de Z em torno do eixo Oz.
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Fonte: Elaborada pela autora.

As matrizes associadas as figuras refletidas sao:

7o
23

-3

1. 3
-5 -1)

N
SES)
aw

-5 —4 ‘
-1 -4

Figura 5.50: Matrizes associadas a reflexao.

|RM RN
FE 3§ 33 (0 2 3)
Lo o 20 \ 2 0 4
(a) Reflexao de M. (b) Reflexdo de N.

Fonte: Elaborada pela autora.

¢) Houve um erro neste item. A matriz fornecida para constatacao é a matriz de
reflexao em torno do eixo Oy. Acredita-se que foi um erro de digitacao pois na resolugao
utilizaram a matriz correta. A constatacao foi feita durante a resolucao do item anterior.

A construcao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/y5d9msdv.

Problema 12. Utilizando controles deslizante fazer a reflexdao do triangulo ABC com

vértices A = (1,1),B = (1,3) e C = (3,3) em relagcdo a reta [ : y = tan(f)z, onde

0° < B < 360°.

Solugao: Para fazer a reflexao deve-se seguir os passos abaixo:

(i) Escrever na planilha a matriz M, matriz dos vértices do triangulo e criar o triangulo

(¢c) Reflexdo de Z.

ABC na janela de visualizagao com seus pontos vinculados a M.
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(ii) Criar o controle deslizante 8 em forma de angulo, variando de 0° a 360°.
(iii) Digitar no campo de entrada: y = tan(f)z e encontrar a reta f.
(iv) Escrever na planilha a matriz R, que é a matriz de reflexao apresentada em 4.12.

(v) Fazer o produto de R por M e encontrar a matriz m1, cujas colunas sao os vértices

do AA'B'C".

vi) Digitar no campo de entrada os pontos A’,B’ e (" cujas coordenadas estejam vin-
g J J

culadas a matriz m1.
(vii) Com a ferramenta poligono criar AA'B'C’.

A imagem [5.51] ilustra a resolugao do exercicio.

Figura 5.51: Reflexao do triangulo ABC em relagao a reta y = tan(f).
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Fonte: Elaborada pela autora.

Ao mudarmos o valor de 3, tanto os triangulos quanto as retas se movimentam

no plano. Veja alguns exemplos na figura [5.52]
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Figura 5.52: Variando (8 na reflexao do AABC.
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Fonte: Elaborada pela autora.

A construcao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.
org/m/xq26yfmc#material/nyvkb8te.

Nesta subse¢ao pode ver-se que a reflexao também ¢é feita através da multiplicacao
de matrizes. Tem-se uma matriz trigonométrica utilizada para fazer as reflexdes. Em
casos especificos como reflexao em torno da origem e reflexao em torno dos eixos ao
substituir os valores do angulo na matriz genérica encontra-se a matriz de nimeros inteiros
apresentadas no capitulo anterior.

Assim como na rotagao, para fazer a reflexao em torno de uma reta da forma

y =mx +n, com m,n € R, faz-se a reflexdo e em seguida uma translacao. Neste caso, o
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resultado final é obtido através de uma composicao de transformacoes geométricas. Em

operacoes de matrizes tem-se uma multiplicacao seguida de uma soma.

5.4 Problemas envolvendo ampliacoes e reducoes

Nesta subsecao serao propostos problemas de homotetias e um de ampliacao que

nao se encaixam nesta definigao.

Problema 13. Fazer a redug¢io do poligono Py cujos vértices sio A = (4,3),B =
(2,4),C = (3,2),D = (2,0),E = (4,1),F = (6,0),G = (5,2) e H = (6,4) com cen-

tro na origem e razao k = 0,5.

Solucao: Como k < 1 teremos uma reducao da figura, para isso seguimos os seguintes

passos:

(i) Escrever na planilha a matriz P cujas colunas sao os vértices do poligono P; e criar

os pontos A, B,C, D, E, F,G e H dependentes de P.
(ii) Criar o poligono P; na janela de visualizac¢ao
A imagem ilustra o poligono P;.

Figura 5.53: Poligono P;
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Fonte: Elaborada pela autora.

(iii) Digitar no campo de Entrada k = 0,5, fazer a multiplicagao kP e encontrar a matriz

m1 cujas colunas sao os vértices da figura reduzida.
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(iv) Marcar os pontos obtidos na matriz m1 e encontrar P; que a redugao de P;.

A figura [5.54] mostra a janela do Geogebra no final da construcao.

Figura 5.54: Reducao de P,

 Janela de Visualizagio

(a) Janela do Geogebra. (b) Janela de Visualizagao.

Fonte: Elaborada pela autora.

A construgao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/rdkrecte.

Problema 14. Em |Dante (2015) o autor nao fala sobre homotetias. A se¢ao intitulada
como "FEscala”mostra exemplos de ampliacoes e reducoes com razoes diferentes para os
e1x0s Oy e Oy.

O exercicio que vamos resolver é o numero 55 da pdgina 104.

Considere o triangulo A a sequir. Aplique nele uma transformacao escala sequndo
0s fatores 3 e 1 nas direcoes dos eixos Oy e O,, respectivamente. Faca a verificacao

geométrica.

Figura 5.55: Triangulo A.

BN

Fonte: Dante| (2013)[p.104].

¥

X
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Solugao: Pela figura [5.55, nota-se que os vértices do triangulo A sdo: (2,2),(2,6) e (6, 2),

que chamaremos, respectivamente, de A, B e C.

(i) Inserir na planilha a matriz M cujas colunas sao as coordenadas dos pontos A, B e C,

3 0
vértices do triangulo A e a matriz K = que é a matriz da transformacao.

01

(ii) Criar o triangulo A com vértices vinculados a planilha.

(iii) Efetuar no campo de ”Entrada”a multiplicacdo de K por M e encontrar a matriz

m1 cujas colunas sao as coordenadas dos vértices do triangulo A’.

(iv) Marcar os pontos D, F e F em func¢ao da matriz m1 e criar o triangulo A’.

A figura [5.56| mostra a janela do Geogebra no final da construgao.

Figura 5.56: Resultado da ampliacao.
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Fonte: Elaborada pela autora.

A construgao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/ykgxujpm.

Problema 15. Insira a imagem a sequir no Geogebra com A = (2,—4) e B = (6, —4)e

faca sua ampliagao com centro na origem e razao k = 3.
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Figura 5.57: Paisagem natural.

Fonte: [Escolakids| (2020])

Solucao: Neste caso temos uma homotetia. Para fazer a ampliacao siga os passos a

seguir.
(i) Na planilha, digitar a matriz M, cujas colunas sdo as coordenadas de A e B.

(ii) Inserir a imagem no Geogebra e posicionar os pontos A e B de acordo com a matriz

M.

(iii) Digitar 3 *ELM , no campo de Entrada e encontre a matriz m1 cujas colunas sao as

coordenadas de C' e D onde seréd posicionada a imagem ampliada.

(iv) Inserir a imagem novamente na janela de visualizagdo e redefinir os pontos C' e D

de acordo ml1.

O resultado da construgao esta ilustrado na figura [5.58|.

Figura 5.58: Ampliacao da imagem.
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Fonte: Elaborada pela autora.

lcomando de multiplicacio

90



A construcao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/w3zeus3w.

Problema 16. Utilize a ferramenta controle deslizante , com variacao de 0 a 5 e faca a

homotetia do poligono ilustrado em[5.59 com centro no ponto K = (—2,2).

Figura 5.59: Poligono 1

€2 Atiidade 1 de homotetinggh -
s Foramentss Janels Auca
DGO LN =,
X |+ Janeia de Visuatzagio
D aC~

poit = 16 2
oK=(22) °

Fonte: Elaborada pela autora.

Solucao: Homotetias com centro fora da origem sao obtidas por homotetias compostas de
translacao. Nesse caso faremos a homotetia em relacao a origem e no final transladaremos

os pontos pelas coordenadas de K.
(i) Primeiramente, devemos criar o poligono da figura no Geogebra.
(ii) Criar o controle deslizante k variando de 0 a 5.

(iii) Digitar na planilha a matriz P, cujas colunas sao as coordenadas dos vértices do

k o
poligono; a matriz da transformagao @) = e Noy10, matriz cujas colunas

0 k
sao as coordenas do ponto K.

(iv) Fazer a multiplicagdo das matrizes ) e P e o resultado somar com a matriz N

gerando a matriz M.

(v) Marcar os pontos do poligono dependente dos elementos da matriz M e criar o

poligono P1’ resultado da homotetia.

A figura [5.60] mostra a janela do Geogebra no final da construcao.
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Figura 5.60: Resultado da homotetia.
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Fonte: Elaborada pela autora.
~ , .
Quando 0 < k < 1, temos uma redugao do poligono. Veja em na figura [5.61
Figura 5.61: Resultado da Homotetia com 0 < k < 1.
25 -2 -15 -1 -05 05 1 15 2 25 3 as 4 45 5 55 ] 8.5 7

Fonte: Elaborada pela autora.

Quando k£ > 1, temos uma ampliacao. Veja na figura [5.62
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* Janela de Visualizacdo

Figura 5.62: Resultado da Homotetia com k& > 1.

W~ v~ |

Fonte: Elaborada pela autora.

A construgao desta atividade encontra-se disponivel em: https://www.geogebra.

org/m/xq26yfmc#material/gskuhviw.

Neta subsecao pode-se ver que para ampliar ou reduzir figuras a operagao matri-

cial feita é a multiplicagao de um ntumero real por uma matriz.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, restou demonstrada uma maneira de ensinar o contetiido de ma-
trizes com base nas transformacoes geométricas, possibilitando assim uma justificativa
para as definicoes das operacoes com matrizes e suas propriedades.

De inicio, foi feita uma breve contextualizacao historica sobre o tema e as obras
que discutiram o mesmo assunto. Além disso, apresentou-se todo o contetido matematico
necessario para o entendimento e desenvolvimento das atividades sugeridas no capitulo
5. Os problemas foram elaborados para que os estudantes consigam visualizar a reapre-
sentagao geométrica das matrizes, bem como o significado geométrico de suas operagoes.

Pode-se ver que ao somar duas matrizes, onde a primeira é a matriz dos coefici-
entes do poligono e a segunda a matriz de mesma ordem que a primeira cujas colunas se
repetem, temos que ponto associado a primeira matriz sofre um deslocamento que chama-
mos de translacao. A multiplicacao de duas matrizes gera uma rotagao ou uma reflexao
(dependendo da matriz utilizada no produto) e por fim, ao multiplicar uma matriz por
um numero real temos uma ampliacao ou reducao da figura. Também aparecem casos
especiais em que as rotagoes e as reflexdes sao obtidas através de uma composicao de
transformacoes que, em operacao de matrizes, é dada por uma multiplicacao seguida de
uma adicao.

As atividades propostas foram desenvolvidas com o auxilio do software Geogebra,
com a finalidade de que o ensino se torne mais atrativo, motivador e prazeroso para os
estudantes. Além disso, a utilizagao de softwares no ambiente de aprendizagem faz com
que os alunos tenham uma ferramenta a mais para testar suas convicgoes e conferir seus
resultados.

Para completar, nasceu um livro digital. O “Geogebra Book” contém todos os
arquivos de resolucao dos exercicios, para que o leitor possa verificar todos os passos das

construcoes e ver o resultado final de cada atividade.
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Esta dissertacao foi elaborada pensando nos professores que trabalham na educacao
basica. Em nome da constante evolucao profissional, é de bom augurio que esta proposta

chegue até eles e contribua para o processo de ensino e aprendizagem.
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Apeéendice A
CONHECENDO O GEOGEBRA

Sera apresentado nesse apéndice as principais ferramentas do software. A versao
utilizada é o Geogebra Classic 5.0.

Ao abrir o programa vemos a interface apresentada em

Figura A.1: Interface inicial GeoGebra

7 GeoGebra Classic 5 — m] X

Srquiva Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

[ J AU~ A D-HENON L JIN =2l <

b Janela de Algebra

X

» Janelade Visualizacdo X

@

o

4 GeoGebra Classico

Grafico

Janela CAS

Geometria I
Janela 3D

TOET -

Planilha de Calculos
1 S Praobabilidade

Entrada

Fonte: Elaborada pela autora.

Segue um breve resumo explicando as funcionalidades de algumas areas de tra-

balho do programa:

1. Barra de Menus: localizada na parte superior é composta por: Arquivo, Editar,
Exibir, Opcoes, Ferramentas, Janela e Ajuda.
Observagao: O menu ”Exibir”possibilita personalizar a interface do programa,

habilitar ou desabilitar janelas e fungoes.
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2. Barra de Ferramentas: ¢é dividida em 12 janelas onde estao as ferramentas que
auxiliam na construcao de objetos mateméaticos. Cada janela possui varias ferra-

mentas e para visualiza-las basta clicar sobre elas.

3. Janela de Algebra: armazena pontos e demais fungoes inseridas no campo de

"Entrada”, na "planilha”ou na ”janela de visualizacao”.

4. Janela de Visualizagao: mostra o plano cartesiano e a representacao grafica dos
comandos inseridos no campo ”Entrada’e armazenados na ”Janela de Algebra”.
Também ¢ possivel inserir pontos, retas, poligonos, etc., diretamente na ” Janela de

Visualizacao” através das ferramentas dispostas na Barra de Ferramentas.

5. Planilha: semelhante a planilha do Excel, tem sua barra de ferramentas prépria

para execucao de calculos. Para utiliza-l4, é necessario habilitar no menu ” Exibir”.

6. Entrada: barra onde se digita os comandos matematicos.

A figura apresenta as dreas de trabalho citadas anteriormente.

Figura A.2: Areas de trabalho do Geogebra.

— x

€ GeoGebra Classic 5

— BARRA DE MENUS

lArquive Editar Exibir Opgdes Fermamentas Janela Ajuda Entrar.

AL @) &Nl )] - BARRA DE FERRAMENTAS

» Janela de Mgehra 3 | » Janela de Visualizagio X [~ Planilha X
- LN | BEE|=- (@
A [ B [ ¢ | o
s KN @
|2 |
. - PLANILHA
N
JANELA DE VISUALIZAGAO =
JANELA DE 2 %
ALGEBRA Mol
} KN !
|12 |
T s = s 7 PR s s T s R
14|
1 15
6
= 17|
18
o
3 20
=]
-4 [22 |
=
e 24 N v
|Enma ENTRADA DE COMANDOS |

Fonte: Elaborada pela autora.

Para informacoes mais detalhadas sobre as funcionalidades do programa consulte

L. Friske (2016]).
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Apendice B

CONSTRUCOES UTILIZADAS NA
RESOLUCAO DOS PROLEMAS.

A seguir serao apresentadas algumas instrugoes bésicas para utilizacao nas re-

solugoes dos problemas apresentados no capitulo 5.

1. Marcar pontos: Para marcar pontos na janela de visualizacao, basta digitar as
coordenadas do ponto no campo de ”Entrada”ou clicar na ferramenta ”Ponto”e

marcar os pontos diretamente no plano cartesiano. Veja em e

Exemplo 31. Marcar os pontos A=(1,2), B=(3,4) e C= (2,-2).

Figura B.1: Marcando pontos na Janela de Visualizacao

2 GeoGebra Classic 5
Arquive Edetar Exbir :JDQéES Feramentas Jansla -‘ULIUB

-

- o T el | g
.A_ /‘. . o ':: :e:/_ ‘/.. -\\ -Jl ‘%’

A de Visualizagio
- Ponto e assic 5
L]
= e
™% Ponto em Objeto N x =
E g oty ot
5 * Janela de Visualizagho
", Vincular I Desvincular Ponto o1
] 4 |
\-\ Intersacdo de Dois Objetos '
- 4 L ]
. L] Ponto Médio ou Centro 3
z Huamero Compl
wplexo a S -
i
. _
Y, Oirnizagio !
iy .'I ; o F) F) E— 7 3 3 P [ )
b, Raizes
4 3 -1 a 1
®
-4
(a) Ferramenta (b) Marcagao

Fonte: Elaborada pela autora
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Figura B.2: Marcar os pontos pelo campo de Entrada

Entrada: A=(1,2)
Entrada: B=(3,4)|
Entrada: C=(2,-2)

Fonte: Elaborada pela autora.

2. Criar poligonos: Para criacao de poligonos existe a ferramenta ”Poligono”. E
possivel criar o poligono com os pontos existentes na janela de visualizacao (veja na

figura [B.3) ou ir marcando os pontos até formar o poligono (veja na figura [B.4).
Figura B.3: Criar um poligono com os pontos existentes

L Geolichen Clasic §

Arguve ES Esbi Opgles Femamenial Janel Auds

s . | 5 = - .
ALl LN = e
7 GeoGebra Classic 5

aetes 2 [ b Aassda 86 Vissaliraghs

Arquivo Editar Exioir OpgBes Feramentas Janela Ajuda E ;'_IM |
C=[2a
A .l Ik r ™ A1 = "M AT
%. * | f‘/{ % r) @ ‘:':j]; ol * N\ er=(33 3 |
» Janela de Algebra |
2 .\J Poligono q|
e A=01,2) - |
® B=(3,4 7 Poligono Regular
® C-22) g Poliz o _
A1 = “Matriz A" -\. 1|
F 3 | Poligono Rigido |
oA 13 2 |
— 2 a4 -2 . . . -
b- Poligono Semideformavel .
(a) Ferramenta (b) Marcagao

Fonte: Elaborada pela autora.

102



Figura B.4: Criar um poligono sem marcar os pontos anteriormente

€7 GeolGeben Clastic 5

Arquivo Edtar Exibir Opgles F

mentas Janela Auda

L % o ff==2 i <3
7 GeoGebra Classic 5 S lle el s
* Jlanela de Algatra X | ¥ Janela de Visualizacho
Arguive Eaitar Exibir Opgbes Femamentas Janelz Ajuda M-'I-'-t.m:' ) of
A=l 4 3
A - . o o ™ ® B, 5|
2 |l B R (O (ST MAN SERd
b Janela de Algebra . | ]
»
@ A=01,2) Il i |
® B=(34) [ Poll
oligono Regular
® Cc=(2.2) - s g
Al =“Matriz A"
; .*b Poligono Rigido o I|'
8 A= 1 3 2 \ - |
L2 4 -2 /
N - - 2 -1 0 1 N 3
f;a Poligono Semideformawval
4]
/
[
(a) Ferramenta (b) Marcagao

Fonte: Elaborada pela autora.

3. Criar Matrizes: Para criar matrizes utilizaremos a ferramenta de planilhas. Pri-

meiramente,no menu ”Exibir”, clicar em ”Planilha”. Veja em |B.5

Figura B.5: Exibir Planilha

ﬁ GeoGebra Classic 3

Arquive Editar |Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

% A . Janela de Algebra Ciri+ShiftrA |4 || __
SE® A 2 Pianilha Ciri+Shift+s . —*
b Janela de Al 1*= Cdlculo Simbdlico (CAS) Cirl+Shift+k

@ Janela de VisualizacSo Cirl+Shift+1 &

r& Janela de Visualizagio 2 Cirl+Shift+2

&y Janela de Visualizacio 3D Cirl+Shift+3 L

wwe Protocolo de Construcio Cirl+Shift+L

< Calculadora de Probabilidades Clirl+Shift+P

Teclado T

»  Campo de Entrada

o Layout.. T

@ Atualizar Janelas Cirl+F 5

Recalcular Todos os Objetos Cirl+R
!

Fonte: Elaborada pela autora.

Em seguida digitar os elementos da matriz nas células da planilha, como mostrado

em [B.6l
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Figura B.6: Escrever os elementos da matriz

~ Planilha X
filn = (O~

_ 1 A~ [ = [NEN o

1 | Matriz A A
3 |

T3 2
5 1 IR m—
4

Fonte: Elaborada pela autora.

Para criar a matriz selecionamos as células, clicamos na ferramenta matriz. Veja
em [B.7

Figura B.7: Criar uma matriz na planilha.

£F GeoGebra Classic 5

Arguivo Editar Ewibir Opcdes Femramenias Janela J

ol 02 3

P Janela de Al ¥ de Visu
® A=(l 2 {1.2} wLista
® B=(3,4)
® C=12.-2) | fyas) Lista de Pontos
A = “Matri:
12
* Planilha X q g Watriz
iln 1 |EEE S @ S
A | B8 | ¢ | b ;E Tabela
1 Matriz A ~
2 3 2 e
2 l :\‘ Carminhg Poligonal
3 2 4 -2
A
(a) Selegao (b) Ferramenta

Fonte: Elaborada pela autora.

Quando selecionada a ferramenta ” Matriz”, abrira uma janela para criagao da matriz

(veja [B.8) e nela pode-se renomear a mesma.

Figura B.8: Janela de criacao da matriz

T2 Matriz X
Nome Visualizar
A o
Opgdes
(® Objetos Dependentes O Objetos Livres

—_
-
-
()

—

[ Transposta
@ Cancelar

Fonte: Elaborada pela autora.

104



A matriz criada aparecera na Janela de Algebra, como mostrado em .
Figura B.9: Matriz na janela de algebra

ﬁ GeoGebra Classic 3
Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferr

» Janela de Algebra e
® A =12
® B=(34)
® C=(2-2)
A1l =“Matriz A"
{1 3 2
®A=1,714 _2)

Fonte: Elaborada pela autora.

4. Operacoes com matrizes: Apods criar as matrizes é possivel efetuar as operacoes

entre elas na propria planilha, ou entao na janela de Algebra, pelo campo de entrada.

Para efetuar as operagoes na planilha basta digitar o comando da operacao desejada.

2 1 3 —1
Por exemplo, digitamos na planilha as matrizes A = e B=
4 2 0 5

e vamos efetuar as operacoes A+ B, 2A e B.A. Ilustra-se em [B.10|B.11] e [B.12] tais

operacoes.
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Figura B.10: Somar matrizes na planilha

* Planilha
Lln  |EEE = B —
= = = ypaoms
— " 2| 1| ALREIEEICEE
B A Bl c D E
2 e 2 R 2 1
53 2 4 2
4 |B= 3 1 |3 |
5 0 5 I B= 3 B
6 Lt | g §
6
7 |a+B o
o (i)
% L8| [LseAT A~8]
(B 9
(a) Comando (b) Resultado
Fonte: Elaborada pela autora.
Figura B.11: Multiplicacao de um nimero por uma matriz na planilha
* Planilha e ~ Planilha
Alv (BEEE~ (B JRLN LI e .
A | s c [ b 3 A [ B c D
1 A 2 1 A L 2 1
[2] 4 2 2 4 2
3 B3
[4 [e= 3 - 4 |B= 3 -1
5 | 0 5 B 0 5
[6 | 6 |
(5 0 4 2
B (o) o GH)[GE)
= -
(a) Comando (b) Resultado
Fonte: Elaborada pela autora.
Figura B.12: Multiplicar matrizes na planilha
* Planilha X e
e SNE! v - | - -
flﬂ -'LD|J|I38 |D| = = ﬁlN f||;L||_-\|:|'||:|'
£ j A 8B | c D
ﬂ_ s < = 1 |A= 2 1
L 4 T 4 2
223 3|
EaE| - 3 | & [e= 3 “
|5 | L 5 0 5
| & [ 6|
50 4 2 . 5 0) 4 2 - 3 i
i("?) (34)“ T (47) (34) (20 10)
e =

(a) Comando

Fonte: Elaborada pela autora.
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Ao digitar esses mesmos comandos no campo de ”Entrada”, as matrizes resultantes
aparecerao na Janela de Algebra. Na figura tem-se ml = A+ B, m2=2Ae
m3 = B x A.

Figura B.13: Operagoes na Janela de Algebra

» Janela de Algebra = X
or=(13)
Sl i)

)

o (1)

mi = ( 2 10 )

Fonte: Elaborada pela autora.

5. Pontos dependentes de elementos de uma matriz: Apds criar a matriz ha

duas maneiras de criar pontos cujas coordenadas sao elementos da matriz:

i Digitar a matriz na planilha e no campo de entrado digitamos a célula correspon-

1 2
dente ao ponto na planilha. No exemplo ilustrado em [B.14{temos a matriz
3 4
e vamos marcar os pontos A = (1,2) e B = (3,4).
Figura B.14: Ponto com elementos da planilha
* Planilha b
BINEEEEEE
A | 8 e
1 1 3 ~
2 2 4
3 "
4 Entrada: A=(A1,A2)
5
6 Entrada: B=(B1,B2)
=
(a) Matriz na planilha. (b) Coordenadas dos pontos

Fonte: Elaborada pela autora.
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ii Com a matriz criada na ” Janela de Algebra”, utilizar o seguinte comando no Campo

de Entrada: A

= (Elemento(< Matriz >, < Linha >, < Coluna >), Elemento(<

Matriz >, < Linha >, < Coluna >)). No exemplo ilustrado em as coordena-

das do ponto A s@o os elementos da primeira coluna da matriz ml.

Figura B.15: Coordenadas do ponto A

» Janelade Algebra o [X

B )
B mls s o

® A=(1,2)

» Janela de Visualizagao

7 Redefinir
Ponto A

(Elemento(m1, 1, 1), Elemento{m1, 2, 1)) a

Ok Cancelar Aplicar

I : : ;

Fonte: Elaborada pela autora.

Propriedades. ..

Tal construcao nos da liberdade para mover o ponto ou trocar os valores da coor-

denada diretamente nas células mantendo a transformacao.

Criar um vetor AB: Primeiramente inserir os pontos A e B na janela de visua-

lizagao. Em seguida clicar na 3° janela de ferramentas e escolhemos ”Vetor”. Veja

em [B.16l

% GeoGebra Classic 5

Figura B.16: Ferramenta de criacao de vetor.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

sJAEEEIE] <IN

» Janela de Alf

® A={1,1)

® B=(3-2)
e
an
o
o
-~
L4

]
il

Reta

@

Segmento

o

Segmento com Comprimento Fixo

IS

Semirreta

Caminho Poligonal 3

Vetor 2

Vetor a Partir de um Ponto A

-3

Fonte: Elaborada pela autora.
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Por fim, seleciona-se os pontos A e B, nessa ordem, para criar o vetor AB. A forma
Geométrica do vetor aparecerd na janela de visualizagao e suas coordenadas na

janela de dlgebra como ilustrado em [B.17]

Figura B.17: Representacao de vetor.

€ 1382x744

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

R ALARI > ol £l =]+

¥ Janela de Algebra > [ » Janela de Visualizagdo X
® A=(11) 2
® B=(3,-2

Fonte: Elaborada pela autora.

7. Inserir Imagem: Para inserir uma imagem utiliza-se a pentltima ferramenta e
escolhe-se " Inserir Imagem”. Seleciona-se a imagem do arquivo e ela aparecera na

janela de visualizacao como pode ser visto em [B.18

Figura B.18: Inserir imagem no Geogebra

€7 GeoGeben Clansic 5

Argave Edtar Extr Opgles Femamantas Janels Ajuda

ISl PANE =

» sanela de Aigebra X | ¥ Janeia de Visusizagio
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(Y RN o) () PN B2 D
a
* eses e Migrtea # | v aeeeta pe wasatragin =t o —
ARG Tesin s
W sessmsgem 5
(=] et
# P s pans B [Lioande Digeics '
a1 Cumpe e Eniac
: e o e e
(a) Ferramenta. (b) Resultado

Fonte: Elaborada pela autora.
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Observagao: A posicao e o tamanho da imagem podem ser alterados mudando os

pontos A e B de lugar.

8. Criar controles deslizantes: Controle deslizante é uma ferramenta disponivel na
barra de ferramentas que permite inserir uma variavel na janela de visualizagao na

qual seu valor pode ser alterado usando o mouse.

Para criar controles deslizantes clicamos na pentultima janela da barra como mos-

trado em [B.19l

Figura B.19: Ferramenta Controle Deslizante

©F GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

DN B2 12 (ol PN

» Janela de Algebra < | » Janela de Visualizagio

id

Controle Deslizante

ABC Texto

Inserir Imagem

Botio

Caixa para Exibir / Esconder Objetos

Campo de Entrada

a=1
|

Fonte: Elaborada pela autora.

Ao clicar na ferramenta e na tela de visualizacao aparecerd a janela ilustrada em

13.20)

Figura B.20: Janela de criacao do Controle Deslizante

Controle Deslizante *
. Mome
(® Mimero
. o
() Angulo
O Inteiro [] Aleatério (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animagio

min: |-5 max: |5 Incremento:

OK Cancelar

Fonte: Elaborada pela autora.

H& como criar trés tipos de controles deslizantes:
eNtumero: a variagao do controle serd em nimero real, definido pelo usuario.
eAngulo: a variacao do controle sera em graus.

elnteiro: a variagao do controle serda em niimero inteiro.
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Nas opgoes "min”e "max”coloca-se o intervalo de variacao e em ”Incremento”o

tamanho da variagao.

Na imagem foram usados trés controles deslizantes: a, que varia de -5 & 5 com
incremento de 0.1; «, que varia de 0° a 360° , com incremento de 1° e n, que varia

de 1 a 30 com incremento igual a 1.

Figura B.21: Exemplo de Controles Deslizantes

a=-36
a=180"
L]
n=5a

Fonte: Elaborada pela autora.
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