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Resumo

Este trabalho apresenta o conjunto solugao de equagoes polinomiais de grau menor ou igual
a 4, bem como as condi¢oes necessarias para que a mesma exista em determinada estrutura
algébrica. A solubilidade por radicais de polinomios foi amplamente estudada por Evariste
Galois. Faremos uma abordagem, a partir de teoria de grupos, das possibilidades das

raizes de um polinomio de grau n serem dadas a partir de seus coeficientes.

Palavras chave: Conjunto solucao, solubilidade de equacoes polinomiais, teoria de Ga-

lois, teoria de grupos, anéis e corpos, solubilidade por radicais.
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Abstract

This master thesis presents the solution set of polynomial equations, as well as the neces-
sary conditions for it to exist in a given algebraic structure. The solubility of a polynomial
equation by radicals was extensively studied by Evariste Galois. We will approach, from
group theory, the possibilities of the roots of a n degree polynomial to be given from its

coeflicients.

Keywords: Solution set, solubility of polynomial equations, Galois theory, group theory,

rings and fields, solubility by radicals.

viil



Sumario

Agradecimentos

Resumo

Abstract

Lista de figuras

Lista de tabelas

Introducao

1 Conjuntos e grupos

1.1

1.3
1.4

Conjuntos . . . . . . . .
1.1.1 Subconjuntos . . . . . . . . ...
Grupos . . . . . o
1.2.1 Solugao paraaequacao axx =b . . . . . . .. ... ..
1.2.2  Conjunto das matrizes . . . . . . . .. ... ... ...
1.2.3 Regrade Cramer . . . .. . . . .. ... ... ...
1.24 Ordem de um grupo . . . . . . . . ...
1.2.5 Grupos ciclicos . . . . ...
Exemplos de grupos. . . . . . . ...
Subgrupos . . ...
1.4.1 Teorema de Lagrange e subgrupos normais . . . . . . .. . ... ..
1.4.2 Teorema de Lagrange . . . . . . . . . . .. ... ...
1.4.3 Subgrupos normais . . . . . . . ...
1.4.4 Grupossoliveis . . . . . . . ..

1X

vil

viii

xi

xii



1.5 Homomorfismo e isomorfismo de grupos . . . . . . . . . ... .. ... ...

1.5.1  Proposigoes sobre homomorfismos de grupos . . . . . . .. ... ..

2 Anéis, corpos e extensao de corpos
2.1 Solugao para equacgoes do tipoa-x+b=c . . .. .. ... ... ... ...
2.2 Equacgao do segundo grau . . . . ...
2.2.1 Radiciacao . . . . . . . .
2.3 Anel de polinobmios . . . . . . . ...
2.3.1 TIrredutibilidade de polinomios . . . . . . .. .. .. ... .. .. ..
2.3.2 Extensaodecorpos . . . . . . ...

2.3.3  Extensoes algébricas . . . . . . ... ..o

3 Teoria de Galois
3.1 Corpo de decomposigao . . . . . . . . . ...
3.2 Normalidade e separabilidade . . . . . ... ... ... ... ........
3.3 Automorfismos de corpos . . . . . ...

3.4 Solubilidade por radicais . . . . . . . . . ...

4 Equagoes polinomiais
4.1 Equagaodegrau3d . . . . . . . ..
4.2 Equacaode graud . . . . . ...

4.3 Equacaodegrau >5 . . . . .. L

Referéncias Bibliograficas

42
43
45
46
20
23
57
61

64
64
66
68
72

76
76
80
84

90



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4

4.1
4.2
4.3

Simetrias do quadrado . . . . . ... Lo 21
Rotacoes no quadrado . . . . . . . . . ... 21
Reflexbes no quadrado . . . . . . . . . ... ... 22
Reflexdes no quadrado . . . . . . . . . .. ... 22
flx)y=a®—dz+2 .. . 85
p(z) =2" —62° +112° —62* —2* + 62 — 120 +5 . . .. ... ... ... 86
glx)=a° —5x* —102° — 100> =B — 1. . . .. .. ... ... ... ... 87

x1



Lista de Tabelas

1.1 Tabua de operagoes do grupo Dy . . . . . . . . . . ...
1.2 Tébuade Dy/Cy . . . . o o
3.1 Q-automorfismos de Q(e,4) . . . . . . . ...

x1i



Introducao

A modelagem de problemas do nosso cotidiano nos leva a equagdes que nos per-
mite fazer uma interpretacao das possibilidades de tomada de decisao com a analise das
equacoes. Uma das primeiras equagoes que temos contatos sao as equagoes polinomiais,
visto que suas aplicagoes sao mais faceis de serem compreendidas pelos alunos. Situagoes
simples do nosso dia-a-dia podem ser resolvidos a partir de polinomios como por exemplo:
comparar o custo x beneficio de um determinado item a partir do preco e quantidade de
cada embalagem.

Devido a essa importancia, tanto para o desenvolvimento do aluno quanto para
a matematica, entendemos que escrever sobre esse assunto serda mais um auxilio para pro-
fessores, pois é um tema que nao é abordado na licenciatura e é necessario que os docentes
conhecam, pelo menos, solugoes das equagoes de grau até 4 e tenham conhecimento de
que as de grau 5 ou mais dependem de outros fatores.

As equagoes podem ser divididas de varias formas, por exemplo: polinomiais,
diferenciais, exponenciais, entre outras. Muitos matematicos importantes se dedicaram
em desenvolver métodos para diferentes tipos de equagbes (Gauss, Galois, Euler, Fer-
mat, entre outros). Neste trabalho focaremos em equagoes polinomiais com uma varidvel
independente.

Um polinomio de grau n é da forma
p(T) = anx™ + ap_12"t -+ ayr + ag,

onde n > 0 é um numero natural e ag, - -- , a, sdo constantes que pertencem a um corpo
K, com a, # 0.

O primeiro contato com equacao polinomial é no ensino basico, na tentativa de



encontrar uma solucao para equagao a - x + b = 0 no conjunto dos nimeros reais. O valor
de x que satisfaz essa identidade é denominado raiz da equacao. Quando a, b sao niimeros

7

reais, com a # 0, e ” -7 e ” 4+ 7 sao, respectivamente, o produto e a soma usuais de
nimeros reais a equacao é de facil solucao. Veremos que tal equacao pode ser resolvida
em estruturas algébricas com menos propriedades em suas operagoes, por exemplo: seja
M« o conjunto de todas as matrizes quadradas com n linhas e n colunas e consideremos

a equacao

A-X+B=0,

onde A, B € M,x, e 0 representa a matriz nula do conjunto. Sabendo que o conjunto
das matrizes com seu produto nao é comutativo, ou seja, pode acontecer A -C # C - A,
encontrar as raizes dessa equagao requer um pouco mais de cuidado, uma vez que podemos
ter matrizes nao nulas cujo produto é a matriz nula.

Um problema que surge naturalmente é encontrar os valores em que o polindmio
se anula; tais pontos sao chamados de raizes ou zeros do polinomio. Formalmente, dizemos
que um numero zg é um zero do polinémio p(x), se p(zq) = 0.

Entre os métodos mais conhecidos para encontrar os zeros de um polinomio o
mais utilizado sao: a férmula de Bhaskara, usada para polinomios quadraticos, o método
de Cardano - Tartaglia, desenvolvido para encontrar raizes de polinémios cibicos foi
proposto por Girolamo Cardano e Niccolo Fontana (conhecido como Tartaglia), em 1945,
e tempos depois, para determinar as raizes de polinomios quarticos, o método de Ferrari,
por Cardano e Lodovico Ferrari, que consta no grande livro de Cardano intitulado Ars
Magna (Arte maior ou a grande arte).

Todos esses métodos expressam as raizes do polinomio em termos de seus coefici-
entes, usando apenas as operagoes algébricas usuais (adi¢oes, subtragoes, multiplicagdes e
divisoes) e aplicacoes de radicais (raiz quadrada, raiz cibica, etc). Sempre que é possivel
expressar as raizes a partir de seus coeficientes dizemos que o polinomio é soluvel por
radicais.

E para os polinomios de grau 5, serd possivel encontrar uma férmula usando
apenas os coeficientes do polinomio de modo a determinar todas as suas raizes? Gran-
des matematicos como Euler e Lagrange, tentaram a partir das técnicas usadas nas de
graus trés e quatro, e concluiram que nao era possivel utilizar os mesmos métodos para

polinomios de grau cinco. Em 1824, acreditando nao ser possivel, o matematico Niels



Henrik Abel acabou com tais suspeitas, e provou que uma certa classe de polinomios de
quinto grau nao ¢ soltvel por radicais.

A duvida no entanto permaneceu quanto as equagoes de graus maior do que 5. A
resposta para essa pergunta foi dada pelo matematico Evariste Galois, onde caracteriza
em quais circunstancias um polinomio de qualquer grau pode ou nao apresentar solugoes
por meio de radicais.

Evariste Galois, matematico, nascido em 25 de outubro de 1811, em Bourg-la-
Reine, um vilarejo ao sul de Paris. Aos 16 anos iniciou o curso de matemaética e aos 17
anos ja tinha progressos suficientes sobre o estudo de solugoes de equagoes de grau maior
ou igual a 5.

Continuou fazendo pesquisas e sua obsessao era descobrir o porqué algumas
equacoes polinomiais de grau maior ou igual a 5 nao possuiam solucao a partir de seus co-
eficientes, considerado o grande problema da época. Durante este periodo, foi preso duas
vezes, por questoes politicas e, por fim, foi desafiado a um duelo, a ocorrer na manha de
quarta-feira, 30 de maio de 1832, por ter se envolvido com uma mulher comprometida.
Sabendo das habilidades de seu desafiante com pistola, passou a noite escrevendo suas
ideias que solucionavam o enigma das equagoes de grau maior ou igual a 5, explicando em
quais circunstancias um polinomio de qualquer grau pode ou nao apresentar solugoes por
meio de radicais. Nesta carta destinada a seu amigo Auguste Chevalier, ele ja adiantava
os resultados alcangados, pedindo que, caso morresse, aquelas paginas fossem enviadas

aos grandes matematicos da Europa.



"Meu Querido Amigo,
Fu fiz algumas novas descobertas em andlise. A primeira se
refere a teoria das equagoes do quinto grau e as outras, as
funcoes integrais.
Na teoria das equacoes eu pesquisel as condigoes para a solugao
de equacoes por radicais. Isso me deu a oportunidade de apro-
fundar esta teoria e descrever todas as transformacgoes possiveis
em uma equacao, mesmo que ela nao seja resolvida pelos radi-
cais. Esta tudo aqui nesses trés artigos...

Em minha vida eu frequentemente me atrevi a apresentar ideias
sobre as quais nao tinha certeza. Mas tudo que escrevi aqui
estava claro em minha mente durante um ano e nao seria de
meu interesse deixar suspeitas de que anunciei teoremas dos
quais nao tenho a demonstra¢cao completa.

Faca um pedido publico a Jacobi ou Gauss para que deem suas
opinioes, nao pela verdade, mas devido a importancia desses
teoremas. Afinal, eu espero que alguns homens achem valioso
analisar esta confusao.

Um abraco caloroso.”

Evariste Galois. Singh (2014)

Galois faleceu aos 20 anos na manha de 30 de maio de 1832 apds receber um tiro
fatal no duelo. Mais detalhes sobre a vida de Galois, Singh (2014).

Para entender esta teoria desenvolvida por ele, veremos inicialmente a Teoria dos
Corpos. Na sequéncia, uma introducao a extensao de corpos, muito importante para a
associarmos a solubilidade por radicais dos polinomios a conjuntos com propriedades que
compravam a possibilidade de obter as raizes de um polinémio por meio de radicais.

Durante a elaboragao deste trabalho, alguns tépicos nao previstos inicialmente
foram inseridos, na tentativa de abranger todas as equagoes polinomiais. Em vista disto,
alguns teoremas ficaram sem demonstracao, mas deixamos indicado suas referéncias.

No primeiro Capitulo apresentamos uma breve introducao da Teoria de Grupos,
essencial para a compreensao da Teoria de Galois e apresentamos solugoes para equacoes

polinomiais de primeiro grau definidas a partir de uma operagao em um determinado



conjunto.

No Capitulo 2, resolvemos equagoes polinomiais de primeiro grau com mais de
uma operacao e para isso é introduzido o conceito de Anéis e Corpos. Para equacoes
polinomiais irredutiveis em Q, veremos como estender afim de possibilitar a redugao dos
polinomios em questao.

Nos Capitulos 4 e 5, temos os principais resultados da teoria de Galois e exemplos
que ilustram as possibilidades de identificagao das raizes de um polinomio a partir de seus

coeficientes.



Capitulo 1

Conjuntos e grupos

Neste capitulo iremos expor algumas defini¢oes, propriedades e exemplos sobre
grupos que sao indispensaveis para a compreensao de conjunto solucao e solubilidade
de equacoes polinomiais. Existe uma vasta literatura sobre o assunto, para o trabalho as
principais referéncias foram Hygino e Iezzi (2003), Gongalves (2006) e Bewersdorft (2006).

Aqui faremos um apanhado teérico afim de compreender a Teoria de Galois.

1.1 Conjuntos

Conjunto é um agrupamento de objetos que partilham de mesmas caracteristicas;
tais objetos sao chamados de elementos do conjunto. Quando esses elementos sao niimeros,
essa uniao passa a ser conhecida como conjunto numérico. Dentro da matematica, pode-
se agrupar os numeros de diversas formas, gerando assim inimeros conjuntos numéricos.
Um conjunto que nao possui elementos é chamado de conjunto vazio.

Porém, alguns desses conjuntos sao mais notérios por conta da frequéncia que apa-

recem nas solucoes e demonstracoes matematicas e sao indicadas pelas seguintes notagoes:

N=1{0,1,2,3,4,5...} Numeros Naturais

Z={---2,-1,01,2...} Numeros Inteiros

Q= {E; (p,q) € ZxZ* e mdc(p,q) = 1} Nuimeros Racionais
q

R=QU(R-Q) Ntmeros Reais

C={a+bi; (a,b) € R?*} Nimeros Complexos

Se B indica um dos conjuntos acima, adotamos:



1. B*= B — {0}

2. By={xeB; >0}
3. B_-={zx e B; <0}
4. By ={x € B; v >0}
5. B ={x € B; = <0}

Observe que os itens 2,3,4 e 5 nao podem ser aplicados no conjunto dos niimeros com-

plexos, uma vez que nao ha relacao de ordem total no conjunto dos niimeros complexos.

1.1.1 Subconjuntos

Se A e B sao conjuntos e todo elemento de A também é elemento de B, dizemos
que A é subconjunto de B e denotaremos essa relagao por A C B (lé-se A esta contido
em B) ou B D A (lé-se B contém A). Dois conjuntos A e B sao ditos iguais se A C B e
B C A. Isso significa que os dois conjuntos constam exatamente dos mesmos elementos.

A igualdade de conjuntos é denotada pelo simbolo usual de igualdade. Por exem-
plo: se A={x€Z;3<x<9}eB=1{4,5,6,7,8}, entdo A = B. Dessa forma, podemos
observar que:

NczcQcRcC.

1.2 Grupos

Os grupos sao uma das mais importantes estruturas algébricas e servem como
base para o estudo das mais diferentes areas do conhecimento. Iremos expor algumas
defini¢oes, propriedades e exemplos sobre grupos, corpos e anéis que sao indispensaveis
para o entendimento de equacoes polinomiais.

Para entendermos as estruturas envolvidas precisamos inicialmente entender as
operacoes definidas nos conjuntos. Em matematica, uma operagao sobre um conjunto nao
vazio G' é uma funcao * : G x G — G, que associa a dois elementos de G um terceiro

elemento: *(a,b) = a*b, onde a,b € G.



Definicao 1. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto ndo vazio G e uma
operacio (x,y) — x * y sobre G € chamado de grupo, e representado por (G,*) se a

operacao satisfaz as sequintes propriedades:
i) Se a,b € G entio axb € G (Propriedade do Fechamento);
it) (a*b)*c=ax(bxc), quaisquer que sejam a,b,c € G (Associatividade);

iii) Fxiste um elemento e € G tal que axe = exa = a, Va € G. (Erxisténcia do

Elemento Neutro);

1 1 -1

i) Para todo a € G existe a™ € G tal que axa™ = a  *a = e (Erxisténcia de

simétricos).

O grupo sera dito abeliano ou comutativo, se além das propriedades acima, sa-

tisfizer a comutatividade, ou seja, para quaisquer a,b € G temos:

axb=">bxa.

Com o objetivo de facilitar a notacao, um grupo podera ser indicado apenas por

GG para representar o grupo G com a operacao x, (G, *).

1.2.1 Solucgao para a equacao a*xx = b

Considere a equacao abaixo:

a*xx=Db, (1.1)

onde a, b pertencem a um conjunto qualquer G. Se (G, *) nao for um grupo, a equagao
(1.1) possui solu¢ao em G?

Por exemplo: se G = Z e x é a multiplicacao usual de niimeros, podemos garantir
que as solugoes de (1.1) estdao em Z7

E a resposta é simples e direta. Considere:

2-x=-5.

Como bem vemos, os coeficientes sao inteiros, mas sua solucao nao é inteira,



r = ——. Neste caso, o que falta na estrutura (Z,-) que faz com que a equagdo acima,
nem sempre, tenha solucao? A falta do simétrico multiplicativo faz com que, dependendo
dos coeficientes, seja impossivel determinar a solu¢ao no conjunto. Assim, se (G, *) é um
grupo, podemos sempre garantir a existéncia de solu¢ao da equagao (1.1) e sua solugao
serd dada usando todas as propriedades da operagao :

Considere a equagao em G:
axxr = b
Como a € G tem simétrico, obtemos
atx(axx)=a"t*b
Agora, pela associatividade, ficamos com
(atxa)xx=a"txb.
Como e € G,

exxr=a ' xb.

E por G ser fechado

r=a'xb — a'xbed.

Com isso, podemos dizer que o grupo, da forma como conhecemos, é uma estru-

tura algébrica adequada de modo a garantir solugao da equagao (1.1). Sendo assim
Lema 1 (Propriedades). Seja G um grupo, entdo:
i) O elemento neutro de G € unico;
it) O elemento inverso € unico;
i) Para todo a € G (a™')™' = a;
w) Para todoa € G (axb) ' =b"'xa '

v) Se a,b € G, entdo x * a = b tem wma tnica solugdo, a saber bxa™' € G.



Demonstragao. i) Supondo que existam e, e; € G elementos neutros, entao,
€1 = €1 * €9 = €9.

Logo o elemento neutro é tnico.
ii) Supondo que nao seja tnico, seja a € G e sejam by, by € G os elementos

inversos de a, temos,
by =byxe="by x(axby) = (by *xa)*by =exby = by,

o que nos diz que quaisquer dois simétricos de a € G sao iguais. Logo o elemento simétrico
é Unico.

1 1

iii) Como, a™ ' *a = axa™' = e, o simétrico de a™* é a; logo (a™*)™! = a.
iv) Para que (a*b)"' =b"'xa!, devemos ter (a*b)* (b xa ') = (b7 xa ') x

(axb) = e. Vejamos:

(axb)x (b xa N =ax(bsxb)xa'=axexa'=axa'=¢

(b 'xa ) *x(axb)=b"x(a xa)xb=b"xexb=b"xb=c.

Pela unicidade do simétrico, segue o resultado.

v) De fato, se ¢ é uma solu¢ao de x * a = b entdo ¢ x a = b, logo

1 1

cxaxa ‘=bsxal=c=bxa '

Vamos mostar que b* a "' é solucao da equacdo.

T*a = b, substituindo
(bxa*xa = b
bx(atxa) = b
b =0
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1.2.2 Conjunto das matrizes

Aqui vamos considerar o conhecimento prévio de algumas definigoes e proprieda-
des sobre matrizes, como por exemplo determinantes e o calculo da matriz adjunta.

A estrutura algébrica dos grupos também permite que sejam resolvidos determi-
nados tipos de sistemas de equacoes. Para essa aplicagao, necessitamos da linguagem da
algebra linear, como faremos.

Considere o conjunto das matrizes quadradas com entradas reais denotado por
M, «n(R). Veremos no decorrer do trabalho que é possivel trabalhar com matrizes cujas
entradas estdo em outros conjuntos, desde que tenham propriedades mais especificas.

Dados A € M,,xn(R) e B € M,,5,(R) podemos escreve-las da seguinte forma

ai; a2 - Aip bii bip - blp
Q21 Q22 -+ Q2 bay bay - pr
A= = [a;], B= , = [byj]
Qm1 Am2 - Qmnp bnl bn2 bnp
Definimos o produto de duas matrizes A = [a;;] ¢ B = [b;;] por
Cij = Z Qirbrj = b1y + ainbaj + - -+ + Qinbyy,
r=1
onde [¢;;] = C € Myxp(R). Caso as matrizes A e B sejam quadradas e de mesma

dimensao temos que a matriz resultante do produto de A e B terd a mesma dimensao
de A e B, neste caso, dizemos que este conjunto é fechado com relagao a esta operagao.
Mas se tomamos o conjunto de todas as matrizes quadradas de mesma dimensao, este
conjunto é um grupo multiplicativo? Para entender melhor precisamos primeiramente

definir a inversa de uma matriz.

Definicao 2. Seja A € M,«n(R) dizemos que B € a inversa de A se A-B = I, e

denotaremos por A™', onde I,, é a matriz identidade de ordem n X n.
Observacgao 1. Se existe A~! de A entdo:

1. A inversa de uma matriz é tinica.

2. ATTA=AAT =1,
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3. A matriz inversa de uma matriz invertivel é também invertivel, sendo que a inversa

) L C . 11
da inversa de uma matriz é igual a prépria matriz: A = (A 1) :

4. Em geral, uma matriz quadrada ¢é invertivel se, e somente se, o seu determinante é

diferente de zero (se det(A) # 0). E sua inversa é dada por:

1

Al =
det(A)

~adj(A).

Um grande problema ao trabalhar com matrizes é o fato de quando considerado

matrizes nao nulas cujo o produto entre elas é exatamente a matriz nula, por exemplo

0 2
A= e B= ,
0 0 0 —4
temos que
2 1 0 2 0 0
A-B= . =
0 0 0 —4 00

Mas se considerarmos apenas matrizes que sao invertiveis este problema nao ocorre.
De fato, se A é invertivel e B é qualquer matriz de mesma ordem, com o produto

AB = 0 teriamos:
AB=0< A (AB) =0 B =0, (1.2)

aqui usamos a associatividade da multiplicacao de matrizes. Entao, como veremos ainda
neste capitulo, o conjunto das matrizes invertiveis é um grupo e denotamos por G L, (R).

Com tais propriedades podemos agora voltar ao nosso problema inicial conside-
rando os coeficientes sendo matrizes e * sendo a operacao de multiplicagao de matrizes.
A equacao

Ax X =B, (1.3)

com A € GL,(R), sempre possui solucao.
Um caso particular para este tipo de equacao é conhecida na literatura como
Regra de Cramer e consiste em determinar solugoes para a equagao (1.3), como veremos

a seguir.
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1.2.3 Regra de Cramer

A regra de Cramer é um teorema em Algebra Linear, que da a solugao de um sis-
tema de equagoes lineares em termos de determinantes. Recebe este nome em homenagem
a Gabriel Cramer (1704 - 1752).

Considere o sistema linear

;
a1 + 122 +--- 4+ ATy — b1

a21T1 + Q29T2 + -+ Aoy = b2

\anlxl + Ap2To + -+ AT, = bn‘

Sejam
11 A2 - Qin x1 by
Q21 Qg2 -+ A2p X2 by
A= , X = eb=
Ap1 QAp2 -t (0797 Tn bn

Podemos reescrever o sistema da seguinte forma matricial:
Ax = b.
Se A é uma matriz invertivel, entao
Ar=be A (Az)=A" b rv=A""b

Cramer mostrou que para todo j, 1 < j < n, a solu¢do z = (z1,--- ,x,) do sistema, onde

x; ¢ uma das coordenadas de z, ¢ dada por:

_ AL det(4))
Al det(A)’

Ly

em que usamos |A| = det(A) e A; é a matriz que se obtém da matriz A substituindo a
coluna j pela coluna dos termos independentes b. Para detalhes da demonstracao veja

Boldrini e Figueiredo (1980).
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Exemplo 1. Considere o sistema linear

rT—y = 2
2r+y = 1
Sua forma matricial é
1 -1 T 2
2 1 Y 1

2 —1
1 1 2%1—(—1)*1
1 _1 Ixl—(—1)%2
2 1
e
1 2
2 1 1x1—2%2
y: — -
1 -1 Ixl—(—1)%2
2 1

Agora, considerando o conjunto GL,(R) munido da multiplicagdo de matrizes é
um grupo por satisfazer todas as propriedades de grupo, para mais veja Hygino e lezzi
(2003). E entao, a equacao

A-X =8B,

terd uma unica solu¢ao sempre que A € GL,(R) ¢ B € M,x,(R). E observe que nao
existe a necessidade da matriz B ser invertivel, por conta de (1.2).

Para simplificar notagao representaremos a * b em um grupo G apenas por ab.

1.2.4 Ordem de um grupo

Um grupo (G, *) em que o numero de elementos é finito, é chamado de grupo
finito, representamos o nimero de elementos de GG, chamado ”ordem de G”, por |G/, dessa

forma, se G possui n elementos entdao |G| = n. Caso contrario, o grupo possui infinitos
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elementos e escrevemos |G| = oo.

Definigao 3. A ordem de um elemento a, o(a), de um grupo G é o menor nimero natural

n tal que a" = e. Se este valor nao existe, o elemento tem ordem infinita.

Se a é elemento de um grupo multipicativo G denotaremos por (a) o subconjunto

de G formado pelas poténcias inteiras de a, ou seja, (a) = {a™; m € Z}, onde

a®=a-a---a.

m—uvezes

Caso G seja aditivo,

da"=at+at+---Fa=m-a

m—uvezes

1.2.5 Grupos ciclicos

Definicao 4. Um grupo G serd chamado de grupo ciclico se, para algum elemento a € G,
se verificar a igualdade G = {(a). Nessas condigoes, o elemento a é chamado gerador do

grupo G.

Exemplo 2. .

1. Os inteiros, Z = (1);
2. O conjunto dos restos médulo m, Z,, = (1);

3. O conjunto gerado por todas poténcias de i € C, é um grupo ciclico gerado por
i. De fato, por defini¢do, (i) = {i"";m € Z}. Mas como se vé no estudo dos
nimeros complexos, esse conjunto s6 tem quatro elementos 1,4, —1, —i, obtidos res-
pectivamente quando m = 4q, m = 4q+ 1, m = 49+ 2, m = 4q + 3, onde q € Z.
Como * = 1, segue que se r é o resto da divisdo de m por 4 (m = 4k + r), temos

im= i4k+r — Z'4k;2'7” — "

Grupos nao ciclicos podem ser gerados por um nimero finito de elementos, para

estes grupos, sempre que necessario, usaremos uma notacao semelhante a usada para
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descrever grupos ciclicos, como por exemplo: Se G é um grupo gerado por dois elementos,
podemos escrever:

G = (a,b;a®,b%, (ab)?),

onde, o grupo G ¢é gerado por a, b; com o(a) = 3, o(b) = 2 e o(ab) = 3.

1.3 Exemplos de grupos

Daremos alguns exemplos de forma breve, para mais veja Hygino e lezzi (2003).

Grupos aditivos e abelianos

A operagao desses grupos é a soma, (z,y) — x + y, o elemento neutro é 0 e o
simétrico de x é —z; para todo x € K. Os mais comuns sao (Z,+), (Q,+), (R, +), (C, +).

[ustrando o que foi dito no final da sessao anterior, tomando o grupo G = (Z, +).
Observe que G nao possui elementos de ordem finita. Se a # 0 entdao ma também serd,
Vm > 0.

O conjunto gerado pelo elemento 2 é

<2> :{2m’m€Z}:{—67—4,—2,0,2,4,6,}

Grupos multiplicativos e abelianos

A operagao desses grupos é a multiplicagao usual, (z,y) — -y, o elemento neutro
é 1 e o simétrico de x é 2~ !; para todo 2 € K*. Os mais comuns sdo (Q*,-), (R*,-), (C*, ).
Veja que o grupo (C*,-) tem elementos de ordem finita, por exemplo i* = 1 e

elementos que nao tem ordem finita, por exemplo qualquer a € Z — {—1,0,1} C C*.

Grupo aditivo e abeliano das matrizes

Este grupo é representado por (M,,x,(K),+), onde K = Z, Q, R ou C, com
M,5n(K) representando o conjunto das matrizes sobre K com m linhas e n colunas. O

elemento neutro é a matriz nula.
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Grupos lineares de grau n

O conjunto M, »,(K) = M, (K) das matrizes quadradas de ordem n sobre K nao
forma um grupo sob a multiplicacao de matrizes, uma vez que a matriz nula, por exemplo,
nao admite um inverso. No entanto o subconjunto GL,(K) = {M € M,(K) : det(M) # 0}
¢ um grupo nao abeliano, se n > 1, sob a multiplicagao de matrizes, com elemento neutro

sendo a matriz identidade quadrada, com K podendo ser Q, R ou C.

Grupos aditivos de classes de restos

Pelo algoritmo de Euclides temos que, dado dois ntimeros b, m € Z, existem
q, r € Z tais que

b=mqg-+r,

onde 0 > r > m—1. O numero r é chamado de resto e a identificacao de cada inteiro com
o seu resto da divisdo por m gera o conjunto das classes (conjunto das classes médulo

m). Este conjunto munido da soma é um grupo e representado por (Z,,,+) , onde

Dizemos que a ~ b se, e somente se, a e b deixam o mesmo resto na divisao por
m. Isso define uma relacdo de equivaléncia sobre Z. Dai, em Z,,, @ = b se, e somente se,
deixam o mesmo resto.

Sem perda de generalidade, utilizaremos a multiplicagao usual e nao uma operacao

qualquer * pois, dados @, b € Z,,, entdo existem ¢, qs, 71,72 € 7 tais que:

a = mq +7

b = maqg+rs.
E dai,

a-b = (mg +r)(mgs+19)

= m(maqqa + q1r2 + +qo2r1) + 1179,
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Logo,

a-b = m(mqge + qira + +qor1) + 172

= m(mqiqs + qire + +qory) + T3 = T3,

Portanto,

Com isso, a-b=a-b.

Grupos multipicativos de classes de restos

Tomando agora o conjunto Z,, com a multiplicagdo usual temos que (Z; ,-) serd
grupo se, e somente se, m for primo. De fato!
(=) Suponhamos que m nao fosse primo. Como m > 1, podem ser encontrados dois
inteiros 1 < a,b < m — 1 tais que ab = m. Dessa igualdade resulta que ab = m. Como
G-b=abem =0, entdo a-b=0, o que é impossivel pela hipétese.
(<) A tnica possibilidade de a multiplicagao médulo m, quando restrita aos elementos
de Z7,, ndo ser uma operacio sobre esse conjunto é acontecer de a - b = 0 para algum par
de elementos desse conjunto. Mas isso implica ab = 0 e, portanto, ab = 0(modm). Dali,

m|ab e, como m é primo por hipdtese, entdo m|a ou m|b. Considerando-se, por exemplo,

a primeira hipdtese, a = mgq, para algum inteiro q, e, portanto:
a=mg=m-g=0-g=0,

o que é um absurdo, visto que, por hipdtese, a € Z, .

Mostraremos agora que, se m é primo, a multiplicacao médulo m, quando restrita
aos elementos de Z; | faz desse conjunto um grupo. Para isso basta mostrar que, qualquer
que seja o elemento @ € Z*,, pode encontrar b € Z*, tal que @ - b = 1.

De fato, @ € Z;,, entao a nao é multilpo de m, pois 1 < a,b < m — 1. E, como

m é primo entdao mdc(m,a) = 1. Dal mzy + ayo = 1, para conveniente inteiros zq e yo

(identidade de Bezout). Reduzindo-se essa igualdade médulo m:

mTo+ayo =" To+a-Jo=a-Jo = 1,



o que mostra que 7 (que pertence a Z, ) é o inverso de a.

Grupos de permutacgoes

Na teoria dos grupos entendemos por permutagao uma bijecao de um conjunto
nele mesmo.

Sejam S um conjunto nao vazio e 7 o” a operacao de composicao de funcoes.
Tomando o conjunto G = {f : S — S; fé uma bijecao}; temos que G é um grupo,
chamado de grupo das permutagoes do conjunto S. Se S = {1,2,3,...,n} denotaremos
esse grupo por S, e terd exatamente n! elementos, uma vez que o nimero de permutagoes

de n elementos é n!.

Denotaremos um elemento f € .5, por:

Observacgao 2. .

e Para simplificar a notacao, considerando a érbita por f de um elemento ¢ de S,
vamos denotar por f*(i) = ff- f(i) operando f por k vezes. Digamos que f*(i) =i
e que os demais elementos fora da érbita de ¢ fiquem fixos por f. Entao podemos
denotar f por (i, (i), f2(i),-- , f'). Por exemplo, dada uma funcio f € S, onde
f(1) =3 e f(3) =1 e para os demais temos f(k) = k. Denotaremos f por (13),

12345 ... n
f= — (13)’
32145 ... n
ou seja, a funcao f que permuta apenas os ntimeros 1 e 3 e fixa os demais, podera
ser representada apenas por f = (13). Logo, os nimeros que nao aparecem sao
pontos fixos da funcao. Permutacoes de apenas dois elementos sao chamadas de

transposicoes ou 2-ciclos. Definimos por r-ciclo, com 1 < r < n, uma permutacao

de r elemetos de S,,.

e Toda permutacao pode ser escrita como composicoes de transposicoes, veja Hygino
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e lezzi (2003), por exemplo:

(12345) = (15)(14)(13)(12).

E ainda, toda permutacao pode ser escrita como produto de ciclos disjuntos.

e Chamamos de grupo Alternado A,, o conjunto de todas as permutagoes que podem

ser representadas a partir de um ntmero par de transposicoes de S,,.

Em particular, temos que:
S1 - o grupo trivial de um tnico elemento;
S, - grupo abeliano, com 2! = 2 elementos;

S35 - € um grupo com 3! = 6 elementos, listados abaixo:

S3 = {fO = 17f1 = (123)7f2 = (132)791 = (23)792 = (13>7Q3 = (12)}7

com
fiogr = (123)0(23) = (12) = g
giofi = (23)0(123) = (13) = ga.
O grupo S3 é o "menor” grupo nao abeliano. Todo grupo contendo no maximo 5 elementos
¢ abeliano, para mais detalhes veja Gongalves (2006).
Agora considere Sy, ou seja, o grupo das permutagoes de 4 elementos. Entao o

nimero de elementos de Sy serd 4! =4 x 3 x 2 x 1 = 24, listados abaixo.

Sy = {1, (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (124), (134), (234), (132), (142), (143),

(243), (12), (13), (14), (23), (24), (34), (1234), (1243), (1324), (1432), (1342), (1423)}.

Observe que S; também nao é abeliano, basta que S3 < S;. Para isso, basta
considerar S5 como os elementos de S; que fixam o 4.

Quando construimos poligonos regulares, podemos ordenar os seus vértices para
formar uma espécie de referéncia: imagine os elementos de S = {1,2,3,4} como vértices
de um quadrado. *

Ao considerarmos as diversas configuracoes que preservam distancia e adjacéncias

1Figuras sobre simetrias retiradas do Wikipédia
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Figura 1.1: Simetrias do quadrado

temos um subconjunto de Sy, chamado de grupo diedral D4. Observe que estas simetrias
do quadrado permutam os seus vértices. Com isso, as simetrias do quadrado podem ser
consideradas como elementos do grupo S; e denotado por D,. Seus elementos sao as
rotacoes Ry, Ri, Ry, Rz de 90° no sentido horario e as reflexoes X,Y, Z, W.

Entendemos por uma rotagao de 90° a mudanca dos vértices do quadrado em
uma unidade, no sentido horario. ou seja, 1 -+ 4,2 — 1,3 — 2 e 4 — 3, como mostra a

figura abaixo:

(a) Rotagao 90° (b) Rotagao 180°

Figura 1.2: Rotagoes no quadrado

Para a reflexao temos quatro casos distintos, como mostra a figura abaixo, onde
duas delas sao feitas a partir das diagonais: z determinada pelos vértices 1 e 3 e y
determinada pelos vértices 2 e 4, as outras duas sao a partir de duas retas que dividem
o quadrado em partes iguais, uma reta w horizontal e outra vertical z, determinadas por

AC' e BD, respectivamente.
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Figura 1.3: Reflexoes no quadrado

As reflexoes serao:

L]

) Reflex@o com relagio a x ) Reflex@o com relagio a y
) Reflexdo com relacéo a z ) Reflex@o com relagao a w

Figura 1.4: Reflexdes no quadrado

Agora, exibiremos todos os elementos de D, e mostraremos que é um grupo.

Inicialmente observemos que o conjunto de todas as rotacoes e reflexdes do quadrado é

{R07R17R27 R37X7}/7 Z? W}

A operacao desse conjunto é a composicao de funcoes, dai, analisando as figuras acima,

identificamos termo a termo, respectivamente, com os seguintes elementos de Sy:

={1,(1432), (13)(24), (1234), (24), (13), (12)(34), (14)(23)}},
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onde 1 representa a funcdo identidade, que fixa todo elemento de {1,2,3,4}. Essa identi-
ficagdo produz um subconjunto do grupo de permutacao de oito elementos. Vamos olhar

para a tabua de composi¢ao desse conjunto.

Tabela 1.1: Tédbua de operacoes do grupo Dy

O RO Rl R2 Rg X Y Z W
Ry|Ro |’ |Re | Rs | X | Y | Z | W
Ri\Ri | Ry | Ry | Ro | Z | WY | X
Ry | Ry |Rs | Ry | Ry | Y | X | W | Z
Ry | Rs | Ro | Ri | Re | W | Z | Y | X
X | X | Z|Y | W|Ry| Ry| Ry | R
Y'Y | W | X | Z | R |Ry| Rs | Ry
|\ Z Y | W | X | Rs| R | Ry| Ry
WIiIWI| X | Z|Y |R |Rs|Ray| Ry

Sabemos que a composicao de fungbes é associativa. Além disso, da tabela,
podemos ver que D4 é um grupo, pois é fechado com relagao a composicao, possui elemento
neutro - Ry e todos os elementos possuem simétrico (pois Ry aparece em todas as linhas
da tabela uma tnica vez). Também podemos observar que ¢ um grupo nao abeliano, uma
vez que sua tabua nao é simétrica em relacao a diagonal principal. Note também que
Ri =Ry, Rl =RjoR =RyoR =R3, XoR =7, XoRR =XoRy,=Ye
XoR}=XoRs=W. Assim,

Dy={R’ Ry, R}, R}, X, XoR;, XoR? XoR)},

ou seja, é gerado apenas pelos elementos R; e X e como R; é a rotagao dos vértices em
7/2 entdo R} = Ry. Ainda, como X ¢ a reflexdo temos X? = Ry, ou seja, a ordem X
é 2 e a priore, temos que a ordem de R; divide 4, como Rf # Ry, segue que o(Ry) = 4.

Podemos reescrever Dy a partir dos seus geradores e suas ordens como
Dy=(R;,X: Rl =X’=1R=XoR 0X).

Observe que D4 é um subconjunto de Sy e pela tabua de operacoes ele é fechado
com relacao a composicao, assim, Dy tem estrutura de grupo. Veremos que subconjuntos
de grupos com tais propriedades sao chamados de subgrupos.

Um fato interessante sobre grupos de permutacoes é o seguinte teorema.

Teorema 2. Os ciclos (12) e (12---n) geram o grupo S,.
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A demonstragao pode ser encontrada em Gongalves (2006).

1.4 Subgrupos

Definigao 5. Seja (G, %) um grupo. Diz - se que um subconjunto nao vazio H C G é um

subgrupo de G se:
e H ¢ fechado para a operagao * (isto é, se a,b € H entdo a xb € H);

e (H,x) também € um grupo (aqui o simbolo x indica a restri¢ao da operag¢ao de G

aos elementos de H ).

Proposicao 3. Seja (G, x) um grupo. Para que um subconjunto ndo vazio H C G seja

um subgrupo de G € necessdrio e suficiente que: ax bt € H,Va,b e H.

Demonstragao. (=) Para h € H, temos que h € G. Como H é grupo, exite h’ € H,

inverso de h, e temos que H ¢ fechado. Logo, hih/ € H. Como h € G e hh' = e, temos

que e € H. Ainda, hh' = ep. Pela unicidade de neuto em H, segue que e = ey.
Tomemos agora um elemento b € H e indiquemos por b™' e bgl seus simétricos

em G e H, respectivamente. Como, porém,
bilxb=e,=e=b"xb

entao, b,:l = b~ Por fim, se a, b € H, entdo a * b;l € H, uma vez que, por hipétese,
(H,*) é um grupo. Mas b, ' =b~" e, portanto, a x b~ € H.
(<) Como, por hipétese, H nao é vazio, podemos considerar um elemento z, € H.
Juntando esse fato & hipdtese: x¢ * ;' = e € H. Considerando agora um elemento
b € H, da hipétese e da conclusdo anterior segue que e x b ' =b"! € H.

Mostremos agora que H é fechado para a operagao *. De fato, se a,b € H,
entdo, levando em conta a conclusdo anterior, a,b~' € H. De onde (novamente usando a
hipétese):

ax (b)) ' =axbe H.

Falta mostrar a associatividade em H, mas isso é trivial, pois, se a,b,c € H,
entao a,b,c € G e, portanto, a * (b* c) = (a *b) * ¢ (j4 que essa propriedade vale em

Q). O
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Exemplo 3. 1. {e} e G sdo subgrupos de G, chamados de subgrupos triviais.

2. Observando a Tébua 1.1 conseguimos dois subgrupos de fécil vizualizagao de Dy,

sendo um formado pelas rotacoes e o segundo formado pela reflexao
04:{R(1)’R1>R§’R:1)’}:<R1> F:{LX}:<X>'

3. Consideremos o grupo aditivo Ms(R), vamos mostrar, usando a propriedade anterior

que

a; a
H = R = M>(R); a3 +ag =0

ag1 A2

¢ um subgrupo de M,(R). Trata-se de um conjunto nao vazio. Note que as matrizes
de H se caracterizam pelo fato de os elementos de H da diagonal principal serem

opostos um do outro. Observado isso, tomemos duas matrizes de H

a1; Q12 b1 b2

A: eB: ,

Q21 —a11 by —bu

como as entradas dessas matrizes sdo nimero reais, fazendo A+ (—B) = C, teremos

aj; — by a2 —bio

as; —boy  —ay; +bny

e a soma da diagonal principal sera
ajp — byy + (—agg +b11) = 0.

Logo, A+ (—B) € H.

Observagao 3. Seja (G,*) um grupo. O subconjunto H = {{(a); a € G} é um subgrupo
grupo de G. com |H| = o(a).

1.4.1 Teorema de Lagrange e subgrupos normais

Definicao 6. Sejam G um grupo, H um subgrupo e a € G. Os subconjuntos de G,
aH = {ah;h € H} e Ha = {ha;h € H} sao chamados classe lateral a esquerda e classe
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lateral a direita de H em G, respectivamente.

Da definicao acima decorre uma relacao de equivaléncia definida por a ~ b se, e
somente se, a b € G, onde a,b € H C G. E com isso o conjunto das classes laterais, em

relacao a H, determina uma particao de GG, ou seja:

i) se a € G,entao aH # (; (1.4)
ii) se a,b € G,entao aH =bH ou aH NbH = {; (1.5)
iii) aunido de todas as classes laterais ¢ igual a G. (1.6)

O conjunto das classes laterais a esquerda aH, ou a direita Ha, é chamado de
conjunto quociente e denotado por G/H. Observe que: é indiferente usarmos o conjunto
quociente como sendo o conjunto das classes a esquerda (que usaremos) ou a direita devido

a existéncia da bijecao

f: G/H — G/H
aH +—  f(a) = Ha™'

o subgrupo H = {0, 4}, temos:
0+H=H, 1+H={1,5}, 2+ H=1{2,6}, 3+H=1{3,7},
4+ H={4,0}, 5+ H={51}, 6+ H=1{6,2}, 7+ H ={7,3}.

O conjunto das classes é formado apenas pelas classes distintas, entao:
G/H={H, 1+H, 2+H, 3+H}

e também ,

G=JG+H).

j=0
Se G é um grupo finito, entdo o conjunto G/H também é finito. O nimero de
elementos de G/H ¢é chamado indice de H em G e ¢é denotado por (G : H). Assim, no

exemplo anterior temos: (G : H) = 4.

Proposicao 4. Seja H um subgrupo de G. FEntao duas classes laterais quaisquer em

relacao a H sao subconjuntos de G que tém a mesma cardinalidade.
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Demonstracao. Dadas duas classes laterais aH e bH, temos que mostrar que é possivel
construir uma aplicagao bijetora f : aH — bH. Lembrando a forma geral dos elementos
dessas classes, é natural definir f da seguinte maneira: f(ah) = bh, para qualquer h € H.

Vamos mostrar que f é injetora e sobrejetora. De fato:

e (injetora) Se h,h; € H e f(ah) = f(ahy), entdo bh = bhy; operando b™" a esquerda

em ambos os lados, entao h = hy.

e (sobrejetora) Seja y € bH. Entao y = bh, para algum h € H. Tomando-se x = ah €
aH, entdao f(z) = f(ah) = bh =y. ]

1.4.2 Teorema de Lagrange

Teorema 5 (Lagrange). Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entdo |G| = (G :

G
H)|H| e, portanto, Gl € um nimero inteiro.

| H|
Demonstra¢ao. Suponhamos que o (G : H) = r e seja G/H = {a1H,a2H,--- ,a,H}.
Entdo pelas equagoes 1.4, 1.5 ¢ 1.6, G = a1H U aoH U---U a,H com a;H Na;H = 0,
sempre que ¢ # j. Mas, pela proposigao (4), o nimero de elementos de cada uma das

classes laterais é igual ao nimero de elementos de H, ou seja, é igual a |H|. Portanto:
Gl = |H| + |H| +-- - +|H],
em que o numero de parcelas é r = (G : H). De onde:
G| = (G- H)|H]

e — ¢ inteiro. O
| H|
Corolario 6. Seja G um grupo finito. Entao a ordem de um elemento a € G divide a

ordem de G e (G : H) = |G|/|H|, em que H = (a).

Demonstragao. Basta lembrar que a ordem de a é igual a ordem de (a) e que, devido ao

Teorema de Lagrange:

G| = (G : (a))[{a)].
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Coroldrio 7. Se a é um elemento de um grupo finito G, entio a/®l = e (elemento neutro

do grupo).

Demonstracao. Seja n a ordem de a. Portanto, n é o menor inteiro estritamente positivo

tal que a” = e (elemento neutro do grupo). Mas, devido ao coroldrio anterior:
G| = (G : H)n,

em que H = (a) . Portanto:

a|G\ _ a(G:H)n — (an)(G:H) — e(G:H) —e.

]

Corolario 8. Seja G um grupo finito cuja ordem é um numero primo. Entao G € ciclico.
Em particular é abeliano, e os inicos subgrupos de G sao os triviais, ou seja, {e} e o

proprio G.

Demonstragao. Seja p = |G|. Como p > 1, o grupo G possui um elemento a diferente do
elemento neutro. Assim, se H = (a), o teorema de Lagrange garante que |H||p. Logo,
|H| = 1 ou p e, portanto, H = {e} ou H = G. Como a primeira dessas hipGteses é
impossivel, entao G = H e, portanto, G é ciclico. Por outro lado, se J é um subgrupo de
G, entao, ainda devido ao teorema de Lagrange, |J|||G|. Dai, |J| = 1 ou p e, portanto,

J={e}ouJ=aG. O

Teorema 9 (Teorema de Cauchy). Se um primo p divide a ordem de um grupo finito G,

entao G tem um elemento de ordem p.
A demonstragao pode ser encontrada em Gongalves (2006).

Proposicao 10. Se G é um grupo tal que |G| < 5 entao G é abeliano.

Demonstracao. Se |G| = 1 entdao G = {e}. Agora, se |G| = 2,3 ou 5 entao |G| é prima
implicando que G é cilico e logo é abeliano. Se |G| = 4 e existe z # e, z € G tal que

(x) = G entao G é ciclico e portanto abeliano.
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Suponhamos entao que: Vz € G, temos (x) # G. Ora pelo Teorema de Lagrange

segue imediatamente que |(z)| = 2. Assim,

?*=e Vred.

1

Logo, se x,y € G tem-se que 2y = (zy) ' =y ' - 27! = yx ou seja G é abeliano. O]

Isso nem sempre ¢é verdade se a ordem de um grupo G ¢ maior que 5. Se conside-
ramos o grupo das permutacgoes de grau 3, S3. Vimos que |S;3| = 3! = 6, e seus elementos
sa0:

S3 - {fO = 17f1 = (123)7f2 - (132)791 = (23)792 - (1?))793 = (12)}

Operando dois de seus elementos, teremos:

fioge = (123)0(13) =(23) = ¢

gaofi = (13)0(123) = (12) = gs,

onde vemos que S3 nao é abeliano.
Mas observe que, para todo n > 0, Z, é abeliano (aditivo). Ou seja, existem

grupos abelianos para qualquer ordem.

1.4.3 Subgrupos normais
Definigao 7. Seja (G,-) um grupo e A e B subconjuntos de G. Indicaremos por AB e

chamaremos de produto de A por B o sequinte subconjunto de G:

AB=0, se A=0 ou B=1{
AB={zy:x €A e ye B}, se A#0) e B#.

No contexto de teoria de grupos, dado H um subgrupo de GG entao HH = H, pois

é fechado com relacao a operacao. E esse fato serd importante para os préximos topicos.

Definicao 8. Um subgrupo N de um grupo G € chamado subgrupo normal se, para todo
x € G, se verifica

N = Nzx.

Ou seja, a classe lateral a esquerda, com relagao a N, determinada por x, € igual a classe
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lateral a direita, com relagao a N, determinada por x, para qualquer x € G. Para indicar

que N € um subgrupo normal de G usaremos a notacdo: N < G.

Exemplo 5. Considerando o grupo diedral D, = {R}, Ry, R}, R}, X, XR,, XR}, X R3}.
Lembrando que RY = 1, R, = (1432), R} = (13)(24), R} = (1234). O subgrupo H = C,; =

{RY Ry, R?, R®} é normal, pois, como se pode ver, conferindo a Tabua 1.1:

R'H = {RY R,,R},R}} = HR! XH={X,XR,XR: XR}} =HX

RiH={R,R? R} R)} = HR, (XR)H ={XR,,XR}, XR} X} = HXR)
RiH ={R},R},R), R} = HR} (XR)H = {XR},XR},X,XR,} = H(XR})
RH ={R} R R,,R?} = HR} (XRHH ={XR} X,XR,,XR}} = HXR})

Como h4 duas classes laterais distintas: RYH e X H entdo (D, : Cy) = 2.

Exemplo 6. Em S3 ha subgrupos que nao sao normais, por exemplo o subgrupo gerado

por ((12)) = {1, (12)}. Observe que

(13)0 (12) = (123) = (13){(12)) = {(13), (123)}
(12)0 (13) = (132) = ((12))(13) = {(13), (132)},

como dissemos inicialmente.

Observacgao 4. Seja H um subgrupo de G tal que (G : H) = 2. Entao H é um subgrupo
normal de GG. De fato, nesse caso, as classes laterais a esquerda, com relacao a H, sao
duas: H e aH, em que a é um elemento qualquer do grupo que nao pertence a H, e,
portanto, aH = H® (o complementar de H em G), pois as duas classes formam uma
particao de GG. As classes laterais a direita em relagdo a H, também sao duas: H e Ha,
em que a é um elemento qualquer do grupo que nao pertence a H, e, portanto, Ha = H®.
Logo
aH=H°= Ha

e pela arbitrariedade de a, temos que xH = Hz, qualquer que seja x € GG. Como haviamos

afirmado.

- . ) nl
Proposicao 11. Para todo n > 1, o conjunto A, € um subgrupo, de ordem 5 e indice

2, de S,.
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A demonstragao pode ser encontrada em Hygino e lezzi (2003).

Agora vamos entender como operar elementos do conjunto quociente. Dado um
grupo G e um subgrupo normal N, definimos a operacao entre dois elementos aN,bN €
G/N como

(aN)(bN) = (ab)N.

Com essa operagao, caso N seja normal a G, entao G/N serda um grupo que denominamos
por grupo quociente. De fato,

o [(aN)(bN)](cN) = (aN)[(bN)(eN)};

e (aN)(eN) = (ae)N =aN = (ea)N = (eN)(aN) ;

e (aN)(a*N) = (aa™')N = (eN) = (a 'a)N = (¢ 'N)(aN). Portanto, o conjunto
quociente G/N, com a multiplicagdo de subconjuntos, restrita aos seus elementos,

é um grupo cujo elemento neutro é eN = N e no qual (aN) ™' =a 'N.

Exemplo 7. Considere o subgrupo de D4 de S;. Pelo Exemplo 5, temos que C4 é um
subgrupo normal de Dy, com

G/Cy={H,XH}.
Sua tabua de operagoes sera:

Tabela 1.2: Tédbua de D,/Cy

o H | XH
H H | XH
XH | XH| H

Pela Tabua, G/C, é um grupo.

Se compararmos o grupo G/Cy com o grupo Z, veremos que suas tabuas de

~ ” 9 7 /.
operacoes possuem o mesmo ~comportamento”. Na verdade é possivel estabelecer uma
funcao que preserva as operagoes envolvidas entre os dois grupos. No decorrer do trabalho

veremos as condigoes necessarias para que seja possivel estabelecer esse tipo de relacgao.

1.4.4 Grupos soluveis

Definicao 9. Um grupo G € solivel se este tem uma sequéncia finita de subgrupos,

1€GoCGiC---CG=G
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tais que,
i) Gi < Giyq, parai=0,---n—1;

ii) Giy1/G; € abeliano parai=0,---n — 1.

Exemplos
1. Todo grupo abeliano G ¢é solivel com 1 < G.
2. O grupo diedral D4 de ordem 8 é solivel. Pois vimos que ele tem um subgrupo

normal C de ordem 4, cujo quociente tem ordem 2, e Cy é abeliano, entao

1< Cy < Dy.

3.  S3 ésoluvell De fato, considere U = ((123)) = {1, (123),(132)} de S5. Como Ss
possui 6 elementos e U possui 3 elementos entao pelo Teorema de Lagrange temos que
(S5 : U) = 2. Logo, pela observagao 4, U < S3 e S3/U é abeliano e, como U também é

abeliano, S3 € solivel.

4. O grupo simétrico Sy é soluvel, com a sequéncia
1V AL <8y,

em que, A, = (a,b;a’, b, (ab)®) onde a = (234) e b = (12)(34) é o grupo Alternado de or-
dem 12, e V é o grupo de Klein, grupo consistido das permutagcoes 1, (12)(34), (13)(24), (14)(23).
Vejamos.

Inicialmente (Sy : A4) = 2, pela Observagao 4, Ay < Sy.

Agora, por definicdo, V é nomal a A, se YV € Ay temos 7'V = V. Como Ay
¢ gerado por (234), (12)(34), é suficiente analisarmos apenas os geradores. Assim, para

x = (234)

(243) 0 (12)(34) 0 (234) = (14)(23)
(243) 0 (13)(24) 0 (234) = (12)(34)
(243) 0 (14)(23) 0 (234) = (13)(24).
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Agora, x = (12)(34). Como z também é um elemento de V' entdo sua operacdo com
qualquer elemento de V esta em V. Isso mostra que V' <1 A;s. A ordem dos conjuntos
quocientes sao: |V/1| =4, |V/A4| = 3,]54/A4| = 2 que pela Proposigao 10 sao abelianos.

Agora, para n > 5, S, nao é soluvel. Mostraremos que S5 nao é solivel e para
isso, é suficiente mostrar que A; C S; nao é solivel. Para isso, é necessario o seguinte

resultado:

Teorema 12. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e N um subgrupo normal de G,

assim,
i) Se G € soluvel, entao H € solivel.
ii) Se G € solivel, entdo G/N € solivel.
iii) Se N e G/N sao soliveis, entao G € solivel.

A demonstragao pode ser encontrada em Gongalves (2006).
Definicao 10. Um grupo G ¢é simples se seus subgrupos normais sio 1 e G.

Exemplo 8. O grupo Zs é simples, pois os tnicos subgrupos sao {1} e Zs que sdo normais

e abelianos, portanto, soliveis. Ainda mais, Z, é simples para todo p primo.

Teorema 13. Seja G um grupo soluvel de ordem finita. Entao, G € simples se, e somente

se, € ciclico e de ordem prima.

Demonstrag¢ao. (=) Suponhamos que G é um grupo solivel, entao, este tem uma sequéncia

1=Gy<xGi<---<1G, =G,

na qual devemos assumir G;,1 # G;. Assim, G,_; é um subgrupo normal préprio de
G. Entretanto, G é simples, logo G,,.1 = 1 e G/G,,_1 = G, entdo, pela definicio de
solubilidade, G é abeliano. Assim G é abeliano e simples, o que significa que os tinicos
subgrupos de G sao os triviais. Como G ¢ finito, pelo Teorema de Lagrange, dado um
primo p que divide |G|, existe g € G, g # 1, com ordem p. Assim, (g) = 1 ou (g9) = G.
Vale a tltima igualdade, pois G # 1. Logo, G é ciclico de ordem p.

(<) Como G é de ordem prima entao os tinicos subgrupos sao os triviais, logo,

simples. Por ser ciclico, serd abeliano, ou seja, solivel. O
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Teorema 14. O grupo A,, n > 3, é gerado pelo conjunto de todos os 3—ciclos de S,,.
Para a demonstragao veja Gongalves (2006).

Teorema 15. Se n > 5, entdo, o grupo alternado A, € simples.

Demonstra¢ao. Suponhamos que 1 # N < A,. Nossa estratégia serd a seguinte: obser-
vemos, primeiramente, que se N contém um 3-ciclo, da forma (abc), entdo contém todos
os 3-ciclos. E como os 3-ciclos geram o A, devemos ter N = A,,. Segundo, mostraremos
que N deve conter um 3-ciclo. Neste momento, é que temos como essencial, o fato de que
n > 5.

Suponhamos, entao, que N contenha um 3-ciclo. Sem perda de generalidade, N,
contenha (123). Assim, para qualquer & > 3, o ciclo (32k) é uma permutacao par, e,

portanto, pertence a A,,. Logo,
(32k)71(123)(32k) = (1k2),

pertence a N. Portanto, N contém (1k2)* = (12k) para todo k > 3. Afirmamos que N é
gerado por todos os 3-ciclos da forma (12k).
De fato! Se n = 3, temos a afirmacao verdadeira. Caso, n > 3, temos que para

todos a,b > 2, a permutacao (1a)(2b) é par, portanto, pertence a A,. Assim, N contém
((1a)(20))~*(12k)(1a)(20) = (abk),

se k # a,b. Como, A, é gerado por todos os 3-ciclos, segue que N = A,,.
Resta mostrarmos que N contém ao menos um 3-ciclo. Faremos isto pela analise

dos casos:

i) Suponhamos que N contenha um elemento x = abc---, em que a,b,c,--- sejam
ciclos disjuntos e,

a=(ay--am)(m>4).

Consideremos t = (ajasas). Entdo, N contém ¢ 'xt. Como, t comuta com b, c, - - -

(ciclos disjuntos), segue que,
tlat = (ttat)bc- - - = z(digamos).
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ii)

iii)

iv)

Entao, N contém,

-1
ze~ = (aazay,),
que é um 3-ciclo.

Suponhamos, agora, que N contenha um elemento envolvendo ao menos dois 3-

ciclos. Sem perda de generalidade, N contém,

x = (123)(456)y,

y é uma permutacao fixando 1,2,3,4,5,6. Consideremos ¢t = (234). Entao, N
contém,

(ttot)r = (12436).
Assim, pelo caso anterior, N contém um 3-ciclo.

Suponhamos que N contenha um elemento de x da forma (ijk)p, em que, p é um
produto de 2-ciclos disjuntos de (ijk). Entdo, N contém z® = (ijk), que é um

3-ciclo.

Resta apenas, o caso em que todo elemento de N é um produto disjunto de 2-ciclos.
(Isto ocorre na verdade quando n = 4, dado pelo grupo de Klein V). Mas, como

n > 5, podemos assumir que N contém,
z = (12)(34)p,
em que p fixa 1,2,3,4. Se considerarmos, t = (234), teremos que N contém
(ttat) ! = (14)(23),
e se u = (145), N contém,
u (T ate T u = (45)(23),

assim, N contém,

(45)(23)(14)(23) = (145),
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contradizendo o fato de termos assumido que todo elemento de N é um produto de

2-ciclos disjuntos. Portanto, A, é simples se n > 5. O
Na verdade, A5 é o ”menor” grupo simples, nao abeliano, resultado provado primeiramente
por Galois.

Corolario 16. O grupo simétrico S,, € nao soluvel para n > 5.

Demonstragao. Se S,, fosse solivel, terfamos que A,, seria solivel (Teorema 12) e simples
1
(Teorema 15), e portanto, de ordem prima pelo Teorema 13. Mas, |A,| = 5(77,!), e nao é

primo se n > 5. ]

1.5 Homomorfismo e isomorfismo de grupos

O principal objetivo deste topico é a compreensao do conceito de isomorfismo de
grupos. Veremos que a partir do isomorfismo as propriedades entre grupos classificados em
uma mesma classe sao preservadas e sera de grande utilidade para o estudo de solubilidade

dos polinomios.

Defini¢ao 11. Dd-se o nome de homomorfismo de um grupo (G,*) num grupo (J,-) a

toda aplicacao f: G — J, tais que quaisquer que sejam x,y € G:

flxxy) = f(z)- f(y).

Exemplo 9. Sejam os grupos G = (R%,-) e H = (R, +). Defina a aplicagao f : G — H
por f(z) = log(x). A aplicacao f assim definida é um homomorfismo. De fato, para todos

r,y € R temos:

f(zy) = log(xy) = log(x) + log(y) = f(x) + f(y).

Definicao 12. Se a aplicacao f: G — H € injetora, entao é chamado de homomorfismo

injetor (monomorfismo).

Definigcao 13. Se a aplicacao f : G — H ¢é sobrejetora, entao é chamado de homomor-

fismo sobrejetor.
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Exemplo 10. Existe um homomorfismo bijetor entre os grupos G = (R, +) e H = (R%, -).

De fato, a aplicagao f : G — H definida por f(z) = 3% é um homomorfismo bijetor, pois:

i) A aplicagdo é um homomorfismo,

flo,y) =3"" =373V = f(x)- f(y), Va,yeR.

ii) A aplicagao é injetora,

V z,yeR, f(z)=f(y)=3=3=>z=y.

iii) A aplicagao f é sobrejetora, Vy € H, temos que existe x = logz(y) € G tal que

f(:E) — 3logs(y) — Y.

Definicao 14. Se a aplicacao f : G — H € um homomorfismo bijetor, entao é chamado

de isomorfismo. Se dois grupos G, J sao isomorfos, denotamos por G = J.

No Exemplo 7 construimos o grupo quociente D,/C,. Trabalhar com esses quo-
cientes, as vezes, pode ser uma tarefa um pouco complicada. Afim de melhorar ou sim-
plesmente tornar esses grupos mais trataveis podemos associa-los a grupos conhecidos.

Seja f : Dy/Cy — (Z3,+) um homomorfismo tal que
f(H)=0 e f(zH)=1,
com x € Dy. Temos que f é bijetora e preserva operacoes, no sentido;

0=T+T1= f(cH) + f(cH) = fl(«H)(@H)] = f(H)

T=1+40=f(zH)+ f(H) = f(«H)(H)] = f(zH).

Logo, os dois grupos sao isoformos, D,/Cy = Zy. Em &lgebra, grupos isomorfos

sao considerados ”iguais”, sendo possivel substituir um pelo outro convenientemente.

Definicao 15. Um homomorfismo f : G — G ¢é chamado também de endomorfismo de
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G, ja os isomorfismos de G sobre si mesmo sao chamados de automorfismos de G.

Seguindo a ideia de associar um grupo qualquer a um grupo conhecido mais

tratavel, segue:

Teorema 17 (Teorema de Cayley). Todo grupo finito € isomorfo a um subgrupo de um

grupo de permutacoes.

A demonstragao pode ser encontrada em Gongalves (2006).

1.5.1 Proposicoes sobre homomorfismos de grupos

Sejam G e J grupos cujos elementos neutros indicaremos por e e u, respectiva-

mente, e f : G — J um homomorfismo de grupos.
Proposicao 18. f(e) = u.

Demonstragao. Como e é o elemento neutro de G entdao ee = e e uf(e) = f(e), pois
f(e) € J e u é o elemento neutro de J. Levando-se em conta isso e a hipétese de que f é

um homomorfismo:

fle)f(e) = f(ee) = f(e) = uf(e) implicando f(e) = u.

m
Proposigao 19. Se a é um elemento qualquer de G entio f(a™') = [f(a)]™".
Demonstracao. Usando a proposi¢ao anterior,
fla)f(a™) = flaa™) = f(e) = u= f(a)[f(a)]™ implicando f(a™") = [f(a)]".
m

Corolario 20. f(ab™') = f(a)[f(b)] " .

Proposicao 21. Se H é um subgrupo de G, entdo f(H) é um subgrupo de J.
Demonstragao. Lembremos primeiro que f(H) = {f(z);x € H}.

i) Como e € H, pois H é um subgrupo de G, entao f(e) = u € f(H) e, portanto,
f(H) #0.

38



ii) Sejam ¢,d € f(H). Entdo ¢ = f(a) e d = f(b), para convenientes elementos
a,b € H. Logo, cd™' = f(a)[f(0)]' = f(a)f(b™') = f(ab™'). Como ab™' € H,
pois, por hipétese, H é um subgrupo de G, entdo cd™* € f(H). n

Definicao 16. Seja f : G — J um homomorfismo de grupos. O sequinte subconjunto de

G serd chamado nicleo de f e denotado por N(f).

N(f) ={z € G; f(z) = u}.

Exemplo 11. Seja f : Q* — R* definida por f(z) = z°. O elemento neutro de R* é

1. Se x € N(f), entdo devemos ter f(z) = 1, ou seja, 2° = 1 entdo x = +1. Logo, o
N(f)={-1,+1}.

Proposigao 22. Seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Entao:
i) N(f) € um subgrupo normal de G;
it) f € um homomorfismo injetor se, e somente se, N(f) = {e}.
Demonstragao. 1) Como f(e) = u, entdo e € N(f) e, portanto, N(f) # (). Por outro
lado, se a,b € N(f), entdao f(a) = f(b) = u e, portanto:

Flab™) = Fla)fO) = Fla)fIB)) " = wu™ = w.

Isso mostra que ab~' € N(f). Agora, se n € N(f) e g € G temos,

flg'ng) = fl9) "' f(n) f(9) = flg) uf(g) = u,

ou seja, g~ 'ng € N(f) para todo n € N(f) e todo g € G. Assim, N(f) é um

subgrupo normal de G

ii) (=) Por hipdtese f é injetora. Vamos mostrar que o unico elemento de N(f) ¢é
e (elemento neutro de ). Para isso, vamos tomar a € N(f) e demonstrar que
necessariamente a = e. De fato, como a € N(f) entdo f(a) = u. Mas, devido
a proposigao, f(e) = u. Portanto, f(a) = f(e). Como, porém, f é injetora, por

hipétese, entao a = e.
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(<) Sejam 1,z € G elementos tais que f(x1) = f(z3). Multiplicando cada mem-
bro dessa igualdade por f[(x3)]™", obtemos f(x1)f[(z2)]"" = u. Mas, devido ao

' =u= f(z123"). Portanto, f(z123") =u, o

corolério da proposicao, f(x1)f[(x2)]
que mostra que 2125 € N(f) = e. Entdo z,25," = e e, portanto, ; = x5. De onde,

f é injetora, como queriamos provar. O

Teorema 23 (Teorema do homomorfismo para grupos). Seja f : G — J um homormo-
fismo sobrejetor de grupos. Se N = N(f), entdo o grupo quociente G/N ¢é isomorfo ao

grupo J .

Demonstracdo. Seja G = G/N e N <G. Vamos definir

-~

]?: G — Im(f), f(zN):= f(x).

Mostraremos que f é um isomorfismo de grupos.

1

. ]?é uma fungao bem definida. De fato, se *tN = yN entao, y~ x € N, isto é,

f(y~'z) = u, que pode ser escrito f(y')f(r) = u e multiplicando a esquerda por

-~ -~

f(y) obtemos f(x) = f(y), em outras palavras f(zN) = f(yN).

° fé um homomorfismo. Se zN,yN € G, temos

-~ ~ -~ ~

f(xNyN) = f(zyN) = f(zy) = f(2)f(y) = f(xN)f(yN),

e f & sobrejetivo. Se b € Im(f) entdo b = f(z) para algum = € G. Logo, b = f(x) =
f(zN).
. fAé injetivo. Se f(xN) = u entdo, f(x) = u, isto é, x € N, ou seja, zN = N. Isso

mostra que N(fA) = {N} e portanto fé injetivo. O]

Exemplo 12. Dado um inteiro m > 1, consideremos f,, : Z — Z,, definido por f,,(a) = @.

Este é um homomorfismo sobrejetor de grupos, pois

fmla+b)=a+b=a+b= fn(a)+ fn(D).

Dado y € Z,,, entdo y = @, para algum a € {0,1,2,--- ,m — 1}, e, portanto, f,(a) =

a = y, ou seja, f é sobrejetiva. Seu ntcleo é o conjunto dos inteiros a tais que a = 0,
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de forma equivalente, é o conjunto dos inteiros a tais que a = 0 mod m. Portanto,
N(f) = mZ = {0,£m,£+2m,---}. O Teorema do Homomorfismo nos garante que os

grupos Z/mZ e Z,, sao isomorfos.

Exemplo 13. Seja GG o conjunto das fungoes R em R. G é um grupo munido da operagao:

se f,g € G define
(f+9)(x) = f(z) +g(z), VaeR.

Com essa operagao, G é um grupo abeliano. O elemento neutro é a fungao constante 0 e

o inverso de f é — f definido por (—f)(z) = —f(x) para todo x € R. Seja

N={geG:g(1)=0}.

Mostraremos que N é um subgrupo normal de G e que G/N = R (sendo que R é visto
como grupo aditivo). Para fazer isso, queremos construir um homomorfismo sobrejetivo
¢ : G — R com a propriedade que N(¢) = N. A definigdo de N sugere o seguinte:
definimos ¢ : G — R por ¢(g) = g(1). Se trata de um homomorfismo de grupos:

o(g1 + g2) = (91 + g2)(1) = g1(1) + g2(1) = ¢(g1) + d(g2)-

O ntcleo de ¢ é igual a N. Além disso, ¢ é sobrejetiva: se a € R entao a fungao constante
g(x) = a pertence a G, e ¢(g) = g(1) = a. Pelo Teorema de Homomorfismo temos entao

G/N é isomorfo a R.

Observacao 5. Pela Proposicio 22 e o Teorema do homomorfismo. Dado f : G — L

sobrejetora se o nicleo N(f) = 1¢ entao G serd isomorfo a L.
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Capitulo 2

Anéis, corpos e extensao de corpos

O estudo de anéis é necessario para entendermos a necessidade de certas propri-
edades em operagoes usuais (como soma e produto de nimeros reais ou polinomios) para
encontrar solugoes de equacoes polinomiais e também para o estudo do conjunto de po-
linomios. Este tltimo ¢é objeto importante no nosso trabalho, bem como o estudo de corpo,

uma vez que é nesse conjunto que se encontram as solucoes das equacgoes polinomiais.

Definicao 17. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto nao vazio A e um
par de operagoes sobre A, respectivamente uma adigdo (z,y) — x+y e uma multiplica¢do

(x,y) = x -y € denominado anel (denotamos por (A,+,-)) se as operagoes satisfazem:
i) (A,+) € um grupo abeliano;

it) A multiplicagcdo é associativa, ou seja, Va,b,c € A;
(ab)e = a(be);
i11) a multiplicagao € distributiva em relagao a adigdo, ou seja, Va,b,c € A;
a(b+c)=ab+ac e (a+b)c=ac+ bc.

Para facilitar a notacdo representaremos um anel apenas por A.

Abaixo veremos algumas propriedades de anéis.

1. Se o anel possui o elemento neutro da multiplicacao, a saber 1, chamamos de anel
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com unidade, ou seja, 31 € A, 0 # 1, tal que;

a-1=1-a=a, VxeA

. Se o anel é comutativo para a multiplicagao, chamamos de anel comutativo, ou seja,

Va,be A,a-b=5b-a.

. Diremos que o anel nao tem divisores de zero, se satisfaz, Va,b € A, a-b=0=a =0

oub=0.
. Se (A,+,-) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero, dizemos
que (A, +,-) é um anel de integridade.

Finalmente, se um anel de integridade satisfaz: para todo a € A*, 3 b € A, tal que,

a-b=">-a=1, dizemos que (A, +,-) é um Corpo.

Exemplo 14. Seguem alguns exemplos para visualizar os conceitos definidos acima:

. Z,Q,R e C sao anéis de integridade, consequentemente, anéis. Destes, Q,R e C sao

COrpos.
. Z(\/p) = {a+b\/p;a,b € Z}, com p primo, é um anel de integridade.
. Ly, com p primo ¢ um corpo.

. GL,(R), o conjunto das matrizes invertiveis de ordem n com coeficientes reais apesar
de todo elemento possuir inverso multiplicativo nao é um anel pois, nao é fechado

com relagao a soma.

2.1 Solugao para equacoes do tipoa-r+b=rc

Retornando a solugoes de equagoes. Agora, podemos trabalhar com mais de uma

operacao entre os elementos de um determinado conjunto. Nesse sentido, consideremos a

equacao:

a-r+b = ¢ (2.1)
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onde a, b, ¢ pertencem a um conjunto U qualquer. A ideia inicial era de encontrar solugoes
para a equacao do tipo a * x = b e procuramos propriedades na operacao do conjunto
para garantir a solucao da equacao. Aqui nao sera diferente.

Vimos que a * x = b possui solucao desde que a operacgao * nos dé uma estrutura
de grupo no conjunto onde se encontram os coeficientes da equacao. Entao refazemos a
mesma pergunta: em quais condi¢oes sempre podemos garantir solugao da equagao (2.1)?

Se consideramos a equagao sobre o anel dos inteiros, (Z,+,-). E de facil visu-

alizagdo que nem sempre a Equagao (2.1) tem solugdo. Basta tomar a = 3, b = —4 e
c=1;
3-x—4 =1
3-x = D

e bem sabemos que nao existe nenhum nimero inteiro que multiplicado por 3 nos dé 5.

Mas agora, se consideramos a Equacao (2.1) sobre o corpo (U, +, ) qualquer, temos:
a-r+b=c
Somando —b em ambos os membros
(a-x+b)+ (=b) =c+ (-b).
Usando a associatividade da adi¢ao
a-z+(b—>b)=c—0b.

Multiplicando por a™!

at(a-z)=at(c—b).

Agora, pela associatividade da multiplicacao
(@t a)-x=at(c=b) = x=a' (c—b).

O que vemos aqui é a necessidade de existéncia de inversos aditivos e multipli-
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cativos dos elementos da equacao. Mas vale observar que o termo constante b nao neces-
sariamente precisa possuir um inverso multiplicativo, apenas o termo linear a. Podemos

entdao pensar, assim como anteriormente, na Equagao (2.1) com coeficientes matriciais.
A-X+B=C (2.2)

onde A,B e C € M,x,(R). Como o conjunto das matrizes ¢ um grupo abeliano com

relacao a adicao de matrizes, podemos considerar apenas o problema
A-X=C-B.

Sendo assim, este tipo de esquacao em um anel pode ser vista como uma equacao mul-
tiplicativa: se em um anel A tivermos que (A — {0}, -) for um grupo multiplicativo se, e

somente se, a equacao tem solugao.

2.2 Equacao do segundo grau

Assim como na equagao anterior, aqui a estrutura de grupo nao é sempre su-
ficiente para garantir a solucao das equacoes do segundo grau devido a necessidade de
duas operagoes bem definidas no conjunto. Se os coeficientes da equagao pertencem a um
anel U, teremos equagcoes onde nao estd bem definido o conceito de solugao, por exemplo

f(x) = 2* — 1, para determinar as solucoes, ou raizes, do polinémio f temos:
?—1=0&(z—1)(z+1)=0,

claramente vemos que £1 sao raizes em um anel de integridade, como por exemplo o anel
dos inteiros. Nestes, quando temos um produto igual a zero, um dos fatores deve ser
zero. Mas se os coeficientes do polinomio estiverem, por exemplo, em Zg teremos outras

solucoes pois:

flz) = (z-D(e+1)
f3) = B-DE+1)
= 2.1=0
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Observe que f(1) = f(3) = f(5) = f(7) = 0. Com isso, as raizes de um polinémio
nao satisfazem o Teorema Fundamental da Algebra quando procuramos em conjuntos que
possuem divisores de zero. Sendo assim, sempre iremos procurar as solucoes de equagoes
polinomiais em corpos.

Determinar as raizes de um polindmio é um problema antigo e que sé comegou a
ser resolvido a partir de 1700, com Euler, Goldbach, Bernoulli e outros. Em 1742, Euler,
sem provar, disse que todo polinomio real poderia ser decomposto em fatores lineares ou
quadraticos com coeficientes reais. Anos depois Euler e Jean Le Rond d’Alembert deram
provas completas para essa afirmacao. Lagrange clamou pelo preenchimento dos buracos
na prova de Euler, mas cometeu o erro de assumir que as raizes existiam. A primeira
prova genuina foi dada por Gauss na sua tese de doutorado em 1799. Gerando o famoso

teoremas:

Teorema 24 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja p(z) um polinémio sobre C, com

Op > 1. Entao existe pelo menos um z € C tal que p(z) = 0.

Este teorema possui aplicagoes em diferentes areas da matematica e intimeras
demonstracoes sendo algumas analiticas, topoldgicas ou algébricas. Gauss, logo apods

apresentar a prova total do teorema ainda fez outras trés diferentes.

2.2.1 Radiciacao

A radiciacao é uma operacao matematica inversa a potenciacdo, assim como a
divisao é o inverso da multiplicacao.

Para um ntimero real a, a expressao +/a representa o Unico nimero real x que
satisfaz " = a. Quando n é omisso, significa que n = 2 e o simbolo de radicais refere-se a
raiz quadrada. Neste caso, « é raiz da equagao, n o indice, a o radicando e ,/~ o radical.

Um erro comum ¢é achar que a raiz par de um ntmero, em especial a raiz quadrada,
tem duas solucoes, uma positiva e outra negativa, por exemplo, V4 = £2. Tsso advém do
fato que os estudantes quando aprendem a resolver equacoes quadraticas como z? = 25,
acham ser equivalente a encontrar a raiz, mas nao é. De fato, existem dois valores £5 que
satisfazem x® = 25. No entanto, existe apenas uma resposta para V25 que é 5. Se trata

de uma definicao que a raiz de indice par de um niimero positivo serd o niimero positivo.

Definicao 18. Se x é um nimero real, 0 modulo de x (ou valor absoluto de x) é o nimero
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|z| definido por
lz| =2, se x>0

|z] = —z, se x<0.
Proposicao 25. Para qualquer x € R, temos que |z| = vVz2.

Demonstragao. Inicialmente vamos mostrar que:
|z|? = |2°| = 2%, Vz eR.

Sendo 22 > 0, Vz € R, temos que:

|2%] = 2,
pela definicao de médulo. Resta mostrar que:

|z|? = 2%

Se x > 0, temos |z| = x e, portanto,
2] = (2)? = 2%,

se x < 0,

2] = —=

2 = (—2)? = 22

Agora vamos mostrar que |z| = Va2, Seja Va2 a raiz quadrada de 2?, isto é, o

niimero nao negativo cujo quadrado é 2°. O nimero |z| satisfaz tais condicdes, ou seja,
| >0 e |2]* =22

Logo,
Va?=/|z|? = |z|.

]

Faremos agora alguns exemplos para mostrar a necessidade de introduzir certas
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propriedades nas operacoes em anéis de integridade.

Exemplo 15.

1. Considere a equacdo 2°> — 1 = 0, onde seus coeficientes encontram-se no corpo Q.
Para desenvolver esse tipo de equacao se faz necessario trabalharmos com anéis de
integridade ou corpos, devido a utilizacao das operagoes: soma e produto. Resol-

vendo a equagcao, temos:

22—-1 = 0
(x> —=1)+1 = 1 (Somando o simétrico aditivo de -1);
= 1
Va2 = V1 (Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros);
|z] = 1 (Proposicao 25).

Portanto, pela definicao de médulo x = +1. Logo, os zeros da equacao sao x = 1

oux = —1.

2. Vamos encontrar os zeros da equacao iz® — 2i = 0, em que seus coeficientes estao

em Ce i =—1.

ir? =2 = 0
(ix® —2i) +2i = 2i (Simétrico aditivo);
ir? + (=2 +2i) = 2i (Associatividade);
ir? = 2 (Multiplicando por — i);
r = V2 € R

Definicao 19. Uma equacao polinomial quadrdtica ou de grau 2 € toda equacao da forma
az? +bx +c=0,

onde a,b e c € C, com a # 0.

Aqui os coeficientes ja estdao em um corpo, sendo assim as operagoes sao am-

plamente conhecidas. Vamos determinar a solucao para uma equacao do segundo grau
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conhecida como a formula de Bhaskara. Demonstraremos a formula pelo método de com-
pletar quadrados (Peruzzo, 2013). Para isso, inicialmente podemos dividir a equagao por
a, reescrevendo

b
2+ -z + = =0.
a a

c
Isolando o termo independente — e completando o quadrado de forma conveniente,
a

temos:
Dai,

reescrevendo o primeiro termo
N b\? b2 —dac
r4+—] =——.
2a 4a?
Extraindo a raiz quadrada dos dois lados da igualdade e usando a Proposigao 25,
L b ? [b2 — dac
T+ — = _
2a 4a?
[b? — dac b V% — 4dac
=\/— & 4+ —=d—.
4a? 2a 2a

b
Subtraindo ~%q em ambos os lados da igualdade
a

b

b= Vb? — 4dac

v 2a

Fazendo A = b — 4ac, observe que, se a,b, ¢ € R, entao:

e Se A < 0, entao a equagao nao possui raiz reais.
e Se A =0, a equacao possui apenas uma raiz real.

e Se A > 0, a equagao possui duas raizes reais.

Se consideramos a equacao do segundo grau sobre os nimeros Racionais temos
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que nem todas as raizes serao nimeros racionais, nem mesmo reais. Por exemplo:
?+1=0 < z=4i

A teoria de Galois que veremos no trabalho tem inicio na obtencao do menor
corpo onde o polinémio possui todas as raizes, isso nos fornecera informagoes importantes

sobre a forma de determinar as raizes de um polinomio de grau maior ou igual a cinco.

2.3 Anel de polindmios

Seja K um corpo. Chamamos de anel de polinomios sobre K na indeterminada
x, e representamos por K[z], o conjunto de todos os polinomios com coeficientes em K na

indeterminada z.

Definicao 20. Sejam aq,as, - ,a, € K, n € N, onde K € um corpo. Chamamos de

polinomio sobre K em uma indeterminada x a expressao:

n

p(z) = Z a;rt = apt™ + ap 1" 4 -+ a T + ag.
i=0

Considere os polinomios: p(z) = a,2" + ap_12™ " + -+ + a1z + ag e q(x) =
b ™ 4 bp_12™ 1 + -+ 4+ by + by. Eles sdo ditos iguais, se m = n e seus coeficientes sio
iguais, ou seja, a; = b;; Vi = 1,...,n. Se todos os coeficientes de um polinémio forem
iguais a 0, chamamos de polinémio nulo ou identicamente nulo.

Se a € K, o polinomio p(z) definido por p(x) = a, é chamado de polindémio
constante determinado por a. Dessa forma, qualquer elemento a € K pode ser expresso

como um polindémio constante. E com isso, K C K[z].

Definicao 21. Seja p(r) = ap2" + ap_12™ ' 4 - + a1 + ag. Se a, # 0, dizemos que o
grau do polinémio p(z) € n, e denotamos por Op(x) = n, ou seja, o grau de um polinémio
¢ dado pela maior poténcia de sua indeterminada. FE o grau serd zero se o polinomio for
constante. Dizemos que um polinémio g(x) € monico, se o coeficiente do termo de maior

grau de g(z) € igual a 1.

E importante destacar, ainda, que a soma e produtos de polinomios estao bem

definidas:
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Sejam p e g dois polinémios pertencentes a Kz|, temos que:
i) para adigao:
p(x) + q(z) = ea® + g2 + -+ w4,

onde ¢; = (a; + b;) € K, com k € N e com
O(p(z) + q(z)) < max{dp(z), Oq(x)} = max(m,n).
ii) Para multiplicagao:
p(x) - q(z) = 2’ + cj_ja’ ™ + -+ iz + o,

onde Co = aobo, CcC1 = a0b1 + albo, Cy = aobg + (llbl + CLQb(), s ,Cj = aobj + albj_l +

-+ aj_1by +ajby, 5 € N e grau

I(p(z) - q(z)) = Ip(x) + Iq(z) = n + m.

E de facil verificagao que K[x] é um anel com a soma e o produto de polinémios
definidos acima. Por ser um anel, temos todas as propriedades da sessao anterior satis-
feitas, além disso, K[z] é um anel de integridade. Mas nao é um corpo por nao ter todos
seus elementos invertiveis. Observe que os tnicos polinémios invertiveis de K[z] sao os
polinémios constantes ndo nulos. Por exemplo o polinémio f(z) = 2® nio possui inverso

1
j4 que fH(x) = —; nao estd definido no zero.
x

Definicao 22. Sejam p(x),q(z) € K[z]. Dizemos que p(z) divide q(z) se existe h(x) €
K[z] tal que,

Denotamos por p(x)|q(x). Dizemos também que p(x) € divisor de q(x) ou que q(x) €

divistvel por p(x). Caso contrdrio, teremos p(x) t q(x).
Exemplo 16. Em Z[z], o polinémio p(z) = z+4 divide o polinémio ¢(x) = 2%+ 2x — 24.

De fato. Temos pela definigdo que as raizes de um polindmio (zeros de um

polinémio) ¢(x) sobre K é dado por um elemento r € K tal que ¢(r) = 0, onde o
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nimero de raizes é determinado pelo grau de ¢(x). Dessa forma, no exemplo acima
q(z) = p(x) - h(z) = a(x — r1)(x — ry), onde r1 e ry sdo raizes do polindomio e a # 0.
Logo, as raizes de ¢(z) sdo r; = —4, r9 = 3 e a = 2. Concluimos que p(z)|q(z),
pois q(z) = 2(z + 4)(z — 3) e sdo tnicas pelo Teorema Fundamental da Algebra.
Porém nem sempre podemos conseguir uma divisao exata dos polinomios. Vere-
mos entao, que sob certas condigoes, é possivel conseguir uma ”divisao aproximada”’de

um polindomio por outro, assim como acontece no anel Z.
Teorema 26 (Algoritmo Euclidiano). Sejam K um corpo e f(z) e g(x) polinémios em
K[z]. Suponhamos que f(x) € ndo nulo. Entdo existem tunicos polinomios q(x) e r(x) em

Kl[z], tal que g(z) = f(z)q(z) + r(x) e r(z) tem grau estritamente menor do que f(x).
A demonstracao pode ser encontrada em Biazzi (2014).

Exemplo 17. Vamos determinar o quociente e o resto da divisao de p(z) = 122° — 4249

por ¢(z) = 22* + x + 3, ambos em Z[x].
120° —dx+9 | 22° +z +3

—122% — 622 — 18z 6x — 3
—622 — 220+ 9

622 +3x+9
—19x + 18

Com isso,

122° — 4o+ 9 = (22 + 7 + 3)(6z — 3) — 197 + 18

Defini¢ao 23. Seja p(x) um polinémio sobre K e r um elemento de K. Se existe um

numero natural n positivo tal que:

p(x) = (z —7r)"q(),

em que q(x) € um polinémio com coeficientes em K e r nao € raiz de q(x), entao dizemos
que T € uma raiz de multiplicidade n de p(x). Se a raiz tem multiplicidade 1, é chamada

de raiz simples.
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2.3.1 Irredutibilidade de polinémios

Definicao 24. Um polinomio sobre K = R, Q ou Z € redutivel se € o produto de dois

polinomios sobre R de graus menores. Caso contrdrio, dizemos que é irredutivel.

Exemplo 18. 1. Todos os polinomios de graus 0 e 1 sao irredutiveis, pois nao podem

ser expressos como um produto de polinomios de graus menores.

2. No Exemplo 16, temos que ¢(z) = 22° + 2z — 24 é redutivel sobre Z, ja que ¢(z) =
2(z +4)(z — 3).

3. O polinoémio q(r) = x* — 2 é irredutivel sobre Q. Pois, caso nao fosse, terfamos
2% — 2 = (ax + b)(cz + d),
com a, b, c,d € Q. Dividindo se necesséario, podemos assumir a = ¢ = 1. Entao,

> —2 = (ax +0b)(cx +d)
= 2?4+ dv+br+bd
= 2°+ (b+d)z + bd.

Segue pela definicao de igualdade de polinomios que:

b+d = 0
bd = -=-2.

Isolando d na primeira equacao, conseguimos d = —b. Substituindo na segunda equacao,

ficamos com b? = 2. Mas, ndo hd niimero racional tal que sua raiz quadrada seja 2.
)

Observe que o polinomio pode ser irredutivel sobre um subcorpo dos complexos,
porém, redutivel, se considerarmos um subcorpo maior. Por exemplo, o polinémio 241 €
Q[z] é irredutivel sobre Q mas é redutivel sobre o subcorpo Q(i) = {a + bi;a,b € Q} de

C. Veremos com mais detalhes no decorrer do trabalho.

Teorema 27. Qualquer polinomio f(x) pode ser escrito de uma tnica maneira como

produto de polinomios irredutiveis em K[z], a menos de ordem dos fatores e constantes.

Demonstragao. Seja f(x) € Klz] um polindmio de grau n maior ou igual a 1, vamos

provar por inducao sobre J(f(z)).
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O caso 9(f(x)) = 1, ja estd fatorado como produto de irredutiveis. Além disso,
a unicidade segue da identidade de polinomios.

Se O(f(x)) = n > 1, podemos escrever f(x) = fi(x)f2(x), onde fi(x) e fo(x)
possuem grau menor que n. Se fi(z) e fo(x) forem irredutiveis, a fatoragao esta concluida.
Caso contrario, devemos repetir o processo até obtermos uma fatoragdo de f(z) como
produto de irredutiveis. Suponha que f(z) seja o produto de m polindémios irredutiveis,

assim vamos mostrar a unicidade da fatoracao. Suponhamos que

f(@) = [i(@) fo(x) - - fn(2) = 91(2)g2() - - - g ()

sejam duas possiveis fatoragoes de f(x) como produto de polinémios irredutiveis, onde
m < k. Entao, fi(x)|gi(x)ga(z)---gr(z) onde, fi(z)|g;(x) para alguma j € 1,--- k.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que j = 1, entao fi(x)|g1(x). No entanto,
g1(z) é irredutivel, assim g1(z) = oy fi(x), com «; € K. Substituindo ¢;(z) na equagao

destacada anteriormente e cancelando, ficamos com

fi@) fo(x) - fn(®) = 1 fr(2)ga () - - - gr()

fo(z) -+ frn(x) = rga() - - - gr(2).

Repetindo o argumento, obtemos

l=as - amgmi(x) - gr(z),

0 que s6 é possivel se m = n. Portanto, concluimos que os fatores irredutiveis f;(x) e
gi(x) sdo os mesmos. O

Em geral, a verificacao da irredutibilidade de um polinomio sobre um corpo nem
sempre é uma tarefa facil. Sendo assim, mostraremos dois mecanismos que nos ajudam
a fazer tal verificacao, sendo eles: Critério de Eisenstein e Reducao Moédulo p, com p
primo. Mas antes, enunciaremos o Lema de Gauss, que nos diz que irredutibilidade sobre

Z implica a irredutibilidade sobre Q.

Teorema 28 (Lema de Gauss). Seja f um polindmio sobre Z que é irredutivel sobre 7.

Entao f, considerado como um polinomio sobre Q, é também irredutivel sobre Q.
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A demonstragao pode ser encontrada em Gongalves (2006).

Teorema 29 (Critério de Eisenstein). Seja f(z) = ag + a17 + az® + -+ + ap,a™ um

polinomio sobre Z. Suponha que exista um primo p tal que,
i) Pt an;
it) pla; (i=0,1,--- ,n—1);
i) p* 1 ap.
Entao f € irredutivel sobre Q.

Demonstracao. Pelo Lema de Gauss, é suficiente mostrar que f é irredutivel sobre Z.

Suponhamos por contradicao que f = gh, em que,

gx)=by+bz+---+bax" e hx)=c+car+-- ca’

sao polinomios de graus menores do que o grau de f sobre Z. Entao,r > 1,s > 1,7+s = n.
Agora, bycy = ag e, pelo item(ii), plag. Como p é primo, p|by ou p|cy. Ja pelo item(iii),
temos que p nao pode dividir ambos by e ¢y, assim, sem perda de generalidade, podemos
assumir que plby e p 1 co. Se todos os b; forem divisiveis por p, entdo a, é divisivel por p,
o que contraria o item(7). Consideremos b; o primeiro coeficiente de g que nao ¢é divisivel
por p. Entao

a; = bjco + - -+ + boc;j,

com j < n. Deste modo, concluimos que p|cy, pois p divide a;, by, - - - bj_1, mas nao b; . O

que é uma contradi¢ao. Portanto, f é irredutivel. O]
Exemplo 19. O polinémio f(x) = 52'" + 62" + 152 + 32% 4 92 + 12 € irredutivel sobre
Q. De fato, aplicando o critério de Fisenstein para p = 3 temos que pt 5, p|12,9,3,15,6
e p* = 9112, que mostra que f(x) irredutivel sobre Q.

Exemplo 20. Agora, para o polinémio g(z) = z* 4+ 2*® — 72 — 2 4+ 6 ndo é possivel
encontrar um numero primo p que satisfaga o Teorema de Eisenstein. Mas de fato, g(x)

¢ redutivel sobre Q. Basta observar que g(—1) = 0.
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Para simplificar a notac¢ao, dado um polinémio f(z) € Z[x], com f(z) = a,a" +
-+ 4 ag, usaremos f(r) para denotar o polinémio com coeficientes em 7, para algum

p € N.

Proposigao 30. (Redu¢ao Mddulo p). Sejam f(zx) = apz"™ + -+ + a1z + ag € Z[z] e um
nimero primo p, tal que p t a,. Caso f(x) seja irredutivel sobre Z,, temos que f(x) é

irredutivel sobre Q.
A demonstracao pode ser encontrada em Biazzi (2014).

Exemplo 21. Vamos verificar que f(z) = x* + 102 4 152° + 5z + 12 € Z[z] é irredutivel
sobre Q.

511 e pela proposicao acima é suficiente provarmos que f(z) = x* +2 ¢ irredutivel sobre
Zs. Se este for redutivel sobre Zs, entao este tem um fator de grau 1, ou é produto de
dois fatores de grau 2. Mas observe que 7(1‘) nao possui raizes em Zs. Assim a tnica

forma possivel de fatorarmos f(x) seria a seguinte:
2 +2 = (az® + bx + ¢)(d'2* + bz + ),

onde a,b,c,a’,V,c € Zs. Podemos considerar a = @’ = 1, caso nao sejam, basta dividir o

polinémio por seus respectivos inversos.
P+ 2= (2 +br+o) (P + b2+ ).

Desenvolvendo o produto e igualando os polinémios obtemos: b+ = 0, bb' +c+
d =0, cc =2. Assim, ¢ + ¢ = b? que pode apenas assumir os valores, 0, 1,4, que sao 0s

quadrados perfeitos em Zs. Logo,
i) para b*> =0 temos: c+c =0 = c(—c) =2 = —* =2;
ii) parab®> =1temos: c+c =1 = =1—c = c(l —c)=2;
iii) para b* =4 temos: c+c =4 = =4 —c = c(4—c) =2.

Note que testando todas as possibilidades para ¢, nenhuma satisfaz estas equagoes. Dai,

temos que x* + 2 ¢ irredutivel sobre Zs e, por consequéncia, f(x) é irredutivel sobre Q.
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2.3.2 Extensao de corpos

O polinémio z* + 1 € Q[x] é irredutivel sobre Q. Deste modo como podemos
adicionar elementos a Q para que o polinomio passe a ter raizes nesse novo conjunto. Como
veremos, essa adjuncao deve ser feita de modo a preservar as propriedades e axiomas que
definem um corpo. Chamaremos tal adjuncao de ”extensao de corpos”. Como foi visto,
ao adicionarmos todas as combinagoes lineares de 1 e de i sobre Q(i) = {a + bi;a,b € Q}
é gerado um novo corpo onde o polinémio z? + 1 é redutivel. Neste tépico iremos abordar

a parte da teoria de corpos que engloba extensoes e raizes de polinomios.

Definicao 25. Uma Extensao de um corpo K C C € um monomorfismo ¢ : K — 1L, em

que I € um subcorpo dos complexos. Diremos que K € o corpo menor el é o corpo maior.

Definicao 26. Seja X um subconjunto de C. FEntdao o subcorpo de C gerado por X € a
intersecao de todos os subcorpos de C que contém X . FEquivalentemente, este € o subcorpo

K(X) que satisfaz alguma das sequintes condigoes,
i) O 1unico menor subcorpo de C que contém X;

it) O conjunto de todos os elementos de C que podem ser obtidos a partir de elementos

de X por uma sequéncia de finitas operacaoes.

Usaremos a notacao IL : K para representar que IL é uma extensao de K. Como
K C L, entao . é um espago vetorial sobre K, uma vez que as relacoes de definicao de
um corpo sao justamente as relacoes de definicao de um espago vetorial se o escalar esta

em L.

Defini¢ao 27. O grau, [L : K|, de uma extensio L : K € a dimensao do espago vetorial

de L sobre K.

Por defini¢ao, uma extensao L. : K é dita finita se seu grau é finito, caso contrario

¢ chamada extensao infinita. Nestre trabalho focaremos nas extensoes finitas.

Exemplos

1. A funcao inclusao ¢ : R — C é uma extensao de corpo onde [C : R] = 2. De fato, basta

notar que

C={a+bi;a,bcR e i*=—1}

o7



2. Seja Q(V2) = {p + ¢V2; p,q € Q}. Entdo Q(v/2) é um corpo e uma extensio de @Q,
onde [Q(v2) : Q] = 2.

Para verificar que @(\/5) é um corpo, ¢é suficiente mostrar que todo elemento
0#a= p+Q\/§ possui simétrico multiplicativo, pois a soma e o produto sao as operagoes

usuais e com isso seu simétrico aditivo é —a.

Considere 8 = p — ¢V/2, entao
af=p+qV2)(p—qV2) =p*—2¢* =we Q.

Com w # 0 pois Q(v/2) é anel de integridade. Logo, b € Q(v2). E entdo,
w

a-—=1

s
w
3. Considere o polinémio f(z) = 2* — 22> — 3 € Q[z]. Fatorando f(x) como produto de

irredutiveis sobre Q temos,

f@) = (@® +1)(2* = 3),

note que f(z) é irredutivel (fatores lineares) sobre Q, pois suas raizes sdo: +i e +/3.
Porém é redutivel sobre Q(i, —i, V3, —\/5) E de f4cil verificacdo que Q(i, —1, V3, —\/§) =
Q(1, \/g), uma vez que estes conjuntos sao também espacos vetoriais. Observe que se

aQ(i, —1, V'3, —\/§) entao existem p, q,r, s, t € Q tais que:

a = p+qz’—m’+sx/§—t\/§
= p4(g—r)i+(s—t)V3 € Q(i,V3).

Agora, vamos considerar K = Q e X = {i,v/3}. Entéio K(X) deve conter K e X.
Este também deve conter o produto V3. 0 subcorpo K(X) deve conter todo elemento
da forma:

a=p+qi+rV3+siVv3 com pq,rseQ.

Seja L C C o conjunto de todos os nimeros o como acima. Se conseguirmos
provar que L é um subcorpo de C, sabendo que K(X) C L, por defini¢ao, e K(X) ser
o menor subcorpo de C com esta propriedade, segue que K(X) = L. Para L ser um

subcorpo de C resta provarmos que qualquer que seja « # 0, encontramos o seu inverso
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o~ ! pertencente a L, uma vez que temos de forma nitida o fechamento de L com respeito
as operagoes de soma e multiplicagao. De fato, temos que provar que para (p, ¢, 7, s), nem
todos nulos, teremos

(p+qi+rvV3+siV3) €L

Primeiro, suponhamos que p + qi + /3 + siv/3 = 0. Entao,
pt VB = —ilg + 5v3).

Notemos que o lado esquerdo, p + rv/3, é um nimero real, enquanto que o lado direito,
—i(q + S\/g), é um nimero complexo. Portanto, p+7v3 =0e g+ svV3 = 0. Se r # 0,
entdao V3 = _Tp € Q, mas V3 é irracional. Logo, devemos ter r = 0, donde p = 0. De
modo anélogo, ¢ = s = 0.

Provaremos agora a existéncia de o', Seja M um subconjunto de L contendo

todos p + qi (p,q € Q). Entao escrevemos,
a:x—l—y\/§,
comx=p+igey=r+isec M. Seja
B=p+qi—rV3—sivV3=x—yV3 e L.

Entao,
aB = (z+yV3)(x—yv3) =2"-3y* =2

onde z € M. Como o # 0 e B # 0, temos que z # 0 e, portanto, o' = Sz~ '. Com isso,

concluimos que ™! = gz~ € L.

Pela propriedade de espago vetorial, temos [Q(4, \/g) : Q] = 4. Porém nem sempre
conseguimos determinar o grau de um extensao com tanta facilidade, dessa forma, segue
abaixo o teorema que auxilia nesse calculo pois nos permite usar outras extensoes com
graus conhecidos.

Sejam K C C é um corpo e X = {ky, ko, -, k,} um conjunto finito de elementos

de C. Denotaremos por K(X) o conjunto de todas as combinagoes lineares de K com
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elementos de X. Se a € K(X), entao
a = po+ piki + -+ + pukn,

Ondea Do, P1,° " s Pn € K.

Teorema 31 (Lei da Torre). Se Ky CK; C --- C K, sao subcorpos de C, entao
[Kn . Ko] = [Kn . anl][anl . KH,Q] e [Kl . Ko]

A demonstracao pode ser encontrada em Cruz (2014).

Exemplo 22. Vamos determinar [@(\/5, VT, \/E) : Q).
Aplicando a Lei da Torre, onde Q € Q(v/5) € Q(v/5,V7) C Q(vV5,V7,V13),

temos
[Q(v5,v7,V13) : Q] = [Q(V5,V7,V13) : Q(v5, VT)|[Q(V5,VT) : Q(V5)][Q(VE) : Q).

Note que,
) [Q(V5): Q] =2
i) [Q(v5,V7) : Q(V5)] = 2. De fato, seja o € Q(v/5,V7) entdo o = p + ¢v/7 com
p.q € Q(V5). Agora, [Q(v/5,V7) : Q] = 4, pois, dado o/ € Q(v/5,V/7)

o = p+qV7 com p,qeQH5)
= P1+Q1\/g+(p2+QQ\/g)\/7
= P1+Q1\/5+p2\/7+%\/%

com p = p1 + @vV5, ¢ = ps + @V5 e pr,ps,qi,q2 € Q. Pelo teorema da torre

verificamos
4=[Q(W5,V7): Q = [Q(W5,V7) : Q(VE)] - [Q(V5) : Q] =2-2 = 4.

ii) De modo anélogo ao item anterior obtemos que

[Q(5,v7.V13) : Q] = [Q(V5,VT,V13) : Q(V5.VT7)] - [Q(V5,V7) : Q(V5)] - [Q(V5) :
Q] =8.
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Observacao 6. Vimos que para algumas extensoes € suficiente anexar apenas um nimero

ao corpo, que chamamos de extensao simples. Por exemplo, Q(\/§) e R(7).

Definicao 28. Considere KelL extencgoes dos corpos de K e IL, respectivamente. Um
isomorfismo entre duas extensoes de corpos t : K — K e gL — L é um par (A, p) de

isomorfismos A : K — L, u: K — I/[:, tal que para todo k € K,

Para melhor visualizacao, pode-se considerar o sequinte diagrama comutativo:

i
_ 5

~

&
|

— L

>
-

&

Dessa forma, os dois possiveis caminhos de K a 1L originam a mesma fungao.

A ideia de equivaléncia expressada por isomorfismo é valida, pois estes, preservam
propriedades do corpo dominio no corpo imagem.

Varias identificagoes podem ser feitas a partir desta definicao. Se identificarmos
K e ¢(K), e L e (L), entdao ¢ e 3 sao inclusoes, e a condi¢ao de comutatividade agora

torna:

/L‘K = )\7

em que p|x denota a restri¢do de p sobre K. Se identificarmos K e L, entao A torna-se a
identidade, e p|x é a identidade. Usaremos sempre que possivel esta identificagdo entre

0S corpos que sao isomorfos.

2.3.3 Extensoes algébricas

Definicao 29. Seja K um subcorpo de C, e seja o € C. Entao a € algébrico sobre K se
existe um polindmio nao nulo f sobre K, tal que, f(a) = 0. Caso contrdario, dizemos que

« € transcendente sobre K.

Definicao 30. Seja I uma extensdo do corpo K. Se todo o € 1L € algébrico sobre K,

diremos que L : K é uma extensao algébrica.
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Exemplo 23. O elemento v/5 é algébrico sobre Q uma vez que é raiz de f (r)=2>—5e
f(z) € Q[z]. J& 7 é transcendente sobre Q, pois nao existe um polindémio f(x) € Q[z| tal
que f(m) = 0. Assim como o nimero 7, o nimero de Euler "e”, também é transcendente,

para demonstragao veja Figueiredo (2011).

Definicao 31. Seja L : K uma extensao de corpos, e suponhamos que o € I € algébrico
sobre K. O polinomio minimal de o sobre K, € o polinomio monico m sobre K de menor

grau tal que m(a) = 0.

Exemplo 24. Sabemos que Q(\/E) : Q é uma extensao simples e algébrica sobre QQ, pois
m(z) = 22 — 2 € Q[z] é um polinémio tal que m(v/2) = 0. Notemos que o polinémio m
é monico. Afirmamos que este é o polindmio minimal de v/2 sobre Q. De fato, se este
nao fosse, os polindmios de menor grau em Q seriam da forma x — ¢ para algum ¢ € Q,
ou o polindbmio constante igual a 1. Ora, V2 nao pode ser zero de nenhum destes, pois
se fosse, terfamos V2 € Q. Portanto, o polindémio minimal de v/2 sobre @, é mesmo o

m(z) = 2* — 2.

Teorema 32. Se K € um subcorpo de C e m é qualquer polinomio monico irredutivel
sobre K, entdo existe um o« € C, algébrico sobre K, tal que o tem m como polinomio

mainimal sobre K.

Demonstracao. Pelo teorema fundamental da Algebra, existe pelo menos um « em C,
zero de m. Entao, m(a) = 0, e portanto, o polindmio minimal f de « sobre K, divide m.

Ora, m ¢ irredutivel sobre K, e ambos f e m sao monicos, logo f = m. O]

Proposigao 33. Se a extensao € algébrica, entao [K(a) : K| = dm, em que Om € o grau

do polinomio minimal de a sobre K.
A demonstracao pode ser encontrada em Cruz (2014).

Exemplo 25. Vimos que o polindmio minimal de v/2 é m(z) = 2* — 2, com isso, segue

diretamente da proposicao que [Q(v/2) : Q] = 2.

Teorema 34. Suponha K(a) : K e K(B) : K extensoes algébricas simples, tais que o
e B tenham o mesmo polinomio minimal m sobre K. FEntdo, estas duas extensoes sao
isomorfas, e o isomorfismo de corpos maiores, pode ser entendido como uma fun¢ao de «

para 3 (e como a identidade sobre K).
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Este teorema sé é possivel por existir o isomorfismo entre o corpo K e as extensoes
K(a) e K(5). Entao, considerando j e ¢ os respectivos isomorfismos. O diagrama ilustra o
isomorfismo entre os corpos, sempre que o polinomio minimal for o mesmo, a demonstracao

pode ser encontrada em Cruz (2014).

Lema 35. Seja K(a) : K uma extensdo algébrica simples, e seja m o polindmio minimal

2

de o sobre K, e ainda Om = n. Entdo, {1,a,0?,--- ,a" '} ¢ uma base para K(a) sobre

K. Em particular, [K(«a) : K] = n.
A demonstragao pode ser encontrada em Gongalves (2006).

Exemplo 26. Como ja visto anteriormente, {1, 1, \/g, Z\/g} forma uma base para o espaco

vetorial Q(i,v/3) sobre Q, assim, [Q(i,V3) : Q] = 4.

Teorema 36. Suponha que K e IL sejam subcorpos de C e que ¢+ : K — L é um iso-
morfismo. Sejam K(a) e L(B) extensoes algébricas simples de K e L, respectivamente,
tais que my(t) € o polinémio minimal de o sobre K, e mg(t), o polindmio minimal de
B sobre L. Além disso, suponha que mg(t) = t(my(t)). Entdo, existe um isomorfismo

j K@) = L(B) tal que jlx =1 ¢ j(a) = B.

A existéncia de um isomorfismo entre K e L nos da a partir de agora a existéncia
de um isomorfismo entre as extensoes, de modo que as raizes sao levadas em raizes,

ilustrada pelo diagrama abaixo.

L —L(5)
No préximo capitulo faremos uma aplicagao de toda teoria desenvolvida neste
capitulo. Veremos que a garantia de existéncia destes isomorfismos entre as extensoes é
essencial para gerarmos o grupo de Galois, e assim, permite-nos aplicar a teoria de grupos

em problemas de polinomios em C.
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Capitulo 3

Teoria de Galois

Veremos neste capitulo alguns elementos da Teoria de Galois que nos mostram
em quais circunstancias um polinomio de qualquer grau pode ou nao apresentar solugoes

por meio de radicais.

3.1 Corpo de decomposicao

Definigao 32. Seja f(x) € K[z]. O menor subcorpo de C que contém K e todas as
raizes de f(x), é chamado corpo de decomposicao do polinémio f(z), e denotaremos por

L = Gal(f,K).

Quando falamos em corpo de decomposicao de um polinomio, este é o menor
corpo tal que é escrito como produto de fatores de polinomios de grau 1 (polindémios
lineares).

Antes de ver mais um exemplo, vamos relembrar sobre raiz n-ésima da unidade.
Pois alguns exemplos de extensoes podem ser obtidas considerando as raizes da unidade.
Considere a equagao z" — 1 = 0, queremos determinar todas os valores w € C tais que

w™ = 1. Os valores que satisfazem essa equacao sao da forma:
2km 2k
wg = /|1 (cos——l—isen—) 0<k<n-1
n n

27 2w
A partir da férmula de De Moivre obtemos w = (cos — + isen—), assim, para
n n

64



E = 0= wy=(cos0+isen0) =1=u"

2 2
k = 1:>w1:(cos—7r+isen—7r):w;

4m a7
k= 2= wy=(cos— +isen—) = w?
k= 3:>w3:(cos—7r+isen—7r):w3;

n n

2(n—1 2(n—1
k:n—1:>wn,1:(cosu+z’senu):w"’1
n n

Observe que w" = 1, sendo assim, se consideramos o conjunto formado por todas
as raizes n-ésimas da unidade com a operacao multiplicagao, serd um grupo ciclico gerado

por w.

1%

C, = {1,w,-~- ,w”_l} = (w) = Zy,

Uma raiz n-ésima da unidade é chamada de primitiva (ou seja, uma raiz primitiva
n-ésima da unidade) quando ela ndo é também uma raiz m-ésima da unidade para m <
n. Com isso, vemos que as raizes primitivas da unidade também geram o grupo C,
composto das raizes n-ésimas da unidade. Logo, uma raiz w"™ é primitiva se, e somente

se, mdc(m,n) = 1. Se n for primo, entdo toda raiz da unidade é primitiva.

Exemplo 27. Vamos determinar o corpo de decomposi¢ao do polinomio f(z) = 2° —3 €
Qlz].

Como o polinémio é irredutivel sobre Q devemos estender esse corpo de modo
que f(z) se decomponha linearmente. O polinémio f(z) se decompoe sobre Q(V/3,w),

2T 2T
onde w = cos = + isen?, raiz quinta da unidade. De fato, temos que V3 e V3w =

2 2
V/3(cos % + isen%) sao raizes de f(x), entao pela férmula de Moivre

s 2kn . 2kw 5 or o\ k
wk:\/§ COST—F’LSGDT = /3 cos?—kzseng :\/gw, V 0< k<4

Observe a semelhanca com as raizes da unidade. O polinémio é redutivel sobre a extensao

@(\5/5) : Q, porém, nao de forma linear. Sendo assim, é necessario uma nova extensao.
Como vimos acima, as raizes do polinomio sao V3 e \s/gw, \5/§w2, \5/§w3, V3w,

Logo a extensao Q(V/3,w) : Q(v/3) nos daré as raizes que faltam para fatoracao linear.

Pela Definicdo 32, Gal(z° — 3,Q) = Q(\E’/g,w) é o corpo de decomposicao do polinomio
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3.2 Normalidade e separabilidade
Definicao 33. Uma extensao IL : K € normal se todo polinomio irredutivel f sobre K que
tem ao menos um zero em I se decompoe linearmente em L.

Exemplo 28. No exemplo anterior Q(\s/g, w) : Q é uma extensdo normal, enquanto a
extensao Q(\s/g) : Q ndo é normal, uma vez que o polinémio f(r) = 2° — 3 possui um zero
em Q(V/3), mas este nio se decompde linearmente em Q(v/3), jé que as demais rafzes sao

complexas.

Teorema 37. Uma extensao de corpo é normal se, e somente se, € o corpo de decom-

posicao para algum polinomio.
A demonstracao pode ser encontrada em Cruz (2014).

Definicao 34. Um polinomio irredutivel f sobre um subcorpo K de C é separdvel sobre

K se tem apenas zeros simples em C.

Veremos ferramentas que irao nos auxiliar na construcao do grupo de Galois de

um polinomio.

Definicao 35. Suponhamos que K seja um subcorpo de C, e
f(x) =ap+ a1z + - + a,x” € Kz].
Entao, a derivada de f é o polinomio
f(x) = ar + 2ax + - + naa" ' € Klz].

Se K=R (ou K = C), ndo hd, em geral, razao para pensarmos em f’(z) como a
taxa de variacao de f, mas as propriedades de derivacao sao preservadas. Em particular,

para todo polinémio f e g sobre K|x],
(f+9)=1+4g e

(f9) = (g + fg).
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Também, se A € K, entao (A)’ = 0, e assim,

(AF) = AU

Estas propriedades da derivada permitem estabelecermos critérios para existéncia de zeros

multiplos de um polinomio.

Proposigao 38. Seja f(z) € K[z], onde K C C, 0f > 1. Entao,
i) f(z) € separdvel < mde(f(z), f'(z)) = 1;

it) se f(x) € irredutivel sobre K, entdo todas as raizes de f(x) sdo simples.

k

Demonstracao. i) (=) Seja f(z) = (x — a)"g(x), onde g(x) é um polinémio tal que

0g < 0f e k é a multiplicidade de . A derivada de f(x) é

Para k =1,

Ou seja, se k > 1, f(x) e f/'(x) tem um fator em comum, logo mde(f(z), f'(x)) # 1.
Diferentemente, se k = 1, f(x) é separéavel e f'(«) # 0. Logo, mdc(f(x), f'(z)) = 1.

(<) Suponhamos que f(x) = (z — a)g(z) e f'(x) = (x — a)h(x), ou seja, que « é

raiz de multiplicidade 1 dos polinomios f(z) e f'(x). Veja que,
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E portanto « possui multiplicidade n > 1. Podemos entao escrever g(z) = (x —

n

a)"p(x). Agora, substituindo em f(x) = (x — a)g(x), obtemos que

f@) = (z = a)[(z — a)"p(z)] = (z — &) 'p(z).

Assim, « possui multiplicidade no minimo 2. Logo, se f(z) e f'(x) forem coprimos,

ou seja, mde(f(x), f'(x)) = 1, teremos que a é uma raiz simples.

ii) Como f(x) é irredutivel, entao a menos de constante, seus divisores sao apenas f(z)
e 1, ndo possuindo fator comum com f’(z) e portanto mde(f(x), f'(x)) = 1. Pelo

item anterior segue que todas as raizes de f(x) sdo simples. O

Definicao 36. Dizemos que uma extensao 1L : K € separdvel se todo elemento de L. for

raiz de um polinomio separdvel com coeficientes em K.

Definicao 37. Dizemos que uma extensao I : K é um corpo de decomposicao, denotado

por Gal(f,K), se ela for normal e separdvel.

Observacao 7. Como trabalhamos com extensoes que sao subcorpos de C, entao elas
serao sempre separaveis. Sendo assim uma extensao serd corpo de decomposicao se, e

somente se, for normal.

3.3 Automorfismos de corpos
Vimos que automorfismo de um grupo é um isomorfismo do grupo nele mesmo.
Podemos estender esse conceito para corpo, como abaixo

Definicao 38. Sejam K e IL corpos. Uma aplicagao f: K — 1L é um homomorfismo de

corpos se preserva a soma e o produto de modo que, ¥V a,b € K

fla+b) = fla)+ f(b)
fla-b) = fla)- f(b).

Se f € bijetora dizemos que € um isomorfismo de corpos. O isomorfismo f : L — L
¢ chamado de automorfismo. Os automorfismos de L. que firam K sdao chamados de

K-automorfismos de L.
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Complementando o Teorema 34.

Proposicao 39. Sejam o um K-automorfismo de L e f(z) € K[z]. Se a € L € raiz de

f(z), entao o(a) também € uma raiz de f(zx).

Demonstragao. Inicialmente, mostraremos que o(f(«)) = f(o(«)). Considerando f(x) =

an®™ + ap_12" '+ -+ a1x + ag, aplicando o em f(x), teremos

o(f(a)) = olapa"+a, 10" "+ +aja+ ag)

= 0(a,a") +o(a, 10" ) + -+ o(a10) + o(ag)
(an)o(a™) +o(an_1)o(@™ 1) + -+ a(a)o(a) + o(ag)
(

a(a)).

Il
Q

Portanto,

Como f(«a) = 0, segue que

Dessa forma, o(«) é uma raiz de f(x), e fazendo o(a) = 3:

Portanto, o automorfismo leva uma raiz de f(x) em outra raiz, ou seja, permuta as raizes
de f. n

Seja L = Q(v2). O elemento v2 tem como polinémio minimal z2 — 2. Pelo
Teorema 32 qualquer Q-automorfismo ¢ : . — L transforma raizes deste polinomio em

raizes do mesmo. Existem, pois, precisamente dois Q-automorfismos:

o QW2 — Q(V2) o Q(V2) — Q(V2)
a€eQ — a e a€Q — a

V2 o V2 V2= V2

O primeiro é a identidade e o segundo aplica cada elemento a+bv/2 de Q(ﬁ) em a—bv/2.

Agora estamos prontos para definir o Grupo de Galois de um polinémio.

69



Defini¢ao 39. Sejam f(x) um polinomio em K[z] e L seu corpo de decomposi¢io sobre
K. O conjunto Gal(LL : K) formado por todos os automorfismos de L que fizam K € o
grupo de Galois de f(x).

Do exemplo anterior, Gal(L : Q) = {id, 02}, que é isomorfo a Zs.

Teorema 40. Seja F : K uma extensao normal e finita, com grupo de Galois Gal(F : K).
Entao L € uma extensao normal de K se, e somente se, Gal(F : L) é um subgrupo normal

de Gal(F : K), e neste caso Gal(L : K) = Gal(F : K)/Gal(F : L).
Uma demonstragdo pode ser encontrado em Santos (2019).

Teorema 41. Seja L : K uma extensao finita. Entao as sequintes condicoes sao equiva-

lentes:
i) L é corpo de decomposi¢io;
it) L : K € normal;
iii) |Gal(L : K)| = [L : K].

Demonstracao. (i) = (ii) Segue da Defini¢do 37 e da Observagao 7.

(17) = (iit) Seja p(z) € K[z] o polindmio minimal de «, tal que L = K(«), e seja
o um K-automorfismo de L. Como sabemos, o(«) = o, onde o’ também ¢é raiz de p(x) e
o' € L. Logo K(o) Cc L e [K() : K] = [L: K] = dp(x) entdo L = K(a) = K(). Como
o fica determinado com o que faz com « entao |Gal(L : K)| é no maximo a quantidade
de raizes de p(z), que é no maximo Jdp(z) = [L : K], logo |Gal(L : K)| < [L : K].

O leitor encontrarda em Gongalves (2006) a prova de que |Gal(L : K)| > [L : K],
e entdo |Gal(L : K)| = [L : K].

(17i) = (i) Supondo que |Gal(L : K)| = [L : K], mostremos que LL é corpo
de decomposigao de p(x) € K|z]. Seja p(x) o polindmio separdvel e minimal de «, e
L = K(a). Seja ainda ¢ um K-automorfismo de L, tem-se que o(«a) € L e é outra raiz
de p(x). Assim |Gal(L : K)| é menor ou igual ao nimero de raizes de p(z). Agora, como
|Gal(L : K)| = [L : K], teremos |Gal(L : K)| = dp(x) que ¢ igual ao nimero de raizes de
p(z) em L. Segue que L contém todas as raizes de p(x), e portanto L. = Gal(p(z),K), e
L : K é um corpo de decomposicao. O

Para uma melhor compreensao do que foi visto até aqui vejamos um exemplo:
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Exemplo 29. Vamos determinar o grupo de Galois da extensiao Gal(z* — 3, Q).

De modo anélogo ao Exemplo 27 temos que as raizes do polindémio p(x) = zt—3

sao: \4/5, —\4/5, @'\4/3, —iv3. 0 polinomio p pode ser fatorado da seguinte forma:
p(z) = (x —e)(z + &) (x —ie)(x + ie),

onde £ = v/3. Portanto todas as raizes estdo na extensio Q(e,4). Como ela é normal e
separavel entdo pela Definicdo 37 e pela Observacdo 7 temos que Gal(z* —5,Q) = Q(e, 7).

Usando a Lei da Torre, temos que:

[Q(e,4) - Q] = [Q(e,9) : Q(e)] - [Q(e) : Q.

Observe que € é um zero de um polinomio sobre Q e pelo Critério de Eisenstein, p(x)
é irredutivel. Temos ainda, que p(x) é o polinémio minimal de & sobre Q. Segue pela
Proposi¢ao 33, que [Q(e) : Q] = 4. Temos que [Q(g,7) : Q(¢)] = 2, pois o polindémio
minimal de 7 sobre Q(¢) é 2 +1 =0, mas i ¢ R D Q(¢). Logo,

[Q(e,2) - Q] = 8.

Pelo Teorema 41, temos que |Gal(Q(e,i) : Q)| = 8.
Agora devemos encontrar os elementos do Grupo de Galois de Q(e,i) : Q. Pelo

Teorema 34, ha um Q-automorfismo o de Q(e, 1) tal que,
o(i) =1 e o(e) =ig,

e por outro 7, tal que

(i) =—i e 1(c)=¢

Produtos destes geram 8 distintos Q-automorfismos de Q(g, ), como seguem:

Observe que:
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Automorfismos | Aplicados em ¢ | Aplicados em i

1 € i
o i€ 1
oc’=co00 — 7
o” —ie i

T € —1

oT 1€ —1

o’T —€ —1

ooT —1€ —1

Tabela 3.1: Q-automorfismos de Q(g, 7)

Com isso, 0! = 72 = 1. E também, usando a tabela,
o31(e) = o3(1(e)) = 0%(e) = —ie = 10(e) e o7(i) = 0*(—i) = —i = 70(i),

ou seja, 01 = 7o. De maneira andloga temos 70% = o1 e 70 = 0T,

Dessa forma a estrutura do grupo de Galois para este polinomio sera
G = {o,7:0" 7% 10 = 0°7),

isto é, G é o grupo diedral de ordem 8.
Agora veremos como associar o grupo de Galois de um polinomio com a sua

solubilidade.

3.4 Solubilidade por radicais

Veremos nesta sessao as condigoes necessarias para que um polinomio seja soltuvel
por radicais, ou seja, para que suas raizes sejam expressas apenas por operacoes elemen-
tares e radicais. Usaremos a teoria de Galois para mostrar que se o grupo associado as

raizes de um polinomio for soltvel entdao o polinomio sera soluvel por radicais.

Definicao 40. Um corpo L € dito ser uma extensao radical de um corpo K se existe uma

cadeia de corpos

K=K CKiCKyC---CK, =L

na qual para cada i = 1,2,--- 1, tem-se K; = K;_1(c;) com o* € K;_; para algum inteiro

m.
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Exemplo 30. Considere o polinomio f(z) = 2* — 2 € Q[x].

. A . ~ 3 3 3
Os zeros desse polinomio sao: a; = \/5, ay = \/§w, ag = \/§w2, onde w =

1 3 . o . . . .
—3 + 17 (raiz primitiva da unidade). Assim a cadeia correspondente é

Q CQ(V2) CQ(V2,4) = L.

Como encontramos uma extensao radical de QQ que contém todas as raizes de

f(x), diremos que este polinomio é soltuvel por radicais.

Definicao 41. Seja f um polinémio sobre um subcorpo K de C, e seja Gal(f,K) o corpo
de decomposicao de f sobre K. Dizemos que [ € soluvel por radicais se existe um corpo

M contendo Gal(f,K), tal que M : K seja uma extensao radical.

Lema 42. Seja K um subcorpo de C e seja I o corpo de decomposicao para tP — 1 sobre

K, onde p € primo. Entdo, o Grupo de Galois Gal(L : K) ¢é abeliano.

Demonstracdo. A derivada de t# —1 é pt?~! que sao coprimos. Logo, pela Proposicao 38,
o polinomio nao tem zeros miltiplos em L. Claramente, seus zeros formam um grupo sob
multiplicagao; este grupo tem ordem prima p, e como os zeros sao distintos, ele é ciclico.
Seja & um gerador deste grupo. Entao, L = K(¢), e qualquer K-automorfismo de
L ¢ determinado por seu efeito em &.
Além disso, K-automorfismos permutam os zeros de t¥ — 1. Portanto, qualquer

K-automorfismo de L é da forma,
a; o 5 — 537

e ¢ unicamente determinado por esta condi¢ao. Mas, entao o e ooy levam, ambos, §

em &9 ortanto, o Grupo de Galois associado a t¥ — 1 é abeliano. O
§7,p : p

Lema 43. Seja K um subcorpo de C em que t" — 1 se decompoe linearmente. Sejam
a € K el um corpo de decomposicao para t" — a sobre K. Entao, o Grupo de Galois de

L : K ¢ abeliano.

Demonstracao. Seja a um zero qualquer de t" —a. Como t" — 1 se decompoe linearmente
em K, o zero geral de t"—a é £, onde £ é um zero de t"—1 em K. Como L. = K(«), qualquer

K-automorfismo de I é determinado por seu efeito em «. Dados dois K-automorfismos:
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P:ar—fa e V:a— na,

onde £ e 7 sao raizes da unidade, entao

QU () = Ena = n€a = V().

E, como anteriormente, o Grupo de Galois associado a t" — a é abeliano. n

Defini¢ao 42. Seja f um polindmio sobre K (um subcorpo de C), com corpo de decom-

posicao Gal(f,K) sobre K. O Grupo de Galois de f sobre K € o grupo Gal(Gal(f,K) : K).

Teorema 44 (Galois). Seja f(x) € Kz], com K € C, e L = Gal(f,K) o corpo de
decomposi¢ao de f(x) sobre K. O polinomio f(x) € solivel por radicais sobre K se, e

somente se, Gal(LL : K) € um grupo solivel.

Demonstrac¢ao. (=) Suponhamos que f(z) = 0 seja solivel por radicais, e L : K seja seu
corpo de decomposicao. Da definicao 41, 3M com K C . C M, tal que a extensao M : K

é radical. Entao:

K:Ko CKl :Ko(al) c--- CKt:Kt—l(at) :M7

onde para cada i € {1,2,--- ,t}, Im; € Z tais que «;" € K;_;. Por conveniéncia os m;’s
sao positivos e minimos.

Tome n = mme(my, mg,- -+ ,my), e seja w, € C uma raiz n-ésima primitiva da
unidade. Fazendo M = M(w,,),onde K C L. € M C M/, temos que M = K(ay, ag, - -+ , g, wy),
que é equivalente a M’ = K(w,,, a1, ag, -+, a4), e M'(w,,) : K é uma extensao radical, uma

vez que w, = 1, de acordo com a Definicao 40. Temos entao a seguinte cadeia:

Mo =K C Ml = Mo(wn) C M2 = Ml(al) c---C Mt—H = Mt(at) = M/.

Onde para cadai € {1,2,--- ,t}, temos que " € M;_;. Notemos que tanto L. quanto M/
sdo corpos de decomposigao de f sobre K. Seja G; = Autyy M = {0 : M' — M';0(k) =
k,Vk € M;}, com i € {0,1,--- ¢t + 1} (Auty,M' é o conjunto dos M;-automorfismo de
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M), do Teorema 40 obtemos a seguinte subsérie normal:

{6}:G04G1<1G2<1"'<1Gt+1:G.

Ainda do Teorema 40, segue que:

Gi . AutM.M’
Gio1  Auty,_

Analisando Auty,M;_4, temos que, para i = 1, Auty, My = AutgK|w,|, que de
acordo com o Lema 43 é abeliano.
Para n > 2, segue ainda do Lema 43 que Auty;,M,_; é abeliano. Portanto G =

AutgM’ é soliivel. Novamente pelo Teorema 40 temos que,

AUtKM,

Autgl = 2252
UK AUtLM/

E portanto, pelo Teorema 12 seque que AutglL é solivel.
(<) Pode ser encontrada em Bewersdorff (2006).
De modo a exemplificar o teorema acima, observe que a seguinte equagao x"—a =

0. Facilmente podemos notar que trata-se de uma equagao soltivel por radicais, uma vez

que diante do que ja vimos, suas n solucoes serao { /a, V/awy, ¥ awz, oo Aaw™ Y, com
2k , 2km
wp, =cos | — | +isen| — |, com k=0,--- ., n—1.
n n

Concluimos que as raizes de um polinomio podem ser escritas a partir de seus
coeficientes se o Grupo de Galois associado ao polinémio é solivel. O problema em
determinar a solubilidade por radicais de polinomios foi resolvido, mas da forma como
vimos, é preciso ter acesso as raizes para que possamos decidir sobre a solubilidade. No
proximo capitulo mostraremos ferramentas que irao nos auxiliar sem termos as raizes de

forma explicita.
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Capitulo 4
Equacoes polinomiais

Neste capitulo veremos deducoes das formulas por radicais para resolucao de
polindmios de grau 3 e 4 e a nao solubilidade por radicais para um polinomio de grau 5.
Como ja foi dito no capitulo 1, para polinomios com estes graus existe a necessidade de
trabalharmos em corpos para garantir a existéncias de raizes.

Como vimos no Teorema 44, uma equacao polinomial sera solivel por radicais
se o grupo de Galois associado ao corpo de decomposicao do polinomio for soluvel. E
também pelo Teorema 17 que o grupo de Galois é isomorfo a um subgrupo de S, que,
de acordo com o Corolério 16 e pelos Exemplos 1,3 e 4 de 1.4.4, serd sempre soltuvel para
n < 4. Assim, como toda equacdao de grau n tem seu grupo de Galois isomorfo a um
subgrupo de S, entao teremos sempre que o grupo de Galois serd soluvel para n < 4 e
portanto toda equacao de grau < 4 sera soluvel por radicais.

Agora, no Exemplo 27 temos que a equacgao polinomial, apesar de ter grau 5, é
soluvel por radicais e esse fato ocorre apenas pelo fato do grupo de Galois do polinomio
ser soluvel. Veremos um exemplo onde a solubilidade por radicais nao é possivel para um

polinomio de quinto grau.

4.1 Equacao de grau 3

Definicao 43. Uma equacdo cubica ou de grau 3 € toda equacao da forma
3 2 _
ar® +bx" +cr+d=0,

onde a,b,c ed € C, com a # 0.
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Para determinar sua solucao utilizaremos um método conhecido como Foérmula
de Cardano - Tartaglia. Para isso, inicialmente podemos dividir toda equacao por a, de

modo a torné-la monica,

d

b
x3+—x2+2x—l——:0.
a a a

Logo, basta considerar equacoes em que o coeficiente de z° é igual 1.

a
Dada a equacio 2° + az® + bx + ¢ = 0, a substituicio z =y — 3 a trasforma em

=9 el wo-5) e - o

a? a’ 2a a? a
y3—ay2—|——y——+a<y2——y—|——)—|—b<y—§>+c =0

3 27 3 9
2 2a®  ab
(oS )yr e T e = 0
y+< 3 Y+ 57 3+c ;

que é uma equagao desprovida de termo de grau 2. Portanto, é suficiente estudar as
equacgoes do grau 3 do tipo
Y’ +py+q=0,

q ; a? 2a3 ab_l_
ondep=b——eq=———+c
b 3 °97 97 7 3

Para encontrar as raizes, escremos y = u + v. Substituindo, obtemos
3., .3 2 2 _
u® + v° + 3u v 4 3uv” + p(u+v) + g =0,
isto é,
u® +v* 4+ (3uv + p)(u+v) + ¢ =0.
Portanto, se existem numeros u, v tais que

u? +0v° 4+ q =0, uv+§:0,

ou seja, elevando ao cubo a segunda equagao, ficamos com

u3—|—v3:—q, UVt = ——

entdo y = u + v serd raiz da equacao y* + py + ¢ = 0.

Ora, o problema de achar u® e v® conhecendo sua soma e o produto é, como
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sabemos, de facil solucdo: u® e v3 sdo as raizes da equacao do segundo grau

3

2 p
——=0.

Utilizando a fémula de Bhaskara obtemos

q _
9 + = 21
2
s_ 9 _ ¢ P _
V=TTV T og 2

Escolhendo uma das raizes cubicas de z;, temos que as solugoes sao /21, w+/z;
~1+iV3

e wl¥z em que w = 5 ¢ uma das raizes cubicas da unidade. Denotando agora

por /z a raiz cubica de zy, de forma que a segunda equacao do sistema seja satisfeita,

admitimos as seguintes solugoes:

Uy = \3/ 21, v = \3/ 22,
Uy = W/ 21, Vg = W2,

u3:w23z1, V3 = W~/ 29.

Logo, o polinémio y* + py + ¢ = 0 possue como solucdo as chamadas férmulas de

i

Cardano - Tartaglia:

s/ g
(%1 :U1+U1:\/—§

)

L=
o

b
™

+

NS
ST
SRS
=~ |

+

|

2

~J

_ _sloq ¢ PP .l g ¢ PP
Yo uQ+vgw\/ 2—1— 4+27+w\/ 5 4—1—27,

_ I B KGNS A S B L U
Y3 —U3+U3—w\/ 2+ 4+27+W\/ 5 4+27.

. , ~ a .
Finalmente, lembrando que as raizes sao da forma z; = y; — 3 com i = 1,2 e 3, resolvemos

o problema.

Algumas observacoes podem ser feitas em relagao ao radicando

2 3

q
A="L

4—1—

S
ﬂ'

Se os coeficientes do polinomio de grau 3 sao reais, sao validas as seguintes observacoes,

conforme Lima (2006):



e Se A > 0, entao a equacao tera uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas;
e Se A =0, entao a equagao tera trés raizes reais, sendo uma repetida;
e Se A < 0, entao a equagao tera trés raizes reais e distintas.

Exemplo 31. Vamos determinar as raizes de 3°> — 6y — 9 = 0.

Como a equacio ctbica ja estd na forma y® + py + ¢ = 0, basta aplicarmos a

fomula de Cardano - Tartaglia. Veja que,

. 7 . , . ,
como A > 0 entao VA = 5 e a equacao tera uma raiz real e duas raizes complexas

conjugadas. Logo suas raizes sao:

B §/9+7+§/9—7
= \37y 27 2
Y1 = V8 +1

y1:3.

Agora vamos encontrar as duas raizes complexas conjugadas

R C A

V2 = w\fg o5 g
1 \3Bi 1 /30
2 T 2 2

1 V3i

= —1 - = — —
Y2 + \/_ 2 5 5
3 V3i
, - . . _ 3 31
Como as raizes complexas sao conjugadas entao ys = 7 = 5T 5

Observacao 8. Sempre que tivermos uma raiz inteira, pelo algoritmo de Euclides, se 3

é rafz do polinoémio y® — 6y — 9 = 0, entdo y — 3 divide o polinoémio. Assim,

y?—6y—9=(y—3)(y*+ 3y +3).
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Portanto, as outras duas rafzes do polinémio sdo exatamente as raizes de y* + 3y + 3.
Exemplo 32. Vamos determinar as raizes do polinomio x* — 62® + 11z — 6 = 0.

Como o polinomio possui todas as poténcias, precisamos aplicar o método de

Cardano - Tartaglia para obtermos y* + py + ¢. Assim,

a3 (—6)2
=b——=11- =-1
b 3 3
e
2(—6)3  (—6)11
= — —6)=0
1= o7 3 (70
Com isso,
V-y=0 = y’-1)=0,
e entao y; = 0,y2 = 1 e y3 = —1 sado raizes do polinomio acima. Logo, as raizes de
23 — 622 + 11z — 6 = 0 sao dadas por z; = vy; — %, 1 =1,2,3. Substituindo,
a (=6)
T Y1 3 3
a (=6)
T2 Y2 3 3
a (=6)
= ——=-1--—+=1
T3 Y3 3 3

4.2 Equacao de grau 4

Definicao 44. Uma equacao qudrtica ou de grau 4 € toda equagao da forma
azt +bx3 + cx® +dx +e=0,

onde a,b,c,d,e € C, com a # 0.

Para determinar sua resolucao utilizaremos o método de Ferrari. Para isso, inici-

almente podemos dividir toda equacao por a, de modo a tornéd-la monica, reescrevendo
s b g c, d e
r+ -+ -+ -r+ -

a a a a

Logo, basta considerar equacoes em que o coeficiente do termo de quarto grau igual a 1.
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Considere a equacio z? + ax® + bz + cx + d = 0, completando o quadrado de

forma conveniente.

vt +ar® = —(bx® +cx+d)
4 3 a \? a \? 2
"+ azr” + <§x) = (5.%) — (bx* 4 cx + d)
2 24
<$2 + ga?) = <a 1 ) z? — cx — d. (4.1)

Observamos que na equagao seria interessante se aparecesse um quadrado perfeito
no segundo membro, dessa forma poderiamos tratar o problema a partir de uma equagao
a
de grau 2. Para isso, basta somar um nimero y a z* + ) para aparecer os termos que
somaremos na equacao acima. Portanto,
a 2 a \2 a
<x2+—x+y> = <x2+—x> +2<x2+—x>y+y2.
2 2 2
Entdo, vamos somar a expressao 2yz> + axy + y* a ambos os membros da equacio 4.1 e

agrupando os termos semelhantes, obtemos

a 2 a’® — 4b
<x2+§x+y> —K n >+2y]x2+(ay—c)x+(y2—d).
Observe que o segundo membro da igualdade é um polinomio de grau 2 em .

Para que esta expressao seja um quadrado perfeito, basta que o delta seja igual a zero,

A = 0. Vamos analisar a equacao:

K“t‘lb) +2y} 4 (ay—r+(y*—d) = 0,

Utilizando a férmula de A para a solu¢ao da equagao do segundo grau, temos:

a? —4b

A:(ay—c)2—4[< )+2y](y2—d):0.
Se, e somente se,
(ay — ¢)* — (a® — 4b)y* + (a® — 4b)d — 8y* +8dy = 0

—8y® + 4by” + (8d — 2ac)y + [¢® + (a® — 4b)d] = 0.
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Note que esta ultima é uma equacao ctbica completa cujas raizes ja sabemos
determinar. Portanto as raizes da equacdo x* + ax® + br® + cx + d = 0 sdo dadas pela

solugao da equacao a seguir onde y; ¢ uma das trés solugoes da cibica acima.

2 24
(x2+%x+y1> =[(a 1 >+2y1]x2+(ay1—6)x+(yf—d)~

Onde o segundo membro terd a seguinte forma (o 4 )2, assim, temos:

(@4 22t n) = (a+ 5y

a
x2—|—§x+y1:j:(oz+ﬁ).

E da tltima equacao saem as raizes da equacao geral do 4° grau.

Exemplo 33. Vamos determinar as raizes do polinémio p(z) = 2* — 32 — 112% + 32+ 10

Pelo método de Ferrari, temos:

2 =322 — 1122 +32+10 = 0

' =32 = 112 — 3z — 10,
completando quadrado no primeiro membro,

3\ 9
<x2—§x> = Z—lx2+11x2—3x—10

53
= Z:z:Q — 3z — 10.

Note que a expressio —az% — 3z — 10 ndo é um quadrado perfeito e portanto, pre-
4 9
cisaremos encontrar uma expressao de modo que ambos os membros sejam um quadrado

perfeito, assim temos:

3 2 3\° 3
<x2—§x+y) = <x2—§x> +2(m2—§x>y+y2

= §x2—3x—10+2x2y—3xy+y2
53 9 9
= (7 2y | 2 = 3(1 +y)z + (y~ — 10). (4.2)
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Observando que o segundo membro é um polindmio quadratico em z, basta pe-

dirmos que o delta seja igual a zero, A = 0.

0=A = [-3(1+y)*—4 (% +2y> (y* — 10)

= —8y> — 44y® + 98y + 539.

Utilizando a féormula de Cardano - Tartaglia, uma das raizes do polinomio cubico

7
acima é y; = 3 Substituindo em (4.2), temos

3 7\ 1
2 Y o — _ 2
(x 2x+2) 4(9:1: 3)°.

Assim, as raizes do polinomio de quarto grau serao as raizes dos polinomios

quadraticos:

o 2> —6x+5=0,comA=6>—4-1-5=16, pela férmula de Bhaskara:

T = 17 To = 5,
e 2 +3x+2=0com A=23%—4-1-2=1, pela férmula de Bhaskara:
T3 = —2, Ty = —1.
Com isso, as raizes sao x1 =1, 19 =5, 13 = —2, 14 = —1.
Um método pratico para obtencao de raizes inteiras de polindmios é observar
que: as possiveis raizes inteiras dividem o termo independente. No polinomio

em questao o termo independente é 10, e seus divisores sao +1, £2, £5, +10. E é de facil

verificacao que

COmo vimos.
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4.3 Equacao de grau > 5

Vimos nas sessoes anteriores que todo polinomio de grau < 4 ¢é solivel por ra-
dicais, como também vimos que nem sempre um polindmio de grau > 5 é solivel por
radicais, por isso nao conseguimos uma férmula generalizada para equagoes de grau > 5.
Mostraremos a seguir uma equacao quintica nao solivel por radicais.

Para melhor compreensao do exemplo, segue o seguinte teorema.

Teorema 45 (Teorema de Rolle). Dada uma funcao continua f(x) definida em um in-
tervalo fechado [a,b] e diferencidvel em (a,b). Se f(a) = f(b) entdo existe um ponto ¢ em

(a,b) onde a tangente ao grdfico de f(x) € horizontal, isto €,
f'(e) = 0.

Exemplo 34. O polinémio 2° — 4z + 2 = 0 € Q[z] ndo é solivel por radicais.

Chamaremos de L. = Gal(f,Q), o corpo de decomposicao de f(z) e de G seu
grupo de Galois. Observe que o critéio de Eisenstein é satisfeito para ¢ = 2. Logo, f(x)
é irredutivel em Q[x]. Considere ov uma das raizes de f(x), temos pela Lei da Torre, que:
L: K] =[L:Q(a)][Q(«) : Q], onde, pela Proposi¢ao 33, [Q(«) : Q] = 5, logo [L : Q] é
multiplo de 5. E como pelo Teorema 41 [L : Q] = |G|, entao |G| é miltiplo de 5, ou em
outras palavras 5 divide |G|.

Pelo Teorema de Cauchy, temos que o grupo G possui um elemento de ordem 5.
E como se sabe, no grupo Ss, os tnicos elementos de ordem 5 de sao os 5-ciclos. Logo,
sabemos que GG possui pelo menos um elemento 5-ciclo.

Como sabemos, f(z) é irredutivel sobre Q e temos ainda que sua primeira derivada
é f'(x) = 52" — 4. Com isso, como mde(f(z), f'(z)) = 1 entdo pela Proposicio 38 f(x) é
separavel. Logo, s6 possui raizes simples.

Agora, fazendo f(—2) = =38, f(—1) = =3,f(0) = 2,f(1) = =1 e f(2) = 18,
uma breve olhada no gréfico de y = f(x) nos da as posi¢oes de cada ponto. Assim, pelo

Teorema de Rolle, os zeros de f(z) sdo separados pelos zeros de f'(x). Além disso, f'(z)

4
. 4 , ’ ~ s s ~
tem como zeros reais i\/; . Como f(x) é separdvel, entao, f tem no maximo trés zeros

reais. Mas, certamente f tem no minimo trés zeros reais, ja que f’'(z) nao muda de sinal

4 4
7 . 4 4 .
para numeros maiores que \/;, ou menores que — 5 Portanto, f tem precisamente
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trés zeros reais, logo as outras duas sao complexas.

Figura 4.1: f(z) = 2° — 42 + 2

Pelo Teorema 34 existe um automorfismo que leva a raiz complexa de f(z) na
outra raiz complexa conjugada e fixa todos os elementos de I menos as raizes complexas.
Sendo assim, associamos este automorfismo a transposigao (12) € S5. Com isso, pelo
teorema 2 segue que G = S5, que ¢é nao soluvel pelo Corolario 16. Logo, G nao é soluvel
e do Teorema 44 concluimos que z° — 4z + 2 = 0 ndo é solivel por radicais.

Generalizando o exemplo acima, temos o seguinte lema.

Lema 46. Sejam p um primo e f um polinomio irredutivel de grau p sobre Q. Suponhamos
que [ tenha precisamente dois zeros nao reais em C. Entao, o Grupo de Galois de f sobre

Q € isomorfo ao grupo simétrico S,.

Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental da A,lgebra7 C contém o corpo de decom-
posicao Gal(f,Q), digamos L. Seja Gal(LL : Q) o Grupo de Galois de f sobre @Q, conside-
rado como o grupo de permutacao nos zeros de f. Estes, sao distintos pela Proposicao 38,
logo, Gal(L : Q) é isomorfo a um subgrupo de S,. Seja a € C uma raiz qualquer de f(z).
Entao, Q C Q(a) C L. Logo, p = [Q(«a) : Q] divide [L : Q] = |Gal(L : Q)|. Pelo Teorema
de Cauchy, Gal(L : K) tem um elemento de ordem p. Os elementos de ordem p de S,
sao p-ciclos. A conjugagao complexa ¢ um Q-automorfismo de C e restrita a L induz um
Q-automorfismo de L, digamos o. o fixa as p — 2 raizes reais de f(x) e permuta as duas

raizes complexas nao reais de f(z). Portanto, Gal(L : Q) tem um 2-ciclo. Podemos supor,
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apds tomar uma poténcia do p-ciclo se necessario, que (1,2),(1,2,---,p) € Gal(L : Q).

Logo, Gal(L : Q) D ((1,2),(1,2,--- ,p)) = S,. Portanto, Gal(L : Q) = S, O

Exemplo 35. Vamos mostrar que o polinomio p(z) = 2 — 62° 4+ 112° — 62* — 2 + 62* —

122 + 5 nao ¢é solivel por radicais.

Assim como no Exemplo 34, podemos utilizar o Teorela de Rolle para determinar
os intervalos onde se encontram as raizes do polindémio. E de facil verificacao que o
polinémio possui exatamente uma raiz em cada um dos intervalos (—2,0), (0, 1), (1,1/2),
(1/2,2),(5/3,7/9,4) e as raizes restantes devem ser complexas, pelo Teorema fundamental
da Algebra. Como segue o grafico abaixo

13 FY
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1z
1
10

[ S R VRN S (e N R e R ¥

k=3
k2

[ T R TR P
[= N VI S

|
[ T |
E=t= =
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-1z
-13
-14
-15
-16
-17
-15
-19
-20

Figura 4.2: p(z) = 2" — 62° + 112° — 62* — 2* + 62° — 120 + 5

Entao, pelo Lema 46 temos que o grupo de Galois associado as raizes do polinomio
p(z) é isomorfo a S7. Portanto, p(x) nao é solivel por radicais.

Exemplo 36. O polinémio g(z) = 2° — 52" — 102° — 102> — 52 — 1 ¢ soltivel por radicais

De fato! Andlogo ao Exemplo 34, verificamos que o polinémio g(x) possui apenas
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uma raiz real contida no intervalo aberto (6,7). Sendo assim, pelo Teorema Fundamental
da Algebra, g(x) tem exatamente 4 raizes complexas e pelo Lema 46 o grupo de Galois

G associado as raizes é um subgrupo soluvel do grupo de permutacoes Ss.

5 Fy

-1

-2

-4

-4

-7

-5

< o o < E=1 - ] [ A2 I w0 - w

Figura 4.3: g(z) = 2° — 5z* — 102* — 102° — 5z — 1

Para calcular o grupo de Galois do polindmio, uma ferramenta interessante é o site
Magma, http://magma.maths.usyd.edu.au/calc/. Nele é possivel, a partir do polinémio,

determinar a ordem do grupo de Galois com o seguinte comando

R < x >:= PolynomialRing (RationalField ());
fi=2"5—-5%2"4—10%2"3 —10%2"2 —5xx — 1;
G := GaloisGroup (f);

G;

IsSolvable (G);
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que ird gerar como resposta

Permutation group G acting on a set of cardinality 5
Order =20 = 2% %5

(1,2,3,4)

(1,3) (2,4)

(1,2,5,4,3)

true

Temos a ordem do grupo de Galois, bem como os elementos que geram o grupo.
E por fim a resposta de solubilidade "true”, nos informando que tal grupo é solivel, logo
o polinomio ¢ solivel por radicais.

Concluimos nosso trabalho ressaltando que existem polinomios de grau > 5 que
sdo soltiveis por radicais, equacoes triviais, como z° — 15 sao soltveis por radicais, basta
aplicar o Lema 43 para verificar esse fato. Para polinomios nao triviais de grau 5 que sao
soliveis por radicais, suas raizes podem ser encontradas por um método chamada Trans-
formagao de Martinelli, este método estd muito bem exposto no trabalho do professor
Andrade (2019), onde utiliza um pouco das ideias de solubilidade das equagoes de graus
3ed.

Outros trabalhos exibem férmulas mais gerais para determinagao de raizes de
polinémio de grau impar, por exemplo Cardoso (2016), nele é feito uma generalizagao
do método de Cardano - Tartaglia para polinomios de grau impar maior que 3, sempre
que soluvel por radicais. Uma abordagem diferente seria tentar determinar as raizes por
aproximacao e um método muito utilizado é o método de Newton, também mostrado em
Cardoso (2016), que consiste em observar o comportamento das retas tangentes ao grafico
do polinomio a partir de um ponto inicial.

Finalizamos o trabalho reiterando a importancia do estudo de equacoes polino-
miais desde o ensino basico ao ensino superior. E claro que muito do que foi discutido
no trabalho é de dificil aplicagao no ensino bésico, mas sao grandes ferramentas para
aprimorar o conhecimento do professor, dando diferentes dire¢oes na conducao de suas

aulas.
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Consideracoes finais

Neste trabalho fizemos o estudo do conjunto solucao de equacao polinomial e sua
solubilidade por radicais. Mostrando as estruturas algébricas adequadas para que uma
equacao polinomial sempre tenha solucao e as condigoes necessarias para que suas raizes
sejam dadas a partir de seus coeficientes.

O estudo de equacoes polinomiais é fundamental para o desenvolvimento da Ma-
temdtica. E importante que os professores de Matematica tenham algum conhecimento
sobre resolugao de equacoes polinomiais. Pelo menos a parte historica e os resultados so-
bre as possibilidades de haver uma férmula para sua resolucao. Isso reflete diretamente na
postura do professor e traz mais informacoes para o aluno, tendo em vista a importancia
do tema. Diversos problemas do nosso cotidiano nos levam a equagoes que permitem fazer
uma interpretagao das possibilidades de tomada de decisao com a analise dos dados.

Durante praticamente toda a educagao basica os alunos tém contato com equagoes
polinomiais. Em virtude disso, resolvemos escrever sobre o tema com o objetivo de pro-
porcionar aos professores mais uma ferramenta que possa auxiliar no processo de ensino

e aprendizagem.
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