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A Geometria tem dois grandes tesouros. Um é o Teorema de Pitagoras.
O outro, a divisao de uma linha nas razoes extrema e média.
O primeiro podemos comparar a uma medida de ouro.

O segundo podemos chamar de uma jéia preciosa. Johannes Kepler (1571-1630)



Resumo

Nesta pesquisa, exploramos um ntumero especial para aqueles que admiram a Matemé-
tica. Ele é chamado de nimero de ouro, propor¢ao durea ou numero ®. O primeiro
registro escrito desse ntimero na historia da matematica aparece no livro Os Elementos
VI, de Euclides (século VI a.C). Originalmente, o problema era dividir um segmento
em extrema e média razao. Desde entao, uma série de outros problemas e resultados
com este nimero foram aparecendo. Demos atencao especial para a seqiiéncia de Fibo-
nacci, fascinante porque seus elementos sao apenas nimeros inteiros, mas produzem o
ntmero irracional ®. Mostramos que alguns resultados obtidos com ¢ sao propriedades
caracteristicas de certos numeros do anel dos inteiros quadraticos O(m), conjunto ao

qual ele pertence.

Palavras-chave: Numero Fi, Numero de Ouro, Secao Aurea, Sequéncia de Fibonacci,

Inteiros Quadraticos.



Abstract

This research we explored a special number for those who admire Mathematics. It is
called the gold number, golden ratio or number ®. The first record of its occurrence in
the history of mathematics appears in the Fuclid’s Elements - Book VI . Originally,
the problem was to divide a segment in extreme and average ratio. Since then, a lot
of number of other problems and studies with this number were developed. We gave
special attention to the Fibonacci sequence, fascinating because its elements are just
integer numbers, but produce the irrational number ®. We demonstrate that many
results obtained with ® are characteristic properties of some numbers of quadratic ring

of integers O(m), set to which ® belongs.

Keywords: Fi Number, Golden Number, Golden Section, Fibonacci Sequence, Qua-

dratic Integers.
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Introducao

Desde os tempos de Euclides (Século IIT a.C.), passando pelos Pitagoricos até os
dias atuais, muitos homens se entusiasmam com a Matemética e se dedicam ao seu
estudo movidos pelo encantamento ou mistérios que alguns ntimeros tém. Por isso,
produzem estudos tentando encontrar proporgoes, padroes numéricos ou regularidades
em objetos, seres da natureza ou do universo. Muito daquilo que se produziu em
Matematica ao longo da sua Historia se deu a partir dessa admiragao que os niimeros
provocam nos homens.

Um problema que sempre dispendeu ocupacgao dos estudiosos em matemética, desde
Euclides, ¢ a questao da incomensurabilidade de um segmento, isto porque é possivel
construir dois segmentos cuja razao entre seus comprimentos nao pode ser expressa
por ntmeros inteiros. Para muitos homens, tal é o encantamento que alguns nime-
ros provocam que propriedades de alguns deles sao reproduzidas em manifesta¢oes de
cultura - como na arte e na arquitetura - acreditando serem tais ntimeros algo como
uma divindade, ente magico ou coisa assim. Como exemplos de tais niimeros podemos

citar o namero 7 (ou pi) que esta associado a toda forma circular, o niimero de ouro

1 5

e ainda o ntmero e, chamado base do logaritmo natural.

, que é associado a varios resultados que modelam fenémenos da natureza

Outros homens, ainda, nao menos encantados que os primeiros, dedicam-se ao es-
tudo dos ntimeros como entes puramente abstratos, em principio, sem nenhum vinculo
com o mundo real, mas apenas com o mundo da abstracao, classificando-os em con-
juntos, de acordo com caracteristicas comuns, propondo axiomas, definindo operacgoes,
estudando propriedades operatoérias, criando estruturas algébricas, pesquisando resul-
tados que se generalizam em proposigoes e teoremas, ou mesmo exibindo resultados
que, em principio, nao precisam ser associados ao mundo real, como foi o caso do
nimero complexo i = v/—1.

Por vezes, ao longo da Histéria da Matemética, pode-se notar um distanciamento da
matematica produzida pelos mateméaticos mais puristas - aqueles a quem a matematica
justifica-se em si mesma - em relagao & matematica dos que se fascinam pela busca
de padroes e regularidades numéricas presentes no mundo fisico. Neste nosso estudo,
queremos explicar tal distanciamento apresentando o nimero ®, que comumente é
representado como uma proporcao presente em diversas situagoes do mundo real, mas,

em algumas vezes nao se considera o fato de que, sendo este um elemento de um

11



12

conjunto, é carregado de propriedades ou proporciona resultados que sao gerais de
elementos de seu conjunto.

E notavel a grandiosidade de resultados aos quais o nimero ® se associa. Um dos
mais conhecidos é verificado na sequéncia de Fibonacci, cuja razao entre dois termos
consecutivos € um numero cada vez mais proximo de ® quanto maior for a ordem
dos termos tomados. Outra associacao é a histéria de que esse numero foi estudado
e utilizado em criagdes pelo artista renascentista Leonardo da Vinci (1452-1519), que
o considerava a propor¢ao divina, e por Roger Penrose (1931- ), fisico-matematico
inglés, professor emérito de matematica da Universidade de Oxford, em seus estudos
de ladrilhamento do plano.

Embora nao se possa omitir o carater entusiastico, quase magico, que o numero ¢
possa causar a seus admiradores, por ser relacionado a fendmenos naturais, construgoes
arquitetonicas ou obras de arte, muitas destas relagoes ou associagoes sao passiveis de
contestagoes, muitas vezes motivadas por fatores como imprecisoes de medidas ou o
simples encantamento por este nimero. Nao obstante a isso, neste nosso estudo, nao
nos enredaremos pelo caminho de discutir ou contrapor tais associagoes, mesmo nao
ignorando que muitas dessas associagoes podem ter sido feitas mais pelo excesso de
encantamento e menos pelo rigor matematico por parte daqueles que as fazem.

O numero ¢, aqui em nosso trabalho, sera apresentado a partir do enfoque estrita-
mente matematico, classificando-o como um niimero irracional e também como ntmero
inteiro quadratico do anel O(5). Nesse sentido, em nossa pesquisa, discorremos breve-
mente sobre o anel dos inteiros quadraticos, com a finalidade de mostrar que alguns dos
resultados aos quais ® se relaciona ou que produz, muitas vezes, nao lhe sao peculiares,
mas caracteristicas de demais elementos desse anel.

No decorrer de nosso trabalho, pesquisaremos e mostraremos, por meio da realizagao
de um apanhado de exemplos geométricos e algébricos, porque o ntimero ® ¢ muito
estudado por aqueles que se dispoem a desvenda-lo - admiradores, pesquisadores em
matematica, misticos, artistas entre outros. E, ainda, apresentaremos e exploraremos
alguns resultados gerais de nimeros do conjunto ao qual ® pertence. Para finalizar,

apresentaremos propostas de abordagens no Ensino Bésico.



1 O Numero ¢, ntimero de ouro ou

razao aurea

Neste capitulo apresentamos brevemente a histéria do Numero ®, discorremos sobre
algumas de suas aplicagoes sugerindo referenciais para aprofundamento de estudos e
apresentamos diversos exemplos aos quais este valor esta associado. Usamos como
referéncias [1], (3], [5], [6], [9], [10], [11], [12] , [15] e [17].

Uma referéncia muito antiga ao niumero ¢ ou ao ntimero de ouro aparece no livro
Os FElementos VI, de Euclides. Em seu livro, Euclides trata do problema de cortar
(ou seccionar) um segmento em extrema e média razao. Euclides, em [5], chama esse
problema de Euclides de Cortar a reta finita dada em extrema e média razao, e assim

0 apresenta:

Seja a reta finita dada AB; é preciso entao, cortar a reta AB em extrema e

média razao.

Fique descrito sobre a AB o quadrado BC, e fique aplicado a AC o parale-
logramo CD igual a BC, excedente pela figura AD semelhante a BC. Mas
o BC é um quadrado; portanto, também a AD é um quadrado. E, como o
BC é igual a CD, fique subtraido o CE comum; portanto, o BF restante é

igual & AD restante. Mas também é equiangulo com ela.

Portanto, os lados, & volta dos angulos iguais, dos BF, AD sao inversamente
proporcionais; portanto, como a FE esta para ED, assim como a AE esta
para EB. Mas por um lado, FE é igual & AB, e, por outro lado, a ED, &
AE. Portanto, como a BA esté para AE, assim a AE para EB. Mas a AB é
maior do que a AE; portanto, também a AE é maior do que a EB. Portanto,
a reta AB foi cortada em extrema e média razao no E, e o maior segmento

dela é o AE; o que era preciso fazer.

No Apéndice 1, faremos uma interpretacao desse problema.
Em linguagem e notacao atuais da matematica, o problema descrito por Euclides
consiste na ideia de que dado um segmento de reta AB, queremos encontrar um ponto

C' que o divida em duas partes (extrema e média). Isso se faz considerando que a
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C F H
A E B
G D

Figura 1.1: Corte do segmento AB em extrema e média razao

razao da medida do segmento AB para a medida do segmento AC seja igual a razio

da medida do segmento AC para a medida do segmento CB. Isto &, queremos C' tal

que:
AB AC
A_C’ — @. (1.1)
A c B

Figura 1.2: Razao durea do segmento AB

Para determinarmos a razao em questao, consideremos a figura 1.2, admitindo

AB =z e AC =y, teremos BC = x — y. Substituindo na equagao (1.1), obtemos:

2 —ay—y* =0. (1.2)

Resolvendo a equagao (1.2), colocando z em funcdo de y, encontramos as raizes

1++5 1—+5
= youzx=
2 2
AB

Substituindo cada valor de x, nés encontramos dois valores para a razao a0 Ao

T Y.

primeiro chamaremos ® e ao segundo ¢, de modo que:



15

AB _ x_1+V5 o
AC Yy 2 ’
AB_q;_l—\/g_
AC Ty~ 2 ¥

O valor positivo da razao ITel é chamado nimero de ouro, nimero aureo, razao
aurea ou divina propor¢ao. De acordo com Livio [9, p.16] atribui-se a esse nimero o
nome da letra grega F'i (®), nome dado pelo matematico Mark Barr no inicio do século
XX, motivado por ser a primeira letra do nome do escultor grego Fidias (490-430 a.C.),
que fazia o uso frequente de Fi (ou ®) em seus trabalhos. Desde entao este nome ® é o
mais comum encontrado na literatura matematica, embora também seja usado Tau ou
7, outra letra grega. Ao longo de todos os nossos estudos, vamos nos referir ao nimero
de ouro simplesmente como nimero &.

Apresentaremos, a seguir, alguns dos resultados nao s6 geométricos, mas também
algébricos, baseados no niimero de ouro. Resultados estes que, ao longo da Historia,
intrigaram ou causaram certo fascinio a matematicos, artistas e a tantos outros seus
admiradores.

. . AB _ . L : =

Ambos os valores obtidos para a razao —— sao irracionais, e ainda tem-se ¢ = ® e

AC

® 4+ =1, isto é, e seu conjugado tém soma constante igual a 1. Com ferramentas
computacionais ¢ possivel calcular & com um grandioso nimero de algarismos deci-
mais. De acordo com [9], até onde se calculou, concluiu-se que ® e ¢ tém os mesmos

algarismos decimais :

1
¢ = +2\/3 = 1,6180339887498948482045868343656381177203091 - - -

— 1—
¢ = 2\/5 = —0,6180339887498948482045868343656381177203091 - - -

1 5 —
5 e seu conjugado ¢ =

Embora pareca surpreendente o fato de que ¢ =

1= V5

tenham as mesmas sequéncias de algarismos decimais, isso nao é nenhum

resultado particular do nimero ®. De fato, tomemos « e @ tais que:

VT

= 1+ - = 2,322875655532295 . ..

T = 1- g — 0, 322875655532205 . .

Héa intiimeros problemas mateméaticos em que aparecem o nimero ®. Alguns deles
apresentamos a seguir em nossa pesquisa e outros poderemos encontrar em [3], [6],

[14] e em diversas outras fontes. E possivel ainda encontrar na literatura cientifica
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diversos autores que sustentam a associagao do niimero ® com fendmenos biologicos e
aplicagoes do mesmo na arte, arquitetura e em proporc¢oes de medidas humanas e de
outros seres. Dentre eles podemos citar [3], [9] e [14]. Visando discutir tais aplicagoes,
em [10], Markowsky apresenta uma série de argumentos acerca das mesmas. Segundo

ele, a respeito das publicagoes sobre o ntimero ®:

"Geralmente, suas propriedades matematicas sao corretamente apresenta-
das, mas muito do que é apresentado sobre a razao durea na arte, arqui-
tetura, literatura e estética é falso ou seriamente enganoso. Infelizmente,
afirmacoes sobre o nimero de ouro tornaram-se senso comum e sao ampla-
mente repetidas. Mesmo recentes livros didaticos do ensino médio trazem

muitas informacoes falsas sobre o niimero de ouro.

Seria necessario um grandioso livro para documentar toda a desinformagao
sobre a proporc¢ao aurea, muitas das quais sao simplesmente repeticao dos

mesmos erros por diferentes autores."

Nesse artigo Markowsky apresenta e discute equivocos trazidos na associacao de ® a
constru¢ao de monumentos historicos como a piramide de Quedps no Egito, o Partenon
na Grécia e a sede da ONU nos Estados Unidos da América; na aplicacao de ¢ na arte
de Leonardo Da Vinci e de Virgilio (em a Eneida); na concepgao de que o retangulo
aureo € esteticamente mais agradavel e de que o mesmo compoe as proporcoes do corpo
humano.

Embora discutir profundamente as associacoes de ® com a arte, a arquitetura, a
biologia ou outros campos de conhecimento possa trazer grande contribuicao ao de-
senvolvimento da matemaética do nimero de ouro e suas aplicagoes, aqui em nossos
estudos nao nos enredaremos por este caminho. O aprofundamento de argumenta-
¢oes nesse sentido pode ser encontrado em [6], [10], [11] entre outras referéncias. Em
nossa pesquisa nos restringiremos a apresentacao, na forma de exemplos, de alguns dos
resultados com o numero ®, que tem por objetivo investigar e explorar com rigor a

matemaéatica desse nimero.

Exemplo 1.1. Com régua e compasso é possivel seccionar um segmento AB por um

ponto M, obtendo a razao aurea, como na figura 1.3. O procedimento é o seguinte:

(i) Trace BC perpendicular ao segmento AB, tal que o comprimento BC seja igual

a metade do comprimento AB;
(ii) Ligue o ponto A ao ponto C, determinando o triangulo ABC' retangulo em B.

(iii) Com centro em C, trace a circunferéncia de raio BC, determinando o ponto N

em AC.

(iv) Com centro em A, trace a circunferéncia de raio AN, determinando o ponto M
em AB.
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Figura 1.3: Secdo aurea de um segmento AB com régua e compasso

— AB
Dessa forma, M é o ponto que determina a se¢ao aurea de AB, ou seja, BV .

Em seguida, provamos este fato.
Considerando a figura 1.3, temos AB = x, AM = AN e BC = NC = g Usando
o Teorema de Pitagoras, obtemos:

2
A32+302:A02;»A02:x2+(§) iAC:%B.

Logo, temos as medidas AM e M B:

AM:AC-NC;»AM:%-%:AM:%(ﬁ—n,

5
MB=AB— AM = MB =z — (%—%) ;»MB:%(:%—\/S).
Portanto, calculando a razao %, concluimos:

LR TS W PRV SN (1.3)

AM 3
MB g(g)_\/g) 3—5 2

Exemplo 1.2. Podemos relacionar os valores ® e seu conjugado ® = varphi, verifi-

cando que o inverso de um ¢ igual ao oposto do outro, ou seja,

1+v5 1 2 1—+5 1

o = = — = = =—p===—p. 1.4
1 5
Voltando a equagao (1.2) admitindo y = 1, podemos escrever & = +2\/_ como
raiz da equagao quadratica
P —d—-1=0. (1.5)

Exemplo 1.3. A partir da equagao (1.5), podemos escrever ®* = &+ 1, o que significa
que o quadrado de ® ¢é igual a ele proprio mais uma unidade:
1++/5 3+56

1=
2 + 2

P? = (1.6)
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Como ®? = & + 1, obtemos ® = /1 + ® e, usando recursivamente este resultado,

podemos escrever:

P = L+¢L+¢1+V1+¢TITT (1.7)

Exemplo 1.4. Dividindo por ¢ ambos os membros da equagao (1.5), concluimos que

o nimero P ¢ igual a seu inverso somado com 1:

d+1 1
=" =1+ =, 1.8
% +3 (1.8)

Dai, usando o exemplo anterior, teremos:
dP=d—1=9? (1.9)

Ou seja, o nimero ¢ é tal que o seu inverso ¢ igual ao seu quadrado. Usando

recursivamente o resultado ® =1+ 3’ podemos escrever ¢ como a fragao continua:

1
O=1+

1
1
1

1+
1+
1+

1
14+ —

Generalizaremos os resultados dos exemplos 1.3 e 1.4 nas proposicoes 3.5 e 77 do

capitulo sobre inteiros quadraticos.

Exemplo 1.5. Consideremos o problema de construir um retangulo ABCD tal que
retirando-lhe o quadrado AEF D reste o retangulo EBCF semelhante ao primeiro,
como na figura 1.4. Mostraremos que, nesse caso, a razao do comprimento do retangulo
ABCD para o comprimento do retangulo EBCF é ®.

Seja AB = x o comprimento do retangulo maior e BC' = y o comprimento do
retangulo menor, assim teremos FB = z — y. Logo, tem-se a mesma equagao (1.2) do

problema original de Euclides:

AB BC T Y 9 2
el = 7’ — —y* =0. 1.10
BC EB y -y . Wy ( )

Resolvendo essa equacao para x e substituindo, temos, portanto, A—B = ¢. Costuma-
se chamar um retangulo em que a razao comprimento/largura é exatamente ¢ de re-
tangulo de ouro ou retdngulo dureo.

Considerando ainda a figura 1.4, retirando o maior quadrado do retangulo &u-
reo EBCF, obteremos GHCF também aureo. Repetindo o processo infinitas vezes,

obteremos retangulos aureos cada vez menores. Apods alguns passos desse processo,
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Figura 1.4: Retangulo dureo

produziremos a figura 1.5. Uma propriedade destacavel dessa figura é que, escolhendo
dois retangulos, um maior e outro imediatamente menor que ele, suas diagonais sempre
irdo se cruzar em um mesmo ponto (apresentamos a prova deste fato no Apéndice 5.2).

Segundo [9], o matemaético Clifford A. Pickover sugeriu chamar esse ponto de O Olho
de Deus.

D F C
/ H
G

A E B

Figura 1.5: Sucessao de retangulos aureos - O Olho de Deus

Exemplo 1.6. A partir de um quadrado qualquer, usando dobraduras, é possivel
produzir um retangulo aureo. Isso ¢ ilustrado na figura 1.6.

Descrevemos a construcao na figura 1.6:
(1) dobramos o quadrado ABC'D ao meio, obtendo EF;

(2) dobramos para obter a diagonal AF;
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(1) () 3) @) &)
5 7 @ . . A
! / L
i / 16 il 4G H G
- - > : - 7| =B / =D
| \/\ -
& T
A 3 B A A B A B

Figura 1.6: Dobraduras para construir um retangulo aureo a partir de um quadrado

qualquer

(3) fazendo AB coincidir com AF, bissectamos o angulo FAB, obtendo AG;
(4) dobramos para tras o retangulo HGCD obtendo o retangulo aureo ABGH.

Devemos provar que o retangulo resultante ABGH é dureo, o que equivale a provar

AB
que e ®. Sejam x a medida do lado do quadrado ABC'D e 6 a medida dos angulos

FAG =GAB, com 0 < 6 < g Segue dai que:

FE
AE

sen 20 B

tg 20 = RN —
& cos 20

(1.11)

vlg| 8

Substituindo as relacoes sen 20 = 2senf cos e cos 20 = cos? § — sen? § na equacio
(1.11), temos:
2sen d cos 6
%:2©sen29+sen9c089—00329:0. (1.12)

Dividindo a equagao (1.12) por cos? # obtemos a equacao:

tg?0 +tgd — 1 =0. (1.13)
-1 5
Resolvendo (1.13), finalmente obtemos tg 6 = +\/_, e dai segue que:
-14++v5 BG _AB 2
te ) = = & = ) 1.14
& 2 AB "~ BG 1+ (1.14)
1 5

Racionalizando o denominador dessa tltima fragao, obtemos BE = +2\/_, o que

conclui a prova de que o retangulo ABGH ¢é aureo.

Exemplo 1.7. Na construcao das diagonais do pentagono regular, as diagonais se
intersectam em um ponto que divide o comprimento de cada uma em extrema e média
razao, ou também na propor¢ao de ouro. Podemos mostrar isto da maneira que segue.

Um poligono regular possui lados congruentes e angulos internos congruentes e, em
consequéncia, tem também suas diagonais com mesmos comprimentos. Além disso,
a soma de seus angulos internos ¢é igual a (n — 2)180°, onde n é o nimero de lados.

Consideremos o pentagono regular ABCDFE da figura 1.7. A soma das medidas de
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seus angulos internos é igual a 540°, de modo que cada angulo interno terd medida
igual a 108°.

Figura 1.7: Pentagono regular

Tracemos duas das diagonais: AC' e AD, obtendo AAED, AADC e AACB. Para
os triangulos AAED e AACB, temos AB = AE, BC = ED e ZABC = ZAED =
108°, o que nos faz concluir que AABC e AAED sao triangulos congruentes pelo caso
lado-angulo-lado.

Logo, como AD = AC', concluimos que o triangulo AADC' é isosceles, donde resulta
que ZDAC = 36°. Seguimos tracando a diagonal BD encontrando AC em F', essa
é ainda a bissetriz de ZADC'. Resulta, entao, que ABCD ¢é isosceles de base BD.
Concluimos enfim que sao semelhantes os triangulos AAC'D e ADFC' e, além disso, o
tridangulo AAF' D é isésceles de base AD.

Tomando AC = z e DC = y teremos F'C' = x — y, isso nos permite escrever a

seguinte relagao:

AC DC =z Yy 9 9
DC FC:> Y x—y:>x -y =0 (1.15)

Comparando as equagoes (1.15) e (1.2), concluimos que o ponto de intersec¢ao das
diagonais do pentagono regular divide cada uma delas em extrema e média razoes, ou
seja, na razao —— = ®. Além disso, a razao entre a medida da diagonal e a medida

do lado ¢ também igual a .

Exemplo 1.8. Ao tragarmos todas as diagonais de um pentagono regular, a figura
obtida tem um formato estrelado conhecido como pentagrama. Ao fazermos isso, e
também quando tragamos as diagonais de um decagono regular, ficam determinados

varios triangulos isosceles de dois tipos: o primeiro com angulos de 36°, 72°, 72° que
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chamaremos de tridngulo acutingulo de ouro, e o segundo com angulos isosceles 108°,

36°, 36° que chamaremos de tridngulo obtusdngulo de ouro. Isso é ilustrado a figura
1.8.

(a) Pentagono (b) Pentagrama

36° 72

(¢) Decagono

Figura 1.8: Poligonos que exibem triangulos de ouro

No tridngulo acutdngulo de ouro da figura 1.9, a bissetriz do angulo de 72° o divide
em outro triangulo acutangulo semelhante ao original e um tridngulo obtusingulo de
ouro. De modo analogo, ainda nesta mesma figura, para o tridngulo obtusdngulo de
ouro, quando seccionamos o angulo obtuso obtendo um de 72° e outro de 36° aparecem
dois triangulos, um obtusangulo semelhante ao original e outro acutdngulo de ouro.

Tanto o triangulo acutangulo como o triangulo obtusangulo da figura 1.9 recebem
a denominacgao de ouro porque, em cada um deles, a razao da medida do maior lado
para a medida do menor lado é o nimero ®. Provemos isso.

De fato, considerando a figura 1.9, no retangulo acutangulo temos AB = BD =
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36°

Y D z—y
(a) Acutangulo (b) Obtusangulo

Figura 1.9: Triangulos de ouro

CD =y, BC =x e AD = x — y enquanto no retangulo obtusangulo temos AB =
BC =CD =y, AC =xe AD = BD = x—y. Para cada um deles podemos estabelecer
a semelhanca AABC ~ AADB. Logo, temos:

AB AC Yy x 9 9
_ _x oy — 1 = 0. 1.1
D AB:>J:—y y:>:c xy—y =0 (1.16)

Novamente obtivemos a equagao (1.2), o que nos leva a concluir que a razao da medida

do lado maior lado para a medida do lado menor no tridngulo de ouro ¢, de fato,

AC
— = .
AB

O exemplo seguinte ¢ uma adaptagao do que se encontra em [1].

Exemplo 1.9. Considere um triangulo retangulo de hipotenusa e catetos com medidas
respectivamente iguais a a, b e c. Em seguida, sobre a hipotenusa e catetos construimos
os retangulos aureos de alturas respectivamente iguais a x, y e z, como na figura 1.10.
Entao, é verdadeira a seguinte afirmacao: a area do retdngulo construido sobre a
hipotenusa a é igual a somas das areas dos retangulos construidos sobre os catetos b e
c.
De fato, como o tridngulo ABC é retangulo, entao vale o Teorema de Pitégoras.
Assim temos:
a® =b+ . (1.17)

Como os retangulos construidos sobre os lados do triangulo sao aureos, significa

que, para cada um deles, a medida do comprimento dividida pela medida da largura é
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a

C b A =z

)

Figura 1.10: Triangulo retangulo de ouro

igual a P, isto é:

(a
— =2
@ )
b
e_b_c_ g 00, (1.18)
r Yy =z P
C p—
L 6 = z.
Reescrevemos a equagao (1.17), obtendo:
a2:l)2—i-02:>a-2:b-£+c-E (1.19)
P d o '
Finalmente, substituindo os resultados de (1.18) em (1.19), obtemos:

ar = by + cz. (1.20)

Portanto, a area do retangulo dureo construido sobre a hipotenusa ¢é igual & soma

das areas dos retangulos aureos construidos sobre os catetos.

Exemplo 1.10. Consideremos as fungoes seno, cosseno e tangente definidas no inter-
valo (O, g)

As funcoes seno e tangente tém o mesmo valor na origem x = 0. A equagao
senx = cosx tem como solucao x = %, isto é, quando tgx = 1. Queremos resolver a

equacao cosx = tg x e, para isso, usamos a identidade sen? x + cos?z = 1, obtendo:

senx

cosr =tgx = cosx = = cos’r =senw = 1 —sen’z = sen z. (1.21)

COST



25

16—
1.4 1
fai

tanix)

sinis)

o

0.8 4+
064
0.4 4+
ozl

04
n.z
0.4
0.6
0.5

ral g

™

Figura 1.11: Graficos: seno, cosseno e tangente para angulo de 0 a 3

Chegamos, entao, a equagcao:
sen’z +senz — 1 = 0. (1.22)

Resolvendo essa equagao para sen x tem-se dois valores possiveis:

senx:—<1+2\/g> :—<I>0usenx:—<1_\/g) =—d=0q—1.

2

T
O primeiro desses valores é negativo e, portanto, x nao pertence ao intervalo [0, —].
Ja o segundo valor nos mostra que x é o valor cujo seno é $—1, ou seja z = 0,66623943...

radianos ou x = 38, 1727076... graus.
A seguir, apresentamos duas propriedades relacionadas ao nimero de ouro.

Propriedade 1.1. Considere os inteiros consecutivos n, n 4+ 1,n + 2. Entao é sempre
verdade que ®" + d"+1 = P2,

Demonstragao. De fato, da equagao (1.5) temos ®* = 1 + @, logo:

P" 4 " = " (1 + ) = "2,
2
<]

m
Propriedade 1.2. A soma de todas as poténcias de & com expoentes inteiros negativos
¢igual a . Isto e, Y 2 & = .
Demonstragdo. Seja S =3 >~ & =& 1+ 24 &3 + ... Multiplicando por @,

obtemos:

SO = 1+ +d 2400 ...
s
S = 1+8. (1.23)
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Resolvendo a equagao (1.23) para S e, a partir da equacao (1.5), escrevendo ®?—® =

1, temos que:
1 _<I>2—<I>_<I>(<I>—1)_(I)
-1 -1  d-1

Portanto, S =), &7 = ®. O

S:

Para finalizar este capitulo de nossa pesquisa, apresentamos, a seguir, a espiral

logaritmica, que se assemelha com uma espiral construida a partir da figura 1.5.

1.1 Espirais

Uma espiral no plano é a uma curva descrita por um ponto P que descreve dois
movimentos em relacao a um ponto fixo @), isto é, P gira ao redor de () ao mesmo

tempo que se aproxima (ou se afasta) do mesmo.
Definigao 1.1. A espiral logaritmica € a curva (figura 1.12) cuja equagio polar é
r = ae”, (1.24)

onde r € a distincia do ponto até a origem O, também chamada de raio (7' = 073),' 0

€ o dangulo que OP faz com o eixo x; a e b sao constantes arbitrdarias.

Figura 1.12: Espiral logaritmica

Uma propriedade interessante da espiral logaritmica é o fato de que qualquer reta
que passe pela origem formara com as retas tangentes a ela nos pontos de intersegao,
um angulo de medida constante. A partir desta propriedade, podemos construir uma
espiral logaritmica tomando varias retas concorrentes em um tnico ponto (origem),
escolhe-se um raio inicial e, em sua extremidade, traga-se o segmento perpendicular
até que este atinja a proxima reta, em seguida, partindo do ponto de interse¢ao traga-se

o novo segmento também perpendicular até que este atinja a proxima reta e repete-se
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o procedimento indefinidamente. A medida que o numero de retas tender a infinito,

a sequéncia de segmento perpendiculares tendera a espiral logaritmica, como sugere a
figura 1.13, extraida de [15].

-.1\ ‘ll \ 'all' .':
'“_-.-F-. .": || " J'%‘\
# \ F_." ! \\ o "II ',. \\
# [ | ] §
' | ! %

Figura 1.13: Construcao da espiral logaritmica

Tomando-se um retangulo dureo como a figura 1.5, é possivel obter uma curva que
se assemelha & uma espiral logaritmica. Para isso, em cada quadrado tragamos um
quarto de circunferéncia de raio igual & medida do lado do quadrado e o centro é um
dos vértices do quadrado correspondente, como sugere a figura 1.14. Nesse caso, o
centro da espiral é o ponto de encontro das diagonais - O Olho de Deus ( figura 1.5) -

e a espiral obtida serd chamada espiral durea.
.

-

D

N

Figura 1.14: Uma espiral no retangulo aureo

De modo anélogo, também podemos construir curva semelhante a espiral logarit-

mica nos tridngulos aureos acutangulo e obtusangulo. A figura 1.15 mostra uma espiral
no triangulo aureo acutangulo.
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Figura 1.15: Uma espiral no triangulo aureo



2 A sequéncia de Fibonacci e suas

relacoes com o nimero ¢

Neste capitulo, fazemos um breve historico de Fibonacci, apresentamos a sequéncia
de Fibonacci, definimos sequéncia de recorréncia linear homogénea de segunda ordem
e estudamos alguns resultados ou exemplos que relacionam a sequéncia de Fibonacci
com o nimero P.

As referéncias para os nossos estudos neste capitulo sao [3|, [7], [8], [9], [12], [14],
[15] e [17].

2.1 Leonardo de Pisa e a sequéncia de Fibonacci

Figura 2.1: Leonardo de Pisa (1170-1250) - Fibonacci

Leonardo de Pisa (1170-1250) foi um matematico italiano, nascido na cidade de
Pisa. Viveu um tempo com seu pai, Bonaccio, um funcionario do comércio e alfandega

na cidade de Bugia, norte da Africa, onde atualmente é a Argélia. Segundo [9]:

O apelido Fibonacci (do latim filius Bonacci, filho da familia Bonacci, ou
"filho da boa natureza") foi provavelmente introduzido pelo historiador de
matemética Guillaume Libri numa nota de rodapé em seu livro Histoire

des Sciences Mathematique en Italie (Historia das ciéncias matematicas na

29



Leonardo de Pisa e a sequéncia de Fibonacci

30

Italia, de 1838, embora alguns pesquisadores atribuam o primeiro uso do

nome Fibonacci a matematicos italianos do século XVIII.

Fibonacci foi educado entre os muculmanos do Norte da Africa, onde conheceu o
sistema indo-arabico de escrita dos numeros. Retornando a Italia, em 1202, publicou
sua obra entitulada Liber Abacci, que trazia grande parte de todo o conhecimento da
teoria de niimeros e da algebra até sua época [9]. Essa obra foi a precursora da introdu-
¢ao do sistema de numeragao indo-arabico na Europa e pelo posterior desenvolvimento
da &lgebra e da aritmética no mundo ocidental, sendo assim, uma grande influéncia
para o desenvolvimento da Matematica no Ocidente |7, p.27].

Na obra Liber Abacci, encontra-se o mais famoso dos problemas propostos e resolvi-
dos por ele. Originalmente escrito em latim, é chamado Quot paria coniculorum in uno
anno ex uno pario germinentur. Conforme encontramos em |9, p.116], esse problema é
conhecido como problema dos coelhos de Fibonacci sendo apresentado no capitulo XII

do Liber Abaci:

Um homem pos um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados
por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse
par em um ano se, supostamente, todo més cada par d4 a luz um novo par,

que é fértil a partir do segundo més?

A solugao apresentada por Fibonacci é a seguinte: no comego (més um) ha apenas
um casal nao fértil. No més dois ha ainda um casal (agora fértil); no més trés ha um
casal mais o novo casal de filhotes, totalizando 2 casais. No més quatro ha o casal
inicial, mais o casal nascido no més anterior e mais um novo casal, completanto trés
casais. E assim em diante, conforme a tabela 2.1 e figura 2.2:

Notadamente obtem-se que o nimero de casais em cada més é igual ao nimero de
casais do més anterior acrescido dos casais nascidos no més em questao. Portanto, ao
fim de um ano (12 meses) havera 144 casais.

A figura 2.2 ilustra o crescimento do niimero de coelhos do problema.

A sequéncia de valores de cada més 1,1, 2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, - - - é ampla-
mente conhecida como a Sequéncia de Fibonacci. Chamamos de F),, para n € N, o
seu termo geral. Existem muitos problemas ou situagoes em que tal sequéncia aparece.

Mostramos um deles nos exemplo a seguir.

Exemplo 2.1. Para subir uma escada, uma crianca pode subir um degrau de cada
vez ou, no méaximo, dois degraus por vez. Seja C,, o niimero de maneiras que a crianga
pode subir uma escada de n degraus. Queremos determinar o valor de C,,. Se n =1,
sO existe uma maneira da crianca subir, ou seja, C; = 1. Se n = 2, a crianga podera
subir um por vez ou os dois de uma vez, resultando Cy = 2. Se n = 3, as maneiras de
subir serao: 1+1+1,1+20u22+1,isto é, C3 =3. Sen =4 temos 1+1+1+1; 14+1+2;
14+2+1 e 2+1+1; 2+2,0u seja, Cy = 5. Se n = 5 temos 14+1+1+1+1; 1+1+1+2;
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Meés | Numero de casais | Numero de casais | Total de casais
do més anterior recém-nascidos no cercado
1 0 1 1
2 1 0 1
3 1 1 2
4 2 1 3
5 3 2 5)
6 5 3 8
7 8 5 13
8 13 8 21
9 21 13 34
10 34 21 55
11 55 34 &9
12 89 55 144
Tabela 2.1: Problema dos coelhos de Fibonacci
=(Casal fertil
i = Casalimaturo g 1
z - 1
3 z
4 g 3
= L= =1
& = - o =]
7 - - 13

RUALLRRANA

T

Figura 2.2: Crescimento do nimero de coelhos do problema de Fibonacci

T ™

1+14+2+1; 14241415 244141415 14242; 24142 e 24+2+1; totalizando C; = 8. Se
n =6 temos 1+1+1+1+14+1; 14+14+1+1+2; 1+1-+14+2+1; 14+142414+1; 14+2+1+1+1;
241414141 T+14+242; 14241425 1424241 242+1+1; 2414142 e 242+2; to-
talizando Cy = 13. E assim em diante, de modo que a sequéncia de resultados é

1,2,3,5,8,13,---, ou seja, temos a sequéncia Fibonacci para F} =1 e Fy = 2.
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Voltando a sequéncia de Fibonacci para o ntimero de coelhos, temos que, definidos o
primeiro termo F; = 1 e F, = 1, cada termo, a partir do terceiro, é igual a soma dos dois
imediatamente anteriores. Isto é, partir do terceiro termo, cada termo é uma funcao
dos dois termos anteriores. Essa caracterizacao para sequéncia é o que apresentaremos

em seguida como recorréncia.

2.2 Recorréncias

Uma sequéncia de nimeros reais é uma n-upla (x1, as, 3, x4, 5, - - - ), em que a cada
valor ¢ € N associamos o termo a;. Uma sequéncia é dita sequéncia de recorréncia (ou
simplesmente recorréncia) quando cada termo é definido como fungao de termos anteri-
ores. Assim, se (z,) é um sequéncia de recorréncia tal que a,, = f(x1, T2, 23, ,Ty_1),
para que ela fique bem definida é necesséario que conhecamos os n — 1 termos iniciais e,
ainda nesse caso, se (z,,) ¢ uma fungao de k termos anteriores, entdo nos a chamamos

recorréncia de ordem k.

Definicao 2.1. Uma recorréncia linear de sequnda ordem homogénea, com coeficientes

constantes, € uma equacao do tipo
Tpto + PLpgr + gz, = 0,

com q # 0. A cada recorréncia deste tipo associamos a equagao

r? 4+ pr+q=0. (2.1)

Essa equagao é chamada equagao caracteristica da recorréncia e, em particular, se

q # 0 significa que zero nao € uma raiz dessa equagao.

A sequéncia de Fibonacci 1, 1,2, 3,5, 8,13, 21, 34, 55,89, 144, - - - é tal que cada termo,

a partir do terceiro, € uma funcao dos dois termos imediatamente anteriores, isto €,

Fn+2 = Fn+1 —|— Fn, (22)
com n > 1. Sendo assim, ela é uma recorréncia de sequnda ordem.

Teorema 2.1. Se 1| e ry sdo raizes da equagdo caracteristica r* + pr +q = 0, entdo
T, = Arl+ Bry € solugao da recorréncia x4+ pToi1+qr, = 0 para quaisquer valores

reais das constantes A e B.

Demonstragao. Basta substituirmos x,, = Ar] + Br} na recorréncia e, apds realizar

algumas manipulacoes algébricas, o resultado é concluido:

(Ar?™2 4+ Brit?) 4+ p(Art™ 4+ Brith) + q(Ar? + Bry) =
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= Arirl 4 Briry + pAryr! + pBrory + qAr? + qBry =

= \(rf +pri + qu)lAr? + (r3 + pry + qrg)/Br;L = 0.
0 0

]

2

A equagao caracteristica correspondente & recorréncia (2.2) é r* = r + 1 e suas

1++/5
5
Desse modo, a solugao geral da recorréncia é:

F=A (1 *2‘/5) +B (1 _2\/5> . (2.3)

2.3 Relacoes entre ¢ e a sequéncia de Fibonacci

raizes sao

Uma relacao entre ® e a sequéncia de Fibonacci pode ser obtida determinando os
valores de A e de B a partir da equagao (2.3). Faremos isso tomando Fy = F; = 1, o

que nos leva ao sistema de equagcoes:
A+ B =1,
1 5 1—+v5
A( +2f> +B( 2\[> ~1.

V5+1 5 V5 —1

e B = , 0 que nos conduz a

25 25

F_L 1+\/5 n+1_L 1_\/5 n+1
RV AN Vi 2 '

Se tomassemos o primeiro termo da sequéncia de Fibonacci como F; = 1, ao invés

Resolvendo esse sistema, temos A =

solucao geral:

de Fy = 1, como fizemos anteriormente, teriamos F; = F5 = 1 e terfamos:
1 5 1—+5
ALt V5 B A L
2 2
145\ 1—v3\
A( +2 >+B< _2 ):1.

Nesse caso, os valores das constantes sao A =

1
B = ———, resultando na solugao

1
V5 V5

N AN IEAY
() LA

Segundo Mario Livio [p.128], a equacao (2.4), aparentemente, ja era conhecida por

geral

Leonard Euler (1707-1783) e também pelo matematico francés Abraham de Moivre
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(1667-1754). No entanto, foi redescoberta pelo mateméatico Francés Jacques Phil-
lipe Marie Binet(1786-1856), ficando, assim, conhecida como férmula de Binet para
a sequéncia de Fibonacci.

Na equagio (2.4), aparecem o nimero de ouro ® e seu simétrico inverso —®~1, de

modo que ela pode ser reescrita assim:
q)n _ (_1)71(1)—71
G '

F, = (2.5)
o+
V5

Notemos que se n for impar teremos F, = , € se n for par teremos

on —
\/5 .

Finalmente, podemos concluir, ainda da equagao (2.5), que ha uma evidente relagao

F, =
entre o numero de ouro ¢ e a sequéncia de Fibonacci. Exploraremos essa rela¢gao nos
exemplos e proposicoes a seguir

Exemplo 2.2. Multiplicando sucessivamente a equagao (1.5) por ® e usando recursi-

vamente o valor ®* = ® + 1, obtemos as poténcias de ®:

P2 =>4 1
3 =20 +1
Ot =3P +2
®° =5+ 3
6 =8D + 5
O" =130 +8
P8 =219+ 13

Observemos que cada poténcia é um miultiplo de & mais um nimero natural. No se-
gundo membro de cada equagao, de cima para baixo, podemos notar que os coeficientes
de ® formam a sequéncia 1,2,3,5,8,13,21,--- enquanto os coeficientes independen-
tes de ®, também de cima para baixo, formam a sequéncia 1,1,2,3,5,8,13,---. A

proposicao seguinte generaliza estes resultados.

Proposicao 2.1. Seja F,, o n-ésimo termo da Sequéncia de Fibonacci, entao, para
todo natural n > 2, tem-se:
" =F,d+ F, ;. (2.6)

Demonstragdao. Faremos por indugao sobre n. Da equacao (1.5) sabemos que ®* =
® + 1, ou seja, a proposicao é véalida para n = 2. Admitamos, entao, por hipotese de
inducao, que é vélida para n, isto é, " = F,® + F,,_;. Vamos provar que é valida para
n+ 1.

Multiplicando ambos os membros de ®" = F,,® + F,,_; por ®, obtemos:

P = F,0% + OF,_;. (2.7)
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Em seguida, substituimos ®? = ® 4 1 e usamos o fato de que, para a sequéncia de
Fibonacci, vale F,,_1 + F,, = Fy,41:

" = F(®+1)+DF,
= F,o+ F,+®F,,
= O(F,+F,1)+F,

R e

Fn+1

- q)Fn+1 +Fn

Logo, a proposicao é verdadeira para n+ 1. Portanto, é valida para todon > 2. [

A proposigao 2.2 traz outro resultado que associa o niimero ® a sequéncia de Fibo-

nacci.

Proposicao 2.2. Sejam F,, e F,.1 termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci,
entao

n—oo F,

= . (2.8)

Demonstracao. Tomemos " = F,® + F,,_1, entao podemos escrever F), e F,, 1, res-

pectivamente, da seguinte forma:

o — F, 4 1

F, = ——="—==—("—F,1),

® <1>( v
(I>n+1_F 1

o = — " (" —F).

et P <1>( )

Fazemos o quociente e, em seguida, multiplicamos o numerador e o denominador

da expressao obtida por E:

G E

Fopy Y —-F, —g  ® &
F,  ®"—Fy " -Fe o Bl
(I)n (I)n

Nesse ultimo resultado observemos que ®" cresce indefinidamente quando n tende

F, F,_
a infinito, j4 que ® > 1. Assim, ambas as razoes — e ——
Pn Pn

convergerl para Zero.

Portanto, resta concluir que:
Fn+1

n

lim

n—oo

= . (2.9)
m

Proposicao 2.3. Sejam F,, e F,, .1 dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacct

e k um niamero real ndo nulo. Entao, tem-se:

7. lim ki

=
n—oo kF,
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Demonstragao. O primeiro resultado ¢ imediato pois

— Fn+1
= l11m

= .

Para provar a segunda parte, tomemos ®" = F,® + F,,_;, de modo que ®"*! =

F,1® + F,,. Isso nos permite escrever:

(I)n—i-l _ Fn
Fo+ k= % + k,
o — F, 4
Fo+k=—"—"+kEk.
+ > +
. Fn+1 + k e v, .
Fazendo o quociente Tk e dividindo o numerador e o denominador por ",
teremos: !
E, k
Foor+k O —F+kd 75 T e (210
F,+k _<I>"—Fn_1+k:<1>_1_Fn_1_ k '
on Q)n—l
{ 3 Fn 1+k _
Portanto, concluimos que n11_>rrolo ﬁ = . n

E possivel estabelecer muitas relagoes entre os termos da sequéncia de Fibonacci.

No exemplo a seguir, apresentamos uma delas e outras podemos encontrar em |3].

Exemplo 2.3. A soma de um numero impar de produtos de dois termos consecutivos
da Sequéncia de Fibonacci é sempre igual ao quadrado do maior ntimero do tltimo

produto somado, isto &, sendo F,, o termo de ordem n, com n € N — {0} tem-se:
1-14+1-24+2-34+3-5+4---Fy_y- Fop = Fa, (2.11)

onde k € N — {0}.

Para provar esse resultado, faremos inducao sobre k. Comecamos notando que se
k = 1, a relagdo é verdadeira pois F} - F, = 1-1 = 12 = F?. Suponhamos, por hipotese
de indugao, que a relacao seja verdadeira para £ > 1 e provemos que ela é ainda
verdadeira para k + 1. Fazemos isso partindo do primeiro membro da relagao (2.11) e
acrescentamos os proximos produtos, lembrando que devemos ter um quantidade par
de parcelas. Segue dai que:

L-1+1-24 - Fopq - Fop+Fo - Fopr + Fopr - Fopr =

2
F2 k

= F5 4 Fop - Fopr + Fopyr - Fopyo =
= F3 4 Fopp1 (Fop + Fapga). (2.12)
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Agora, usando a relacao F,_ | + F,, = F, e fatoragao, temos:
Fy + Fop1(For + Forgg2) = Fop 4 Fop1 (For + For + Fogqr)
= Fy + 2 Fop1 + Faiy
= (Fo + F2k+1)2
= Fy.o (2.13)

Portanto, sendo valida para k a relagao é também valida para k+1, donde se conclui

que é valida para qualquer k£ > 1.

A propriedade mostrada no exemplo anterior pode ser visualizada geometricamente.
Para isso tomaremos o produto de cada dois termos consecutivos da sequéncia de
Fibonacci como a area um retangulo e justapomos todos os retangulos de modo a
obter a figura 2.3.

2 1 3

13 8

Figura 2.3: Justapondo retangulos com areas iguais a produtos de termos consecutivos
da sequéncia de Fibonacci

E interessante notar que, se a figura formada pelos retangulos é um quadrado de
lado F), e acrescentamos outro retangulo de lados F), e F),11, obtemos um retangulo
de lados F, e F, + F,11, ou seja, partimos do quadrado de area F? e chegamos ao

retangulo de area F, (F, + F,41), como ilustramos a seguir:

F?2 — F? + F,F,y =F,(F,+ F,1)
~~ ~~ —_ Y———
quadrado quadrado retangulo retangulo

Por fim, analisando a razdo comprimento/largura do retangulo da figura 2.3, quando

n cresce indefinidamente, temos:

F,+F, R
lim 22y i e (2.14)

n—o0 n n—oo n



3 Inteiros quadraticos e o nimero ¢

Neste capitulo, propomos estudos mais sofisticados de ®. Isso se da a partir de
um pequeno estudo dos inteiros quadraticos, apresentando defini¢oes, resultados e te-
oremas a respeito dos mesmos. Aprofundando nos estudos, mostramos que o nimero
® ¢ um inteiro quadratico e algumas de suas propriedades ou resultados nao lhe sao
peculiares, mas caracteristicas ou propriedades gerais de certos ntimeros do anel dos

inteiros quadraticos. Os referenciais para estes estudos sao [2], [4] e [13] .

Definigao 3.1. Dado m € Z, com m # 1, dizemos que m € livre de quadrados quando

o0 unico quadrado que o divide € 1. Isto €, x* divide m se, e somente se, x> = 1.
Exemplo 3.1. m = 6 ¢ livre de quadrados pois o tnico quadrado que divide 6 é 1.
Exemplo 3.2. m = 8 nao ¢ livre de quadrados ja que o quadrado 4 = 22 divide 8.
Exemplo 3.3. m = —1 ¢ livre de quadrados.

Exemplo 3.4. m € Z, com m # +1 ¢ livre de quadrados se, e somente se, —m ¢ livre
de quadrados. De fato, 22 =1 = 2? | m = 2% | (—m).

Exemplo 3.5. Se p ¢ um ntimero primo, entdao p ¢ livre de quadrados. De fato,

suponhamos que z? | p, entdao z | p. Logo, * = +1 ou = = +p.
1. Se x = &1, entdao 22 = 1. Portanto, p é livre de quadrados.

2. Se x = =+p, entao p? | p. Logo, existe y € Z tal que p?y = p, donde resulta que
py = 1, ou seja y é o inverso de p. Contradi¢ao! Assim, o tnico quadrado que

divide p é 1.

Exemplo 3.6. Se m é um inteiro livre de quadrados, entao /m ¢ Q. De fato,

suponhamos por absurdo que /m € Q, logo, /m = ]—9, com p,q € Z e mde(p,q) = 1.
q

Seja m = ajan - - - oy, a fatoracao de m em primos. Entao mg? = p? = aqjan - - apg® =

p?. Assim, existe 1 € {1,2,...,k} de modo que «; | p*> = «; | p, e daf segue que p = a;r

para algum r € Z. Logo, voltando ao resultado anterior, temos:

2

i

2

aras - opg? = a?rt = s¢? = a;r?,

38
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onde s = g -+ ;141 - - - . Dessa ultima igualdade resulta que «; | ¢, ja que o
nao ¢é fator de s, e dai concluimos que «; | ¢. Assim «; | ¢ e a; | p, 0 que é absurdo pois

mdc(p, q) = 1. Portanto, /m ¢ Q.

O conjunto Q(v/m) = {a + by/m,a,b € Q}, com a, b nameros racionais e m um
numero inteiro livre de quadrados, é um corpo chamado corpo quadrdtico gerado por
v/m. Notemos que Q(y/m), assim definido, é um subcorpo do corpo dos ntmeros
complexos de modo que cada elemento p € Q(1/m) se escreve de maneira tnica como
= a+ by/m. Ainda, em particular Z[/m] = {a + by/m,a,b € Z} é um subanel de
Q(vm).

Defini¢ao 3.2. Dado um elemento = a + by/m € Q(y/m), entao, definimos:
1. O conjugado de pp = a+by/m é1 =a—by/m;
2. Otrago de p=a~+bym éT(u) =p+7u=2a;
3. A norma de p é N'(p) = up = a* — b*m.
Proposigao 3.1. Sejam \ e u elementos de Q(y/m), entdo:
LA+T =M+
2. Xt = A\,
3. A=\ se, e somente se, A € Q;
4o TN+ p) =TA) + T (n);
5. N(An) = NN (n);
6. N(\) =0 se, e somente se, \ =0;
7. 8e X #0, entio A = X(N(N) .
Demonstragao. Sejam A = a + by/m e p = ¢+ dy/m elementos de Q(y/m).
+i=a—bym+c—dym=a+c— (b+d)/m=\+
i = (a —by/m)(c — dy/m) = ac + bdm — (ad + bc)y/m = A;

3.A=Aeat+by/m=a—-by/meb=0c ) \=acQ;

>|

1.

2.

>

L TA+w) =AM+ +A+p)=A+pu+A+m= A+ +p+a=TN) +T(n);
5. N (M) = M = M = N (AN (p);

6. NA) =0 =0 )A=00ul=0s \=0;
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7. Se A # 0, pelo item anterior N'(\) # 0. Temos que

NAN)=I=ATAN) = = 11=X(N)"

[
Proposicao 3.2. Seja € Q(v/m) tal que p = a + by/m, entao p € raiz do polinémio
monico f,(X)=X*—T (WX + N(p).
Demonstragao. Seja u = a + by/m € Q(y/m), entao T (u) = 2a e N'(u) = a®> — mb>.
Logo:
Ful) = 1% = T(u)p+ N ()

= a®+ 2aby/m + b*m — 2a(a + by/m) + a® — b*m

= 2a% + 2aby/m — 2a* — 2aby/m

=0
Portanto, 1 ¢ raiz de f, (). O

Definigao 3.3. Um elemento u € Q(y/m) chama-se inteiro quadratico se seu trago
T (1) e sua norma N () sao nimeros inteiros. Ao conjunto de todos os inteiros qua-

drdticos de Q(y/m) chamamos de anel dos inteiros quadraticos, denotado por O(m).

O teorema seguinte caracteriza o anel de inteiros de um corpo quadratico Q(y/m),

com m um inteiro livre de quadrados.

Teorema 3.1. Se Q(v/m) é um corpo quadrdtico com m livre de quadrados, entao
O(m) € dado por:

(i) O(m) = Z[\/m], se m =2 (mod 4) oum =3 (mod 4); e,

(ii) O(m) = Z [1 +2\/ﬂ, sem=1 (mod4).

Demonstra¢ao. A prova se encontra em |13, p.67]. ]
Exemplo 3.7. Seja a = 1 ++/3 € Q(+/3), temos T(a) = 2 e N(a) = —2. Logo a ¢
inteiro quadrético e, como 3 = 3 (mod 4), O(3) = Z[\/3)].

Exemplo 3.8. Seja a = %ﬁ € Q(V11), temos T(a) =1 € Z e N(a) = —g & 7.

Assim, concluimos que « ndo ¢é inteiro quadratico. Além disso, O(11) = Z[V/11] pois
11 = 3 (mod 4).

1++/5
9

T(®)=1€ZeN(a)=-1€Z. Além disso, O(5) =7

Exemplo 3.9. O numero de ouro ¢ = € Q(v/5) é um inteiro quadratico pois

14++5
9
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Exemplo 3.10. Seja o inteiro quadratico u = a + by/m € Q(y/m), com a nao inteiro.

Sendo g um inteiro quadratico, T (u) = 2a € Z, o que significa que os valores de

1 2 1
a sao da forma :I:—,:|:§,j:§,--- + i

com k € N. Devemos ter ainda N () =

) 2° 2 2 )
2k +1 2k + 1
( 2+ ) —b®*m € Z, e como a = 2+ )

também nao é. Logo, concluimos dai que b*m nao é inteiro. Como m é inteiro, entao

2k+1

nao ¢ inteiro significa que a? = (

b* nao ¢ inteiro implica que b também nao ¢é inteiro. Portanto, para que i = a + by/m,

com a ¢ 7, seja inteiro quadratico devemos ter também b & Z.

Definicao 3.4. Um inteiro quadrdtico p € O(m) serd chamado unidade de O(m) se
pt e O(m). Além disso, se N'(u) = 1 dizemos que p é unidade propria de O(m) e,

se N(u) = —1 dizemos que ju € unidade impropria.

Proposicao 3.3. Um inteiro quadrdtico u é uma unidade de O(m) se, e somente se,

N(p) = +1.

Demonstrac¢ao. (=) Provemos a primeira parte: se p é uma unidade impropria de

O(m), entao existe v = p~! € O(m) tal que:

pv =1= N(uv) = N(pp™) = N(@N (™) = N(1) = L.

Como prev = p -t

sao inteiros quadraticos, segue que N(u) e N(u~!) sdo inteiros.
Portanto, N'(i) = £1 pois o produto de dois inteiros s6 ¢ 1 se ambos forem iguais a 1
ou —1.

(<) Para provar a segunda parte, sejam pu = a + by/m € O(m) tal que N(u) = £1.

Dali, decorre que:
Np)=ad*+b*m==+1 = (a+b/m)(a—bym)==%1

= (a—b\/ﬁ):im
. 1

= #:i;:iyﬁ

Logo, como 1 € O(m) resulta que ' € O(m). Portanto u ¢ unidade. O

De um modo geral, para encontrarmos as unidades de O(m) devemos ter que p =
a+bym € O(m), de modo que N (™) = a® —b?m = +1. Isso ¢ equivalente a resolver
a equacao diofantina X —mY = £1, onde X = a? e Y = b?, que tem solucao inteira
pois mdc(1,m) = 1 divide m. No entanto, resolver essa equacdo, o que nao é nosso
intuito, exige um pouco mais de esfor¢o pois X e Y além de serem inteiros, devem ser
quadrados.

Retomando nosso problema original de encontrar as unidades de O(m), tomamos

ut = c+dy/m e calculamos ¢ e d em funcao de a e b. Assim, temos:
bdm =1
pp~t = ac+ bdm + (ad + be)y/m =1 = aeF bam
ad 4+ bc =0
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Resolvendo, encontramos:

a a
CcC = =

CPm—a2  N(p)
b b

T Pm—a2 N

d:

Exemplo 3.11. A tabela 3.1 mostra exemplos de unidades de O(m) para diferentes

valores de m:

Unidade Improépria | Unidade Propria

3+v13 11+ 3v13

2 2

1++2 3—2V2

1++5 3+v5
2 2

Tabela 3.1: Alguns exemplos de unidades do anel O(m)

145
2

Observemos na tltima linha da tabela 3.1 que ® =

¢ uma unidade improépria

3 )
de O(5) ja que N (®) = —1, enquanto seu quadrado ®* = V5

pois N®?) = 1.

¢ unidade propria

Proposicao 3.4. Dados a, n € N — {0}, entiao 4a + 1 € quadrado se, e somente se,

a=n’+n.

Demonstracao. (=) De fato, 4a+ 1 é impar e, sendo um quadrado, sua raiz quadrada

Vida+1-1

é também fmpar. Logo, 2 divide v/4a + 1 — 1. Seja n = 5 , logo:
Via+1-1
n:L:>2n+1: da+1= 2n+1°=4a+1=a=n’+n,

2

e isso conclui a prova da primeira parte.
(<)Sea=n*+n,entaoda+1=4(n*+n)+1=4n*+4n+1=2n+1)2. O

Proposigao 3.5. Dados a, n € N — {0}, com a # n* +n , seja u € R tal que

u—\/a+\/a+\/a+m.

Entao j € um inteiro quadrdtico.

Demonstragao. Se jp = \/a + \/a ++va++/a+ ... entao podemos escrever p = \/a +

e dai segue:

1+£vda+1

5 (3.1)

p=vatp=p-—p—a=0=p=
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Se a # n?+n, pela proposicao 3 temos que 4a+ 1 nao é quadrado. Suponhamos que

q?, para i € N, seja divisor inteiro de 4a + 1, e seja ¢> o maior desses fatores. Entao,

eliminamos ¢ da raiz, resultando que é livre de quadrados.

2

q
14+ +vda+1 _ 1—+V4a+1
— ¢

Finalmente, tomando p = 5 =g calculamos T (u) e
Np):
1+v4a+1 1—+4da+1
T(p) = 2a + 2a —1¢e7,
1++4 1 1—+4 1
N () (* “*)( a+>:a€Z.
2 2
14++4 1
Portanto, p = ++ é um inteiro quadratico.
O
Proposigao 3.6. Dado a € N — {0}, seja p € R — {0} tal que
a
p=a+ a , (3:2)
a+ a
a +

a+

isto €, pu se escreve como uma fra¢ao continua, entdo i € um inteiro quadrdtico de

QV5).

Demonstrag¢ao. Se p tem a forma dada em (3.2), entao podemos escrevé-lo como p =

a
a + —. Segue que:
1

+av)
,u:a—i—g:>u2—ua—a20:>uzm.
!

2
) —avh
Logo, tomando p = #, temos 1 = % e calculando o trago e a norma de
1 temos que eles sao inteiros pois:
a+avd a—avd
T(p) = 2\/_+ 2\/_:2an.
) —avh
Ny = a+avh a—avh - leT
2 2
Portanto, 4 é um inteiro quadratico de Q(v/5). ]

Notemos que, nas proposicoes 3.5 e 3.6 tomando-se a = 1 obteremos p = ®. Isso

significa que, em ambos os casos, ® é o inteiro quadratico para o menor valor de a.

Proposigao 3.7. Sejam a = a+by/m > 1 e seu conjugado @ = a — b\/m as raizes de

um polindémio monico de sequndo grau na varidvel x. Entao, considerando k = b*m—a?,

temos:
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(i) As poténcias x", paran € N, n > 2, sao dadas por:
2" = @ux + pn, (3.3)

onde q, € dado pela equacao de recorréncia

Gn = 2CLQn—1 + an—% n > 27 (34)

sendo qo = 0 e g1 = 1 os valores iniciais, e

P = kQn_1, n > 2. (3.5)

Gn+1 ¢ Pnt1

qn Pn

(i1) Para n > 2, os limites das razées , quando n tende a infinito, sao

ambos 1guais a o.

Demonstracao. Mostremos a primeira parte escrevendo o polindmio moénico de segundo

grau:
(x — (a+bym)) - (x — (a — by/m)) = 2° — 2ax + a* — b’m. (3.6)

As raizes sao obtidas resolvendo-se a equacao x? — 2ax + a? — b*>m = 0. Como nos

interessam as poténcias ", n > 2, fazemos :
r? = 2ax + k, (3.7)

onde k = b*m — a®. A seguir, multiplicando (3.7) repetidas vezes por x, temos os

coeficientes de = e os termos independentes de x que aparecem nas suas poténcias:

x* = 2ar+k
= (20-14+0)z+k-1
= qr+kq
= QT +p2

1'3 = 272'1'

= (qr+p)z

= @2’ + po

= @(2ax + k)x + pox
= (2aq2 + p2)x + kqo
= @3T+ps3
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E assim por diante, de modo que ¢, = 2aq,—1 + Pn_1 € Pp = k¢n_1, com n > 2. A

= (@37 + p3)x

= qsx® + ps

= q3(2ax + k) + psx
= (2aqs + p3)x + kqs

= Q4T + Py

= (qax + pa)x

= T’ + pax
= q1(2azx + k) + pyx
= (2aq4 + pa)x + Ky

= 45T + ps

tabela 3.2 apresenta alguns dos valores ¢, e p,.

Expoente de o Coeficiente de x Coeficiente Independente
2 2a k
3 4a* + k 2ak
4 8a® + 4ak 4a’k + k?
) 16a* + 12a%k + k2 S8a’k + 4ak?
6 32a° + 32a3k + 6ak? 16a*k + 12a2k* + k*
n an Pn

Tabela 3.2: Coeficientes dos termos das poténcias de x

Vamos provar por indugao sobre n que a recorréncia (3.4) é, de fato, verdadeira para

todo n > 2. De fato, a tabela 3.2 nos permite verificar que ela é valida para n = 2.

Suponhamos, por hipdétese de indugao que seja vélida para n qualquer e provemos a
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validade para n + 1. De fato, temos:

"= 2"

= (qur + kgn-1)x

= ¢u2° + kg7

= ¢,(2ax + k) + kgp1x
= (2aq, + kqn_1)x + kg,

= ni1T + Pnt1

Logo, a recorréncia (3.4) é verdadeira para n + 1 e, portanto, é verdadeira para todo
n > 2.
A recorréncia ¢, = 2ag,_1 + kg,_» tem a seguinte equacdo caracteristica: r? =

2ar + k, cujas raizes sao a e @ e a solucao geral é dada por:

gn = A(a+ by/m)" + B(a — by/m)".

Os valores A e B s@o constantes a serem determinadas com as condig¢oes iniciais

go = 0 e ¢ = 1, obtendo o sistema de equacoes:

A+B=0
Aa+ Ba =1

Resolvendo, encontramos os valores de A = m ede B = —m . Portanto,

as solugoes gerais para ¢, € p, sao:

1 1 1
-n _ (an o a—n)

n = 2b\/ma B 2b\/ma 2by/m

1 1 k
=k —— n—1 _ —-n+1\| _ n—1 _ ——n+1)
b <2b\/ma 2b\/m06 > 2 /_m(a Q )

Antes de concluirmos a segunda parte da demonstragao, nas tabelas 3.3, 3.4, 3.5 e

3.6 , calculamos alguns valores de ¢, e p, para valores de o dados, aproveitando ainda

. . ~ qn+1 Pn+1
para analisar numericamente as razoes — e ——.
Pn

dn
Notemos que no caso da tabela 3.5, os valores ¢, sao a sequéncia de Fibonacci para

F1 =1 e os valores p, sao a sequéncia de Fibonacci para F; = 0.
dn+1

dn
Pn+1 .
como —— tendem a um certo valor constante a partir de um certo n. Observemos

Notadamente, os valores das tabelas 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 nos sugerem que tanto

DPn
na tabela 3.5 que esses limites sao ambos iguais a ®, como ficou demonstrado na
proposicao 2.2, e na tabela 3.6 tomamos o < 1, o que mostra que o limite nao é igual

a (.
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n a0 D Gn+1 Dn+1
4n Pn

2 4 -1 3,75 4

3 15 —4 3,73333333333333 3,75

4 56 —15 3, 73214285714286 || 3, 73333333333333
5 209 —56 3,73205741626794 || 3,73214285714286
6 780 —209 3,73205128205128 || 3,73205741626794
7 2911 —780 3,73205084163518 || 3, 73205128205128
8 10864 —2911 3,73205081001473 || 3,73205084163518
9 40545 —10864 || 3,73205080774448 || 3,73205081001473
10 || 151316 —40545 || 3,73205080758148 || 3, 73205080774448
11 || 564719 || —151316 | 3,73205080756978 || 3, 73205080758148
12 1] 2107560 || —564719 | 3,73205080756894 || 3, 73205080756978
13 || 7865521 || —2107560 || 3, 73205080756888 || 3, 73205080756894

Tabela 3.3: Valores de ¢, e p, para a = 2 + /3 ~ 3, 732050808

n a0 D n+1 Pr+1

dn Pn
2 4 4,25 4
3 17 4 4,23529411764706 4,25
4 72 17 4,23611111111111 || 4,23529411764706
5) 305 72 4,23606557377049 || 4,23611111111111
6 1292 305 4,23606811145511 || 4,23606557377049
7 5473 1292 4,23606797003472 || 4,23606811145511
8 23184 5473 4,2360679779158 || 4,23606797003472
9 98209 23184 4,23606797747661 || 4,2360679779158
10 416020 98209 4,23606797750108 || 4,23606797747661
11 || 1762289 416020 || 4,23606797749972 || 4,23606797750108
12 || 7465176 | 1762289 || 4,23606797749979 || 4,23606797749972
13 || 31622993 || 7465176 || 4,23606797749979 || 4,23606797749979

Tabela 3.4: Valores de g, € p, para o = 2 + /5 ~ 4, 236067977

Para provar o caso geral dos limites com « > 1, tomemos a” = agq, + p,, entao

podemos escrever ¢, e ¢q,_1 da seguinte forma:

P Lo —p,)
n = —_— = — —_ n
q o o p
CYTH_I — Dn 1 "
Gn+1 = A = —((l/ i
« (07

- pn—i—l)

(3.8)

(3.9)

Fazemos o quociente e, em seguida, multiplicamos o numerador e o denominador
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n 0 o On+1 Pr+1
an Pn
2 1 1 2 1
3 2 1 1,5 2
4 3 2 | 1,66666666666667 1,5
5 5 3 1,6 1,66666666666667
6 8 5 1,625 1,6
70 13 8 | 1,61538461538462 1,625
8 || 21 13 || 1,61904761904762 || 1,61538461538462
9 | 34 || 21 || 1,61764705882353 || 1,61904761904762
10 || 55 || 34 | 1,61818181818182 || 1,61764705882353
11| 89 || 55 || 1,61797752808989 || 1,61818181818182
12 || 144 || 89 | 1,61805555555556 || 1,61797752808989
13 || 233 || 144 || 1,61802575107296 || 1,61805555555556
Tabela 3.5: Valores de ¢, e p, para a = L +2\/5 ~ 1,618033989
n i P Qn+1 Pn+1
dn Pn
2 6 -1 5, 83333333333333 6
2 35 —6 5, 82857142857143 || 5,83333333333333
2 204 —35 5,82843137254902 || 5,82857142857143
2 1189 —204 5,82842724978974 | 5,82843137254902
2 6930 —1189 5,82842712842713 | 5,82842724978974
2 40391 —6930 5, 82842712485455 | 5,82842712842713
2 235416 —40391 5, 82842712474938 | 5,82842712485455
2 1372105 —235416 5, 82842712474628 | 5,82842712474938
2 7997214 —1372105 5, 82842712474619 || 5, 82842712474628
2 || 46611179 —7997214 5, 82842712474619 || 5, 82842712474619
2 || 271669860 —46611179 | 5,82842712474619 | 5,82842712474619
2 || 1583407981 || —271669860 | 5,82842712474619 || 5,82842712474619
2 || 9228778026 || —1583407981 || 5,82842712474619 || 5,82842712474619

Tabela 3.6: Valores de g, € p, para o = 3 — 2v/2 ~ 0, 171572875

1
da expressao obtida por —:
o

n+1

. o — Pn+1 o Pn+1
+ R —
dn a” — Pn+1 . am o am
= = T =
dn—1 a — py a Dn 1— p_n
an ar

Como " cresce indefinidamente quando n tende a infinito, pois o > 1, temos que
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Pt e P tendem a zero. Portanto,
am am
lim &L — g, (3.10)
n—oo qn
Pn+1 an An

Como p,, = kq,_1, segue que = 7 e de (3.10), resulta que:

Pn - an—l qn —

lim 2 — g, (3.11)

n—oo pn

[]

Como visto anteriormente, o numero ¢ é uma unidade impropria de O(5), ja que
N(®) = —1. Na tabela 3.7 exibimos poténcias ®", para valores inteiros de n, que

também sao unidades de O(5).

n o N(D™)
g ! _23\/5 1
B3 -2+ —1
9| 2 _2\/5 1
N
2
0 1 1
|2 +2\/3 ~1
9| 3 +2‘/5 1
3 2445 —1
4 %g 1

Tabela 3.7: Normas das poténcias de ®

Os valores da tabela 3.7 nos sugerem que as poténcias de  tem norma igual a +1.

A proposicao seguinte generaliza este resultado.

Proposicao 3.8. Um inteiro quadrdtico pn = a + by/m, com a e b reais, sendo b # 0,
¢ uma unidade de O(m) se, e somente se, " também é uma unidade de O(m) para
todo n € N.

Demonstracao. Da proposi¢ao 3.3 concluimos que p é unidade de O(m) se, e somente
se, N(pu) = +1. Logo, como a fun¢ao norma é multiplicativa, isto &, N (1) =
N ()N (1), temos que:

N(p) =21 N(p") = N(up- - 1) = NN (p) - N(p) = £1.

Portanto, ™ é unidade de O(m) para todo n € N. O
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A proposicao 3.9 é uma generalizagao da formula de Binet dada pela equagao (2.5),
na qual substitui-se ® por outro inteiro quadrético y = a + by/m, com norma também

igual a —1.

Proposigao 3.9. Seja = a + by/m > 1 uma unidade impropria de O(m), com a e b

teiros, entao:

1. A, dado por:

A, = (3.12)

tem valor inteiro para todo n € N.

2. A sequéncia (A;)ien € tal que

Demonstracao. Sendo p uma unidade impropria de O(m), isto significa que:

N() = —1 = (a+bvm)(a—by/m) = —1 = (a+by/m)"(a—by/m)" = (=1)" (3.13)

Usando o resultado (3.13), reescrevemos A,

A (a+bym)" = (a+ by/m)"(a — by/m)"(a + by/m) ™"
’ Vi

A = (CL + b\/ﬁ)” — (a — b\/ﬁ)n
! Vm

(3.14)

As expansbes binominais do tipo (x +y)" e (x — y)", para x = a e y = by/m, sdo

dadas respectivamente por:

(3.16)
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Usando (3.15) e (3.16), voltamos na equagao (3.14), obtendo:

Yoimo (Pam ' (by/m)’ — 3 o(= 1) (7)a™ (by/m)’
= .

Desenvolvendo o segundo membro da equagao (3.17), restarao somente os termos

A, =

(3.17)

com binomiais (”) para ¢ fmpar. Logo, obtemos

i

Ap/m =2 (T) " by/m + 2 (Z) A" Bbym)® + -+ 2 (Z‘) a" I (bym),  (3.18)

onde j = n, se n é impar, ou j =n — 1, se n é par.

Dividindo a equagao (3.18) por y/m, obtemos:

A, =2 (T) a" b+ 2 (’;) a3 (Vm) 4+ 2 (?) a" IV (Ym)y Tt (3.19)

Portanto, como todas as poténcias de y/m que aparecem na equacao (3.19) tém

valores inteiros e, além disso, a e b sao inteiros, concluimos A,, € Z.

Ay
Para provar a segunda parte, comecemos dividindo os termos da razao = por
I
(_1)n+1
Apia pntt — (_1)n+1u—(n+1) M= W
A, e (520
Iu2n
_1)n+1
Se fizermos n crescer indefinidamente em (3.20) resultara que as razoes g ©
12"
—1)
( 2) tenderao a zero, uma vez que y > 1. Portanto, concluimos que:
/~’L n
lim Anl 1 1
n—oo A, 1 '

O exemplo seguinte permite-nos verificar a veracidade da proposicao 3.9.

Exemplo 3.12. Seja a unidade impropria u = 1+ v/2 € O(2). A sequéncia (A,)

correspondente é gerada pela equacao:

L+v2)" = ()" +v2)™
NG ;
sendo seus valores e a razao AX—:l mostrados na tabela 3.8.
A sequéncia obtida é dada pela equagao de recorréncia A, 1 = A, 1 + 24, e

A, =

A
lim ,Tl =1+ /2 =2,4142135623730 - - -

n—oo n
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An—i—l
n A, o
1 2
2 4 2
3 10 2.5
4 24 2,4
) o8 2,416666666666
6 140 | 2,4137931034482
7 338 | 2,4142857142857
8 816 | 2,4142011834319
9 | 1970 | 2,4142156862745
10 | 4756 | 2,4142131979695
11 | 11482 | 2,4142136248948
12| 27720 | 2,4142135516460
13 | 66922 | 2,4142135642135

Tabela 3.8: Sequéncia gerada por u = 1+ v/2 na formula (3.12

)

E interessante notar, que se tomarmos g como unidade prépria, ao invés de impro-

. .~ . . . . A .
pria, o resultado da proposigao 3.9 deixa de ser verdadeiro pois, embora lim =2+% seja
n—o00 n

também igual a p, a sequéncia obtida nao possui apenas nimeros inteiros. O exemplo

3.13 ilustra isso.

Exemplo 3.13. Tomamos a unidade propria u = 2 + /3 e, usando a férmula (3.12),

Anin 43 52V/3

i = p, mas os valores (4;) sao: 3 8, 3

112

concluimos também que lim

n—oo
724+/3 2702+/3
3 7 3 7
Outro resultado observado é que, se tomarmos u = ¢ aplicado na féormula (3.12),

?

obtemos a sequéncia de Fibonacci. Isto é, o niimero de ouro ¢ é tal que torna a

proposicao 3 ainda verdadeira, mesmo nao cumprindo a hipétese de a e b inteiros.

Exemplo 3.14. Investigaremos neste exemplo o problema de encontrar o niimero real
positivo que aumentado de n unidades é igual ao seu reciproco, n € N. Temos:
1 2
r4+n=—-—=a2"+nr—-1=0 (3.21)
x

. 1
Resolvendo, temos x e o reciproco —:
x

—n+vn?+4
2 Y

I n++vn?+4

xr =

T 2
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A tabela 3.9 mostra algumas das solugoes da equagao (3.21) incluindo o caso trivial
n = 0. O nimero de ouro P é o primeiro valor quando desconsideramos a solugao para

o caso trivial (n = 0).

H n‘ Ntmero ‘ Reciproco H
0 1 1
1 _1+\/5:O,61803... 1+2\/g:1,61803...:®
2| —1++v2~0,41421... 142 ~0,41421. ..
3 #1_320,30278... %1_3:0,30278...
4| —24/5~0,23607... 2+ /5~ 0,23607. ..
5 #2_9:0,61803... @:0,61803...

Tabela 3.9: Algumas das raizes positivas da equacio 22 +nx —1 =0

—n+vn?+4
2

Examinando a norma e o traco de pu = , temos:

_ 2 o 2 _

NG - ( n+\2/n +4>'< n 2n +4>:T4:_1EZ'
o /2 _m — \/m2 _

T = —Atvetd, onoveitd e

2 2 2

Provamos no apéndice 3 que n? 4+ 4 nao é quadrado e, além disso, a norma e o
trago de p sao inteiros. Logo, concluimos que todo ntmero que, se aumentado de n
unidades, torna-se igual ao seu reciproco, é um inteiro quadratico. Ademais, se n? + 4
¢ livre de quadrados, entao p € O(n* + 4) e ¢ uma unidade improépria. Cabe observar
que se n? +4 tiver algum quadrado em sua fatoracao, nés o eliminamos da raiz fazendo
n? 4+ 4 = p?q, onde p? contém todos os fatores quadrados de n? + 4. Dessa forma,

obtemos:
-n+vn?+4  —n+pJ/q
2 N 2 '

M =
A norma e o traco ficam:

—n+pV/a —n—pﬁ:nz—p2q:n2—(n2+4)
2 2 4 4

—n+ -n —
T(p) = Qp\/a + 2p\/6 — 1.
Portanto, nesse caso p € inteiro quadratico de O(q), sendo também uma unidade im-

N () = =1

propria.
Para o caso de ntmero real negativo que se aumentado de n unidades torna-se

, ) —n —vn?+4 .
igual ao seu reciproco, obtemos p = 5 . Dai, resulta que N(u) = —1

e T(u) = —n, o que nos leva a concluir que a solugao negativa da equagao (3.21) é
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também um inteiro quadratico, unidade improépria de O(n? + 4), para n? + 4 livre de

quadrados.



4 Propostas de abordagens na

Educacao Basica

O namero de ouro, pela diversidade de propriedades e problemas nos quais aparece,
além das aplicagoes em um grande niimero de situacoes, é¢ um rico tema para explora-
¢ao no Ensino de Matemaética. Assim, permite ao professor apresentar e desenvolver
assuntos como medidas, incomensurabilidade, nimeros irracionais, proporcionalidade,
semelhanca de figuras, estudo de formas de cobrir o plano, aplicacao da matematica
em situagoes reais, entre outras intimeras possibilidades de exploragao e descoberta de
matematica. Dentro dessa perspectiva, neste capitulo apresentamos algumas propostas
de atividades e recursos para explorar e permitir o ensino de Matematica em turmas de
Educagao Basica. Saliente-se que sao apenas sugestoes iniciais e que cabe ao professor
de Matemaética fazer as devidas adaptagoes, suprimindo ou acrescentando atividades

ou itens que considere necessarios para o nivel de ensino ao qual se destinem.

4.1 Atividade 1 - Encontrando o ponto da divisao au-

rea de um segmento AB

O objetivo desta atividade é determinar o ponto P que divide um segmento de reta

qualquer de modo que a razao da medida da maior parte para a medida da menor

1++5
9

parte seja ¢ = . Materiais necessarios: lapis, papel, regua e compasso. Desen-

volvimento: Construir um segmento AB de medida qualquer. Com régua e compasso,
encontrar o ponto C' que o divide na razao durea. Os passos sao os descritos no exemplo
1.1.

e Trace o segmento AB e determine M seu ponto médio (figura 4.1);

e Trace BC perpendicular ao segmento AB, tal que o comprimento BC = BM
(figura 4.1);

e Ligue o ponto A ao ponto C , determinando o triangulo ABC' retangulo em

B. Com centro em (', trace a circunferéncia de raio BC', determinando o ponto
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Atividade 1 - Encontrando o ponto da divisdo durea de um segmento AB

o6

N em AC. Em seguida, com centro em A, trace a circunferéncia de raio AN,

determinando o ponto P em AB (figura 4.1).

\\ ”
X
LA \\
[
\T/T’\-’
SN
I
[
| I
FM |
\ I
A | B 1C \
- i e B SO |
b 5
/r ) ,| ~
//
;
7
\\ 3 ',
N 5 ,
/A\ - : it J,
d A ML -~ B~
\
\
(a) M é Ponto Médio de AB (b) AB L BC
C
I
N
I
A B
P

(c) P éa Segao Aurea de AB
Figura 4.1: Atividade 1 - Encontrando o ponto da divisdo aurea de um segmento AB

E extremamente importante mostrar porque o ponto P é o ponto que faz a secao
aurea, conforme fizemos no exemplo 1.1. Para tal fim, é necessario que se utilize
de conhecimentos de resolucao de equagoes de segundo grau, identificacao de figuras
semelhantes e uso do Teorema de Pitagoras. A forma com que isto deve acontecer
cabera ao professor decidir, podendo se dar individualmente com discussoes no final,
em grupos de alunos com ou sem intervencgao, exposi¢oes no quadro do professor ou
de um aluno com intervencgoes dos demais. Tudo depende do nivel de ensino ao qual a

atividade se aplica.
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4.2 Atividade 2 - O retangulo aureo

O objetivo desta atividade é apresentar o retangulo aureo. Os materiais necessarios
sao também lapis, papel, régua e compasso. Sugerimos duas etapas - a primeira a partir
do resultado da Atividade 1 e a segunda a partir de um quadrado de lado qualquer.

4.2.1 Construindo o retangulo dureo a partir do ponto da divi-

sao durea de um segmento

Para esta tarefa, basta repetir a figura 4.1 e, em seguida, construir o retangulo de

comprimento AB e largura AP, obtendo a figura 4.2

D ————=—=—=—=—===20

Figura 4.2: Retangulo dureo a partir do segmento AB

4.2.2 Construindo o retangulo aureo a partir de um quadrado

Os materiais necessarios sao lapis, papel, régua e compasso. Para iniciar o professor
pede que os alunos desenhem um quadrado ABC'D cujo lado tenha medida [ = 8cm
(ou outra). Também, se considerar conveniente, o professor pode iniciar a atividade

distribuindo o quadrado inicial pronto. As etapas que sucedem sao:

e Determine os ponto médio M de AB.

Trace MC'. Prolongue os segmentos ABeC'D.

Com centro em M e raio MC, trace o arco C'D tal que D pertence a reta AB.

Pelo ponto E trace a perpendicular F'F onde F' pertence a reta C'D.

Fica entao determinado o retangulo aureo AEF D (figura 4.3).
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Figura 4.3: Retangulo aureo AB a partir de um quadrado

4.3 Atividade 3 - Construindo o pentagono regular

O objetivo desta atividade é constatar que o niimero ® aparece sempre que se cons-
troi um pentagono regular. Os materiais necesséarios sao lapis, papel, régua, compasso,

transferidor e calculadora.

4.3.1 Desenvolvimento

e Marque um ponto O, que serd a o centro da circunferéncia que circunscreve o

pentagono.
e Trace o segmento OA de medida bem, ele seréd o raio da circunferéncia.
e Com centro em O e raio OA, trace a circunferéncia.

e Use o transferidor para dividir a circunferéncia em cinco partes iguais marcando
os pontos da divisao A, B, C, D e E.

e Una os pontos A, B, C', D e E determinando o pentagono. Trace todas as

diagonais.

e Com régua de precisao milimétrica, tome as medidas de:

(lados)—» AB = ....
(diagonais)— AC = ...

AF = ...
FC=...
e Com auxilio de calculadora, calcule as razoes:
AC
Di 1/Lad — =
iagonal /Lado — 1B
CF

Segmento Maior da Diagonal /Segmento Menor da Diagonal — aF =
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Numa proxima etapa da atividade, o professor deve propor que repitam o procedi-
mento escolhendo livremente a medida inicial do raio. Ao final, caberd a apresentagao
e discussao coletiva das conclusoes. Além disso, cabe ainda ao professor fazer interven-

¢oes apresentando justificativas ou demonstragoes dos resultados verificados.

4.4 Sugestoes de recursos computacionais

Uma vez que o niimero de ouro ¢ é associado a uma série de situagoes no contexto
da Geometria, o uso de recursos computacionais pode trazer grandes contribuicoes
para o seu estudo. Existe uma série de softwares de geometria dindmica que permitem
explorar propriedades de figuras geométricas e relagoes dessas com o ntumero ®. Nessa
perspectiva, sugerimos a seguir alguns deles.

4.4.1 Geogebra

E um software de uso razoavelmente facil. Ele consiste numa série de ferramen-
tas que permitem trabalhar com os elementos e conceitos da geometria euclidiana e
analitica, poligonos, conicas, medidas de comprimento, area, angulo entre outros recur-
sos. Com este software é possivel observar de modo dindmico diferentes variagoes de
uma figura - medidas de comprimento e de angulo, coordenadas, rotacoes, simetrias,
translagoes etc.

A figura 4.4 é um exemplo de tela do programa Geogebra. Ela mostra um triangulo

equilatero inscrito numa circunferéncia, sendo A e B pontos médios dos lados. Nesta

AB

construgao a razao BC ¢ igual ao nimero de ouro.

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DENECFEENC =D os
~ Janela de Algebra =l ~ Janela de Visualizagao %
H= [
= Conica
-5 d: (x - 5.021)% + (y - 0.345)2 = 21,667 N
= Numero
-0 distanciaAB = 4.031
o distanciaBC = 2.491
= Ponto
5 A=(3,1.5)
o B=(7.031,1.518)
o € =(9.522,1.529)
-0 €, = (0509, 1.489) | L N q
~eL=(1,-2) AB = 4.031
o N=(5,5)

= Reta
@ e: -0.018x + 4.031y = 5.993
= Segmento
@ a=8.062
= Triangulo
@ poll = 28.146

Entrada: (1]

22
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Figura 4.4: Construgao com o Geogebra: o nimero ¢ no triangulo equilatero
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No site http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/handle/mec/3538, consultado em
22/05/2013, encontramos a afirmagao de que é permitido copiar, distribuir e utili-
zar o Geogebra para fins nao comerciais, sendo possivel adquiri-lo através do site
http://www.geogebra. org/download/install.htm. Também é disponibilizado pelo Ins-
tituto Geogebra do Rio de Janeiro, com sede no Instituto de Matemética e Estatistica da
Universidade Federal Fluminense, através do site http://www.geogebra.org/pt_BR/,
consultado em 22/05/2013.

4.4.2 Régua e Compasso (C.a.R. - Compass and Ruller)

Também ¢é um software de uso facil em atividades de ensino, com recursos seme-
lhantes aos do Geogebra. Segundo o site http://www.professores.uff.br/hjbortol /car/
(acessado em 23/05/2013 ) é um programa livre para ser usado e distribuido, além de
ser excelente laboratorio de aprendizagem da geometria. Pode-se obté-lo a partir desse
mesmo site.

Para exemplificar o uso do software Régua e Compasso apresentamos uma tela do

mesmo na figura 4.5 onde se vé o quadrado OPQB de lado igual ao lado do triangulo

equildtero AOB. Na figura, a razao BC é igual ao nimero de de ouro .

Arquivo  Acies OpgBes Configuraghes Macros Especial Ajuda

ceBEr el Wb ORI =04/ 2= Plelze g ALINERIY
c A K| | DRO|Z x| AA A= OO TN

P ONG RO LN 3 W

QcultarExibir: Escolna um objeto!

e ma s 806w o TS

Figura 4.5: Construgao com o programa Régua e Compasso (C.a.R): o namero ¢ a

partir de um quadrado e um tridangulo equilatero

4.4.3 Cabri-Géométre

E um software que possibilita trabalhar com todas as figuras possiveis de se de-
senhar com régua e compasso, além de permitir medigoes de distancias e angulos.

Uma vez desenhada uma figura, pode-se efetuar sobre ela todas as transformagoes que
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mantém suas propriedades iniciais - ampliagoes e redugoes (homotetias), translagoes,
rotacoes e simetrias - sendo ainda possivel acompanhar passo a passo cada etapa da
construcao. Assim, este software é uma rica ferramenta para a construgao, a explora-
¢ao e a comprovagao de propriedades dos objetos geométricos bem como das relagoes
entre diferentes objetos.

Ele pode ser usado tanto por alunos da Educacao Basica como por universitarios,
sendo ainda um recurso aos professores no preparo de atividades para suas aulas. Ha
também as versoes Cabri-Géomeétre II e Cabri-Géomeétre IT Plus e ainda Cabri-3D.
Todas as versoes deste software sao marcas registradas da Université Joseph Fourrier
(UJF), de Grenoble - Franca. No site http://www.cabri.com.br encontram-se mais
detalhes sobre o Cabri, incluindo versao demonstrativa para experimentagao, trabalhos
publicados a respeito deste recurso, sugestoes de atividades para o professor, eventos

e novidades sobre o Cabri e também orientagoes sobre a sua aquisi¢ao.

4.4.4 Atividades Online

Com a finalidade de contribuir para o ensino da matematica, a Universidade Federal
Fluminense (UFF) disponibiliza através de seu site http://www.uff.br/cdme/ uma lista
de contetudos digitais denominados Contetidos Digitais para o Ensino Aprendizagem da
Matemdtica e Estatistica. Esses sao organizados em trés grupos: Softwares FEducaci-
onais, Experimentos Educacionais e Atwidades de Audio. Trata-se de um riquissimo
material para ser utilizado pelo professor e pelos alunos nas aulas de Matemética do
Ensino Médio. O uso pode ser diretamente pela Internet ou ainda é possivel copiar e
instalar.

No grupo Softwares Educacionais, um dos conteudos é especifico para estudos com
o ntmero de ouro - disponivel no endereco eletrénico http://www.uff.br/cdme /rza/rza-
html/rza-br.html. Esse contetido proporciona estudos de forma dinamica sobre razao
aurea e suas propriedades geométricas e algébricas; permite visualizar algumas obras
de arte e verificar a razao durea em cada uma; discute e ajuda a refletir sobre a presenca
do ntmero de ouro em seres da natureza; possibilita estudar a sequéncia de Fibonacci
e sua relagdo com o numero de ouro; e, ainda, permite compreender e refletir sobre

associagoes equivocadas ao numero ®. Tais contetidos sao organizados em sete modulos:

[ - O Numero de Ouro em Desenhos e Pinturas: Verdade ou Mentira?
IT- O Numero de Ouro em Conchas de Nautilos: Verdade ou Mentira?
III - As Verdadeiras Proporcées do Homem Vitruviano
IV - Projecdes em Perspectiva e A Razdo Aurea

V - Algumas Propriedades Mateméticas do Nimero de Ouro

VI - O Numero de Ouro e A Sequéncia de Fibonacci
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VII - Nao Se Deixe Enganar: Mais Equivocos sobre O Numero de Ouro



5 Conclusoes

A Matematica possui uma historia registrada que ultrapassa milhares de anos de
existéncia. Em diferentes épocas, foram inumeraveis os seus estudos e as contribuicoes
destes para o desenvolvimento do conhecimento humano; muitos deles revolucionaram
o modo de vida da humanidade. Como exemplos, temos o Calculo, que se tornou
ferramenta indispenséavel na modelagem de problemas do mundo fisico e, por sua vez, do
desenvolvimento da tecnologia no mundo moderno, e também a Geometria Euclidiana
que, embora nao tenha sido sempre suficiente, foi sempre necessaria como modelo para
organizar e explicar nosso mundo.

Muitos temas da Matematica surgiram como teorias simplesmente desconexas de
aplicagoes, o que confirma que a Matemaética possibilita ao cérebro humano infindéveis
abstragoes, fato que a torna ciéncia tinica. Neste contexto, em nossa pesquisa, pode-se
concluir que poucos sao os temas em Matematica que, na atualidade, tornaram-se tao
polémicos e amplamente divulgados como o tema objeto de nosso trabalho - o ntimero
de ouro. O que se notou no desenvolvimento do trabalho é que sao muitissimos os
materiais divulgados e as informagoes a respeito deste ntimero, entre eles o seu apare-
cimento num problema aparentemente simples de seccionar um segmento, a associagao
a diversas medidas em figuras geométricas, a relacao ou presenca desse no crescimento
e desenvolvimento de seres ou estruturas vivas, o uso em construgoes arquitetonicas
ou em pinturas ou obras de artistas como Leonardo da Vinci, entre outros, além de
associagoes com padroes de beleza estética humana.

Diante disso, assumindo que, enquanto ciéncia, a Matemética nao ¢ isenta de enga-
nos, faz-se necessario olhar para os estudos do ntimero de ouro e suas propriedades com
bastante rigor, pois, como constatamos, muitos dos resultados com o nimero de ouro
podem ser meramente especulagoes motivadas pelo simples encantamento com algumas
de suas propriedades nao necessariamente falsas. De fato, o que se verificou é que mui-
tas de suas propriedades, bem como suas associacoes a algumas formas geométricas,
podem ser rigorosamente demonstradas como aqui o fizemos, e ainda a sua associa¢ao
a sequéncia de Fibonacci é, conforme mostramos ao longo de nosso trabalho, bastante
intrigante, mesmo para quem conhece pouco da Matemaética. Além disso, o que nao
podemos nunca é deixar de considerar que, sendo o niimero de ouro um elemento de

um conjunto que caracterizamos como Inteiros Quadraticos, compartilha propriedades
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ou proporciona resultados que nao lhe sao peculiares, mas caracteristicas de demais
elementos de tal conjunto.

Por fim, entre os iniimeros resultados verdadeiros e uma série de associagoes nao
rigorosamente comprovadas do ntimero de ouro, verificou-se ser esse uma intercorréncia
positiva para a Matematica, sob dois aspectos: do desenvolvimento cientifico e do
ensino-aprendizagem. Isto porque pode tornar-se um tema a ser amplamente explorado
em seu ensino na Educacao Bésica, uma vez que nao se coloca apenas no contexto da
Matematica de alta complexidade, produz resultados que despertam a curiosidade,
sendo amplamente associado a situagoes do mundo real - o que permite pesquisas

investigativas - e, além disso, pode motivar a aprendizagem dos educandos.
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Apéndice 1

A fim de compreender o problema de cortar a reta finita dada em extrema e média

razao, que apresentamos no capitulo 1, interpretamos algumas das assercoes de Euclides

da seguinte maneira:

1.

2.

3.

reta finita significa segmento de reta;
um retangulo (ou paralegramo) ¢ nomeado pela sua diagonal;

ao referir-se a uma figura, Euclides a concebe como sua éarea. Por exemplo,
quando ele diz paralelogramo CD ele se refere a area do retangulo de diagonal
CD, ou ainda, quando diz BC' € igual a C'D ele esta se referindo a igualdade das

areas dos retangulos de diagonais BC' e C'D, respectivamente.

de acordo com [12], o conceito de aplicar uma figura de drea S sobre um seg-
mento AB, para Euclides, significa construir um paralelogramo cuja base seja
AB e cuja area seja S. E ainda, aplicar uma figura de drea S sobre um segmento
AB, excedente por uma figura semelhante a um paralelogramo dado significa cons-
truir um paralelogramo de area S em cuja base o segmento AB esteja contido
e tal que essa base seja aumentada até se obter um paralelogramo semelhante
ao que foi dado. A figura 5.1 foi adaptada da da proposi¢ao 29 do livro VI de
Euclides conforme encontramos em [5]; ela mostra a situagao em que se aplica
a figura S sobre HG, obtendo-se o paralelogramo AEFH, com excedente dado

pelo paralelogramo BEFG semelhante ao paralelogramo P.

L M N

/7
O

Figura 5.1: Aplicacao da S sobre HG, com excedente BEFG semelhante a P
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Com o intuito de provar que o ponto E da figura 1.1 divide AB em extrema e média
razao, isto é, na razao —— = &, fagamos AB = x e AF = y. O ponto E é tomado
tal que o retangulo GDFC' tenha érea igual & do quadrado ABHC. Logo, como o
retangulo AFFC é uma parte comum a ambos, resulta que as areas GDEA e EBHF

sao iguais. Segue dai que:

y2 = a(z —y). (5.1)
Em seguida, considerando que x e y tém valores estritamente positivos, resolvemos

essa ultima equacao para x, obtendo:

1++5
x = Y.

5 (5.2)

AFE

Portanto, a razao —— fica:
EB




Apéndice 2

Para provar que as diagonais de dois retangulos dureos consecutivos da figura 1.5
cruzam-se sempre em um mesmo ponto, consideremos trés de seus retangulos aureos
consecutivos AgA1As By, A1AsAsBy e AyA3A4B, de modo a obter a figura 5.2. Seja
o sistema cartesiano de coordenadas OXY com centro em Ay = (0,0) de modo que o
eixo OX contenha o lado AgA; e seja ainda a medida AyBy = k. Logo, as coordenadas
dos pontos A; , i € {1,2,3,4}, sdo:

Ay = (Pk,0),
Ay = (kq), k),
A3 = (kv k)a
Ay = (k, k®d — k:)
By Ay A,
Ay B,
Aj e A,

Figura 5.2: Sequéncia de retangulos aureos

Vi \ \
7 N [4 ~ .
Vamos mostrar que as retas AgAs, A1 Az e Ay Ay sao tais que

Ao N AL AL = A A, A A AL,

yi \

ya AN
. < 7 < < 7 .
Os coeficientes angulares das retas AgAs, A1Az e AyAy sdo, respectivamente, myq,

ms € mg dados por:
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k1
A
I
2 k—kd 1-
kb —k—k ®—2
ms = =

k—k®d  1-—@
Utilizando o resultado ®* — ® = 1, obtido a partir da equagao (1.5), temos:
o-2 b2 o—2 1

1-® 2-0-0 dd-—2) O
< Aymmee
Logo, as retas AgAy e A3 Ay sao coincidentes ja que tém mesmas inclinagoes em
relacao ao eixo OX e A, é ponto comum a ambas. Isso nos leva a concluir, portanto,
que ApAs N AL A = AyAy N A As = P, onde P ¢é o ponto obtido a partir das equacoes
S .
de retas AgAs e AiAsz, respectivamente, dadas por:

1
y—0=my(x—0) = y= 3% (5.3)
1 k®
y—0=my(zr — k) = V=13 1o (5.4)

k®? k®
Resulta, finalmente, que P = ( )

20 — 1720 — 1



Apéndice 3

Vamos mostrar que, dado n € N, se n # 0 entdo n?+4 nao é quadrado. Suponhamos
por absurdo que n? + 4 nao seja quadrado. Logo, existe m € N, com m > n, tal que

m? = n? + 4. Dai, segue que:
m?*=n’+4=m*—-n*=4= (m+n)(m—n) =4
Como m e n sao inteiros positivos, ha trés casos a considerar:
(i) m+n=1lem—n=4;
(i) m+n=4em—n=1;e,
(ii) m+n=m—n=2.

3
De (i) resulta que m = 5 en=—5, de (ii) resulta que m = 3¢5¢ de (iii) resulta

que m =2 en = 0. Em todos os casos chegamos a contradi¢oes. Portanto, n? + 4 ¢é

livre de quadrados.
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