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RESUMO

Na presente dissertacdo apresentamos uma construcao da ideia de sistemas lineares
AX = B, com n equacbes e n incognitas, a partir da equacédo ax = b em R e uma
construcao das definicbes e operacdes com matrizes a partir da andlise da solugéo do
sistema linear AX = B. A ideia por detras deste trabalho é oferecer uma abordagem
a mais para o ensino de sistemas lineares e matrizes. Tal abordagem possui duas
motivacdes para o aluno: a construcdo dos conceitos gerais a partir de conceitos
elementares e a possibilidade de perceber e observar a riqueza algébrica na construcao
dos conceitos e operacdes com matrizes e sistemas lineares. A metodologia de trabalho
constitui de pesquisa bibliografica.

Palavras-chave: Sistemas lineares. Matrizes. Determinantes. Operacoes.



ABSTRACT

In this dissertation we introduce the idea of linear systems AX = B with n equations
end n variables from the equation ax = b € R and a construction of the definitions,
and operations with matrixes from the analysis of the resolution of the linear system
AX = B. The idea behind this paper is to offer another approach to the teaching of linear
systems and matrixes. Such approach has two advantages to students: the construction
of general concepts from elementary concepts, and the possibility to observe and realize
how important algebra is in the construction of concepts and mathematical operations
with matrixes and linear systems. The methodology used in this paper is based on
bibliographic research.

Key-words: Linear systems. Matrixes. Determinants. Mathematical Operations.
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INTRODUCAO

Segundo (STRANG, 2010) os problemas centrais da Algebra Linear sdo as
equacbes AX = Be AX = )\X. Na verdade o segundo pode ser reduzido ao primeiro
pondo BX =0, onde B = A — A X. O primeiro contato com a disciplina supracitada
ocorre no ensino fundamental através da solucdo de sistemas com duas incognitas e
porteriormente no estudo das matrizes e sistemas lineares no ensino médio. Para isso,
lanca-se mao, anteriormente, do estudo de matrizes, em geral sem apresentar justifica-
tiva de como determinados conceitos surgem. Como exemplo podemos citar o conceito
de determinante que aparece naturalmente na solugdo de sistema lineares. Usualmente
séo usados trés processos de resolugdo: método da substituicdo, método da elimina-
cao e método da comparacao. Como mencionado, ensina-se primeiramente matrizes,
determinantes, em seguida passa-se aos métodos de solucdes de tais equacoes. Esta
abordagem leva em consideragéo o aprendizado de matrizes como pré-requisito para
o estudo da solugéo de sistemas lineares, dando a impresséo de que o primeiro nao
surge a partir da necessidade de resolver o sistema. Tal abordagem nao apresenta a
riqueza algébrica construtiva que ha na solugcao de um sistema linearAX = B.

A proposta deste trabalho € a construcao de alguns dos conceitos, propriedades
e proposi¢cdes que envolvem os estudos de matrizes a partir do estudo da solugao dos
sistemas lineares. Mais precisamente partiremos da solu¢do da equacao ax = b em R.
Posteriormente construiremos os conceitos olhando para os sistemas de duas ou mais
variaveis.

O presente trabalho foi dividido em quatro capitulos, sendo que o primeiro
abordara sistemas lineares AX = B, 0 segundo a relacao de sistemas lineares e
tipos de matrizes, o terceiro operagcées com matrizes e suas propriedades e o quarto
determinantes e suas propriedades.

No primeiro capitulo, o de maior relevancia do nosso trabalho, apresentamos
uma breve histéria dos sistemas lineares. Logo depois, um estudo sobre sistemas
lineares AX = B e sua resolucdo, ndo consideraremos o aprendizado de matrizes
como pré requisito visto no ensino médio. Partiremos do estudo da solugédo de uma
equagao ax = b, e em seguida abordaremos as equagao a,x; + asz, = b até finalmente
chegarmos ao estudo de sistemas de equagdes lineares no R?, R? e R”. Uma vez obtida
as resolucodes de sistemas de equacdes lineares faremos uma abordagem de forma
construtiva a ideia de matriz, multiplicagdo de matrizes, igualdade de matrizes, matriz
inversa e determinante. Para finalizar, apresentaremos os sistemas lineares em forma
de equacgdes matriciais onde também definiremos os conceitos de sistemas lineares
equivalentes e traremos uma formula de resolugdo de método de escalonamento para
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sistemas de equacgdes lineares.

No segundo capitulo tem-se o estudo das matrizes onde sdo apresentadas
os tipos de matrizes, suas definicdes e exemplificacdes, sempre, a partir da ideia de
sistema linear.

No terceiro capitulo dedicamos as operacdes com matrizes dando énfase ao
conjunto das matrizes na qual existe uma estrutura em relagédo as operacdes de adicao
e multiplicacdo por um numero real. Além disso, mostramos as propriedades da matriz
transposta com suas respectivas demonstragées.

Por ultimo, o quarto capitulo, € dedicado ao estudo dos determinantes e suas
propriedades, contendo além das definicdes de determinantes de ordem n > 1 e as
demonstracdes das propriedades dos determinantes, a regra de Sarrus, o teorema
fundamental de Laplace e a matriz de Vandermonde.
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1 SISTEMA DE EQUAGOES LINEARES AX = B

Neste capitulo apresentaremos um estudo sobre sistemas lineares AX = B
e sua resolucao, nao consideraremos o aprendizado de matrizes como pré requisito
visto no ensino médio. Partiremos do estudo da solu¢do de uma equagéo ax = b, € em
seguida abordaremos a equacao a;x; + asxs = b até finalmente chegarmos ao estudo
de sistemas de equacdes lineares no R? R? e R". Além disso, construiremos uma
exploragdo algebrica das resolugdes destes sistemas. Uma vez obtida as resolu¢des de
sistemas de equagbes lineares faremos uma abordagem de forma construtiva a ideia de
matriz, multiplicagdo de matrizes, igualdade de matrizes, matriz inversa, matriz adjunta
e determinante. Para finalizar, apresentaremos os sistemas lineares em forma de
equacdes matriciais onde também definiremos os conceitos de sistemas equivalentes,
traremos uma férmula de resolucdo de método de escalonamento para sistemas de
equacoes lineares e também uma breve abordagem histérica.

1.1 UMA BREVE ABORDAGEM HISTORICA DE SISTEMAS DE EQUAGCOES LINEA-
RES

Sobre sistema lineares entende-se “Do grego (sy significa ‘junto’ e sta, ‘perma-
necer’), sistema, em Matematica, é o conjunto de equagdes que devem ser resolvidas
“‘juntas”, ou seja, os resultados devem satisfazé-las simultaneamente (DANTE, 2010,
p.142)

Segundo (BOURBAKI, 1989) a Algebra Linear é ao mesmo tempo um dos mais
antigos e um dos mais novos ramos da matematica. Existem problemas que datam da
antiguidade e que sao resolvidos por uma unica multiplicagao, podendo ser visto na
solucao da equacao ax = b, conhecendo-se a e b, excentuando-se o caso em que a é
igual a zero.

Para (EVES, 2004) os problemas encontrados no papiro de Rhind exigiam
apenas uma equagcao linear para a sua resolugéo.

Assim, para resolver o problema

T
— = 24.
:L‘—|—7

Os egipicios estimavam um valor conveniente para x, por exemplo x = 7. Entao, fazendo
os calculos, chegavam a 7 + T = 8 e como 8 deve ser multiplicado por 3 para chegar a
24, o valor correto de x deveria ser 3 x 7 = 21. Esse método ficou conhecido na Europa
como “Regra da Falsa Posigao".
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Antigamente os babildnios ja conheciam a resolucao de equacdes. (EVES, 2004)
conta que problemas envolvendo as resolugdes de equacdes foram encontrados em
tabuletas de cerca de 1.600 anos a.C. De fato, era principalmente pela algebra que os
babilénios expressavam problemas geométricos.

Para as civilizagdes antigas, como Egito, Babilonia, China e india, embora haja
dificuldade em se precisar as épocas, apresentaram documentos matematicos impor-
tantes, e todos continham problemas que envolvam situac¢des corriqueiras, do dia a dia,
além de problemas algébricos, caracterizados por tratar de varidveis genericamente.

O livro chinés Nove capitulos sobre a arte da Matematica, de Chui-Chang Suan-
Shu, por exemplo, contém 246 problemas sobre mensuragéo de terras, agricultura,
sociedades, engenharia, impostos, célculos, solucées de equacdes e propriedades dos
triangulos. Essa obra data de aproximadamente 250 a.C. e ja apresentava sistemas de
equacoes lineares simultaneas.

1.2 EQUACAO axz =b

Para quem nunca estudou sistemas lineares uma estratégia para entender as
solugbes dos mesmos é a partir da andlise da equacao

ar =0b, coma,b,xz € R.

De fato, devido esta analise, pode-se perceber a necessidade da construcdo da mate-
matica que esta por tras da idéia de matriz, dando todo um sentido a abordagem da
mesma. Como veremos futuramente, podemos pensar, por exemplo, no conceito de
determinante que aparece naturalmente na solu¢cao de um sistema linear com duas
equacdes e duas incégnitas.

Considere a equacgao ax = b. Vamos entender a solugdo da mesma.

Suponhamos que ax = b =0.Sea = 0. Entdo ax = 0x =0 =0, Vz € R. A
equacao é classificada como possivel e indeterminada (EPI), pois a mesma possui
infinitas solugdes.

Por outro lado, se a # 0 entdo ax = b = a 'ax = a0 = x = o~ 'b. Portanto, a
equacao possui uma unica solugédo. Assim classificamos como possivel e determinada
(EPD).

Em particular, se b = 0 temos

1

ar=b=atar=a"'b=2=a"'0=0

Neste caso particular como b = 0 dizemos que a equacao é homogénea. Finalmente
sea=0eb+#0temos

ar =0x =0=0,
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mas como b # 0 temos um absurdo.

Portanto, a equagao nao possui solugao. Desta forma a classificamos como
equacao impossivel (El). Observe que apenas com a andlise acima, podemos lancar
mao das possibilidades de solugdes para sistemas lineares com mais de uma equagao.

O que acontece com as solugdes quando ha duas incognitas?

Sabemos que além da equacéo ax = b um dos primeiros exercicios que um
aluno do Ensino Médio enfrenta, em termos de Geometria Analitica € esbocar o traco
de uma reta de equagao a,r; + asx2 = b no plano. Isso equivale a achar nimeros reais
a1 € ap que sdo solugdo da mesma.

Por outro lado, sabendo que em uma reta ha infinitos pontos, como podemos
determinar analiticamente tal afirmagéao?

Pensando nesta pergunta, abordaremos a solugao de tal problema.

Primeiramente, podemos nos perguntar se € possivel resolver a equacao apenas
usando a inversao de coeficientes, ou seja, resolver utilizando o artificio anterior usado
na equagao ax = b.

Encontrando a equacgéo a;x; + asas = b. Suponhamos que «; € um numero real
qualquer. Entéo

a1, + asog = b = a1x1 = —agan + b
Portanto, se a; 7& 0 segue que

a1T] = —agan +b = 11 = ay ' (—agan) + aj'b.

Logo, a equagao possui infinitas solugdes, uma vez que a escolha do niumero
ap € livre e portanto a solucdo da mesma é classificada como possivel e indeterminada
(EPI).

Analogamente, dado qualquer a; € R com a; # 0 a equagao possui infinitas
solucbes dadas por

Ty = ay (—ajoy) + ay'h
Em particular, se a equagéao € homogénea (b = 0) temos
Ty = ay (—a1ay)
Finalmente, se a; = a; = 0 e b # 0 entdo temos 0 seguinte absurdo

a1r1 + asxa =b= 027+ 0 =0=0#0

Logo, neste caso a equagdo nao possui solugéo e, portanto, dizemos que a
mesma é classificada como impossivel (El).
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Observe que apenas com a analise acima, podemos lancar mao das possibilida-
des de solugdes para sistemas lineares com mais de uma equagao.

Equacao linear
Definicao 1.2.1. - Dados os numeros reais ay, ..., a,, c (n > 1), a equagdo
a1xr1 + asxo + ... + apx, =
onde os x; So variaveis em R, damos o nome de equacéo linear sobre R nas incognitas
T1yeeey Ty
Uma solugéo dessa equacao é uma seqiiéncia de n numeros reais (nao neces-
sariamente distintos entre si), indicada por (b1, bs, ..., b,), tal que

a161 + (lgbg + ...+ CLnbn =C

seja uma sentencga verdadeira.

Exemplos
1) Dada a equagao: x; — 2z, + x3 = 1, a terna ordenada (3, 1,0) € uma solugao
dessa equacao, pois 3 —2-1—0 =1 é verdadeira.
2) Seja equagao linear
0z + 0y 4+ 0z = 0.

é facil observar que qualquer tripla ordenada (b;, by, b3) € solugdo da equagao.

3) Dada a equagéo linear
Oz + Oy 4+ 0z 4+ Ow = 5.

é facil perceber que qualquer quédrupla ordenada(b,, b2, b3, b4) n@o satisfaz a equagao,
pois
0-b14+0-bo4+0-b34+0-by=05.

€ sentenca falsa quaisquer que sejam by, by, b3 € by € R.

1.3 GENERALIZANDO A EQUAGAO ax = b PARA O R?

Qual a generalizagédo natural para equacgao ax = b tal que a,b # 0 com a,b € R?

Podemos considerar o sistema formado pelas duas equagdes e queremos calcular
. _arrby=p )
simultaneamente a sua solugao.
cx+dy=q (II)
Estas duas equag¢des em conjunto formam um sistema de equagdes lineares
com duas variaveis. O nosso objetivo é encontrar a solucao do sistema. Como se trata
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de duas equacdes podemos com a mesma solucao, determina-la usando as proprie-
dades dos numeros reais, ou seja, manipulando as equagdes e fazendo substituicoes,
assim:

Sejam a, b, c e d nUmeros reais nao nulos. Isolando y na segunda equacéo, temos:

dy=q—cx (III)

_g—cx
YT
Substituindo na primeira equagéao, temos:
- d—b
ax+b(q dcx) =p = adr+bq— bcx = pd = (ad — bc)x = pd —bg = x = gd—bz (IV)

Para que exista um Unico valor de x que satisfaca essa igualdade é necessario
que (ad — be) # 0.
Substituindo o valor de x de (IV) em (lll), temos:
dy = q— cpd — cbg _ adq — beq — cpd + cbq _ (aq — cp)d
ad — bc ad — be ad — be
dividindo a ultima equacéao por d, temos:

_ag—cp
"~ ad — be

Existindo um unico valor de «z, existira um Unico valor de y, e a solugdo unica do

sistema é:
pd — bgq aq — cp
xr = e = .
ad — be y ad — be

Observe que

, , | , (0 D]

1. 0 numero ad — be estd associado aos niumeros que aparecem na tabela: J
C

, , , , b

2. o numero pd — gb esta associado aos numeros que aparecem na tabela: g
q

’ . , a
3. 0 numero aq — pc estd aos numeros que aparecem na tabela: { p}
c q

Podemos observar que os numeros podem ser obtidos nas tabelas através das mesmas
sequéncias de operagdes. Podemos entdo, tornar tudo mais simples, definir os nimeros
obtidos nas tabelas (que chamaremos de matriz).
a
Pl e
c q

a b

7Ca::pb
d

Assim, se C' = , Cy=
q d

C
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det C' = ad — be

det C, = pd — qb

det Cyy = aq — pc

resulta

_detCy
v det C
B det C,
y= det C

Este exemplo mostra o quao natural é a idéia de matriz e do determinante associado
a matriz quadrada 2 x 2. No Ensino Médio, esta ideia é ensinada ao aluno através da
Regra de Cramer, pelo seguinte processo:

1. Calcula-se o determinante det C' da matriz incompleta;
2. Se det C' # 0 = o sistema € possivel e determinado;

3. Se det C = 0 = o sistema é possivel indeterminado ou impossivel.

Para decidirmos se o sistema é indeterminado ou impossivel, determina-se por
exemplo, det C,.. Se det C;, = 0 (como det C' = 0), 0 sistema sera indeterminado e se
det C,, # 0 (como det C' = 0), 0 sistema serd impossivel.

De posse da ideia de matriz poderiamos pensar em outra estratégia para resolver
o sistema
axr+by=p

cx +dy =q

imitando a solugcédo dada para a equacao linear no caso em que os coeficientes sao
nuameros reais ndo nulos. Mas aparecem alguns problemas em relacao a equagao com
coeficiente e termo independente reais. Agora temos:
4 coeficientes reais: a, b, ce d,
2 incognitas: = e y,
2 termos independentes: p e q.

O proprio sistema linear com coeficientes reais ax = b pode sugerir 0 seguinte

formato
AX = B.
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Como uma operagao entre os coeficientes e as incognitas de modo que, esta,
produz termo independente. E claro que essa operagdo é compativel com o sistema
linear.

Tomando azx + by = p e cx + dy = q 0S elementos que sao correspondentes no
sistema, isso obriga a definir primeiro uma igualdade entre matrizes colunas.

Duas matrizes s&o iguais quando sao do mesmo tipo e todos os elementos sdo
iguais nas suas respectivas posicdes. Assim,

ar+by| |p - ar+by=p
b
Falta portanto, descrever oy como AX.
cxr + dy
Assim, de forma natural, para preservar a posicao dos coeficientes, podemos
considerar
b
A=""1,
c d

Isso nos da a seguinte defini¢ao:
a bl |z _|p p ar +by =p
c d] |y q q cr +dy =q

1.4 A IDEIA DE MATRIZ IDENTIDADE E MATRIZ INVERSA DE ORDEM 2

azr + by
cr +dy

AX =B~

Definida a equacédo AX = B podemos tentar resolvé-la como fizemos anterior-
mente para o caso real. Primeiramente, devemos relembrar que, no caso real, dada a
equacao ax = bcom a € R*eb € R, aplicando o inverso multiplicativo pela esquerda
resulta
ax=b=a'(ax)=a b= (a'a)r =a b=z =a"b

Agora poderiamos, imitando a solugdo em R, resolver a equagdo AX = B como
no caso real, desde que isso faga sentido. Teriamos

AX=B= A1 AX)=A"'"B=(A"'"A)X=A"'"B=X=A4"'B.
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Isso nos leva a necessidade de definir, a multiplicacéo entre matrizes quadradas
e a inversa de uma matriz A. Para que isso faca sentido, algebricamente falando,
precisamos de um elemento neutro, para a multiplicagcédo de matrizes, que faga o papel

o : . b
de 1 na multiplicacdo em R. Dito de outra forma devemos determinar I = ¢ y tal que
C

IX=X

Y

para todo X = [x
Y

] , OU ainda, devemos determinar a, b, ¢ e d de modo que

ar +by =x
cr+dy =y

para todo z,y € R, ou seja, devemos resolver as equacgoes
(a—1z+by=0ecx+(d—1)y=0

para todo z,y € R.
Fazendoy=0ex=1temosa—1=c=0.Fazendox=0ey=1temosb=d—1=0.

1
Portanto I = [ O]
01

lx + Oy
Oz + 1y

1 1
Observe que /X = X implica em [ O] H ,ou seja, [ 0] H _
0 1] |y 0 1| |y

Agora precisamos de uma definicdo de multiplicacao entre duas matrizes qua-
dradas que seja compativel com a multiplicacdo entre uma matriz quadrada e uma
matriz coluna.

b b
SeN, =|"eN,=]"

b21 b22
Temos que N = {Nl Nz}

, tem-se:

Q21 A2

calculando-se M N; = [
21

@11 a2 [bn

MN, = —anbu + CL1zb21] ‘

21011 4 ag2ba
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De maneira analoga, tem-se

MN, = [an a12:| [bm] _ [anbm + a12b9

Q21 A22 bao 21091 4 ag2bao

Agora usando somente os elementos das matrizes coluna exposto anteriormente
podemos definir a multiplicagdo de M N.

by b
Portanto se M = [a“ a”] e N= {“ 12]

G21 QA22 bai  bao
Definimos
MN — |G bir biz|  |anibin + a12ba1r  a11b12 + arzba
a1 G| |bar Do a21011 + ag2bar  ag1bia + ageba:

Munidos da operacao podemos calcular a inversa da matriz A. Suponha que

b
At=1" Yea= . Resolvendo a equacéao
w z C
AAT =T
fica,
AA’lzab uvzlo
c d| |lw z 01
Portanto,

au+bw av + bz
cu+dw cv+dz

:[; g].

Igualando os elementos das matrizes obtemos os sistemas lineares

au+bw =1 av+bz=0
(1)e (2)
cu+dw =0 cv+dz=1

Associados ao sistema (1) temos os determinantes:

a

det A = det [
c

b
]—ad—bc
d

det A,, = det [(1) b] =d
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1
det A,, = det [a ] = —c

cC O

Cuja solucgao é

_detA, d
“= det A det A
e
_detA,  —c
det A det A
Associados ao sistema (2) temos os determinantes:
detA = det [a b] = ad — bc
c d
b
detA, = det 0 =-b
1 d
e

detA, = det {a 0] =a
c 1

Cuja solucao é
det A, —b

UT At A det A

_detA,  a
“= det A det A

Logo
d —b
Al = |detA detA| = L |d _b_
—C a detA —C a
det A det A
Portanto provamos o seguinte teorema.
Teorema 1.4.1. A matriz
- a b]
c d

é invertivel se, e somente se, ad — bc # 0, caso em que a inversa é dada pela formula

1 d —b
ATl = .
ad — be [—c a ]
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1.5 SOLUGAO DE UM SISTEMA LINEAR DE DUAS EQUAGCOES COM DUAS IN-
COGNITAS POR INVERSAO MATRICIAL

: : : ar +by =e o
Seja o sistema linear , com incognitas = e y.
cr+dy=f

Substituindo o sistema linear pela equac¢ao matricial Unica

-
i

Supondo que a matriz 2 x 2 seja invertivel (isto €, que ad — bc # 0), entdo podemos
multiplicar a esquerda ambos lados pela inversa e reescrever a equagao como:

azr + by
cr + dy

que podemos reescrever como:

71- - = - - _71__

a b a b x_ab e
c d c d y__cd f
- 1

Ox_ab e

0 1] e d] S

_1—

a:_ab e

y| e d] |f

Aplicando o teorema 1.4.1

—1
- |z a b e
Podemos reescrever essa equacao =

como
Y c d
x| 1 d —b] [e
Y ad—bc |—¢c ¢ f
da qual obtemos
_de—0bf af — ce
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1.6 GENERALIZANDO A EQUAGAO LINEAR PARA O R?

Qual a generalizacao natural para equacgao ax = b tal que a,b # 0 com a,b € R?
Podemos pensar no seguinte sistema

anr + apy + a3z = ki
91T + a22Y -+ 932 — ]{32

a3 T + azy + azzz = k3
Qual é a solugao do sistema?
Podemos manipular o sistema da seguinte forma:

Multiplicamos a primeira equagao por as; € segunda equagao por a;; COm ay; €
a1 N&o nulos,

110421 + A12021Y + A13a212 = k1a9 (1)
11421 + 110922y + a11a232 = keayy (2)

Fazendo (2) - (1) membro a membro, obtemos:
(a11a22 - a12a21)y + (a11a23 - a13a21)z = koayy — krao

Multiplicando a primeira equagao por az; € terceira equagao por a;;, sendo as; € a;
nao nulos,

as1a11% + az1012Y + az10132 = kyas; (3)
a11a31 T + a11a32y + anazsz = kzai (4)
Fazendo (4) - (3), obtemos:
(a11a32 - a31G12)y + (a11a33 - a13a31)z = kzai — kraz
Formando o sistema com as variaveis y € z,
(a11a92 — @12a21)y + (a11G23 — a13a91)2 = kaarn — kiaz (5)
(ar1asz — as1a12)y + (ar1ass — a13a31)z = kzay — kias (6)
Agora multiplicando a equacao (5) por (a11as3 — asas;) # 0 € a equagao (6) por

(a11a93 — ai3a9,) # 0, segue que

{(a11a22 — ai2a21)(a11a33 — a13as31)y + (a11a23 — arzaz1)(a11ass — aizasi)z = (keair — kiaz1)(aiiass — aizasy) (7)

(
(a11a32 — as1a12)(a11a23 — a13a21)y + (ar11a33 — aizasi)(ai1azs — a13a21)z = (ksair — kiasi)(a1az2s — aizaz1) (8)

Fazendo (7) - (8), obtemos:

[(G11a22 - a21(l12)(a11a33 - a13a31) - (CL116L23 - a13G21)(a11a32 - a31a12)]y =

(k2a11 - klam)(anaza - a13a31) - (/fsan - k1G31)(6111@23 - &13G21)-
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Dividindo ambos lados da igualdade por

(G11@22 - G216112)(a11a33 - alsasl) - (a11a23 - G13G21)(@11@32 - G31a12)

nao nulo, temos:

(k?QCLn - klam)(an%g - CL136L31) - (k:3a11 - k1a31)((l11(123 - a13a21)
(a11a22 - a21a12)(a11a33 - a13a31) - ((111G23 - Cl13a21)(a11a32 - a31a12)

Assim,
_ anaiaszky — an1azi1a13k2 — ar1az1a33k1 + aisesrazikl — ananasks + aniazsaziki + annaizan ks — azasraziky
@11G11022033 — A11022031G13 — 21012011033 + A2 31 — 011011023032 + A11023031012 + 21013011032 — a2 13

Colocando a;; em evidéncia no numerador e denominador, temos:

apy - (a11a33/€2 — az1a13ky — agassk — aiagsks + azzaz ki + CL13G21/€3)

aiy - (Cl11a22a33 — Q22031013 — Q21412033 — Q11023032 + A23A31A12 + CL21CL136L32)

y:

sendo ay; # 0. Logo,

ariassks — aziaizke — agrassky — ayiagsks + assas ki + ayzazi ks

(11022033 — (22031013 — (21012033 — 411023032 + (23031012 + Cl21(113a32'
Organizando o numerador e denominador, temos:

a1 koags + kragsasy + aizasi ks — aiskeas) — ajnassks — kiasiags

11022033 + (12023031 + A13021032 — Q13022031 — Q11023032 — A12021033

Retormando o sistema nas variaveis y e z, e procedendo de forma analoga

(a11a22 - a12a21)y + (a11a23 - a13a21)z = ka1 — krao (5)
(a11a32 - G31a12)y + (a11a33 - a13a31)z = ksai; — kias; (6)
multiplicamos a equagéo (5) por (ajjass — aszia;2) # 0 € @ equagao (6) por (ajjas —

a12a91) # 0
Fica

(CL11@32 - a31a12)(a11a22 - a12a21)y + (a11a32 - a31a12)(a11a23 - a13a21)z = (a11a32 - 031a12)(k2a11 - k1a21) (9)

((111@22 - (l12(121)(61116132 - aslalz)y + (a11a22 - a12(121)(a11033 - alsasl)z = ((l11(122 - a12a21)(k3a11 - k1a31) (10)
Fazendo (9) - (10), obtemos:

[(a11a32 - a31(l12)(a11a23 - G13a21) - (CL116L22 - a12a21)(a11a33 - a13a31)]2 =

(a11a32 — az1a12)(k2a11 — kiag1) — (a11a9e — a12a9:1)(kzan — kias:)
Dividindo ambos os membros da igualdade por
(a11a32 - a31a12)(a11a23 - a13a21) - (G116L22 - a12a21)(a11a33 - a13a31),
nao nulo, segue que

(a11a32 - Cl31a12)(k2a11 - k1a21) - (al1a22 - a12a21)(k3a11 - k’1@31)

(a11a32 - a31a12)(a11a23 - a13a21) - (a11a22 - a12a21)(a11a33 - a13a31)

z =
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Assim,
L anazakaair — arrazekias — aziai12keann + azierskiaz; — anazeksann + aniaekiaz + aipasikzan —a 1031
11032011023 — 011032013021 — (31012011023 + 43 21 — @11G22011033 + A11022013G31 + 012021011033 — A1 31

Colocando —a;; em evidéncia no numerador e denominador, temos:

. —a11(—asakoa11 + asakiagy + aziaioks + aksa — agkiaz — ainasiks)

)
—011(—6132&11&23 + a32G13021 + A31G12G23 + Q22011033 — Q22013031 — 0612@216133)
sendo a;; # 0
Logo,

L —agakaa1y + azakiag; + aziaioks + axkzar — azpkiaz — azasn ks

— 32011023 + A32013021 + A31G12023 + A22011033 — 2013031 — G12021033
Organizando o numerador e denominador, temos:

Y — a11agks + a1okoazy + kragiasy — k1azaz — ankoass — arpanks
11022033 + G12023031 + Q13021032 — A13022031 — (11023032 — G12021033

De maneira andloga, se eliminarmos a variavel > da primeira e terceira equagao do
sistema e formar um sistema nas vaiaveis x e y. Fazendo as operag¢des adequadas,
obtemos a seguinte equacao na variavel x:

[a11a22a33 + a12a23a31 + A13021A32 — G13022031 — Q11023032 — a12a21a33]x = k1a22a33 +

a12a93ks + aigkaasy — a13a22ks — kiaggasy — ajakaass
Dai, resulta:

. kiagaass + aipassks + aizkaazy — aizanks — kiagsazs — aizkaass

(11022033 + A12023031 + Q13021032 — G13022031 — (11023032 — Q12021033
Para que existam os Unicos valores de z, y e z € necessario que (ai1as2as3 + aioas3as; +

13021032 — Q13022031 — Q11023032 — A12021a33) S€ja N@o nulo.

Observe que:

1. O nUMero aj axass + a12a23a31 + A13021A32 — A13022031 — (11023032 — Q1202133 €StA
associado aos numeros da tabela

ail aig Aais
A21 Q22 Q23

az1p asz as3

2. O numero k1a22a33 + Cllgazgkg + a13k2a32 — &13&22k3 — k1a23a32 — CL12]€2(L33 esta as-
sociado aos numeros da tabela.

ki aiz ais
ko az ass

ks asy ass
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3. O nimero a1kaass + kiaosasy + ai3a91ks — aiskaas; — aq1a3ks — kiasiass esta as-
sociado aos numeros da tabela.

an ki ais
az ke ass

as; ks ass

4, O nl'JmerO a11a22k3 + a12k2a31 + k1a21a32 - ]ﬁ&QQ&gl - a11k2a32 - Glgaglkg esté. as-
sociado aos numeros da tabela.

a ap k
as  az ko

as; agy ks

Podemos observar que os numeros podem ser obtidos nas tabelas de uma forma
pratica, fazendo o seguinte:

Repetimos as duas primeiras filas verticais a direita da terceira e efetuamos as
seis multiplicag6es feitas nas diagonais dos numeros;

Os produtos obtidos nas direcbes das diagonais nas quais chamaremos de
diagonal principal e diagonal secundaria terdo sinais positivos (diagonal principal) e
negativos (diagonal secundaria) e em seguida soma os resultados obtidos.

Podemos entao, definir os nimeros obtidos nas tabelas (Qque chamaremos de
matrizes).

ailp Qa2 a3 ki a2 as a1 ki ais
Assim se A = |ay ax axs|, As = |ky axn ax|, Ay = |an ko as),
ag1 asz Gs3 ks asy ass asi ks ass

a;; a2 Kk
A, = |an axn ko|e

asz; asy ks

det A = ay1a92a33 + A12023031 + A13021A32 — Q13022031 — (11023032 — 112021033,

det Ay = kiagoass + ai12a93ks + aizkaasy — a1zanks — kiagsass — aiakoass,
det Ay = aikoass + kiagsazy + a13az1ks — aizkaasz) — ajagsks — kiasiazz e
det A, = aragks + aioksas) + kiasiase — kiaxas) — arikeass — 12021 k3
Resulta:

_det A, _det A, _det A,
YT et A VT detA 7T detA

Este exemplo mostra o quao natural é a ideia de matriz e do determinante
associado a matriz quadrada.
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Passamos entdo para o estudo da resolucdo do sistema em R? usando a ideia
de matriz.

De posse desta ideia poderiamos pensar em uma outra estratégia para resolver

o sistema
a1 + ay + a3z = ky

a12% + a2y + 932 — ]{?2
az1T + azy + azzz = ko

Imitando a solugdo dada no caso em que os coeficientes sdo numeros reais néo
nulos. Mas, surgem alguns problemas em relacdo a equacao com coeficiente e termo
independente reais. Agora temos:

coeficientes reais: a1, a2, a3, 21, a2, A23,a31, G392 € ass,
incognitas: =, y e z,
termos independentes: kq, ks € ks.

O préprio sistema linear com coeficientes reais ax = b sugere:
AX = B.

Como uma operacgao entre os coeficientes e as incognitas de modo que, esta, produz
termo independente. E claro que essa operagdo é compativel com o sistema linear.
Isso obriga a definir primeiro uma igualdade entre matrizes colunas.

11T + a2y + a132 k1
U91T + G2y + a3z | = |k
a1 T + a2y + aszz ks

an + ajpy + a132
Falta agora escrever |as x + asy + aszz| como AX. Assim, de forma natural, para

az1x + a2y + azzz
preservar a posicao dos coeficientes, podemos considerar

11 Q12 Aa13
A= Q21 Q22 Q23] ,

a3; Aaszz ass

xr
X =lyle

z

k1
B: k’Q
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Isso nos da a seguinte definigéo:

a1l a2 aisl| | ky ane + apy + a3z =k
AX =B~ |an ax ag| |y| = |k2| ~ { a2z + axny + asz = ks
ds1 sz ds3] |2 & a3 @ + azy + azgzz = k3

Equivalentemente ao caso de duas dimensdes também temos a importancia da ideia
de matriz identidade e matriz inversa de ordem 3, pois elas serdo necessarias para
resolucao.

AX=B=A"1'AX)=A"'"B=(A"A)r=A"'"B=IX=A"B=X=A4"'B.

O que nos leva a necessidade de definir, a multiplicacdo entre matrizes quadradas
e a inversa de uma matriz A. Para que isso faga sentido, algebricamente falando,
precisamos de um elemento neutro que faca o papel de 1 na multiplicacdo em R.

a b c
Dito de outra forma, devemos determinar I = |d e f
g h 1

tal que
IX = X,

s
paratodo X = |y| , ou ainda, devemos determinar a,b, ¢, d, e, f, g, h € i de modo que

z

ar +by+cz=x
dr+ey+ fz=y
gr+hy+iz =z

paratodo z, y e z € R, ou seja, devemos resolver as equagdes

(a—1x4+by+cz=0,dr+(e—1ly+fz=0egx+hy+(i—1)z=0

paratodo z,y e z € R.

Fazendoy=z=0ex=1temosa—1=d=g=0.Fazendox=z=0ey=1
temosb=e—1=h=0.Fazendor=y=0ez=1temosc=f=i—1=0.

100
Portanto 7= {0 1 0
0 01
1 0 0f |z 1l + 0y + 0z x
Observeque IX = |0 1 0| |y| = |0z +1y+0z| = |y| = X.
0 0 1} |z 0z + 0y + 12 z
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Agora precisamos de uma definicdo de multiplicacao entre duas matrizes qua-
dradas que seja compativel com a multiplicacdo entre uma matriz quadrada e uma
matriz coluna.

mip MMy Mi3 P11 P12 P13

Portanto, se M = |my; mas mas| € P = |pa1 P22 Pos

m31 M3z MM33 P31 P32 P33

Definimos
mi1 iz Magz| [P11 P12 P13

MP = |ma; may mMas P21 P22 P23| =

mg3y Mmg2 MMg3| |P31 P32 P33

miipi1 + MazPa1 + MazPar MaiPiz + Mi2P2e + MazPsz M1Pi3 + Mi2P23 + Mi3Ps3
Mo1P11 + MaaP21 + Ma3P31  Ma21P12 + MagPaa + MagP3a M21P13 + Ma2P23 + M23P33 |
Mg1p11 -+ M32P21 + M33P31 M3g1P12 + M32P22 + M33P32 M31P13 + M32P23 + Mi33P33
ou seja, procedemos de forma andloga trés vezes, uma para cada coluna da matriz a
direita. Munidos da operac¢ao podemos calcular a inversa

u v T
A=y z w
k'l m
de
a b c
A=|d e f|.
g h 1

Resolvendo a equagdo em AA~! dada por

AAT =1
Assim,
a b c|llu v =z 100
AAr=\d e flly z w|=1]0 1 0| =

g h ||k I m 0 01
au+by +ck av+bz+cl axr+bw+cm 100
= |du+ey+ fk dv+ez+ fl dv+ew+ fm| =10 1 0
gu+hy+ik guv+hz+1i gr+ hw+im 0 01

Ilgualando os elementos das matrizes obtemos os sistemas lineares

au~+by +ck =1 av+bz+cl =0 ar +bw+cm =0
du+ey+ fk=0 (1), dv+ez+fl=1 (2)eldr+ew+fm=0 (3)
gu+ hy + ik =0 guv+hz+il =0 gr+hw+im =1
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Associados ao sistema (1) temos os determinantes:

a b c
detD =det |d e f| =aei+ dhc+ gfb—ceg— fha —idb
g h 1
Ly
det D, = det |0 e f| =ei— fh,
L h ?:_
o C_
det D, =det |d 0 f| = fg—di,
_g /l/_
a b 1
det Dy, =det |d e 0| =dh— ge
g h 0
cuja solucao é
det D, et — fh

“TdetD ~ ae— fh+dhe+ gfb — ceg — fha —idb’

_detD, fg—di
"~ detD  aei+ dhc+ gfb— ceq — fha — idb

Y

_det Dy, dh — ge

YT detD aei + dhc + gfb — ceg — fha — idb’

Associados ao sistema (2) temos os determinantes:

a b c
detD =det |d e f| =aei+ dhc+ gfb—ceg— fha —idb
g h 1
0 b ¢
det D, =det |1 e = ch — I,
_0 h a
o c-
detD, =det |d 1 f| =ai—cyg,
_g 0 /l/_
@ b 0
det Dy =det |d e 1| =bg—ah
_g O
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cuja solugao é

_detD, ch — b
YT deatD ~ aei + dhc + gfb — ceg — fha — idb’

det D, ai — cg

“TdetD aei + dhc + gfb — ceqg — fha — idb

l_detDl_ bg — ah
~detD  aei+ dhc+ gfb— ceg — fha —idb’

Associados ao sistema (3) temos os determinantes:

a b c
detD =det |d e f| =aei+ dhc+ gfb—ceg— fha —idb
g h 1
T
det Dy =det |0 e f| =bf —ce,
1 h i

a
det D, =det |d 0 f| =cd—af,
9

a b 0
det D, =det |d e 0| =ae—bd
g h 1
cuja solugao é
_detD, bf — ce
YT detD "~ aei +dhe + gfb — ceg — fha — idb’
_detD,, cd —af
" detD  aei+dhc+ gfb— ceqg — fha — idb
e
_— det Dy, ae — bd
~ detD  aei+dhc+ gfb— ceg — fha — idb
Portanto,

fdet D, detD, det D,
detD detD  detD

ee— fh ch—bi bf —ce
A1 — det Dy detD, detD, | _ Nfg—di ai—cg cd—af
detD detD  det D detD
dh —eg bg—ah ae—bd

det Dy, det D; det D,,
LdetD detD  detD




Capitulo 1. SISTEMA DE EQUACOES LINEARES AX = B 33

1.7 GENERALIZANDO A EQUAGAO LINEAR PARA O R”

Apresentaremos aqui uma percepcao diferente sobre a solugédo de uma sistema
linear com n equacdes e n incdgnitas muitas vezes ndo ensinado no ensino médio,
onde |a os alunos tem como pré-requsito o ensino de matrizes e determinantes. Aqui
trataremos de fazer um resgate da aplicacdo do método da substituicao visto pelos
alunos no ensino fundamental.

Seja um sistema generalizado com n incognitas e n equacdes da seguinte
maneira:

a1y + apres + ... + AQipnTy, = b1

a21T1 + Q%2 + ... + GpXyp = bg
S =

An1T1 + Ap2Z2 + ...+ AppTy = bn

E possivel aplicar o método da substituicdo no mesmo ?

Para um melhor entendimento faremos operacées matematicas envolvendo os
coeficientes e os termos independentes do sistema com 2 equagdes e 2 incégnitas,
em seguida para o sistema com 3 equacodes e 3 incognitas até chegar ao sistema com
n equacoes e n incégnitas. Essas operacdes originarao novos coeficientes e termos
independentes na qual teremos outros sistemas equivalente aos originais.

Assim, definimos o sistema 2 x 2 :

apx + arzy = by ()
an + azpy = by (ll)

Isolando = em (l), temos

by Q12
x:———y,coman#()
a11 a11

Substituindo o valor de x em (ll) e colocando o coeficiente de y em evidéncia,
temos:

by 12 by Q12
a1 + A0y = by = a1 (— — —Y) + a0y = by = a1 - — — A - —Y + a9y = by =
ail ail ail ail

a12 by
ﬁ(am—am'i)y:bQ—am'i
ai a11

Reorganizando o sistema, temos:

anc + apy = b

a2y b by
((122—G21'7)y— 2 — Q21 —
ai ail
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Note que para determinar estes novos coeficientes, basta considerar os coefici-
entes do sistema original, sem precisar aplicar o método da substituicao.

Agora vamos ver um exemplo, onde dado um sistema e estabelecendo estas
relagdes entre os coeficientes e termos independentes do sistema original € possivel
resolver o novo sistema equivalente.

. . 2v+3y =14
Seja o sistema
rT—y=2
Suprimindo as incégnita do sistema, temos:

2 3 14 ayp = 2, a1 = 3 (& b1 =14
onde
1 -1 2 a21:1, a22:—1e b2:2
Determinando o novo coeficiente e o novo termo independente da segunda

equagao, temos:

a2 3 -5 by 14
—ayn-—)=(-1-1-2)=— € (bh—ay-—)=02-1-—+)=-5
(aze — ag a11) ( 2) 5 (b2 — ax 0611) ( 9 )
_ _ 20+ 3y =14
Reorganizando o novo sistema: _5
2

temosy=2e2xr=14—-3-2=x=4.Logo x =4 e y = 2 é solugdo do sistema.
Agora, partiremos para o sistema 3 x 3 :

Dado o sistema
a1 + apy + aizz = by

a1 + a2y + a3z = by

as1x + a3y + azz3z = b3

Vamos encontrar o novo sistema usando o método da substituicado de maneira
analoga ao que foi feito no sistema anterior 2 x 2.

o - b a ay
Isolando z na primeira equagao, tem-se z = — — —2y — —2 2 com a4y # 0.
ai a1 an

Substituindo o valor de x na segunda equacao
a1 T + Aoy + a3z = by,

temos: b
1 Q12 a13
a1 (— — —y — —2) + axy + ayz = by
11 a1 11

12 a13 b by
(a22 — Q21 ° 7)y + (a23 — Qg1 * 7)2 =02 — Q21—
a11 ai a11

Agora, substituindo o valor de z na terceira equagao

a3 + azy + azzz = by
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by ai2 a3
agi(— — —y — —2) + azy + asz = by
a1 ail a1
e colocando y e = em evidéncia, segue que:
a ai3 by

(asy — as; - ﬁ)Z/ + (a33 —as - —)z =bs —ag - —
a11 aii a11

Reorganizando o sistema 3 x 3, fica:

a1 v + apy + a3z = b

a12 ais by
(@22 — a1 - —)y + (ag3 — a9 - — )z =by — ag - —
a1 a1 abn
a12 ais 1
(azs —ag - —)y+ (ass —az - — )z =bz —ag; - —
a1 a1 a1
Q12 a13 12
Tomando (age — ag1 - —) = ahy, (azs —ag - ——) = abs, (az2 —az - —) = az,
aiq b 11 b an
a13 1 1 . .
(as3 —as - —) = aky, (by—ag -—) =", e (bs —as3 - —) = b e reorganizando, fica:
a1 a1 a11

a1 + a2y + a132 = by
g9l + a3z = b
sy + azzz = by
Formando um sistema com a segunda e terceira equacdes
(oY + ay3z = by
Aoy + az3z = Uf
Aplicando o processo do método da substituicdo visto no inicio desta secéo,
temos:

/ / o
AnY + Agzz = b)) .
/ ot com ay, # 0
z=1by—az- -
22 Q99

Depois de todas as relagdes obtidas dos coeficientes e termos independentes.
/!

ab.
(a33 — az, - #)

/

a . . .
Tomando (a4 — ab, - —22) = aj,, podemos reestruturar o sistema da seguinte maneira:
o2

a1 + apy + a3z = b

/ / . N
A9l + ag32 = by
/
2

ahy

No processo de resolucéo do sistema sdo mantidos os coeficientes e o termo
independente da primeira equagao, no entanto, os coeficientes e termos independentes
das demais equacdes sao recalculados através de operagdes matematicas. Vale desta-
car que esse processo descreve um sistema escalonado. Perceba que as operacoes
feitas com os coeficientes das incognitas e termos independentes seguiram uma padro-

nizacao regular na qual é possivel trabalhar a resolucéo dos sistemas de equacgdes

! I N /
ag 2 = by — ag, -
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lineares. Para (PANTOJA LIGIA F. L. CAMPQOS, 2013) podemos sempre redefinir os
calculos destes coeficientes e termos independentes da seguinte forma:

Qi . N . .
a; = (a — ag - aﬁ, com ay, # 0), onde: (k = inferéncia; k < i < n) e
kk

b :
b, = (b — ai - —’“) — temos independentes.
Akk

Com esta percepcao, depois de definido o novo sistema escalonado, cuja so-
lucdo é a mesma do sistema original, podemos encontar a sua solucao, se possivel,
resolvendo-se o sistema por substituicdo. Partindo da ultima equagéo, obtemos x,,; em
seguida, substituindo esse valor na equacao anterior, obtemos z,,_;. Repetindo-se esse
procedimento vamos obter x,, o, ..., x9, x1.

Exemplo 1.7.1. Considere o seguinte sistema

r+y+z2=6
r+y—2=0
20 —y+22=6
Identificando os coeficientes e os termos independentes.
a1=1,a2=1,a3=1€eb; =6
as1 =1, a9 =1, a03=—-1€by =0
az31 =2,a3 = —1,a33=2€b3 =06
O novo sistema tem o sequinte formato:

an + apy + azz = b

a a b
(Cl22 — Qg1 * ?H)y + (CL23 — QA91 * TB)Z =by —ay - ail
11 11 11
a a
(ag2 — as; - E)y + (a3 — as; - E)Z = bz —as; - —L

a1 a11 a1
Substituindo os valores dos coeficientes e dos termos independentes ficaremos

r+y+z==6
1 1 6
1—1-= —1-1-2)z=0—-1-~-
(L=1- )y + )z=0-1-2
1 1 6
—1-2-= 2-2-)z=6-2-~
L Sy +(2-2-7)2 :
dai segue
r+y+z2==06

—2z=—06
—3y = —6
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Assim, conhecendo os valores de y = 2 e z = 3, basta substituir na primeira
equacgio do sistema para encontrar o valor de x = 1. Logo a solugéo do sistema é
S ={(1,2,3)}

Exemplo 1.7.2. seja o sistema linear 3 x 3

r+y+z2=06
r+y+z2=6
1 1 6
2r—y+z2=4 = (_1_2'1)3/"‘(1_2'1)2:4_2'1 =
3xr+3y+22z=16 1 1 6
Y (3-3 Ty+(@2-3-7)2=16-3 1

1

r+y+z=06
=93y 3y —z2=-8
—z= -2

Dai, segue que = = 2, -3y = 8+2 =y =2ex=6-2—-2 = 2. Logo,
x =y =z =2 e portanto a solugdo do sistema é S = {(2,2,2)}.

2e+y+z=4
Exemplo 1.7.3. Dado o sistema linear { 3x +y — 42 =0 . Vamos encontrar a sua

r—y+z=1
solugco. Assim,
2r+y+z=4
2r+y+z=4
1 1 4
r—y+z=1 1 1 4
—1-1-= 1—1-2)z=1-1-=
( Dy (=1-2)z -
2r+y+z2=4
1 11_ 19 2r+y+2=4
={ YT T Ty = 1z =—12 =
3 1 2 —By+z2=-2
2 727 T T3
2r4+y+z2=4
2r+y+z=4
N —y—1lz=—-12 N 1
(1- (-3 Ty gy 22 I
— (— . 2 =—2—(— - 7
(—1) (—1) 34z = 34

Assim, z = 1, substituindoem —y — 11z = -12 = —y = —-12+ 11l = -1 =y = 1.
Agora substituindo o valor de y e z na equagdo2x+y+z =4, temos2xr =4—1—-1= 2,
dai segue que = = 1 e portanto o conjunto solugéo do sistema dado é S = {(1,1,1)}.
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Exemplo 1.7.4. Resolva o sequinte sistema de equacgoes lineares:

20 +y+z2+w=1
TH2Y+z+w=2
r+y+2z24+w=3

r+y+z+2w=414

Resolvendo o sistema, temos:

2r+y+z+w=1
2r+y+z+w=1

r+2y+z4+w=2
rT+y+2z2+w=3
r+y+z+2w=4

1 1 1
1 1 1
1—1-)y+(2-1-2)2+(1—1-)w=3—1-
-1 Dy+e—1-Dra-1-dyu=s

1 1 1

2r+y+z+w=1
3 1 1 3 20 +y+z4+w=1
2/ 77T Ty 3tz tw=3

= = =
;y+§z+;w:2 y+3z+w=>5
1 1 3 . y+z+3w="7
§y+§z+§w:§

2r+y+z+w=1
y+z+w=3

1 1
(3—1-§)z+(1—1-§)w:5—1-

Wl w WwWlw

1 1
(1—1-§)z+(3—1-§)w:7—1-

2r+y+z+w=1

y+z+w=3
8, +2,_12
3°T3Y T3
2,8 18
3°T3Y T3

2r+y+z+w=1
y+z+w=3
=
8z + 2w =12
2248w =18

=

2r+y+z+w=1
Y+ z+w=3
8z + 2w =12

12

2
9. Yw=18~-9.—=
(8 8)w 8 A

N~ NI~ N

=
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2r+y+z+w=1
y+z+w=3
=
8z 42w =12
60w = 120

Assim,w =2;8:=12—-4=2=13y=3-2-1=0=y=0e2r =
1-0—1-2= 2= —1. Logo o conjunto solugdo do sistema dado é S = {(—1,0,1,2)}.

1.8 SISTEMAS LINEARES EQUIVALENTES

Definicao 1.8.1. Dois sistemas lineares S, e S, sdo equivalentes quando possuem o
mesmo conjunto solucdo. Neste caso, escrevemos S; ~ Ss.
rT+y=>5 20 + 3y =13

e

Exemplo 1.8.1. Considere os sistemas
r—y=-—1 3r—2y =0

Resolvendo os dois sistemas encontraremos o conjunto solugdo S = {(2,3)}.
Como os sistemas apresentam o mesmo conjunto solugdo, pela definicdo 1.8.1, con-
cluimos que sdo equivalentes.

r+y+z=6 r+y+z=06
Exemplo 1.8.2. Os sistemas { —z + 2y + 3z = 12 e 3y +4z =18 sdo equiva-
r—y—z=—4 —2z2=-6
lentes, pois apresentam o mesmo conjunto solugéo, a saber S = {(1,2,3)}.

Denotando os sistemas seguintes por S; e Ss, temos as seguintes propriedades:

P;: Trocando de posicao as equagdes de um sistema, obtemos outro sistema
equivalente.

r+y+z=3 (I) 20 +3y+z2=5 (1)
Exemplo 1.8.3. S, = {22+ 3y +2=5 (II) e So=13x+y+22:=5 (II])
3r+y+22=5 (I1]) r+y+z2=3 (I)

Logo S, e S, sdo equivalentes, pois (z,y,z) = (0,1,2) é solugcdo em ambos sistemas.

P,: Multiplicando uma ou mais equacao de um sistema por um numero k € R*,
obtemos um sistema equivalente ao anterior.
3x+y=4 (I)
r—y=0 (II)

Exemplo 1.8.4. 5| =
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e - 3x+y=4 (II)
Multiplicando a equacgéo (I1) por 2, temos: Sy =
20 —2y =0 (I)

Logo, S, e Sy, sdo equivalentes, pois (x,y) = (1,1) é solugdo em ambos siste-
mas.

P5: Adicionando a uma das equagdes de um sistema o produto de outra equagao
deste mesmo sistema por um numero K € R*, obtemos um sistema equivalente ao
anterior.

—x+y=-2 ()
20 —y =28 (II)

Exemplo 1.8.5. Dado S, =

Multiplicando a equagéo (I) por 2 e somando este resultado membro a membro
com a equagdo (11), encontramos y = 4. Colocando esta sentenga no lugar da equagcao
11, obtemos

—x+y=-2 ()
Sy =
y=4 (II)
Note que S, e Sy, sdo equivalentes, pois (x,y) = (6,4) é solugdo em ambos sistemas.

Agora, observe os sistemas abaixo
—2x+3y=0 —4x + b5y =—4
S| = Y e S, = 4
y=4 3r —3y =06
Esses dois sistemas tem a mesma solucéo, logo sdo equivalentes. Na sua
opindo qual seria 0 mais simples de resolver?
Observe que o sistema S; forma um tipo de “escada”, pois 0 numero de variavel
diminuiu da primeira equagao para segunda.

Pela diminuicao da quantidade de variaveis em S; temos o valor de y. Agora,
substituindo o valor de y na primeira equacéo encontraremos o valor de z, logo S =
{(z,y) = (6,4)} serd a solugao do sistema. Esta solugao € possivel porque a segunda
equacao apresentou uma unica variavel e a primeira duas variaveis.

Por outo lado na segunda equacéo de S,, y ndo esta isolada, assim teriamos
que fazer algumas operacdes elementares para torna-la igual a ;.

Portanto, S; se torna mais simples de resolver.
Um sistema linear do tipo de S; é chamado de escalonado.

“Um sistema escalonado (isto €, um cuja matriz é escalonada) pode ser facil-
mente resolvido de baixo para cima, obtendo-se primeiro o valor da ultima incégnita,
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substuindo-a por esse valor na equacao anterior, e assim por diante".(LIMA PAULO
CEZAR PINTO CARVALHO, 2006, pag.118).

Exemplo 1.8.6. As matrizes abaixo sdo escalonadas:

1 3 5 2 46 1 3 5 9

A=10 2 4|, A=|0 0 1| e M=1|0 1 4 5

0 0 3 000 000 3

Exemplo 1.8.7. Sejam os seguintes sistemas
+3y+52=9 +3y+52=9
EC 2% + dy + 62 = 12 vy oE
S = u+4z=6 , Sy = ) e S3= y+4z=>5,
z =

32=3 Oz +0y + 0z =3

As matrizes dos sistemas 5, S, sdo A e A’ e a matriz aumentada do sistema
S3 € M todas do exemplo 1.8.6 em S; temos z = 1. Substituindo na segunda equagao
segue que y = 1 e em seguida substituindo os valores de z = y = 1 na primeira
equacgao temos = = 1. Portanto S = {(z,y,z) = (1,1,1)} é solugéo de S;. Com relagao
ao sistema S; segue que z = 1. Substituindo na segunda equacao temos 2x + 4y = 6.
Logo, as solugdes de S, sdo os pontos (3 — 2y,y,1) em R3, onde y € R (infinitas
solugdes). J& no terceiro S3 ndo existem numeros z, y e z que satisfacam esta equacao
0x + Oy + 0z = 3. Portanto, ndo admite solucao (impossivel).

Exemplo 1.8.8. Seja o sistema escalonado

1171 + a12%2 + a13T3 + 1474 = by
A22T2 + Q23T3 + A24T4 = bo
a33T3 + a344 = b3

2474 = by

De posse da ultima equacdo podemos encontrar o valor de x,. Substituindo
o valor de x4 na pendltima equacao encontraremos o valor de x5 e assim por diante,

segue que
b74

Aqq

Ty —

bs — assxy
ryg = ———
ass3

_ by — (ag3s + ay4)

X2
a22

b — (@122 + 1373 + a1424)
ai1

T
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Generalizando para o caso de mais incégnitas, temos a seguinte formula:

com a;; # Dei= 1,2,...,77,.
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2 RELACAO DE SISTEMAS LINEARES E TIPOS DE MATRIZES

Neste capitulo vamos apresentar os tipos de matrizes e defini-las através da
relagéo existente entre os sistemas lineares e as matrizes. Vimos no primeiro capitulo
que todo sistema linear pode ser representado na forma matricial AX = B, neste
sentido os tipos de matrizes que queremos definir sera a matriz A descrita no sistema
daforma AX = B.

2.1 MATRIZ

Considere o sistema linear

a1 + a12T2 4+ ... + A1y, = b11
an Ty +  anre + ... + awr, = by
Am1T1 + Am2Ts + ...+ Gpp®y = bml

conforme mencionado no capitulo 1, podemos representar o sistema na forma

abaixo.
a1 Q2 ... Qip X1 b11
Q21 A22 Q2 X2 B bay
A1 Qm2 o Q| | Tn b1
a1 12 Q1np
. Q21 Q22 ... Q2
A tabela representada de m linhas e n colunas por | _ | formada
Am1 Am2 - Qmp

pelos numeros reais a;; com1 <: <mel < j <néoquechamaremos de matriz.

Esta matriz pode ser representada de forma simplificada por [a;;],x». Diremos
que esta matriz tem ordem m por n (m x n)

Um elemento qualquer dessa matriz é representado pelo simbolo «;; no qual
o indice i refere-se a linha e o indice j refere-se a coluna em que se encontra tal
elemento.

Assim:
ap; (Lé-se: a um um) € um elemento da primeira linha e primeira coluna;
ass (Lé-se: a trés dois) € um elemento da terceira linha e segunda coluna;

amn (LE-se: a eme ene) é um elemento da m-ésima linha e n-ésima coluna.
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Vamos convercionar que as linhas sdo numeradas de cima para baixo, e colunas,
da esquerda para direita.

Exemplo 2.1.1. Um certo aluno resolve fazer um cronograma de estudo para se
preparar para o vestibular local e o Enem de acordo com a tabela abaixo.

Tabela 1 — Cronograma de estudo

seg | ter | qua | qui | sex | sab | dom
Matematica | 2 0 1 1 1 1 0
Portugués 2 2 1 2 1 1 0
Geografia 1 1 1 1 1 0 1
Historia 1 1 1 1 1 0 1
Fisica 0 1 1 2 1 1 0
Quimica 0| 2 2 1 1 1 1
Biologia 1 1 1 0 1 0 1
Espanhol 1 0 0 0 1 0 1

A seguinte tabela retangular de oito filas horizontais e sete filas verticais pode
descrever o numero de horas que o estudante gastou estudando as oito disciplinas
numa certa semana.

Suprimindo os titulos, ficamos com o sequinte agrupamento retangular de
numeros com oito filas horizontais e sete filas verticais, que pode ser representado pela
matriz.

201111 0
2212110
1111101
1111101
0112110
0221111
1110101
1010101

-2 -5 5
Exemplo 2.1.2. 2 V10 6 0 | éuma matriz3 x 4.
-1 -2 -3 —4

Representamos usualmente uma matriz colocando seus elementos (nUmeros
reais) entre parentéses ou entre colchetes.
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2.2 MATRIZ LINHA

Considere o sistema abaixo:

T
T3
a1.21 + ao.To + ... + ap.x, = by ~ {al as ... ap|-| | = [51}
T,
toda matriz do tipo [al as ... an} € denominada de matriz linha.
Exemplo 2.2.1.
{3 —4 5} € uma matriz de 1 linha e 3 colunas.
2.3 MATRIZ COLUNA
ajry = by a1 by
. . (2121 = by 21 by
Dado o sistema linear{ o~ [21] =
A1 1 = by Om1 bn
ail

. . a1 |, . .
Toda matriz do tipo | | | € denominada matriz coluna.

Am1

Exemplo 2.3.1.

€ uma matriz que possui 4 linhas e 1 coluna.
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2.4 MATRIZ QUADRADA

Seja o sistema linear com n equacodes e n incégnitas

Temos que
a1 +
anr1 +
Ap1T1 +

b1
by
bn

a11dy

a21T1

Ap1T7

Q1272

A22T2

Ap2X2

Toda matriz do tipo

+ +

+
+

+

a11

21

Qn1

A12T2

A22T2

Ap2T2

+ +

a1

22

Gn1

+ ...+
+ ...+

+ ...+

A1pTy = bl

Aonln = b?

ApnTy = bn

A1n

Q2n,

a’rL?’L‘:UTL

by
by

a1

a2

A1n T
Aon T2
a”I’LTL xn

, cujo numero de linhas é igual ao

ann

namero de colunas é dita matriz quadrada.

Exemplo 2.4.1.

A:

Exemplo 2.4.2.

B =
0

Exemplo 2.4.3.

N W O =

1

V3

-0,5

—1

NN BN T O

|

-2 -3
5 VT
1 V3
3 2
4

0

9

8

S N O W
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Em uma matriz quadradada de ordem n, os elementos a1, ass, .. ., dn,, fOrmam
a diagonal principal da matriz (so os elementos a;;, com i = j).

Seja A uma matriz quadrada, entdo o traco de A, denotado por ¢r(A), é definido
pela soma dos elementos que pertencem a diagonal principal de A. Assim,

tr(A) =ayp +ax+ ...+ an,.

Exemplo 2.4.4.
Seja A= i , entao tT’(A) = ay1 + Qao9,
21 A22
Exemplo 2.4.5.
, 2 ~
Seja B = ] ,entdotr(B) =1+ (-3) = -2

A outra diagonal da matriz quadrada, sdo os elementos a;;, taisque i +j =n+1
formam a diagonal secundéria.

Exemplo 2.4.6.

a1; a2 a3
Amatriz A= |ay as ass|, € quadrada de ordem 3. Sua diagonal principal é

az1 a3 0ass
{a11, ase, ass} e sua diagonal secundaria é {a,3, asa, as;}.
Observacéo:
Se i < j, dizemos que «;; esta acima da diagonal principal.
Se i > j, dizemos que q;; esta abaixo da diagonal principal.

Se i = j, dizemos que a;; esta na diagonal principal.

2.5 MATRIZ TRIANGULAR

Para a matriz triangular dividiremos em dois casos:
¢ Primeiro caso:

Considere o sistema:
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anri + aprz + ...+ AGp-1)Tpo1 + AT, = by
0 + aprs + ... + au-1)Tn-1 + axr, = by
0 + 0 + ... + a3pm-1)Tn—1 + azx, = b3
0 + 0O + ... + 0 4+ @pntn = b,
—an a2 ... Q1(n-1) aln_ _$1_ _bl—
0 ax ... ap-1) G2, T2 by
~ 0 0 Clg(n_l) asn | - |T3| = b3
| 0 0 ... 0 Unn| | Tn 23
Toda matriz da forma quadrada
_Cl11 a2 ... QAi(n-1) aln_
0 ax ... Az(n—1) A2n
0 0 ... agwm-1) as,| € dita matriz triangular superior.
00 ... 0 A |
Exemplo 2.5.1.
-1 6 5
A=10 -2 4
0o 0 =3
Exemplo 2.5.2.
-1 6 5 6
0o -2 4 7
B =
0o 0 -3 8
0O 0 0 9

e Segundo caso:

a1 —I— O —|— 0 —|— Ce + O = bl
a1y + Q29T2 -+ 0 + ... + 0 = bg
a31T1 + Q3z2T2 + as3xs + ... + 0 = bg ~

Ap1T1 + ApaT2 + Gp3T3 + ...+ GppT, = bn
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a1 0

Q21 A22

0
0

~ a3; dazz a33

Toda matriz da forma quadrada

a1 O
21 A22
a3y as2
_anl an2
Exemplo 2.5.3.
—1
C =
3
Exemplo 2.5.4.
1
-1
D =
-2
-1

Definicao 2.5.1. Uma matriz triangular € aquela em que 0s elementos acima ou abaixo
da diagonal principal sdo todos nulos

|@n1  Qn2 Qan3

0
0

a33

N = O O

W =~ O O

aTL?’L

—6

2.6 MATRIZ DIAGONAL

0

a11r1 + 0 +

0 + Qoo +

0 + 0 +

0 + 0 +

_CLH 0 0 |

0 9292 0
~ 0 0 ass

0 0 0 |

X1
X2

€3

Tn

43373

1
)

x3

b
by
bs

+

a’TLTL'TTL

é dita matriz triangular inferior.
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Toda matriz quadrada da forma

_(111 0
0 ax
0 O
0 0
Exemplo 2.6.1.
. —1
0
Exemplo 2.6.2.
—1
B=1]0
0
Exemplo 2.6.3.
1
C= U
0
0

0
2
0
0

0
0

a33

S = O O

—6

ann_

0
0
0

¢ dita matriz diagonal.

note que uma matriz é diagonal se e somente se é triangular

superior e triangular inferior.

2.7 MATRIZ IDENTIDADE

Dado o sistema linear a segui,

T +
0 +
0 +
0 +

Toda matriz quadrada do tipo

0
T2

0

+
+
+

+

0
0

€3

+
+
+

+

+ 0
+ 0
+ 0

+

Tn

1
0
0

S = O
_ o O

000

0 0 1 by

10 T ba

~ 01 T3 | = b3
00 0 I | On |

0| onde todos elementos da dia-

1

gonal principal sdo iguais a 1 e os outros elementos s&o iguais a zero € chamada de
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matriz identidade.

Exemplo 2.7.1.

L=1

Exemplo 2.7.2.

10
I =

Exemplo 2.7.3.

Iy =

o O =
o = O

Exemplo 2.7.4.

Iy

o o o =
o = O O
_ o O O

o O = O

2.8 MATRIZ NULA

Dada a matriz A = [a;;],..xn, €Sta matriz é nula se, e somente se, todos os seus
elementos so iguais a zero (a;; = 0). Denotaremos a matriz nula por O,, ., € a matriz
nula de ordem n por O,,.

Exemplo 2.8.1.

Omxn =

Exemplo 2.8.2.

0 00
Oown =
2x3 |:0 0 0]
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Exemplo 2.8.3.
00
00
Oyx2 =
4x2 0 0
00
Exemplo 2.8.4.

Oy

I
o o o o
o o o o
o o o o
o o o o
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3 OPERACOES COM MATRIZES E SUAS PROPRIEDADES

Neste capitulo as construcdes das definicbes sao baseadas em (BOLDRINI,
1980), (DANTE, 2010), (ANTON HOWARD. RORRES, 2012), (PAIVA, 2009), (LIMA

PAULO CEZAR PINTO CARVALHO, 2006), (STEINBRUCH ALFREDO, 1987) e (IEZZI,
2016).

As condi¢des necessarias para que seja possivel efetuar adi¢cdo e subtragéo de
matrizes sao que elas devem ser de mesma ordem, ou seja, do mesmo tipo m x n. Se
essa condigdo ndo for satisfeita, a soma e diferenca ndo estara definida.

As condigdes necessarias pera efetuar a multiplicagcao entre duas matrizes é
que o numero de coluna(s) da primeira matriz deve ser igual ao numero de linha(s) da
segunda matriz. Se essa condi¢cao nao for satisfeita, o produto ndo estara definido.

As condicOes necessarias para que seja possivel elevar uma matriz ao quadrado
€ que esta matriz seja quadrada.

3.1 ADICAO DE MATRIZES

Sejam os sistemas abaixo equivalentes

a11%1 + a0 + ... + a1px, = by €111 + C10%o + ... + C1px, = dy

2121 + A929T9 4+ ...+ Aonly, = bQ Co11 =+ Co2X9 4+ ...+ Conly, = d2
e

Am1T1 + QmaXo + ... + Ty = b, Cmn1®1 + CmaTo + ... + CrinTn = dm

Se somamos, membro a membro, as equacgdes delas, obteremos:

(a11 + 1)z + (a2 + ci2)x2 + oo + (a1 + C1p)zn = Ky

91 + Co1 )1 + (@02 + Co9)To + ... + (Qop, + Con)Th = k
(21-21>1 (22. 22)2 (2 -2) 2 ,onde k; = b; + d;

(aml + le)xl + (amQ + Cm2>x2 + ...+ (amn + Cmn)xn = km

Podemos escrever o sistema acima numa forma matricial

a1 +ci1 a2+ ci2 ... Gip T+ Cip 1 ky

Q21+ Co1 Q2+ Coa ... Gop + Cop Ta ko

_aml + Cm1 Qm2 + Cm2 -+ Omn + Cmn L km
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a1 —+ C11 a12 —+ C12 A1p —+ Cin
. | @21+ Co1 G+ Co2 ... Aoyt Cop , , .
a matriz ) _ _ assim obtida denomina-se soma
am1 + Cm1l QAm2 + Cm2 -+ Qmp + Cmn
da
aix a2 A1n €11 Ci12 Cin
. a 22 (57 Co1  C22 Con
matriz + 1 .
Am1 AQm2 ... Gmp Cm1 Cm2 -+ Cmn

Assim, dadas duas matrizes de mesma ordem, A = [a;;] e C' = [¢;;|, denomina-
se soma de A com C' como sendo a matriz A+ C = [a;; + ¢;;| obtida adicionando-se os
elementos correspondentes de A e C.

Exemplo 3.1.1.

Sejam as matrizes A e B de mesma ordem 3 x 2:

5 —4 -2 =3
A=1|-1 7|, B=| 3 2
0 -2 4 1

Determinaremos uma matriz C' = A + B talque c;; = a;; + b;;.

5 —4 -2 =3 3 =7
C=A+B=|-1 17| + 3 2(=12 9
0 -2 4 1 4 -1

A matriz C assim obtida denomina-se soma da matriz A com a matriz B.

Exemplo 3.1.2.

As tabelas abaixo mostra as quantidades vendidas das motos X e Y em novem-
bro e dezembro nas filiais M e N de uma concessionaria.

Tabela 2 — Filial M Tabela 3 — Filial ¥

X |Y XY
novembro | 12 | 8 novembro | 16 | 10
dezembro | 20 | 16 dezembro | 10 | 4

Em novembro e dezembro qual é o total de vendas das motos X e Y dessa
concessonaria unindo as suas filiais?
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Para responder esta pergunta, basta suprimimos os dados das tabelas e re-
presentarmos por matrizes. Assim, estamos diante de uma situacdo de adicdo de

matrizes.
128+1610_ _2818
20 16 10 4| ~ 130 20
Portanto, dessa concessionaria foram vendidas: em novembro 28 motos X e 18
motos Y em dezembro 30 motos X e 20 motosY.

12+16 8+10
20410 16+ 4

Matriz oposta de uma matriz A

O conceito de oposto nas definicbes matematicas esta relacionado ao nimero
que somado a outro resulta no elemento nulo (zero).

Definicao 3.1.1. A matriz oposta de A, que denotaremos por — A, é a matriz da mesma
ordem de A tal que A+ (—A) é a matriz nula.

Exemplo 3.1.3.
@11 A2 Aaiz---0ip

Q21 Qg2 A23 - Uap
Seja A= |as1 a3 asz---as, |, entdo a matriz oposta de A é

Gp1 Ap2 Gp3 - Qpn

—ai1 —Qi2 —ai3-cc — Gip
—a21 —Q22 —A23°° — G2p
—A=|—a3 —azp —azgz---—as, |, POIS
__anl —Ap2 —Qp3 - — ann_
11 Q12 A13-° Qi —a11 —G12 —aiz--c — Aip 0 0
Q21 Q22 Q23 G2 —Q21 —Q22 —AQ23° - — d2p 0 0
A+ (—A)=|az a3 aszz---az,| + |—a3 —azxp —agz---—az,| = |0 0
_anl Ap2 Ap3 - - ann_ __anl —Qp2 —Qp3 - — ann_ _0 O 0 e 0_

Exemplo 3.1.4.
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B+ (-B) =

, 5 3 3] . . ) 5 =3 =3
Seja B = , entdo a matriz opostade B é — B = , POIs
3 1 -2 -3 -1
—533+'5—3—3_000
231 [-2 -3 -1 (000

Propriedades da adicao:

A adicao de matrizes é definida para matrizes de mesmo tipo m x n. Assim, uma

matriz 2 x 3 s pode ser adicionada a outra matriz 2 x 3. Se uma matriz A é do tipo
2 x 3 e uma matriz B é do tipo 3 x 3, entdo nao existe(nao é definida) a soma A + B.

A adicdo de matrizes é uma operacao que goza das seguintes propriedades:

. Comutativa: M + N = N + M.
. Associativa: M + (N + P) = (M + N) + P.

. Elemento neutro: Existe uma matriz O (Matriz nula) de ordem m x n tal que
M + O = M (onde M tem ordem m x n).

. Elemento simétrico: Para toda matriz A/ de ordem m x n, existe a matriz —M
de ordem m x n, talque M + (—M) = O.

Demonstracao:

. Se M e N sao matrizes de mesma ordem, por defini¢ao,

eR  €R def.
[m+n]l]: /77-;,; + %,; :n”—l—m” = [n+m]w EntéO,M+N:N+M

. Se M, N e P sao matrizes de mesma ordem, por definicao

o~ =~ =
m + (n + p)ly = [myl + n+ply = My + [ng + pyl =
eR eR def.
—— = .
= [m+nl; + [py] = [(m+n)+pl;. Entdo M + (N +P)= (M +N)+ P.
def. €R eR
def. e€R eR
. De fato, [(m + (—m))]” = [m”] + [—mij] = ?;L; — ?ﬁ? = 0. Entao

M+ (-=M) = 0.
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3.1.1 Subtracao de Matrizes

Definicao 3.1.2. Dadas duas matrizes, A e B de mesma ordem, denomina-se diferenga
entre A e B (denotando-se A — B), a soma de matriz A com a matriz oposta de B.
Simbolicamente:

A—B=A+(-B)

Exemplo 3.1.5.
-1 1 9 —24—5_—119+2—45_1—314
4 -3 2 4 -5 —1| |4 -3 2 4 5 1| |o 2 3
3.2 MULTIPLICACAO DE UM NUMERO REAL POR UMA MATRIZ

Multiplicando-se todos os membros das equacgdes de um sistema linear por um
namero real k& # 0, 0 novo sistema obtido, sera equivalente. Assim, seja o sistema

anry + aprs + ...+ G1pT, = bl
anxy + Gpry + ...+ awr, = b
am1T1 + Apa%2 + ...+ AppTn = bm
kauxl -+ kCLlQIQ + ...+ kalnxn = kbl
k’agll'l + kCLQQ.TQ + ...+ /{agnl’n = kbg
kapiri + kapers + ... + kapnr, = kb,
A matriz

]{ZCLH k’alg cee l{f(lln k?bl

ka21 k’a,zg cee ]{?azn l{?bg

ka1 kama - kag, kbn,

representa uma multiplicacdo de um namero real por uma matriz.

Exemplo 3.2.1.

W =
Wl o

Se A=

-1 =2 1
,entdo ——A =
-3 -4 3

QO W~

Propriedades:



Capitulo 3. OPERACOES COM MATRIZES E SUAS PROPRIEDADES 58

Dadas as matrizes A = [a;|mxn, B = [bij,.«,.» @ Matriz nula denotada por

O = [0],nx» € NUMeros reais « e «y, temos:

3.3

. a(A+ B) =aA+ aB.

(@ +a1)A=aA+ oA

0-A =0, isto é, se multiplicamos o numero zero por qualquer matriz A, teremos
a matriz nula.

alA) = (am)A.

1-A=A.

De fato, para mostrarmos, usaremos as propriedades de numeros reias.

. Se A = [aij]an e B = [bi]’]an, entéo CV(A + B) = CK[GZ']' + bij]mxn

= [a(aij + bij)lmxn = |aaij + aby] = [Qijlmxn + [aby] = alaijlmxn + a[bijlmxn =
= aA+ aB. Logo, a(A + B) = aA + aB.

Se A = [aij]an, entao (Oé + Oél)A = (Oé -+ Oél)[aij]an = [(Oé -+ Oél)aij]an =
= [aGij + 01Gij ] mxn = [0ij]mxn + [010i5]mxn = @[@ij]lmxn + 01 [Cijlmxn = €A+ a1 A.
Logo, (o + a1)A = aA + a1 A.

Se A= [aij]an e 0 = [O]ans entao 0- A =0- [aij]an - [0 : aij}an - [O]an = 0.
Logo, 0- A = 0.

Se A = [aij]mxn, €NA0 a1 A) = a[a1ij]mxn = [(@105)]mxn = [(@01)@ijlmxn =
= (aaq)[aijlmxn = (aar)A. Logo, (o A) = () A.

Se A = [aij]an, entdol1- A=1"- [aij]an = [1 . aij]an = [aij]an = A. LOgO,
1-A=A.

MATRIZ TRANSPOSTA

Considere o sistema linear

a11r1 + apxs + ...+ apx, = by
2121 + A929T9 + ...+ A2, Ty = bgl
A1 21 + Q2o + oo + ATy, = bml

Podemos escrever o sistema numa forma matrical:
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a1 Q12 ... Qip X1 b1
Q21 Q22 ... Q2n X2 bay
Am1 Am2 ... Amn Tn bml

Uma outra matriz que podemos associar ao sistema é:

a11  Qa12 a, b
Q21 A22 az, by
Am1 Am2 ... Qmnp bm

que chamaremos matriz ampliada do sistema. Cada linha desta matriz é simplesmente
uma representacao abreviada da equacao correspondente no sistema.

Se considerarmos as linhas da matriz ampliada como coluna de uma nova
matriz, temos

aijr a1 ... Qm1
12 A929 ... Am2
A1p G2 - Qmn
by by ... by,

esta nova matriz é dita matriz transposta da matriz ampliada.

Exemplo 3.3.1.
a d
) a b c . ‘
Seja A = J ] a matriz transpostade A é A' = b ¢
e o f
Exemplo 3.3.2.
1
A=[1 23 —3|=4"=
3
-3
Matriz simétrica
1 3 a b c
Dadas as matrizes A = - eB=|b e f|vamos determinar a matriz

c f 1
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transposta de A e B denotadas por A’ e B'. Temos entao, A" =

3
5] . Note que

a b c
ajp = ag € B'=|b e f|.Note que os elementos byy = byy; b1z = ba1; bag = bsa, OU

c f 1

seja, a;; = aj;, paratodoi,j,coml<i<mel<j<n.

Conhecendo estes exemplos, vejamos a definicdo para matriz simétrica.
Definicao 3.3.1. Se A é uma matriz quadrada de ordem n, tal que A' = A. Dizemos
que a matriz A é simétrica quando a;; = aj;, paratodoi,j € {1, 2, ..., n}.

Em uma matriz simétrica, os elementos simetricamente dispostos em relagcéao a
diagonal principal sdo iguais.

Se P e () sdo matrizes simétricas de ordem n, entdo P + () é simétrica de ordem

Matriz antissimétrica

Definicao 3.3.2. Uma matriz A quadrada n, é dita Antissimétrica se A' = — A, ou seja,

A é antissimétrica se a;; = —a;; paratodoi,j € {1, 2, 3, ..., n}.
Exemplo 3.3.3.
0 1 1 0O —a b ¢
0 1 3 a 0 d —e
-1 0 3
-1 0 1 b —d 0 f
3 -3 0 —c e —f 0

Note que uma matriz antissimétrica tem, impreterivelmente todos os elementos
pertencentes a diagonal principal igual a zero, pois a; = —a;; = a; = 0V i €
{1, ..., n}.

Em uma matriz antissimétrica, os elementos simetricamente dispostos em rela-
¢ao a diagonal principal sédo opostos.

3.4 MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Na sec¢do adicao de matrizes vimos que esta operacao sé € possivel com os
termos correspondentes e que, para isso, a mesma deveria ser de mesma ordem.
Poderiamos nos indagar porque na multiplicacao de duas matrizes isso nao acontece?

Apresentaremos a relagdo de reconhecimento dessa operagéo, na condi¢ao
como é definida.
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Sobre a multiplicagdo de matrizes em Algebra Linear podemos afirmar que:

Em Algebra Linear, as matrizes surgem principalmente associadas a
transformacgdes lineares e o produto de duas matrizes é naturalmente
definido como matriz associada a composta de duas transformagdes
lineares. Num estudo elementar, em nivel do Ensino médio, convém
motivar a multiplicagbes de matrizes mediante exemplos mais simples,
(LIMA PAULO CEZAR PINTO CARVALHO, 2006, pag.131).

Suponhamos que a seguinte tabela forneca as quantidades das vitaminas A, B
e C obtidas em cada unidade dos alimentos 1 e 2.

Al B|C
alimentol1| 2 | 0| 1
alimento2 | 2 | 2| 1

Se ingerirmos 3 unidades do alimento 1 e 3 do alimento 2, quanto consumiremos
de cada tipo de vitamina? Podemos representar o consumo dos alimentos 1 e 2 nesta
ordem pela matriz consumo, dai

3 3

A operacéao que vai nos fornecer a quantidade ingerida de cada vitamina € o produto.

Assim,
[3 3} [2 0 1]
121

. 12 01
Denotaremos a matriz [3 3} por A e a matriz L 5 1] por B.

Para determinar, por exemplo, o elemento que ocupa a primeira linha e primeira
coluna da matriz AB, temos que multiplicar as entradas correspondente e somar esses
produtos.

A entrada na linha 1 e coluna 1 de AB é calculada da seguinte forma:

2 01
3 3] =lo O O
1 2 1
3:2+3-1=9
Para as demais entradas faremos
3:-04+43-2=6

3-14+3-1=6
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Dai,

AB=[3 3] E g 1]:[3-2+3-1 3-0+3-2 3-1+3-1] =19 6 6

Isto é, serdo ingeridos 9 unidades de vitaminas A, 6 de B e 6 de C.
Em relagdo aos dados anteriores podemos pensar no seguinte problema:

Se o custo dos alimentos ricos em vitaminas depender somente do seu con-
teudo vitaminico e soubermos que os precos por unidade de vitamina A, B e C séo,
respectivamente, 0,5, 0,6 € 0,7 em reais, quanto pagariamos pela porcao de alimentos
indicada anteriormente?

0,5
96 60,6/ =9-0,5+6-0,6+6-0,7 =[4,5+3,6+4,2] =[12,3],
0,7
ou seja pagariamos R$ 12, 30.

Diante do que foi exposto até aqui podemos esbogar uma definido de multiplica-
cao de matrizes A e B.

Definicao 3.4.1. Dadas duas matrizes, A = [a;j|mxn € B = [bjk|nxp. A matriz produto
AB é a matriz C = [a;])mx, tal que

Cir = ai1big + aigbar, + aisbsr + ... 4 ainbpi OU

n
> a;jbji, paratodol <i<mel<k<p.
j=1

Observacgoes:

1. A definicdo garante a existéncia do produto AB unicamente se o numero de
colunas de A for igual ao nimero de linhas de B, pois A é do tipo m x ne B é do
tipo n x p. Além disso, a nova matriz C' = AB tera o numero de linhas de A e 0
numero de colunas de B, pois C' é do tipo m x p.

2. Um elemento ¢;, da matriz AB deve ser obtido da seguinte forma:

(I) pega-se a linha i da matriz A:

a;1 Qi Q13 ... Qip (n elementOS)

(Il) pega-se a coluna k da matriz B:
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bk

bar,
bs | (n elementos)

bnk

(ll) situa-se a linha ¢ da matriz A na posicao vertical ao lado da coluna k& de B:

i1 b1k
a2 bax,
a3 by
Qip, bnk:

(IV) Efetuam-se os n prudutos dos elementos que ficam lado a lado em (lll):

a;1 - by
Qi * b2k

a3 - bsy,

Qip * bnk’

(V) adicionam-se esses n produtos, obtendo c;.

Propriedades: Multiplicacdo de matrizes.

A multiplicacdo de matrizes satisfazem as seguintes propriedades desde que
sejam possiveis, assim:

1. (MN)P = M(NP) (Associativa).

2. P(M + N)= PM + PN (Distributiva a esquerda em relacdo a adi¢éo).
3. (M + N)P = MP + NP (Distributiva a direita em relagéo a adigao).

4. (aM)N = M(aN) = a(MN), para todo « real.

5. MI = IM = M (Existéncia do elemento identidade).
De fato,

1. Sejam as matrizes M = [m;lmxn, N = [Njk]nxp € P = [Drilpxr-
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Fazendo @) = MN = [¢ik)mxp, B = (MN)P = [riy|mxr € S = (NP) = [Si]nxr,
temos:

P n
Mij * k) * Pht = Z Zmij Mk Pr) =

1 k=1 j=1

h,
I
(=

(Qik 'pkl) = Zp:( ‘

1 k=1 j
p

mij - ( Z Njk - pkl me Sl
k=1

entdo, (MN)P = M(NP).

n

>
Il

<
Il

I
INgE

2. Dadas as matrizes M = [mj|mxn; N = [Nijlmxn, € P = [Pilpxm-

Fazendo Q = P(M + N) = [qik]pxm, t€MOs

n

Qi = Zpki S(myj i) = Z(pkz “Mij + Dri - Nij)
' i=1

n n
= Zpki “ My + Zpki Ny
i—1 i=1

entdo P(M + N) = PM + PN.

3. Dadas as matrizes M = [mj}mxn: N = [ijlmxn, € P = [Djklnxp-

Fazendo @ = (M + N)P = [qik)mxp, t€MOS

n

Qi = Z My + Nij) - Dik = Z(ng “Djk + Nij - Djk)
J=1

Il
M: I

z] p]k"_znz] p]k
7j=1

<.
I
—

entdo, (M + N)P = MP + NP.

4. Sejam « qualquer numero e as matrizes M = [m;j|mxn € N = [Njk]nxp-

Fazendo P = aM = [pij]mxn7 Q =alN = [ij]nxp e R=MN = [Tik]mxpy temos:

n n

n
D i e =D (o myg) s nge =@y mi; - ngk
j=1 j=1 j=1
n

n n
domij - qip =Y miy - (@ ng) = a0y mi e ngy
j=1 j=1

entdo, (a¢M)N = M(aN) = o(MN).
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5. Sejam M = [my;|mxn, I, @ matriz identidade de ordem n e [,, a matriz identidade
de ordem m.

Fazendo M1, = N = [nj|mxn, temMos:

T :mzlo—i—ngO—}—mZgO—i——i—mml—i——i—mm():mw para’[OdOl §2§m
eparatodo1 <j <n.

Fazendo I,,A = P = [pij|mxn, temos:

Dij :Omﬂ—i-Ong—i-Ong—i-—i—lmw—i——i—Omm:mw paratOdOI <i:1<m
e paratodo 1 < j < n. Entdo, M1, = I,,M = M.

Observe que:

1. A multiplicacdo de matriz ndao é comutativa, ou seja, as matrizes M N e NM nao
sao obrigatoriamente iguais. Ha, portanto, matrizes M e N tais que M N # NM.

Exemplo 3.4.1.

. . 2 0 11
Sejam as matrizes M = L J eN = [O 1} :

Fazendo MN = [2 0] [1 1] = [2 2].
1 1] 1]0 1 1 2

w-l -5

Portanto, MN # N M.

2 0 30
No entanto, tomando M = epP=
1 1 0 3
Fazendo:
2
MP - 0] 13 0 _ 6 0
0 3 3 3
- 11y o
P — 0 _ 6 0
1 1 3 3

Portanto, M P = PM

2. Na multiplicacdo de matrizes, ndo vale a lei do anulamento do produto, isto €, 0
produto de duas matrizes pode ser uma matriz nula, mesmo que ambas sejam
matrizes nao nulas. Ha, portanto, matrizes M e N taisque M # O, N # O e
MN = O.
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Exemplo 3.4.2.

. . m m m m |
Sejam as matrizes M = [ ] eN = [ , comm # 0, temos:
m m —m —m

m m]_{mQ—m2 mQ—mQ__[O O]

—-m —m m2 —m? m?—m? 00

MN = lm m]
m m

Portanto, MN = O com M, N # O.

3. Na multiplicagado de matrizes, n&o vale a lei do cancelamento, isto €, na igualdade
MN = M P, nédo se pode cancelar M e finalizar que N = P. Ha, portanto, matrizes
M, N e Ptaisque MN =MPeN # P.

Exemplo 3.4.3.
2 4 0 2 4 6 29 4 6
Sejam as matrizes M = | 2 2 0|,N=|2 2 -2(eP=|2 2 =2, te-
2 8 0 4 4 4 29 9 2
mos:
2.4 0 4 6 44840 84840 12—-840
MN = | 2 2 0|2 2 —2|=| 44440 84440 12—4+0
-2 8 0| |4 4 4 441640 —8+16+0 —12—16+0
(12 16 4
= |8 12 8
12 8 —28
[ 2 4 0][2 4 6 44840 84840 12—-840
MP = | 2 2 02 2 —2|=| 444+0 8+4+0 12—440
2 8 0| |2 2 441640 —8+164+0 —12—16+0
12 16 4
= |8 12 8
12 8 —98

Portanto, M N = M P, ainda que N # P.

Observacao:

Se M,,, tem uma linha nula, entdo (M N),,, também tem uma linha nula, para
qualquer matriz N, .
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Definido o produto de matrizes, podemos definir a poténcia da maneira comum,
isto é, dados uma matriz quadrada M = [m;;].x, € p € N, com p > 2.

M°=1I,sendoM #0O, M*=MeMP= M-M-M-M-...-M .
p fatores

Propriedades da matriz transposta:

A matriz transposta goza das seguintes propriedades:

1. (M*")"* = M (A transposta de uma matriz transposta € a matriz original).

2. (M + N)" = M"+ N* (A transposta da soma de duas matrizes é igual a soma das
transpostas de cada uma das matrizes).

3. (aM)" = - M" (A transposta do produto de uma escalar « por uma matriz é igual
ao produto desse escalar pela transposta da matriz).

4. (MN)" = N*- M" (A transposta do produto de duas matrizes é igual ao produto

das transpostas de cada uma das matrizes, em ordem inversa).

De fato,

1. Seja M = [mij]an. Entao Mt = [mﬂ-]mm, |Ogo (Mt)t = ([mji}mm)t = [mij]an.
Portanto, (M")" = M.

2. Dadas as matrizes M = [mjjlmxn € N = [nij|lmxn. ENtd0 (M + N)' =
= [mji + Njilnxm = [Mjilnxm + [Njilnxm = M'+ N*. Portanto, (M + N)* = M* + N*.

3. Dada a matriz M = [m;j]mxn € uma escalar a € R. Entdo, (aM)" = [am;i|nsxm =
= a[mj|nxm = aM". Portanto, (aM)! = a - M*.

4. Dadas as matrizes M = [mjjlmxn, N = [Njklnxp. ENtEO, (MN) = P = [Dik)mxps
COM pi, = > my; -y, paratodol <i<mel<j<p eN- M = [gpxm, COM

j=1
Qki = i nji - mji, paratodo 1 <i<pel < j<m.Como (MN)' = [rijlyxm Onde,
=1

]:
paratodo1 <i<pel<j<m,

Tij = Pki,

segue que
n n
Tij = > My -Mmhy = > Nk - My = qri, paratodo 1 <i < pel < j < m. Portanto,
J = kj Ji = J 7

(MN)t = Nt M.
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3.5 OUTROS TIPOS DE MATRIZES

Matriz nilpotente

Definicao 3.5.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n e O a matriz nula de mesma
ordem, dizemos que A é nilpotente, se existirum certon > 1 (n € N) tal que A™ = 0.

0 0 . )
Exemplo 3.5.1. A matriz dada por A = 5 0 € uma matriz nilpotente, pois A? =
A.A:OOOO: :OOZO
2 0112 0 0 0

Matriz idempotente
Definicao 3.5.2. Se A é uma matriz quadrada de ordem n, dizemos que a matriz A é
idempotente se, e somente se, A- A = A, ou seja, é a matriz que ao ser multiplica por
si mesma, resulta em si mesma.

0-0+0-2 0-0+0-0
2-0+0-2 2-040-0

Exemplo 3.5.2. A matriz A =

1 . .
2] & idempotente, pois

P Aa 1 1] [=-1 1
-2 2| |-2 2

1 (1) +1-(=2) —1-1+1-2
2 (=1)+2-(=2) —2-1+2-2

Cof1-2 142

o 2-4 —244
11

pr— :A
2 2

Matriz ortogonal

Definicao 3.5.3. Uma matriz quadrada é dita ortogonal, quando sua matriz inversa é
igual a sua transposta, isto é,
Afl — At

multiplicando A=! = A* por A a esquerda de cada membro, temos:
AA™ = AA' = AA =1,

Logo AA! = I,, é a condicdo necessaria para a matriz A ser ortogonal.
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Exemplo 3.5.3.

A matriz M =

M- M

1 V15
4 4
€ ortogonal, pois
15 1
4 4
! V15 1 =15
4 4 || 4 4
—/15 1 V151
L 4 4 ll4 4
(11 V15 V15 1 =15 V15 1
Z e R T
/15 1 1 V15 =15 =15, 1 1
T ata T o)t
1 15 /15 V15
16 ' 16 16 16
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4 DETERMINANTES E SUAS PROPRIEDADES

Neste capitulo apresentaremos o estudo sobre determinantes e suas proprie-
dades baseado em (COELHO FLAVIO ULHOA. LORENGCO, 2010), (IEZZI GELSON,
1983), (BOLDRINI, 1980), (MACHADO, 1986), (HEFEZ ABRAMO. FERNANDEZ, 2012),
(DANTE, 2010) e (CALLIOLI CARLOS A. DOMINGOS, 1993).

No capitulo 1 sec¢des 1.4 e 1.8 fizemos um estudo na resolu¢do de sistemas de
2 equagdes com 2 incognitas e de sistemas de 3 equacdes com 3 incognitas onde
aparecem a idéia de matriz e do determinante associado a matriz quadrada 2 x 2 e
3 x 3. Diante disto, percebemos que toda matriz quadrada tem, associado a ela, um
numero chamado determinante, sendo obtido por meio de operacdes que envolvam
todos os elementos da matriz. Vale ressaltar que ndo ha determinante de matriz que
nao seja quadrada.

4.1 DETERMINANTE DE MATRIZ QUADRADA DE ORDEM 1

Sejam um sistema linear do tipo a2 = b;. Passando para forma matricial
AX = B, temos A = [ay| . X = [z| ¢ B= |byy].

A solucdo da equacédo ay,x = b ficara definida se o valor de a;; # 0. Assim

Perceba que so6 fica determinado a solugao do sistema linear através do deter-
minante da matriz A, isto é, o elemento a;;. Logo, o determinante de uma matriz de
ordem 1 é o Unico elemento desta matriz.

Seja a matriz A de ordem 1, indicamos por A = {all} . Por definigédo, o determi-
nante de A é o niumero a;. Indicamos assim detA = a;;.

4.2 DETERMINANTE DE MATRIZ QUADRADA DE ORDEM 2

Para definirmos o determinante da matriz quadrada de ordem 2 usaremos
abordagem feita na secao 1.3 no capitulo 1 onde consideramos a soluc¢ao do sistema

ar +by =p
cx+dy =q

em que

pd — bq aq — cp
:L’: =

ad—be YT ad—be
Os valores de = e y estardao bem definidos se ad — be for diferente de zero.




Capitulo 4. DETERMINANTES E SUAS PROPRIEDADES 71

Seja A = uma matriz de ordem 2, o determinante da matriz A sera dado
C

por detA = ad — bc.

4.3 DETERMINANTE DE MATRIZ QUADRADA DE ORDEM 3

Considerando o sistema da seg&o 1.7 no capitulo 1

anT + apy + a3z = ki
12 + Aol + A3z = ky
asz1x + asoy + azz3z = kg

Conhecido o valor de

a11k2a33 + k16L23G31 + CL136L21l€3 - a13k2a31 - a11a23k’3 - k1a21a33

)
11Q22033 + (12023031 + @13G21G32 — A13022031 — A11023032 — Q12021033

o= ariagzks + aiskoazy + kiagiass — krasgasy — ajtkeazy — arzasks

11022033 + A12023031 + Q13021032 — Q13022031 — (11023032 — G12021033

k’1a22a33 + a12a23k3 + a13k2a32 - CL13CL22]<73 - k1a23a32 - a12k2a33

11Q22033 + (12023031 + A13021G32 — Q13022031 — A11023032 — Q12021033

A solucao do sistema linear sera bem definida dependendo do valor de

11022033 + (12023031 + 13021032 — G13022G31 — A11023032 — Q12021033

ajp a2 as
Defeni-se 0 determinante da matriz A = a5 ass aq3| pOr

a3; Aasz2 as3

detA = ai1a920a33 + A12023031 + Q13021032 — 13022031 — (11023032 — Q12021033

Para calcularmos o determinante de uma matriz quadrada de ordem 3, podemos
utilizar de maneira pratica, o seguinte dispositivo:

+ + +
a11 12 @13 a11 12

N0 X
21 22 23 21 22
R N

a31 a32 a33 a3 a32

-

-
s
-

detA = ai1-ag - 33+ a12- Qg3+ A31 + Q13- A21 - A32 — Q13- Aga - A31 — (11 * A3~ A32 — Q12 - (21 - A33.

Podemos memorizar esta definigdo da seguinte maneira:
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Repetimos as duas primeiras colunas da matriz a direita da terceira e efetuamos
as seis multiplicagcées;

Os produtos obtidos na dire¢cdo da diagonal principal permanecem com 0 mesmo
sinal;

Os produtos obtidos na direcao da diagonal secundaria mudam de sinal;

O determinante é a soma dos valores assim obtidos.

Este dispositivo pratico € conhecido como regra de Sarrus para o caculo de
determinate de ordem 3.

Exemplo 4.3.1.
-1 2 3
DadaamatrizA= | 0 1 2|. Determine o determinante de A.
1 0 5
+  + o+
-1 2 3 1 2
NOX X
0 1 2 0 1
XN
1 0 5 1 0
detA = —1-1-5+2-2-1+3-0-O—3-1-1—(—1)-2-0—2-0-5
— —54+4-3=—-4

4.4 MENOR COMPLEMENTAR E COMPLEMENTO ALGEBRICO

Definicao 4.4.1. Consideremos uma matriz quadrada A de ordemn > 2 da forma

a3 Qi -+ Ay o Aip

Q21 Q2 -+ Q25 --- dgp
Ann =

Aix Qg2 ccc Qi ot Qip

anp1 Ap2 - anj s Qpp

Chamaremos menor complementar de A relativo ao elemento a;;, denotado por

D,;, como sendo o determinante da matriz quadrada obtida de A pela retirada da linha
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i e da coluna j. O menor complementar D,; é um numero obtido como:

an a2 ... Q151 arj+1 .-+ Qin-—1 Qn,
a1 Qg2 ... G251 azj+1 ... Q2p-1 Qn,
@i—11 Aj—12 ... Gj—1j-1 Ai—1j41 --- Ai—1n-1 GAi—1n
Ait11 Aip12 oo Aip1i-1 0 Gip1g41 - Gipin—1  Gipln
p—-11 Qp-12 ... (Ap—-1j-1 An—-1j41 --- QApn—-1n—-1 0dn—1n
Qan1 QAn2 s Qp 51 Q541 S Apn—1 Qnn
Exemplo 4.4.1.
4 1 3
SejaA= |3 2 1|, calculemos D5, Dys € Ds,.
2 3 2
3 1 4 3 4 3
12 = =4, Dy = =2 e Dy = = —9.
2 2 2 2 3 1
Exemplo 4.4.2.
. —4 -3
Seja A = 5 | calculemos D15 € Dy, .

Dyp = ’—7’ =—-7 € Dy = ’_3’ - 3.

Definicao 4.4.2. Consideremos uma matriz quadrada A = [a;;] de ordemn > 2; seja a;;
um elemento de A. Chamaremos complemento algébrico do elemento a;; (ou cofator
de a;; da matriz A), e indicamos por A;;, como sendo o nimero (—1)"*7 - D,;, em que
D,; é o menor complementar do elemento a;; na matriz A.

Exemplo 4.4.3.
1 4 =2
SejaamatrizA= |2 -3 4|, calcularemos Ais, As € Ass.
7T 3 2
2 4 4 =2
A12 - (-1)1+2 . 7 72 | - 24, A21 - (—1)2+1 . 3 — —14 e

1
A33 — (_1)3+3 .
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4.5 MATRIZ DOS COFATORES

Definicao 4.5.1. A matriz dos cofatores da matriz quadrada de A de ordem n, indicamos
por cof(A), € a matriz obtida pela substituicdo de cada elemento a;; de A pelo seu
respectivo cofator A;;.

Exemplo 4.5.1.
Seja a matriz
g |7t
-3 2
A = (—1)1“’2’ = 2, A = (—1)1+2’—3’ = 3, Ay = (—1)2+1 )4’ = —4de
Ay = (—1)2+2 ’_1) - _1
a matriz dos cofatores de A é:
2 3
cof(A) = )
-] ]
Exemplo 4.5.2.
01 2
SeA=13 2 5
210
Calculando
2 5 3 5 3 2
A — _1 1+1, :_57 A — _1 1+2_ :107 A — _1 1+3‘ =—1;
11()10 12()2 13()21
1 2 0 2 01
Aoy = (—1 2+1 | :2, Aoy = (—1 242 | :_4’ Aoe = (—1 243 | =2
e 2= (=07 = (=07
1 2 0 2 01
Aar = (=1)311. =1; Agp = (=1 =6; Agy = (—1)*"3. _
o= (=) = (-7 = (-1
entao a matriz dos cofatores de A é:
-5 10 -1

cof(A)=1 2 -4 2].
1 6 -3
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4.6 DETERMINANTE DE MATRIZ DE ORDEM n x n

Ja vimos até aqui uma regra (definicao) para calcular determinantes de matriz
quadrada de orden n < 3. Vamos agora, com ajuda do conceito do cofator (comple-
mento algébrico) dar a definicdo de determinante, valida para qualquer matriz de ordem
n. Assim, segundo esta definicdo, utilizando os determinantes de primeira ordem pode-
mos calcular os de segunda ordem, utilizando os de segunda ordem calcularmos os de
terceira ordem e assim por diante. Significa, portanto, uma definicdo por recorréncia:
para calcular um determinante de ordem n recorremos aos de ordem n — 1.

A toda matriz quadrada A associamos um numero chamado determinante de A,
indicamos por det A, da seguinte forma:

12 Se A = [an], entao det A = aii-

@11 a2 @13 - Qin
Q21 Qg2 Q23 -*° Q2n

27.Se A = as31 Q3 Q33 -+ Azp| , N > 2, entéo,
An1 Ap2 Ap3 -+ App

det A = a1 An + arpAie + aigAiz + - -+ a A, = Z ai; - Aij
j=1

onde A;, com j € {1,2,3,--- ,n}, representa o produto de (—1)'*/ pelo determinante
da matriz obtida eliminando em A a linha 1 e coluna j.

Também poderiamos calcular o determinante da seguinte regra:

det A = ap1 Ay + an Ao + az Azt + -+ anAp = Z a1 - An
i=1

Portanto, para calcularmos um determinate de ordem n > 2, ndo precisamos
necessariamente dos elementos da primeira linha (ou da primeira coluna) e seus
cofatores, qualquer outra linha (ou coluna) com seus cofatores permitem seu calculo.

Exemplo 4.6.1.

Calcular o determinante da matriz A =

—_ W O
S ot

5)
6| , aplicando a definicdo por
8

recorréncia.
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Temos det A = CL11A11 + CL12A12 + CL13A13. Entéo,

5 6 3 6
0 8 18
= 9-1-40+7-(=1)-1845-1-(=5)
= 360 — 126 — 25 = 209

3 5

det A = 9-(=1)"*".
10

+ 7 (=1)H2. +5-(=1)H3.

Exemplo 4.6.2.

11 Qa2 Q13
Calcular o determinante |ay, ays  ass

a31 aszz G33

temos
3
detA = Z a;1 - Ajn = a11 A + ag1 Ao + a1 As
i=1

Q22 Q23 Q12 Q13 Q12 Q13

= ay - (_1>1+1 . + Qo - (_1>2+1 . + agy - (_1>3+1 .

a3z A3z a3z A3z Q22 A23

= ap;-1- (a22a33 - G23a32) + a9y - (—1) : (a12a33 - G13G32) +as-1- (G12a23 - CL136L22)
= Q11 G2 -0A33 — 11 * Q23 - G32 — Q21 * A12 - (33 + @21 - A13 - A32 + A31 * Q12 - G23 — A3 - A13 * (22

= Q11 G2 A33 + Q12 - Q23 - G31 + Q13 * G21 - A32 — 13 * G22 * G31 — Q11 - Q23 - G32 — G12 - A21 - 433

4.7 TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAPLACE

Na defini¢do por recorréncia do determinante de uma matriz A de ordem n na
secao anterior estabeleceu-se que det A = a1 A1 + a12A10 + a13A13 + - + a1, A, =
n
a1; - A1; em que o determinante esta desenvolvido segundo os elemento da primeira
1

j:
linha. Verifica-se, entretanto, que o determinante pode ser desenvolvido segundo os

elementos de qualquer linha (ou coluna). Assim,

1. Se escolhermos a linha ¢ da matriz A

ailz a2 a1z ... QAaip
a21 QA22 Q23 ... QA2pn
Qi1 A2 Q3 ... Qip
An1 Ap2 Ap3 ... QApp

Entdo
detA = a;1 - Aj + aip - Aip + a3 - Az + ...+ i - Aiy
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2. Se escolhermos a coluna j da matriz A

@11 Q12 A13 ... Q15 ... Qip
G21 Q22 G23 ... Q25 ... Q2n
ag1 asz az3 ... aAz; ... a3n
Qp1 Ap2 Qp3 ... Apj ... QApp

Entao
detA:alj-A1j+a2j-A2j+a3j-A3j+...+anj-Anj

Teorema de Laplace

O determinante de uma matriz A ordem n > 2 é a soma dos produtos dos
elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores.

Exemplo 4.7.1.
5 1 2 3 7]
0 -1 8 10 6
Calcular o determinantede A=|10 3 7 0 5
0 4 —6 0 O
0 6 —4 0 0]

Vamos desenvolver det A inicialmente pela primeira coluna, que possui quatro
Zeros:

det A = ay1- A +ag - Ao +asy - Asy + agr - Ay + as - Asy
= 5-A1+0-A54+0-A31+0- Ay +0- A5y

—1 8 10 6
3 7 0 5
= 5-A, =5 (-1,
H - 4 =6 0 0
6 —4 0 O
= 5-1-(a13- A1z + ags - Asg + ass - Ass + aas - Ay3)

3 75
= 5-1-10- A3 =50- (=)' -]4 —6 0
6 —4 0
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= 50 (a3 - A1z + ag3 - Aoz + ass - Ass)
- 50(5A13+0A23+0A33>:505A13

4 —6
= 250 (—1)'. ) =250 - (=16 + 36) = 250 - 20 = 5000

4.8 PROPRIEDADES BASICAS DO DETERMINANTE

A definicao de determinante e o teorema de Laplace permitem-nos o calculo de
qualquer determinante, porém seu desenvolvimento as vezes pode ser muito trabalhoso
dependendo da matriz considerada. Com o préposito de procurar diminuir este trabalho
enunciaremos propriedades basicas do determinante.

Chamaremos de fila(s) a(s) linha(s) ou coluna(s). Vejamos:

1. Propriedade: determinante da matriz transposta
Se A é a matriz de ordem n e A sua transposta, entdo det A = det A’
Demonstracao
Usando o principio da inducao finita, temos
(@) paran=1, A= [an} = detA =a; e Al = {an} = detA = ay;. Assim, segue
que detA = ayy = detA'.
Acabamos de verificar, a validade da propriedade para n = 1.

(b) suponha que, para matriz de ordem (n — 1) a propriedade seja valida. Vamos
provar que ela também sera valida para matriz de ordem n. Temos

a1; a2 a3 ... Qaip bii bz bis ... b,
Q21 Ag2 Q23 ... d2p bai baa bas ... by

_ t__
A= a31 Q3 aszz ... dA3zp e A" = b31 b32 assy ... bgn
n1 Ap2 Ap3 ... Qpp bnl bn2 bn3 CRCaS bnn

onde_a,-j = bj; para todo ¢, j e {1,2,...,n}.

det A = agy - Aoy + a9 - Aoy + asg - Aoz + ... + as, - Ag, ( Segunda linha)

det A" = byg - Aly + bog - Ahy + 3o - Ay + ... + bpa - AL, (Segunda coluna).

Mas, por definicdo de matriz transposta , segue que

a1 = bya, a9 = bag, azz = bsa, ..., az, = b, € pela hipdtese de inducéo, temos
Agy = Aly, Ay = Ay, Apg = Al . Ay = AL,

Logo det A = det A".

Portanto, a propriedade é valida para matrizes de ordem n, para todo n > 1.
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2. Propriedade: Fila de zeros

Se todos os elementos de uma fila de um matriz A de ordem n foram iguais a
zero, seu determinante sera nulo, ou seja det A = 0

Demonstragao

Suponhamos que a i-ésima linha de A tenha todos elementos iguais a zero, isto é
aﬂ:aigzaig:...:amzo.
Calculando o determinante por esta fila, temos

detA:O-Ail+O-A¢2+0'Ai3+..-+0'14m:0-

Supondo que a j-ésima coluna de A tenha todos elementos iguais a zero, a
demonstracao seria analoga.

Exemplo 4.8.1.
Se A "0 det A
eA= 1|, entdo det A = 0.
6 =
d
Exemplo 4.8.2.
1

3 3 )
SeA=|_g 3 _4|,entdodet A=0.

0o 0 0

3. Propriedade: Troca de filas paralelas

Se trocarmos de posicao duas filas paralelas (duas linhas ou duas colunas) de
uma matriz quadrada A, de ordem n > 2 obteremos uma nova matriz A’ na qual
seu determinante é o oposto do determinante da matriz anterior.

Assim, tem-se det A = —det A’
Demonstracéo

Usando o principio de inducao finita.
i) Para n = 2, temos:

a11 Qa2

Seja A =

= det A = a11a99 — A12021
a21 (22

Trocando de posicdes as colunas, obtemos
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a2 41
A, == = det A = 12921 — A11A929 = —<6L11a22 — CL126L21> = —det A.

Q22 A21

Trocando de posicdes as linhas, obtemos:

Q1G22
A/ = = detA = 2112 — A922Q11 = _(a11a22 - a12a21) = —detA.

ailr aig

Acabamos de verificar, assim, a validade da propriedade para n = 2.

ii) Agora, supondo que a propriedade seja valida para matrizes de ordem (n — 1),
devemos mostrar que ela € véalida para matrizes de ordem n.

Tomemos a coluna j, admitindo que ela nao seja nenhuma das duas que tenham
sido trocadas de lugar. Calculando o det A e det A’ por esta coluna, temos:

det A = i Qjj - Aij e detA = i Qjj - A;]
=1 =1
Como cada cofator A;; € obtido de A;; trocando de posigédo duas colunas e,
por hipdtese de indugéo, D;; = —D;;, paratodo i € {1,2,3,--- ,n}, segue que
Aj; = —Ay, paratodoi € {1,2,3,...,n} e portanto, det A’ = —det A.

Se trocassemos de posicao duas linhas, a demonstracao seria analoga.

Exemplo 4.8.3.
-7 -8 =5 5 4 —4
A=| 5 4 —-4|e B=|-7T -8 -5
-2 -1 -3 -2 -1 =3

A matriz B foi obtida a partir de A, trocando a primeira e a segunda linhas.

det A =84 — 64 + 25 — 40 + 28 — 120 = —87.
det B =120+ 40 — 28 + 64 — 25 — 84 = 87.

4. Propriedade: filas (linhas ou colunas) paralelas iguais.

Se uma matriz A de ordem n > 2 tem o0s elementos correspondentes iguais em
duas filas paralelas, seu determinante é igual a zero, ou seja, det A = 0.

Demonstracéo

Suponhamos que as linhas de indices i e k& sejam formados por elementos
respectivamente iguais, isto é, a;; = a;, paratodo j € {1,2,3,...,n}.

De acordo com a propriedade 3, se trocarmos de posi¢cdo estas duas linhas,
obteremos uma nova matriz A’ tal que —det A = det A’ ().

Por outro lado, A = A’ ja que as filas paralelas trocadas sao iguais.
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Logo det A = det A’ (II)

De (l) e (Il) concluimos que

det A= —det A = 2det A =0= det A =0.

Analogamente se demonstra para o caso de duas colunas iguais.

Exemplo 4.8.4.
12 3 2
-6 2 6 2 . ,
= 0 (22 e 42 colunas iguais).
-3 5 7
2 -1 4 -1

5. Propriedade: multiplicagdo de uma fila (linha ou coluna) por uma constante.

Se multiplicamos uma fila qualquer da matriz A quadrada de ordem n por um
namero k, o determinate da nova matriz A’ obtida sera o produto de % pelo
determinante de A, isto €, det A’ = k - det A

Demonstracéo
@11 a2 @13 ... Qin a;ix a2 a3 ... Qip
21 Q22 Q23 ... Q2n 21 G2 Ag3 ... Q2
;1 Qi A3 ... Qip kail k’aig k&ig C. kam
Anp1 Ap2 Ap3 - Qpp an1 an2 an3 o Ann

percebemos que os cofatores dos elementos da i-ésima linha de A sao os
mesmos que 0s da i-ésima linha de A'.

Calculando det A e det A’ pela i-ésima linha temos

det A=ay - A + a0 - Ajg + a3+ Az + -+ agn - Ag (1)

det A=k-apA-q+k-ap-Ap+k-ag-Ais+---+k-agp- Ay (1)
de (I) e (I) concluimos que det A’ = k - det A

A demonstracao seria analoga se tomassemos uma coluna de A.

Exemplo 4.8.5.

28 -7
3 3

4 -1
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Exemplo 4.8.6.

6 —8 10 6 —4 10 .
SeA=13 6 5|e|3 3 5 ,entéodetA:2-detBoudetB:§-detA.
4 —4 7 4 -2 7

Exemplo 4.8.7.

1 -2 4 k =2k 4k 1 -2 4k
k-0 —4 —5|=/0 —4 —-5|=|0 —4 —5k|,ondek € R.
3 4 5 3 4 5 3 4 5k

6. Propriedade: Teorema de Cauchy

A soma dos produtos dos elementos de uma fila qualquer de uma matriz A,
ordenadamente, pelos cofatores dos elementos de uma fila paralela, é igual a

Zero.

Demonstracao

Seja ] )
ailz a2 aiz ... Qin
Q21 Q22 Q23 ... dgp

A= at1 Q2 A3 ... Qip

Ayl Au2 Ay3 ... Qyup
_anl Ap2 Ap3 ... ann_

Substituindo em A a t-ésima linha pela u-ésima, obtemos a matriz

11 A2 @13 -+ Aip
Q21 Qg2 QA23 -+ QA2
Ayl Ay2 Ay3  *° Qun .
A = — linha t
Ayl Au2 Qu3 - Qup
_anl Ap2 Ap3 ... ann_

Pela propriedade P, temos det A’ = 0.

Calculando det A’ pela t-ésima linha,
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det A/ = aulAtl + augAtQ + augAtg + ...+ aunAm = 0.

Note que os cofatores dos elementos da t-ésima linha de A, s&o os mesmos que
os da t-ésima linha de A’.

A demonstragao é analoga se tomarmos em A duas colunas.

Exemplo 4.8.8.
1 3 4

A=14 3 5
76 5

Primeira linhade A:ay, = 1, a1o = 3 € a3 = 4.
Terceira linha de A: a3 = 7, a3 =6 €agz = D.

3 4 1 4 13

Cofatores : Az = =3, =— =11e Asz3 = =-9
31 32 5 33 4 3

CL11'A31+CL12'A32+6L13'A33:1'3+3'11+4'(—9>:3+33—36:0.

7. Propriedade: Adigao de determinantes (ou decomposi¢do de uma linha ou coluna)

Se cada elemento de uma linha ou coluna de uma matriz € a soma de duas
parcelas, entdo o determinante dessa matriz € a soma de dois outros, em cada
um dos quais aquela linha ou coluna tem seus elementos substituidos por uma
das parcelas.

Seja A uma matriz de ordem n, onde os elementos da j-ésima coluna séo tais

que:
a1; = blj + C1j aj; i a1z ... (blj + Clj> .. Qip
Q25 = b2j + Coj o1 Q22 Q23 ... (sz + C2j> .. Qop
as; = b3j + ¢35 istoé A = asy Qs Az ... (bgj + ng) ... Q3zp
Apj = bnj + Cnj _anl Ap2  Gp3 ... (bnj + an) <o ann_

entao, teremos

det A = det A’ + det A”

onde A’ & a matriz que se obtém de A, substituindo-se os elementos «;; da
j-ésima coluna, pelos elementos b;; (1 < i < n) e A” & a matriz que se obtem
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de A, substituindo-se os elementos «;; da j-ésima coluna pelos elementos ¢;;
(1 <i<n).isto é:

aij; a2 a1z ... (blj + Clj) ... Qip aij; a2 aiz ... blj o Qp
g1 Q92 Q23 ... (bgj + CQJ') .. Qop g1 Q92 A23 ... ij .. Qop
a31 Q3 azsz ... (bgj + 03]') ... Q3p = a31 Q3 azsz ... bgj ... Q3zp
Ap1 QAp2 Ap3z ... (bn] + Cn]') e Qpp Ap1 QAp2 Ap3z ... bnj oo Qpp
a1 Q12 a3 ... Cij ... Qip

Q21 Qg2 Q23 ... C25 ... Q2p

+ a3; dagz a3z ... C3; ... QA3p

Qp1 Ap2 Qp3 ... Cpj ... Qpp

Demonstracao

Note que os cofatores dos elementos da j-ésima coluna de A s&o 0s mesmos
que os da j-ésima colunade A’ e A”.

Calculando o determinante de A, pela j-ésima coluna, temos

det A = (blj + Clj>A1j + (bgj + CQj)AQj + (bgj + ng)Agj + ...+ (bnj + an>Anj-
detA = (blelj + bngQj + bnggj + ... bnjAnj) + (Cleij + CQjAQj + C3jA3j + -+ anAnj) .

det A’ det A"
det A = det A+ det A”.
Exemplo 4.8.9.
1 2 =5 1 1 -5 1 3 =5
SeA=14 0 0|,B=|4 1 0l eC=14 1 0
8 =3 7 g8 —1 7 8 —4 7

entdodet A=4, det B=39 e detC =43 = det A+ det B

Exemplo 4.8.10.

~1 —3]7 5 [—1 —1] o O [—1 —3+(—1)}
—2 0 -2 -5 —2 04 (-5)

entdodet A= —6, det B=3 € detC = —3 = detA + detB.

Se A =

I
|
[N
|
(A BTN
[ I |

Combinacao linear de filas paralelas
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Dada A = [a;;] uma matriz de ondem n e tomemos p colunas (quaisquer) de
indices sq, 59, 53, - . ., 5,. Multipliguemos, respectivamente, estas p colunas pelos
nuameros cy, ¢o, 3, . . ., ¢, € CONStruamos as somas:

Qp =C1 - Q1sy T Co - Arsy T+ Cp - s,

Qg = C1 * Ay + C2 " Qosy + -+ -+ Cp * Az,

Qg = C1 - A3s; T Co - A3, + -+ +Cp - A3,

Qp = C1 * Upg, +C2’an32+"’+cp'ansp
Diremos que o conjunto {a;, as, ..., a,} € uma combinagéo linear das p colunas.

Se substituirmos a coluna de indices ¢, diferente das p colunas consideradas,
pelos numéros:

a1q+a1>a2q+a27 ...,anq+06n

diremos que se adicionou a coluna de indices ¢, uma combinacéo linear das
outras colunas.

Exemplo 4.8.11.

Vamos construir uma combinag&o linear da primeira e sequnda colunas da matriz:

A=

[l AN \V]
Ct 0o W
(2 S VR )]

3:245-3=21
usando os multiplicadores 3 e 5 respectivamente: 3-5+5-8 =55
3:-14+5-5=28

Vamos somar esta combinacao linear a terceira coluna, obteremos a matriz

2 3 27
A =15 8 57
5 33

De forma analoga, definimos combinacéo linear de p linhas e adicdo dessa
combinacg&o linear a uma outra linha diferente das consideradas.

8. Propriedade: Teorema da combinacao linear

Se uma matriz quadrada A = [a;;|, de ordem n tem uma linha (ou coluna) que é
combinagdao linear de outras linhas (ou colunas), entdo seu determinante é nulo,
ou seja, det A = 0.
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Demonstragéo

Suponhamos que a ¢-ésima coluna seja combinacao linear de p outras colunas,
de indices s1, s9, 53, . . ., Sp-

Desenvolvendo o determinante de A pela ¢-ésima coluna, temos

pr
n n
thA = Zaiq . Aiq = Z [Cl . CLZ'S1 —I-CQ . CLZ‘S2 =+ ... +Cp . aisp] . Aiq =
i=1 i=1
n n n DPe
= 1) Gy AigF Y sy - Aig+ o Y s, - Ay =
i=1 i=1 i=1

= ¢-0+c-0+...+¢,-0=0.

Exemplo 4.8.12.

-1 5 8
2 3 0 :0,p0/3(3L1+2L2:L3)
1 21 24

9. Propriedade: Teorema de Jacobi

O determinante de uma matriz quadrada nao se altera se substuirmos uma de
suas filas (linhas ou colunas) pela soma dela com um mdultiplo da outra.

Adicionando a uma fila de uma matriz A, de ordem n uma outra fila paralela,
previamente multiplicada por uma constante n&o nula, obteremos uma nova
matriz A’ tal que det A’ = det A.

Demonstragcéo

Dada a matriz

11 aiz ... Q1p ... A1 ... Qip
21 Q22 ... QA2p ... (J,Qj oo Qop
A= a3y asz ... a3p ... AaAz; ... 0Aa3zp
Gp1 Ap2 .. Qpp ... Apj ... dpp

Adicionamos a j-ésima coluna a p-ésima multiplicada pela constante k&, com
k # 0, obtemos a matriz

11 Az ... Qip ... (alj + k - alp) .o Qp
Q1 Q22 ... Q2p ... (azj + k- G2p> ... Qop

!
A= az1 aszz ... a3zp ... (Clgj + k- a3p> ... Q3p

p1 Ana oo Ay oo (A + K app) oo Gy
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10.

De acordo com P;, segue que

a11 a2 Q1p Qay; - A1pn a1; a2 Q1p *A1p <. A1p
Q21 A22 a2p a2 - Q2p 21 A22 a2p + A2p - Q2p
/ N

det A = as1 Qs a3p asz; ..a3zp + as; Qas2 a3p cAzp ..Aa3n
Qp1  An2 Qpyp Qpj Apn Qp1  An2 Qpyp Qpp Qpn

11 a2 Q1p Qa1 < A1p a1x Qa2 A1p A1p - A1p

Q21 A22 a2y a2 - Q2n 21 Q22 Q2p A2p - Q2n

= |G31 G32 a3p as; | K |as ass a3p a3p .. .A3p

Gp1  An2 Qpyp Qpj -« Ann (p1  Qn2 Qnyp Qnyp -« Anp

det A 0 por Py

= detA+0=detA.

Exemplo 4.8.13.

-1 -2
A= = det A= -1
3 7

Multiplicando a primeira linha por 2 e somando o0s resultados a segunda linha,

obtemos: B =

Propriedade: filas (linhas ou colunas) paralelas proporcionais

Se uma matriz A quadrada de ordem n > 2 possui duas filas paralelas constituidas
por elementos respectivamente proporcionais, seu determinante sera nulo, isto é,

detA = 0.

Demonstragéo

Suponhamos que as colunas de indices j e ¢ de A sejam constituidas por
elementos proporcionais, ou seja,

aij:k-aiq v iE{l,Q,...,n}.

5 } = detB = —1, ou sejfa, det A = det B.
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11.

Entdo

ay; a2 aAiz ... k - Qg ... QAiq ... QAiq

a91 Q22 @ k-a a a bs
21 29 23 ... cA2q - 2 - - 1q

det A = - - " O " O =
Ap1 Qp2 Apz ... k- Qpg .- Qpg ... MNig
a;x; a2 413 ... Qg ... Q14 ... Qg

P4
G21 Q22 QG23 ... Q¢ ... Q2¢ ... Q1q

pum k . pu— O

Qp1 Ap2 Qp3 ... Apg ... Qpg ... MNig

A demonstragao seria analoga se tivéssemos duas linhas proporcionais.

Exemplo 4.8.14.

Seja a matriz
a b c
A= d e f
k-a k-b k-c
Calcule o determinante da matriz A.

Veja que a terceira linha da matriz A é multipla da primeira linha. Calcularemos o
seu determinante.

det A = aekc+ dkbc+ kafb — ceka — fkba — kedb
= k(aec+ dbc+ afb— cea — fba — edb) = 0.

Propriedade: multiplicacdo de uma matriz quadrada por uma constante

Se uma matriz quadrada A de ordem n € multiplicada por um namero real k£ # 0,
o seu determinante fica multiplicado por £, isto €

det (kA) = k™ - det A

De fato, se a4, ao, ..., a, s&0 as linhas ou colunas da matriz quadrada A, tem-se:

det (k- A) = det(kay,kag,- -, kay)
= k" -det(ay,aq, - ,ay,)

= k" -det A.

Esta propriedade é decorrente da aplicacao sucessiva da propriedade 5.
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12.

Exemplo 4.8.15.

3 —4
A:[ 3 5]:>detA:—15—8:—23,

—12
- ] = det (3A) = —135 — 72 = —207 = 32 - (—23).

Logo det (3A) = 32 - det A.

Exemplo 4.8.16.
1 -1 2
B=13 2 —1|=detB=6+124+1—-4+2+9 =26,
1 2 3
5 =5 10
5B = {15 10 —5| = det(5B) = 750 + 1500 + 125 — 500 + 250 + 1125 = 3250 =
5 10 15

= 53.26. Logo det (5B) = 5° - det B.

Propriedade: Matriz triangular

O determinante de uma matriz triangular € o produto dos elementos que pertecem
a diagonal principal.

Demonstragao:

Seja a matriz triangular na qual a;; = 0, parai > j (0 caso a;; = 0 parai < j é
analogo).

ay;p a2 aipz ... Qin

0 A29 A23 ... QAon

A= 0 0 ass ... Qsp
0 0 0 ... apy

Aplicando sucessivamente o teorema de Laplace, através da primeira coluna, é
consequente que

detA:an-a22-a33-...-am.

Exemplo 4.8.17.
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Exemplo 4.8.18.

1 0 0 0

-1 3 0 0
=1-3-4-(=6) = —T72.

—2 4 4

-1 2 3 —6

13. Propriedade: Teorema de Binet

Se A e B sdo matrizes quadradas de ordem n, e AB a matriz produto, entao

det (A- B) = (det A) - (det B).

1 3
05— Tl
—3 1 ~11 11

det (A-B) =77+99 =176, detA = -1+ 9 = 8 e detB = 10+ 12 = 22. Dai, segue
que (det A) - (det B) = 8- 22 = 176 = det (A - B).

Exemplo 4.8.19.

Considere as matrizes A =

-3
2] temos A- B =

Consequéncia:
1
Cdet A

Decorre do teorema que det (A1)

De fato, se existe A~!, entdo

A-A =1, = det(A- A7) = det], = det (A) -det(A™') =1 = detA#0e
1

det (A_l) = m

4.9 MATRIZ DE VANDERMONDE

Definicao 4.9.1. Denominamos matriz de Vendermond, toda matriz de ordemn > 2,

1 1 ... 1
aq a9 as Qyp,
. 2 .
dotipo. | a; a3 a3 ... a2
ar -1 ag—2 aj 1 a;z—l

Isto é, as colunas da matriz sdo formadas por poténcia de mesma base, com
expoente inteiro, variando desde 0 até n — 1 (0s elementos de cada coluna formam uma
progressao geométrica cujo primeiro termo é 1).

Os elementos da segunda linha sdo chamados elementos caracteristicos da
matriz.
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Indiquemos o determinante de uma matriz de Vandermonde por
V(al, ag, as, ... ,an).
O determinate V(ay,as,as, ..., a,) € igual ao produto de todas as diferengas

possiveis entre 0os elementos caracteristicos, com a condicdo de que, nas diferencas, o
minuendo tenha indices maior que o subtraendo. Isto é

Vay,asg,as,...,a,) = (ag—ay) ... (ap—ay)(az—az) ... (ap—ag) ... (ap—an_1) = H(ai—aj)
i>j
comi,je{l,2, ..., n}.
Exemplo 4.9.1.
1 1 1
Calcular o determinante |5 7 11].
25 49 121
1 1 1
5 7 11|=(7-5)-(11-5)-(11-7)=2-6-4=48.
25 49 121
Exemplo 4.9.2.
1 1 1 1
2 3 -5 7
= 3-2)-(=5=2)-(7T—=2)-(=5—=3)-(7T—3)-(7T+5
L0 o gg| = B2 (52 (T-2) (5-3)- (T3 (T+5)
8 27 —125 343

= 1-(=7)-5-(—=8)-4-12 = 13440.

4.10 MATRIZES, SISTEMAS E DETERMINANTES

Qualquer sistema linear n x n pode ser escrito como um produto de matrizes.

Dado um sistema linear de n equacdes e n incégnitas,

a11ry + apxs + ... + QpTnp = b1
as1x1 + agers + ... + Aonly, = bg
Ap1T1 + ATy + ... + appxr, = b,

Lembrando a definicdo de produto de matrizes, notemos que o sistema S pode
ser escrito da forma matricial.

a1 a2 - QAip X1 by

Q21 Q22 -+ A2y X2 bo

p1 An2 - Qnp Tn bn
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Denotando o determinante por D =

temos

- ~ < D,
Unica solugdo. A solucéo é {z; = )

by aiz
by as
bn an2
1177
2171
Ap1T7
a1
21
I -
(07951
ai
@21
I -
an1

a2

22

An2

a2

a22

ai2

A22

Ap2

A1n

A2n

ann

D
sendo D #0,de D =z, - D vem que z; = —

Analogamente podemos provar que x, =

a1 Aaig a1n
Q21 Q22 Q2
e D =
An1  Ap2 Ann
1121 + A12T2 + - - - + A1 Ty Q12
Q2121 + Q2% + « - - + QonXy, Q22
Ap1T1 + Ap2Z2 + - + QpnTn  Ap2
A1n Q12T  A12 Q1n A1nTn
Aon Q222 A22 Aon A2nTn,
+ + -+
Ann Ap2T2  Qp2 Ann ApnTy
A1n Q12 Q12 Q1n
(57 Q22 Q22 Q2n,
Apn Ap2  Ap2 Apn
zZero
(05T
Aon
Ann
D
D2 Dn
ey Iy = f
. 1)2 . l)n [)
, Lo = 6, ey Iy = 6}

by
ba

bn

Q1n

Q2n,

ann

Q12

22

Qp2

Q1n

Q2n,

a12

22

An2

Q12

22

A1n

(57

ann

Q1n

A2p,

ann

Q1n

Q2n,

. Portanto, S tem uma

esde que D # 0.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Na construcédo desse trabalho, fizemos um estudo sobre sistemas lineares,
matrizes e determinantes com um olhar diferente do que é visto no ensimo médio,
onde la leva em consideracao o aprendizado das matrizes e determinantes como pré
requisito para o estudo da solucao de sistema lineares. Ressaltamos que o estudo dos
mesmos constituem uma caso particular de iniciacdo a Algebra Linear. Ao fazermos as
demonstragdes algébricas na resolucao de sistemas lineares, nos deparamos a ligagao
existente entre as matrizes e o célculo de determinantes. Procuramos trazer a teoria
apresentadada de forma rigorosa, porém em liguagem compreensiva, clara e concisa.

No desenvolvimento desta dissertacdo procuramos seguir uma ordem légica
das definicbes, operacdes e propriedades de matrizes e determinantes condizentes
com o ensino basico, além das operagoes na resolucao de sistemas lineares.

O resultado desse trabalho nos proporcionou algumas abordagens construtivas
sobre o estudo de matrizes e determinante, a partir da resolugéo de sistemas lineares.
Além de apresentar o estudo de matrizes e determinantes, conhecendo suas defini¢oes,
exemplificacdes, operacdes, propriedades e demonstracoes.

A expectativa da presente dissertagcdo é mostrar uma abordagem construtiva
do ensino de sistemas lineares e matrizes. Dividido em dois aspectos: constru¢ao dos
conceitos de matrizes, tipos de matrizes e operagdes de matrizes a partir da solugao
do sistema linear, mostrando para o aluno que esses conceitos surgem naturamente, e
por outro lado, a analise da solugéo do sistema linear se dar de forma construtiva a
partir da solucdo da equacéao simples ax = b em R, sendo possivel entender o conceito
geral a apartir da solugao da mesma.
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