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Resumo
Neste trabalho serao apresentados os conceitos basicos para a construcao de Codigos
Corretores de Erros, em especial, a Construcao de Codigos Lineares e uma breve in-
troducao a construcao dos Cédigos Algébricos Geométricos. Tais cddigos sao utilizados
para garantir a confiabilidade de mensagens enviadas por longas distancias, por diferen-
tes canais, sendo asssim, é necessario que existam maneiras de detectar e corrigir erros.
Comecamos abordando as ferramentas matematicas necessarias para a construcao dos
diferentes codigos. Apresentamos os fundamentos da Teoria dos Cédigos Corretores de
Erros, também apresentamos como se faz a construgao das matrizes geradoras e deco-
dificadoras de um cédigo. Apresentamos também, em particular, os Cédigos Ciclicos,
Cédigos BCH e Cédigos de Goppa Racionais, com suas matrizes geradoras e decodifica-
doras. Também apresentamos os Corpos de Fungoes Algébricas sobre Corpos Finitos,
pois esses sao de grande interesse para a Teoria dos Cddigos, pois com essa teoria é
possivel construir os Cédigos Algébricos Geométrico, assunto este que abordamos de
maneira introdutéria ao final do texto e, para o qual, indicamos algumas possibilidades

de estudos futuros.

Palavras-chave Corpos Finitos, Cédigos Corretores de Erros, Cédigos Lineares, Cor-

pos de Fungoes Algébricas, Codigos de Goppa.



Abstract
In this paper the basic concepts for the construction of Error-Correcting Codes will
be presented. In particular, the construction of Linear Codes and a brief introduction
to the construction of Geometric Algebraic Codes. Such codes are used to ensure the
reliability of messages sent over long distances, over different channels, so it is necessary
to have ways to detect and correct errors. We begin by discussing the mathematical
tools needed to construct the different codes. We present the fundamentals of the
Theory of Error-Correcting Codes, and present how to construct the generator and
decoder matrices of a code. In particular, we also present Cyclic Codes, BCH Codes,
and Rational Goppa Codes, with their generator and decoder matrices. We also present
the Bodies of Algebraic Functions Fields over Finite Fields, because these are of great
interest for Code Theory, since with this theory it is possible to construct Geometric
Algebraic Codes, a subject that we address in an introductory way at the end of the

text and, for which, we indicate some possibilities for future studies.

Keywords Finite Fields, Error-Correcting Codes, Linear Codes, Algebraic Function
Fields, Goppa Codes.
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Introducao

A Teoria dos Cédigos Corretores de Erros teve origem na década de 1940, no Labortério
Bell de Tecnologia. Nasceu dos estudos de Richard W. Hamming e Claude E. Shannon.
Desde entao, fazem parte do nosso cotidiano de inimeras formas, quando estamos
utilizando um meio digital para ouvir musicas, ver uma foto ou enviar mensagens, os
Codigos Corretores de Erros estao presentes.

Um cédigo corretor de erros é, em esséncia, um modo organizado de acrescentar
dados adicionais (redundancias) a cada informagcao que se deseja transmitir ou arma-
zenar, que permita, ao recuperar a informacao, detectar e corrigir erros. Isso se faz
necessario, pois ao transmitir uma informagao por um determinado canal (por exemplo,
canal de radiofrequéncia, cabo, canal de micro-ondas, cabo, circuito integrado digital,
disco de armazenamento, etc.) essa pode sofrer alguma interferéncia (ruido), fazendo
com que a mensagem enviada possa nao ser igual a recebida. Cabe entdao ao codigo
corretor de erros, através das redundancia inseridas, detectar e corrigir esses erros.

Para que possamos ter um cédigo, precisamos de um conjuntos de simbolos (alfa-
beto) que serao utilizados para escrever as palavras (sequéncia de simbolos do alfabeto).
Nesse sentido, é de fundamental importancia que tenhamos uma estrutra sobre o alfa-
beto que nos permita utilizar ferramentas matematicas disponiveis para que possamos
desenvolver bons algoritmos de codificagao e decodificacao. Por isso é bastante conve-
niente utilizar corpos finitos. Assim, podemos verificar como um problema, a principio
“aplicado” se relaciona tao intimamente com varios tépicos da Matematica “pura”.

Na Historia recente, temos exemplos de diferentes aplicagoes para a Teoria dos
Cédigos, em especial, nas comunicagoes espaciais. Imagens de Marte foram transmiti-
das pelas naves Mariner 4 (1965) e Mariner 9 (1972), nesse tltimo foram utilizados
uma familia de cédigos chamados Cddigos de Reed-Muller . Os Cédigos de Golay foram
utilizados em 1979, pela nave espacial Voyager prara transmitir imagens coloridas de
Jupter. Hefez e Villela (2008)

O objetivo do presente trabalho ¢é introduzir a Teoria dos Codigos Corretores de Er-
ros, em especial trabalhamos com uma classe especifica: os Cédigos Lineares. Também
introduziremos a teoria dos Corpos de Fungoes Algébricas sobre Corpos Finitos, pois
com essa teoria é possivel realizar a construcao dos Codigos Algébricos Geométricos.
Para atingir esses objetivos, este trabalho esta divido como se segue.

No Capitulo 1, abordamos alguns conceitos bésicos da Algebra Abstrata. Esses

conceitos serao utilizados como ferramentas para desenvolver a Teoria dos Codigos
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Corretores de Erros e a Teoria dos Corpos de Fungoes Algébricas sobre Corpos Finitos.

No Capitulo 2 apresentamos as extensoes de corpos e diferentes representacoes de
Corpos Finitos, a saber, a representacao polinomial e a representacao utilizando elemen-
tos primitivos. Esse assunto também nos ajudara a desenvolver as teorias mencionadas
no paragrafo anterior.

O Capitulo 3 é dedicado aos Cdédigos Corretores de Erros, em especial a classe
de cédigos chamada Codigos Lineares. Abordamos os conceitos basicos da Teoria dos
Codigos Corretores de Erros e faremos a construgao das chamadas matrizes geradoras e
matrizes teste de paridade que s@o utilizadas no processo de codificagao/decodificagao.
Sao apresentados, em particular, os Cédigos Ciclicos, Cédigos BCH e os Cédigos de
Goppa Racionais.

O Capitulo 4 fornece uma introdugao a teoria dos Corpos de Fungoes Algébricas
sobre corpos finitos. O assunto é abordado do ponto de vista da teoria da valorizacao. A
motivacao para o estudo desses conceitos é a sua importancia na teoria da codificacao,
em especial, na construgao dos chamados Codigos Algébricos Geométricos. Para o
desenvolvimento deste capitulo foi utilizado como referéncia Niederreiter (2002), e é o
principal capitulo deste trabalho.

Por 1ltimo, no Capitulo 5, faremos a descricao dos chamados cédigos de Reed-
Solomon. Tais codigos sao utilizados, por exemplo, no armazenamento de som em
formatos digitais. Em seguida, faremos uma generalizacao desses codigos para ob-
termos os chamados Cdédigos de Goppa Racionais também conhecidos como Codigos
Geométricos de Goppa e fazemos alguns apontamentos sobre aprofundamentos desse
estudo e aplicagoes.

Apresentamos também, no Apéndice, vérias propostas de atividades que podem
ser utilizadas para trabalhar codigos corretores de erros em sala de aula na Educagao
Basica.

Ressaltamos que a principal referéncia utilizada nesse trabalho é o artigo de Ni-
ederreiter (2002). Além disso, o aporte tedrico necessirio esta baseado em Lidl e
Niederreiter (1994), Herstein (1970), Masuda e Panario (2007) e Garcia e Lequain
(2006).
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1 Preliminares

Neste capitulo abordaremos importantes conceitos e resultados da Algebra Abstrata
que serao utilizados como ferramentas para o estudo da teoria dos Cédigos Corretores de
Erros no Capitulo 3. Também abordaremos alguns temas que serao tuteis no estudo dos
Corpos de Funcoes Algébricas sobre Corpos Finitos, assunto este que serd apresentado
no Capitulo 4. Para o desenvolvimento deste capitulo foram utilizadas as referéncias
Garcia e Lequain (2006), Herstein (1970), Masuda e Panario (2007) e Lidl e Niederreiter
(1994).

1.1 Anéis

A Algebra teve um desenvolvimento tardio no que se refere a organizagao légica e
axiomatizacao. A primeira tentativa feita nesse sentido ocorreu apenas no século XIX
(vale lembrar que a Geometria ja recebera uma axiomatiza¢ao no ano 300 a.C. com a
obra Elementos, de Euclides). Foi Geogorge Peacok (1805-1865), que em 1830 publicou
o primeiro importante trabalho escrito com a intencao de dar a Algebra o carater de
ciéencia demonstrativa. Porém, Peacock renunciou suas opinides sobre a Algebra, pois
seu trabaho trazia resultados controversos, como por exemplo, sugeria que as leis da
Algebra sao as mesmas quaisquer que sejam os numeros ou objetos dentro dela. Em
1833, o irlandes Willian R. Hamilton (1805 - 1865) publicou um artigo onde apresentava
os quarténios, onde também mostrou que as leis da Algebra (como a comutatividade,
por exemplo) podem nao ser aplicadas em alguns casos. O trabalho de Hamilton e
outros matemaéticos colaborou, ja no século XIX, para a criagao de inimeras estruturas
algébricas novas, entre as quais as de corpo e de anel. Para mais detalhes, consultar
Boyer e Merzbach (2019).

Vamos nos concentrar agora no conceito de anel. Na maioria dos sistemas numéricos
usados na aritmética elementar, existem duas operacoes binarias distintas: adicao e
multiplicacdo. Temos como exemplos os nimeros inteiros (Z), os nimeros racionais (Q)
e os numeros reais (R). Agora vamos definir uma estrutura algébrica conhecida como

anel que compartilha algumas das propriedades basicas desses sistemas numéricos.

Definicao 1.1.1. Um anel (A,+,-) € um conjunto A ndo vazio, munido de uma
operagao denotada por +, chamada adi¢ao, e de uma operacao denotada por - ,chamada

multiplicacao, que satisfazem as sequintes condigoes:
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(A.1) A adicao € associativa, isto €,

para todos x,y,z € A, (x+y) +z=x+ (y + z).

(A.2) Existe um elemento neutro com respeito a adicao, isto €,

existe Op € A tal que, para todo x € A,0p +x =x+ 0a = X.

(A.3) Todo elemento de A possui um simétrico com respeito a adicdo, isto €,

para todo x € A, existe z € A tal que x+z=2z4+x =0.

(A.4) A adicao é comutativa, isto é,

para todos x,y € A,2x+y =y +x.

(M.1) A multiplicacdo € associativa, isto €,

para todos X, Y,z € A, (x-y)-z=x-(y - z).

(AM) A adicao ¢é distributiva relativamente a multiplicacao, isto €,

para todos x,y,z € A,x-(y+z)=x-y+x-ze(y+z)-x=y-x+2z-x.

Denotaremos simplesmente por 0 o elemento neutro da adicao e por —a o simétrico
aditivo de a.
Com as propriedades (A.1),(A.2),(A.3) e (A.4), dizemos que (A,+) é um grupo

abeliano.

Exemplo 1.1.2. A sequir, temos exemplos de alguns anéis.

e Os conjuntos Z, Q, R e C sdo anéis com as operacoes usuais de adi¢ao e multi-

plicacgao.
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e O conjunto Z/nZ = {[0],[1],...,In — 1]}, onde [a] = [x € Z;x = a mod nJ.

Definindo a soma [a] + [b] e produto [a] - [b] em Z/M7Z da sequinte maneira:

[al 4+ [b] =[a+b] e [a] - [b] = [a - b].

O conjunto Z/n7Z com as operacoes acima definidas € um anel. Para simplificar
a notagao, vamos escrever o conjunto Z/nZ ={0,1,--- ,n—1} com as operagoes

modulo n.

A definicao de anel é bastante aberta no que se refere a multiplicacao. Um anel pode

ou nao possuir elemento neutro da multiplicacdo. Da mesma forma, um anel podera

ou nao ser comutativo, ou seus elementos podem ou nao possuir inverso multiplicativo.

Portanto, um anel podera ou nao possuir essas propriedades “especiais”. Em caso

afirmativo, esses anéis recebem nomes especias, conforme veremos na definigao a seguir.

Definicao 1.1.3. Um anel A é chamado:

1.

5.

Anel com identidade, se existe um elemento em A, denotado por 1a, tal que
a-1x =15 -a = a para todo a € A (nesse caso 15, o elemento neutro da

multiplica¢ao, é chamado de identidade, também simplesmente denotado por 1);

Anel comutativo, se a multiplicacao € comutativa, isto €, a-b = b - a para

quaisquer a,b € A;

Dominio de Integridade, se A é um anel comutativo com identidade e se,

para quaisquer a,b € A tais que a-b =0, tem-se que a =0 ou b =0;

Anel com Divisao, se os elementos nao nulos de A formam um grupo sob a

multiplicacao;

Corpo, se ¢ um anel comutativo com divisao.

Exemplo 1.1.4.

e Os anéis Z,Q,R e C sao comutativos.

o O anel Z/M7Z, comn € Z ¢ um anel com unidade. De fato,

lal -1l =[a-1]=[a]l =[1]-[al.
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e Sen > 1 ¢ um inteiro composto, entdo Z/N7Z nao serd um dominio de inte-
gridade. De fato, dados a,b € 7Z tais que 0 < a,b < n emn = a-b, temos
[al - [b] € Z/nZ, [al,[b] #0 e [a] - [b] = ] =[0].

O préximo resultado estabelecerd uma importante relagao entre um dominio de

integridade e um corpo.
Teorema 1.1.1. Todo dominio de integridade finito é um corpo.

Demonstracao: Seja A um dominio de integridade finito e a um elemento nao nulo
em A. Consideremos a aplicagao ¢ : A — A definida por ¢(x) = ax. Como a(x—y) =
0 implica que x—y = 0, a aplicacao ¢ ¢ injetora. Por outro lado, A ¢ finito e, portanto,

¢ também é sobrejetora; em particular, existe a € A tal que a.a = 1. O

A reciproca deste resultado é mais geral: qualquer corpo é um dominio de integri-
dade. Para isso, seja F um corpo e suponhamos que a-b =0 onde a,b € Fe a # 0.

Seja a € F ta que aa = 1. Entao

b=1-b=(a-a)b=a(ab)=a-0=0.

Definicao 1.1.5. Um elemento ndao nulo a num anel A é um divisor de zero, se existe

um elemento nao nulo b em A tal que a-b = 0.
Exemplo 1.1.6.
e Um dominio de integridade nao contém divisores de zero.
o Os divisores de zero em Z/127 sdio 2,3,4,6,8,9 e 10.
As seguintes terminologias serao utilizadas frequentemente.
Definigao 1.1.7. Seja A um anel.

1. Um elemento a € A é um divisor de b € A, se existe c € A tal que b = ac.

Neste caso, escrevemos alb.

2. Um elemento nao nulo v € um elemento invertivel em A, se existe s € A tal

que s = 1. Neste caso, escrevemos v~ = s.

3. Os elementos a e b em A sdo assoctados, se existe um elemento invertivel

T € A tal que a =71b.
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4. Seja p um elemento nao nulo que ndao seja invertivel em A. Dizemos que p €
iwrredutivel em A, se p = ab com a,b € A implica que a ou b seja invertivel

em A. Caso contrdrio, p ¢ redutivel em A.
Exemplo 1.1.8. Num corpo, qualquer elemento nao nulo € invertivel.

Um importante conceito no estudo de corpos finitos é o de caracteristica. Mas antes

de apresenta-lo, vamos enunciar a definicao de multiplo.

Definigao 1.1.9. Seja A um anel , a € A e n um inteiro. Definimos o produto na
por

0, se n=0

na=J &t+---+a, se n>0

n copias

—((—m)a), se n<0

O elemento na é chamado de miltiplo n-ésimo de a. Essa multiplicacao tem a
propriedade de que (na)(mb) = (nm)(ab), para todos m,n inteiros e a,b € A.

Usando esta operacao, definimos agora a caracteristica de um anel.

Definicao 1.1.10. Seja A um anel para o qual existe um inteiro positivo n tal que

n-1=1+---4+1=0
—_—

n copias

O menor tal inteiro positivo 1 € chamado de caracteristica de A e é denotado por
car(A). Neste caso, dizemos que A tem caracteristica positiva, além disso, se n €
primo, entao dizemos que A tem caracteristica prima. Se A nao tem caracteristica

positiva, dizemos que A tem caracteristica zero.

Teorema 1.1.2. Seja A um anel. Se A tem caracteristica positiva e se A nao contém

divisores de zero, entao a caracteristica de A € prima.

Demonstragao: Sejan > 2 a caracteristica de A. Escrevendon = ab, onde a,b € N
el <a,b<n,obtemos0=n-1=(ab)l =(a-1)(b-1). Como A nao possui divisores
de zero, temos que a-1=0o0u b-1=0. Em qualquer caso, uma contradi¢cao, pois n

é a caracteristica. O
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Sejam A um anel e S um subconjunto de A. Dizemos que S é um subanel de A se
S também é um anel sob as mesmas operacgoes de A e com o mesmo elemento neutro da
multiplicacao de A. Considerando as operagoes usuais sobre os conjuntos numéricos,
Z, ¢ um subanel de Q, R e C, Q é um subanel de R e C e R ¢é subanel de C.

O préximo teorema fornece um critério muito util para verificar que um subconjunto

de um anel é de fato um subanel.

Teorema 1.1.3. Um subconjunto S de A é um subanel se, e somente se,
e I €S;
e s—t €S para quaiquers s,t € S.

Alguns anéis possuem a mesma estrutra algébrica. Esta semelhanca pode ser ex-
pressa por meio de uma fungao que preserva os elementos neutros da multiplicagao, a

adicao e a multiplicacgao.

Definicao 1.1.11. Sejam A e B anéis. Um homomorfismo de anéis é uma fun¢ao
¢ : A — B, satisfazendo

e ¢p(a+b)=d(a)+ ¢(b) para quaisquer a,b € A;
e Pp(ab) = p(a)d(b) para quaisquer a,b € A.

Além disso, se ¢ é bijetora, dizemos que ¢ é um isomorfismo e escrevemos A = B
para dizer que A e B sao isomorfos. Como consequéncia dessa definicao, qualquer ho-
momorfismo também preserva zeros, negativos, multiplicacao por inteiros e poténcias.
Isso significa que se 04 e Og sao os zeros de A e B respectivamente, entao ¢(04) = Og,
d(—a) = —d(a), d(na) = nd(a) e p(a*) = p(a)¥, para quaisquers a € A,n € Z e
k € N. Se A e B forem anéis com identidade, tais que 15 e 1g sao as unidades de A e
B respectivamente, entao ¢(15) = Ig

Se ¢ : A — B é um homomorfismo de anéis, a imagem de ¢ definida por ¢p(A) =
{b € B;b = ¢(a)para algum a € A} é um subanel de B.

Segundo Iezzi, Dolce e Machado (1993), os isomorfismos sdo importantes para en-
tender a estrutura de um corpo finito. O papel dos isomorfismos de anéis é, em esséncia,
o de separar os anéis em classes disjuntas, de maneira tal que as propriedades perti-
nentes a estrutura de anel deduzidas para um dos representantes das classes possam

ser estendidas para os outros anéis da mesma classe, apenas mudando conveniente as
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notagoes (dos elementos e das operagdes). Reflete bem essa situagao imaginar os anéis
de uma mesma classe como “copias’uns dos outros.

Outro conceito necessario para esse estudo é o de anel quociente, mas primeiro
precisamos introduzir o conceito de ideal. Segundo lezzi, Dolce e Machado (1993), o
conceito de ideal de um anel é um dos instrumentos mais poderosos para o desenvolvi-
mento da teoria dos anéis, e tem aplicacoes em diversas areas, como por exemplo, no

estudo das curvas algébricas e nos Cédigos Ciclicos, conforme veremos no Capitulo 2.

Definicao 1.1.12. Um subconjunto I nao vazio de um anel A é um ideal de A se forem

verificadas as condigoes:

1. a—b €1 para quaiquers a,b € I;

2. vr-a,a-1v €l para quaisquersa € I er € A.
Exemplo 1.1.13.

e Em qualquer anel A, hd dois ideais triviais: {0} e A. O ideal {0} é conhecido

como o ideal zero. Qualquer ideal I de A € um ideal proprio se 1 £ A.

e Dado a € A, o conjunto {ra;r € A} € um ideal de A chamado o ideal gerado

por a e denotado por (a).

e Sejam A e B anéis. Dado um homomorfismo de anéis ¢ : A — B, o nicleo de
&, definido por ker d ={s € A;d(s) =0}, € um ideal de A. De fato, suponhamos
que a e b estejam no nicleo de ¢. Seque que d(a —b) = Pp(a) — ¢(b) = 0,
dla-1)=d(a) ¢(r) =0-d(r) =0 e d(r-a) = d(r) - p(a) = ¢(r) -0 =0 para

qualquer r € A.

A particdo de um anel em conjuntos disjuntos conhecidos como classes laterais é
bastante 1til no estudo de anéis, pois da uma maneira de construir novos anéis a partir

de dados anéis.

Definicao 1.1.14. Sejam A um anel e I um ideal de A. O conjunto

r+1I={r+aqaelre A}

¢ chamado uma classe lateral de I em A.
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A relacao! em A induzida por esta definicao é dada pela igualdade 1+ 1 = s + I,
sempre que T — s € I. Esta é uma relacao de equivaléncia? e portanto as classes
laterais de I em A formam uma particao® de A. Definindo as operacoes de adicao e

de multiplicacao em A/I de maneira natural, nao é dificil ver que A/I é um anel.
Teorema 1.1.4. Sejam I um ideal de um anel A. Entdo A/1 é um anel com a adi¢do

e a multiplicagao definidas por

r+D+(s+0)=(r+s)+1

(r+D(s+1)=(rs)+ L

O conjunto de todas as classes laterias de I em A é conhecido como anel quociente
de A por I e é denotado por A/L

Definicao 1.1.15.

1. Um ideal 1T de A € principal, se exsite a € A tal que I = (a). Neste caso, 1

também ¢é chamado de o ideal gerado por a.
2. Um ideal P de A € primo, se P # A e se ab € P implica que a € P ou b € P.

3. Um ideal M de A é maximal, se M # A e se os unicos ideais I de A tais que
MCICA siol =M el=R.

4. O anel A € um dominio de ideais principais, sec A é um dominio de integri-

dade e se cada ideal I de A € principal.
Teorema 1.1.5. Seja A um anel.
1. Um ideal M de A € maximal se e somente se A/M € um corpo.

2. Um ideal P de A € primo se e somente se A/P € um dominio de integridade.

IQualquer subconjunto S C A x A é uma relagao em A. Denotamos uma relacdo por ~ , onde
a~b,se(ab)eS.

2A relacdo ~ é de equivaléncia, se ~ ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

3Se ~ ¢ uma relacdo de equivaléncia, dizemos que a classe de equivaléncia de a é formada por
todos os elementos b € A tais que a ~ b. Neste caso, o conjunto de todas as classes de equivaléncia
forma uma particado de A.
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3. Todo ideal maximal é primo.

4. Se A € um dominio de ideais principais, entao A/(p) € um corpo se e somente

se p € irredutivel em A.

5. Se A € um dominio de ideais principais e p # 0, entdo (p) € um ideal primo se

e somente se (p) € um ideal mazimal.

Um importante anel quociente utilizado na Teoria dos Cddigos é o anel Z/(p) que
é o anel quociente de Z pelo ideal gerado por um ntmero primo p. Conforme veremos,

esse anel é um corpo.
Teorema 1.1.6. Seja p um nimero primo. O conjunto Z/(p) € um corpo.

Teorema 1.1.7. Se & : A — B € um homomorfismo de anéis, entao A/kerd é

isomorfo a d(A).

Demonstracdo: Vamos mostrar que a funcao @ : A/kerp — ¢(A) com D(r +
ker ) = ¢(r) é um isomorfismo de anéis. Primeiramente, veremos que @ estda bem
definida e ¢ injetora. Sejam 11,7, € A. Temos que 11 +ker ¢ = v, +ker ¢ se, e somente
se ¢(r1 —12) =0, 0 que é equivalente a ¢(r7) = (r2). Como ¢ é um homomorfismo,
segue imediatamente que ® também é um homomorfismo. Além disso, @ é claramente

sobrejetora. O

Funcgoes podem ser usadas para transferir a estrutura de um sistema agébrico para
um conjunto sem estrutura. Por exemplo, seja A um anel e @ uma funcao que leva
cada elemento de A a um tunico elemento de um conjunto S, entao por meio de @
pode-se definir uma estrutura de anel em S que converte @ em um homomorfismo. Em
detalhe, seja s1,s; € S e seja 11,7, € A unicamente determinados tais que @(r7) = s5
e @(r;) = sy, onde definimos s; + s, para ser @(r; + 12) e s1S; para ser @(TT2) e
todas as propriedades desejadas sao satisfeitas. Essa estrutura de S pode ser chamada
de estrutura de anel induzida por ¢@. No caso de A possuir propriedades adicionais,
como por exemplo, ser um dominio de integridade ou um corpo, essas propriedades sao

herdadas por S.

Definigao 1.1.16. Para um primo p, seja F, o conjunto de inteiros {0,1,...,p—1} e
seja @ : Z/(p) = Fy a aplicagao definida por ¢(lal) = a para todo a =0,1,...,p—1.
Entao IF,, com a estrutura de corpo induzida por @, é um corpo finito, chamado Corpo

de Galois de ordem p.
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Exemplo 1.1.17.

e Considere 7/(5), isomorfo a Fs = {0,1,2,3,4} com o homomorfismo dado por:
0] — 0, [11 — 1,[12] — 2,(3] — 3, [4] — 4. A sequir temos as tibuas das

operagoes de + e - para 0os elementos de Fs:

+10 1 2 8 4 01 2 8 4
01 2 8 4 00 0 0 0 0
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 8 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 8l0 8 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

e Um exemplo simples mas importante € o corpo finito F; ={0,1}. Suas tabuas de

operacoes Sao:

0 1
+ 0 1

0|0 0
0 1

110 1
111 0

Nesse contexto, os elementos 0 e 1 sao chamados de elementos bindrios.

1.2 Corpos e Extensoes

Nesta secao assumiremos algumas nogoes basicas sobre espagos vetoriais como conhe-
cidas.

O “embriao” da ideia de corpo apareceu em 1820, nos trabalhos sobre equagoes
algébricas do noruegués N. H. Abel (1802-1829). Abel entendia por corpo uma colegao
de numeros fechados para a adigdo, multiplicacao e divisao (salvo no caso de divisor

igual a 0). Para mais detalhes, consultar Iezzi, Dolce e Machado (1993).
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Definigao 1.2.1. Seja F um corpo e K um subconjunto de F. Se K também € um corpo

sob as operacoes de F, dizemos que K é um subcorpo de F e que F ¢ uma extensao de
K.

Exemplo 1.2.2. Q € um subcorpo de R e R € um subcorpo de C.

Teorema 1.2.1. Um subconjunto K de um corpo F é um subcorpo se, e somente as

sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
1. K contém pelo menos um elemento nao nulo.
2. Se a,b € K entao a—Db € K.
3. Sea,beKeb#0 entdo ab™! € K.

Exemplo 1.2.3. O conjunto L ={a+bv2;a,b € Q} € um subcorpo do corpo R. Note
que L # &, pois 1=140-v2 e L. Além disso, se x = a—l—b\/z,y =c+dv2el,
com a,b,c,d € Q, temos x —y = (a—c) + (b —d)v2. Como (a—c),(b—d) € Q,
entdo x —y € L. Por titimo, se x = a+bvV2,y =c+dvV2 €L, comy # 0 (com
a,b,c,d € @Q, c #0 oud#0, temos:

4 a-+byv2 B (a4 bv2)(c — dv?2) B (ac — 2bd)(bc — ad)v2 _

c+dv2  (c+dVv2)(c—dv2) 2 —2d2

ac —2bd  bc—2ad
c2—242 + c2—2d2 V2.

Como c2—2d? # 0, pois, caso contrdrio, ¢/d = /2, o que € impossivel, jd que c,d € Q,

1 ac—2bd bc—2ad . | . ) tanto. xu-! € L
entao e sao numeros racionais e, portanto )
¢z —2d? ¢z —2d? ' P XY

O subcorpo K é préprio, se K £ F. Um corpo que nao contém nenhum subcorpo

préprio é chamado um subcorpo primo.

Teorema 1.2.2. O subcorpo primo de um corpo F é isomorfo a Z/pZ ou a Q de acordo

com a caracteristica de F ser prima ou zero.

Demonstragcao: Seja ¢ : Z — F o homomorfismo de anéis definido por ¢(n) =n- 1.
O nicleo de ¢ é (car(F))Z. Se car(F) = p para algum primo p, entdo pelo Teorema

1.1.7, &(Z) = Z/pZ que é um corpo primo. Se car(F) = 0, entao ¢ ¢é injetora. Neste
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caso, ¢(Z) é um anel isomorfo a Z. Definimos agora ¢’ : Q — F por ¢'(m/n) =

(m-Tg)(n-1§)7", se n # 0. Temos que ¢’ é um homomorfismo injetor. Com efeito,

¢’ (m + m) = ((mmy+memn) - 1) (g ma) - 1)
n 11%)

= (my- 1)y - 1) 4+ (my - 1p) (np - 16)

o)
ny 11%)

n mn

o' (Eﬂ) — ((myma) - T () - 1))

Além disso, se ¢’'(m/n) = 0 entdo mlr = 0 e, portanto, m = 0, ja que car(F) = 0.
Concluimos que ¢’(Q), que é o menor subcorpo de F contendo 1¢, é isomorfo ao corpo

primo Q. O

A intersecao de subcorpos de um corpo é um subcorpo. Logo, corpos primos
também podem ser obtidos considerando a intersecao da colecao de todos os subcorpos
de um dado corpo. Na verdade, a ideia de tomar intersecoes pode ser generalizada

para obter outros subcorpos.

Definicao 1.2.4. Sejam K um subcorpo do corpo F e M um subconjunto de F. O corpo
K(M) ¢ definido como sendo a intersecdo de todos os subcorpos de F contendo ambos
K e M e é chamado o corpo de extensao de K obtido pela adjungao dos elementos
de M. Quando M = {01,0,,...,0,}, escrevemos K(M) = K(01,0,,...,0,). Quando

M = {0}, dizemos que L = K(0) € uma extensao simples de K.

Se L é um corpo de extensao de K, entao L pode ser visto como um espago vetorial
sobre K. Primeiramente, isto deve-se ao fato de que os elementos de L formam um
grupo abeliano sob a adicao. Além disso, a multiplicacdo de um elemento & € L por

um escalar r € K d4d ra € L satisfazendo

rlx+pB) =ra+71p
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(r+s)a=ra+sx
(rs)oc = 1(s«x)
T a =«

para quaisquer 1,8 € Ke «, 3 € L. Quando L é um espago vetorial de dimensao finita
sobre K, a dimensao é o grau de L sobre K e é denotada por [L : K]. Neste caso, dizemos

que L é uma extensao finita de K.

z

Teorema 1.2.3. Se M é uma extensao finita de L e L € uma extensao finita de K,
entao M € uma extensdo finita de K com [M : K] = [M : L][L : K].

Demonstrag¢ao: Suponhamos que {1, &z, ..., %m} € {B1,P2,-.., Pn} sejam bases de
M sobre L e de L sobre K, respectivamente. Entdao M : L] = me [L: K] =ne

queremos provar que [M : K] = mn. Qualquer elemento o € M pode ser escrito como
X =Y101 + V2002 + -+ + Vm&m,

onde y1,Y2y...,Ym € L. Agora, para cada i tal que 1 <1 < m, temos
Yi=TuPr + 1P+ A+ T,

onde Ti1,...,Tin € K. Logo, combinamos as duas expressoes acima da que

m m n
o= E Yiog = E E Ty 3545
-

i=1 j=1

onde cada 15 € K. A seguir mostraremos que o conjunto {Bjo;;1 <j <n, 1 <i<mé

linearmente independente e assim é uma base de M sobre K. Seja Y ", ZL sijPBjo =0

onde cada si; € K. Como {0, &z, ..., &y} forma uma base de M sobre L, obtemos
Z?:] sij3; = 0 para qualquer i. Finalmente, como {f1,2,...,Bn} ¢ uma base de L
sobre K concluimos que cada sy ¢ zero. O
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1.3 Alguns Resultados em Anéis de Polindmios

Nesta se¢ao abordaremos os polinomios como elementos de um certo anel e estaremos

preocupados com as propriedades algébricas desse anel.

Definicao 1.3.1. Seja A um anel. Dados os polinémiosf =Y " jaix' eg= 3 ", bix},

tais que cada ai;, by € A e m < n, definimos a soma f+ g e o produto fg da sequinte

maneira:
n m4n
f4+g= Z(ak +by)x* e fg = Z(aobk + @by + -+ - + agbo)xk,
k=0 k=0

onde a; = by = 0 para quaisquer i,j com i > n,j > m. O conjunto de todos o0s
polinomios sobre A com essas duas operacoes é um anel conhecido como o anel dos

polinémios sobre A ¢ é denotado por Alx].
Exemplo 1.3.2.

o Seja A um anel. Se f(x) = anx™ +--- 4+ a;x + ap € um polinémo sobre A, com
a, # 0 dizemos que cada a; é um coeficiente de f, a,, € o coeficiente do termo
dominante de f e o grau de f é n (gr(f) =n). O polinémio nulo tem todos os
coeficientes iguais a zero. Se A é um dominio de integridade, entao, em Al[x],
temos que gr(fg) = gr(f) + gr(g). Em particular, se f e g sdo polinémios nao
nulos em Alx], entao fg também € nao nulo. Isto mostra que, quando A € um

dominio de integridade, A[x] também é um dominio de integridade.

e Seja F um corpo. Qualquer polinomio linear ax + b, com a # 0 € irredutivel em

Flx].

e Dizemos que & € uma raiz de f, se f() = 0. Sejam F um corpo, f € F[x] e
« € F. Neste caso, o polinomio x — o divide f em F[x]. Além disso, se gr(f) > 1,
entdo f € redutivel sobre F. Isto da um critério de irretubilidade: se gr(f) = 2
ou 3 entao f € irredutivel sobre F se, e somente se f nao tem raizes em F. A
restricao no grau do polinomio se deve ao fato de que o polinomios redutiveis de
grau, maior que 3 ndo necessariamente possuem fatores lineares. Por exemplo,
em R[x], o polinémio x* + 4x* + 3 = (x> + 1)(x? + 3) € redutivel, mas ndo tem

raizes em R.
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E bastante conhecido o algoritmo para efetuar divisoes com resto de polinomios com
coeficientes reais. Podemos efetuar, de maneira analoga, a divisao entre polindmios com

coeficientes num corpo F arbitrario, o que serd mostrado no resultado a seguir.

Teorema 1.3.1 (Algoritmo da Divisao). Sejam F um corpo e f,g € Fx] com g # 0.
Ezistem dnicos polinomios hyr € F[x], tais que f = gh+1 e gr(r) < gr(g).

Demonstragao: Seja S = {f — gh;h € F[x]}. Digamos que r = f — gh € F[x] é um
polindomio em S de menor grau e que gr(r) = m, gr(g) = n. Mostraremos que m < n.

Suponhamos, por contradi¢ao, que m > n. Seja a € F tal que o produto de a
e o coeficiente do termo dominante de g da o coeficiente do termo dominate de .

Subtraindo ax™ g de ambos os lados de r = f — gh da que

r—ax™ "g=f—gh—ax™ g,

onde o polinémio do lado esquerdo tem grau menor que m. O lado direito é igual a
f—g(h+ ax™™) € S. Isto contradiz o fato de que r é o polinomio de menor grau em
S. Assim, existem polinémios h,r € F[x] tais que f = gh+rem < n.
Suponhamos que existam polinémios h;, hy, 11,1, em F[x] tais que f = gh; + 17,
f = ghy + 12, gr(r1) < gr(g) e gr(rz) < gr(g). Assim gh; + 17 = gh; + 1, implica
que g(h; —hy) =1, — 1. Como gr(r; — 1) < gr(g), temos que hy —h; = 0 e assim
1,—711=0. Logo hy =hyer; =r,.
O

Seja A um anel. Para que o algoritmo da divisao seja valido em Al[x], é necessario

que o coeficiente do termo dominante de g seja invertivel em A.
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Exemplo 1.3.3. Sejam os polinémios f(x) = 2x°> +x* +4x + 3,g(x) = 3x* +1 € Fs.

Calculando os polinomios h,r € Fs pelo algoritmo da divisdo, temos

2 +xt+4x+3 3x2+1

—2x° — 43 43 4+ 2x2 + 2x + 1

x4+ %3 +4x +3

—x* 4+ 3x?

X +3x*+4x+3

—x3 4+ 3x

3>+ 2x+3

—3x* +4

2x+2

Assim, h(x) =4 +2x* + 2x + 1,7(x) = 2x + 2 e 1 = gr(r) < gr(h) = 3. Logo,
2 +x +ax+3 =3+ 1N)EC+ 22+ 2x+ 1)+ (2x + 2)

Definicao 1.3.4. Seja F um corpo. Dados f,g € F[x], existe um nico polinémio

monico d € F[x] tal que
1. d divide f e g,

2. qualquer polinomio h € F[x] dividindo ambos f e g divide também d.
Este polinomio d € o mdxzimo divisor comum de f e g, denotado por mdc(f,g).

Observacao 1. O mdxzimo divisor comum entre dois polinomios pode ndao ser unico,
sendo assim, utiliza-se o polinomio monico na definicao de mdc para garantir a uni-
cidade. A existéncia do mdximo divisor comum, € consequéncia simples do fato que
todo ideal de F[x] € principal, isto €, gerado por um tunico elemento, (ver teorema
1.3.8, para mais detalhes, consultar Masuda e Panario (2007)). Por exemplo, dados
f(x) =x3+3 e g(x) = 2x* + 2, onde f,g € Zs. Temos que 4x + 3 ¢ um mdc(f, g),
porém 4x +3 = (47" (4x +3) = 4(4x +3) = x + 2 € o tnico polinémio monico que
satisfaz a definicao 1.3.4.
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Observamos que o mdc(f,g) é o polinomio moénico de maior grau dentre os po-
linémios que dividem ambos f e g em F[x].

Quando mdc(f, g) = 1, dizemos que f e g sdo polindémios coprimos ou relativamente
PTimos .

Dados f, g € F[x], F corpo, com g # 0, podemos aplicar sucessivamente o algoritmo

da divisao com resto, obtendo

f(x) = gx)qi(x) +m1i(x),gr(r1) < gr(g) (1)
g(x) = 7i(x)qa(x) + 12(x), gr(T2) < gr(ry)
mi(x) = mAx)qs3(x) +13(x), gr(r3) < gr(r2)

s—1 (X) + Ts (X)> QT(T’sq) < QT(Tsfz)
‘rs—Z(X) = Ts (X) S(X) + Ts(x)) QT(TS) < QT(T5—1)

Ts— (X) = Ts (X)qs+1 (X) + O>

Ts—3 (X) = rsz(X)

q
q

onde iy ..ey 511, T1y -eey Ts S20 polinomios sobre F. Como o gr(g) ¢ finito, este processo

termina com uma divisdao exata. Quando isso acontece, temos que mdc(f,g) = a~'r,

onde a é o coeficiente do termo dominante do ultimo resto nao nulo rs. Essa multi-

1

plicacao de rg por a™' é realizada para que tenhamos um polinomio monico. Tem-se

assim o seguinte algoritmo de Euclides para polinomios:

Algoritmo de Euclides para Polinomios

1. Facan =0.
2. Faca r_;(x) = f(x) e 1o(x) = g(x)

3. Determine 1, 11(x) e gns1(x) tais que r,_1(x) = T (X)qni1 + Tnit, onde
gT(Tn—H) < QT(Tn)-

4. Se rh41 # 0, entdo faga n =n+ 1 e vé para 3.

5. Se 1,1 =0, entao 1, é o mdc(f, g). Pare.

E possivel escrever o mdc(f, g) como uma combinacao linear de f e g, no sentido de

que mdc(f,g) = af + bg, para certos polinémios a,b € F[x]. Para isso, escrevemos o
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resto de cada divisao, em termos dos outros polinémios envolvidos em cada expressao
de (1).

Exemplo 1.3.5. Sejam f(x) = 2x"° +x” +x* + 1,g(x) = X' + 1 € Z/3Z. Vamos
escrever o mdc(f,g) como combinacao linear de f e g. Pelo algoritmo euclideano,
temos as sequintes erpressoes:

204X x4+ = (2D + 1)+ 8+ %)

(
X +1 = (XF+2+ 2+ 2x+ 1)+ + (22 +1)
X4+xE = (2x+2)2X*+ 1)+ (x+1)
27 +1 = (2x+1D(x+1)+0.

Logo, mdc(f,g) =x+ 1. Além disso, temos:

X3

( X3 — (2x+2)(2x* + 1)
(CH+Hx)—(2x+2) (X +1) = (x*+ 2+ X+ 2x+ 1))

= 2+ +(x+D(K +1)
(2X) (22X 4+ %"+ +1) = (2 + DX + 1)+ (x+ 1) +1)
(2x)

20V (22X 4+ x" X+ 1)+ (2 4+ +x+ DX +1).

x+1 = +
+

Assim, obtemos mdc(f, g) = (2x°)f + (2x8 +x° +x + 1)g.

Os elementos primos do anel F[x] sdo chamados de polinomios irredutiveis. Para

enfatizar a importancia desses conceito, damos a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.3.6. Um polinémio p € FIx] € dito um polinomo irredutivel sobre F (ou
irredutivel sobre F[x], ou primo em F[x]), se p possui grau positivo e p = bc com

b, c € FIx] implica que b ou ¢ € um polinomio constante.

Polinomios irredutiveis sao de fundamental importancia para a estrutura do anel
Flx]. Consideramos umas das propriedade mais importantes de F[x]: a fatoracao tnica

de polinomios.

Teorema 1.3.2 (Fatoracao Unica de Polinémios). Seja F um corpo. Entdo todo po-

linomio f € Flx] \ {0} de grau positivo pode ser escrito na forma

f=u-p1-p2 - Pm, (2)
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onde w € F\{0}, P1,P2y---,Pm SG0 polindmios irredutiveis sobre F (nao necessari-
amente distintos). Mais ainda, essa expressio € tunica a menos da constante w e da

ordem dos polinomios P1,P2y--+yPm-

Demonstracao: Seja f € F[x] \ {0}. Vamos provar por inducao sobre o grau de f,
gr(f) =n. Sen =0, f =u é um polinémio constante nao nulo, portanto, podemos
assumir gr(f) =n > 1. Vamos supor, por hipétese de indugao, que todo polinémio nao
nulo de grau menor que n pode ser escrito na expressao desejada, e vamos demonstrar
que f também pode ser escrito naquela expressao.

Suponhamos, por absurdo, que f nao pode ser escrito como produto de irredutiveis.
Entao f é um polinomio redutivel sobre F. Assim, existem g,h € Flx],1 < gr(g) <
n,1 < gr(f) < n tais que f = gh.

Agora, por inducao, temos

g=a-pi-p2Pr

com a € F\ {0} e p1,...,pr polinomios irredutiveis sobre F.

Analogamente,

h=b- pry1-Pri2 Pm,

com b € F\{0} e pri1,y...,Pm s&0 polinomios irredutiveis sobre F.

Assim f = a-u-pj - pm, onde u = ab € F\ {0} e p1,...,pm sa0 polinomios
irredutiveis sobre F.

Vamos agora demonstrar a unicidade da expressao.

Suponhamos

f:up]pm:u/]:”p;

onde u,u’ € F\ {0} e p1,...,Pm,Pqy---,P. s@0 polinoémios irredutiveis sobre F.

Assim, temos,

pilpy - pe

e daf segue que existe u] € F[x] \ {0} tal que p{ = u/p; (p{ e p1 sdo associados em
Flx]. Agora o teorema segue por inducao sobre m. Se m = 1 e p; irredutivel, temos

necessariamente que s = 1 e p; e p{ sdo associados em F[x]. Suponhamos m > 1. De

34



/

pi =u/p; e sendo Fx] um dominio temos que:

u.-pz...pm:u,.'u/ip{...pi_].pi_H...-ps

e daf segue pela hipétese de inducao qie m — 1 =s —1 (isto é, m = s) e mais cada pj’
estd associado com algum p; através de uma constante, e isto termina a demonstragao

do teorema.

]

O préximo teorema mostra que qualquer ideal em F[x] é principal. A fatoracao

unica de polinomios e a existéncia do maximo divisor comum sao consequéncias dele.

Teorema 1.3.3. Seja F um corpo. Entdo Flx] € um dominio de ideais principais. Mais
precisamente, para qualquer ideal nao nulo 1 de F[x], existe um 1nico polindmio monico
f € Flx] tal que I = (f), onde (f) ={f- g;g € FIx]}.

A seguir, discutiremos os quocientes F[x]/(f) do anel dos polinomios F[x] pelo ideal
gerado pelo polindmio f. O teorema a seguir nos fornece um método pratico para

construir corpos finitos.

Teorema 1.3.4. Seja F um corpo e f um polinomio monico de grau positivo sobre F.

Entao Flx]/(f) € um corpo se, e somente se, f € irredutivel sobre F.

Demonstracao: Basta combinarmos o item 4 do Teorema 1.1.5 e o Teorema 1.3.3

para demonstrar o resultado.

]

Teorema 1.3.5. Sejam F um corpo e f um polinomio monico de grau positivo . sobre

F. Entao o anel quociente F[x]/(f) pode ser descrito como
{ag+ ajx+ -+ an 1™ L ag,ar,...,an € Fe f(a) =0}

Demonstragcao: Seja f € F[x] com gr(f) =mn, se f é irredutivel sobre F, entao F[x]/(f)
é um corpo. Um elemento tipico de F[x]/(f) é [g] = g+, onde g € F[x]. Se gr(g) > n,
pelo algoritmo da divisdo existem polinomios q,r € F[x] univocamente determinados

pelas condicoes

g="fq+r, comgr(r) =0 ou gr(r) <n.
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Assim [gl =g+ f=fq+r+f =1+ (q+ 1)f. Como (q+ 1)f € (f), segue que
[(q + 1)f] = [0] em F[x]/(f). Logo [g] =1, como gr(r) =0 ou gr(r) < n, temos que v

¢ um polindmio de grau menor que ou igual a n — 1. Portanto

T(x) =ao+ ax + -+ anx™ ',

com dg, Aqy...,0, 1 € F.
Se « € F é uma raiz de f, temos que [g(x)] = f(x)q(e) + r(x) = r(et). Portanto,

n—1

todo elemento de F[x]/(f) é da forma ap+a;x+---+a, j&™ ' com ag, ayy...,a,_1 € F

e f() = 0, o que demonstra o resultado.

m
Veremos um tipo especial de extensao de corpos.

Definicao 1.3.7. Seja K uma extensao do corpo F. Um elemento © € K é algébrico
sobre F, se existe um polinomio f € F[x] tal que f(0) = 0. Caso contrdrio, dizemos
que B € transcedente sobre F. Se todos os elementos de K sdo algébricos sobre F,

dizemos que a extensdo de K de F € algébrica.

Definigao 1.3.8. Seja 0 € K um elemento algébrico sobre F. O tinico polinomio monico
M € Fx] que gera o ideal
[ ={f € F[x];f(0) = 0)}

¢ chamado de polinémio minimal de 0 sobre F.

Polinémios minimais desempenham um papel fundamental na teoria dos cédigos,
em especial, os cddigos BCH, que serao apresentados no Capitulo 3. Corpos de decom-

posicao sao usados para descrever corpos finitos, como veremos no Capitulo 2.

Definicao 1.3.9. Sejam F e K corpos, onde K € uma extensao de F. O corpo K é um
corpo de decomposi¢ao do polinomio f € Fx], se f € um produto de fatores lineares
em K[x] e se f nao é um produto de fatores lineares sobre qualquer subcorpo prdprio de
K contendo F.

Em outras palavras, o corpo de decomposicao de um polinomio f sobre F é o menor
) s
corpo que contém F e as raizes de f. Na verdade, existe apenas um tnico corpo de

decomposi¢cao de um polindmio, a menos de isomorfismos.

36



Teorema 1.3.6. Sejam F um corpo e f um polinomio sobre F. Eziste uma extensao

K de F que € um corpo de decomposicao de f. Além disso, quaisquer dois corpos de
decomposicao de f sobre F sao isomorfos.

Exemplo 1.3.10.
e O corpo de decomposicio de x* —2 sobre Q € Q(v/2).
e O corpo de decomposicio de x* —5x* + 6 sobre Q é Q(v/2,/3).

o Considere o polinémio f(x) =x* —2 € Q[x]. As suas quatro raizes em C sdo:
0 =2, 0, =V2i, 0;=—V2 e 0, =—V2i,

e Q(v2,1) € o seu corpo de decomposicao.
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2 Corpos Finitos e suas Representacoes

Neste capitulo abordaremos varios fundamentos e propriedades de corpos finitos além
de métodos para a construcao de corpos finitos. Entender a estrutura, propriedadades
e construgoes de corpos finitos serda de fundamental importancia para desenvolvermos
a Teoria dos Codigos Corretores de Erros, apresentada no Capitulo 3, e também para
compreendermos a teoria dos Corpos de Funcoes Algébricas sobre Corpos Finitos no
Capitulo 4. Aqui, utilizamos como referéncia Masuda e Panario (2007) e Lidl e Nie-
derreiter (1994).

2.1 Extensao de Corpos Finitos

Seja F um corpo com q elementos, onde q < co. Neste caso, dizemos que F é um corpo

finito e q é a ordem de F.
Proposicao 2.1.1. A caracteristica de qualquer corpo finito € prima.

Demonstracao: Seja F um corpo finito com identidade T¢. Existem inteiros positivos

mencoml<m<mnen-Ig=m- 1 jd que F é finito. Portanto,(n—m)-Tg=0¢e

logo F tem caracteristica positiva. Pelo Teorema 1.1.2, a caracteristica de F é prima.
O

Teorema 2.1.1. Sejam K um corpo finito de ordem q e F uma extensao finita de K
de grau n. Entao, a ordem de F é q™. Em particular, se F € um corpo finito de ordem

q e caracteristica p, entdo ¢ =p" onde n € o grau de extensao de F sobre Fy,.
Demonstragao: Seja {B1,P2,...,Pn} uma base para o espaco vetorial F sobre K.

Qualquer elemento de F tem uma expressao tnica da forma

a1[31+a2f52+---+(1nf5n

com ap,ay,---,a, € K. Ha q valores possiveis para cada a;, logo o nimero total de
elementos em F é q". Pelo Teorema 1.2.2, o corpo F contém o corpo primo F, e assim

concluimos a prova.

]

Lema 2.1.2. Num corpo finito F de ordem q, qualquer a € F satisfaz a9 = a.
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Lema 2.1.3. Seja F um corpo finito de ordem q. Se v e s sao inteiros tais que v ='s

mod (q—1), entdo a" = a® para todo a € F.

Lema 2.1.4. Seja F um corpo de ordem q e caracteristica p. Entao o polinomio x9—x

xq—x:H(x—a).

aeF

fatora-se em Flx] como

Além disso, F € o corpo de decomposicao de x9 —x sobre IFy.

Lema 2.1.5. Seja F um corpo de caracteristica p. Entao, para qualquer inteiro n > 0,

temos que
(a+Db)P =a” +b".

Proposigao 2.1.6. Seja F um corpo de caracteristica p. A fungao 0 : F — F dada por
0(a) = aP € um isomorfismo de anéis tal que 0(a) = a para todo a € F,,.
Agora vamos demonstrar a existéncia e unicidade de corpos finitos.

Teorema 2.1.2 (Existéncia e unicidade de corpos finitos). Para qualquer primo p
e qualquer inteiro positivo M, existe um corpo finito com p™ elementos. Além disso,

n s - .~ pm
qualquer corpo com p™ elementos € isomorfo ao corpo de decomposi¢ao de xP* —x sobre

F,.

Demonstrag¢ao: Suponhamos q = p". Seja F o corpo de decomposicao de x4 —x
sobre IF,. Todas as raizes de x9 —x em F sao distintas. De fatos, se um polinomio f

tem fatores repetidos, entao mdc(f,f’) # 1. No nosso caso,
mde(x9 —x, (x% —x)") = mde(x9 —x,qx%"' —1) = mde(x9 —x,—1) = 1.

Assim S ={a € F;a9 = a} tem q elementos. A seguir, mostraremos que S é um corpo.
Vamos verificar as condi¢oes do Teorema 1.2.1. Claramente, S é um subconjunto de F

que contém O e 1. Além disso, usando a Proposicao 2.1.5, se a,b € S entao
(a—b)f=a'+(-b)¥=a'—b%=a—b
implica que a —b € S. Para b # 0, temos

(ab™M9=ad(b9) " =ab’,
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isto ¢, ab™' € S. Logo S é um corpo e contém todas as raizes de x4 —x, ou seja x4 —x
fatora-se completamente em S. Portanto, S = F é um corpo finito e F é um corpo com
g elementos.

Para mostrar a unicidade, seja F um corpo finito com q = p" elementos. Entao
F tem caracteristica p e contém I, como um subcorpo primo. O Lema 2.1.4 implica
que F seja um corpo de decomposicao de x9 — x sobre IF,. O Teorema 1.3.6 completa

a prova. O

Teorema 2.1.3. Seja q = p™. Se f é um polinomio irredutivel sobre Fy, de grau n
entdo Fq = F,/(f).

Demonstracao: Consequéncia do Teorema 1.3.4. O

Este isomorfismo fornece uma maneira de representar os elementos de um corpo
finito como veremos na subsecao 2.2.1. O seguinte resultado também sera usado mais

tarde.

Teorema 2.1.4. Seja f € Fq[x] irredutivel sobre Fy. Entao existe uma extensdo simples

de Fq sendo definida por uma raiz de f. Além disso, se © é uma raiz de f, entdo

Fq(0) = Fqlx]/(f).

Lema 2.1.7. Seja A uma anel e a € A. Suponhamos que m e n sejam inteiros
positivos tais que min. Entao (a™ — 1)|(a™—1).

Teorema 2.1.5. Seja Fyq um corpo finito com q = p"

elementos. Entao todo subcorpo
de Fq tem ordem p™, onde m € um divisor positivo de n. Reciprocamente, se m é um

divisor positivo de n, entao existe um subcorpo de Fy com p™ elementos.

Demonstragao: Se q = p", entao qualquer subcorpo F de Fy tem ordem p™ com
0<m<mn. Se[Fq:Fl =4 entdao p™ = (p™)* = p™, pelo Teorema 2.1.1, e assim, m/n.

Reciprocamente, se m é um divisor positivo de n, pelo Lema 2.1.7, obtemos que
(Pp™—1)|(p™—1) e assim

P =D =),

por uma outra aplicagao do Lema 2.1.7, desta vez no anel Fy[x]. Deduzimos que toda
raiz de xP" —x é uma raiz de X" —x = x9—x e portanto toda raiz de xP" —x pertence
a IFy. Segue que Fy deve conter um corpo de decomposicao de xP™ — x sobre Fq. O
Teorema 2.1.2 implica que tal corpo de decomposicao contenha p™ elementos.
Portanto, existe exatamente um subcorpo com p™ elementos, caracterizado pelas

rafzes do polinémio xP" — x em Fy. O]
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Exemplo 2.1.8. Os subcorpos do corpo finito Fyo sao determinados por todos os
divisores positivos de 30. Como os divisores positivos de 30 sdo 1,2,3,5,6,10, 15 e 30
0s subcorpos de Fyo sao o, Fya, Fas, Fys, Fre, Frio Fyis e Fp0. O diagrama abaixo

lista essas subcorpos.
Figura 1: Subcorpos de F;s0

IF230

I

FZG leo leS

F, Ty Ty

N

Fonte: Lidl e Niederreiter (1994),p. 47.

2.2 Aritmética em Corpos Finitos

Corpos finitos oferecem a flexibilidade de que seus elementos podem ser representados
de maneiras diferentes. Dependendo da operagao aritmética (adigdo, multiplicagao,
exponenciacao e calculo de inversos), uma representagao pode ser mais conveniente que
outra. Veremos duas formas de representar um corpo finito: através de um polindmio
e através de um elemento primitivo. Independente da representacao em questao, a

aritmética em F; dependerd da aritmética em F,,, onde p é a caracteristica de Fy.

2.2.1 Representacao Polinomial

Pelo Teorema 2.1.3, temos que Fgn = Fy[x]/(f), onde f é um polinémio irredutivel de
grau n sobre Fy. Assim, pelo Teorema 1.3.5, temos que qualquer elemento em [Fgn
pode ser representado por um polinomio em Fy[x] de grau menor que n e que o préprio
f é 0 zero do corpo.

Ao operamos com dois polinomios, se o grau do polinomio resultante ultrapassar n,
devemos fazer uma redugao para que tenhamos uma representacao em termos de um

polinémio de grau menor que n. Para isso, seja T o resto da divisao de g por f. Entao
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T tem grau menor que N e os polinomios T e g representam o mesmo elemento em Fgn.

Neste caso, escrevemos g =71 mod f.

Exemplo 2.2.1. Seja f(x) = x> +x + 1 € Fy[x]. Temos que f tem grau 2 e nao
possui raizes em Fy. Logo, pelo Exemplo 1.53.2 (3), o polinomio f € irredutivel sobre
F,. Temos que Fy[x]/(f) possui p™ = 22 =4 elementos: [0, [1], [x], x4+ 1] e assim, pelo
Teorema 2.1.3, Fy € isomorfo a F,[x]/(f). Portanto, os elementos de F4, representado

em termos de polinomios, sao

Fq = {[0], (1}, [x], bx + 11}

Abaizo, apresentamos a tabela de operacoes

+ [0] M o x+1] : (U X  [x+1]
[0] [0] M o x+1] [0 | [0 [0] [0] [0]
1] 1] 0 I [x+T] (1 | o1 0] X bx4+1]
[x] X x+1 [0 [ X [0 I x4+1 ]
x+11 | xk+1 I [0 [0 x+1] ][0 k+1 [ x]

A titulo de justificativa de parte da tabela acima, note que:
O] =1+ x+x =[]+ Kxk+x7 =1+ x1+x)]=0]+K-01+x],
donde
x]- 1 4+x] = -] =[1].

De modo semelhante, mostra-se que [x)*> = [1+x] e [1 4+ x]* = [x].

Essa representacao sera utilizada no Capitulo 3, no desenvolvimentos dos Cédigos

Ciclicos.

2.2.2 Elementos Primitivos

Uma propriedade importante de corpos finitos é que qualquer elemento nao nulo é uma

poténcia de um certo elemento fixo.
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Teorema 2.2.1. O grupo multiplicativo de qualquer corpo finito € ciclico.

Demonstragdo: Podemos supor q > 3. Seja h = p;'Py* -+ pim a decomposi¢ao em

fatores primos de ordem h = q — 1 do grupo Fj. Para todo i, 1 <1 < m, o polinémio
h

x?i — 1 possui no maximo r% rajzes em Fg. Desde que r% < h, segue que existem

elementos diferentes de zero em [Fy que nao sao raizes deste polinomio. Seja a; esse
h

elemento e defina by = a;* . Temos que bfil = 1, desde que a ordem de b; seja um

divisor de p;* e é, portanto, da forma p;* com 0 < s; < 1. Por outro lado,

pT'171 h
bt =a #1,
e entao a ordem de b; é p;*. Afirmamos que o elemento b = b;b; - - by, tem ordem h.
Suponha, por absurdo, que a ordem de b é um divisor préprio de h e é, portanto, um

divisor de pelo menos um dos inteiros ]%, 1 <1< m, digamos de p%. Entao, temos
1

h h
Agora, se 2 < 1 < m, entao p;* divide pi] e, portanto, b{' = 1. Portanto, by" = 1.
Isso implica que a ordem de by deve dividir p%, o que impossivel, pois a ordem de by é

p;'. Portanto, [Fg € um grupo ciclico com gerador b. O]
Definicao 2.2.2. Um gerador de Fy é chamado um elemento primitivo.

O Teorema 2.2.1 fornece uma maneira bastante conveniente de representar os ele-
mentos nao nulos de um corpo finito. Suponhamos que « seja um elemento primitivo
de Fq. Entao Fy = {1, «, o, ..., %71}, porém o teorema ndo fornece uma maneira
eficaz de se encontrar o elemento primitivo. O método mais ingénuo é por tentativa
e eliminacao de erros, que consiste na busca de um elemento & € F; cuja ordem ¢
q—1, isto é, q— 1 = minien{i; ot = 1}. Uma vez que encontramos tal «, entdao teremos
encontrado todos os elementos primitivos , a saber, qualquer «', onde i e ¢ — 1 sao
relativamente primos. Assim, hd ¢(q— 1) elementos primitivos onde ¢ : N — N, onde
d(n) é definido como sendo o nimero de inteiros m, 1 < m < n com a propriedade de

que mdc(m,n) = 1. Tal ¢ é conhecida como a funcdao de Euler.
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Exemplo 2.2.3. Em Fy3, temos
31=3,32=9,3 =1,
logo 3 nao é um elemento primitivo de Fqy3. Por outro lado, temos
21 =2,22=4,2>=82"=3,2=6,2°=12,

27:1]’28:9)29:5)210:10)211 :7)212:])

ou seja, 2 € um elemento primitivo de Fi3. Como $(12) =4 ha trés outros elementos
primitivos de F13, a saber 2° = 6,22 =11,2" =7.

Ao representarmos um elemento num corpo finito como uma poténcia de um ele-
mento primitivo, as operacoes de multiplicacao, exponenciacao e calculo de inversos sao
facilmente realizadas. Primeiramente, lembramos que pelo Lema 2.1.3, se a > q — 1
entdo podemos tomar r tal que r = a mod (q —1) e 0 < r < q — 1 para obtermos
Y =7v", para todoy € F;. Suponhamos que y seja um elemento primitivo de IFy. Para
a multiplicacdo, temos y%y® = y°™. Para a exponenciacdo, temos (y®)* = y%* para
todo k € Z. Em particular, para o calculo de inversos, temos (y*)~™' = y~¢. Sempre
que o expoente for maior que ¢ — 1 podemos obter a reducao médulo q — 1 discutida

acima.

Exemplo 2.2.4. O elemento vy correspondente ao polinomio 1 4+ x € um elemento
primitivo em Fig = Fy[x]/(x* +x +1). De fato,na prézima pdgina apresentamos a
tabela das poténcias de y juntamente com suas representacoes polinomiais.

Para ilustramos as operagoes aritméticas usando o elemento primitivo y, calcula-

mos:

1. Y7y =2 6.

2. (Y =yP =v%

3. v =3 para todo i tal que i =3 mod 15.
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2.3 Polindmios Irredutiveis

A aritmética usando a representacao polinomial depende da reducao moédulo um po-
linomio irredutivel. Para essa tarefa, polinomios irredutiveis com muitos coeficientes
iguais a zero sao desejados. Um tipo importante de polinomio irredutivel é o polinomio
primitivo. Esse tipo de polindmio tem a propriedade de que todas suas raizes sao
elementos primitivos. Tais elementos por sua vez, conforme vimos, determinam uma
outra maneira de representar elementos num corpo finito.

Comecaremos com um resultado fundamental sobre polindmios irredutiveis.

Teorema 2.3.1. O produto de todos os polinomios monicos irredutiveis sobre Fq cujos

graus dividem n € igual a x9" — x.
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Teorema 2.3.2. O nimero de polinomios monicos e irredutiveis de grau n sobre Fq €

1
- _ n/d
=Y wldq™,

dn

onde w € a funcao de Mobius.*

Falaremos agora sobre polinomios primitivos, pois estes formam uma classe parti-

cular de polinomios irredutiveis.

Definigao 2.3.1. Um polinomio f € Fq[x] de grau m € primitivo, se f € o polinomio

minimal sobre Fy de algum elemento primitivo de Fym.

Em outras palavras, um polinomio primitivo de grau m é um polinomio moénico e
irredutivel com a propriedade adicional de que se o« € Fym ¢ uma raiz de f entao a
ordem de & é g™ — 1.

Seja o« € Fy. Pelo Lema 2.1.2, temos que a9 = «, ou seja, « satisfaz a equacao
x% —x = 0. Assim, o ¢ algébrico sobre F, e portanto tem um polinomio minimal
M € F,[x]. Esses polinomios tem uma profunda relacao com cédigos ciclicos, conforme

veremos no Capitulo 3.

Proposicao 2.3.2. Seja « € Fpm com polinomio minimal M sobre Fy,. Entao, temos

que
1. M € irredutivel;
2. Se f € Fylx] com f(x) =0, entao M|f;
3. M|(xP™ —x);
4. gr(M) <m;

5. Se « € um elemento primitivo de Fpm, entdo gr(M) =m e M é um polinémio

primitivo.

4A funcdo p de Mobius é a funcdo p: N — N definida por

1, sen=py'py* - py
umn) = (=N sear=az=---=a, =1
0, caso contrario

onde ai, com 1 <1< r é um inteiro nao negativo.
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A seguir, provamos um lema bésico na teoria de Galois que sera necessario para

mostrar um resultado sobre polinomios minimais.

Lema 2.3.3. Sejam K uma extensao de um corpo F, 8 : K — K um isomorfismo de
anéis fixando F e f € F[x]. Suponhamos que « € K seja uma raiz de f. Entdo 0(«x)

também € uma raiz de f.
Demonstragdo: Seja f(x) = a,x"+an, 1x" '+...+aycom a; € Fparai=1,...,n.

Como f(a) =0 e 0(0) =0, temos que

0(f(x))
= 0(an X"+ an X" + ...+ ay)

0(an)0(xX)™ + 0(an_1)0(x)™ " +...+0(ay)
= f(0(a)),

de onde obtemos que 0(x) é uma raiz de f.

Caracterizamos agora os elementos de Fq com o mesmo polinémio minimal.

Proposicao 2.3.4. Sejam o« € Fq e p = car(F,). FEntdo, « e & tém o mesmo

polinomio minimal sobre IF,.

Exemplo 2.3.5. Considere « € Fy. Assim,

o, “2,( 2)2 4 (064)2 8

Todos esses elementos tém o mesmo polinomio minimal. O mesmo acontece com 0s

elementos

Estudaremos agora as raizes da unidade. Uma raiz n-ésima da unidade num corpo
F é uma raiz em F do polinomio x™ — 1. Nem sempre é possivel fatorar o polinomio
x"™ —1 como produto de fatores lineares em F[x]. O préximo resultado nos dird quando

isso é possivel.
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Teorema 2.3.3. Seja F um corpo finito e, n, um inteiro positivo que divide |F| — 1.

Entao, existe um elemento y € F tal que

n—I1 )

X" = 1= =) x =y x =y (x =", (3)

com 1,v,vY%, -+, ¥y dois a dois distintos.

Demonstraca: Seja oo um elemento primitivo de F. Logo a1 =1 ¢

a™#£1, se0<m<|F—1.
FI-1
Se n = 1, nada temos a provar. Suponhamos n > 2. Definamos y = o €T
Temos entdo que 1,7v,v?, -+, Y™ sdo raizes de x™ — 1, e sdo duas a duas distintas;
pois, caso contrario, se y' =y para algum par (i,j) tais que 0 <i<j <n—1, entdo

[FI—1

o que contradiz 3 pelo fato de (j —1i)—— ser um inteiro positivo menor do que [F| — 1.

Isso estabelece o teorema. ]

Corolario 2.3.3.1. Seja K um corpo finito com q elementos e, m, um inteiro primo

com q. Entao, existem uma estensao F de K e um elemento y € F tais que
X1 = (=) x =y x =¥ (x=y"), (4)

com 1,v,v%, -+, ¥y dois a dois distintos.
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3 C(Cddigos Corretores de Erros

Nesta secao apresentamos as ideias bésicas para a construcao de um codigo, bem
como os principais coédigos utilizados: codigos lineares, cédigos ciclicos, codigos BCH
e codigos de Goppa classicos.As referécias utilizadas nessa secao foram Hefez e Villela
(2008), Masuda e Panario (2007), Milies (2009) e Voloch (2020).

3.1 Um Pouco de Historia

A Teoria dos Cddigos teve inicio da década de 1940, no Laboratério Bell de Tecnologia.
La, Richard W. Hamming e Claude E. Shannon trabalhavam com computadores, que
nessa época, apenas institui¢coes de grande porte tinham condi¢oes de manteé-los. Na
época, os programas eram gravados em cartoes perfurados cuja leitura pelo computa-
dor permitia detectar erros de digitacao. Caso um erro fosse detectado, a leitura era
interrompida e o computador passava automaticamente a ler o programa do proximo
usuario. Hamming, que havia passado por essa situagao, comecou a se questionar se
além de detectar os erros, os computadores também seriam capazes de corrigi-los. Esta

questao foi crucial para o desenvolvimento dos codigos corretores de erros.

Figura 2: Claude E. Shannon e Richard W. Hamming

Fonte: http://wwwl.spms.ntu.edu.sg/ ccrg/About_us.html.

Hamming desenvolveu entao um codigo capaz de detectar até dois erros e corrigir

um erro se ele for tinico. Seu trabalho foi publicado em abril de 1950 no “The Bell
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System Technical Journal” (A publicacao tardia deste artigo ocorreu devido ao pedido
de patente destes c6digos, feita pelo Laboratdrio Bell). Durante trés anos transcorridos
da elaboragao desses codigos, Hamming publicou diversos memorandos conforme sua
pesquisa evoluia. Nesses artigos, se questionava sobre a possibilidade de criar cédigos
mais eficientes que os propostos inicialmente. A questao foi respondida em outubro de
1948 por Shannon num artigo intitulado “A Mathematical Theory of Communication”,
também publicado no “The Bell System Technical Journal”.

Mais adiante, Marce J. Golay, que trabalhava no Signal Corps Enginneering Labo-
ratories ar Fort Monmouth, em Nova Jersey, leu a descricao do chamado (7,4)-cédigo
de Hamming dada no artigo de Shannom em 1948, e estendeu o resultado para um
cédigo corretor de erro tincio de comprimento primo p. Seu trabalho foi publicado em
julho de 1949 no “Proceedings of the I.R.E”, o artigo foi intitulado “Notes on Digital
Coding”.

O artigo de Shannon deu inicio a dois novos campos de pesquisa em matematica:
a Teoria dos Cédigos (em conjunto com o trabalho de Hamming) e a Teoria da In-
formacao. Desde entao, pode-se dizer, que houve um desenvolvimento continuo e sig-
nificativo na Teoria dos Cédigos até hoje.

O cédigo de Golay foi o responsavel pelo cédigo usado pela espaconave Voyager para
transmitir fotos coloridas de Jupiter e Saturno, no final da década de 1970. Coddigos
de Reed-Solomom sao utilizados no armazenamento em CDs de sons digitalizados. Os
Cédigos de Reed-Muller foram utilizados pela nave espacial Mariner 9, que entrou
na orbita de Marte em 13 de novembro de 1971, 167 dias apds o lancamento, e foi
responsavel pela transmissao para a Terra 7.329 fotografias, em preto e branco, que
cobriram mais de 80% da superficie do planeta Marte.

Golay, Hamming e Shannon foram os grandes pioneiros que iniciaram o trabalho
com este assunto e desenvolveram ideias que sao usadas até hoje no nosso dia a dia,
como por exemplo, a comunicacao de telefonia mével, aparelhos de armazenamento de
dados, comunicagoes via satélite, processamento de imagens digitais, internet, radio,
entre outras. Atualmente esses cédigos sao amplamente utilizados em programas espa-
ciais da National Aeronautics and Space Administration (NASA) e do Jet Propulsion
Laboratory (JPL).
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Figura 3: Monte Olimpo, maior vulcao conhecido do Sistema Solar localizado em Marte

Fonte: NASA

Figura 4: Nave espacial Mariner 9.

Fonte: NASA.

3.2 Conceitos Basicos sobre Codigos Corretores de Erros

Na transmissao de dados, na vida real, as vezes ocorrem problemas como interferéncias
eletromagnéticas ou erros humanos (por exemplo, erros de digitacdo) que chamamos de
ruido e que podem fazer com que a mensagem recebida seja diferente daquela enviada.
O objetivo da Teoria dos Cédigos é desenvolver métodos que permitam detectar e

corrigir esses erros. Um exemplo de cédigo ¢ o idioma, e a construcao de cédigos é
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inspirada neles. Na lingua portuguesa, por exemplo, usamos um alfabeto de 26 letras e
as palavras nada mais sao do que sequéncias de letras. E claro que existem sequéncias
de letras (palavras) que nao fazem parte do nosso idioma. Para um cddigo estar bem
estruturado, devemos definir quais sao os elementos necessarios para construi-16. Os

elementos basicos para se construir um codigo sao os seguintes:

e Um conjunto finito, A que chamaremos alfabeto. Denotaremos por q = |A| o
niumero de elementos de A. Neste caso, dizemos que o cédigo composto pelos

elementos de A ¢ um cédigo q-drio.

e Palavra é uma sequéncia finita de simbolos do alfabeto. O nimero de letras de
uma palavra chama-se comprimento. Para termos um codigo com o qual seja
facil trabalhar com certo rigor, faremos a convencao de que todas as palavras que
iremos considerar tem o mesmo comprimento n. Por essa razao, esses co6digos

dizem-se em blocos.

e Um cddigo q-drio de comprimento m serda um subconjunto qualquer (a nossa

escolha) de palavras de comprimento n, isto é, um cédigo C é um subconjunto

CCA“:AXAX-~><AJ.

n copias

Exemplo 3.2.1. Quando o alfabeto utilizado € o conjunto F, ={0,1}, o cddigo diz-se
bindario. O conjunto

C; ={0000,0001,0011,0111, 1111}
¢ um codigo bindrio de comprimento 4.

Segundo Firer (2007), um dos principais problemas em Teoria de Cédigos (e em
Teoria de Informacdo de modo mais geral) é a existéncia de erros: ao se transmitir
ou armazenar informagoes, ocorrem erros que podem comprometer a confiabilidade
dos dados. Em outras palavras, assim como na brincadeira de “telefone sem fio”,
a mensagem recebida pode nao ser igual aquela transmitida. Sao diversas as fontes
de erros, mas estes estdao quase sempre presentes e o problema se resume em duas
etapas: detectar a existéncia de erros e tentar corrigi-los. A confiabilidade é adquirida
através de algum tipo de redundancia (como por exemplo repetir cada palavra), mas a

redundancia tem sempre um custo, o que nos leva a um dos grandes desafios da Teoria
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de Cddigos: adquirir a confiabilidade desejada ao menor custo (taxa de redundéancia)
possivel.

A fonte de informacao, ou cédigo da fonte, é a mensagem que deve ser enviada.
A ideia basica da teoria dos cédigos é codificar essa informacao inicial, adicionando
infomagao redundante, aqui temos o cédigo de canal, de forma que ao receber o sinal
modificado pelo ruido, de alguma forma, seja possivel recuperar a mensagem original.

Esse procedimento pode ser esquematizado conforme mostra a Figura 5.
Figura 5: Esquema de codificagido/decodificagao

Fonte de informacao = ——  Codificador da fonte

Codificador de canal

Canal /
\

Decodificador de canal

Ruido

Destinatario — Decodificador da fonte
Fonte: Lidl e Niederreiter (1994), p. 306.

Votando ao exemplo da Lingua Portuguesa, uma situacao em que utilizamos o
esquema acima sao os editores de texto com correcao ortografica. Imagine que re-

cebemos uma mensagem com a palavra “gilafa”. Imediatamente verificamos que a

gj/

mensagem contém um erro, pois nao reconhecemos essa palavra como pertencente
lingua, mais ainda, achamos que a mensagem correta deve ser “girafa”, pois ¢ a pala-
vra mais proxima da palavra recebida. Vale observar que este nao é um codigo muito
eficiente, pois se tivéssemos recebido a mensagem “zato”, reconhecemos que ela esta er-
rada, mas percebemos que ha varias palavras igualmente préximas, como por exemplo
“mato”, “gato, “pato”, rato, fato, etc. A fim de tornar precisa essa nocao intuitiva de
proximidade de palavras, apresentamos a seguir um modo de medir a distancia entre

as palavras em A™.

Definigao 3.2.2. Dados dois elementos w,v € A", a distancia de Hamming entre w e

93



v € definida como
d(u,v) = ’{i;ui 7é vb] < i < TL}|

Por exemplo, em {0, 1}*, isto é, um cédigo cujo alfabeto sao os elementos do conjunto

{0, 1} e as palavras possuem comprimento 4, temos

d(0000,0010) = 1;
d(1110,0010) = 2;
d(1111,0000) = 4.

Proposicao 3.2.3. Dados u,v,w € A", valem as sequintes propriedades

i) Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, w =v.
ii) Simetria: d(u,v) = d(v,u).
iii) Desigualdade triangular: d(u,v) < (u,w) + d(w,v).

Demonstracao: A tnica propriedade cuja demonstragao nao é totalmente trivial é
a terceira que passamos a desmonstrar.

A contribuigdo das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u,v) é igual a zero se
w; =vi, eigual aum se w v, 1 <1< n.

No caso em que a contribuicao é zero, certamente a contribuicao das i-ésimas
coordenadas a d(u,v) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas a d(u,w) +
d(w,v)(= 0,1, ou 2). No outro caso, temos que u; # v; e, portanto, ndo podemos
ter u; = wy e w; = v;. Consequentemente, a contribuicao das i-ésimas coordenadas a
d(u,w) + d(w,v) é maior ou igual a 1, que é a contribuigao das i-ésimas coordenadas
a d(u,v). H

As propriedades contidas na Proposicao 3.2.3 caracterizam o que se costuma, em
matematica, chamar métrica °. Por isso, a distincia de Hamming entre elementos de

A™ é também chamada de métrica de Hamming.

5Uma métrica num conjunto M é uma funcdo d : M x M — R, que associa a cada para ordenado
de elementos x,y € M um nimero real d(x,y), chamado a distancia de x a y, de modo que sejam
satisfeitas as seguintes condi¢Oes para quaisquers x,y,z € M:

dl) d(x,x) =0;
d2) Se x #vy, entao d(x,y) > 0;
d3) d(x,y) = d(y,x);
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Pode-se definir agora os conceitos de disco e esfera em A", tal como é feito em

qualquer espaco métrico.

Definicao 3.2.4. Dado um elemento a € A™ e um numero real t > 0, chamamos de

disco de centro a e raio t, ao conjunto

D(a,t) ={ue A% d(u,a) <t}
e esfera de centro a e rato t, ao conjunto

S(a,t) ={ue A% d(u,a) =t}

Note que como as distancias sao sempre inteiros positivos, dentro de um disco de
centro a e raio t estao contidas todas as esferas do mesmo centro cujos raios sao os

inteiros menores ou iguais a t. Logo, temos que:

D(a,t) =|JS(a,7)

Esses conjuntos, D(a,t) e S(a,t) sdo finitos e o proximo lema nos fornecera a cardi-
nalidade de D(a,t).

Lema 3.2.5. Para todo a € A", e todo nimero natural v > 0, temos que

Da, =Y (F)a-11

i=0

Demonstracao: Dado um ponto a, um outro ponto b estara a distancia t de a se
diferir dele em t posicoes. Digamos que escolhemos t posicoes fixas entre as que compoe
a. Como em cada uma destas posigoes podemos ter q — 1 letras do alfabeto, diferentes
da letra correspondente em a, existem (q — 1)* palavras de A™ que diferem de a nas t
posicoes fixadas. Ainda podemos escolher t posicoes entre as n posicoes do elemento a

de (Tt‘) maneiras distintas. Portanto, existem exatamente (Tt‘) (g — 1)* pontos na esfera

d4) d(x,z) < d(x,y) +d(y, z).
Lima (1983)
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S(a,t). Podemos entao calcular o nimero de pontos no disco de centro a e raio t:

Definigao 3.2.6. Seja C um cddigo. A distancia minima de C é o nimero
d = min{d(u,v);u,v € C e u # v}.

No préximo resultado, | x| representa a parte inteira do nimero real x.

Teorema 3.2.1. Seja C um cddigo com distancia minima d e seja

-1

Entao, é possivel detectar até d — 1 erros e corrigir até K erros.

Demontracao: Seja ¢ um elemento de C e suponhamos que ele foi recebido como
outro elemento r, com t < d — 1 erros. Como o numero t de erros conhecidos é
precisamente a distancia de Hamming de ¢ a r, temos que d(c,7) =t <d—1 < d.
Isto implica que r ¢ C e, portanto, o erro pode ser detectado. Suponhamos ainda que
o numero de erros cometidos é menor que k. Consideremos o disco D(r, k). Como
d(c,1) =t < K, temos que ¢ € D(c,k). Afirmamos que T é o tnico elemento de C

pertencente a este disco. De fato, se existisse v’ € C em D(r, k), ter-se-ia que
d(r,r’") < d(r,c) +d(c, ) < k+k =2k <d,

uma contradicao. Consequentemente 1 é o Unico elemento de C mais proximo de c e é

possivel corrigir o erro. O]

Corolario 3.2.1.1. Um cddigo C pode corrigir até K erros se, e somente se, Sua

distancia minima d(C) satisfaz a desigualdade

d(C) > 2k +1.
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Demonstracao: Do teorema anterior sabemos que

- [55)

onde d = d(C) é a distancia minima do cédigo. Assim,

‘ {d(C)—1J < d(C)—1,
2 - 2

0 que prova o resultado. O

Definicao 3.2.7. Dado um cédigo C com distancia minima d, o nimero

-l

chama-se capacidade do codigo C.

Na Figura 6%, mostramos como atua a capacidade de correcao de um cédigo.

( )

. J

(.

Figura 6: Capacidade de correcao de um cédigo.

Sejam dadas duas palavras vi,v, € C, onde C é um cddigo cuja distancia minima é d
e capacidade de corregao k. Qualquer palavra ( na figura, as palavras sao representadas
por pontos) que pertenca ao D(vy, k), serd corrigida pelo c6digo como sendo v;. De

modo anélogo, toda palavra que pertenca ao D(v,, k), serd corrigida pelo c6digo como

SA Figura 6 foi elaborada tendo por referéncia o semindrio “Representacdes de Cor-
pos Finitos com aplicagoes em Criptografia e Coddigos Corretores de FErros”, disponivel em
https://www.youtube.com/watch?v=L_Up4wNiTJIt=3357s.
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sendo v,. As palavras que estao fora dos discos anteriormente mencionado, nao podem

ser corrigidas, pois estao fora da capacidade de corregao do codigo.

d—1
Definicao 3.2.8. Seja C C A™ um cddigo com distancia minima d e seja K = {TJ .

O codigo C sera dito perfeito se

U D(c,k) = A"

ceC

Note que em virtude do teorema 3.2.1, um cédigo terd maior capacidade de corregao
de erros quanto maior for sua distancia minima. Portanto, é fundamental, para a Teoria
dos Cddigos, poder calcular d ou pelo menos determinar uma cota inferior para ele.

Um codigo C sobre um alfabeto A possui trés parametos fundamentas [n, M, d], que
sao respectivamente, o seu comprimento, o seu nimero de elementos e sua distancia
minima. Neste caso, dizemos que C é um [n, M, d]-cédigo. Existe uma interde-
pendéncia complexa entre esses trés nimeros, e um dos problemas fundamentais da
Teoria dos Codigos é o de estudé-la.

Interessa-nos estabelecer quando dois cédigos tém os mesmos parametros. Para

isso, definimos o seguinte:

Definicao 3.2.9. Seja A um conjunto finito e n um numero inteiro. Uma funcao

@ : A" — A" diz se uma tsometria de A™ se @ preserva a distancia de Hamming, isto

s

€, se

d(e(x), (y)) = d(x,y),
para todos x,y € A™.

Como d(x,y) = 0 se, e somente se, x =y, é facil ver que uma isometria é necessa-
riamente, uma funcao injetora. Ainda, como A™ é finito, segue imediatamente que @

também é sobrejetora. Logo, toda isometria de A™ é uma fungao bijetora.
Proposicao 3.2.10.

i) A funcdo identidade é uma isometria.

i) Se @ é uma isometria de A", entdo @' é uma isometria de A™.

iii) Se @ ey sao duas isometrias de A™, entdo @ oy € uma isometria de A™.

o8



Definicao 3.2.11. Dados dois cddigos C e C' em A", diremos que o cédigo C €

equivalente a C’, escrevemos C = C', se existe uma isometria @ : A™ — A" tal que
¢(C) = o(C').

Segue da Proposicao 3.2.10 que a equivaléncia de cédigos é uma relacao de equi-
valéncia.
Decorre da Definicao 3.2.11 que dois codigos equivalentes possuem mesmos parametros,

porém existem codigos com os mesmos parametros que nao sao equivalentes.

Exemplo 3.2.12. Sejam C ={0000,0100,0101} e C' ={0000,0010,0111} dois cddigos
de Z3. Ambos possuem parametros n = 4, M = 3 e d = 1. Porém ndo existe uma

isometria ¢ : 73 — 73, tal que (C) = @(C’).
Damos, abaixo, exemplos de duas familias importantes de isometrias.

Exemplo 3.2.13. Se f : A — A € uma bijecao, e i é um niumero inteiro tal que

1 <i<mn, a funcio

@i:AY — A"

(ah-")an) — (ah--')f(ai))"')an)
¢ uma isometria.
Exemplo 3.2.14. Se 7 é uma bijecao do conjunto {1,...,n} nele proprio, também
chamada de permutacdao de {1,...,m}, entdo a funcao permutacdio de coordenadas

QA" — AT

(Qryevey @) = (Qu(l)y- -y Qnn))

é uma isometria.

Pode-se demonstrar que toda isometria é um dos dois tipos acima ou uma com-

posicao de isometrias desse tipo. Mais precisamente, vale o seguinte.

Teorema 3.2.2. Dada uma isometria @ : A™ — A" existe uma permutacao 1 do

congunto {1,...,mn} e bijecoes fi : A — A, 1 < i< n tais que

© = Qr O QF,
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onde F = {f1,f2,...,fn} ©F € ©x € estao definidas nos Exemplos 3.2.13 e 3.2.14 res-

pectivamente.

Com esse resultado, dizemos que dois codigos de comprimento n sobre um alfabeto
A, cujos elementos sao chamados de letras, sao equivalentes se, e somente se, um deles

pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia de operagoes do tipo:

(i) Substituicao de letras numa dada posicao fixa em todas as palavras do cédigo

por meio de uma bijecao de A.

(ii) Permutacdo das posigoes das letras em todas as palavras do cédigo, mediante

uma permutacao fixa de {1,...,n}.

3.3 Mudanca de Alfabeto

E possivel trocar o alfabeto de um cédigo por outro alfabeto qualquer com o mesmo
nimero de elementos sem alterar os parametros do cédigo.

Sejam A e B dois conjuntos finitos e seja
f:A—B
uma bijecao. A partir de f podemos definir a fungao

¢:A" — B"

(Xh v )Xn) L— (f(X]), . 'vf(xn))'

Essa fungao é claramente bijetora e preserva a distancia de Hamming.

Seja C C A™ um cédigo com M elementos e distancia minima d, a sua imagem
C' = ¢(C) € B™ é um cdédigo sobre o alfabeto B com parametros iguais aos de C.
Assim, dado um cédigo C sobre um alfabeto qualquer A com m elementos, podemos,
mediante uma bijecao dada f : A — Z,,, obter um cédigo C’ sobre o anel Z,, com os
mesmos parametros de C. Uma das vantagens disso é que temos mais estrutura sobre o
afabeto, o que nos permite usar mais ferramentas matematicas. Em particular, tem-se

a nocao de peso w(u) de um elemento u € Z,, definido como

w(u) = [{i;w # 0},
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isto é, o nimero de coordenadas nao nulas de u. E se o cédigo C’ é fechado para a
subtracao, isto é, se
vu,ve C'iu—ve C/,

entao vale a seguinte igualdade para a distancia minima d de C’

d = min{w(u);u € C';u # 0}.

3.4 C(Coddigos Lineares

Segundo Hefez e Villela (2008), a classe de cédigos mais utilizada na pratica é chamada
classe dos cédigos lineares. Devido a sua estrutura algébrica, eles sao mais faceis de
descrever do que os codigos nao lineares.

Seja K um corpo finito com q elementos tomado como alfabeto. Temos, portanto,

para cada nimero natural n, um K-espago vetorial K™ de dimensao n.

Definicao 3.4.1. Um codigo C C K™ serd chamado de codigo linear se for um

subespaco vetorial de K™.

Se a dimensao de C é k e K| = q, segue facilmente que o nimero de palavras do
cédigo é M = g*. Se a distancia minima d é conhecida, o cédigo C diz-se um [n, k, dJ-
cddigo linear.

Segundo Milies (2009), uma primeira vantagem dos c6digos lineares é aparente-
mente quando queremos calcular sua distancia minima. Como um cédigo linear é um
subespaco vetorial, se denotarmos por 0 o elemento neutro da adi¢ao no espago vetorial,

temos que 0 € C. Podemos entao introduzir o seguinte.

Definicao 3.4.2. Dado um elemento x € C, chama-se peso de x ao niumero
w(x) :=d(x,0) = [{i;x; # 0}
Chama-se peso do codigo C ao nimero
w(C) = min{w(x);x € C e x # 0}.
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dix,y) =i #yp, 1 1<K =[x~y #0,1 <1<k} =d(x—y,0) = w(x—y).

Esta observagao mostra que toda distancia entre elementos do codigo C é também

o peso de algum elemento. Consequentemente
d(C) = w(C).

Falaremos agora do processo de codificacao. Suponhamos que desejamos enviar
mensagens com k digitos de informacao e n — k digitos de redundancia. Podemos
considerar que o vetor de infomacao ¢ um elemento do espaco vetorial K* e que o vetor
ja codificado é um elemento de K™. Nosso codigo sera entao um subespago vetorial
C C K™ de dimensao k.

Se {er,..., ey} é base canonica de K* e {cy,..., ¢} 6 uma base de C, a funcao linear
.k n
v:K* — K
e. — V(e =cy,

onde T <1<k, é bijetora e Im(v) = C.

Esta aplicacao pode ser visualizada no seguinte diagrama:

Kk v K

V’Kk

Kk —— Im(v) =C

Vamos representar a matriz G que representa a transformacao linear v nas bases

canonicas de K*¥ e K™, respectivamente. Para isso, escrevemos os elementos da base de
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C na base canonica de K™, que denotaremos por B = {v,...,w}:

;

c1 =byvi+byva+ -+ byve

Cr = b]zV] + bzz\/z + -+ anVn

[ k= byvy + byvay + - - + by

onde os coefeicientes by € K, com 1 <1 <n el <j <k Entao, a matriz procurada é

bir by ... by
by, by ... b
G= .
b]n bZn co bkn

Note que cada linha da matriz G corresponde a um vetor que pertence ao codigo C,
ou seja, pode-se dizer que C é o subespaco de K™ gerado pelas linhas da matriz G (que
formam na realidade, uma base de C). Os elementos de C sao entao todos os vetores

y € K™ da forma x - G =y, para todo x € K.

Definicao 3.4.3. Uma matriz G € M, «(K) cujas linhas formam uma base para C

diz-se uma matriz de codificagcao de C.

Note que, para cada escolha de uma base para C obtemos uma matriz de codificagao
G diferente, de modo que esta matriz nao ¢ tnico. Pensando K* como o conjunto de
palavras a ser transmitida, a transformacao v nos diz como codificar as palavras. Em
outras palavras, K* ¢ o cédigo da fonte, C = v(K¥) C K" é o cédigo de canal e a
transformacao v é a codificagao.

Duas matrizes geradoras de um mesmo cédigo C podem ser obtidas uma da outra

por meio de operagoes do tipo:

(L1) Permutacao de duas linhas.
(L2) Multiplicacao de uma linha por um escalar nao nulo.
(L3) Adicao de um multiplo escalar de uma linha a outra.
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Exemplo 3.4.4. Tome K =T,. Considere a tranformacao linear injetora

v:F? — P

(X1,%X2,%3) = (X1,X3,X1 + X2, X2 4+ X3, X2).

Seja C = Im(v). Sejam (eq, ez, e3) a base candnica de F* e (vi,v2,V3,V4,V5) a base
canoénica de F°. Vamos encontrar wma matriz G que representa a transformacdo linear
V.

Assim,

V(€1) = “’O)]’O»O):]V1+0V2+]V3+OV4—|—O\J5
v(ez) = (0,0,1,1,1) = 0vy + 0va + vz + Tvs + Tvs
v(es) = (0,1,0,1,0) = 0vy + 1vy + O0v3 + Tvs + Ovs.

Portanto, uma matriz de codificagao G € da forma

10100
G=100111
01010
Assim, as palavras cédigo (1,1,1) e (0,1,0) serao codificados respectivamente como
(1,1,0,0,1) e (0,0,1,1,1).

Podemos ainda escrever uma matriz geradora na forma padrao, confome definigao

a seguir.

Definicao 3.4.5. Dizemos que a matriz geradora de um cédigo C estd na forma padrao

se twermos
G = (IdkA),

onde 1dy € a matriz identidade de ordem k e A uma matriz k x (n —k).

Efetuando operagoes do tipo (L1), (L2) e (L3) sobre as linhas de uma matriz gera-

dora G, ela podera ser colocada na forma padrao. Por exemplo, a matriz G do Exemplo
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3.4.4, pode ser colocada na forma

100 11
G=[o101 0],
00111

assim, por exemplo, a palavra (1,1, 1) do cédigo da fonte é codificada como (1,1,1,1,0).
A vantagem da representacao de uma matriz geradora na forma padrao é que ao codifi-
car a palavra, conseguimos identificar qual é a mensagem original e quais redundancias
foram inseridas.

Dado um cédigo C, nem sempre é possivel achar uma matriz geradora de C na

forma padrao. Por exemplo, o cédigo em F3 de matriz geradora

001 01
000 11

No entanto, efetuando também permutagoes nas colunas de G, podemos obeter a
matriz

100 01
01001

que é a matriz geradora na forma padrao de um codigo C’ equivalente a C.

De modo mais geral, efetuando também sequéncias de operacoes sobre a matriz
geradora G de um cdédigo linear C, do tipo:

(C1) permutacgao de duas colunas;

(C2) Multiplicacao de uma coluna por um escalar nao nulo,
obtemos uma matriz G’ de um cédigo C’ equivalente a C.

Note que dado o codigo linear C, como ele é um subespago de K™ de dimensao
k, pode-se determinar uma transformacao linear sobrejetora 7t : K* — K" * tal que
ker(7t) = C, por exemplo como descrevemos a seguir.

Dada uma base {c1,...,c¢} de C, ela pode ser extendida a uma base

{Ch---)ckavh-“)vn—k}
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de K™. Dado um vetor v € K", ele pode ser escrito na forma

v=MAcC1+Ac+ -+ Ak + A vi - AV,

onde A; e K, T <i<n.

Definimos entao

K'Y — KVK

v o— V=MV 4 AV,

e é facil verificar que ker(m) = C

Podemos representar essa transformacao pelo diagrama:

K Tt Kn—k

ker(mr) = C—— 0

Denotaremos por H = (hyj) € M« (n—x) a matriz de posto n — k que representa a

transformacao linear 7t nas bases canonicas de K™ e K™ ¥,

Definicao 3.4.6. A matriz H construida acima diz-se uma matriz de verificacao

ou matriz teste de paridade do cidigo linear C.

Se uma matriz geradora G estd na forma padrao, fica facil encontrar a matriz teste

de paridade.

Proposicao 3.4.7. Seja C C K™ um cddigo de dimensao kK com matriz geradora G =
(Idi]A), na forma padrao. Entio a matriz H = (—AY1d._) € uma matriz teste de
paridade de C.

Exemplo 3.4.8. Seja [F, o corpo finito com dois elementos. Considere a transformag¢ao

linear sobrejetora

P —

(x1,%2,%3) = (X1 +%x2,%3)
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cujo nicleo e C = ker(m) = {(x1,%1,0);x1 € F2}. Agora, considere as bases canonicas
(e1, ez, e3) e (f,f2) de F3 e F? respectivamente.
Vamos achar a matriz H que representa a transformacdao linear 1 nessas bases.

Temos que

m(1,0,0) = 1f; 4+ 0f;
m(ey) = (0, 1,0) = 1f; + 0f,
7(0,0,1) = 0fy + 1f;

Portanto, a matriz é:

10
H=110
0 1

A matriz teste de paridade é bastante eficiente quando queremos determinar se
uma palvavra pertence ou nao ao cédigo, e serda utilizada também no processo de

decodificacao, conforme veremos mais a diante.
Proposicao 3.4.9. Seja C um cdédigo linear e suponhamos que H seja uma matriz
teste de paridade. Temos entao que
v € C se, e somente se, Hv' = 0.
Dados um cédigo C com matriz teste de paridade H e um vetor v € K", o vetor
Hv' é chamado de sindrome de v.

Exemplo 3.4.10. Seja dado um codigo C sobre F, com matriz geradora

100 1 11
G=[01 0011
001010
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Como G estd na forma padrao é facil calcular uma matriz teste de paridade H. Pela

Proposicao 3.4.7, temos que

100100
H=1111010
1100 01
Dados v = (100111) e v’ = (010101), como
0 1
Hvt=|o| eHWV) ' =|1] #0,
0 0

temos que v e C ev' ¢ C.
Um resultado 1til para determinar w(C) é o seguinte:

Proposigao 3.4.11. Seja C um cddigo com matriz teste de paridade H e peso w(C).
Entao quaisquer w(C)—1 colunas de H sdao linearmente independentes e existem w(C)

colunas de H linearmente dependentes.

Corolario 3.4.0.1. (Cota de Singleton) Os parametros (n,k,d) de um cédigo

linear satisfazem a desigualdade

d>n—k+1.

Portanto, a cota de Singleton relaciona os trés parametros de um codigo linear.
Um c6digo serda chamado MDS (Maximum Distance Separable) se valer a igualdade
d=n—k+1.

Exemplo 3.4.12. Cédigos de Hamming Um cddigo de Hamming de ordem m
sobre 'y € um codigo com matriz teste de paridade Hy, de ordem m xn, cujas colunas
sao os elementos de F3*\ {0} numa ordem qualquer. A determinagdao de Hy, determina

o codigo C a menos de equivaléncia.
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Temos, portanto, que o comprimento de um codigo de Hammimg de ordem m é
2™ —1 e, portanto, sua dimensao € Kk =n—m = 2™ —1. Verificamos que d = 3, pois,

em Hy,, € fdcil achar trés colunas linearmente dependentes. Para m = 3, temos

1011100
Hi=|1 101010
01T 11001

¢ uma matriz de um codigo de Hamming. Pode ser demonstrado que todo codigo de
Hamming € perfeito. Além disso, um codigo de Hamming de ordem m é MDS se, e

somente se, m = 2.

Decodificacao

Chama-se decodificagao ao procedimento de deteccao e corregao de erros num deter-
minado codigo. Para isso, define-se inicialmente o vetor erro e como sendo a diferencga

entre o vetor recebido 1 e o vetor transmitido c, isto é
e=T1—cC

Note que o peso do vetor erro corresponde ao niimero de erros cometidos numa palavra
entre a transmissao e a recepcao.

Seja H a matriz teste de paridade do cédigo. Como Hc' = 0, temos que
He' = H(r" — ¢') = Hr' — Hc' = Hr'.
Portanto, a palavra recebida e o vetor erro tém mesma sindrome.
Denotemos por h' a i-ésima coluna de H. Se e = («y,..., &), entao
n
) oh'=He' =Hr'.

i=1

Lema 3.4.13. Seja C um cddigo linear em K™ com capacidade de correcio k. Se

r € K" ec € C sao tais que d(c,r) < K, entao existe um tnico vetor e com w(e) < K,
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cuja sindrome € igual a sindrome de v e ta que c =71 —e.

Seja C C K™ um cédigo corretor de erros com matriz de teste de paridade H. Sejam

d a distancia minima de C e k = {TJ . Seja v € K™. Defina

v+ C={v+c;ceC}L

Cada conjunto da forma v + C é chamado de classe lateral sequndo C. Note que

v+ C = C se, e somente se, v € C
Lema 3.4.14. Os vetoresu,v € K" tém a mesma sindrome se, e somente se, w € v+C.
Demonstracao: Hu'! =0 & Hu—v)'=0¢&=u—-veC&ucv+C_C. O

Definicao 3.4.15. Um vetor de peso minimo numa classe lateral é chamado elemento

lider dessa classe.

Proposicao 3.4.16. Seja C um cddigo linear em K" com distancia minima d. Se

u € K" € tal que
d—1

w(u) < {TJ = K,

entao u € o unico elemento lider de sua classe.

Vamos discutir um algoritmo de corregao de mensagens que tenha sofrido um
nimero de erros menor ou igual a capacidade de corregdo do cédigo (k).

Preparacao: Determine todos os elementos u € K", tais que w(u) < k. Em
seguida, calcule as sindromes desses elementos e coloque esses dados numa tabela.

Seja r uma palavra recebida.

O Algoritmo de Decodificagao

1. Calcule a sindrome st = Hrt.

2. Se s esta na tabela, seja £ o elemento lider da classe determinada por
s; troque T por v — £.

3. Se s nao esta na tabela, entao na mesagem recebida foram cometidos
mais de K erros.
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Justificativa: Dado 1, sejam c e e, respectivamente, a mensagem transmitida e
o vetor erro. Como He' = Hr', temos que a classe lateral onde e se encontra estd
determinada pela sindrome de r. Se w(e) < k, temos que e é o unico elemento lider
¢ de suas classe e, portanto, é conhecido e se encontra na tabela. Consequentemente,

pelo Lema 3.4.13, c =1 —e =1 — { é determinado.

Exemplo 3.4.17. Considere o (6,3)-cddigo linear sobre F; com matriz teste de pari-
dade

100101
H=[0 10110
001011

d—1
Nesse caso d = 3 e, portanto, kK = — | = 1. Os vetores de peso < 1 com as

suas respectivas sindromes estao relacionados na tabela abaizo

lider | sindrome

000000 000
000001 101
000010 011
000100 110
001000 001
010000 010

100000 100

Suponhamos, agora, que a palavra recebida seja

(a) v=(100011). Logo, Hrt = (010)* e, portanto, e = (010000). Consequentemente,
c=r—e=(110011).

(b) r = (111111). Logo Hr' = (111)', que ndo se encontra na tabela. Sendo assim

foi cometido mais do que 1 erro na mensagem r.

Todos os codigos que apresentaremos nas préoximas secoes fazem parte da classe
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dos codigos lineares, portanto, nosso estudo consiste em determinar a matriz geradora,
matriz teste de paridade e, quando possivel, a distancia minima. E para isso, uti-
lizaremos os conceitos até agora estudados. Para que tenhamos bons algoritmos de
codificagao/decodificagdo, é importante enriquecermos a estrutura de espago vetorial

ja existente nesses codigos com outras estruturas algébricas.

3.5 Coadigos Ciclicos

A seguir, vamos descrever os cédigos ciclicos. Segundo Voloch (2020), o interesse
fundamental dos cédigos cicilos é que eles admitem uma representacao interessante em
termos de polinomios sobre um corpo K que permite a descricao de um algoritmo de
decodificacao muito simples. Outro ponto interessante, é que um codigo ciclico, possui
além da estrutura de espaco vetorial, a estrutura adicional de um ideal, conceito esse
apresentado no Capitulo 1.

Seja K um corpo finito. No que se segue, representaremos as coordenadas de um

elemento em K™ por (Xg, X1y ..., Xn_1).

Definigao 3.5.1. Um codigo linear C C K™ serd chamado de codigo ciclico se, para

todo ¢ = (coyC1y...yCn1) € C, 0 vetor (Cn_1,Coy.-+,Cn2) € C.

Equivalentemente, o cédigo linear C sera um cédigo ciclico se, dada a permutagao
7t de {0,...,n — 1} definida por

i—1 ,se i>1
mi(i) =
n—1 ;se 1i=0

e sendo

Tﬂ(CO) Cly.ovy Cnfl) - (Cnfl)coa ceey Can)y

temos que T,(c) € C para todo ¢ € C; ou seja T,(C) C C.

odifcagao muito simples.

Vamos agora enriquecer a estrutura de um cédigo ciclico como se segue.
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Um elemento de R,, é, portanto, um conjunto da forma
[f(x)] = {f(x) + g(x)(x™ — 1); g(x) € K[x]};
e a adicao e a multiplicacao em R, sao respectivamente definidas por
[f1(x)] + [f2(x)] = [f1(x) + f2(x)],
e por

[f1(x)] - [f2(x)] = [f1(x) - f2(x)].

R, munido da multiplicacao por escalares A € K, definida por

Af(x)] = [Mf(x)],

nfl]

¢ um K-espaco vetorial de dimensao n com base 1, [x],..., [x"']. Assim, é isomorfo a

K™ através da transformagao linear

v:K" — R,

(Qoy-vvy@uot) = [ao+ arx+ -+ apogx™ '

Temos entao, que todo cédigo linear C C K™ pode ser transportado para R,, medi-
ante o isomorfismo v e ai estudado. A vantagem de R, sobre K™ é que, no primeiro,
temos, além da estrutura de espaco vetorial, uma estrutura de anel. A imagem por v
de um cédigo ciclico de K™ possui a estrutura algébrica de um ideal.

Sobre os ideais de R;,, enunciamos os seguintes resultados:
Proposicao 3.5.2. Um ideal de K[x] € da forma I(f(x)), onde f(x) € K[x].

Coroléario 3.5.0.1. Seja I # {0} um ideal de K[x]. Entao existe um nico polinomio

monico f(x) em 1 (de grau minimo), tal que 1 = 1(f(x)).

Proposicao 3.5.3. Todo ideal de K[xly) € da forma I([f(x)]), onde f(x) é um divisor
de p(x).
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Demonstragao. Seja I um ideal de K[x],). Considere o conjunto

] ={g(x) € KlxJ;[g(x)] € I}.

Vamos inicialmente, provar que ] é um ideal de K[x]. De fato, se g1(X) e gz(x) estao

em J, entao [gr(X)] e [g2(x)] estdao em 1. E, portanto,

[g1(x) + g2(x)] = [g1(x)] + [g2(x)] € I,

e consequentemente, g;(x) + ga(x) € J.

Por outro lado, se g(x) € ] e h(x) € K[x], temos que [g(x)] € I, e portanto,
[g(x)h(x)] = [g(x)][h(x]] € . Logo, g(x)h(x) € J.

Sendo ] # {0}, pois p(x) € J, segue da Proposigao 3.5.2 que existe f(x) € K[x] \ {0}
tal que | = I(f(x)). Como p(x) € J = I(f(x)), segue que p(x) é um multiplo de f(x),
ou seja f(x) é um divisor de p(x).

Note agora que I ={[g(x)];g(x) € J} , e como ] = I(f(x)), temos que

I ={[h(JIF(x)]; [h(x)] € Kix]ppg = L(IF(x)D)}

]

Os resultados anteriores nos ajudarao a determinar as matrizes geradora e teste de
paridade de codigos ciclicos. Inicialmente, vamos caracterizar os cédigos ciclicos em
Rp.

Note ge a acdo de T, em K" traduz-se, por meio de v, na mutiplicacao por [x] em

Rn.De fato, tomando ¢ = (coy...,Cn_1), temos:
Tr(c) = (cn1yCoy- -y Cn2)
e
V(To)(c) = [en 1+ cox + -+ +cn X" = [Xllco + c1x + - + cnx™ '] = [x]v(c).

A demonstracao do préoximo resultado encontra-se em Hefez e Villela (2008).
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Proposigao 3.5.4. Todo ideal 1 de Ry, € da forma 1 = 1([g(x)]), onde g(x) € um divisor
monico de x™ — 1. Além disso,tal g(x) € unicamente determinado pelo ideal.

Definicao 3.5.5. Seja C = (g) um cddigo ciclico. Dizemos que g € um polinémio

X" =1 o :
é o polinomio verificador de C.

gerador de C e h =

No préximo teorema, reunimos algumas propriedades do polinémio gerador e também

nos diz como obter a matriz geradora e a matriz teste de paridade de um cédigo ciclico.

Teorema 3.5.1. Seja C um ideal nao nulo em Ry, isto é, C é um codigo ciclico de

comprimento n.

1. O codigo C € gerado por um unico polinomio monico g de grau minimo em C.
2. O polinomio gerador g de C é um fator de x™ — 1.

3. Em KIx], qualquer ¢ € C pode ser escrito unicamente como ¢ = fg, onde gr(f) <

n—regr(g) =r. Além disso, a dimensao de C én —r.

4. Seg(x) =go+gix+---+gx". Sel=1I([g(x)]), entdo o cédigo C =v (1) tem

matriz geradora

v ([g(x)]) g 91 ... g 0 ... 0
- v ([xg(x)]) _ 0 g g1 ... g ... O
v (X" g(x)]) 0 ... 0 go -+v +o. G

5. A matriz teste de paridade de C gerado por G € dada por

hoos hne i e ho 0 ... 0
0 hpos hpsy ... hy... O
H = ,
0 0 hn ho
onde
x™—1

=hy+hix+...+h_x"°%.

g(x)
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Demonstragdo: A afirmacao (1) segue da prova do Teorema 1.3.3. Para mostrar
(2), escrevemos x™ —1 = hg + 1, onde 1,g € K[x] e gr(r) < gr(g). Em Klxlpn) =
k[x]/(x™ —1) = Ry, isto implica que r = —hg. Como gr(r) < gr(g), temos que r =0 e
assim g[x™ — 1.

Seja ¢ € C onde gr(c) < n. Por (2), existe um polinomio q tal que ¢ = gq em R,,.
Por (3), suponhamos que x™ —1 = gh. Em KIx], temos que ¢ = qg + L(x" — 1) para
algun 1 € K[x], isto é, ¢ = (q+1h)g. Seja f = q+1lh. Entdoc =fge gr(f) <n—r—1.
Assim, o codigo é formado por multiplos de g, que sao polinémios de grau méaximo
n — 1 — 1 avaliado em K[x] e ndao em R,,.

Ha n—r miltiplos de g linearmente independentes, a saber, g, xg, x*g, ---, x" " 'g.
Os vetores correspondentes sao as linhas da matriz geradora G. Portanto, o codigo tem
dimensao n — .

Para demonstrar (5), seja h o polinomio verificador de C. Seja f uma mensagem

codificada pela multiplicagao por g:

n—1
c=1fg= Z cix'.
i=0

Entao ch = fgh = f(x™ — 1), isto é, ch = 0 em R,,. Digamos que

n—1 k
o) )
i=0 1=0

onde hy # 0. O coeficiente de X neste produto é

n—1

Z Cihj—i = O, (5)

i=0
paraj =0,1,...,n—1, onde os subindices sao tomados médulo n. Se ¢ € C, a Equacao
5 implica que He' = 0, sendo a matriz H a matriz teste de paridade de C. O

Decodificacao

Seja C C K™ um cédigo ciclico. Apresentaremos agora, uma maneira de determinar

a matriz gerador G na forma padrao e discutiremos um algoritmo de decodificagao.
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As demonstragoes dos teoremas aqui apresentados podem ser encontrados em Hefez e
Villela (2008).
Seja

(agy...,as1) Z axt.

o isomorfismo de K-espacos vetoriais, onde K[x];_1 é o espago vetorial dos polinomios
de grau menor ou igual a s — 1. Esse isomorfismo sera de grande utilidade no que se

segue.

Teorema 3.5.2. Seja C C K™ um cddigo ciclico. Suponhamos que C = v~ (1), onde
[ =1([g(x)]), com g(x) divisor de x™ — 1 de grau s. Seja R a matriz (n—s) X s cuja
i-ésima linha é

Ri=—p'(r(x),T<i<n—s,

s—1+1

onde ti(x) € o resto da divisao de x por g(x). Entdo, (R|Id,_s) é uma matriz

geradora de C.

Teorema 3.5.3. Seja C C K™ um cddigo linear gerado por um polinomio monico g(x)
de grau s com matriz geradora na forma padrao (R|Id._s) e matriz teste de paridade
(Idg] —RY). Sev = (voy...,vn_1) € K", entdo a sindrome de v com relagio a matriz H

¢ dada por

n (r(x))
onde T(x) € o resto da divisio de vo +vix + -+ + v X" por g(x).

Exemplo 3.5.6. Considere o polinomio x” —1 sobre F,. A fatoracdo de x” —1 ¢ dada
por
7 _ 3 2., .3
X —=1=14+x)(1T+x+x)(1+x+x°).

Vamos considerar o cédigo C C F5 gerado pelo polinémio g(x) = 1+x+x3. A dimensdo
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de C € 4. Agora determinaremos uma matriz geradora desse codigo na forma padrao.

+ (x+1)

x>+ x4+ 1x+ (x* +x)

X2+ +(x+x+1)
X Hx+1)+ (2 +1).

—

1101000

01T 10100
G' =

T 1T 100710

1010001

Suponhamos que seja dado o vetor (ai,az, az, as) € F3, do cédigo da fonte, entdo de

acordo com a discussao acima, a codificacao desse vetor € dada por
(b0> b1 ) bZ) ai, az, as, Cl4),

onde by, by € by sao os coeficientes do polinomio

a(x+ 1)+ +x) +a(x*+x+1)+as(x* +1) =

ar+ az+ as + (a1 + az + a3)x + (a2 + a3 + as)x%.

Portanto a codificacdo de (ay, az, az, ag) €

(a1 4+ az + a4, a; + a, + a3, a; + a3 + as, ar, Ay, az, as).
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A matriz teste de paridade associada a G’ é a matriz

1001011
H=lo 101110
0010111

Dado o vetor (1101001) € F8, a sua sindrome relativa a H é dada por u='(r(x)),
onde T(x) € o resto da divisdo de 1+ x + x> + x° por g(x) = 1 +x +x>. Portanto

r(x) =x* + 1, e consequentemente, a sindrome é (101).

3.6 Coadigos BCH

Os Cédigos BCH sao uma familia especial de cédigo ciclicos. Eles possuem bons
algoritmos de codificacao e decodificacao por admitir uma representacao em termos de
polinémios sobre um corpo K. A vantagem em se trabalhar com cédigos BCH é que
podemos determinar, a priori, cotas inferiores para suas distancias minimas.

A préxima proposicao serd utilizado na determinacao do polindomio gerador de um

c6digo BCH. A demonstragao pode ser encontrada em Hefez e Villela (2008).

Proposicao 3.6.1. Sejam F um corpo finito, K um subcorpo de F e p € F. Se q = K|,
entdo P9 =B e pY' =+ RY parai#j,1,j=0,1,...m—1. Além disso,

ma(x) = (x—B)(x — B9) - (x = pI" ).

No préximo resultado, veremos que, construindo um codigo ciclico com um conjunto
conveniente de raizes n-ésimas da unidade, temos uma cota inferior para sua distancia

minima. A demonstragao do resultado pode ser encontrado em Hefez e Villela (2008).

79



Teorema 3.6.1. (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem)” Seja K =F, e, n um inteiro
mator do que 1 e primo com q. Seja F um corpo onde x™ — 1 se decompoe em fatores
lineares, e sejay € F uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Seja C o cddigo ciclico

com polinomio gerador

g(x) = mme(mya(x),..., Myars-2(x)),

com a >0 ed <n. Entao a distancia minima de C € pelo menos & e a sua dimensao

¢ pelo menos n—m(d — 1), onde m = dimg F.

O numero 6 que aparece no enunciado do teorema acima, é chamado de peso es-
timado do cédigo BCH, pois representa uma estimativa para a distancia minima do

codigo.

Definicao 3.6.2. Fizados um corpo K e uma extensao F com uma raiz n-ésima pri-

mitiva da unidade vy € F, definimos

n—I1

Cx(n,8) =< (agy...,an1) € K“;Zan/ij =0,j=1,...,0—14,
i=0

como sendo o codigo BCH definido pelo polinomio gerador

g(x) = mme(m,(x),...,mys1(x)).

A seguir, daremos outra maneira de descrever um codigo BCH que nos permitira,

na préxima secao, generalizar esses cddigos.

Teorema 3.6.2. Temos que

n—1 , %51 _v—j(é—l)
(agy...,an 1) € Cx(n,d)se, e somente se, Z aﬂ/](f’_” — =0
j=0 XY

7Cédigos BCH foram inventados em 1959 por Alexis Hocquenghem, e de forma independente em
1960 por Raj Chandra Bose e Ray-Chaudhuri. A abreviaggo BCH compreende as iniciais dos nomes
desses inventores.
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Demonstragao. Por definicao, segue que (ao,...,a, 1) € Cx(n,d) se, e somente se,
5—1 n—1
|4
E E a;y? | xt =0.
i=1 \j=0
Reescrevendo a identidade acima, obtemos
5-2

5—1 n—1 n_i o
0= Z (Z a]~Y1J> Xi — Z a],yé—1 Z,Y—]'@—Z—i)xi — Z ajéj(f)_])x

i=1 \j=0 i=0

Y
x—y7)

]

O resultado seguinte nos da uma estimativa para o peso C e justifica o nome de

peso estimado. A demonstragao do resultado pode ser encontrada em Voloch (2020).

Teorema 3.6.3. Seja C C K™ um codigo BCH, temos que
w(C) > 6.

Estudaremos agora como obter o polinomio gerador de um cédigo BCH, e assim

determinar sua matriz geradora. Seja dado um codigo BCH sobre um corpo finito K,

a+d—2

definido por raizes da unidade, y°,...,y numa extensao F de K. Para determinar

g(x) = mme(mya(x), ..., Myars—2(x)),

¢ preciso determinar os polinémios m,;(x) para qualquer valor de j.

Pela Proposigao 3.6.1, temos que
my(x) = (x =y (x = (Y)) - (x= () ),
onde dj¢é o menor inteiro positivo tal que (yj)qdj = v, ou seja, dj é o menor inteiro

positivo tal que

iq% =j mod n.

Portanto, a determinacao do polinémio minimo de y’ passa pela determinacao do
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conjunto
C;={liq'l € Zyt e Z,t > 0},

cujos elementos sao os expoentes a que devemos elevar y para achar todas as raizes
do polinomio minimo de y’. Esses conjuntos possuem propriedades importantes como

podemos verificar no resultado subsequente.
Proposicao 3.6.3. Os conjuntos C; possuem as sequintes propriedades:
i) Se CiNC; #0, entao C; = C;j.
ii) A unido de todos os Cj € igqual a Zn.
O conjunto C; é chamado de classe de ciclotomia de i, médulo n.

Exemplo 3.6.4. Sejan =21 e q = 2. Ponha K = TF,. O menor inteiro m tal que
2™ =1 mod 21 é m = 6. Seja o« um elemento primitivo de F = Fgy. Logo, v = &
¢ uma raiz 21-ésima primitiva da unidade em F. As classes de ciclotomia mddulo 21

5a0 as sequintes:

Co = {[0}}

G = {11, 12}, (4], 18], 16, (1]}
G = {[3],[e],[12]}

Cs = {[5], 010}, [20], [19], [17], [13]}
G, = {7,141}

Co = {[9],018],[15]}.

Podemos, entao, determinar os polinomios minimos de todas as poténcias de y:

my(x) = my2(x) = mpa(x) = mys(x) = mys(x) = myn(x) = (x —y)(x —y?)(x —
YO =) x =¥ x =y =T +x+x>+x" +x°.

ms(x) = mye(x) = myiz(x) = (x =¥ ) (x = v*) (x = y") =T+ x* +x°.

mys(x) = my0(x) = mys(x) = myi7(x) = myie(x) =m0 (x) = (x —y?) (x = y') (x —
YR =) (x = v7) (x = ¥?) =T+ +x" +%° +x°.
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my(x) =myu(x) = (x =y ) (x —y") =1+ x+x%
mye(x) = myis(x) =mys(x) = (x =y (x —y"®) (x = yP) =1+ x+x°.

Pelo Teorema 3.6.1, o codigo BCH gerado pelo polinomio

g(x) = mme{my (x), my2(x), M3 (x), mya (x)} = m (x)m,(x),
que € o codigo Cx(n,5), tem distancia minima d > 5.

Decodificacao

Suponha que escolhemos um coédigo BCH com peso estimado & = 2t + 1. O que
torna os coédigos BCH muito interessantes é que ha um algoritmo de decodificacao
eficiente, devido a Berlekamp 8, que passamos a expor. Surgido em 1967-68, trata-
se de um eficiente procedimento iterativo para determinar o polinomio localizador de
erros.

Seja C € Ry, entao um cédigo BCH de peso estimado § = 2t+1 e 3 a raiz primitiva
n-ésima da unidade usada para definir C.

Seja a(x) € R,, uma palavra recebida com no maximo t erros. Suponhamos ini-
cialmente que conhecemos a palavra enviada c(x) e seja e(x) = a(x) — ¢(x) o erro.

Definimos entdo, se e(x) = ey + e1X + ...+ e X",

M = f{ile #0},
T = |M|)
x) = JJO—8%),
ieM
s(x) = (Zeiﬁi) > (1—px)
ieM jeM\{i}

M ¢é o conjunto das posicoes onde os erros ocorrem e r é o numero de erros, que
estamos supondo ser no méaximo t. l(x) é chamado o polinomio localizador de erros.

De fatos, i € M se, e somente se, L(%) = 0, logo conhecendo 1(x) saberemos onde os

8Elwyn Ralph Berlekamp foi um matemético americano conhecido por seu trabalho em ciéncia da
computagao, teoria da codificacao e teoria dos jogos combinatorios.
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erros estao. O polindomio s(x) servird para nos dizer qual foi o erro. De fato, se i € M

temos

sBY) =e Y (1—pBY) = —el'(p)
JEMA{i}
onde 1’ é a derivada de 1. Desta equacao podemos, podemos calcular e; a partir
de 1 e s. Resumindo, se conhecemos | e s saberemos onde os erros ocorreram e quais
foram os erros. O algoritmo consistird entao de se obter 1(x) e s(x) somente a partir
de a(x). Se pudermos fazer isso, entao obtemos o processo de correcao como foi feito
acima.

A observagao crucial é a seguinte (para mais detalhes, consultar Voloch (2020)):

% = e(p)¥.(+)

j=1

Por outro lado, e(p)) = a(p’') — c(p') = a(p’), paraj = 1,...,8 — 1. Logo
conhecemos os valores e(p)) para 1 <j < 2t a partir de a(x) somente.

O ponto crucial agora, é que, por hipétese, r > t e como o gr(l), gr(s) > r, temos
gr(l),gr(s) > t.

Seja f(x) = ij; a(p)¥, a equacao (*) se reescreve como

i((—z) =f(x) mod x

2t+1

Como f(x) é conhecido, isso nos permite determinar 1 e s. De fato,
s(x) —1(x)f(x) =0 mod x*,

como mdc(l,s) =1 e 1(0) =1, obtemos o resultado.

3.7 Codigos de Goppa Classicos

Os codigos de Goppa Classicos foram introduzido por V. D. Goppa em 1970. Os codigos

de Goppa Classicos sao uma generalizacao dos cédigos BCH conforme definidos no
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Teorema 3.6.2.

Definicao 3.7.1. Seja F um corpo finito, extensao de um corpo K. Seja @(x) € F[x] e
L={xg,...,0tn_1} CF, onde 0s &; sao dois a dois distintos e tais que @(x;) # 0 para
1=0,...,n—1. Define-se

n—1
N (L) (P) {(Co, Cn,1) - Kn)é Cl(p(cxl)—1 (p(xi — zi(oci) _ 0}

E claro que Tk(L, @) é um subespaco vetorial de K", pois dados dois vetores a =
(agy...,an_1),b=(bgy..., b 1) € TX(L, @) e A € K, temos

n—1

a+Ab =Y apla) 1M+A2b1@ ()1 P =el) g
o X — & P X — &

Logo, a + Ab € Tk(L, @) e Tk(L, ¢) é um subespaco vetorial de K™. Portanto,lx(L, ¢)
¢ um codigo linear, chamado cddigo de Goppa cldssico sobre K associado ao conjunto
L e ao polinomio .

Segundo Hefez e Villela (2008), os cédigos de Goppa Tk (L, @) possuem bons algo-
ritmos de decodificagao, além de terem cotas inferiores para a sua distancia minima,

obtidas a priori, como ocorre para os codigos BCH.

Teorema 3.7.1. Sejam K e F corpos finitos, com F uma extensao de K, tais que
dimg F = m. Sejam @(x) € Flx], com gr(@) =0 e L ={xg,...,xn1} CF, onde os o
sao dois a dois distintos e tais que @(og) #0, 1 =0,...,n— 1. Entao Tx(L, @) € um

codigo de dimensdo k > n—md e com distancia minima d > 6 + 1.

Demonstragcao: Vamos, inicialmente, encontrar uma matriz H que caracterize, me-

diante condigoes de anulamento, o cédigo Tk (L, @). Seja

)
(x) =) @j¥, com @5 # 0.
=0

Entao

o(x) —o(x) ° X —of - —1—t | Lt
RN =R N PI e IC

j=0 t=0 \j=t+1

85



Portanto, (co,...,cn 1) € Tk(L, @) se, e somente se,

n—1

n—1 5—1 5
0=>Y acp(oq)“w = cela) ') (Z cpjoc{“‘t) Xt =
' j

i=0 i=0 t=0

5

—1 n—1 )
Z (Z (q?(oq)_] Z (pjoc{_]_t> ci> x*

t=0 i=0

e isso ocorre se, e somente se,

n

1 )
> <<p(oci)1 > cpjoc{_”) ci=0,0<t<5—1.

i=0

j=t+1
Portanto, pondo
@(x0) ' @s @(otn1) " @s
B @(ot0) (@51 + @sx0) ... @(Xn1) (@51 + @50n_1)
elae) ' Y @it @) Y @yed
temos que

c € Ik(L, @) se, e somente se, Bc' = 0.

Como @5 # 0, apés realizar as operagoes elementares sobre as linhas de B, obtemos

a matriz

@ (o) @ (1)
o @ (o) oo @(xn 1) Tan —1 )
¢(oo) o @(otn1) ol
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e, portanto,

c € Tx(L, @) se, e somente se, He' = 0.

Se K = F, a matriz H é uma matriz teste de paridade de Tx(L, @) e, portanto, sendo

A(L, @) o codigo gerado pela matriz ﬁ, temos que
A“—) (P) = rK(I—) (P)L)

onde Tk (L, @)t ={v € K™ (v,u) = 0,Vu € C}. Se, ao contrério, K # F, entdo a matriz
H ndo é uma matriz teste de paridade de T (L, @), pois seus coeficientes nao pertencem
ao corpo K. Olhando para F como K-espaco vetorial, com dimg F = m, podemos
escrever cade entrada de H como vetor coluna com coeficientes de K de comprimento

m. Dessa maneira, obtemos uma matriz H' com coeficientes em K tal que
c € Ik(L, ) se, e somente se, H'ct = 0.

Como as linhas de H’ ndo sdo necessariamente linearmente independentes sobre K, a
matriz H’ ndo é necessariamente a matriz teste de paridade de I'c (L, ¢). Como a matriz
teste de paridade H de Tk(L, @) é a matriz obtida de H’ suprimindo linhas linearmente
dependentes, temos que um conjunto de colunas de H é linearmente independente
sobre K se, e somente se, o conjunto correspondente de colunad de H’ é linearmente

dependente sobre K O

O proximo resultado nos dara uma outra maneira equivalente de definir um cédigo
de Goppa, que nos permitird determinar, matrizes geradoras para esse codigo. Uti-
lizamos como referéncia para os préximos resultados Hefez e Villela (2008) e Voloch
(2020).

Proposicao 3.7.2. Seja K e F corpos finitos com F sendo uma extensao de K. Sejam
@(x) € Flx], com gr(e) =6 e L = {xpy...,xn1} C F, onde os o sao dois a dois
distintos e tais que @(;) #0,1=0,...,mn— 1. Temos que

Ci

{(Co>°°-)cn—1) €Ky =0 mod @(X)} =Ix(L, @). (7)

X — .
i=0 %
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Demonstragcao: Observe inicialmente que

1 1 ((p(x} cp(cxl)) eloy) Fo(x) — @loy) ®(x)
+ = .
x—oi  @o) X — (x — o) (o) (x — o) (o)
Logo,
1T o(x) — (o mod ¢(x).
x—oi o @l) | x—

Chamando de C o conjunto no primeiro membro de (7), e pondo ¢ = (coy...,Cn1),
temos

n—1 c:

ceC & ~ =0 mod ¢(x)
o X — X
n—1
— —ci [ o(x) — () — 0 mod o(x)
@ (o) X — o

ser um polinomio de grau menor que o grau de ¢@(x). Portanto,

f(x) =0 mod @(x),

se, e somente se, @(x) divide f(x), o que equivale a ter f(x) = 0. H
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Proposigao 3.7.3. Uma matriz geradora do cddigo Tx(L, @)

¢ (o) @(otn1)
h(’((x)o) (11’(%)1)
P Xo PlXn
e Ol
h(a) W) |
©(00) s ©(otn-1) n1s
(XO X g
h'(a) h'(otn-1)
onde h(x) = [T (x — o).
Demonstracao: Note que ¢ = (coy...,¢cn1) € TE(L, @) se, e somente se, existe
b(X) € F[x] tal que
“Z“ ¢ bx)e(x) &
—x— o h(x)

Portanto, para determinar um elemento ¢ € T¢(L, @), basta determinar b(x) € F[x]

satisfazendo a igualdade (8). Desta mesma igualdade, segue que

n—1 n—
oY T
i KA

I
o

=y Hk (X ) temos

Observando que h/(x)

ZH C— o) H(ocj—ock).

1=0 k#i

Logo, de (9), obtemos, para 0 <j <n —1

n—i
=3 e[ o~ o = TTlos
k#j

i=0 kA

) = cih'(og). (10)
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Como gr(b(x)) <n—1—195, podemos escrever

C'h/(O(') n—1-%
L = b(oy) = bioc
¢(oy) (@) ZO J
Assim, para 0 <j <n—1,
o) "=, @log)od
Cj Z bi )

T hy) & R

Logo, ¢ € T¢(L, @) se, e somente se, existe (bg,...,bn_1_5) € F*° tal que

P (o) P(otn 1)
h/((x()) h/(O(n_]
¢ () % <p(ocn4)(xn ]
¢ = (boy...,buis) h'( o) h'(ot—1) ,
®(o) n—1-5 @ (0tn—1) 10
h (o) ~° h (o) ™
o que prova o resultado. O

Cédigos de Goppa tém também um algoritmo de decodificacao similar aos cédigos
BCH.

Sejam dados um corpo finito K, uma extensao finita F de K, um polinoémio ¢(x) €
Fix] de grau 6 e L = {g,...,xn_1} C F*, tais que @(oy) # 0 para i = 0,...,n — 1.

Seja v = (Tg,...,Tn_1) a mensagem recebida e ¢ = (cg,...,Cn_1) & mensagem enviada.
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Suponha que [c — 1| < 3. Seja e = (eo, ..., ey 1) =T — c. Definimos:

M = {ile # 0},
e = |M|)
x) = JJex—w),
ieM

s(x) = Zei H (x — o).

ieM  jeM\{i}

Exatamente como no caso dos cédigos BCH o nosso problema é calcular 1 e s

conhecendo apenas .

Seja
n—1
—1 @(x) — ¢(ou)
S(X) = Ti
; ela)  x—o
Entao ] :
S(x) = LS “ mod @(x).
X — & X — X
i=0 i=0
Temos :
n—1 e
S(X)(x) = . (x — o)
X — & ;
i=0 jeM
n—1
= e; H (x — o)
i=0  jeM\{i}
= s(x) mod @(x)

S(x) é conhecido, @(x) também, e temos que determinar L e s de grau < % tais que
S(x)l(x) = s(x) mod @(x),

e lembramos que o grau de @(x) é 6. Isso é uma generalizacdo do problema tratado

2n+1

no caso dos cédigos BCH onde tinhamos @(x) = x™™*'. A solucao neste caso é uma

generalizagao direta do que fizemos anteriormente.
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4 Corpos de Funcoes Algébricas sobre Corpos Fi-

nitos

Neste capitulo vamos introduzir as definicoes e os conceitos basicos da Teoria dos
Corpos de Fungoes Algébricas: corpos com valorizagoes, valorizagoes de corpos de
funcgoes algébricas, divisores, teorema de Riemana-Roch, funcao Zeta de um corpo de
funcoes algébricas e o limite de Hasse-Weil. A principal motivacao para o estudo dos
Corpos de Fungoes Algébricas sobre Corpos Finitos nesse trabalho é a sua importancia
na teoria dos Cédigos Corretores de Erros, em particular, na construcao dos Codigos
Algébrico Geométricos. As referéncias utilizadas nessa capitulo foram Niederreiter
(2002), Stichtenoth (2009), Weiss (1998).

4.1 Corpos com Valorizacao

Para introduzir o conceito de valorizacao, comecaremos com os dois exemplos a seguir.

Exemplo 4.1.1. Seja Q o corpo dos nimeros racionais. Para todo v € Q nao nulo e

P ndmero primo, podemos escrever
md
b’

T=p

com m € Z tunico, a,b inteiros nao nulos e tais que mdc(a,p) = mdc(p,b) = 1.

Considere a funcao | . |, : Q — Rxo, definida por

0 ,ser=0

P ™ ,ser#0

Mp =

A funcao | . |, : Q — Rxo € chamada valorizagdo absoluta p-ddica sobre Q e satisfaz

as sequintes propriedades:
i) Irl, =0 se, e somente se, v = 0;
i) [r.sly = [rlp.[sl, para todos r,s € Q;
iii) v+ sl, < max(|rly, [rls) < [rl, +[rls para todos r,s € Q.
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De fato. Para mostrar i), note que se v =0, seque imediatamente da defini¢ao que
a
Irl, =0. Sefrl, =0 er =p™—, entdo p~™ = 0 se, e somente se, p = 0, portanto,

r = 0. Para mostrar i) e iii) , sejam v,s € Q e escrevamos:

m

n€
T=p 1 S=P aQ

S'la

com myn € Z 1unicos, a,b,c,d € Z nao nulos tais que p nao os divida. Sem perda de

generalidade, suponha m < n. Temos:

-y (i)

Portanto |r - s|, = p M —pm.p = Irly - Isly, e assim, a propriedade i) estd

demonstrada. Para iii), note que:

ma@  .C m/(Qd  mC m (ad+ptTbe
R R S CRa ) Rl G e B

e entao

Ir + S|p < P_m = max”ﬂp) |S|p)°
Como queriamos demonstrar.

Qualquer fungao sobre Q satisfazendo as propriedades i), (ii) e i) do Exemplo

4.1.1, com pelo menos um valor diferente de 1 em Q* é chamada de valorizagcao absoluta

em Q.
Outra fungao sobre Q satisfazendo as propriedades i), i) e i) do Exemplo 4.1.1 é

a funcao | . | : Q — Ry, chamada valorizagao absoluta ordindria em Q, definida por
Ir| = max{r, —r}.

Exemplo 4.1.2. Para todo v € Q*, temos

rl. T irlp =1 (11)
P

93



onde o produto anterior vale para todo nimeros primo p.
De fato, considere v € Q*. Utilizando a decomposicao em fatores primos, podemos
escrever T na forma

T=Ep] P,

onde 0s p; sao primos distintos e m; € Zy, com 1 <i < k. Assim, |rl,, =p; " para

1 <i<kelrl, =1 para os outros primos p. Logo:
. ] T vy =PI eeppy ™ ep ™ = 1.
P

Portanto

rl. T [ irly =1 (12)

Vamos nos concentrar agora em | . [,. Considere a funcao v, : Q — Z U {oo},

definida por

o0 ,ser =0
Vp (T) =
—log, [r|, =m, ser#0
A funcao v, possui as seguintes propriedades:
i) vp(r) = 00 se, e somente se 1 = 0;
ii) vp(r.s) = vp(r) + vp(s) para todos 1,5 € Q;
iii) vp(r+s) > min(vy(1),vp(s)) para todos 1,s € Q.

iv) vp(Q") # {0}

De fato, note que pela definigao, se v = 0, entao v, (1) = 0o e, se v, (1) = 0o, temos
que v = 0. Portanto, a propriedade i) estd provada. Para mostra i), sejam r = ap™ e

s = bp™, com mdc(a,p) = mde(b,p) = 1. Assim
T-s=(ap™)(bp") = (ab)p™™.

Logo, Vp(r-s) =m+n = v, (1) + v, (s). Para determinar v,(r + s), sejam r = ap™ e

s = bp", com mdc(a,p) = mdc(b,p) = 1, suponha, sem perda de generalidade, que
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n > m. Temos

r+s=(ap™) + (bp™) =p™(a+bd"™) = vy (r+s) =m > min(v, (1), vp(s)).

Este exemplo da origem a seguinte definigao:

Defini¢ao 4.1.3. Seja K um corpo arbitrdrio. Uma valorizagdo (nao arquimediana)

de K é uma funcdao v : K — R U{oo} satisfazendo:
i) v(x) = oo se, e somente se, x = 0;

ii) v(x.y) = v(x) + v(y) para todos x,y € K;

iii) v(x +vy) > min(v(x),v(y)) para todos x,y € K.
iv) v(K*) #{0}.

Se a imagem v(K*) é um conjunto discreto'® em R, entao v é chamada valorizagdo
discreta. Se v(K*) = 7Z, entao v é chamada valorizacdo normalizada. O par ordenado
(K,v) é chamado de corpo valorizado. A propriedade iv) exclui o que é chamado de
valorizagao trivial de K. A valorizacao v, ¢ uma valorizagao normalizada de Q.

Estaremos interessados apenas em valorizagoes discretas.

O préximo resultado mostra que qualquer valorizacao absoluta em Q é equivalente
(no sentido de ser uma poténcia da ordem) & valorizagao absoluta ordinéria (| . |) ou
a valorizacao absoluta p-adica (| . |p), para algum primo p. A demonstracao pode ser
encontrada em Weiss (1998).

Teorema 4.1.1. Toda valorizacdo absoluta em Q € equivalente a exatamente uma das

sequintes:
i) a valorizagdo absoluta ordindria;

i) a valorizagdo absoluta p-ddica, com p primo.

10Diz se que um ponto a € R é um ponto de acumulacio do conjunto X C R se para todo real € > 0
tem-se (a—e,a+¢€)N(X—{a}) # @. Se a € X ndo é um ponto de acumulagao de X, diz-se que a é um
ponto isolado de X. Quando todos os pontos de X sao isolados, X chama-se um conjunto discreto.
Lima (2004)
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Lema 4.1.4. Seja (K,v) um corpo valorizado. Temos:

ii) v(—x) = v(x) para todo x € K;
i) v(xy~") = v(x) — v(y) para todos x,y € K

Demonstracao:
i) 12=1=v(1) =v(1)=v(1-1)=v(1) = v(1)+v() =v(1) = 2v(1) =
v(1) = v(1)=0.

E(1)P2=1=2v((D) =v(D) =2 v({(=1)- (=) =v(1) = v(=1) +v(-1) =
v(1) = 2v(—=1) =v(1) = v(-1) =0.

Nos dois casos usamos a propriedade i) da Definigao 4.1.3.
i) v(—x) =v((=1)x) = v(=1)v(x) =0+ v(x) = v(x).

Usamos novamente a propriedade ii) da Defini¢ao 4.1.3 e o resultado anterior.

i) 0 =v(1) =v(yy™") =v(y) +v(y™") = v(y') = —v(y). Portanto, v(xy™') =
v(x)+ vy =v(x) — v(y).

Usamos novamente a propriedade ii)da Definigdo 4.1.3 e o resultado do item ).
m

Proposicao 4.1.5. (Desigualdade Triangular Estrita) Seja (K,v) um corpo va-
lorizado. Se x,y € K com v(x) # v(y), entao

v(x+y) = min(v(x), v(y)).
Demonstragao. Suponha, sem perda de generalidade, que v(x) < v(y). Entao, pela
Propriedade (iii) da Definigao 4.1.3 temos v(x +y) > min(v(x),v(y)) = v(x). Se
tivéssemos v(x +y) > v(x), entdo pela mesma propriedade e pelo Lema 4.1.4 (ii),

v(x) =v((x+y) —y) 2 min(v(x +y),v(—y)) = min(v(x +y), v(y)) > v(x),

o que é uma contradigao. O
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O préximo exemplo ilustra a Proposicao 4.1.5.

Exemplo 4.1.6. Seja K = Q e v a valorizagao p-adica de Q. Tome x,y € Z nao
nulos. Entao podemos escrever x =p™a ey =p"c, onde a e b nao sao divisiveis por

p. Suponha que v(x) = m < v(y) =n. Entdo:
x+y=pra+pic=pTla+p" "c),

com a+p*™c=a#0 mod p. Portanto, v(x +y) = m = min(v(x), v(y)).

4.2 Lugares e Anéis de Valorizacao

Todas as valorizagoes apresentadas nesta secao sao discretas.

Definicao 4.2.1. Duas valorizacoes v e w de um corpo K sao chamadas equivalentes

se existe uma constante ¢ > 0 tal que:
v(x) = cu(x), para todo x € K.

A equivaléncia entre duas valorizagoes apresentada na Definicao 4.2.1 gera uma
relacao de equivaléncia entre as valorizagoes de K. Uma classe de equivaléncia de
valorizagoes de K é chamada de lugar de K.

Se v(K*) é um subgrupo discreto!! diferente de zero de (R, +), temos que v(K*) =
aZ = {x-n;n € Z} para algum « € R positivo. Portanto, existe uma valorizacao
normalizada de K que é equivalente a valorizagao v. Todo lugar P de K contém uma
unica valorizacao normalizada de K que é indicada por vp. Assim, podemos identificar

os lugares de K e as valorizagbes normalizadas (discretas) de K.

Definicao 4.2.2. Seja P um lugar de K. Entao, o conjunto
Op := {x € K;vp(x) > 0}

¢ chamado de anel das valorizacoes de IP.

HGeja (G,+) um grupo. Diz-se que um conjunto H C G é um subgrupo de G se, com relacio
a operagdo + em G, o préprio H é um grupo. Se H é um conjunto discreto, entdo (H,+) serd um
subgrupo discreto
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Usando as propriedades das valorizagoes da Secao 4.1, podemos mostrar que Op é
um dominio de integridade com 1 € Op. De fato, do item i) do Lema 4.1.1, temos que
v(1) =0, portanto 1 € Op. Tome agora x,y € Op. Note que v(x-y) = v(x)+v(y) > 0.
Portanto x -y € Op. Como x-y € K e K é um corpo, sex-y =0, entao x =0 ouy =0,

e assim Op é um dominio de integridade.

Proposicao 4.2.3. O grupo multiplicativo das unidades de Op é dado por

Up :={x € K;vp(x) =0}

Demonstragcao: Considere x € Op. Temos que x é uma unidade de Op se, e somente
se, x ' € Op se, e somente se, vp(x~') > 0 se, e somente se, vp(x) > 0 se, e somente

se, vp(x) < 0 se, e somente se, vp(x) = 0. O

Proposicao 4.2.4. Op possui um unico ideal mazximal dado por

Mp = {x € K;vp(x) > 0}.

Demonstrag¢ao: Mp é um ideal de Op. De fato, dados x,y € Mp, temos que vp(x —
y) = ve(x + (—y)) = ve(x) + ve(—y) = ve(x) + ve(y) = min(ve(x),ve(y)) > 0.
Portanto, x —y € Mp. Além disso, dados v € Op e x € Mp, temos Vp(r - Xx) =
vp(T) +vp(x) > 0 e vp(x - 1) = vp(x) + vp(r) > 0. Logo, - x,x -1 € Mp. Portanto,
Mp é um ideal de Op.

Vamos mostrar agora que Mp é maximal. Considere o conjunto J com Mp C | C Op,
um ideal de Op. Tome x € ]\ Mp, entdo vp(x) = 0 e x é uma unidade de Op pela

Proposicao 4.2.3. Portanto, 1 = x.x™

€ J, e consequentemente | = Op, e entao Mp
¢ um ideal maximal. Finalmente, seja M C Op um ideal maximal arbitrario de Op.
Como M nao pode conter a unidade de Op, devemos ter M C Mp, e entao M = Mp.

Mp é de fato um ideal principal: tome t € Op com vp(t) = 1, entao é facil verificar

que Mp = tOp. O ntimero t é chamado de parametro local de P. O

Definigao 4.2.5. O corpo Op/Mp € chamado de corpo das classes residuais de P. O

homomorfismo de anéis dado por

O]p — O]}D/M]p

X = X+ Mp
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¢ chamado de funcdo das classes residuais de P.

Exemplo 4.2.6. Seja v, a valorizacao p-ddica de Q, que é uma valorizagdo norma-
. . , . . a
lizada de Q(ver se¢ao 4.1). Escrevendo todos os nimeros racionais na forma b’ com

mdc(a,b) = 1. Verificamos que:

0, = {% € @;mdc(b,p) = 1},

up = {% € @;mdc(a,p) = mdc(b,p) = 1})

M, = {% € @;pla}.

Para qualquer b € Z, podemos escrever a classe residual médulo b. Se mdc(b,p) =
1, entdo b € Z/pZ possui inverso multiplicativo b~! € Z/pZ. A funcaoy : Op — Z/pZ
dada por
P <%) = a.b™' € Z, para todo % €0,

estd bem definida. Claramente, { é um homomorfismo de anel sobrejetivo cujo ntcleo

¢ M,, e assim, o corpo das classes residuais O,/M,, é isomorfo ao corpo finito Z/pZ.

Teorema 4.2.1. (Teorema da Aproximacao Fraca) Sejam Pq,..., Py lugares de K dois

a dois distintos, X1,...,Xqn € K e my,...,m, € Z. Entao existe x € K tal que
Ve, (x —xi) > my

parai=1,...,n.

No préximo exemplo, ilustraremos a utilizacao do Teorema da Aproximacao Fraca.
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Exemplo 4.2.7. Seja K = Q. FEscolher n lugares distintos de K significa escolher n
numeros primos distintos P1y...,Pn - Sejam Xy, ..., Xn € Z e tome 0s inteiros positivos

mi,...,Myn. Pelo Teorema Chinés dos Restos'?, existe x € Z tal que
x =% mod pi" = pit = (x—xi) -k, com k€ Z.

Isso significa que

Vp (X —x3) > my.

Assim, o Teorema da Aprorimacao Fraca pode ser visto como um andlogo do Teorema

Chinés dos Restos para um corpo K.

4.3 Corpo das Funcgoes Racionais

Nesta se¢ao, abordaremos os conceitos de valorizagao e lugares no corpo das funcgoes
racionais, o que nos ajudara a compreender esses mesmos conceitos em corpos de
fungoes arbitrarios.

Seja K um corpo arbitrario e tome K(x) o corpo das funcoes racionais sobre K na
varidvel x (em termos algébricos rigorosos, x é transcendente sobre K). Nesse contexto,
K é chamado de corpo das constantes de K(x). Podemos representar os elementos de

K(x) pelo conjunto

K(x) = {%, (x), g(x) € K[x], g(x) # 0, e mde(g(x), f(x)) = 1}.

As valorizacoes de K(x) podem ser construidas de maneira analogas as de Q. O
papel dos niimeros primos agora ¢ desempenhado pelos polinomios monicos irredutiveis.

Fixando um polinémio monico irredutivel p(x) € K[x] e utilizando a decomposigao em

12(Teorema Chinés dos Restos) Seja T um inteiro positivo, sejam aj,az,...,ar, b1,ba, ..., by € Z

e My, my,..., M, inteiros maiores que 1. Suponhamos que mdc(ai,m;) =1 paratodo 1 <1 <1, e
mdc(mi, my) =1 para todos i <1,j <1,1#j. Entao o sistema de conguéncias

ajx =b; mod my

a)x =by mod my

a,x =b, mod m,

possui uma tnica sol¢do médulo m, onde m = mym; ... m,. Silva e Gomes (2018)
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fatores primos em K[x], podemos escrever todo r(x) € K[x] nao nulo na forma

f(x)

g(x)’

)TTL

r(x) = plx

com m € Z unico, p(x) # 0 e mdc(p(x),g(x)) = mde(p(x),f(x)) = 1. A fungao
Vp(x) : K(x) — Z U{oo}, definida por

0o, ser=0
Vp(x)(T(X)) = y
m, ser#0

¢ uma valorizagao normalizada (discreta) de K(x).

Existe outra valorizagao normalizada de K(x) definida através do grau do polinémio

r(x) € K(x). Se r(x) = m # 0, definimos

g(x)

Definimos também que v, (0) = co.

Proposicao 4.3.1. Considere a funcdo v : K(x) = Z U{oo}, definida por:

00 ,ser(x) =0

Veo(T(X)) = :
gr(g(x)) — gr(f(x)) ,ser(x) #0

Temos que Voo € uma valorizacao normalizada de K(x).

Demonstragdo: De fato, as propriedades i) e iv) da Definigao 4.1.3 sdo triviais. A

propriedade i) segue do fato que gr(gh) = gr(g) + gr(h) para todos g, h € K[x]. Para
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provar iii) , temos

<

3
VR
Q| =+

_|_
5o
"

Il

gr(gh) — gr(fh + eg)

> gr(gh) —max(gr(fh), gr(eg))
= min(gr(gh) — gr(fh), gr(gh) — gr(eg))
= min(gr(g) — gr(f), gr(h) — gr(e))
— min (voo (g) v (g)) .
Portanto, v, é uma valorizacdo normalizada de K(x) H

As valorizagoes Vp(x), com p(x) € K[x] monico e irredutivel, e v serdo pares nao
equivalentes desde que vy (p(x)) = 1, e vqx(p(x)) = 0, sendo q(x) # p(x) um

polinémio monico irredutivel e v, (p(x)) < 0. Assim, o conjunto

{p(x) € KIx];p(x)é moénico irredutivel} U {oo}

¢ o conjunto de lugares de K(x).

Observacao 2. Se o corpo K € algebricamente fechado, entao os polinomios monicos
e 1rredutiveis sobre K sdo exatamente os polinomios lineares x — a com a € K. Assim,
o conjunto dos lugares descritos acima pode ser identificado como K U{oo}. Se K =C,
entao isso produz o plano complexo com pontos em oo, ou seja, a esfera de Riemann.
Portanto, o conjunto dos lugares C(x) acima estd em correspondéncia biunivoca com

13

ou pontos (ou lugares) da esfera de Riemann Isso explica a origem histérica do

termo “lugar”.

Assumiremos, a partir de agora, que o corpo das constantes K é finito, embora

alguns resultados sejam validos para K arbitrario.

Lema 4.3.2. Se K € finito, entao para qualquer valorizacao v de K(x), temos v(a) =0

para todo a € K*.

13Geja o pano complexo completado, definido por C = C U {oo}. A funcdo P : $2 — C, onde
S? ={(x,y,2);x* +y? +2z? = 1} é tal que P(v) = P(x,y,x) = i—i— 3 7Zi para todo v € $?\ (0,0, 1),
permite identificar C como a esfera unitaria, também conhecido como esfera de Riemann. Hefez e
Villela (2012).
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Demonstragao: Se K = Fy, com ¢ primo, temos a9™! = 1 para todo a € Fy.

Utilizando o Lema 4.1.4, temos
0=v(1)=v(a"") =(qg—1)v(a).

Portanto, v(a) = 0. O

Teorema 4.3.1. Se K € finito, entdo o conjunto de lugares de K(x) € dado por

{p(x) € K[x];p(x) € ménico irredutivel} U {oo}.

Demonstrag¢ao: Precisamos mostrar que se P é um lugar de K(x) e v € P, entao v é
equivalente a vy ) Ol a V. Vamos considerar dois casos.

Caso 1: v(x) > 0. Pelo Lema 4.3.2, K[x] € Op. Se v(K(x))* # {0}, entao pela
definigao, existe h(x) € K[x] com v(h(x)) > 0. Seja ] := K[x]NMp é um ideal primo de
K[x] diferente de zero. Se 1 ¢ |, temos | # K[x]. Se Mp é um ideal primo de Op, entao |
é um ideal primo de K[x]. Consequentemente, existe um polinémio ménico irredutivel
p(x) € Klx] de tal modo que | = (p(x)). Seja ¢ := v(p(x)) > 0. Se g(x) € K[x]
nao é divisivel por p(x), entao g(x) € Mp e entao v(g(x)) = 0. Assim, escrevendo

r(x) € K[x] ndo nulo na forma

_om f(X)
T(x) =p(x) ﬁ

com f(x) e g(x) nao divisiveis por p(x). Entao
v(r(x)) = mv(p(x)) = mec = ey (r(x))

e, assim, v ¢ equivalente a vy ().
Caso 2: v(x) < 0. Sejac:=v(x') >0ex' € Mp. Tome qualquer f(x) € K[x]
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nao nulo de grau d # 0. Entao

com q; € K. Além disso,

d d
i i

E Ag_iX "= aq + E ag_iXx "= aq + s(x)

i=0 i

com s(x) € Mp. Se aq # 0, temos v(aq) = 0, e entao

e, assim, v é equivalente a v. O

Observacao 3. Note que na prova do Teorema 4.3.1 nao usamos o fato de que v é
discreto. Portanto, a prova mostra que toda valorizacdo de K(x) € automaticamente

discreta.

Os lugares p(x) sao chamados de lugares finitos de K(x) e os lugares oo s@o cha-

mados de lugares infinitos de K(x).

Exemplo 4.3.3. No Exemplo 4.2.6 mostramos que o anel das classes residuais dos
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lugares p(x) sao isomorfos a K[x]/p(x). Para o lugar oo, temos:

_ ) .
0. = {55 € Kixgrir(x)) < grigho) |,
U — {m € K(x); gr(f(x)) :gr(g(x))},

M. — {W € K(x); gr(f(x) < gr(g(xn}.

f
De fato, considere r(x) = —= #0,

g(x)
o 1(x) = % € O & vaor(x)) > 0 & gr(gx)) — gr(f(x)) > 0 & gr(f(x)) <
gr(g(x)).
r(x) = ;((_):c)) € Uy & Voo lr(x)) =0 & gr(g(x)) — gr(f(x)) =0 & gr(f(x)) =
gr(g(x)).
. r(x) = % € Moo & vao(r(x)) > 0 & gr(g(x)) — gr(f(x)) > 0 & gr(f(x)) <
gr(g(x)).

Todo r(x) € O4 pode ser escrito na forma

adxd + ad_1xd*1 +--- 4 qp
x4+ Dbg x4 T+ 4+ by

r(x) =
com ai, b; € K. A fungao ¢ : O, — K dada por
P(r(x)) = aq € K, para todo r(x) € O

estd bem definida. E facil ver que P é um homomorfismo de anel sobrejetivo com

nicleo M, e portanto o corpo das classes residuais dos lugares oo é isomorfo a K.

Observacao 4. Para todo v(x) € K(x) ndo nulo, temos:

Voo T(X)) 4+ D> Vo (T(x))gr(p(x)) =0,
p(x)
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onde a soma € dada sobre todos os polinémios monicos irredutiveis p(x) € K[x]. Ob-
serve que a soma faz sentido pois V) (T(x)) = 0 para um nimero finito de p(x).
Devido as propriedades das valorizacoes, basta verificar a formula para os polinémios

monicos T(x) € K[x] nao nulos. Se
) = ] [piom™
¢ a fatoracdo canonica de f(x) € K[x], entao
D Vpw (X)) gr(p(x)) = D~ mugr(pi(x)) = gr(f(X)) = —veo(f(x)).
p(x) i=1
FEssa formula é um andlogo aditivo da equagao (12) para Q. (Ver inicio da Sec¢do 4.1).

4.4 Corpo das Fungoes Algébricas e suas Valorizagoes
A seguir, definiremos o corpo das fungoes algébricas sobre um corpo K (finito).

Definicao 4.4.1. Um corpo F € um corpo de funcoes algébricas sobre o corpo
finito K se existe um elemento transcendente z € F sobre K, de modo que F é uma

extensdo finita sobre o corpo das fungoes racionais K(z).

O exemplo mais simples de um corpo de fungoes algébricas é o corpo das fungoes

racionais sobre um corpo finito.
Proposicao 4.4.2. Toda valorizacao de um corpo de fungoes algébricas é discreta.

Demonstracao: Seja F um corpo de fungoes algébricas. Com a notacao da Definigao
4.4.1, coloque K(z) = K. Seja v uma valorizacao arbitraria de F e w a restricao de
v a K. E suficiente mostrar que o indice [v(F*) : w(K*)] é finito. J4 que v(F*) é um
subgrupo finito de (R, +), basta mostra que u(K*) = {0} nao é possivel. Como p é uma

valorizacao de K, entao, pela Observacao 3 sera discreto e, entao, v sera discreta.

Tome Xi,....,x, € F* tais que v(x1),..., V(x,) sejam conjuntos distintos mddulo
v(K*). Afirmamos que X1, ..., X, sa0 linearmente independentes sobre K. Isso ird mons-
tra que

[v(F) s u(K*)] < [F: K] < o0.
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Entao, suponhamos que
n
Z bixi = O,
i

sem perda de generalidade, suponhamos que b; € K*. Se tivéssemos v(bix;) = v(bjx;)

para algum i # j, entao

0 = v(bx) —v(bjx;) =
0 = v(by) +v(x) —v(b;) —v(x) =
v(xi) —v(x) = v(bj) —v(b;) = v(bjb;') € u(K*),

uma contradi¢gdo com a escolha de X1, ..., x,. Portanto, v(byx1), ..., v(bnX,) sdo todos

distintos e pela Proposicao 4.1.5 produz

=V (; bixi) = ]I;lilgnn\/(bixi).

Isso mostra que bix; = 0 para 1 <1 < n, novamente uma contradicao. O

Na prova acima, mostramos em particular, que a restricao de uma valorizacao de F a
K(z) produz uma valorizagao de K(z). Para valorizacoes equivalentes de F, as restri¢oes
também serao equivalentes. Assim, um lugar Q de F corresponde de uma tinica restrigao
P de K(z). Dizemos que Q estd sobre P ou que P estd abaizo Q. Portanto, todo lugar
de F estd sobre um lugar de K(z) correspondente a um polinémio monico irredutivel

em K[z] ou sobre un lugar infinito de K(z).

Proposigao 4.4.3. Seja F um corpo de funcoes algébricas sobre K. Entdo o corpo das

classes residuais de todo lugar de F é uma extensao finita (uma copia isomorfa) de K.

Demonstracao: Seja Q um lugar de F que se encontra sobre o lugar P de K :=
K(z)(com z como na Defini¢ao 4.4.1). Sejam Rq := Oqg/Mq e Rp := Op/Mp 0s corpos
das classes residuais correspondente e note que Op C Og. A funcao p : Rp — Rq dada
por

p(b+ Mp) =b + Mg para todo b € Op

estd bem definida, desde que Mp C Mg. E claro que p é um homomorfismo de anéis

injetor, e entao Rq contém a cépia isomorfa p(Rp) de Rp como um subcorpo.
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Tome X1, ...,Xn € Oq tais que x;+Mg, ..., X, +Mg sao linearmente independentes
sobre p(Rp). Afirmamos que X1, ..., X, sdo linearmente independentes sobre K, isso ira
mostrar que

[Rq : p(Rp)] < [F: K] < 0.

Desde que Rp seja uma extensao finita (de uma cépia isomorfa) de K (ver Exemplo

4.3.3), isso prova a proposigao. Entao, suponha que tenhamos

i bixi = 0,
i=1

com by,...,b, € K nao todos nulos. Sem perda de generalidade, suponha

vp(by) = ]I<nii<nn vp(bi).

Entao by #0 e

X1+ Z bib]_]xi =0.
i=2

Pela condicao em vp(b;) temos bib]_] € Op para 2 < i < n. Passando para a classe

residual médulo Mg temos
(x1+Mg) + > p(biby" + Mp)(xi +Mg) =0+ My,
i=2
uma contradi¢ao para as escolha de X1, ..., Xy. O

O resultado a seguir, mostra que toda valorizacao de um corpo de fungoes racionais
sobre K pode ser estendida a uma valorizagao sobre um corpo de funcgoes algébricas
sobre K.

Teorema 4.4.1. Seja F uma extensdo finita do corpo de funcées racionais K(z). Entdo

todo lugar de K(z) fica abaizo de pelo menos um e no mdzimo [F : K(z)] lugares de F.

Seja F novamente um corpo de fungoes algébricas sobre o corpo finito K. Seja K é
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o fecho algébrico de K em F, ou seja,
K ={x € F;x 6 algébrico sobre K}.

Claramente K é um corpo com K € K C F. O espago K é chamado de corpo completo
das constantes de F. O seguinte resultado mostra que K é novamente um corpo finito.
Proposicao 4.4.4. O corpo K ¢ uma extensio finita de K.
Demonstracao: Pelo Teorema 4.4.1 existe um lugar Q de F. Tome um x € K*. Por
meio de seu polinomio minimal sobre K obtemos
Xd—FCd,]Xdi1 +---+Co =0

com Cop,...,Cq-1 € Ke co # 0. Se tivéssemos vq(x) < 0, entao

'\/Q(Xd + Cd,]Xdil + -+ Co) = 'VQ(Xd) <0
pela Proposicao 4.1.5, uma contradicao. Se tivéssemos vq(x) > 0, entao

VQ(Xd + Cd,1Xd_] + -+ Co) = VQ(CQ) =0

pela Proposicao 4.1.5, novamente uma contradicao. Assim, devemos ter vo(x) = 0.

Considerando agora a funcio 1V : K — Rq := Oqg/Mgq dada por
P(x) =x + Mg, para todox € K.

As consideracoes acima, mostram que 1\ ¢é injetiva, e pela Proposicao 4.4.3, temos
K| < [Rgl < oo. O

Observe que K(z) C K(z) C F, e entdo F é uma extensdo finita de K(z). Além disso,
z é transcendente sobre K(z) pela Proposicao 4.4.4, e entao F também é um corpo de
funcgoes algébricas sobre K. Na sequéncia, assumiremos que K é o corpo completo de
constantes de F. Se quisermos enfatizar isso, usamos a notacao F/K para um corpo de

funcoes algébricas com corpo completo de constantes K.
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Em vista da Proposicao 4.4.3, a seguinte defini¢ao faz sentido.

Definigao 4.4.5. O grau deg(P) do lugar P de F/K € definido como o grau das classes
residuais de P sobre K. O lugar de F/K de grau 1 e comumente chamado de lugar
racional de F/K.

Exemplo 4.4.6. Tome F = K(x) o corpo das funcgoes racionais sobre K. Para quais-
quer fungoes racionais nao constantes r(x) € F, existe um lugar finito P de F tal que
vp(r(x)) # 0. Portanto, pela demonstracao da Proposi¢ao 4.4.4, o corpo completo de
constantes de F € K. Pelo Exemplo 4.3.3 o grau de um lugar finito p(x) de F € igual
ao grau do polinomio p(x) e o grau do lugar co de F € igual a 1. Se K =F, entao F

tem exatamente q + 1 lugares racionais.

Para um corpo de funcoes algébricas F/K, denotamos por Pr o conjunto de to-
dos os lugares de F. Note que Pr é um conjunto enumeravel. O resultado a seguir
¢ um fortalecimento do Teorema 4.2.1, O Teorema da Aproximacdo Forte (também

conhecido como Teorema da Independéncia), é o mais importante desta secao, e diz o

seguinte: se vi,..., Vv, sao valorizacoes duas a duas disntintas de um corpo K e z € K,
e se conhecemos as valorizagoes vi(z),..., Vn_1(z), entdo nada podemos concluir sobre
Vn(z)

Teorema 4.4.2 (Teorema da Aproximagao Forte). Sejam S C Py subconjunto prdprio
dePr e Py,...,P. € S. Suponha dados os elementos Xq,...,X; € F e inteirosny,...,n,.

Entao, existe um elemento x € F tal que:
1. vp (x —x) =ny,i=1,... 17

2. vp(x) > 0, para todo P € S\{Py,...,Pn}.

Demonstrag¢ao: A demonstragao desse resultado sera feita em algumas etapas. Com

o intuito de simplificar a notacao, escrevamos v; = vp,.

Etapa 1. Existe u € K tal que vi(u) >0e vi(u) <0, parai=2,---,n.

Prova da Etapa 1.

Fagamos a demonstragao por indugdo. Para n = 2, observemos que Op, ¢ Op,
e Op, ¢ Op,, j& que anéis de valorizagdo sdo subanéis préprios maximais de K, pela
Proposicao 4.2.4. Deste modo, podemos encontrar y; € Op, \ Op, e Yy, € Op, \ Op,, de
modo que vi(y1) >0, va(y1) <0, vi(y2) <0 e va(yz2) > 0.
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O elemento u = y;/y; possui a propriedade que desejamos, pois

vi(w) =vi(y) +vily;") = vi(yr) = vi(y2) >0

va(uw) = va(yr) +valy; ') = valy1) — v2(y2) < 0.

Para n > 2, temos pela hipétese de inducao, que existe um elemento y com
vi(y) > 0,va(y) < 0y...,vina(y) < 0. Se vu(y) < 0, entdo a demonstracao ter-
mina considerando u = y. Caso contrario, isto é, se v, (y) > 0, escolhemos z tal que
vi(z) > 0 e vu(z) < 0 e escrevemos w = Yy + z', onde r > 1 é escolhido de modo
que 1vi(z) # vi(y), parai = 1,...,n— 1. Dai, vi(u) > min{vi(y),r-vi(z)} >0 e
vi(w) > min{vi(y),r-vi(z)} <0, parai=2,...,n.

Etapa 2. Existe w € K tal que vi(w—1) > 11 e vi(w) > 1, parai=2,...,n.

Prova da Etapa 2.
Escolhamos u como na Etapa 1 e escrevamos w = (1 +u®)~'. Temos, para s € N

suficientemente grande, que

viw—1) = vi((1+u)" 1

= vi(—w(T+u))

= s vi(u) —(T+u’)

= s-vi(u) —min{vi(1),s - vi(w)} ()
= s-vi(u)—0

= s-vi(u) >m
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vilw) = —vilw )

(x) Temos que v{(1) = 0 < vy(u®), para qualquer s € N, donde, pelo Lema
4.1.5, temos que vi(1 4+ u®) = min{vy(1),v;(u*). Um resultado andlogo vale para v;,

i=2,...,n.
Etapa 3. Dados yi,...,yn € K, existe um elemento z € K com vi(z —y;) > 1,
parai=1...,n.

Prova da Etapa 3.
Escolhamos s € Z tal que vi(y;) > s, para todos i,j € {1,...,n}. Pela Etapa 3,

temos que existem wi, ..., w;, tais que
vimg—=1)>1r1—s  vilwy)>1r1—s ... viwn) >17—5
vo(wy) >1,— vw,—1)>1—s ... Vo(wy) >1—58

Vg(Wz) >T3—S

Vn-1 (Wn) >Th1—S
Va(wi) >1,—5 Vvilwy) >1hn—s ... Vawpa—1)>1,—5s.

n

Considerando Zijj, temos
j=1
vilz—y) = vilyilwi—T)+ ) yjw;)
1
> min{vi(yi(wi — 1)), vi(y1wi)y .. o, Vilyioiwiz1), Vi(Yiriwigt),y -« -, Vi(ynwn))}

> Ti.
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Conclusao da Demonstracao

Pela Etapa 3, podemos encontrar z € K tal que vi(z—x;) > 1, parai=1,...,n. A
seguir, escolhemos z; ta que vi(z;) = 1; (isso pode sempre ser feito, pois v; é sobrejetora
para todo i). Novamente, pela Etapa 3, existe z’, tal que vi(z’ —z;) > 7;, para

i=1,...,n. Dai temos que
vi(z') = vi((z' —zi) + zi) = min{vi(z" — z}), vi(zi)} = 70
Escrevendo x = z 4 z/, temos que

vilx —xi) = vi((z —x) + 2') = min{vi(z — x;), vi(z')} = 1i.

4.5 Divisores

Consideremos ao longo dessa secao F/K um corpo de fungoes algébricas em uma variavel

com corpo das constantes K (K finito).

Definicao 4.5.1. Um diwisor D de F é uma soma formal

Z mp P,

PePr

com mp € Z, e quase todo mp = 0.

Um lugar P € Pr é também um divisor (coloque mp = 1, mq = 0 para todo Q € P
com Q # F). Nesse contexto, o lugar P é chamado de divisor primo.

Os divisores de F formam um grupo aditivo, donde definimos a adicao:

D+E=) mpP+ > mpP =) (mp+mp)P,

PePr PePe PePr

onde D e E sao divisores de F, que é claramente associativa e comutativa.
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O elemento zero do grupo dos divisores é o divisor

0:= Z mpP,

PePr

onde mp = 0, para todo P € Py.

O inverso aditivo de } p.p mpP é

Definicao 4.5.2. O grupo abeliano de todos os divisores de F é chamado grupo dos
divisores de F e € denotado por Div(F) também pode ser descrito como o grupo abeliano

gerado pelos lugares (divisores primos) de F.

Observacao 5. Facamos uma simples analogia entre polinomios e divisores. Um po-
linomio € wma atribuicdo que associa cada mondémio X' a um coeficiente a; , i =
0,1,2,..., onde existe um numero finito de a; = 0. Um divisor é uma atribui¢ao
que associa cada lugar P € Pr a um coeficiente inteiro mp, com um numero finito de

mp = 0. A adicdo de divisores opera da mesma maneira que a adi¢ao de polinomios.

Definicao 4.5.3. O suporte supp(D) do divisor D = ZPGPF mpP € dado por
supp(D) ={P € Pr;mp # 0}.

Pela defini¢ao de divisores, o supp(D) é um subconjunto finito de Pr. Se D =
2_pecp, MpP, muitas vezes ¢ conveniente escrever mp = vp(D). Portanto, um divisor D

pode ser representado na forma

D= ) v(D)P.

Pesupp(D)

Definicao 4.5.4. Se D € Div(F) € como na definicao acima, entdo o grau de um

divisor € definido como

deg(D)= )  vp(D)deg(P).

Pesupp(D)
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Proposicao 4.5.5. A funcao

deg : Div(F) — Z
D +— deg(D)

¢ um homomorfismo de grupos.
Demonstracao: Esta é uma verificagao imediata O]

Consequentemente, os divisores de F de grau 0 formam um subgrupo de Div(F).

Uma relacao de ordem parcial em Div(F) pode ser definida por
D; < Dj se, e somente se, vp(D7) < vp(D,),

para todo P € Pr. Se Dy > D; e Dy # D, escrevemos Dy > D,. Ainda, se D > 0,
entao D é chamado um divisor positivo.

Se F é um corpo de fungoes racionais e f € F*, entdao é 6bvio que vp(f) # 0 para
quase todos P € Pr. O mesmo vale para um corpo de funcoes algébricas arbitrario F/K.

Portanto, a seguinte definicao faz sentido.

Definicao 4.5.6. Seja F um corpo de funcgoes algébricas e f € F*. O divisor principal
de f, denotado por div(f), € definido como

div(f) = > vp(f)P

PePr

Observagao 6. Se f pertence ao corpo das constantes K de F e f #£ 0, seque como prova
do Lema 4.3.2 que vp(f) = 0 para todo P € Pr. Portanto, concluimos que div(f) = 0.
O inverso também vale jd que pode ser demonstrado que para qualquer f € F/K, ou seja,

para qualquer transcendente f sobre K, existe pelo menos um P € Pr com vp(f) # 0.

Se F é o corpo das funcoes racionais e f € F*, entao segue pela Observagao 4 e a

informacao sobre o grau de P € Pr do exemplo 4.4.6 que

deg(div(f Z vp(f) deg(P) = 0.

PePr
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A mesma férmula também vale para corpos de funcoes algébricas arbitrarios.
Proposicao 4.5.7. O grau de todo divisor principal é 0.

Verifica-se facilmente que o conjunto Princ(F) dos divisores principais de F formam
um subgrupo de Div°(F):observe, por exemplo, que

div(fg) = div(f) + div(g)

para todos f, g € F*.
O grupo quociente

CL(F) := DiVv°(F)/Princ(F)

é chamado grupo das classes de divisores de F/K. Esse conjunto é finito (a de-
monstracao deste fato pode ser encontrada em Stichtenoth (2009) e sua cardinalidade

h(f) :=|Cl(F)| é chamada de nimero de classes de divisores de F.

4.6 O Teorema de Riemann-Roch

Consideremos novamente F/K um corpo de fungoes algébricas em uma varidvel com
corpo das constantes K (K finito). O principal resultado desse segdo é o Teorema de
Reimann-Roch. Segundo Stichtenoth (2009), este é o mais importante teorema da
teoria Corpos de Funcoes Algébricas, desempenhando um importante papel no célculo

da dimensao de um Cédigo Algébrico Geométrico, que sera apresentado no Capitulo 5.

Definigao 4.6.1. Para qualquer divisor D € Div(F), definimos o espaco de Riemann-

Roch associado a D por
L(D) :={f € F;div(f) + D > 0} U{0}.
Explicitamente, isso significa que £(D) consiste em todos f € F com

vp(f) = —vp(D).

para todo P € Pr.
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Proposicao 4.6.2. L(D) € um espacgo vetorial sobre K.
Demonstrag¢ao: Em primeiro lugar, notemos que £(D) é nao vazio pois 0 € L(D) .

Sejam agora f1,f; € L(D) e a € K. Entao, para todo P € Pf

vp(f +f2) > min{vp(fi), vp(f2)} > —vp(D)

ve(afy) = vp(a) +vp(f1) > —vp(D).

Portanto, f; + f; € £(D) e af; € £(D). Sendo assim, £(D) é um espaco vetorial
sobre K. ]

Exemplo 4.6.3. Para os divisores de zero, temos L(0) = K. Observe que para f € F*,
temos f € L(0) & vp(f) >0, para todo P € Pr. Mas

deg(div(f Z vp(f)deg(P) =0

PEPF

pela Proposicao 4.5.7. Entao, f € L(0) & vp(f) = 0 para todo p € Pr se, e somente

se, f € K*, sendo essa ultima equivaléncia obtida pela Observacao 6.
Observagao 7. Se deg(D) < 0, entdo necessariamente L(D) ={0}. Pois se tivéssemos
f € L(D) nao nulo, aplicando a fungdo grau para

div(f) +D >0

teriamos 0 4+ deg(D) > 0, uma contradi¢ao.

O espaco vetorial £(D) tem, de fato, uma dimensao finita sobre K, que é denotada
por £(D). Assim, pelo mostrado acima, temos £(0) =1 e £(D) = 0 se deg(D) < 0.

Teorema 4.6.1 (Riemann-Roch). Seja F/K um corpo de fungées algébricas. Existe

uma constante ¢ tal que para todo divisor D de F, temos

(D) > deg(D) +1—c.
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Como consequéncia do Teorema de Riemann-Roch, podemos definir o niimero

g = max (deg(D)—¢{(D)+1).

DeDiv(F)
O inteiro g = g(F) é chamado de género de F, e é o invariante mais importante de um

corpo de fungoes algébricas. Mas colocando D = 0 na definicao, vemos que g > 0.

Observe que pela definicao, temos
{(D) > deg(D) + 1 —g,

para todo D € Div(F)

Pelo resultado a seguir, teremos a igualdade se deg(D) for suficientemente grande.

Teorema 4.6.2. Se deg(D) > 2g — 1, entao
(D) =deg(D)+1—g.
Exemplo 4.6.4. Se F € o corpo das func¢oes racionais, entdo € fdacil verificar que
{(D) > deg(D) + 1,

para todo D € Div(F). Portanto, g(F) = 0. De fato, o corpo das fungoes racionais

sobre corpos finitos pode ser caracterizado pela propriedade de ter género zero.

Um corpo de fungoes algébricas de género 1 é também chamado de corpo de func¢ao
eliptica. Corpos de fungoes elipticas F/K com K = F, podem ser caracterizados. Em
todos os casos, F é uma extensao quadrética de K := K(x). Se q é impar, entao F = K(y)

para algum y € F com

onde f € K[x] é quadrado de grau 3. Se q é par, entao F = K(y) para algum y € F com

yr+y = f(x)
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com f € K[x] de grau 3 ou
1

2
VIS
com a,b € Kea#0.

Nao existe uma férmula explicita geral para o género de um corpo de funcgoes
algébricas. No entanto, para certas familias de corpos de fungoes algébricas, como no
exemplo abaixo, existe essa féormula. Em geral, o cdlculo do género de um corpo de
funcoes algébricas é um problema nao trivial.

Uma importante ferramenta para o cédlculo de género é a férmula do género de

Hurwitz (ver Stichtenoth (2009)).

Exemplo 4.6.5. Seja K = Fq com q impar e deize K = K(x) o corpo das fung¢oes

racionais. Se F =K(y) € a extensao quadrdtica definida por

g(F) = LquJ :

A demonstragao pode ser encontrada em Stichtenoth (2009).

4.7 Funcao Zeta e Limite de Hasse-Weil

Como sempre F/K é um corpo de fungoes algébrica com corpo completo de constantes

K (K finito).

Proposicao 4.7.1. Um corpo de funcoes algébricas F/K possui um nimero finito de

lugares racionais.

Demonstragao: Pela Definicao 4.4.1, existe z € F/K de tal modo que [F : K(z)] < co.
Todos os lugares racionais de F estdo sobre os lugares racionais de K(z)(usamos a
primeira parte da Proposigao 4.4.3). Pelo Teorema 4.4.1, para cada lugar racional P
de K(z), existem no méaximo [F : K(z)] lugares racionais de F sobre P. Além disso, se
K =, entdo, pelo Exemplo 4.4.6, existem apenas q + 1 lugares racionais sobre K(z).

Portanto o nimero de lugares racionais de F é no maximo (q + 1)[F : K(z)]. O
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Podemos agora definir a Fun¢ao Zeta de um corpo de funcoes algébricas F/F. Para

cada inteiro n > 1, considere a composicao de corpos
Fpi=FgmoF

Isto é um corpo de funcoes algébricas sobre Fqn (chamado de extensdo do corpo das
constantes de F). Denotando por N, o niimero de lugares racionais de F,/Fqn, que

pela Proposicao 4.7.1, sera um numero finito .
Definicao 4.7.2. A série de poténcias

Z(F —exp(Z%) i)

n:

¢ chamada de funcao Zeta de F/F,

Observe que consideramos t como uma variavel complexa, e Z(F,t) é uma série de

poténcias sobre o corpo dos nimeros complexos.

Exemplo 4.7.3. Calculando a fung¢ao Zeta do corpo das fungoes racionais F sobre Fy,

pelo Exemplo 4.4.6, temos Ny = q™ + 1 para todo n > 1. Dai chegamos que

logZ(Ft) = Y 4 1

Isto €,

Z(E t) =

Teorema 4.7.1 (Teorema Weil). Seja F/Fq um corpo de fungoes algébricas de género

g. Entao.
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1. Z(Kt) € uma funcao racional da forma

L(Ft)
(T—=t)(1 —qt)

Z(Ft) =

onde L(F,t) € ZI[t] € um polindmio de grau 2g com L(F,0) = 1 e coeficiente
principal q9. Além disso, L(F,1) € igual ao numero de classes de divisores h(F)
de F.

2. O fator L(Ft) € da forma

Onde [w;| = q"/% para 1 <j < 2g.

Teorema 4.7.2 (Limite de Hasse-Weil). Seja F/Fq um corpo de fun¢ées algébricas de

género g. Entao o nimero N(F) de lugares racionais de F/Fq satisfaz
IN(F) = (g +1)| < 299"

Demonstracao. Pela definicao de Z(F, t) obtemos

log Z(F, t
N(F) =N, = dllog Z(Rt)) | _ Z'(F,0)
dt o
por outro lado, pelo Teorema 4.7.1, temos
L'(Ft) 1 q
Z'(F,0) = : =ar+1
(F0) (L(F,t) T g e

onde a; é o coeficiente de t em L(F, t). Comparando os coeficientes com a identidade

do Teorema 4.7.1, obtemos

29
a; = — E Wj.
j=1
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A combinagao das trés identidades acima produz
2g
NF)=q+1-)> w;.
j=1

Portanto,

IN(F) — (g + 1| =

2g
2w
j=1

pelo item (ii) do Teorema 4.7.1. O

29
< ) fwjl=2gq'"?
j=1

Observagao 8. Uma abordanagem refinada produz o limite de Serre
IN(F) = (g + 1) < g|29"].

Para a prova desse limite, ver Niederreiter (2002) e Stichtenoth (2009).

Em particular, obtemos um limite superior em N(F) que depende apenas de g e q.

Portanto, a seguinte definicao faz sentido.

Definigao 4.7.4. Seja q uma poténcia prima fixa e g > 0 um inteiro, temos
Ng(g) == max N(F),

onde o mdzximo estd definido sobre os corpos de fungoes algébricas F/Fy de género g.

E trivial que N4(0) = g + 1. Do limite de Serre, temos
Nq(9) < q+1+g[2q"]

Se colocarmos

A(q) = limsup Nq_(g)

g—00 9
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concluimos que A(q) < [2q'/?| para todo q. Vladut e Drinfeld * melhoram isso para
Alq) > q"* =1

para todo ¢, e de um resultado de Thara ', segue que
Alq)=q" 1

para todos os quadrados de q. A quantidade A(q) é de muita importancia na aplicagao

para os codigos Algébricos Geométrico.

148, G. Vladut, V. G. Drinfeld, “Number of points of an algebraic curve”, Funktsional. Anal. i
Prilozhen., 17:1 (1983), 68-69; Funct. Anal. Appl., 17:1 (1983), 53-54

15Y. Thara, Some remarks on the number of rational points of algebratic curves over finite fields,
1982, Mathematics Journal of the Faculty of Science, the University of Tokyo. Sect. 1 A, Mathematics
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5 Cdbdigos de Goppa Racionais

Neste capitulo, apresentaremos uma introducao ao Cddigos Algébricos Geométricos,
também conhecidos como Cdédigos de Goppa Racionais, sendo estes uma generalizagao
dos Cdédigos de Reed-Solomon, também aqui apresentados. As referéncias utilizadas
foram Stichtenoth (2009) e Rousseau e Saint-Aubin (2015).

5.1 Cobdigos de Reed-Solomon

Os Cédigos Algébrico Geométricos foram introduzidos pelo matematico russo V. D.
Goppa sendo as vezes chamados de Codigos Geométricos de Goppa. Como uma mo-
tivagao para a construgao desses cddigos, primeiro consideraremos os cédigos de Reed-
Solomon sobre Fy. Segundo Stichtenoth (2009), esta importante classe de cédigos é
bem conhecida na teoria da codificacao e os Codigos Algébrico Geométricos sao uma
generalizagao muito natural dos Cédigos Reed-Solomon.

Os Codigos de Reed-Solomon foram desenvolvidos em 1959 pelos mateméaticos Ir-
ving Reed e Gustave Solomon. Segundo Abrantes (2003), atualmente os cédigos de
Reed-Solomon sao, provavelmente, os mais usados de todos os cédigos corretores de er-
ros, pois tém encontrado aplicacoes em produtos eletronicos de grande consumo, como
os CDs e os CD-ROM, além de serem usados numa multiplicidade de outras situacoes,
como as comunicagoes espaciais. Por exemplo, os disco compactos (CDs) nao guardam
caracteres latinos, mas som digitalizados. Som, musica em particular, é frequentemente
guardada em formato digital. Som é uma onda na densidade do ar. Se medirmos a
densidade do ar num local fixo perto de um piano (bem afinado), veriamos que a den-
sidade aumenta e decai 440 vezes por segundo quando o La médio é tocado. A Figura
7 mostra a representacao desta onda de pressdo. (O eixo horizontal indica o tempo e
o vertical a amplitude da onda).

Quando o valor é positivo, isto indica que a densidade do ar é mais alta que
que a normal (ar em repouso), enquanto valores negativos indicam uma densidade
do ar diminuida. Cada curto periodo de tempo de A segundos é aproximado pelo
valor médio daquela onda naquele intervalo de tempo. Se A é pequeno o bastante,
a aproximacao da onda pela funcao degrau sera indistinguivel da original ao ser ou-
vida pelo ouvido humano. Feita essa digitalizacao, a onda pode agora ser represen-
tada como uma sequéncia de numeros inteiros identificando as alturas dos degraus

numa escala pré definida. Em CDs, a onda sonora é particionada em 44100 amos-
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Figura 7: Uma onda sonora medida numa fracao de segundo.

A

A VWA T A

-4

Fonte: Rousseau e Saint-Aubin (2015), p. 187.

tras por segundo, e intensidade de cada amostra é representada por um inteiro de 16
bits(2'® = 65.536). Recordando que discos compactos guardam som estéreo, vemos
que um segundo de musica requer 44.100 x 16 x 2 = 1.411.200 bits e 70 minutos de
audio requer 1.411.200 x 60 x 70 = 5.927.040.000 bits= 740.880.000B ~ 740MB. Dada
tamanha quantidade de dados, é desejavel sermos capazes de detectar e corrigir erros,

e para isso, sao utilizados os Codigos de Reed-Solomon.

Figura 8: Uma onda sonora e uma funcao degrau aproximando-a.

7/\

4

Fonte: Rousseau e Saint-Aubin (2015), p. 187.

Para definir os Cddigos de Reed-Solomon, considere n = q —1 e 3 € Fq um
elemento primitivo do grupo multiplicativo Fy, ou seja, Fy = {B, B2,...,p™ = 1}

Para um inteirokcom 1 <k <n con81deremos o seguinte espago vetorial de dimensao
k:
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Ly ={f € Fqlxl;gr(f) <k —1},

e a funcao avaliagao ev : Ly — Fg dada por

ev(f) = (f(B), F(B?), ..., f(B")) € Fy.

A funcao ev é F-linear, e ¢ injetiva, pois todo polinémio ndo nulo f € Fy[x] de

grau < n possui menos de n zeros. Portanto

Cx == {f(B), f(B*),...,f(B™),f € L}

é um [n, k] cédigo sobre Fg, e é chamado Cddigo de Reed-Solomon.

O peso de uma palavra cédigo 0 # ¢ = ev(f) € Cy é dado por

wie) = n—ie{l,--,nkf(p") =0}
> n—gr(f)
> n—(k—1).

Consequentemente, a distancia minima d de Cy satifaz a desigualdade d > n+1—k.
Por outro lado, pela Cota de Singleton, d < n+1—k. Logo, d = n+1—Xk. Portanto, os
Cddigos de Reed-solomon sobre Fy sao MDS (Maximum Distance Separabel). Observe,
no entanto, que os Cédigos de Reed-Solomon sao curtos quanto comparados ao tamanho
do alfabeto Fg, jd que n = q — 1.

Para exemplificar, considere F,m o corpo com 2™ elementos e seja o« uma raiz

primitiva. Os 2™ — 1 elementos de Fym sao da forma

(o, %, ..., 0™ =1},
e, portanto, para todos os elementos x € F,m nio nulos temos que x*™ ' = 1. As
palavaras a serem codificadas serao aquelas de k, cada letra sendo um elemento de [Fym

e onde k < 2™ — 2. (Como escolher este inteiro k serd explicado em breve). Desta

forma, serdo elementos (1o, Wy, Uy ..., W 1) € Fsm. A cada uma dessas palavras serd
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associado um polinomio
P(x) =uwo +wix + Wox? + -+ w X € Fom[x].

. ~ . m__ .
Tais palavras serao codificadas num vetor v = (vo, V1, V2,...,Vam_3) € F%m 1 cujas

entradas serao dadas por
vi =p(a),i=0,1,2,...,2™ =2,

onde « é a raiz primitiva que haviamos escolhido a principio. Desse modo, codificar

consiste em calcular:

Vo = p(1) = Ug+u+u+ -+ W,

vi = pla) = U +wa+wa?+ -+ 1w,

vi = pled) = utwod Fwat - we oY, (*)
vim s = p(ed" ) = U+ w24 uped@™ Y 4y 2T

Os cédigos de Reed-Solomon, C(2™ — 1,k) , sdo os conjuntos de vetores v € F2.
obtidos desta maneira.
Um requisito basico de toda codificacao é que palavras diferentes nao sejam codifi-

cadas da mesma maneira. Isso é o que nos diz a proxima proposicao.

Proposigao 5.1.1. A codificacio w — v, onde u € F%. ev € Fi.7', € uma trans-

formagao linear com niicleo ker = {0} C F...

A transmissao pode introduzir alguns erros na mensagem codificada v. A mensagem
recebidaw € F2..~ " pode diferir de v em uma ou mais posicoes. A decodificacio consiste
em, primeiramente, substituir em (*), os v; pelos componentes w; de w e, entao, extrair
desse novo sistema linear a informacao original u, apesar dos possiveis erros em w.
Cada uma destas equagdes (com v; substituido pelo w; correspondente) representa um
plano no espaco F% com coordenadas (g, 11, . .., _1). Existem 2™ — 1 planos, o que
sao mais que k, o nimero de incégnitas ;. Para o sistema (*) precisamos de k planos
(ou seja, k equagoes) para obter uma determinacao de u. Podemos pensar que cada

¢

escolha de k planos esteja “votando”para o valor de u onde eles se intersectam. Se

alguns dos w; estao incorretos, podemos perguntar se o u correto consguird o maior
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niumero de votos. Esta é a questao que trataremos agora.

Suponha que, uma vez que a mensagem seja transmitida, nés recebamos os 2™ — 1
simbolos W = (Wo, Wi, W2, ..., Wom_1) € F2.71. Se todos esses simbolos estiverem exa-
tos, podemos recuperar a mensagem original escolhendo de (*) qualquer subconjunto
de k linhas e resolvendo o sistema linear resultante. Suponha que escolhamos as linhas
oy lryeeeylkercom 0 <ip <y < -+- <y < 2™ —2, e que «; denote oli. O sistema

linear resultante fica

Wi, T o o o - o U

Wy, T o o of ok W

w, | =1 o« o o o w | ()
Wy, Toaer oy oy gty \ W

e podemos obter a mensagem original invertendo a matriz {a]}o<ij<k—1, assumindo que

ela seja invertivel.

Proposicao 5.1.2. Para todas as escolhas igyi1y... k1 com 0 < ip < 1 < -+ <

1 < 2™ — 2 a matriz {&)} descrita acima € invertivel.

Assim, assumindo que a mensagem recebida nao contém erros, existem tantas ma-

neiras de recuperar a mensagem original quanto as maneiras de escolher k equacoes

das 2™ —1 em (*):
=1\ (2m 1)
< k )_k!(zm—l—k)!'

agora, suponha que s dos 2™ — 1 coeficientes de w estejam incorretos. Entao, somente

(2™ — s — 1) das equagoes de (**) estardo corretas, e somente (W?_]) dos (ka_])

possiveis calculos de w estarao corretos, com apenas um deles corretos. Seja U um
dos candidatos incorretos, obtidos por escolher equagoes falsas em (*). Quantas vezes
podemos obter & mudando as equacoes que usamos? A solucao U é obtida como
intersecgao de k planos representados pelas k equagoes escolhidas de (*). No maximo

s + k — 1 destes planos intersectarao em 1, porque, se fossem mais, haveria entre eles

s—H;—])

modos de chegar a u. O valor correto u receberd a maioria dos “votos” (calculados pela

k planos descritos por equagoes verdadeiras, e w = u. Logo, hd no maximo (
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maioria das escolhas de equagdes) se
2™ —s—s o (s +k—1
k k

2M—s—1>s+k—1.

ou, equivalentemente,

Assim, deduzimos que
2™ —k > 2s.

Por estarmos interessados apenas nos valores inteiros de s, esta tltima desigualdade
equivale a
2" —k—12> 2s.
7 . m__1_
Em outras palavras, enquanto o nimero de erros for menor ou igual a %,
teremos que o valor correto de u recebera o maior nimero de votos, provando a proxima

proposicao.

2™ —k—1

Proposicao 5.1.3. Os cddigos de Reed-Solomon podem corrigir { 5

J Erros.

A decodificagao de w consiste em escolher, entre todas as determinacoes de u,
a que recebe mais votos. As demonstragoes das Proposicoes 5.1.1 e 5.1.2 podem ser

encontradas em Rousseau e Saint-Aubin (2015).

5.2 Cbdigos Geométricos de Goppa

Para introduzir a nocao de um cédigo Algébrico Geométrico, fixaremos a seguinte

notacao nesta secao.
e I/IF; ¢ um corpo de funcao algébrica de género g,
e Py,---, Py sao lugares, dois a dois distintos de F/F de grau 1,
e D=Pi+---+P,
e G ¢ um divisor de F/F tal que suppG N suppD = 0.

Definicao 5.2.1. Um cddigo Algébrico Geométrico C.(D,G) associado aos divisores
D e G € definido como
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Cc(D, G) :={x(P1),...,x(Pn);x € L(G)} C Fy.

Note que a definigao faz sentido: para x € £(G), temos vp, > 0, (i =1,...,n), pois
suppG NsuppD = 0. A classe residual x(P;) de x médulo P; é um elemento do corpo
das classes residuais de P;. Como degP; = 1, o corpo da classe residual é Fq, entao
x(Pi) € IFy.

Considere novamente a fungao avaliagao evp : £(G) — Fy dada por
evp = (x(Pi),...,x(Pn)) € Fy.

A fungao avaliacao é Iy linear, e C,(D, G) é a imagem de £(G). Podemos observar a
analogia existente com a definicao dos cédigos de Reed-Solomon. De fato, escolhendo
a corpo de fungoes F/F e os divisores D e G de uma maneira apropriada, os cédigos
de Reed-Solomon sao facilmente vistos como um caso especial dos cédigos Algébrico
Geométricos.

A Definicao 5.2.1 parece uma maneira muito artificial de definir certos codigos
sobre Fy. Mostraremos no préximo teorema o porqué de esses codigos serem de fato
interessantes: pode-se calcular (ou pelo menos estimar) os paramtros n, k e d por
meio do Teorema de Riemann-Roch, e obtém-se um limite inferior nao trivial para a
distancia minima para o caso geral. A demonstracao do préximo teorema pode ser
encontrada em Stichtenoth (2009).

Teorema 5.2.1. Seja C,(D, G) um cédigo com parametros [n,k,d], temos
k=¢G)—¢G—D)ed>n—degG.

Corolario 5.2.1.1. Suponha que o grau de G € estritamente menor que n. Entdo a

fungdo avaliagao evp : L(G) — C,(D, G) € injetiva, e:

(a) Cz(D,G) € um [n,k,d] cddigo com
d>n—degGek=4G)>degG+1—g.

Consequentemente,
k+d>n+1-—g. (14)
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(b) Se2g—2<degG <mn, entao k =degG+1—g.

(c) Se{xi1y...,xx} € uma base de L(G), entdo a matriz
x1(P1) xi(P2) -+ x1(Py)
M p—
xi(P1) x(P2) - xi(Pn)

¢ uma matriz geradora de C,(D, G).

Demonstrag¢ao: Suponha que tenhamos deg(G — D) =degG —n < 0, entao L(G —
D) = 0. Desde que £L(G—D) = 0 seja o nucleo da funcao avaliacao, ela serd uma funcao
injetiva. Os demais itens, sao consequéncias triviais do Teorema 5.2.1 e o Teorema de

Riemman - Roch (4.6.1). O

Ressaltamos que o limite inferior (14) para a distancia minima é muito semelhante

a Cota de Singleton. Juntando os dois limites vemos que para deg G < n,

n+l—g<k+d<n+1. (15)

Observe que k+d =n+1 se F é um corpo de funcao de género g = 0. Conse-
quentemente, os codigos Algébrico Geométricos construidos através do corpo de funcao
racional F(z) sao cédigos MDS.

A fim de obter um limite significativo para a distancia minima de C,, pelo Teorema

5.2.1, assumimos frequentemente que deg G < n.

Definicao 5.2.2. O inteiro d* := n — deg G ¢ chamado de distancia projetada do
codigo C.(D, G).

O Teorema 5.2.1 afirma que a distancia minima d de um cédigo Algébrico Geométrico
nao pode ser menor que a distancia projetada. A questao se d* = d ou d* < d pode

ser respondida pela seguinte observacao.

Observagao 9. Suponha que £(G) >0 e d* =n—degG > 0. Entao d* = d se, ¢
somente se, existe um divisor D' com 0 < D' <D, degD’ =degG e {(G—D’) > 0.
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Demonstra¢cao: Primeiramente, vamos assumir que d* = d. Entao, existe um ele-
mento 0 # x € L(G) tal que a palavra cédigo (x(P1),...,x(Py)) € C.(D, G) possui
precisamente n —d = n — d* = deg G componentes zeros, digamos x(P;,) = 0 para
j=1,...,deg G. Mas

deg G

D':=> Pi.
j=1

Entao, 0 < D’ <D, degD’ =degG e {(G—D’) > 0 (como x € L(G — D).
Inversamente, se D’ possui as propriedades acima, escolhemos um elemento 0 # y €
L(G—D’). O peso da palavra cédigo correspondente (y(P1),...,y(Py)) én—degG =

d*, consequentemente, d = d*. O

Com tudo isso, foi possivel introduzir a Teoria dos Cédigos Algébricos Geométricos.
Esses codigos exigem a abordagem de diversos conceitos das teorias de corpos de corpos
finitos e corpos de funcoes, necessitando de uma gama de resultados e prosseguir esse
estudo, requer conhecimentos sobre curvas algébricas que transcedem os métodos e os
objetivos do trabalho proposto.

Do ponto de vista que abordamos, a questao principal da Teoria dos Cddigos é a
busca de subespacos vetoriais de dimensao finita, das quais sejamos capazes de calcular
sua distancia minima. Os Coédigos Algébricos Geométricos sao construidos por meio
de curvas algébricas sobre um corpo finito Fy, sendo assim, seus parametros podem
ser interpretados de maneira mais facil, pois possuem um significado geométrico. Tais
curvas sao geradas por polinémios irredutives em duas variaveis sobre um corpo alge-
bricamente fechado. Mudando o enfoque, esse mesmo polinomio define um corpo de
funcoes, e assim, de um estudo puramente algébrico, podemos construir cédigos. Para
isso, é necessario um conhecimento sobre Extensoes de Corpos e Teoria de Galois. Uma
excelente referéncia para quem deseja aprofundar estudos sobre os codigos Algébricos
Geométricos é Stichtenoth (2009).
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Consideracoes Finais

Os Coédigos Corretores de Erros, enquanto teoria, surgiu nos laboratérios de telefo-
nia, e posteriomente transformou-se em uma teoria matematica, podendo ser aplicada
em varias areas da matematica, como por exemplo, na Geometria Algébrica. Desde
seu surgimentos, nos anos 1940, tem motivado diversas pesquisas, tanto pelo aspecto
computacional como matematico. Agora, as comunicacoes digitais nao fazem parte so
das missoes espaciais, mas fazem parte do nosso cotidiano, do cotidiano de empresas e
nacoes. O computadore digital agora é uma ferramenta essencial em nossa sociedade
tecnoldgica. Portanto, garantir a confiabilidade das mensagens transmitidas faz-se mais
necessario do que nunca, assim, os Cédigos Corretores de Erros vem conquistado uma
posicao proeminente.

No presente trabalho, buscamos desenvolvemos as ferramentas e parte das técnicas
aplicadas na Teoria da Codificagao, passando por conceitos de Algebra Abstrata,
Algebra Linear e Teoria dos Numeros, vendo assim, que areas abstratas da Matematica
podem sim ser aplicada a problemas “reais”. Utilizando bases de subespacos vetoriais,
é possivel codificar e decodificar informacao. Enriquecendo as estruturas dessas bases
com outras estrutras algébricas, é possivel obter algoritmos de codificacao e decodi-

ficagao mais eficientes.
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A Apéndice

A.1 Proposta de Atividades

A seguir, sugerimos algumas propostas de ativades que podem ser desenvolvidas com
os alunos da Educacao Bésica utilizando cédigos corretores de erros. As referidas
atividades, buscam além de desenvolver as habilidades previstas na Base Nacional
Curricular Comum (BNCC), mostrar aos alunos como conhecimentos matematicos
até entao tidos como abstratos ou até mesmo irrelevantes, sao aplicados em situacoes
do cotidiano. As atividades podem ser realizadas seguindo a ordem apresentada ou

independente.

A.2 Atividade 01 - O Sistema Binario

O sistema universalmente utilizado pelas pessoas comuns para representar os nimeros
inteiros é o sitema decimal posicional ou de base 10. O que isso significa? Que 10
unidades de uma ordem representam 1 unidade de ordem imediatamente superior. Com
isso, precisamos de apenas 10 simbolos, que chamamos de algarismos, para escrever
qualquer numeral

No sitema decimal, todo ntimero inteiro é representado por uma sequéncia formada
pelos algarismos

1,2,3,4,5,6,7,8,9,

acrescido do simbolo O (zero), que representa a auséncia de algarismo. Por serem dez
algarismos, o sistema é chamado decimal.

O sistema também é chamado posicional, pois cada algarismo, além do seu valor
intrinseco, possui um peso que lhe é atribuido em funcao da posicao que ele ocupa no
nimero. Esse peso, é sempre uma poténcia de dez.

Segundo Monteiro (2009), Usar sistemas de numeracao posicional ndo decimal com
os alunos do ensino basico é 1til para provocar questionamentos e testar a compreensao
sobre procedimentos ja automatizados na base 10, uma vez que devem ser reproduzidos
em outra base.

H4 outros sistemas de numeragao em uso, aqui destacamos os sistemas binario
ou em bases de poténcia 2, que sao correntemente usados em computacao. Os

computadores descrevem dados em termo de 0’s e 1’s (que podem ser interpretados
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como desligado/ligado, fechado/aberto, falso/verdadeiro ou nao/sim).

Vejamos, inicialmente, como escreveriamos alguns numerais no sistema de base
2. No sistema decimal, ao juntarmos 10 unidades simples, temos uma dezena, ao
juntarmos 10 dezenas, temos uma centena e assim por diante. No sistema de base 2,
a cada duas unidades de 1* ordem, formaremos uma unidade de 2% ordem, 2 unidades
de 22 ordem formarao uma unidade de 3% ordem e assim por diante. Considerando,
por exemplo, 7 unidades (ver Figura 9 a seguir), no sistema de numeragao de base 2,
temos uma unidade de 1 ordem, uma unidade de 2 ordem e uma unidade de 3 ordem.
Como o sistema de numeracao é posicional, a representacao serd (111);, onde o indice

2 indica o sistema de numeracao.

Figura 9: Representando o nimero 7 no sitema binario

‘ uma unidade de 3% ordem

— uma unidade de 22 ordem

L
e

uma unidade de 1% ordem

7=(111),
Fonte: Monteiro (2009)

Podemos utilizar também o algoritmo conhecido e tradicional de conversao de base:
/7 |2
3 |2

1 |2

1T 0
7=(111),=1x224+1x2"+1x2°
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Os computadores atualmente utilizam o sistema bindrio para representar informacoes.
Chama-se binario porque utiliza dois digitos distintos - 0 e 1. Também é conhecido
como base dois (as pessoas utilizam no dia-a-dia a base 10). Cada zero ou um é cha-
mado de bit (digito bindrio). Um bit é normalmente representado na memoria principal
do computador por um transistor, que pode estar ligado ou desligado, ou um capacitor,
que pode estar carregado ou descarregado.

Quando os dados devem ser transmitidos por uma linha telefonica ou enlace de
radio, tons de alta e baixa freqiiéncia sao utilizados para os zeros e uns. Em discos
magnéticos (disquetes e discos rigidos) e fitas, os bits sdo representados pela diregao
de um campo magnético sobre uma superficie revestida, podendo ser norte-sul ou sul-
norte.

Um tunico bit nao consegue representar muito. Por isso, os bits sao utilizados
geralmente em grupos de oito, podendo representar nimeros de 0 a 255. Um grupo
de oito bits é chamado de byte. A velocidade de um computador depende do nimero
de bits que este pode processar de uma s6 vez. Por exemplo, um computador de 32
bits pode processar numeros de 32 bits em uma tunica operagao, ao passo que um
computador de 16 bits divide os niimeros de 32 bits em partes menores, o que o torna
mais lento. Em suma, bits e bytes sao tudo que um computador utiliza para armazenar
e transmitir nimeros, texto e todas as outras informacoes. Em algumas das atividades
seguintes veremos como outros tipos de informagoes podem ser representados em um
computador.

A aritmética no sitema binario é como se segue:

+ 101 01
01 0(0]0
11110 1101

A Atividade a seguir foi adaptada de Bell et al. (2011).

Contando os Pontos—Numeros Binarios

Sumario
Os dados sao armazenados em computadores e transmitidos como uma série de

zeros e uns. Como podemos representar palavras e nimeros usando apenas estes dois
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simbolos 7

Unidade Tematica

e Numeros.

Objetos de Conhecimento

e Sistema de numeragao decimal: caracteristicas, leitura, escrita e comparagao de

nimeros naturais e de nimeros racionais representados na forma decimal.
e Divisao euclidiana.

e Fluxograma para determinar a paridade de um niimero natural

Habilidades - BNCC

e Comparar, ordenar, ler e escrever nimeros naturais e nimeros racionais cuja

representacao decimal é finita, fazendo uso da reta numérica.

e Reconhecer o sistema de numeracao decimal, como o que prevaleceu no mundo
ocidental, e destacar semelhancas e diferencas com outros sistemas, de modo a
sistematizar suas principais caracteristicas (base, valor posicional e fungao do
zero), utilizando, inclusive, a composigao e decomposicao de niimeros naturais e

nimeros racionais em sua representacao decimal

e Resolver e elaborar problemas que envolvam célculos (mentais ou escritos, exatos
ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estratégias variadas, com

compreensao dos processos neles envolvidos com e sem uso de calculadora.

e Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo por fluxograma que
indique a resolu¢ao de um problema simples (por exemplo, se um nimero natural
qualquer é par).

Material
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e Sera necessario confeccionar um conjunto de cinco cartoes com nimeros binérios

conforme Figura 10

Figura 10: Cartoes para formar nimeros binarios

o900 & [ ] & [ ] L ]
[ B N N & [ ] °
990 ] [ ]
o900 @ L ] & @ @
Fonte: Bell et al. (2011), p. 6.
Desenvolvimento

Antes de iniciar a atividade “Trabalhando com numeros binarios”, pode ser ttil de-
monstrar os fundamentos ao grupo. Para esta atividade, sao necesséarios cinco cartoes,
conforme mostrado abaixo, com pontos marcados de um lado e nada sobre o verso.
Escolha cinco criangas para segurar os cartoes de demonstracao na frente da turma.

Os cartoes devem estar na seguinte ordem:

soee e o e e °
[ N N N ] ® [ ] °
[ B N N ] ® L ]

eoee o o e o °
Discussao

e O que vocé percebeu sobre o niimero de pontos nos cartoes ?

(Cada cartao tem duas vezes mais pontos que o cartao a sua direita.)

e O que vocé percebeu sobre o niimero de pontos nos cartoes ?

(Cada cartao tem duas vezes mais pontos que o cartao a sua direita.)

e Quantos pontos teria o préximo cartao colocado a esquerda ? E o proximo ...7

(32,64,128, - --.
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Podemos usar estes cartoes para representar numeros virando alguns deles para
baixo e adicionando os pontos dos cartoes com a face para cima. Peca as criangas para
representarem os nimeros 6 (cartdes com 4 e 2 pontos), 15 (cartdes com 8,4,2 ¢ 1
pontos e, em seguida, 21 (cartoes com 16,4 e 1 ponto) ...

Agora tente contar de zero em diante.

O resto da turma deve prestar atencao sobre como os cartoes sao virados para
tentar reconhecer um padrao (cada cartdo é virado metade das vezes do que as vezes
do cartao a sua direita).

Talvez vocé queira experimentar isso com mais de um grupo. Quando um cartao
estd com a face para baixo, sem mostrar os pontos, este cartao é representado por um
zero. Quando os pontos sao exibidos, o cartao é representado por um. Este é o sistema

numérico binario.

il

Peca aos alunos para formarem o nimero 01001. Qual o seu nimero equivalente

em decimal ? (9) Como seria o niimero 17 em binario 7 (10001) Faga alguns exemplos

até que os alunos compreendam o conceito.
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Folha de Atividade: Trabalhando com numeros binarios

O sistema binario utiliza o zero e o um para representar se um cartao estd virado
para cima ou nao. O 0 indica que os pontos do cartao estao escondidos, e o 1 significa

que os pontos do cartao sao visiveis. Por exemplo:

. . .
0 0

1. Descubra os niimeros representados pelas seguintes sequéncias:

(a) 10101: 21
(b) 11111: 31
(c) 00110: 6
(d) 01010: 10
2. Em qual dia do més vocé nasceu ? Escreva-o em formato binario. Descubra os
aniversarios dos seus amigos em formato bindario.
Resposta pessoal.

3. Agora, vamos utilizar o algoritmo da divisao para representar um niimero escrito

no sistema decimal no sistema binério.

(a) 45:1-224+1-224+1-22+1
(b) 56: 1-2°+1-2%+1.2°
(c) 72:1-2641.23
4. Outra situagao interessante dos ntimeros bindrios acontece quando um zero é
colocado ao lado direito de um nimero. Se estivermos trabalhando na base 10
(decimal), ao colocarmos um zero ao lado direito de um nimero, este é multipli-

cado por 10. Por exemplo, 9 torna-se 90, 30 torna-se 300. Mas o que acontece

quando vocé coloca um 0 a direita de um ntmero binario ? Tente isto:
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1001 — 10010
) — @

Tente com outros niimeros para testar sua hipotese. Qual é a regra ? Por que
vocé acha que isso acontece 7

Quando vocé coloca um zero a direita de um nimero bindrio, esse ntmero é

“T" valem agora duas vezes seu valor

dobrado. Todos os locais contendo um
anterior, e assim o nimero total é duplicado. (Na base 10, acrescentando um

zero a direita do nimero multiplica-o por 10.)
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A.3 Atividade 02 - Cédigos Detectores e Corretores de Erros

A Magica de virar as cartas—Detecgao e Correcao de Erros

Sumario

Quando os dados sao armazenados num disco ou transmitidos de um computador
para outro, costumamos supor que estes nao tenham sofrido alteragoes no processo.
Mas, as vezes, problemas acontecem e os dados sao alterados acidentalmente. Esta
atividade utiliza um truque de mégica para mostrar como detectar quando os dados

foram corrompidos e como podemos corrigi-los.
Série

e 6° ¢ 7° anos.

Unidade Tematica

e Numeros.

Objetos de conhecimento

e Fluxograma para determinar a paridade de um ntmero natural.

Habilidades BNCC

e Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo por fluxograma que
indique a resolu¢ao de um problema simples (por exemplo, se um nimero natural

qualquer é par).
Material
e Um conjunto de 36 cartas do tipo “ima de geladeira”, coloridas em um dos lados.

e Um quadro de metal (um quadro branco funciona bem) para a demonstragao.

e Cada par de criancas vai precisar de: 36 cartas idénticas, coloridas em apenas

um lado.
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Desenvolvimento

Esta é a sua chance de se tornar um magico ! Vocé precisara de um conjunto de
cartas iguais de duas faces. (Para fazer suas proprias cartas, corte uma folha grande e
colorida apenas de um lado). Para a demonstragao, é mais facil usar cartas magnéticas
e planas com uma cor diferente em cada lado—imas de geladeira sao ideais.

1. Escolha um aluno para dispor as cartas aleatoriamente em um quadrado de
dimensoes 5 x 5.

l EOmw
| Qoooo
= OEmEmf |

SaRe

|
A
A— _E\E‘.\-T' "J\.

—

——

= [ —
—t
[ |

Fonte: Bell et al. (2011), p.32.

Casualmente adicione outra linha e coluna, “apenas para dificultar o truque”.

Fonte: Bell et al. (2011), p.32.

Essas cartas sao a chave para o truque. Vocé deve escolher as cartas adicionais para
assegurar que haja um nimero par de cartas coloridas em cada linha e coluna.

2. Peca a um aluno para virar apenas uma carta enquanto voceé cobre seus olhos. A
linha e coluna que contém a carta modificada agora terao um ntmero impar de cartas
coloridas, e isto identificard a carta modificada.

Os alunos conseguem adivinhar como o truque é feito 7

Ensine o truque para os alunos:

1. Trabalhando em pares, os alunos distribuem suas cartas em um quadrado 5 x 5.
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2. Quantas cartas coloridas estao em cada linha e coluna ? Trata-se de um nimero
par ou impar ? Lembre-se, 0 é um ntimero par.

3. Agora, adicione uma sexta carta a cada linha, certificando-se de que o nimero de
cartas coloridas seja sempre impar. Esta carta extra é chamada de carta de “paridade”.

4. Adicione uma sexta linha de cartas na parte de baixo, fazendo com que o niimero
de cartas em cada coluna seja um ntmero par.

5. Agora, vire uma carta. O que vocé nota sobre a linha e coluna dessa carta ?
(Elas terao um nimero impar de cartas coloridas.) Cartas de paridade sao usadas para
lhe mostrar a ocorréncia de um erro.

6. Agora, faca revezamentos para realizar o “truque”.

Atividades de Extensao:

1. Tente usar outros objetos. Tudo o que tem dois “estados” é apropriado. Por
exemplo, vocé poderia utilizar cartas de baralho, moedas (cara ou coroa) ou cartoes
impressos com 0 ou 1 (para referir-se ao sistema bindrio).

2. O que acontece quando duas ou mais cartas sao viradas 7 (Nem sempre é
possivel saber exatamente quais duas cartas foram viradas, embora seja possivel dizer
que alguma coisa foi modificada. Normalmente, é possivel restringir a um dos dois
pares de cartas. Apods 4 viradas, é possivel que todos os bits de paridade estejam
corretos e, por isso, o erro poderia passar despercebido.)

3. Outro exercicio interessante é considerar a carta do lado inferior direito. Se voce
a escolhe como correta para a coluna logo acima, entao ela estara correta para a fila a
sua esquerda? (A resposta é sim, sempre.)

4. Neste exercicio de cartas empregamos a paridade par—usando um niumero par
de cartas coloridas. Podemos fazé-lo com paridade impar 7 (Isso é possivel, porém
a carta do lado direito somente funciona para a sua linha e coluna se os nimeros de
linhas e colunas sao ambos pares ou impares. Por exemplo, isso funciona bem para um

quadrado 5 x 9 ou 4 x 6, mas nao para um quadrado 3 x 4.)
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A.4 Atividade 03 - O cédigo do robo

Sumario

Durante a transmissao ou armazenamento de , podem ocorrer interferéncias que
podem modificar os dados recebidos. Para aumentar a confiabiliade sao inseridas in-
formagoes adicionais (redundanicas) a mensagem que se deseja enviar para que seja

possivel detectar e corrigir possiveis erros.
Série

e 6° ¢ 7° anos.

Unidade Tematica
e Numeros.

o Geometria.

Objetos de Conhecimento

Fluxograma para determinar a paridade de um ntmero natural.

Sistema de numeracao binério.

Localizacao e movimentacao de objeto em mapas, croquis e outras representacoes

graficas.

Plano cartesiano

Habilidades BNCC

e Construir algoritmo em linguagem natural e representa-lo por fluxograma que
indique a resoluc¢ao de um problema simples (por exemplo, se um nimero natural

qualquer é par).

e Associar pares ordenados de niimeros a pontos do plano cartesiano do 1° qua-

drante.
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Material

e Coépia da atividade “O caminho do robo”.

Desenvolvimento

Comece a atividade com a seguinte questao:

Suponhamos que temos um robo que se move sobre um tabuleiro quadriculado, de
modo, que ao darmos um dos comandos (Leste (L) , Oeste (O), Norte (N), Sul (S)),
o robo se desloca do centro de uma casa para o centro da casa contigua indicada pelo

comando. O quadro de comandos pode ser codificado como segue:

Comando | Codificagao
Leste 00
Oeste 01
Norte 10

Sul 11

Suponhamos, agora, que esses pares ordenados devam ser transmitidos via radio e
que o sinal no caminho sofra interferéncias.

Se enviarmos os comandos (S)-(S)-(L)-(L)-(N)-(0), qual codificacdo sera enviada?

(11-11-00-00-10-01)

Se durante o envio correu uma interferéncia e a codifacao enviada foi (10-11-00-00-
10-01), o robo fard o mesmo caminho do item anterior? Nesse caso, é possivel ifentificar
que houve erro?

(Espera-se que os alunos percebem que o caminho percorrido pelo robé nao sera
o que foi enviado, além disso, espera-se também que elas percebem que apenas dois
digitos nao sao suficientes para que haja a detec¢ao de erros.)

Vamos agora adicionar mais um digito a nossa codificagao, de forma que a soma

dos digitos seja zero (no sistema bindrio).
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Comando | Codificagao
Leste 00
Oeste 01
Norte 10

Sul 11

Se a codificacao do comando Norte (101), for enviada como (100), é possivel iden-
tificar que houve erro, pois (100) nao esta entre os cédigos que podem ser enviados.
Mas serd que é possivel corrigir esse erro?

(Espera-se que os alunos concluam que nao é possivel corrigir, pois o cédigo 100
difere em apenas um digito dos cédigos 000,101,110, portanto o camando enviado
pode ter sido oeste, norte ou sul).

Agora, modificando nosso cédigo como se segue:

Comando | Codificagao
Leste 00
Oeste 01
Norte 10
Sul 1

Nessa recodificacao, as duas primeiras posi¢oes produzem os codigos originais, cha-
mados de cddigos da fonte, enquanto as trés posisgoes restantes sao as redundancias
inseridas. O novo codigo introduzido na recodificacao é chamado cddigo de canal.

Imagine agora que a mensagem recebida seja 11110. E possivel identifcar o erro?
E corrigi-lo?

(Espera-se que os alunos identifiquem o erro, pois 11110 nao pertence a codificacao.

Comparando-o com cada palavra do cédigo, temos:
e 00000 — 0 - possui quatro digitos diferentes.
e 010101 — 11110 - possui trés digitos diferentes.

e 10110 — 11110 - possui um digito diferente.

149



e 11101 — 11110 - possui dois digitos diferentes.

A palavra do cédigo mais préxima da referida mensagem (a que tem menor nimero
de componentes diferentes) é 10110, comando norte. Sendo assim com 5 digitos serd

possivel identificar e corrigir o erro)
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Folha de Atividade - O caminho do robo

1. Considere a tabela de comandos e suas codificagoes abaixo:

Comando | Codificagao
Leste 00000
Oeste 01011
Norte 10110

Sul 11101

Observe as posigoes inicial (I) e final (F') do rob6. Indique quais comandos foram

enviados e suas respectivas codificacoes para que o robd percorresse esse caminho.

/B

A

0O —

A: robo

I
A
£

Possivel resposta: 10110 — 10110 — 10110 — 10110 — 10110 — 10110 — 00000 —
00000 — 00000 — 00000 — 00000 — 00000.
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2. Determine uma possivel codificacdo o robo receberd (sabendo que nao haverd

erros) para percorrer o caminho indicado pelos circulos 1,2 e 37

A: robo

Q)

1
o — A —L
A £

Possivel resposta: 10110 — 10110 — 10110 — 10110 — 10110 — 00000 — 00000 —
11101 —11101—11101— 00000 — 00000 — 10110 — 10110 — 00000 — 00000 — 00000.

3. Considere a posigao inicial do robo6 (I). Se o rob6 recebe a mensagem:

00000 — 01000 — 00000 — 10000 — 10010 —

— 10110 — 10110 — 00011 — 01011 — 11100

(a) Houve erro no envio dessa mensagem? Justifique.

Sim, pois ha mensagens que nao pertencem a codificacgao.

(b) Qual é a mesagem correta que foi enviada?

00000 — 00000 — 00000 — 00000 — 10110 —

— 10110 — 10110 — 01011 — 01011 — 11101

152



(¢) Sabendo que a posigao inicia do robo é (I), em quais das posigoes abaixo ele

deverd parar?

C
A
A: robo
A

N

A w
PN o — A —L

|

S

Referéncias

HEFEZ, Abramo; VILLELA, Maria Licia T. Cédigos corretores de erros. Instituto
de Matematica Pura e Aplicada, 2008.
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A.5 Atividade 04 - Codigos Corretores de erros no dia-a-dia

O cédigo de barras

Sumario

Hoje em dia, muitos produtos sao identificados como cédigos numéricos. Um exem-
plo s@o os produtos que compramos no supermercado. Esses sao identificados por um
cdédigo de barras barras, como o que mostramos na Figura 11 : nao é mais do que um
nimero, associado ao produto para sua identificacao, escrito de forma a permitir uma
leitura rapida no caixa. Note que, imediatamente abaixo das barras, aparece o mesmo
numero escrito em algarismos correntes, de forma que o leitor humano também possa

ler o nimero

Figura 11: Cédigo de barras

75678

16412
Fonte: http://www.ime.unicamp.br/ apmat/a-matematica-do-codigo-de-barras/

Algumas vezes acontece que, ao passar um produto pela leitora 6tica (por exemplo,
quando a embalagem esta imida ou enrugada), esta nao consegue realizar a leitura. O
que vemos entao é que a pessoa que esta na caixa tenta passar o produto em sentido
contrario, ou inverte o produto, de modo que o cédigo de barras fique de cabeca para
baixo, e tenta passd-lo mais uma vez. Se nem assim da certo, entao ela lé e digita o

cédigo. Algumas perguntas entdao podem surgir:

e Em primeiro lugar, uma vez que o desenho das barras é totalmente simétrico para
a maquina, que o lé usando um feixe de luz transversal, ao passi-lo “de ponta

cabeca” ela nao deveria ler o nimero na ordem contraria?

e O operador do caixa, ao digitar o nimero rapidamente, nao poderia cometer um

erro e nés acabarmos pagando por um produto muito mais caro que aquele que
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estamos comprando?

Na préatica isso nao ocorre. O que ocorre é que mesmo lido ao contrario, o codigo
sempre é interpretado de forma correta e se por acaso o operador do caixa cometa um
erro de digitagao, a maquina emite um aviso.

O objetivo dessa atividade é mostrar o aluno o funcionamento desses c6digos e como

os codigos corretores de erros sao utilizados para isso.
Série

e 6° ¢ 7° anos.

Unidade Tematica

e Numeros

Objetos de conhecimento
e Operagoes (adi¢ao, subtra¢ao, multiplicagao, divisdo) com niimeros naturais
e Divisao euclidiana

e Muiltiplos e divisores de um niimero natural

Habilidades BNCC

e Resolver e elaborar problemas que envolvam célculos (mentais ou escritos, exatos
ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estratégias variadas, com

compreensao dos processos neles envolvidos com e sem uso de calculadora.

e (lassificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relagoes entre
niumeros, expressas pelos termos “é miultiplo de”, “é divisor de”, “é fator de”, e
estabelecer, por meio de investigagoes, critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6,
8,9, 10, 100 e 1000.

e Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de muiltiplo e de divisor.

Material
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e Copia da folha de atividade “Os cédigos corretores de erros no cotidiano”.

Desenvolvimento

Inicie a atividade contando a histéria da criagao dos codigos de barras.

A primeira patente de um codigo de barras foi atribuida em 1952 a Joseph Woodland
e Bernard Silver.

O co6digo consistia em um padrao de circunferéncias concéntricas de espessura
variavel. Ao dar entrada ao pedido de patentes, os dois cientistas descreviam sua
nova invencao como uma classificacao de artigos através de identificacao de padroes.

Em torno de 1970, uma firma de assessoria, a McKinsey & Co., junto com a Uniform
Grocery Product Code Council, definiu um formato numérico para identificar produtos
e pediu a diversas companhias que elaborassem um cédigo adequado para isso. Dentre
as firmas contatadas, a que acabou apresentando a proposta vencedora foi a IBM, e o

cédigo foi criado por George J. Laurer.

Figura 12: Norman Joseph Woodland, George Laurer e Bernard Silve

W\ - H /
Fonte: http://www.ime.unicamp.br/ apmat/a-matematica-do-codigo-de-barras/

O cédigo proposto foi formalmente aceito em maio de 1973, e passou a ser conhecido
como cédigo UPC (Universal Product Code) e foi adotado nos Estados Unidos e no
Canada. Ele consistia em uma seqiiéncia de 12 digitos, traduzidos para barras.

Existem varias versoes sucessivas do UPC, com pequenas modificacoes. Posterior-
mente foi solicitado a Laurer que ampliasse o cdédigo, para permitir uma maior difusao

do sistema, de modo a identificar também o pais de origem de cada produto classifi-
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cado. assim, baseado no UPC-A, ele acabou criando um novo cédigo, com 13 digitos,
que foi adotado em dezembro de 1976 com o nome EAN (European Article Numbering
system). Alguns paises adotam esse mesmo sistema, dando-lhe outro nome. Por exem-

plo, no Japao o sistema é conhecido como JAN (Japanese Article Numbering system).

A deteccao de erros

Para compreender como funciona o processo de deteccao de erros, precisamos enten-
der, inicialmente, como se atribui a cada produto um digito que permite essa deteccao.
Suponhamos que um determinado produto esta identificado, no sistema EAN-13, por
uma dada sequéncia de digitos aja; - - - a;;as3. Os primeiros doze digitos identificam o
pais de origem, o fabricante e o produto especifico, e sao determinados naturalmente,
por um método padrao, a cargo de uma autoridade classificadora em cada pais. O
décimo terceiro digito, chamado digito de verificacao, é justamente o dado utilizado
para a deteccao de erros, e o denotaremos por x.

Para facilitar nossa exposicao, vamos escrever essa sequéncia como um vetor

oo = (ar, az.---,am,ang,Xx).

O sistema EAN-13 se utiliza de um vetor fixo, que chamaremos vetor de pesos:

w=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).

Calcula-se, entao, o produto escalar de ambos os vetores multiplicando cada digito

do vetor de informacao pelo nimero que ocupa a mesma posi¢ao no vetor de pesos:

x-w = (aj,az,. - ,a,a2,x)-(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)
= (11—|—3(12—|—(13—|—3C14+(15+3Cl6—|—Cl7+3(13—|—(19+3(11o+(111+3(112—|—X

Agora, o digito de verificagao x se escolhe de forma tal que a soma acima seja
multiplo de 10. O nimero 3 foi escolhido por ser o menor nimero diferente de 1 tal
que mdc(3,10) = 1.

Por exemplo, no caso do cédigo da figura abaixo, os niimeros que indicam o pais de

origem, o fabricante e o produto sao 789883571789. Vamos ver como foi determinado
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o digito de verificagao. Chamando esse digito de x e fazendo o “produto escalar”com

o vetor de pesos, temos:

Figura 13: Cédigo EAN-13

NUMERQ DO PAIS
NO CASO DO
BRASIL E 789

711891835 711411 78 9|2
DESCRICAD DAS

CARACTERISTICAS
DOS PRODUTOS

NUMERO DA EMPRESA e
QUE PRODUZIU O ITEM

Fonte: http://www.jrbarcode.com.br/blog/codigo-de-barras-ean-13/

7+(3x8)+9+(3x8)+3+(3x5)+7+(3x4)+1+(3x7)+8+(3x9)+x =158+x

Consequentementes, escolhe-se x = 2.

O cédigo UPC é muito semelhante. Como utiliza apenas 12 digitos (pois usa apenas
um para identificar o pais de origem do artigo, enquanto o EAN utiliza-se de dois),
e o vetor de pesos utilizado pelo UPC também tem um digito a menos, ele é: w =
(3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)

Considerando o cédigo de barras a seguir:

Temos:

Bx0)+T1+3%x2)+3+B3x4)+5+(3x6)+7+(3%x8)+9+3x0)+x=85+x

Consequentementes, escolhe-se x = 5.

158



Figura 14: Codigo UPC

UPC-A

12345767890

Fonte: https://guelcos.com.br/

Folha de Atividade - Os cédigos corretores de erros
no cotidiano

1. Observe o cédigo de barras a seguir.

010910

97414942

Suponha que por um erro de digitacao, o cédigo de barras 9414942010910 é
transmitido como B = 9414942010912. Fazendo o produto escalar (3 - w, onde
w=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1), como é possivel identificar o erro?

Efetuando o produto escalar 3 - w, obtemos como resultado 78 que nao é um

multiplo de 10, portanto, um erro foi cometido.

2. Qual é o digito verificador x do produto identificado por 977100723720 — x ?
Efetuando o produto escalar de (9,7,7,1,0,0,7,2,3,7,2,0,%)
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porw = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1), obtemos:

(9,7,7,1,0,0,7,2,3,7,2,0,x) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) =

94+214+7434+0+0+74+64+34+214+24+0+x=79 +x,

logo para termos um multiplo de 10, devemos ter x = 1.

. Esta mesma técnica de verificacao € utilizada em cédigos de livro. Livros publica-
dos possuem um céddigo de dez digitos normalmente encontrados na contracapa.
O décimo digito é um digito verificador. Isto significa que se vocé encomendar um
livro usando o seu ISBN (International Standard Book Number — Padrao Inter-
nacional de Nimero de Livro), o editor pode verificar se vocé cometeu um erro.
Eles simplesmente testam a soma verificadora. Assim, vocé nao acaba esperando

o livro errado !

Veja como calcular a soma verificadora: multiplique por dez o primeiro digito,
o segundo por nove, o terceiro por oito, e assim por diante, até o nono digito

multiplicado por dois. Some esses valores.

Por exemplo, o ISBN 0 — 13 — 911991 — 4 fornece o seguinte valor
(0xT0)+(1x9)+(3x8)+(9x7)+(1x6)+(1x5)+(Ix4)+(9%x3)+(1x2) =172
Em seguida, divida o resultado por onze. Qual é o resto ?

172 =15 x 11 + 7, portanto o resto é 7.

Se o resto for igual a zero, entao a soma verificadora é zero. Caso contrario,

subtraia 11 do resto para obter a soma verificadora.
11-7 = 4.
Portanto, 4 é o digitor verificador.

Agora é com voce. Qual é o digito verificador x do livro identificado por ISBN
85 —7312—-135—x7?

Multiplicando os digitos do codigo conforme o esquema, temos:

EXT0+5Xx94+7x8+3Xx7+1x64+2%x54+1x4+3x3+5x%x2=241.

160



Efetuando a divisao por 11, obtemos: 241 = 11 x 21 + 10. Portanto, o resto é

diferente de zero, logo o digito verificador devera ser 11 —10 = 1.

4. Toda pessoa que se inscreve no Cadastro de Pessoas Fisicas da Receita Federal

do Brasil recebe um niimero de inscricao de onze digitos decimais com a seguinte
configuracao: ABC.DEF.GHI-JK.

e Os primeiros oito digitos, ABCDEFGH, formam o numero-base definido

pela Receita Federal no momento da inscricao.
e O nono digito, I, define a Regiao Fiscal responsavel pela inscricao.
e O pentltimo, J, é o digito verificador dos nove primeiros.

e O ultimo, K, é o digito verificador dos noves anteriores a ele.

Regido Fiscal emissora do CPF —I
ABC.DEF.GHI-J
|

Digitos definidos pela Receita Federal

Primeiro digito verificador

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/a-matematica-nos-documentos-cpf/

A Regiao Fiscal onde é emitido o CPF (definida pelo nono digito) tem as seguintes

identificagoes:

No caso da 10* Regiao Fiscal (Rio Grande do Sul), o algarismo zero é utilizado
como nono digito. Podem existir casos especificos em que esse nono digito nao

esteja de acordo com os determinados acima.

Particularmente, no caso do CPF, os dois Digitos Verificadores sao calculados, a

partir da esquerda, da seguinte maneira:

e Osnove primeiros algarismos sao ordenadamente multiplicados pela sequéncia
10,9,8,7,6,5,4,3,2 (o primeiro por 10, o segundo por 9, e assim sucessiva-
mente). Em seguida, calcula-se o resto r da divisdo da soma dos resultados

das multiplicacoes por 11:

— se esse resto for 0 ou 1, o primeiro digito verificador é zero (d; = 0);

caso contrario, d; =11 —r.
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Figura 15: Regioes fiscais

1-DF, GO, M5, MT e TO

2 — AC, AM; AP, PA, RO e RR
3-CE,MAePI

4 — AL, PB, PE, RN

3—-BAeSE
b - MG
7-ESeR]
B-5p
9 -PReSC
0-RS

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/a-matematica-nos-documentos-cpf/

e O segundo Digito Verificador (d;) é calculado pela mesma regra, na qual
os numeros a serem multiplicados pela sequéncia 10,9,8,7,6,5,4,3,2 sao
contados a partir do segundo algarismo, sendo d; o ultimo algarismo. Se s

é o resto da divisao por 11 das somas das multiplicacoes, entao:

— d; é zero, se s for 0 ou 1; caso contrario, d, =11 —s.

Considere o CPF que tem 093.412.856 como seus nove primeiros digitos.

(a) Determine seus dois digitos verificadores.

Efetuando os produtos e as somas conforme o enunciado, temos:
O0X104+9%x94+3x8+4x74+1x64+2x5+8x4+5x3+6x2=208.

208 =11 x 18+ 10, assim d; =11 —10 = 1. Assim, o CPF com o primeiro
digito verificador fica 093.412.856 — 1d;. Determinando d,, temos:

IXx10+3x94+4x8+1x7+2x6+8x5+5x44+6x3+1x2=248.

248 = 11x22+6,logo d; = 11—6 =5. O CPF completo serd 093.412.856—
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15.

(b) Qual o Estado Brasileiro responsavel pela emissao do CPF?

Minas Geralis.

5. (ENEM - Adaptado) Suponha que Joao tenha perdido seus documentos, inclu-
sive o cartao de CPF e, ao dar queixa da perda na delegacia, nao conseguisse
lembrar quais eram os Digitos Verificadores, recordando-se apenas que os nove
primeiros algarismos eram 123.456.789 Neste caso, os Digitos Verificadores d; e

d, esquecidos sao, respectivamente:
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