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RESUMO

Em nosso trabalho apresentamos exemplos de espacos vetoriais do tipo grafico. O tnico
exemplo que conheciamos era a estrutura de espaco vetorial na parabola, que pode
ser visto em (STEINBRUCH e WINTERLE, 1987, pag. 22). Nosso trabalho generaliza a
ideia para um gréafico de uma aplicagdo definida de um espaco vetorial em um conjunto
nao-vazio. Mostramos também que o grafico de tais aplicagdes pode ser dotado de
muitas estruturas de espacos vetoriais. Em particular, mostramos que é possivel munir
o grafico com uma estrutura de espaco vetorial na qual o vetor nulo pode ser qualquer
elemento pré-fixado. Além disso, mostramos que toda reta do R? € um subespaco de
R? com as operagdes adequadas. Mostramos também que é possivel introduzir um
produto interno nos espagos vetoriais do tipo grafico e assim trabalhar com subespagos
ortogonais. Por fim, apresentamos a metodologia Engenharia Didatica e uma sequéncia
didatica com objetivo de fazer uma introdugéo a algebra linear para os alunos do Ensino
Médio.

Palavras-chave: Espaco vetorial; Grafico; Geogebra; Sequéncia didatica.



ABSTRACT

In our research we present examples of type graphic vector spaces. The only example
known was the vector space’s structure in parabola, that can be seen in (SEINBRUCH
and WINTERLE, 1987, page 22). Our research generalizes the idea to a graphic of
a defined application of a vector space in a non-empty set. We also present that the
graphic of such applications can be gifted of many vector space’s structure. In particular,
we demonstrate that is possible equip the graphic with vector space structure in which
the null vector can be any pre-fixed element. Futhermore, we present that any straight
from R? is an R? subspace with the appropriate operations. We also demonstrate that is
possible introduce an intern product in the type graphic vector spaces and then work
with orthogonals subspace. Lastly, we present the Didactic Engineering methodology
and a didactic sequence with the purpose to make an introduction to linear algebra for
High School studentes.

Key-words: Vectorial space; Graphic; GeoGebra; Didactic sequence.
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INTRODUCAO

Conforme ressalta (DORIER, 1995), a teoria axiomatica dos espacos vetoriais é
uma conquista recente da matematica e muito embora Giuseppe Peano tivesse dado a
primeira definicdo axiomatica de um espaco vetorial em 1888 [76,141-152], a teoria
nao foi realmente desenvolvida antes de 1920.

Atualmente, a teoria dos espacos vetoriais € essencial em muitas subareas
da propria matematica bem como em outras areas do conhecimento. Podemos citar,
por exemplo, a geometria diferencial que se apropria de um espaco vetorial tangente
em cada ponto de uma variedade para desenvolver seus resultados. Embora a teoria
dos espacos vetoriais de dimenséo finita esteja bem desenvolvida, novas perspectivas
possuem grande relevancia em sua compreensao.

Recentemente, (LOPES, 2018) constroi exemplos interessantes de espacos
vetoriais considerando bije¢des com um espaco vetorial inicial. Nosso trabalho € uma
contribuicdo a mais na teoria dos espacos vetoriais de dimenséo finita.

No capitulo 1, serdo abordados alguns pré-requisitos para uma melhor com-
preensdo do trabalho. Apresentamos os espacgos R? e R?, nos quais construiremos
nossos exemplos e a definicdo de espacos vetoriais. Além disso, damos o conceito
de aplicacao entre espacos vetoriais e de grafico dessas aplicacdes. Ainda, neste
capitulo, falaremos sobre o teorema da estrutura apresentado no trabalho de (LOPES,
2018). Também apresentamos as nogdes de produto interno, proje¢cées candnicas,
independéncia e dependéncia linear, base e dimensao de um espago vetorial e retas
em um espaco vetorial, muito importantes para construgcao dos préximos capitulos.

No capitulo 2, vamos apresentar o primeiro resultado de nosso trabalho, isto é, o
teorema que deu origem aos exemplos de estruturas de espagos vetoriais construidas
sobre o grafico de aplicacdes entre espacos vetoriais e um conjunto ndo-vazio. Mostra-
remos que as operacgdes definidas no resultado estdo bem definidas e chamaremos
esses espacos com essas estruturas de espacos vetoriais do tipo gréfico.

No capitulo 3, apresentaremos novas estruturas de espacos vetoriais do tipo
grafico considerando bijecdes no espago dominio de uma transformagéo. Utilizando as
operacoes desenvolvidas no principal resultado de (LOPES, 2018) veremos que essas
novas estruturas sdo casos particulares do teorema apresentado por (LOPES, 2018)
visto no capitulo 2. Em particular, utilizando translacdes, vamos ver que podemos obter
estruturas nas quais o vetor nulo pode ser qualquer elemento do grafico pré-fixado.

No capitulo 4, apresentaremos exemplos de subespacos vetoriais de um espaco
vetorial do tipo gréafico. Além disso, mostraremos também que toda reta de R? é um
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subespaco vetorial de R? com as operagdes adequadas. Mostraremos que dado uma
aplicacdo 7' : £ — X do espaco vetorial £ em um conjunto n&o-vazio X, podemos
introduzir um produto interno em G(T') desde que o espaco E esteja munido de um
produto interno. Com esse produto interno induzido daremos exemplos de subespacos
ortogonais do tipo grafico.

No capitulo 5, apresentaremos um resumo do trabalho desenvolvido por (ARTI-
GUE M..; DOUADY, ). O qual fala sobre a Engenharia Didatica (ED). Apresentaremos
também, mapeamentos de alguns trabalhos que utilizaram a Engenharia Didéatica (ED)
como metodologia de pesquisa. E possivel verificar um grande distanciamento na
forma que séo abordados os contetdos do ensino basico para como sdo abordados no
ensino superior, o uso das metodologias de pesquisa e metodologias de ensino sdo
ferramentas impontates na aproximagéo desses métodos de abordagem. A metodologia
de pesquisa Engenharia Didéatica (ED) que segundo (ARTIGUE M..; DOUADY, ), é uma
metodologia de pesquisa que propicia ao professor formular um plano de ensino que
objetiva a formacéo, realizacao, observacao e a analise das situacdes didaticas disponi-
bilizadas para o planejamento da acao docente. Ademais, segundo (PAIS, 2015, p.77),
"a utilizacdo de uma Engenharia Didatica (ED) refor¢a a confiabilidade da pesquisa e
sua potencialidade se deve a defesa do vinculo com a realidade da sala de aula". Uma
pesquisa seguindo os principios da Engeharia Didatica (ED), se compde em quatro
fases: 12 fase, das anadlises preliminares, 22 fase da concepcao e analise a priori, 32
fase, da experimentagéo e a 42 fase, da anadlise a posteriori e validagao.

No capitulo 6, apresentaremos uma proposta para implementacdo de uma
sequéncia didatica baseada nas duas primeiras fases da Engenharia Didatica (ED). A
sequéncias didatica tem por intencao introduzir os conceitos iniciais da algebra linear
utilizando como recurso o software Geométrico GeoGebra.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo, serdo apresentados alguns pré-requesitos necessarios a um
bom entendimento dos capitulos posteriores.

Vamos comecar fazendo uma breve descrigdo dos espacos R”.

1.1 OS ESPACOS R”

Dado um numero natural n, 0 espaco R f™ é constituido de n—uplas da forma
(1,9, ...,z,) ONde z; € R, paracada i = 1,2,...,n. Em notacdo de conjuntos

R™ = {(x1, 29, ..., xp);x; € R, Vi =1,2,..n}.

Aigualdade de elementos em R™ é dada da seguinte forma: (z, 2, ..., 2n) = (Y1, Y2, - Yn)
se, e somente se, r1 =y, 12 = Yo, ..., Ty = Yn.

Quando n = 1, o0 espaco R! é identificado com a reta numérica real e é simples-
mente denotado por R.

Figura 1 — A reta numérica R

0

Fonte: Autor
Quando n = 2, identifica-se o espago R? = {(z,y);z,y € R} com um plano
dotado de um sistema de coordenadas ortogonais como mostra a Figura 2.

Figura 2 — O espacgo R?

7] SRS €N )]

Fonte: Autor



Capitulo 1. PRELIMINARES 15

Quando n = 3 0 espaco
R® = {(z,y,2);z,y,2z € R}

¢ identificado com um espaco tridimensional dotado de um sistema de coordenadas
ortogonais, como mostra a Figura 3.

Figura 3 — O espago R?

Fonte: Autor

1.2 APLICACOES E FUNCOES

Definicao 1.2.1. Uma aplicagdo T é constituida de um conjunto ndo-vazio A, um
conjunto ndo-vazio B e uma regra que associa a cada elemento de A um unico
elemento de B. O conjunto A é chamado de dominio da aplicacdo, enquanto que o
conjunto B € chamado de contradominio da aplicag&o.

Em geral, sdo usadas as nota¢des D(T") e CD(T) para indicar, respectivamente,
o dominio de 7" e o contradominio de T'.

Dado um elemento a € A, o elemento b € B tal que T'(a) = b € chamado de
imagem do elemento a pela aplicagéo 7. O conjunto das imagens dos elementos de A
é chamado de imagem da aplicado 7" e é denotada por Im(7"). Assim,

Im(T)={be B;T(a) =0, paraalguma € A}.
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No caso particular em que B = R, a aplicacdo é chamada de funcdo. Quando
Im(T) = B, a aplicagcao T é dita sobrejetiva. Por outro lado se ocorrer que T'(a;) #
T(ay) Sempre que a; # as, entao a aplicagao 7' é dita ser injetiva. Uma aplicagao que
€ injetiva e sobrejetiva € chamada de bijetiva.

Exemplo 1.2.1. A aplicacao T : R — R? definida por T'(z) = (z,x + 1) é injetiva. De
fato: T(a) =T(b) = (a,a+1) = (b,b+1) = a = b. No entanto, T' ndo é sobrejetiva, pois
Im(T) = {(x,z + 1);x € R} # R2. Portanto, T ndo é bijetiva.

1.2.1 Funcoes trigonométricas seno e cosseno

Nesta subsecao vamos relembrar a definicdo das fungbes seno e cosseno.
Ressaltamos que seguiremos as ideias apresentadas em (LIMA, 1998).

Indica-se por S' o circulo unitario de raio 1 e centro na origem de R?, isto é,
St ={(x,y) € R? 2% +¢y*=1}.

Para definir as funcdes trigonométricas seno e cosseno vamos considerar a
funcdo de Euler £ : R — S!, que faz corresponder a cada numero real t o ponto
E(t) = (x,y) do circulo unitario obtido do seguinte modo:

o £(0) = (1,0).

e Se ¢t > 0, percorremos sobre o circulo unitario S*, a partir do ponto (1,0), um
caminho de comprimento t, sempre andando no sentido positivo, isto €, no sentido
anti-horario. O ponto final do caminho serd chamado de E(t).

e Set < 0, FE(t) sera extremidade final do caminho sobre S!, de comprimento ||,
que parte do ponto (1,0) e percorre S* sempre no sentido negativo, isto é, no sentido
horario.

As fungdes cosseno e seno denotadas por cos : R — R e sen : R — R, sao
definidas pondo-se para cada t € R:

cos(t) = abscissa de E(t).
sen(t) = ordenada de E(t).
Segue-se imediatamente desta definicdo que, para todo ¢t € R, vale a relacéao

fundamental

cos?t + sen’t = 1.
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Figura 4 — Funcéao cosseno e fungcédo seno

E(t) = (cos(t), sen(t))

Exemplo 1.2.2.
™
Vamos mostrar como calcular os valores de cosseno e seno de 3

Considere a Figura 5.

Figura 5 — sen(g).

o)

Fonte: Autor

No tridngulo retdngulo OEE' temos que o dngulo EOA = 60° pelo teorema do
angulo central e portanto, o 4ngulo OEE’ = 30°. Como o tridngulo EOA é isosceles
pois OE = OA entéo os angulos OEA e OAE sdo congruente e como EOA = 60°
entdo OEA = OAE = 60°, isto é, o tridngulo EOA é equildtero. Assim os tridngulos
OFEFE' e AEE’ sdo congruentes pelo caso LLL. Como EE' é a altura relativa ao vétice

m

, _ 1 o
E, entdo E’ é o ponto médio de OA. Logo, cos( 3) =5 pelo teorema de Pitagoras
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“l%

3
tem-se que EE" = OE" = \g_, portanto sen(%) =

1.2.2 Graficos de aplicacoes

O conceito de grafico é extremamente importante em nosso trabalho.

Definicao 1.2.2. SejaT : A — B uma aplicagdo. O grafico de T, denotado por G(T), é
definido por

G(T)={(z,T(z)) e Ax B;x € A}
onde A x B é o produto cartesiano de A por B.

No caso particular em que G(T') C R? ou G(T') C R3, o gréfico de uma aplicacao
possui uma descricdo geométrica natural.

Exemplo 1.2.3. SegjaT : R — R a fungdo definida por T'(x) = x + 1. Neste caso,

G(T)={(z,z+1);z € R}.

Figura 6 — Descricdo geométrica do grafico de T’

Fonte: Autor
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Exemplo 1.2.4. Uma descricdo geomeétrica do grafico da aplicacdo T' do Exemplo 1.2.1
€ dada na Figura 7.

Figura 7 — Descricado geométrica do grafico de 7' dada no Exemplo 1.2.1

Fonte: Autor

Exemplo 1.2.5. Um esbogo do gréfico da aplicacdo T : R? — R definida por
T(xz,y) = e” + cos(y) € dado na Figura 8.

Figura 8 — Descricao geométrica do grafico de T’

Fonte: Autor

1.2.3 Composicao de aplicacoes

Definicao 1.2.3. SejamT : A — B e R: B — C aplicagbes . A aplicacdgo H : A — C
definida por H(a) = R(T'(a)), para todo a € A, é chamada de funcdo composta de R
comT. Utiliza-se a notacdo H = R o T para indicar a composta de R comT.

Exemplo 1.2.6. Sefam T : R — R*> e R : R? — R definidas por T'(z) = (x,x)
e R(z,y) = z* + y*, respectivamente. A composta RoT : R — R é dada por
(RoT)(x) = 222

Definicao 1.2.4. Seja B um conjunto n&do vazio e A um subconjunto de B. A fungdo
i : A — B definida pori(x) = x para todo x € A é chamada de inclusdo de A em B.
Quando A = B a fun¢do i é chamada de identidade de A e sera denotada por I 4.
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Figura 9 — Diagrama da composicao de fungdes

B

A (&)

RoT R(T(a))

(R cT){a)

Definicao 1.2.5. Uma aplicagdo T : A — B é inversivel quando existe uma aplicacdo
H:B— Atalque HoT =1, eT o H = Ig. Neste caso, dizemos que H € aplicacao
inversa de T e escrevemos H = T~ 1.

E bem conhecido na literatura que uma aplicagdo 7' é inversivel se, e somente
se, € bijetiva. O leitor interessado em uma demonstracao desse fato podera consultar
(NETO, 2015).

1.3 ESPAGCOS VETORIAIS

Vamos comecar esta secéo recordando a definicdo de espaco vetorial.
Um espaco vetorial sobre um corpo K é constituido de um conjunto nao-vazio

E munido de uma operacéao de adicao

+:EXE— I

(up) 7 outv

e uma operacao de multiplicacao por escalar

O KxE—FE

(M) — Au

satisfazendo as seguintes propriedades:

—

. Associatividade : (v + v) +w = u + (v + w), para todos u,v,w € E.

[\

. Comutatividade: u + v = v + u, para todos u, v, € E.

3. Existe um elemento 0 € F, tal que u + 0 = u, para todo u € F.

o

. Para cada u € E, existe um elemento —u € E tal que u + (—u) = 0.

o1

. Associatividade: (a.f).u = a.(f.u), para todos «, § € K e paratodo u € E.
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6. Distributividade: (a + 5).u = a.u + f.u, para todos «, § € K e para todo u € E.
7. Distributividade: o.(u + v) = c.u + v, para todo a € K e para todos u,v € E.

8. Multiplicacao pela unidade: 1.u = u, paratodo u € E.

Neste trabalho, salvo mencao em contrario, iremos considerar apenas espacos
vetoriais de dimensao finita. Além disso, o corpo dos escalares K, serd o corpo dos
nameros reais R.

Exemplo 1.3.1. Os espacos vetoriais R" = {(x1,...,z,); v; € R, i =1,2,..n} com as
operacgées definidas por

(1, oo ) + (Y15 s Un) = (21 + Y1, T2+ Yoo ooy Ty + Yn)
A1,y xn) = (Azy, . Axy)

sdo exemplos bem conhecidos de espacgos vetoriais de dimenséo finita.

Sao satisfeitos os oito axiomas de espaco vetorial. De fato:

Dados u = (x1, ..., Zp), v = (Y1, ey Yn ), W = (21, ..., 2n) € R" € a, f € R, temos:

1. Associatividade

u+ (w+w) = (1, 20) + (Y1, ooy Yn) + (215 0y 20))
(@1, s n) + (Y1 + 215 -y Y + 20)
(z1 + (yl +21), o T+ (Yn + 20))

= ((x1+wy1)+ 21,0, (Tn + Yn) + 20)
(14 y1)s ooy (T +Yn) + (21,5 20)
(@1, @n) + (Y15, 90)) + (21, -0, 20)
(u+

)

2. comutatividade

utv = (1,0 xn) + (Y15 ey Yn)
= (xl—i—yl,.. Tn + Yn)
= (y1+ 21,y Yn + Tp)
= (Y1, ey Yn) + (T1, .0y Tp)

= v+ u.
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3. O elemento neutro é dado por 0 = (0, ...,0) € R™. De fato:

0+ (z1,...,z) = (0,...,0) 4 (x1, ..., xp)
= (04+21,....,04+z,) = (T1, ..., Tp).

Deste modo, 0 = (0, ...,0) € R™ é o vetor nulo de R".

4. O simétrico do elemento u = (x4, ...,x,) € R", € dado por —u = (—x1, ..., —x,). De
fato:
(X1, ooy Tp) + (=21, oy =) = (21 4+ (=21), ooy T + (—24))
= (0,..,0)=0
Assim, —u = (—xy, ..., —z,) € 0 elemento simétrico de u.

5. Associatividade

(@B = (a.f)(1, ... wn)
= ((a.B).x1,..., (a.3).z,)
= (a.(B.x1), ..., (a.(B.7y)))
— a.(ﬂ.xl,...,ﬁ.zn))
= a.(B.(z1, ..., 7))
= w.(B.u).
6. Distributividade
(a+ B = (a+B).(x1, )

QL ey W Ty) + (821, ooy foy))
= (T, ., Tp) + B(T1, .0y Tp)



Capitulo 1. PRELIMINARES 23

7. Distributividade

a.(u+v) = alxy, . xn)+ (Y1, Yn)
= a(r14+ Y1, Tn+Yn)
— (a(er o T )
= (1, Tpn) + (Y1, Yn)

= Q.U+ a.o.
8. l.u = u, para qualquer u € R?.
De fato:
lu = 1.(zq,...,x,)
= (Lzy,...,l.z,)
= (T1,.., Tn)
= U.

1.4 UM ESPACO VETORIAL QUOCIENTE DE SEGMENTOS DE RETA

Nesta secdo vamos apresentar um espago vetorial construido utilizando-se o
espaco euclidiano, isto é, um espaco onde sejam validos os axiomas de Euclides, como
por exemplo um plano. Indicaremos o espaco euclidiano pela letra E. Observamos
gue esse espaco vetorial €, em geral, identiicado com o espao vetorial R?. Seguiremos
essencialmente a construcgao feita por (MOTA CICERO. MARROCQOS, 2014).

1.4.1 A construcao do espaco

Dados dois pontos A, B € E obtemos 0 segmento de reta que une os pontos
A e B. Utilizaremos a notagdo AB para indicar tal segmento. Além disso, obtemos
um segmento orientado escolhendo um dos pontos A ou B para ser a extremidade
inicial e o outro para ser a extremidade final, isto é, escolhemos uma ordem para as
extremidades do segmento. Se A é a extremidade inicial e B € a extremidade final entao
utilizamos a notacdo AB para essa escolha. Caso contrario, utilizaremos a notacao
BA. Diremos que AB esta orientado de A para B. Se A = B entdo o segmento AA
sera chamado de segmento nulo. Além disso, o segmento orientado BA serd chamado
de segmento oposto a AB. Note que AB # BAe AB = BA.

O modulo ou comprimento de um segmento orientado AB, indicado por |AB| é
o comprimento do segmento. Se os segmentos orientados n&o-nulo AB e C'D estdo
em retas suportes paralelas diremos que AB e C'D possuem a mesma direcao. Se 0s
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segmentos AC' e BC nao se intersectam diremos que AB e C'D possuem 0 mesmo
sentido. Caso contrario, eles possuem sentidos opostos.

A partir dessas definicdes preliminares, podemos definir uma relagcéao de equi-
valéncia no conjunto de todos os segmentos orientados do espaco E. Dizemos que
0s segmentos orientados AB e C'D sao equipolentes quando s&do ambos nulos ou,
caso contrario, quando ambos possuem o0 mesmo comprimento, sentido e direcao.
Indicaremos a equipoléncia de dois segmentos orientados por AB ~ CD.

A relagéao de equipoléncia é uma relagao de equivaléncia no conjunto de todos
0s segmentos segmentos orientados, isto €, goza das seguintes propriedades:

Reflexividade: AB ~ AB,;
Comutatividade: AB ~ CD = CD ~ AB;
Transitividade: AB~CDe(CD ~ EF = AB ~ EF.

A classe de equivaléncia do segmento orientado AB, isto &, o conjunto formado
por todos os segmentos orientados equipolentes a AB, sera indicada por AB. Os ele-
mentos de uma classe de equivaléncia sdo chamados representantes da classe, assim
o segmento orientado AB é um representante de AB. Uma propriedade importante
das classes de equivaléncia é que duas classes de equivaléncia sao iguais ou nao se
interceptam. Assim, AB = CD se e somente se AB é equipolente a C'D.

Vamos indicar por V' 0 conjunto das classes de equivaléncia determinadas pela
relacdo de equivaléncia entre segmentos orientados. Assim, V' = {;fﬁ; A,B € EY},
onde AB = {C'D;CD ~ AB}. Usaremos a notagéo v = AL para indicar um elemento
emV.

1.4.2 Adicao de segmentos orientados

Nesta subsecédo vamos definir adicdo de segmentos orientados, com o intuito
de definir, posteriormente, a adicdo de elementos em V.

Conforme (MOTA CICERO. MARROCOS, 2014), dois segmentos orientados AB
e BC determinam um novo segmento orientado AC. Definimos AB + BC := AC. Note
que o ponto final do primeiro segmento orientado deve coincidir com o ponto inicial do
segundo, conforme podemos ver na Figura 10.

A adicdo de segmentos orientados goza da propriedade associativa: se AB, BC
e C'D sao segmentos orientados, entdo AD = (AB+ BC)+ CD = AB+ (BC + CD).
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Figura 10 — Adicao de dois segmentos orientados e propriedade associativa.

B

D

Fonte: (MOTA CICERO. MARROCOS, 2014)

1.4.3 Produto de numero real por segmento orientado

Dados um numero real o um segmento orientado AB, nao-nulo, existem na reta
suporte de AB dois pontos, B’ e B”, em que o primeiro esta localizado na semi-reta
determinada por AB de origem A que contém B e o segundo esta localizado na semi-
reta de origem A que ndo contém B e tais que |AB'| = |a||AB| = |AB"|. Se a > 0,
define-se aAB := AB’, caso contrario, «AB := AB". Se a = 0, define-se aAB := AA.

Figura 11 — Produto de um numero real por um segmento orientado.

Fonte: (MOTA CICERO. MARROCOS, 2014)

O produto de numero real por segmento orientado goza das propriedades:
|aAB| = |a||AB| e a(BAB) = (o) AB.

Cada classe de equivaléncia definida pela relacao de equipoléncia serd chamada
de vetor. Quando néo for necessario enfatizar um determinado representante de um
vetor, usaremos uma letra romana em negrito para representa-lo, por exemplo v. A
classe de equivaléncia dos segmentos orientados nulos sera chamada de vetor nulo ou
zero e serd indicada por 0, isto é, 0 = AA. Seja E' 0 espaco euclidianoe A, B € E. Se
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v € 0 vetor definido por A e B entdo v = AB = {CD;CD ~ AB}. O espago quociente
V édadopor V = E/ ~= {AB; A, B € E}.

1.4.4 A operacao de adicaoem V.

A seqguir definiremos uma operacao de adicado de vetores em V. Para isso
precisamos do lema do transporte paralelo de vetores.

Lema 1.4.1. Dados um vetor v € V e um ponto no espago euclidiano A € E quaisquer,
existe um unico representante de v com origem em A.

Uma descri¢ao deste lema encontra-se na Figura 12.

Uma prova deste lema pode ser encontrado em (MOTA CICERO. MARROCOQOS,
2014, p.21).

Figura 12 — Transporte paralelo de um vetor: dado um vetor v e um ponto A, existe um
represente de v com origem em A.

B

(‘v

Fonte: (MOTA CICERO. MARROCOQOS, 2014)

Dados dois vetores quaisquer u e v, em V' definimos a adicdo u + vde u e
v, da seguinte forma: considere AB um representante qualquer de u e BC' o0 Unico
representante de v com origem em B, entdo

U+v:=AC = AB + BC.

A adicao de vetores herda a propriedade associativa da adicdo de segmentos
orientados. Podemos também obter a soma de dois vetores a partir de representantes
cujo os pontos iniciais coincidam, Figura 13, isto €, na verdade, a regra do paralelogramo
para soma de vetores, que enunciamos a seguir.

Regra do paralelogramo. Sejam AB e AC segmentos orientados representantes
dos vetores naoparalelos u e v, respectivamente. Entao existe um unico ponto D em
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E que torna o quadrilatero ABDC um paralelogramo. Além disso, AD é um repre-

sentante da soma u + v. Uma consequéncia imediata da regra do paralelogramo é a
comutatividade da soma de vetores.

Figura 13 — Regra do paralelogramo e comutatividade da adigé&o de vetores.

D C

AL

A u B

Fonte: (MOTA CICERO. MARROCOS, 2014)

A adicéo de vetores tem as seguintes propriedades: para todos os vetores u, v
e w valem:

A1 Associatividade: (u+ v) + w = u + (v + w);

A2 Comutatividade: v+ v = v + u;

A3 Elemento neutro: O vetor nulo étalque u +0 =0+ u = u;
A4 Elemento oposto: Se u = AB, entao, o vetor (—u) = BA é tal que u + (—u) =

(—u) +u=0.

A operacao de multiplicacao por escalarem V.

Nesta secao definiremos como multiplicar um vetor em 1V por um numero real.

Ve 7 _> r .
Se a é um nimero e u = AB é um vetor em V, define-se

a.u = Oé.14_B).

PPode-se verificar que o produto de uma numero real por um vetor goza da
seguintes propriedades: dadoso s vetores u, v e numeros reais «, 5

valem:

M1 a.(u+v) = a.u+ a.v;
M2 (a+ B).u = a.u+ [.u;

M3 1.u = u;
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M4 (o.f).u = a.(B.u).

O conjunto V munido das operagdes de adigdo e multiplicagéo por escalar dadas
nas subsecoes 1.4.4 e 1.4.4, respectivamente, € um espaco vetorial. Neste caso &€ um
espaco vetorial quociente. Utilizaremos esse espaco vetorial para construir parte de
uma sequéncia didatica a ser desenvolvida com alunos do ensino médio.

1.5 UM TEOREMA PARA CONSTRUIR ESPACOS VETORIAIS

Nesta secdo vamos apresentar um resultado devido a (LOPES, 2018) que
mostra como construir espagos vetoriais.

Segundo (LOPES, 2018) é possivel dar a um mesmo conjunto mais do que uma
estrutura de espaco vetorial, conforme mostra o teorema a seguir.

Teorema 1.5.1. (Teorema da Estrutura). Sejam X um conjunto ndo-vazio arbitrario e
(E,+,.) um espaco vetorial sobre o corpo K. Se existe uma bije¢cdo f : X — E, entao
podemos definir as operagdes H e [1 em X de modo que (X,H,[]) seja também um
espaco vetorial sobre o corpo K.

1.6 SUBESPACOS VETORIAIS

Um subespaco vetorial de um espago vetorial £ é constituido de um subconjunto
W +# () de E que também possui uma estrutura de espaco vetorial com as operacoes
induzidas pelas operacdes de E. Como consequéncia, temos que W € subespaco
vetorial de F se, e somente se, sao satisfeitas as seguintes condi¢des:

1. W 4o

2. u+v € W, para todos u,v € W.

3. a.u € W, paratodo o € R e paratodo u € W.
Exemplo 1.6.1. O conjunto W = {(z,y) € R?,y = 2z} constitui um subespaco vetorial
de R2, com as opergbes usuais. De fato.

1. O elemento neutro 0 = (0,0) € R? estaemW. Logo W # &.

2. Dados u = (z1,2.x1) v = (x2,2.x9) € W, temos u + v = (x1,2.x21) + (22, 2.22) =
(l’l + T, 2.ZE1 + 21’2) = (271 + 9, 2($1 + .732)) e W.

3. Dados u = (x1,2.x1) € W e X € R, temos A.u = \.(x1,2.21) = (Az1,2.(A2y)) €
Ww.
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Figura 14 — Descrigdo do subespaco W de R2.

A4

L

'

Fonte: Autor

Logo, IV é subespaco vetorial de R?.
Exemplo 1.6.2. O conjunto W = {(z,y,2) € R?; (z,y,2) = X\.(1,1,1); X\ € R} constitui
um subespaco vetorial de R3. De fato.
1. Fazendo A = 0 obtemos que, \.(1,1,1) = 0.(1,1,1) = (0,0,0) € W, logo o
elemento neutro pertence a \W'.

2. Seu=X\.(1,1,1),v = .(1,1,1) e W, entdou+v = A\.(1,1,1) + Xo.(1,1,1) =
A1+ A2).(1,1,1) e W,

3.8 v = ANL,,1,1) € W e a € R, entdo au = a(A(],1,1) =
(@N).(1,1,1) € W £ 0.

Logo, W é subespaco vetorial de R3.
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Figura 15 — Descrigdo do subespaco W de R3.

Fonte: Autor

Neste trabalho, veremos que retas que ndo passam pelo ponto (0,0) podem ser
dotadas de uma estrutura de espaco vetorial, porém perdem a propriedade de serem
subespacos do ambiente R? com as operagdes usuais.

1.7 PRODUTO INTERNO

Um produto interno definido em um espaco vetorial E sobre o corpo dos escala-
res R é uma fungéo (.,.) : £ x £ — R que satisfaz as seguintes propriedades:
i) (u+v,w) = (u,w) + (v,w); Vu,v,w € E;
1) (Au,v) = A(u,v);V X €R;
i) (u,v) = (v, u);

iv) (u,u) > 0e (u,u) >0 seesbdseu0.

Exemplo 1.7.1. No espaco vetorial R" com as operagbes usuais definidas no Exemplo
1.3.1 o produto interno usual é dado por

(1,72, 73), (Y1, 42, Y3)) = T1.Y1 + T2.Y2 + T3.Y3.

De fato. Sejam u = (z1,79,73),v = (y1,¥y2,y3),w = (21,22,23) € R> e A € R.
Temos que
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i)
(utv,w)y = ((v1,72,73) + (Y1,Y2,¥3), (21, 22, 23))

= ((x1 +y1, 22 + Y2, 73 + y3), (21, 22, 23))
= (r14+wy).21+ (r2+y2). 20+ (23 + y3).23
= X1.21 T Y1.21 + T2.220 + Y2.22 + T3.23 + Y3.23
= X1.21 + T2.20 + T3.23 + Y1.21 + Y2.%2 + Y3.23
= ((z1,22,w3), (21, 22, 23)) + (W1, 92, 43), (21, 22, 23))
= (u,w) + (v, w).

</\~U’U> = </\-(1’17$2,$3)a (?Jl,ymy?)))
= <(/\.ZE1,/\.?L'2,)\.1’3), (y17y27y3)>
= )\.l‘l.yl + >\.$2.y2 + )\.Zlfg.yg
= (2101 + T2.y2 + 23.Y3)

= A(u,v).
iti)
<U,’U> = <($17x27x3)a(y17y27y3)>
= T1.Y1 + T2.Y2 + 3.Y3
= Y1.T1 + Y2.02 + Y3.T3
= <(y17y27y3>7($17x27x3)>
= (v,u).
iv)

(u,uy = ((x1, 29, 23), (1,22, x3))
= 1.1+ T9.X9 + T3.73

= 27+ a5+ 13 > 0.

Definicao 1.7.1. Seja E um espaco vetorial com produto interno. Dizemos que dois
elementos u,v € E sdo ortogonais quando (u,v) = 0.

Exemplo 1.7.2. Considere o espacgo vetorial R? com as operagbes usuais e produto
interno Euclidiano. Os vetores u = (2,2) e v = (2, —2) de R? sdo ortogonais. De fato:

(u,v) = (2).(2) + (2).(-2) =4—-4=0.

Portanto, os vetores u e v sdo ortogonais.
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Figura 16 — Vetores ortogonais

Fonte: Autor

Definicao 1.7.2. Sejam E um espaco vetorial com produto interno (.,.), W, e W,
Ssubespacgos vetoriais de E. Dizemos que W, é ortogonal a W, quando (w;,ws) = 0,
para quaisquer w, € W, e wy € Wsy. Para indicar que W, é ortogonal a W utiliza-se a
notagdo W, L Ws.

t
Exemplo 1.7.3. Os subespacos W, = {(z,2z);x € R} e Wy = {(¢, —5);75 € R} de R?
sS40 ortogonais considerando-se produto interno usual.

W,

Figura 17 — Subespacos ortogonais em R?

t ~
De fato: basta ver que se v = (x,2x) € Wy ev = (t, —5) € Wy, entdo (u,v) =

(z,22), (1, —;)> —_— 2x.(—;) 0.

Uma das vantagens de trabalhar com subespacos ortogonais € a possibilidade
de se escrever 0 espago como uma soma direta de seus subespacos.

Definicao 1.7.3. Sejam W, e W, subespacos vetoriais de um espago vetorial E.
Definimos a soma direta de W, e W5, denotando por W, @ W,, como o conjunto de
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todos os vetores que podem ser escritos de uma forma unica u = wi +w-, onde w, € Wi
e wy € Wh.

No exemplo 1.7.3, podemos escrever R? = W, @ Wy, onde W, @ Wy = {w; +

W, Wy € Wiews € Wg}

1.8 PROJECOES CANONICAS

Dados os conjuntos ndo vazios Ay, A,, ..., A, define-se a i-ésima projecéo (ou
projecao no i-ésimo fator) m; : A; x Ay x ... x A; X ... x A,, = A; pondo

71'1'(0,1, A9y veey gy oeny an) = ;.

Exemplo 1.8.1. Se A, = R’ e A, = Rentdor, : RZ xR em : R? x R sdo dadas,
respectivamente, por m((x,y), z) = (z,y) € ma((z,y), 2) = 2.

((z, ), 2)

Figura 18 — Projecdes candnicas
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1.9 INDEPENDENCIA E DEPENDENCIA LINEAR

Definicao 1.9.1. Sejam E um espaco vetorial € u;, us, ...u,, € E. Diremos que 0s vetores
uy, usg, ...u, S80 linearmente independentes (LI) se a equagao

)\1.U1 + ...+ )\n.un = 0.

possuir somente a solucdo trivial \y = Ay = ... = )\, = 0. Caso contrario, eles
sdo linearmente dependentes (LD).

Exemplo 1.9.1. O conjunto {(1,0),(0,1)} C R? é linearmente indepéndente.
De fato, a equagédo \,.(1,0) + X2.(0,1) = (0,0) s6 possui a solug&o trivial.

Exemplo 1.9.2. Os vetoresu = (1,2) ev = (4,8) do espago vetorial R* sdo linearmente
dependentes.

De fato, a equagéo \;.(1,2)+ X2.(4,8) = (0,0) possui a solugdo A\ = 4 e Ay = —1.
Portanto os vetores (1,2) e (4,8) séo LD.

1.10 BASE DE UM ESPACO VETORIAL

Defini¢ao 1.10.1. Um conjunto B = {uy, ...,u,} C E € uma base do espaco vetorial E
se:

1. B é linearmente Independente (LI);
2. BgeraFE.

Exemplo 1.10.1. O conjunto B = {(1,0), (0,1)} é base de R* com as operagbes usuais.
De fato:

e B éLl poisa.(1,0)+b.(0,1) = (0,0) implica que a = b = 0.

e B geraR?, pois para todo (z,y) € R2. tem-se.

(z,y) = z.(1,0) + y.(0,1).
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1.11  DIMENSAO DE UM ESPACO VETORIAL

Seja £ um espaco vetorial. Se £ possui uma base com n vetores, entdo E tem
dimensao n e denotamos dim(E) = n. Se £ = {0} entdo a dim(F) = 0 neste caso F
Nao possui base.

Exemplo 1.11.1.
e dim(R?) = 2, pois toda base do espago R* tem dois vetores.

o dim(R") = n.

1.12 RETAS EM ESPACOS VETORIAIS

Vamos dar aqui uma definicao de reta em espacos vetoriais analoga a definicao
dada nos espagos R".

Recordamos que, no espaco R", a reta r» que passa pelos pontos A e B e dada
por

r={(1-1t).A+t.B;teR}
Em consonancia com esta ideia, temos a seguinte definicao.

Definicao 1.12.1. Em um espaco vetorial (E,+,.), a reta r que contém os vetores u e
v de E &, por definicéo, o conjuntor = {(1 —t).u + t.v;t € R}.

Exemplo 1.12.1. O conjunto {(z,y);x,y > 0} constitui um espaco vetorial com as
operagbes de adicdo e multiplicagdo por escalar definidas por:

(1’1,91)53(%792) = ($1~$2ay1-y2)
A (z,y) = (2.

A reta que passa pelos pontos A = (1,5) e B = (2,7) € dada por
r={(1—t)JABtE B;t € R}, isto ér = {(1'72" 517!7"): t € R}.
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Figura 19 — Reta no espaco (R? &, [).

Fonte: Autor
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2 ESPACOS VETORIAIS TIPO GRAFICO

Neste capitulo vamos dar exemplos de estruturas de espacos vetoriais construi-
das sobre o grafico de aplicagdes entre espacos vetoriais € um conjunto nao-vazio.

Conforme a Definicdo 1.2.2, o grafico da transformagédo 7' : £ — X, onde E &
um espaco vetorial € X um conjunto nao vazio, é:

G(T)={(u,v) e Ex X;ue Fev="T(u)}.

O seguinte teorema é crucial em nosso trabalho. Nosso primeiro resultado
mostra como colocar uma estrutura de espaco vetorial no grafico de uma aplicacéao
T:EF— X.

Teorema 2.0.1. Sejam (E,+,.) um espacgo vetorial n-dimensional, X um conjunto ndo-
vazioe T : E — X uma aplicacdo. Entao, o grafico de T, possui uma estrutura de
espaco vetorial n-dimensional.

Demonstragdo. Dados u,v € E e A\ € R, utilizaremos as notagdes u + v € A\.u para
indicar, respectivamente, a adicao e a multiplicacao por escalar em E. A operagéo de
adicdo @ : G(T') x G(T) — G(T') e multiplicacdo por escalar ©® : R x G(T') — G(T') em
G(T) serao definidas por

(u, T(w) B (v, T(v)) = (u+v,T(u+wv))
A (u, T(u) = (Au,T(Au)).

Vamos mostrar que as operacdes H e [ estdo bem definida. Mostremos que
dados z1 = ((u1, T (u1)), (v1, T(v1))) € wa = ((ug, T(uz)), (ve, T(v9))) COM 21 = xo €NtA0
a operacao H em z; é igual em z,. De fato,

ry=21 = ((u, T(w)), (v1,T(v1))) = ((uz, T(uz)), (va, T(v2)))
= (u1, T(u1)) = (uz, T(uz)) e (v1,T(v1)) = (v, T(v2))

= U] = Uy € V1 = V.

Portanto,
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(ur, T(uy)) B (v1,T(v1)) = (ug + vy, T(uys + v1))
= (UQ +U2,T(U2 +U2>>
= (UQ, T(Ug)) Bﬂ (U27T(Ug)).

De forma analoga, mostremos que a operacao de [ em z; € igual em x,. De
fato, dado )\ € R, tem-se

MO (u, T(u)) = (A, T(Auy))
= (Aug, T(A\ug))
= A (ug, T'(ug)).

Vamos verificar que sao satisfeitos as oito propriedades de espaco vetorial.

Dados u = (u, T(u)),v = (v,T(v)),w = (w,T(w)) € G(T) e a, § € R, temos:

1. Associatividade
T(w) B ((v,T(v)) 8 (w, T(w)))
u, T(uw)) B ((v+w), T(v+w)))
+ w), T(u+ (v+w)))
)

u+v,T(u+v)) B (w,T(w))
)8 (v, T(v)) B (v, T(w))
w

2. Comutatividade

ulBv = (u,T(u)) B (v,T(v))
(u+v,T(u+v))

= (+u,T(v+u)
(0, T(v)) 8B (u, T'(u))

= VHu.

3. Elemento Neutro
O elemento neutro é dado por 0 = (0,7'(0)) € G(T). De fato:

08B (u, T(w)) = (0,7(0)) 8 (u,T(u))
= (04+u,T(0+4u)) = (u, T(u)).
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Deste modo, (0,7'(0)) é o vetor nulo de G(T)).

4. Elemento Simétrico
O simétrico do elemento u = (u, T'(u)) € G(T'), é dado por -u = (—u,T(—u)) De
fato:

(u, T(w)) B (—u, T(-u)) = (u+(=uw), T(u+(-u)))

De fato:

(u, T(w)) B (—u, T(-u)) = (u+(-u), T(u+(-u)))

Assim, (—u, T(—u)) é o elemento simétrico de (u, T'(u)).

5. Associatividade

() Bu = (a.f)® (u,T(u))
= ((a.f).u,T((e.8).u))
= (a.(B. ) T(a.(8.u)))
= al(Bu,T(B.u))
= a0 (B0 (u, T(u)))
= ald(pEuU).

6. Distributividade
(a+pB)Bu = (a+8)E(u,T(u))

(

(o + B).u, T((a + B).u)
= (au+ pu,T(au+ pu))

(cvu, T(aw)) B (B.u, T(B.u)
= al(u,T(u)BLE (u,T(u))
= aluHBHAFHuU.
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7. Distributividade

all(uBv) = al((u,T(w)B (v,T(v)))
= al(u+v,T(u+v))
(a.(u+v), T(a(u+v)))
= (avu+av,T(au+ aw))
(au, T(ovu)) @ (v, T(aww))
= al(u,T(u)Bal(v,T(v))
= aluBalv.

8. Elemento Neutro
1 u = u, para qualquer u € G(T).
De fato:

10u = 10 (u,T(u))
= (L, T(1.uw))
= (u,T(u))

]

Corolario 2.0.1. Sejam E um espaco vetorial de dimensdo n, X um conjunto ndo vazio
eT : E — X uma aplicagdo. O conjunto B = {(vy,T(v1)), (v2, T (v2)), ..., (Un, T'(vs)) }
comuv; #0ondei=1,2,3....n, gera G(T).

Demonstragdo. Vamos mostrar que se {vy,vs,...,v,} € uma base de E entdo
B = {(v1,T(v1)), (va, T(v2)), ..., (vn, T'(vy,))} € uma base para G(T).

Note que se ai,az, ..., dp sao numeros reais tais que
a; & (v, T(n)) B ... Ba, & (v,, T(v,)) = (0,7(0)) = 0, entdo a;.vy + ... + ap.v, = 0.
Como o conjunto {vy, v, ..., v, } é linearmente independente em E, segue que a; = as =
.. = a, = 0. Logo, B € um conjunto linearmente independente em G(T). Por outro lado,
dado (v,T'(v)) € G(T), existem ay, as, ..., a, € R tais que v = a1v1 + ... + a,v,. ASSim

(v, T(v)) = (a1.v1 + ... + ap.vp, T(a1.v1 + ... + ap.vy))
= (a1.v1,T(a.v1)) B ... B (an.vn, T(a,.v,))
= a1 (v, T(v) B...Ba, O (v,, T(vp)).

Isso mostra que B gera G(T'). Pelo que provamos B é uma base de G(T)). O
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O seguinte exemplo, encontra-se na referéncia (STEINBRUCH ALFREDO, 1987,
p.22).

Exemplo 2.0.1. O conjunto V = {(z,2%); x € R} com as operagdes definidas por:

(z1,23) B (29, 23) = (21 + o, (11 + 22)?)
A (z,2%) = (\z, (.2)?)

possui a estrutura de espago vetorial dada pelo Teorema 2.0.1. Basta verque V = G(T),
onde T : R — R é a fungao definida por T'(x) = x.

Figura 20 — Grafico de T’

4

Corolario 2.0.2. SejaT : E — X uma aplicacao do espaco vetorial E no conjunto ndo
vazio X e p : X — X uma aplicagdo. Entao W = {(v,(p o T)(v));v € E} possui uma
estrutura de espaco vetorial.

Demonstragdo. E imediato, visto que W = G(¢ o T)). O
Exemplo 2.0.2. V = {(x, sen(x) + 2);x € R} com operagdes definidas por:

(21, sen(xy) + 2) B (xq, sen(x2) +2) = (21 + 22, sen(x; + x2) + 2)
MO (z,sen(z) +2) = (Az,sen(a.x) +2)

possui a estrutura de espago vetorial dada pelo Teorema 2.0.1 Basta ver que V = G(T),
ondeT : R — R é a fungdo definida por T'(z) = sen(z) + 2.
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Figura 21 — Grafico de T'.

A

a2 - w2 0 2 1'T 32 2

Fonte: Autor

Neste exemplo o vetor nulo de G(T') € o elemento 0 = (0,2) e o simétrico do
vetor (—%, sen(—73) +2) € o vetor (3, sen(5) + 2).

Exemplo 2.0.3. O conjunto W = {(z,4);x < 0} U{(0,6)} U {(z,2®);z > 0}, possui a
estrutura de espacgo vetorial dada pelo Teorema 2.0.1. Basta ver que W = G(T'), onde
T :R —]2,+00[ € a fungdo dada por

4, se <0
T(z) =<6, se r=0

2 +2, se x>0.

Na Figura 22 temos uma descricdo geométrica de W. Qualquer elemento do tipo
(x,T(x)) com xz # 0 constitui uma base desse espacgo vetorial. O vetor nulo do espago
€ o elemento (0,6), o simétrico do vetor u = (x,4) com x < 0, é 0 elemento —u =
(—z,T(—x)) = (—x,—2* + 2). Além disso, se A > 0 entdo \[ (z,4) = (\.z,T(\.x)) =
(A\.z,4) e\l (z, 23 +2) = (\z, N2z +2). Se A < 0, temos que \[J(x,4) = (A\.z, \*.2°+2)
e\ (z, 23 +2) = (\.x,4). Em particular, —(—2,4) = (2,10),50(—3,4) = (—15,4), —2[]
(—1,4) = (2,10).
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Figura 22 — Descricao geométrica de .

A relevancia do Corolario 2.0.2 esta no fato de que podemos obter novos
espacos vetoriais a partir de um espaco vetorial do tipo grafico fixado, como veremos
logo a seguir.

Exemplo 2.0.4. Um caso interessante € obtido quando X é um espacgo vetorial e
¢ : X — X é uma homotetia. Neste caso, o novo espaco vetorial W = G(poT) é
obtido a partir do espaco G(T') via uma deformagdo homotética. Para visualizarmos
essa situagdo, sejaT : R — R definida por T(z) = e~V Para cada \ € R, 0s
espacos vetoriais W, = G(p, o T) onde ¢, : R — R sdo as homotetias ¢, (x) = \.x
sdo obtidos a partir de G(T') via as deformagdes homotéticas. A Figura 23 mostra
alguns casos particulares para \.

Figura 23 — Espagos vetoriais obtidos a partir de G(7"), por homotetias

] G(p, 0 T) = G(T)

A

0.8 1 GlypggeT)

GloyaoT
064 . (\Pn,no )

G' I T
04 (\P:.J,O )

GlpgooT)

4 ) 0 2 4 B

Fonte: Autor
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Exemplo 2.0.5. Sejam T : R — R definida por T(z) = ¢e™*", ¢ : R — R a translacdo
definida por p(x) = z+k, onde k € R. Paracada k € R, o espago vetorial W), = G(pyoT)
€ obtido a partir do espaco inicial W, = G(T) via uma translagéo vertical. Podemos
dizer que W, € uma copia do espagco W, = G(T).

Figura 24 — Espacos vetoriais obtidos por translagdes verticais.

4
/ Wa=G(geo0T)
/ Wi = GlgyaT)
/ Wo=GlpoT)

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Wi =Glp_ oT)

\

Woo=Glp_aeT)

Fonte: Autor

Nosso proximo exemplo trata de espacgos vetoriais unidimensionais no ambiente
R3.

Exemplo 2.0.6. Podemos dotar os subconjuntos W, = {(x, 22, 3);z €e R} CR3 e

Wy = {(z,cos(x), sen(x));z € R} C R3, com a estrutura de espago vetorial dada pelo
Teorema 2.0.1. Basta ver que W, = G(T\) e Wy, = G(T3), onde T, : R — R? definida
por Ti(z) = (2%,3) e Ty : R — R? definida por Ty(z) = (cos(x), sen(x)). Temos uma
descricao geomeétrica destes espacos na Figura 25.

Figura 25 — Espacos unidimensionais no ambiente R?.

W‘l - G(Tl)

Fonte: Autor
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Ao consideramos fungdes de duas variaveis reais podemos obter espacos
bidimensionais no ambiente R* com veremos a seguir.

Exemplo 2.0.7. O conjunto W = {(z,y,e* + sen(y)); z,y € R} possui como estrutura
de Espaco vetorial. Basta ver que W = G(T) onde T : R*> — R é dada por T'(z,y) =
e* + sen(y).

Figura 26 — Descricdo geomética de W no ambiente R3.

Fonte: Autor

Exemplo 2.0.8. O conjunto W = {(x,y, sen(y)); xz,y € R} possui estrutura de Espago
Vetorial. Basta ver que W = G(T) onde T : R* — R é dada por T'(z,y) = sen(y).

Figura 27 — Gréficode T

Fonte: Autor

Exemplo 2.0.9. O conjunto W = {(z,y, cos(x) + cos(y)); z,y € R} possui uma estrutura
de espaco vetorial. Basta ver que W = G(T) onde T : R? — R é dada por T (z,y) =
cos(x) + cos(y). A afirmagdo segue do Teorema 2.0.1.
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Figura 28 — Descrigdo geométrica de 7.

[

5

4

Fonte: Autor

Exemplo 2.0.10. O Paraboldide W = {(z,y, z) € R?; 2 = 2*+y*} pode ser dotado com a
estrutura de espago vetorial fornecida pelo Teorema 2.0.1. E imediato ver que W = G(T)
onde T : R? — R é a fungdo definida por T(x,y) = 2 + y?. Geometricamente, W é
esta representado na Figura 29.

Figura 29 — Paraboloide.

Fonte: Autor
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3 NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACO VETORIAL

Neste capitulo apresentaremos novas estruturas de espacos vetoriais do tipo
grafico considerando bije¢cdes no espaco dominio de uma transformacao. Para a
construcdo das novas estruturas utilizaremos ideias similares aquelas apresentadas
por (LOPES, 2018) no Teorema 1.5.1. Em particular, utilizando translacées, veremos
que podemos obter estruturas nas quais o vetor nulo pode ser qualquer elemento do
grafico pré-fixado.

Seja (F,+,.) um espaco vetorial. A respeito das novas estruturas de espaco

vetorial para conjuntos do tipo grafico, apresentamos o seguinte teorema.

Teorema 3.0.1. SejaT : £ — X uma transformacéo e ¢ : E — E uma bijeg¢do. Entao,
0 conjunto

W=G(T)={(v,T(v));v € E}

possui uma estrutura de espaco vetorial com as operagées de adicdo e multiplicacdo
por escalar definidas por

(u,T(w) B (v, T(v)) = (o™ () + ¢ (), T(e(e™ (u) + ¢~ (1))
MG (u, T(u) = (¢~ (u), T(e(A\p™" ().

Demonstracdo. Vamos verificar que sao satisfeitos as propriedades de espacos vetori-
ais.

Dados u = (u,T(u)), V= (v,T(v)) ew = (w,T((w)) em G(T) e a, 5 € R, temos:

« Associatividade

uBviBw = (o(p

« Comutatividade

uBv = (p(p ' (u
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» Existéncia de elemento neutro.

Vamos mostrar que (¢(0),7(¢(0))) € o elemento neutro de . De fato:

Ul (0(0),T(¢(0))) = (e ' (u

» Existéncia de elemento simétrico.

Vamos mostrar que (-u) = (p(—p H(u), T(p(—p~*(u)))) é o elementro simétrico
de u € W. De fato:

uB(-u) = (e '(u

» Associatividade

(@.f)Bu = (p((aB)e™ (), T(p((a.B)e~ (v))))
= ((pla(B.o7 (), T(p(a.(Bp™" (u))))
= aO (B9~ (u), T(p(B-v~"(u))))
= a.(B0 (u,T(u)))
= a.(fEu).

(u

» Distributividade

(a+ ) Bu = (p(a+8)e (W), T(e((a+5).e  (u)))
= (placp™ (u) + B-p™(u), T(p(ep™  (u) + B0 (u)))
= (Pl (plap™ (W) + ¢ (B~ (W), T(p(e~ (g™ (u))
+ o e(B.e7 ()
= (pla.p™ (W), T(p(a.p™" (1)) B (p(B.97 (1)), T(p(B97" (u))))
= al(u,T(u) & 56 (u,T(u))

aldud pgou

(
(

T
D

 Distributividade
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 Multiplicagéo pela unidade.

16 (u,T(u)) = (u,T(u)), para qualquer (u, T'(u)) € W.
De fato:

1O (u,T(w) = (el (u), (el (u))

Exemplo 3.0.1. Seja G(T) = {(z,y) € R?/y = (z — 2)?} o gréfico da fungdo T (z) =
(x — 2)%. O conjunto G(T) possui uma estrutura de espaco vetorial na qual o vetor

= (1, f(1)) é o vetor nulo. De fato, seja ¢ : R — R a bijecdo p(z) = x + 1. Veja que
o ! (x) =x — 1 éainversa de y(x). Temos que

Pl (1) +¢7 (W), T~ (1) + ¢ (u))
p(0+ ¢ (w), T(p(0+ ¢~ (u))))

Pl (W), T(e(e™" (1))
u, T(u)).

(L, f(D)) B (u, T(uw)) = (
(
(
(

Corolario 3.0.1. Sejam T : E — X uma aplicagdo do espaco vetorial (E,+,.) no
conjunto ndo-vazio X e (v,T(v)) € G(T) um elemento pré-fixado. Entdo, G(T') possui
uma estrutura de espacgo vetorial na qual (v, T (v)) € o vetor nulo e o simétrico do vetor
(u, T(u)) nessa estrutura é o vetor (2v — u,T'(2v — u)).

Demonstragéo. Basta ver que a translacdo ¢ : £ — FE definida por ¢(z) =z +v €
uma bije¢ao e p(0) = v. Além disso, p(—¢p ' (u)) = o(—(u—v)) = p(v—u) =2v—u. O
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Na verdade, existem muitas estruturas de espaco vetorial para o gréafico G(T')
tais que o vetor nulo seja (v, T'(v)).

Utilizando as fun¢des seno e cosseno, apresentamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.0.2. O conjunto W = {(z,y, cos(x) + sen(y) + 1); =,y € R} é o grafico da
aplicacdo T : R? — R definida por T'(z,y) = cos(x) + sen(y) + 1. Com a estrutura
dada pelo Teorema 2.0.1, o vetor nulo de W é o elemento 0 = (0,0,2) e o simétrico
de u = (z,y,cos(x) 4+ sen(y) + 1) é o elemento —u = (—x,—y, cos(x) — sen(y) + 1).
Utilizando a aplicagao ¢ : R? — R? definida por o(x,y) = 2(z,y) + (7, 7) e 0 Teorema
3.0.1, obtemos uma estrutura de espaco vetorial para W cujas operagdes sdo dadas
por

uBv = (z+z—my+w—m —cos(z+z)—sen(y+w)+1)
Au = (1=N7m+ Az, (1 = N7+ Ay, —cos(ANx — 7)) — sen(ANy — 7)) + 1).

onde u = (z,y,cos(x) + sen(y) + 1) e v = (z,w, cos(z) + sen(w) + 1). Com esta nova
estrutura, o vetor nulo de W é o elemento (r,m,0) e o simétrico de u = (z,y, cos(x) +
sen(y)+1) é o elemento —u = (27 — x, 27 — y, cos(x) — sen(y) + 1). Na Figura 30 temos
uma descrigdo geometrica de W.

Figura 30 — Descricao geométrica do espaco W.

Fonte: Autor



Capitulo 3. NOVAS ESTRUTURAS DE ESPACO VETORIAL 51

Exemplo 3.0.3. Seja

W ={(z,y, /2> +y* = 1) € R%/||(z,y)[| > 1} U {(z,y, —2)/||(z,9)I| < 1}.
Veja que W = G(T) onde T : R*> — R é definida por
VT2 =1, 22 +9*2—-1>0

-2, 24+ y?—1<0.

T(z,y) = {

Geometricamente W esta descrito na Figura 31.

Figura 31 — Descrigcdo geométrica do espago vetorial do Exemplo 3.0.3

Disco aberto de raio I no plano
z=-2, centradso em (0,0,-2)

Fonte: Autor

Para colocar uma estrutura de espaco vetorial em W na qual o vetor nulo seja
0 = (2,3,2v/3) vamos considerar a aplicagdo o : R?> — R? definida por
o(z,y) = (z + 2,y + 3). E claro que ¢ é bijetiva e o ' (z,y) = (z — 2,y — 3).
Utilizando a bijecéao ¢ e o Teorema 3.0.1 obtemos as seguintes operagcées em W.

(z,y,T(z,y) B (z,w, T(z,w)) =(x+2—-2,y+w—3,T(x+2z—2,y +w — 3)).
AE (2,9, T(z,y) = Mz —2)+2,\(y —3) + 3, T(A(x — 2) + 2, \(y — 3) + 3)).

E imediato ver que, com essa estrutura, o vetor nulo de W & o vetor 0 = (2,3,2v/3).

Uma observacéao pertinente é que se ¢ : E — E é uma transformacao linear
entdo ¢(0) = 0. Também segue da linearidade de ¢ que p(p ' (u) + ¢ '(v)) =u+wv
e o(A.o Y (u)) = \u. Isso mostra que a estrutura de espaco vetorial fornecida pelo
Teorema 3.0.1 é invariante por transformacdes lineares. Além disso, a referida estrutura
coincide com aquela fornecida pelo Teorema 2.0.1. Por outro lado, se ¢ : £ — E
€ uma bijecao tal que ¢(0) = 0 ndo podemos garantir a invariancia da estrutura de
espaco vetorial.
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4 SUBESPACOS VETORIAIS DO TIPO GRAFICO

Nesta capitulo vamos estudar os subespacos vetorias de um espaco do tipo
grafico.

Como ja sabemos da teoria da algebra linear, se W é um subespago néo-trivial
de um espago vetorial de dimenséo n e se s € a dimenséo de W; entdo s € {1,2,...,n}.
No caso de R™ com as operagdes usuais, os subespacos de dimensao s = 1 sdo retas
que passam pela origem. Ainda no caso de R", se s = 2 entdo W é um plano que passa
pela origem. Mas, o0 que podemos falar da geometria dos subepagos dos espacos tipo
grafico?

Vamos ressaltar aqui que os espacos do tipo grafico que estamos estudando
habitam em algum espago R”. No entanto, em geral, eles ndo s&o subespacos de R"
com as operacdes usuais. Porém, os subespacos de R™ sdo subespacos do tipo gréfico,
isto &, casos particulares dos exemplos que construimos neste trabalho.

Exemplo 4.0.1. O conjunto W = {(x,2z);x € R} é um subespago unidimensional do
espaco R? com as operagdes usuais. Note que W é um subespaco do tipo gréfico. pois
W =G(T)ondeT : R — R é definida por T'(x) = 2.

Exemplo 4.0.2. Em R?® com as operagdes usuais dadas em 1.3, um plano que passa
pela origem é um subespaco vetorial. Por exemplo, o plano W = {(z,y,0);z,y € R} &
o gréfico da fungdo T : R? — R definida por T'(x,y) = (x,y,0). Neste caso, W = G(T).

Pelas construcdes dadas nos Teoremas 2.0.1 e 3.0.1 uma reta r que nao passa
pelo ponto (0,0) de R? possui uma estrutura de espago vetorial por ser o grafico de
alguma funcé@o 7'. Um questionamento pertinente € saber se o espacgo vetorial r = G(T))
pode tornar-se um subespacgo de R? com operagdes de adicdo e multiplicacio por
escalar adequadas isto é, subespago de R? com uma nova estrutura de espaco vetorial.
No seguinte resultado mostramos que toda reta em R? é um subespagco vetorial de R?
mesmo que nao passe pelo ponto (0,0). Em (LOPES, 2018) é apresentado uma nova
estrutura de espaco vetorial para o conjunto R? utilizando bijecoes.

Teorema 4.0.1. SgjaT : R — R uma bijecdo. Entdo, as operagdes

(z,y)B(z,w) = (42,0 () +¢ (w))
A (z,y) = Az, oM™ (y))

definem uma nova estrutura de espaco vetorial para R>.
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Além disso, temos que W = {(x.a,o(z.07'(b)));a,b € R} torna-se um su-
bespaco vetorial de (R* H,[]). Em particular, se T : R — R é definida por T'(z) =
go(%.go_l(b)) coma # 0, entdo W = G(T).

Demonstracdo. A prova de que (R? H,[]) é subespago vetorial € essencialmente a
mesma dada por (LOPES, 2018). Resta verificar que G(T) é subespaco vetorial de
(R%* H,]). Dados v = (z,T(z)) e v = (2,T(z)) em G(T) temos que:
DulBo=(x+2T(T YT (z))+T T (2) = (x+2T(x+z2) € GT).

i) ADu=A\z, TANT YT (x)) = A\a, T(\.x)) € G(T).

Isso encerra a prova. N

Exemplo 4.0.3. Seja R? com as operagbes de adicdo de vetores e multiplicagdo de
vetores por escalar definidas, respectivamente, por

(x,y) B (z,w) = (x4 z,y+w—2)
A (z,y) = Az, A(y—2)+2).

Note que o vetor nulo de (R?, B, 1) é o elemento 0 = (0, 2). Na figura 32 vemos o espago
(R?,8,) e seu subespago W = G(T) onde T : R — R é dada por T(x) = —g + 2.

Figura 32 — O espago (R? H, ) e um de seus subespacos

W =G(T)
(0,2)

Origem do espaco {U* N NO)

Fonte: Autor

Exemplo 4.0.4. SejaT : R — R definida por T'(z) = x + 2. O gréfico de G(T) é um
espago vetorial com as operagbes adequadas, mas G(T') ndo é subespago de R* com
as operagées usuais. No entanto, fazendo uso do Teorema 4.0.1, G(T') torna-se um
subespaco de R? com as operagées definidas por

(@) Bw) = (@+2z((Vy—2+Vw-2+2)
A (2,y) = A, \.(y—2)+2).
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E facil ver que o subespago gerado por qualquer elemento da forma (0,b) comb # 2
€ eixo dos y. Por qutro lado, se (a,b) € um elemento com a # 0, entdo x [J (a,b) =
(a.z, 2%.(b—2) +2). Isso, significa que o subespago gerado pelo elemento (a,b) é gréfico

da aplicagdo H : R — R definida por H(r) = ——.x* + 2. Em particular, (a,b) = (1,3),
constitui uma bsase para o subespacgo G(T') deste exemplo. A figura 33 mostra o
espaco R? e seu subespaco G(T).

Figura 33 — O espago (R? H,[J) e um de seus subespagos.

. G(T)

(0,2) ———= vetor nulo de (R? @,0)

r 3 2 / -1 0 1 2 3 1 5

Fonte: Autor

No exemplo a seguir vamos estudar os subepagos do paraboldide dado no
Exemplo 2.0.10. Afinal, geometricamente o que s&o esses subespacos?

Exemplo 4.0.5. Vamos considerar o paraboléide W = {(x,y,z* + v*);z,y € R} com
as operacgoes definidas pelo Teorema 2.0.1. Como W possui dimensao n = 2, seus
subespacos ndo-triviais possuem dimensao s = 1. Se u = (a, b, a®> + b*) é dado por
S ={x ®u;x € R}. Vamos procurar entender o que é, geometricamente, o subespago
W. Note que

rHu=20/(ab,a+b*) = (a.x,bx, (a* + b*).2?).

Geralmente, temos dois pontos de vista a considerar: do ponto de vista de W, S é a reta
que passa pelos pontos 0 = (0,0,0) e A = (a, b, a® + b*). Do ponto de vista do ambiente
R3, S é uma parabola. Por exemplo, se A = (1,2,5) entdo S = {(x,2x,52%);z € R} é
uma parabola no R3. No entanto, do ponto de vista de W, é a reta que passa pela
origem de W e pelo ponto (1,2, 5), visto que S = {(1—z)[Z2(0,0,0)Bx(1,2,5); x € R},
em consonancia com a definicdo 1.12.1. Na Figura 34 temos uma descricdo geométrica
deS.
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Figura 34 — Descricao geométrica do subespaco S.

w
—

X -
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Fonte: Autor

O subespaco S também é do tipo gréafico, pois S = G(h) onde h é a restricdo da
fungdo T : R? — R definida por T'(x,y) = x* + y?, ao conjunto D = {(z,2xz);z € R}. De
modo geral, os subespacos de dimensdo s = 1 em um espago do tipo grafico sdo retas
passando pela origem do subespacgo, assim como acontece com 0s espagos R™ com
as operagées usuais.

Para o nosso proximo resultado vamos considerar um espago vetorial (E,+,.) e
¢ : E — FE uma bijecao. Conforme pode ser visto em (LOPES, 2018), as operacdes ®
e © definidas em E por

u@v = (e (u)+ ¢ (v) (4.1)
Aou = e (w)

tornam (£, ®, ®) um novo espaco vetorial. Neste contexto, as operagdes definidas para
G(T) no Teorema 3.0.1 tornam-se

(u, T(u)) B (v, T(v)) = (u®v,T(u®V))

A (u, T(u) = Aeu, T(A©u)).

No seguinte teorema iremos considerar G(7') com as operagbes ® e © em
conformidade com o Teorema 3.0.1, estando implicita a bije¢cdo ¢ : £ — E.
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Teorema 4.0.2. Sejam T' : E — X uma aplicacdodo espaco vetorial (E,+,.) no
conjunto ndo-vazio X e W = G(T) um espacgo vetorial do tipo grafico. Entdo, S é
subespaco vetorial de W se, e somente se, m1(S) é subespaco vetorial de (E, ®, ©).

Demonstragdo. Suponha que S seja subespaco vetorial de W = G(T). Se u, v € m(5)
e A € R, entédo (u,T(u)), (v, T(v)) € S. Como S é subespaco vetorial de 1V, segue
que (u, T(u)) B (v,T(v)) = (u®v,T(u®v)) € S,isto &, u®v € m(S). Analogamente,
A©u € m(5). Portanto, m(S) é subespaco vetorial de (£, ®,®). Reciprocamente,
se m(S) & subespago vetorial de (E, ®,®) entdo, dados w,ws € S, existem u,v €
G(T)tais que wy = (u, T (u)) € we = (v, T(v)). Segue que u,v € m(S) e como m(5) é
subespaco vetorial de (£, ®, ®), resulta que u ® v € m(S) e portanto, obtemos que
(u®v, T(u®v)) € S. De modo similar obtemos que (A ©® u, T'(A ® u)) € S. Isso conclui
a prova do teorema. ]

Exemplo 4.0.6. Na figura 35 temos uma descricdo do subespaco S = [(1,1,2)] do
paraboldide descrito no Exemplo 2.0.10 e o subespago ,(S) do espaco (R?, @, ®).

Figura 35 — Um subespaco S do tipo gréafico e sua projecéo m(5)

Fonte: Autor

4.0.1 Subespacos ortogonais

Dada uma aplicacédo 7' : £ — X do espago vetorial E no conjunto ndo-vazio X;
podemos introduzir um produto interno no espago vetorial G(T') desde que o espago £
esteja munido de um produto interno. Apés introduzirmos esse produto interno vamos
estudar os subespagos ortogonais de G(T).
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Seja £ um espago vetorial com um produto interno (.,.)r. A aplicagcéo
()am @ G(T) x G(T) — R definida por ((u,T(u)), (v,T(v)))cm) = (u,v)p define
um produto interno em G(T'). Vamos chamar esse produto interno de produto interno
induzido.

Proposicao 4.0.1. Sejam E = (E, +,.) um espacgo vetorial com produto interno (., .)g
e p: F — E uma bijecdo. Se E = (E,®,©®) € 0 espago vetorial cujas operacoes estdo
definidas pelas equagébes (4.1) e (4.2), entdo a funcdo (.,.)g = E x E — R dada por
(u,v)g = (¢ (u), o~ (v)) g para quaisquer u,v € E, define um produto interno em E.

Demonstragcdo. Sejam u,v,w € E e A € R. Entdo
i)

<U®U,’UJ>E =

Aouve = (oA ' (u) v)e

ii)

(u, ude = (07" (u), ¢~ (u))e > 0.

(u,u)e > 0 & (o~ (u), o7 (W)p >0 ¢ (u) Z0 & u #0.
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O leitor pode consultar (LOPES, 2018) para ver que se 0 € (F,+,.) entdo ¢(0) é
o vetor nulo de (E, ®, ®). Portanto, as propriedades de produto interno sé@o verificadas
e a proposicao esta demonstrada.

O

Se G(T') possui um produto interno induzido, o que podemos dizer sobre a
ortogonalidade entre seus subespacos? A respeito desse questionamento temos o
seguinte teorema

Teorema 4.0.3. Seja E um espaco vetorial com produto interno e T : E — X uma
aplicagdo. Os subespacgos W, e W, sdo ortogonais em G(T') com respeito ao produto
interno induzido se, e somente se, w1 (W) e w1 (W,) sdo ortogonais em E.

Demonstragéo. Pelo Teorema 4.0.2 para cada: = 1,2, Wi € subespago vetorial de G(T')
se, e somente se, m; (W) é subespaco vetorial de E. O resultado segue da definicdo
de produto interno induzido. O

No proximo exemplo dotamos o espago R? de uma nova estrutura de espago
veotrial utilizando uma translacido. Essa nova estrutura é utilizada para munir o para-
bol6ide de uma estrutura de espaco vetorial. Com essas estruturas o vetor nulo de R?
passara a ser o elemento (0, 1) enquanto o veto nulo do paraboléide passara a ser o
elemento (0, 1, 1). Por fim, estudaremos, no referido exemplo, os subespacos vetoriais
ortogonais.

Exemplo 4.0.7. Sejam (R?, +,.) o espago R* com as operagbes usuais dotado do
produto interno usual e ¢ : R*> — R? a bije¢do dada por ¢(z,y) = (z,y) + (0,1). A
bijecao ¢ define uma nova estrutura de espago vetorial no conjunto R* através das
operacgoes:
(z,y)® (z,w) = (@+zyt+w—1)
A© (z,y) = Az, A(y—1)+1).

Considere em (R?, ®, ®) o produto interno de dado na Proposigcdo 4.0.1 , isto é,
<(l’,y), <Z7w)>R2 = T.z+ (y - 1)(w - 1)

Seja G(T), o gréfico da aplicagdao T : R*> — R definida por T(x,y) = x> + y?. Vamos
considerar G(T') com as operagoes

(2,9, T(z,y) B (2,0, T(z,w)) = ((x,9)® (2,w), T((x,y) ® (z,w)))
A (2,9, T(z,y) = (Ao (z,y), T(A@ (2,v))).

—~
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Note que o vetor nulo de (R?, ®,®) é o elemento (0,1) e o vetor nulo de (G(T),H, 1)
é o elemento (0,1,1). Se W, é o subespaco de G(T) gerado pelo elemento (1,1, 2),
entdo W, = {(x,1,2* + 1)}. Como vimos no Teorema 4.0.2, m,(W;) = {(z,1);z € R}
é o0 subespago de (R*, &, ®). O subespago S ortogonal a =1 (W) em R?* é dado por
S ={(0,y);y € R}. Ainda com as idéias do Teorema 4.0.2, obtemos que o subespaco
W, de G(T) ortogonal a W, é dado por W, = {(0,y,T(0,y));y € R} = {(0,9,4?);y € R}.
Note que

(.12 + 1), (0,5, 9%))ry = 2.0+ (1= 1).(y — 1) = 0.

Identificando S com S x {0} e m (W) com 7 (W) x {0} vemos, na Figura 36, uma
descricao desses subespacos.

Figura 36 — Subespaco ortogonais no paraboléide

Wy

Fonte: Autor
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5 ENGENHARIA DIDATICA: UMA METODOLOGIA DE PESQUISA E TEORIA EDU-
CACIONAL

Neste capitulo apresentaremos a metodologia de pesquisa e teoria educacional
conhecida por Engenharia Didatica (ED). Além disso, apresentaremos um mapeamento
de quatro trabalhos que utilizaram alguns principios da Engenharia Didatica.

5.1 A ENGENHARIA DIDATICA

A Engenharia Didatica surgiu no transcorrer das discussdes desenvolvidas no
Instituto de Investigacdo do Ensino de Matematica (IREM), na Franca, ao final da
década de 1960, dentro do movimento Matematica Moderna. O IREM desenvolvia um
reforgo na formacao de professores de matematica e na produgdo de materiais de
apoio para a sala de aula, tais como jogos, problemas e experimentos de ensino. Nas
palavras de (ARTIGUE, 1996), a Engenharia Didatica é um processo empirico que
objetiva conceber, realizar, observar e analisar situa¢ées didaticas. Inicialmente associ-
ada como metodologia para a analise de situagdes didaticas, a Engenharia Didatica foi
concebida como um trabalho didatico de modo analogo ao oficio do engenheiro:

[...] que, para realizar um projeto preciso, se apoia sobre conhecimentos
cientificos de seu dominio, aceita submeter-se a um controle de tipo
cientifico, mas, ao mesmo tempo, se vé obrigado a trabalhar sobre
objetos bem mais complexos que os objetos depurados na ciéncia e,
portanto, a enfrentar [...] problemas que a ciéncia nao quer ou nao pode
levar em conta. (ARTIGUE, 1996, p.193)

A sistematica que constitui a Engenharia Didatica sobreveio como consequéncia
dos estudos conhecidos como Didatica da Matematica. Para (BROUSSEAU, 1996), a
Didatica da Matematica estuda as atividades didaticas que tem como objetivo 0 ensino
naquilo que tem de especifico dos saberes matematicos, propiciando explicacdes,
conceitos e teorias, assim como meios de previsao e andlise, incorporando resultados
relativos aos comportamentos cognitivos dos alunos, além dos tipos de situagdes
utilizadas e os fenémenos de comunicagao do saber. (DAMORE, 2007) complementa
como objetivo da Didatica da Matematica “a arte de conceber e conduzir condigbes
qgue podem determinar a aprendizagem de um conhecimento matematico por parte de
um sujeito”.

Ja na conceituacao dada por (DOUADY, 1985), Didatica da Matematica é a
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area da ciéncia que estuda o processo de transmissao e de aquisicao de diferentes
contetdos nos ensinos basico e universitario, propondo-se a descrever e explicar feno-
menos relativos ao ensino e a aprendizagem especifica da Matemética. Entretanto, a
didatica da Matematica nao se restringe apenas a pesquisa de uma maneira simples
de instruir os alunos ou um modelo de ensinar uma determinada ideia ou conceito cien-
tifico. Neste ponto, para (ARTIGUE, 1996), é preciso uma metodologia de investigacao
cientifica que procure extrair relacées entre pesquisa e acao sobre o sistema baseado
em conhecimentos didaticos preestabelecidos.

Nesse sentido, a Engenharia Didatica enquanto metodologia caracteriza-se
como produto didatico que envolve plano de ensino, criagdo de materiais didaticos e
esquema experimental, baseado nas realizagdes didaticas em sala de aula, ou seja,
envolve a concepcao, realizacéo, observacao e avaliagao.

A Engenharia Didatica caracteriza-se também pelo registro dos estudos feitos
sobre 0 caso em questao e pela validacdo. Essa validagdo da pesquisa é feita sobretudo
internamente, pois ela se baseia na confrontagdo entre a andlise a priori, que, por sua
vez, se apdia no quadro tedrico, e a andlise a posteriori.

A Engenharia Didatica, como metodologia relatada por (ARTIGUE, 1996), com-
preende, em sintese, quatro etapas:
1. analises preliminares;
2. concepc¢ao e andlise a priori;
3. experimentacao;
4. analise a posteriori e validacao.
Inicialmente, sobre as analises preliminares, estas consistem em uma analise

sobre como o conteldo esta sendo ensinado, a fim de se propor intervencdes e modifi-
cacdes. Aqui, deve-se incluir trés dimensodes distintas:

¢ Epistemoldgica: relacionada com o saber em estudo, podendo ser observada
sua evolucgao histérica, os obstaculos relativos a sua natureza, dentre outros aspectos;

¢ Didatica: relativa a forma como o conteldo é apresentado nos livros didaticos,
como proposta de ensino ao professor;
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e Cognitiva: caracterizada pela analise de questdes relativas aos conhecimen-
tos dos alunos sobre a tematica de estudo.

Segundo (ARTIGUE, 1988), cada uma dessas fases é retomada e aprofundada
ao longo do trabalho de pesquisa, em funcédo das necessidades emergentes.

Na etapa de concepgao e analise a priori, devera ser feita a descricdo das
escolhas realizadas, onde sdo definidas algumas variaveis (globais e locais), a fim de
direcionar a pesquisa e propor um plano de acdo. As variaveis globais (também conhe-
cidas como macroengenarias) tém por finalidade direcionar as escolhas da pesquisa,
enquanto que as variaveis locais (ou microengenharias) sao direcionadas a previsao
dos possiveis comportamentos e bloqueios enfrentados pelos alunos, mediante as
situacdes didaticas.

5.2 MAPEAMENTO DE TRABALHOS ENVOLVENDO ENGENHARIA DIDATICA

Nesta secao iremos apresentar alguns trabalhos que utilizaram a Engenharia
Didatica como medotologia de pesquisa. Destacaremos os objetivos, as questdes, as
hipoteses, fundamentos tedricos e os principais resultados obtidos.

5.2.1 Construcoes das situacoes didaticas e sua conexao a engenharia didatica
com a utilizacao do software geogebra no SPAECE.

Artigo de Cicera Fernandes. Pés-Graduagcao em Ensino de Ciéncias e Matema-
tica (PGECM) — Instituto Federal de Educacao Tecnoldgica do Ceara (IFCE) — Fortaleza,
CE — Brasil.

Este trabalho tem por objetivo geral construir situa¢des didaticas com o uso do
GeoGebra no estudo da Geometria Analitica voltada para o SPAECE (Sistema Perma-
nente de Avaliacao da Educacao Basica do Ceara), baseada na teoria e na relacéao
existente entre a Engenharia Didatica (ED) e a Teoria das Situac6es Didaticas (TSD),
que sao complementares apesar de serem metodologias distintas. Sao seus objetivos
especificos:

e Ressaltar a importancia da analise preliminar e da andlise a priori para a
construgao das situagdes didaticas;
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e Realizar um referencial teérico sobre a Teoria das Situac6es Didaticas;

e Construir as situacdes didaticas com questoes de Geometria Analitica voltadas
para o SPAECE, realizando a transposicao didatica no software GeoGebra.

O trabalho apresentado tomou como base metodoldgica de pesquisa as duas
primeiras fases da Engenharia didatica, para construgdo de uma sesséao didatica sobre
orientacdes da Teoria das situacdes didaticas (metodologia de ensino).

A sequéncia didatica foi baseada em situacdes didaticas que, segundo (BROUS-
SEAU, 2008) é um instrumento de aprendizagem matematica mais autbnomo, possibili-
tando um ensino com o desenvolvimento de habilidades investigativas, interpretativas,
criticas e criativas.

Foram apresentadas duas situagdes didaticas:

Situacao 1: Circunferéncia.

Contexto: Trata-se de problemas envolvendo equagéo da circunferéncia, como
por exemplo, comportamento de uma circunferéncia no plano ortogonal com algumas
propriedades e definicdes sobre raio, tangéncia, distancia e equagao da circunferéncia.

Objetivo da atividade: Apresentar e discutir os questionamentos da questao,
e em caso de duvidas que poderao surgir no desenvolver da situacédo proposta em
relacdo a Geometria Analitica.

Hipotese didatica: Os alunos devem ser capazes de estabelecer uma notagao
recursiva a partir da interpretacéo do problema do SPAECE - adaptada, além de perce-
ber as movimentagdes que ampliara as possibilidades de estendermos a interpretacao
e compreensao da questao proposta de forma mais plena.

Situacao 2: Reta.

Contexto: A situagcado conduz problemas envolvendo ponto e reta, como por
exemplo, no¢cdes do comportamento de uma reta no plano ortogonal com algumas
propriedades e definicbes sobre coeficiente angular, coeficiente linear, classificagéo



Capitulo 5. ENGENHARIA DIDATICA: UMA METODOLOGIA DE PESQUISA E TEORIA
EDUCACIONAL 64

das retas, bissetrizes e equacgao da reta.

Objetivo da atividade: Apresentar e analisar os questionamentos descritos na
questao e outras duvidas que surgirdo no desenvolvimento da situagdo exposta sobre
o estudo proposto.

Hipoétese didatica: Os estudantes devem estabelecer um processo de constru-
cao do conhecimento a partir da interpretacao do problema do SPAECE - adaptada, e
ainda perceber as movimentag¢des que ampliara as possibilidades de compreendermos
a questao proposta de forma mais completa e otimizada.

O artigo apresentado toma como base as duas primeiras fases da Engenharia
Didatica (ED) em juncdo com a Teoria das Situagées Didaticas (TSD). E citado pelos
autores que o artigo é recorte de uma dissertacdao de mestrado em andamento, por
isso, € levado a entender que ndo houve comentarios da validagcao devido a este fato.

5.2.2 A construcao do conceito de simetria rotacional através de um ambiente
no Cabrigéomeétre: analise de uma sequéncia didatica.

Artigo de Abrado Juvéncio de Araujo (UFPE) e Ver6nica Gitirana (UFPE) desen-
volvido no CD — 232 ANPEd (Associacao Nacional de P6s-Graduacgéo e Pesquisa em
Educacgao), no ano de 2000.

O trabalho tem por objetivo apresentar e analisar uma sucessao de ensino para a
estruturacdo de um conceito de simetria rotacional, elaboradas num ambiente computa-
cional com o software Cabri-géométre, para alunos de 62 série. O estudo prévio constou:

e Estudo do objeto matematico;

¢ Estudo sobre o ensino/aprendizagem do objeto matematico que permitiu aos
autores apontar alguns dos fatores que influenciam no processo ensino/aprendizagem
do conceito de simetria rotacional;

e Estudo das caracteristicas que permitem utilizar o computador como uma
ferramenta auxiliar para observar como se da a aquisicdo de conceitos geométricos. Os
autores optaram pela utilizacdo do ambiente Cabri-géomeétre, pois como acreditam, ele



Capitulo 5. ENGENHARIA DIDATICA: UMA METODOLOGIA DE PESQUISA E TEORIA
EDUCACIONAL 65

promove processos de aprendizagem especificos e possibilita a criacao de situacoes
que proporcionam modos de acao e de validacdo, quando os alunos interagem com a
maquina durante a resolucéo de situacdes-problema.

A metodologia utilizada foi a Engenharia Didatica (ED).

A sequéncia didatica e sua analise a priori tiveram por objetivo criar condicoes
para que o aluno percebesse que:

¢ A relacao entre o numero de partes correspondentes que compde a figura e 0
angulo de rotacgéao;

¢ A igualdade de distancias de pontos correspondentes ao centro de rotacao;

¢ O angulo que se forma entre os segmentos, que ligam o centro de rotacao a
dois pontos correspondentes consecutivos, tem a mesma medida do angulo de rotacao.

O trabalho apresentado tomou como base alguns principios da Engenharia Dida-
tica, que embora utilizada, nao deixe claro que tipo de variaveis didaticas (macro e/ou
microdidaticas) foram levantadas, cuja escolha interfere diretamente na apredizagem
dos dicentes.

5.2.3 Anadlises prévias a concepcao de uma engenharia de formacao continuada
para professores de Matematica do Ensino Fundamental.

Artigo de Paula M. Baltar Bellemain e Paulo Figueiredo Lima. Desenvolvido
no CD — 232 ANPEd (Associacao Nacional de Pés-Graduagéo e Pesquisa em Educa-
¢ao),no ano de 2000.

O objetivo deste trabalho foi buscar a concepcao de uma Engenharia visando
a formagao de professores. E destacado pelos autores a pluralidade de saberes que
devem ser arquitetado em um processo de formacgao, tais como o cultural, o matematico
e psicopedagogico. Gracas a essa pluralidade, foi entendido pelos autores que nao
€ possivel fazer uma combinagao entre esta Engenharia e a Engenharia Didatica de
formacéo, entretanto uma metodologia préxima aquela proposta por (ARTIGUE, 1988)
possa ser seguida.
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Na fase das andlises preliminares, foi procurado abordar alguns dos diferentes
tipos de saber no processo de formagao do professor de matematica.

O contetdo matematico escolhido foi o de grandezas geométricas e suas medi-
das, com enfoque no conceito de area. O que consta:

¢ O estudo do objeto matematico “grandezas e medidas” no sistema de ensino
atual,

¢ O estudo do objeto matemético “conceito de area” e o processo de medir area
do ponto de vista da estrutura matematica subjacente;

e A apresentacdo de alguns resultados de avaliacdo e de pesquisas sobre 0
ensino aprendizagem dos conceitos de area e perimetro, que mostram a variedade, a
profundidade e a resisténcia de algumas dificuldades conceituais na constru¢éo desses
conceitos;

e Uma discussao sobre as representacdes de professores de matematica do
Ensino Fundamental e Médio;

e Uma discussao final da fase “andlises prévias”, registrando a contradicao entre
as representagdes dos professores do baixo grau de dificuldade conceitual atribuida
pelos alunos aos conteudos de area e perimetro e os resultados das pesquisas sobre o
ensino e aprendizagem destes mesmos conteudos levando os autores a conjeturarem
algumas interpretacoes possiveis.

5.2.4 Iniciacao a demonstracao: aprendendo conceitos geométricos.

Artigo de Saddo Ag Almouloud; , Elizabeth G. S. Mello desenvolvido no CD —
232 ANPEd (Associagcao Nacional de Pés-Graduacao e Pesquisa em Educacgao),no
ano de 2000.

O texto apresentado pelos autores manifesta que a pesquisa integra um projeto
maior que estuda os fendmenos de ensino e aprendizagem de conceitos geométri-
cos, formulado a partir da averiguacao da dificuldade enfrentada pelos alunos para
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compreender esses conceitos. Dentre seus objetivos, um deles foi o de provocar uma
reflexdo sobre os problemas de formagéo de conceitos geométricos nos alunos, bem
como sobre a formacéo de professores do ensino fundamental e médio da Escola
Bésica para o ensino de geometria. Outro objetivo seria o de investigar o problema da
demonstragéo, buscando opcdes e respostas para os desafios interpostos ao ensino de
Geometria nessa fase de escolaridade. Uma das preocupagdes da pesquisa € buscar
respostas para a seguinte questao: Quais fatores exercem mais influéncia no ensino e
no desenvolvimento de habilidades geométricas no que diz respeito a demonstracao?

Os estudos feitos sobre o ensino-aprendizagem da demonstracao juntamente
com os estudos preliminares realizados demonstraram os obstaculos que os alunos
encontram na aquisicdo de conceitos geométricos. Um dos problemas, no que se
refere aos conceitos e habilidades geométricas, ocorre devido a pratica e as escolhas
didaticas dos professores quando ensinam Geometria.

Os alunos de quinta a oitava séries do Ensino Fundamental ndo parecem
beneficiar-se de um ensino que lhes proporcione condi¢cdes para:

e Compreender a mudanca do estatuto da figura (objeto, representacao), os
estatutos da definicao e dos teoremas geométricos, das hipéteses (dados do problema)
e conclusao (ou tese);

e Saber utilizar as mudancas de registros de representagdes;

e Apropriar-se do raciocinio l6gico-dedutivo.

Para atenuar esses problemas, os autores apontam a necessidade de edificar
situacdes de ensino-aprendizagem, que contemplem os seguintes aspectos:

e Figuras geométricas que tenham um papel heuristico e levem em conta suas
diferentes apreensdes: perceptiva, discursiva, operatéria e sequencial;

e Demonstragao, como parte integrante do processo de ensino e aprendizagem,
dos conceitos/habilidades geométricas e do raciocinio l6gico-dedutivo;

e A importancia dos registros de representacao (desenho/figura geométrica,
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linguagem natural, linguagem matematica).

Os autores consideram o estudo da demonstracao um instrumento eficaz para
a compreensao de conceitos geométricos e para a aquisicao de algumas habilidades
em Geometria, apoiando-se principalmente na Teoria de Registros de Representacao
Semiética de (DUVAL, 1995) e nas seguintes hipoteses abaixo elencadas:

1- O processo de aquisicdo dos conhecimentos, em particular, dos conhecimen-
tos em Geometria, considera os seguintes aspectos:

e Observacao de provas associadas a tomadas de decisao;

¢ A atividade de resolucao de problemas geométricos;

¢ Atividade de formulagao;

¢ Entendimento e redagao da solugéo de problemas.

2- A resolucao de problemas de Geometria e a entrada na forma de raciocinio,
que essa resolucao exige, esta associada a distingao das apreensdes da figura (apre-
ensao sequencial, perceptiva, discursiva e operatoria).

3- As representagdes semidticas ndo sdo somente necessarias para fins de
comunicacao, mas também essenciais para as atividades cognitivas do pensamento. A
atividade exigida em Geometria, no Ensino Fundamental, mobilizar trés registros e sua
coordenacao: o registro da lingua natural, o registro das figuras e o registro matematico
(ou das escritas algébricas).

4- A construcdo de situacdes para a sala de aula, nas quais a iniciacao a
demonstracao tem um papel importante, conduz alunos de 52 a 82 série a uma me-
lhor compreenséo dos conceitos geométricos e a aquisi¢cao de habilidades geométricas.

5- A técnica da demonstracao esta mais associada a uma hierarquia de tarefas
do que a uma hierarquia de conteldos.

Levando em consideragéo os dados coletados nos estudos preliminares e os
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entraves apontados por (DUVAL, 1995), os autores desenvolveram uma sequéncia
para validar suas hipéteses, atentando para os aspectos tedricos e 0s processos que
contribuem para a construgdo dos conceitos geométricos.

Ressalta-se que o texto também explana o processo de validagao interna da
engenharia. No decorrer do trabalho, os autores depararam-se com algumas dificulda-
des relacionadas a administracdo das atividades desenvolvidas e aos processos de
aquisi¢ao de determinados conhecimentos.
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6 UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA INTRODUZIR A IDEIA DE ESPACO VETO-
RIAL NO ENSINO MEDIO SEGUNDO A ENGENHARIA DIDATICA

Neste capitulo apresentaremos uma proposta de uma sequéncia didatica para in-
troduzir as ideias iniciais de espacos vetoriais no ensino médio, utilizando a metodologia
da Engenharia Didatica (ED).

Salientamos que a proposta é desenvolver a sequéncia didatica com alunos
do 32 ano do ensino médio que demonstrem algum interesse pelo assunto ou que
pretendam cursar 0 ensino superior em areas exatas, como matematica, engenharias
ou computacgao.

6.1 ANALISES PRELIMINARES

Podemos perceber que existe um certo distanciamento na forma de apresenta-
cao de alguns conteudos matematicos do ensino médio em relacdo a forma em que
sao apresentados no ensino superior. Por exemplo, a geometria analitica do ensino
médio ndo apresenta as ideias de vetores geométricos que sdo comuns no ensino
superior. Além disso, ndo séo exploradas as operagdes de adicdo de pares ordenados
e de multiplicagao de um par ordenado por um numero real, isto é, as operacdes usuais
no espaco vetorial R?. Podemos perceber também que a auséncia de contetidos que
envolvem o espacgo R? na grade curricular do ensino médio é quase total.

No Ensino médio, os alunos se deparam com os conteudos de fungdes, matrizes,
pares ordenados associados a pontos em um plano cartesiano e conteudos basicos
de geometria analitica plana. Cada conjunto destes objetos constitui uma estrutura
matematica munida de duas operacdes basicas a saber, adicao e multiplicacdo por
um escalar. Essas operacdes sdo apresentadas aos alunos sem destacar a estrutura
de espacos vetoriais, 0 que € natural ja que esse nao € o principal objetivo do ensino
médio. No entanto, apresentar essas operacoes fornece aos alunos muitas vantagens.

Este trabalho, tem a meta de apresentar uma sequéncia didatica na qual seja
possivel apresentar as primeiras ideias de espacos vetoriais utilizando os espacos
R? e R3 como ponto de partida. Inicialmente, pretende-se fazer uma aproximacgéao da
geometria analitica do ensino médio com a geometria do analitica do ensino superior.
O ponto de partida é apresentar os vetores geométricos constituidos de conjuntos de
segmentos equipolentes, utilizando algumas ideias aplicadas a fisica. O sofware Geo-
gebra sera utilizado como uma ferramenta de apoio. Em seguida, serdo apresentados
os espacgos R? e R?, com suas operagdes usuais. As operagdes de espacgo vetorial
serdo utilizadas para definir a equacao de uma reta que passa por um ponto e esta
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em determinada direcdo. A ideia ponto médio de um segmento também pode ser dada
utilizando-se as operacdes de espacos vetoriais.

Neste sentido, neste trabalho, pensamos em usar estes elementos da Matema-
tica do ensino basico para apresentar uma nogéao de espaco vetorial. Acreditamos que
essas ideias apresentadas a um aluno do ensino médio, que pretende cursar 0 ensino
superior na area de exatas, podem amenizar o impacto em um primeiro contato com a
matematica superior da geometria analitica e da algebra linear.

A metodologia de pesquisa utilizada na sequéncia didatica proposta sera a Enge-
nharia Didatica (ED) que, segundo (ARTIGUE M..; DOUADY, ), € uma metodologia de
pesquisa que propicia ao professor formular um plano de ensino que objetiva a forma-
cao, realizacao, observacao e a analise das situacoes didaticas disponibilizadas para o
planejamento da acao docente. Ademais, segundo (PAIS, 2015, p.77), “a utilizacdo de
uma engenharia didatica refor¢a a confiabilidade da pesquisa e sua potencialidade se
deve a defesa do vinculo com a realidade da sala de aula”. Ressaltamos que, para a
construcao dessa situagao problema, foram utilizadas somente as duas primeiras fases
da ED (analises preliminares e analise a priori.) Pretende-se implementar a sequéncia
didatica com alunos do terceiro ano do ensino médio.

Problematica.

A algebra linear esta relacionada, mesmo que de forma implicita, a diferentes
dominios da matematica, como por exemplo o0s sistemas de equacdes lineares, a
geometria dierencial, a aritmética, equacoes diferenciais, etc. Desta forma, torna-se
indispensavel aos estudantes da &rea de exatas a compreensao das ideias bésicas de
tal disciplina.

No século XX houve a procura de uma teoria que pudesse reagrupar todos os
conceitos de algebra linear, fazendo desta um estudo de estruturas e nao mais de
equagodes. Segundo Dorier:

[...] "E fato que a Algebra Linear constitui uma parte importante no
conteudo matematico que € ensinado no inicio da universidade, sendo
vista como uma disciplina fundamental por quase todos os matematicos
e por muitos cientistas que a utilizam como ferramenta. Além disso, as
dificuldades dos estudantes em Algebra Linear parecem, tdo importantes
e visiveis quanto em andlise ((ROBERT e ROBINET, 1989) e (ROGALSKI,
1990)) "(DORIER, 1998: p. 193).

Conforme mencionado, as andlises preliminares consiste em uma verificacéao
sobre como o conteldo esta sendo ensinado, para que se possa propor intervencoes e
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modificacdes caso seja necessario.

No que se refere as analises epistemoldgicas, destaca-se dois conhecimentos
que podem proporcionar uma melhor compreensao das atividades que serao traba-
Ihadas na sequéncia didatica. Primeiro, a familiarizacao com o software Geogebra
para exploracao e obtencao de graficos de fungdes, bem como compreendimento do
conceito de vetores nos ambientes R? e R?, retas dadas por um conjunto de pontos
da forma r = {(z,a.z + b);x € R}, que podem ser representadas por um conjunto
de pontos da forma (1 —t).A+t.B,onde t € R e A e B sdo pontos do R%. Segundo,
compreencao das definicbes e exemplos de espacos vetoriais, subespacos vetoriais,
objetivo presente nos itens da sequéncia didatica proposta. Em uma analise cognitiva,
os alunos podem apresentar dificuldades na linguagem matematica necessaria para
o bom entendimento dos conceitos mencionados. No decorrer do processo, essas
dificuldades devem ser identificadas afim de se fazer um reajuste na sequéncia didatica
para que os objetivos sejam alcang¢ados.

6.2 CONCEPGCAO E ANALISE A PRIORI

As varidveis adotadas que permitiram a caracterizacdo e concep¢ao de uma
sequéncia didatica para a introducao a espacos vetoriais sao:

e Introducéo de conteudos levando em consideracdo o conhecimento prévio;

¢ Utilizagdo do Geogebra como recurso computacionail para visualizagao geo-
métrica dos contetdos a serem introduzidos;

e Atividades que permitam a melhor compreenséo dos novos conteldos a serem
introduzidos;

e Desafios intelectuais.

A seguir apresentamos uma proposta da sequéncia didatica para uma introdugéao
a algebra linear a alunos do ensino médio.
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6.3 APRESENTAGAO DA PROPOSTA AOS ALUNOS E DEFINICAO DOS OBJETI-
VOS

Como ponto de partida o professor ira apresentar a proposta aos alunos e
justificar sua importancia para aqueles que almejam seguir seus estudos na area das
ciéncias exatas.

Esta fase do processo é de suma importancia para o sucesso na implementagéao
da sequéncia didatica. Por esse motivo é importante que nao fiquem dlvidas quanto
aos objetivos e nem quanto aos procedimentos que devem ser adotados tanto pelo
professor quanto pelos alunos participantes.

Ainda nesta fase sera feita uma sondagem junto aos participantes para se averi-
guar o que eles ja conhecem na dire¢do dos assuntos a serem abordados. De acordo
com essa sondagem os objetivos e itens da sequéncia didatica podem ser reajustados.
Essa é a primeira vez em que elementos da Engenharia didatica (ED) comeca a apare-
cer no trabalho do professor. O trabalho do professor estard sempre se adequando de
acordo com as informagdes coletadas mediante um processo investigativo e reflexivo.

Tanto o processo de elaboracao da sequéncia didatica quanto sua implementa-
¢éo serdo discutidos e readaptados mediante colaboragéo da coordenagdo pedagdgica
e de outros professores de matematica onde a sequéncia didatica sera implementada.

6.4 OS OBJETIVOS GERAIS DA PROPOSTA

A proposta inicial é utilizar o software geogebra para facilitar o entendimento de
algumas ideias no ambiente R2.

O ponto de partida é fazer compreender a ideia de vetor geométrico no plano
bem como as operacgdes de adicao de vetores e multiplicacdo de vetores por escalar
no ambiente R%. Com esse intuito, pretende-se relacionar essas ideias com as nogdes
dadas pela fisica do ensino médio. Por exemplo, representar a ideia da diagonal do
paralelogramo para a resultante de duas forgas, o que combina perfeitamente com
a adicao de pares ordenados. O Geogebra servird como um grande recurso para
visualizagdo geométrica dos vetores, a ferramenta homotetia por exemplo, servira de
grande auxilio para o entendimento do conceito de multiplicacao de vetores por um
escalar. Outra ferramenta interessante que sera utilizada € o controle deslizante. De
modo gradativo sera introduzida a nogédo de espaco vetorial e as operacdes serdo
utilizadas para abordar por exemplo, a definicao de ponto médio de um segmento.
A equacéao da reta em espacos vetoriais também sera feita utilizando as operagdes
do espaco. Neste sentido, espera-se que os participantes possam compreender que
as operacoes definidas em um ambiente vetorial podem modificar a ideia geométrica
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que se tem de retas em espacos euclidianos. Visualizacdes geométricas serao feitas
através de aulas interativas com o auxilio do software Geogebra, com atividades que
possam introduzir os novos conhecimentos e reformular os conceitos prévios.

6.5 OS TOPICOS A SEREM EXPLORADOS
No desenvolvimento da sequéncia didatica serdo abordados os seguintes itens:

1. ldeias basicas sobre vetores na fisica.

2. Segmentos de retas orientados;

3. Segmentos equipolentes e relagdo de equivaléncia;

4. Conceito de paralelogramo;

5. Definicao de vetor geométrico, via segmentos de retas;

6. Operacoes com vetores geométricos e suas propriedades;

7. O espago vetorial R? e suas operagdes usuais;

8. Propriedades das operagdes em R?;

9. Retas e segmentos de retas no espaco vetorial R?
10. O espaco vetorial R? suas operagdes usuais, retas e segmentos de retas.
11. O conjunto R? munido de operagdes ndo usuais e retas neste espago.

12. Comentarios sobre outros espacos vetoriais: matrizes, funcoes, etc.
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6.6 SEQUENCIA DIDATICA

Elaboramos a seginte sequéncia didatica para ser desenvolvida com o auxilio
do Geogebra:

1. Apés o professor dar a nocao de segmento orientado, representar no plano do
Geogebra (plano com malha) trés segmentos utilizando a ferramenta segmento
de comprimento pré-determinado igual a 4, sendo um na horizontal, um na vertical

e o0 © o0 e o o [[~]

+

e outro que nao seja na horizontal nem na vertical.

h e
L] A — &
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g = Segmento(A, B)
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D= (71)

f = Segmento(C,D)
-4

E=(43)

F = (6.82, 5.84)

h = Segmento(E,F)
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Figura 37 — Segmentos de comprimento igual a 4.

Fonte: Autor

Instrumentacao de validacao: Que estratégia vocé utilizaria para construir um
segmento de tamanho 5 unidades que tenha com uma de suas extremidades 0
ponto A = (2, 3) e que este segmento ndo esteja na horizontal e nem na vertical?

s
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2. Apds o professor dar a nogao de segmentos equipolentes: dado um segmento
orientado AB construir um segmento equipolente a um segmento dado( Neste
momento o professor pode definir vetor, no sentido da geometria analitica).

Figura 38 — Segmentos equipolentes.
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Segmento AB
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Fonte: Autor

Instrumentacao de validacao: Dado o segmento AB de extremidades em A =
(4,2) e B = (4,5). Quantos segmentos equipolentes a AB existem?



Capitulo 6. UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA INTRODUZIR A IDEIA DE ESPACO VETORIAL NO
ENSINO MEDIO SEGUNDO A ENGENHARIA DIDATICA

77

3. Contruir um segmento e um vetor do Geogebra(mesmo sem definir vetor, o Geo-
gebra tem uma ferramenta para construir vetores. Na verdade, um representante
de um vetor se for considerada a definicdo que sera dada para vetores). Usar
a ferramenta translacdo por um vetor do Geogebra para construir segmentos
equipolentes. Apo6s construidos varios segmentos equipolentes, fixar o cursor em
uma extremidade do segmento inicial e arrastar. Verificar que todos os segmentos
construidos também serao arastados. Em seguida, fixar o cursor do mouse na
extremidade do vetor de translacao e arrastar. Verifiar que isso ira arrastar todos
0s segmentos construidos na mesma diregdo que o vetor esta sendo arrastado.

B A

el A

Figura 39 — Segmentos equipolentes por translagéao de um vetor.

— (5. 7)

i = Segmento(A%, B';;z

— 2383
I = (5, -1)

b = Vetor(E,I)

- ()

A; = Transladar(A, b) :

- (8.2

B} = Transladar(B,b) :

— (10, 4)

i = Segmento(A;, B:,;:

— 283

A

B4 = Transladar(B,a) ~

B} = Transladar(B,a) = ~

- (85)

i = Segmento(A}, B) :

— 283
I = (5,-1)

b = Vetor(E, I)

- ()

A}, = Transladar(A, b) ;

— (11, 0)

B} = Transladar(B, b) ;

- (13, 2)

fy = Segmento(A], B}) ;

— 2.83

D B
4 ! /:5-1
1 A‘E N
-3 =2 -1 0 2 p 3 4 5 6 8 9 10 1 12 13 14 15 16 "G)\
-1 v Q
Figura 40 — translac&o dos segmentos equipolentes.
[ @
2 B‘J
_(A,/ PN
-3 -2 -1 0 1 12 13 14 15 16 TQ
b -
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AL LN e

E] A&
O

@

B} = Transladar(B,a) *

— (6.7)

A/

i, = Segmento(A}, B’sjz

— 141
= (5 -1)

b = Vetor(E.I)

- ()

A} = Transladar(A, b) ;

— (10, 3)

B} = Transladar(B, b) ;

— (11, 4)

iy = Segmento(A], BQJ:

— 141

Figura 41 — Segmentos equipolentes.

ll

9
A
8
T B
8 / B
H.‘ﬂ
5 At
B ar
4 / -
A
A
3 L 4
P2
2
A
2
1
#
it} i o 2 p 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 &
-1
Q

Fonte: Autor

Instrumentacao de validacao: Dado o segmento AB de extremidades em A =
(4,2) e B = (4,5). Quantos e quais sao os segmentos equipolentes a AB que

possuem extremidades no ponto C' = (8,4)?
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4. Apbs definir o procedimento para adicionar vetores v = AB = {CD; CD ~

@}, sera representado no plano do Geogebra trés pontos A, B e C quaisquer,
utilizando a ferramenta vetor, construir os representante dos vetores, /@, Eﬁi,
AC, CA, BC e OB, por fim mostrar que os vetores AB e BA ndo sdo iguais.

Figura 42 — Representacao de vetores.

AL I &0 L \.\' ABC +]»

u = Vetor(A,B) ¢ ¢
- () 5
v = Vetor(B,C)

-0 |

w = Vetor(C, A)

3 1

- \-2
H -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12 13 14 15 16
A, = (172, 4.4)

C, = (4.72,6.4)

A {10 2&\

Fonte: Autor

Instrumentacao de validacao: Considere os pontos do plano A = (1,2), B =
(2,0), C = (3,3), D = (1,3), E = (2,2) e F' = (2,5). Utilizando apenas os
pontos descritos, quantos vetores podemos representar? Quais destes vetores
sao representacdao de um mesmo vetor?
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5.

Apds definir o que € um paralelogramo, utilizando a ferramenta vetor sobre o
plano do Geogebra construir os representante dos vetores u = ABev=AC
de mesma origem em A. Utilizando a ferramenta retas paralelas do Geogebra,
clicar com o cursor do mouse sobre o representante do vetor u e sobre o ponto
C' o0 que tera como resultado uma reta paralela ao representante do vetor u
passando por C, analogamente repetir 0 processo com o vetor v e o ponto de
B. Utilizando a ferramenta Interseg¢&o de dois objetos, clicar sobre as duas retas
construidas para sinalizar um novo ponto D que sera vértice do paralelogramo
ABCD. Utilizando a ferramenta translacdo por um vetor clicar com o cursor do
mouse sobre o vetor v e arrastar (transladar) o representante do vetor v para o

segmento BD, isto mostrara que os lados opostos do paralelogramo sao iguais.

Utilizando a ferramenta angulo clicar com o cursor do mouse sobre os pontos B,
A e C, respectivamente, para representar o valor em graus, do angulo BAC, de
modo analogo, representar o angulo oposto ao angulo criado, o resultado sera a
congruéncia desses angulos.

Figura 43 — Paralelogramo.

AL LN e

ks

° a ;

Jx

A 10 '

i - !
v = Vetor(A', C') 9 ;

A} = Transladar(A, b) : 7 ;I
— (8, 2) 1
B’ = Transladar(B, b) :
— (9.5)

u' = Vetor(Al. B")
1
- \3

o = Angulo(C.A,B)

— T1.57°

A = Anguloe(B,D,C) -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 LI 9 10 11 12 13 14 15

— TL57° o /

Fonte: Autor

Instrumentacéo de validagdo: Dado os vetores AL e AC de origem em A =

(0,0) e extremidades em B = (1,3) e C = (5,0), respectivamente. Quais as

coordenadas do ponto D, sendo D vétice do paralelogramo ABCD?

8
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6. Apos definir a adicao de vetores e suas propriedades, sera representado sobre o0
plano do Geogebra trés vetores u e v e w distintos com origem no ponto (0, 0).

B &

@

©

. [ N - N
R G TS T O M NN = Q
A 10 \_J

A = Intersecio(EixoX, Ein 9

— (0.0) .

B = (1.56, 4.38)

u = Vetor(A, B)
6

1.56

— \4.38
5

C = Ponto(EixeX)
4

— (50
1 u

v = Vetor(A,C)

5 2

— \D, w
1

D = (2.02, 2.48)

w = Vetor(A.D) 4 3 2 a0 1 2y 3 4 5 6 8 9 10 it 12 13 1a 15
-1

Figura 44 — Representacao dos vetores u, v € w.

2.02
— \2.48

Fonte: Autor

Para reforgar o conceito de soma de vetores, digitar u+v no campo de entrada do
geogebra, como resultado sera um representante do vetor u + v com origem no
ponto (0,0) e extremidade no ponto P qualquer do plano, deixar claro que, P € 0
vétrice do paralelogramo formado pelos representantes dos vetores u e v.

¢
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Figura 45 — Adicao de vetores.

R e SO I A PRI R

£l &

=

2.2
2.48

A/

a=u+v : ’
7
O 6.56 U
— \4.38
c=v+tu : & i
I
O 6.56 !
— \4.38

O tertol = “u+4v" : f 4 7

P = Ponto(a) : 3 ]

— (656,438 @ !

f : Reta(B,v) ut v !
@

— y =438

: ey
@ & Reta(C, u) . e 1 2 3 4 5 5 7 13 9 0 N 2 13 14 15

— -4.38x + 1.56y = -21

Fonte: Autor

Para mostrar a validade da propriedade associativa numa visdo mais geométrica,
escrever sobre o campo de entrada do Geogebra os representantes de (u+v)+w
e u+ (v+w). O resultado sera a mesma representagéo no plano.
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Figura 46 — Associatividade em relagao a adi¢ao de vetores
AL OO L N e Q
k| A N 0 =
IR : ;
Q@ | D=(202 248) : 8
w = Vetor(A,D) : ; E
° ey :
a=utvtw i 5
M) :
c=utviw ) (utv)+w=u+(v+w)
Ry A/
® Ui 1 . 3
(v+w)$" T 3 2 4 1 ) 3 VR 5 7 B & 10 @ 1z i3 14 s
© mey ©

Fonte: Autor

Para mostrar a validade da propriedade comutativa, escrever sobre o campo de
entrada do Geogebra, os representantes dos veotres u + v e v + u, o resultado
sera dois vetores de mesma representagao no plano.

Figura 47 — Comutatividade em relacéo a adigéo de vetores

S| ;- O @ [}' x ABC <D

B] A W 10

- ) : g

@ C = Ponto(EixoX) : s
— (5| []) @

. 7

v = Vetor(A, C) :
] - (g) 6
O D= (202 248) :
w = Vetor(A, D)
° e
a=u+v

° - |

4.38

U+ v

c=v+u

° -

4.38

Fonte: Autor
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Por fim, um caso particular para o ponto P, extremidade do representante de
u + v, € o ponto P coincidir com o ponto (0, 0), elemento neutro da adigéo, neste
caso, 0s vetores u e v sdo opostos, isto €, a origem do representante de v é
extremidade do representante de u.

Figura 48 — Elemento oposto.
B SIoHwIPANIEIR

— (U, U) —
A ’ I+
B =(44)

u = Vetor(A,B)
@ 4
v
v = Vetor(B,A) °
@ s B
- {_4 \
B’ = Transladar(B, w) : ] ’
— (428, 3.72) ’

A" = Transladar(A, w)

— (0.28, -0.28) ’,

¢

a = Vetor(B',A")
R .

. . H -2
@ textol = "Elemento oposto

+ -3

Fonte: Autor

Instrumentacao de validacao: Dado os vetores u = AB,v=ACew = AD
de origem em A = (0,0) e extremidades em B = (2,7), C = (3,2) e D = (5,4),
respectivamente. Qual as coordenadas da extremidade do vetor u + v? Qual as
coordenadas da extremidade do vetor (u + v) + w? Dado o vetor e = BA com
origem em B e extremidade em A. Qual as coordenadas da extremidade do vetor
u-+e?
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7. Apdés definir a multiplicagcao de vetor por um escalar, usar a ferramenta homotetia

para elucidar a multiplicacao de um vetor por um escalar, construir o representante
do vetores u na horizontal de mdédulo igual a 2, no plano do Geogebra, com a
ferramenta homotetia clicar sobre a extremidade de u e depois na origem, um
fator ¢ devera ser escolhido, para melhor representacdo do problema, escolha
o fator igual a 3, o plano representard um ponto P no plano pertencente a reta
que passa pelo vetor u, o representante do vetor com origem na origem de u e
extremidade em P tera seu mddulo igual a 3.u.

Figura 49 — Multiplicacao de um vetor por um escalar

AL OO LN e

£l &

o
O

N =
A=(13)
B=(33)
u = Vetor(A, B)
0 s
P — Homotetia(B,3,A) s
— (7.3)
A= (1,2) : A I b

P =(7,2) : 2 S B R b e

v = Vetor(A',P) ; 1

- ()

textol = "$3.u$"

Fonte: Autor

No caso particular em que ¢t = 1, temos que o vetor 1.u = u o que ira reforgar a
propriedade do elemento neutro da multiplicacdo de um vetor por um escalar.

Para melhor compreensao da propriedade associativa, indicar o vetor u com
origem em (0,0) e extremidade em (4,0), utilizar a ferramente homotetia na
origem e extremidade u e escolher o fator 2,depois repetiremos o processo para
escolher o fator 3. Na caixa de entrada do Geogebra representar os vetores 2.(3.u)
e (2.3).u os vetores gerados no plano do Geogebra serdo iguais, independente
de quem sejam os fatores escolhidos.

1@

—
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Bl A&
O
O

@

Figura 50 — Associatividade

Fonte: Autor

Para a propriedade distributiva em relacdo a adicao de vetores, sera descrito trés
vetores com a ferramenta vetor, u com origem em (0, 0) e extremidade em (0, 2), v
com origem em (4,0) e extremidade (0,0) e um representante do vetor u + v com
origem em (4,0) e extremidade em (0, 2), depois, utilizar a ferramente homotetia
e entdo criar os vetores t.u, t.v e t.(u + v) e a ferramenta controle deslizante para
criar uma variagao para t, em particular, se t = 2 entdo os representantes de 2.u
tem origem em (0, 0) e extremidade em (0, 4), o representante de 2.v tem origem
em (4,0) e extremidade em (—4, —4) e o representante de 2.(u+v) tem origem em
(4,0) e extremidade em (—4,4), porém, a validade da propriedade pode nao ser
entendida, pois a visualizagdo do vetor ¢.(u + v) ndo é diagonal do paralelogramo
gerado pelos vetores t.u, t.v, assim, basta enfatizar que o vetor ¢.(u+v) € apenas
um representante e entdo com o auxilio da ferramenta translagcdo por um vetor
clicar sobre o representante do vetor 2.u e arrastar 4 unidades para a esquerda,
verificando assim que o representante do vetor 2.(u +v) = 2.u + 2.v.

.= = N ~ —_—
A0 0L NS Q =
N i+ @
4 —l
A = (0, 0)
B=(40) : :
u = Vetor(A, B)
2
0
- \0
. 1 2.(3.u) = (2.3).u
P = Homotetia(B,3,A)  ° o o o -
— (12.0) . o o o
. ol 2 3 3 Ep 10 2p 14 16 18 20 22 24
P’ = Homotetia(B,2,4) * | ° -
— (8,0) » 2.u
_______________________ -
v=2-3u N 3
24 -2
- 0 .
a=2-3u -3
24 Q
- 0
-1
o
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Figura 51 — Propriedade distributiva em relacao a adigao de vetores.

A0 4L L
@ A = Intersegio(EixoX, EixoY) P
— (0.0

B = Ponto(Eixo0Y)
O

—_ [O. 2] @

u = Vetor(A, B) :
@ 0

- (%)

C = Ponto(EixeX)
O

— (4,0) @

v = Vetor(C,A)
@
- (%)

w = Vetor(C, B}

"
~a

Fonte: Autor

-1

-2

-3

Por fim, para melhor compreensao da validade da propriedade distributiva em
relacdo a adicdo de escalares, sera feito com a ferramenta vetores os vetores
u, 2.u e 3.u, entdo basta que mostrar ao somar os vetores u e 2.u obtem-se um

representante do vetor 3.u.

Figura 52 — Distributividade em relcédo a adicdo de escalares.

Al f- ® 0 & x ABC  +Dr

© bp=(a2) A
v = Vetor(C,D) i

0

O E=(03)

© F=(63)
w = Vetor(E, F)

°

@  textol = “fu=20u§"

@  textol, = "3

a=u+v

o

° -0 =

®  texto? = "$u+ 2.8

Fonte: Autor
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Instrumentacao de validacao: Dado os vetores u = AB ev = AC com origem
em A = (0,0) e extremidades em B = (1,3) e C' = (4,0), respectivamente. Indique
a origem e a extremidade de dois candidatos a representantes do vetor 2.u. Qual
a coordenada da extremidade dos vetores 2.u + 2.v?

8. Apds definir as operagdes usuais de soma e multiplicagdo por um escalar no R?,
mostrar que o R? munido dessas operagdes é um espaco vetorial, e explicar que,
na verdade, esse € um caso bem particular.

9. Apds a definicdo de soma e multiplicar por um escalar com os elementos do
R2, mostrar a validade das oito propriedades que torna o espaco R? um espaco
vetorial.
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10. Utilizando o plano do Geogebra (recomendado o plano com malha), mostrar

que dado dois pontos distintos, por exemplo, A = (0,3) e B = (6,0) & possivel
constuir um tridngulo retangulo ABC onde C = (0,0) tal que a distancia AB
seja igual a hipotenusa desse tridngulo e com catetos iguaisac; =3 -0 =3
e c = 6 —0 = 6 entdo através do teorema de pitagoras mostramos que a
distancia dos pontos dados ¢ igual a AB = /45 = 3.4/5. Em particular dados
dois pontos distintos A = (z1,4;) € B = (x2,y2) a distancia de A a B é dado por

dap = \2/(932 —21)% + (y2 — y2)%

Figura 53 — Distancia de A e B.

DRSS PN

ey

o

@

(9]

® ® @ O

— (0, 3) P D A
B = Ponto(EixoX) : ’
C = Intersesio(EroX, EixoY)
— (0,0)

f = Segmento(A, B)

— 671
AB? = 6 + 3

AB =62+ 32
AB = V45

g = Segmento(C, B) : 3¢

- 6

h = Segmento(C, A) : 3
— 3 .

6

3
texto3 = "$AB‘{2]:6‘{2}—3‘{2}\\E -
AB = \sqrt{6"{2}+3"{2}\\ AB =

\sqrt{45} -2

Fonte: Autor

Instrumentacao de validacao: Se a distancia dos pontos A = (5,2) e B = (3, k)
€ igual a 3, entdo o valor de k é igual a?

ll
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11

o0 @® @ o

@

. Utilizando a ferramenta controle deslizantedo Geogebra criar uma variavel ¢
tal que 0 < t < 1. Representar no plano os pontos A = (2,1) e B = (5,2).

Utilizando a ferramente segmento construir o segmento AB. Apds a construgéo
do segmento digitar no campo de entrada R = (1 — t)A + tB, 0 que vai gerar
um ponto R sobrepondo o ponto A dado que ¢t = 0. Utilizar o controle deslizante
para verificar que o ponto R caminha sobre o segmento AB construido e quando
t = 1 o ponto R sobrepde o ponto B, para uma melhor compreensao sera
recomendado que um dos pontos seja movido para outro lugar do plano e que
apesar disso ao utilizando o controle deslizante o ponto R caminhara sobre o
segmento AB. Em particular temos que para t = % € o elemento central do
intervalo [0, 1] entdo o ponto médio do segmento AB & dado pela expresséo
(1-1HYA+1B=14A+1B = 1(A+ B). E possivel perceber também que o conjunto
de todos os pontos quando ¢ € [—o0, +00] € uma reta que passa por A e B.

Figura 54 — Ponto médio do segmento AB.

Rl g = JE= (E) @ Z‘, .\.\ ABC
A=(2,1) A ‘7|
! t=05
B =(5,2) i
t=0.5 H 6
0 [ ] 1 @
. 5
f = Segmento(A, B) °
— 316 s
R=1{(1 t)A+tB} : -7
— {(35.15)} : Ponto médio -7
g : Reta(A, B) : ) '~

- x+3y=1

Ponto médio ° -

C = (3.32, 2.47) : )

D = (345, 1.73) o .-"

u = Vetor(C,D)
0.13 -~
- \-0.74 -

Fonte: Autor

Instrumentacao de validacao Sejam A = (3,1) e B = (7,3) extremidades do
segmento de reta AB e P = (3+4t,1 + 2t) com 0 < ¢ < 1 um ponto qualquer
desse segmento. O ponto que divide o segmento AB ao meio € igual a?
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12.

13.

14.

Representar no plano do Geogebra os pontos A = (1,5) e B = (2,7), utilizar a
ferramenta controle deslizante para criar uma variavel ¢t tal que —5 <t <5 areta
que passa pelos pontos (1,5) e (2,7) édada porr = {(1—1t).(1,5)+¢t.(2,7); t € R}
onde + e . sdo as operacgdes de R?. Note que

(1—1).(1,5)+.(2,7) = (1—t5—5t)+ (2t,7t)
= (L+1t5+2t).

Digitar sobre o campo de entrada do Geogebra (1 + ¢,5 + 2t) e ativar o controle
deslizante para a representacéo da reta no plano. Sendo assim, podemos por
r={(1+t,5+2t); t € R}. Alémdisso, fazendo 1+t = x, isto é, t = = — 1 obtemos
5+ 2t = 3z + 2. Portanto, r = {(z,3z + 2); = € R}.

Instrumentacao de validacao: Escreva a equacao da reta que passa pelos
pontos A = (1,3) e B = (3,5).

Apéds definir as operacdes usuais de soma e multiplicagdo por um escalar no
espaco R3, mostrar a validade das oito propriedades que torna o R3 um espago
vetorial.

Utilizando a ferramenta controle deslizante do Geogebra criar uma variavel ¢ tal
que 0 < t < 1, em seguida mudar a janela de vizualizagao para 3D. Escrever
sobre o campo de entrada do Geogebra os pontos A = (2,1,2) e B = (—3,—1,2).
Para representacao do segmento de reta que passa pelos pontos A e B escrever
sobre o campo de entrada do Geogebra o ponto C' = ((1 —t)A+tB),comot =1
o ponto C sera representado sobre o ponto B. Clicar com o botdo direito do
mouse no campo em que foi digitado o ponto C' e ativar a ferramenta Exibir rastro.
Utilizando a ferramenta controle deslizante para variar t, podera ser vizualizado o
segmento de reta com extremidades em A e B. Quando —oco < ¢t < +o0o temos a
vizualizagédo da reta que passa pelos pontos A e B.
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Figura 55 — Representacdo geométrica do segmento AB no ambiente R3.

oL ' :- C!} o Jp @ & N oamc - O\ =

@ aA-(2172 P 7N
@ B=(3-12

t=0.5 i 6

: ]

@

0 ® 1 @ s
) C=(1-t)A+tB : 4

— (-05,0,2)
+

#
#
Q,
Q,
Fonte: Autor
Figura 56 — Representacéo da reta que passa por A e B no ambiente R3.
oL ' I C!} o Jp @ & N oamc - Q =
@ aA-(2172 P 7N
@ B=(3-12
t=0.8 H ﬁ“
O -10 L ] 10 @ 5
) C=(1-t)A+tB : 4
— (-2,-06, 2)
+

Fonte: Autor

Instrumentacao de validacao Escreva a equacao da reta que passa pelos pontos
A=(1,2,3)e B=(-1,3,—2) do espago R? com as operagdes usuais.
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15.

16.

E possivel trabalhar com o espaco R* x R? se as operagoes de soma e multiplica-
cao por um escalar fossem definidas diferentes das operagdes usuais? Tomemos
os simbolos H e [ para indicar as operacdes de soma e de multiplicacdo por um
escalar, respectivamente, e:

<$1ay1)EE(332,Z/2) = ($1~$2,y1-y2)-
A (z1,01) = (xi\,y{\); AeR.

Note que, dado A = (1,5) e B=(2,7) e A =2 € R entao:

(1,5)8(2,7) = (1.2,5.7)
= (2,35)
20 (1,5) = (1%,5%)
= (1,25)

Instrumentacao de validacao: Adotando as operacdes de soma e multiplicacao
por um escalar no espago R’ x R abaixo.

($1=y1)EE($27y2) = ($1.$27yl-y2)~
AL (1, p1) = (951\791\); AeR.

Dado que (2,3) B (z,y) = (15,18). Qual o valorde = 1 (2,3) By [ (2,3)?

Visto que as retas do ponto de vista do R? com operacgdes usuais sdo descritas
por (1 —t).A+t.Bonde A e B sdo pontos do R?, o que sdo as retas no ponto de
vista do R? com as operagdes ndo usuais? Para uma ilustragao, utilizaremos o
plano do Geogebra para ver geometricamente tal reta. Suponha que as operagdes
a serem trabalhadas s&o as descritas no item anterior.

(z1,91) B (22,92) = (21.72,Y1.92)-
A (z1,0) = (Ii\’yi\); AeR.
Tome sobre o plano do Geogebra os pontos (1,5) e (2,7) com a ferramenta
controle deslizante criar uma variavel t tal que —10 < ¢ < 10, utilizando as
operacdes de soma e multiplicacdo por um escalar adotadas calcular (1 — t) [
(L,h)HtE(2,7)
(1—-t)E(1,5)BBtE(2,7) = (17157 @ (2,7
= (1'7h28 51707,
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sera digitado no campo de entrada do Geogebra C' = (1'7%2! 5!77%), o que
representara um ponto sobrepondo o ponto (2,7) dado que ¢ = 1, utilizando o
controle deslizante para variar ¢t e ativando sobre o0 novo ponto representado
a ferramenta exibir rastro, pode-se perceber que a reta representada nao é a
mesma reta do espaco R? com as operagdes usuais.

Figura 57 — Reta no espacgo R? com operagdes ndo usuais.

A0 0L NS a
A= (1.5) A 1 =

B=(27) ‘1/_: -10 my PL '

t=-10 : - i ......

A0 @ 0 & '...

C= (120577 i " ,...:

— (0,0.17) B (’

8

-2

-4

Fonte: Autor

Instrumentacao de validacao: Adotando as operagdes de soma e multiplicagao
por um escalar no espago R? abaixo.

(xl-x2>y1-y2)'
(x1,51); A €R.

(xla yl) H (3527 3/2) =
AL ($17yl) =

Qual o conjunto dos pontos da reta que passa pelos pontos A = (1,3) e B =
(3,5)?



Capitulo 6. UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA INTRODUZIR A IDEIA DE ESPACO VETORIAL NO
ENSINO MEDIO SEGUNDO A ENGENHARIA DIDATICA 95

17. Considere o conjunto W = {(z,y, 2) € R?; z = 2 + y*} com as operagdes:

(xhylax?—i_y%)Hﬂ(x%y%xg—i_yg) = (:(:1+x2,y1+y2,(x1+x2)2+(y1—i—y2)2).
ANO (2, y1,25 +yi) = Az, Ay, (Ao)? + (Ayr)?); A ER.

Primeiro sera utilizado a ferramenta controle deslizante para criar uma variavel ¢ tal
que —5 <t < 5, entdo mudaremos a janela de vizualizagao para 3D. Escrevendo
sobre o campo de entrada do Geogebra (z,y, z* + y?) sera criado a superficie do
paraboloide, digite também sobre o campo de entrada os pontos A = (1,1,2) e
B = (—2,1,5), calculando a reta que passa por A e B Obtem-se: (1—¢)1(1,1,2)H
tt1(—=2,1,5) = (1—-3t,1,(1 —3t)? + 1), digitanto o resultado no campor de entrada
do Geogebra obtem-se um ponto sobre A, utilizando o controle deslizante é
possivel ver que a reta do paraboloide no sentido do ambiente R? é uma parabola.

Figura 58 — Reta do paraboloide.
A DD A @ LN e L

t =115 0 '% :
@ - 115 ® °

5 . 5
A=(112) :

(9]

@ B=(215)

c= (1—3t.1.(1—3t)2+1)
— (-2.45,1,7)
a = Superficie((u,v,u +v*),u, ~10, lu::v

. (u. voul + vz)

9

Instrumentacao de validagao: Considere o conjunto W = {(z,y,2) € R3%; 2 =
z? + y*} com as operagdes de soma e multiplicagdo por um escalar definidas abaixo.

(21,91, 77 + y1) B (2o, o, 75 + 43) = (@1 + Ta, 1 + 2, (21 + 22)* + (41 + 12)?).
MO (2, 91,22 +yD) = Oz, Ay, (Axz)* 4+ (A)?); A ER.

Qual o conjunto dos pontos da reta que passa pelos pontos A = (—1,1,2) e
B=1(2,2,8)?
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6.7 IMPLEMENTACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Para a implementacao da sequéncia didatica, a distribuicao de conteudos serao
feito por aulas interativas no laboratio de informética, sera utilizado como recurso o
software Geogrebra como parte da implementacao, a intencao é permitir uma familiari-
zacao dos alunos com o software para utiliza-lo nas resolucdes de problemas. Caso
nao seja possivel a utilizacao do laboratério de informatica é possivel adptar o uso do
software pelo celular.

Sera ministrado uma aula por semana com duracdo de uma hora e vinte minutos
(1 h e 20 min), uma hora deste tempo destinado aos conteudos e 20 minutos reservado
para resolucdo de uma atividade proposta (instrumentacao de validagao), que tem a
intecdo fazer uma analise comparativa do nivel de percepcao dos alunos durante e pés
implementacao dos conteudos ministrado.

Destaca-se a impostancia da analise a posteriori para, se caso necessario, fazer
correcdes na sequéncia didatica.

6.8 CONSIDERAGOES FINAIS DA PROPOSTA DIDATICA

A proposta desta sequéncia didatica tem como principal objetivo, apresentar
aos alunos do 3% ano do ensino médio interessados nos estudos de ciéncias exatas no
ensino superior, uma introducao aos conteudos de algebra linear, mais especificamente
o0 assunto de espaco vetorial nos ambientes R? e R3.

A proposta tem por objetivo também apresentar e familiarizar o aluno com o soft-
ware Geogebra, que servird como recurso para resolucao de problemas e vizualizagao
geomeétrica dos graficos de vetores, fungdes e retas em um ambiente com operagdes
usuais € ndo usuais.
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A construgao desta sequéncia didatica foi feita com base em uma analise e
comparagao dos conteudos contemplados na grade curricular do ensino basico e
dos conteudos introdutérios da algebra linear. A intencdo era encontrar dentro dos
conteudos introdutérios da algebra linear, conhecimentos prévios que serviriam como
ponto de partida da sequéncia didatica.

E esperado que no decorrer da implementacéo da sequéncia didatica, os alunos
possam levantar suas hipéteses sobre o conteudo introduzido e que as mesmas possam
ser respondidas com a utilizagdo dos conteudos e recursos apresentados nas aulas.

Ao final de cada aula serao aplicados atividades que servirdo como instrumenta-
¢éo de validagédo de uma fase experimental, o objetivo é coletar que tipos de conceitos
foram entendidos pelos alunos e comparar esses conceitos as primeiras impressdes
no decorrer da sequéncia didatica.
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CONCLUSAO

No nosso trabalho apresentamos novos exemplos de espacos vetoriais do tipo
gréfico. Além disso, mostramos a possibilidade de munir o mesmo grafico com muitas
estruturas de espacos vetoriais. Em particular, o vetor nulo pode ser reescalonado para
ser qualquer elemento do grafico. Nossos exemplos sao de dimensdes um e dois e
foram dados utilizando os ambientes R? e R?. Os exemplos podem ser generalizados
para qualquer dimensao finita.

Apresentamos também, exemplos de subespacos do tipo grafico no ambiente
R™, que apesar de ndo serem subespacos de R" com as operagcdes usuais, sao
subespacos de espaco R com as operac¢des adequadas. Apresentamos ainda, uma
maneira de introduzir um produto interno nos espacos vetoriais do tipo gréafico para os
estudos dos subespacos ortogonais.

Por fim, procuramos apresentar uma proposta de sequéncia didatica em conso-
nancia com a metodologia de pesquisa de (ARTIGUE, 1996). A Engenharia Didatica
(ED) que é composta de quatro fases, na qual procuramos fazer uma introducao dos
conceitos iniciais de algebra linear para os alunos do 3% ano do ensino médio com inte-
resse nos estudos de ciéncias exatas. Ressalta-se que a construcao dessa sequéncia
didatica foi baseada nas duas primeiras fases da engenharia didatica e apesar de nao
esta completa, servira como um material de apoio.

Acreditamos que nosso trabalho da uma contribuicdo a mais na teoria dos
espacos vetoriais de dimensao finita. Assim espera-se que este trabalho seja um
apoio para aqueles que desejarem explorar esse campo da matematica. Além disso, a
sequéncia didatica apresentada pode ser utilizada para realizar trabalhos similares.
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