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Resumo

O objetivo desse trabalho é apresentar um estudo sobre os poligonos imersos em
Z? , uma vez que tanto os poligonos quanto a malha quadriculada estdo presentes
em diversos contextos na Educagao Basica. O capitulo inicial traz conceitos basicos
que servem de suporte para os resultados obtidos ao longo do trabalho. Em seguida
mostra-se que, além dos quadrados, nenhum n-agono regular pode ser imerso em
Z2. Tratamos também da area de poligonos imersos em Z?2, que pode ser facilmente
calculada quando sabemos o nimero de pontos de Z? localizados em seus lados e
no seu interior, por meio do Teorema de Pick. Finalmente, trazemos a solugao de
um problema que trata da imersio de quadrados em Z? e algumas aplicacoes do
Teorema de Pick em questoes extraidas de exames de diversos niveis académicos.

Palavras-chaves: Poligonos em Z?2; area de poligonos; malha quadriculada; Teo-
rema de Pick.



Abstract

The objective of the work is to present a study on the polygons immersed in Z?2,
since both the polygons and the grid are present in several contexts in Basic Educa-
tion. The opening chapter provides basic concepts that support the results obtained
throughout the work. Then, it is shown that, in addition to the squares, no regular
n-agon can be immersed in Z2. We also deal with the area of polygons immersed in
7?2, which can be easily calculated when we know the number of points of Z? located
on their sides and inside, through Pick’s Theorem. Finally, we bring the solution to
a problem that deals with the immersion of squares in Z? and some applications of
Pick’s Theorem in questions extracted from exams of different academic levels.

Key-words: Polygons in Z?; polygon area; grid; Pick’s Theorem.
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Introducao

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é o documento de carater norma-
tivo que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que
todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao
Basica (BRASIL, 2018 [5]). Serve de referéncia para formulagao dos curriculos e pro-
postas pedagogicas das redes escolares dos Estados, Distrito Federal e Municipios
além das propostas pedagogicas das instituicoes escolares. Ela define e fundamenta
as aprendizagens essenciais a todos os estudantes a fim de que desenvolvam as dez
competéncias gerais da educacao basica configuradas como direitos de aprendiza-
gem e desenvolvimento de cada individuo, e asseguradas pela Constituicao Federal
do Brasil, em seu artigo 205 (BRASIL, 2018 [5]).

De acordo com a BNCC, as decisoes pedagogicas devem instruir o sobre o que
cada aluno deve saber e saber fazer, visando o desenvolvimento de competéncias
que promovem aprendizagens essenciais ao desenvolvimento da educagao integral de
cada individuo.

A BNCC também trata de como as aprendizagens sao organizadas na Educagao
Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio, que sao as etapas da educagao Basica.

Tratando especificamente da Matematica, a BNCC propoe cinco unidades teméa-
ticas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e medidas e Probabilidade e esta-
tistica. Abordando um pouco a unidade tematica Grandezas e medidas de forma
mais direcionada ao estudo realizado nesse TCC, vemos que, sob a justificativa de
que as medidas quantificam grandezas do mundo fisico e sao fundamentais para a
compreensao da realidade, a BNCC, dentre outras coisas, espera que:

No Ensino Fundamental - Anos Iniciais, os estudantes compreendam a relacao en-
tre medir e comparar e expressem o resultado da comparagao. Resolvam problemas
relacionados & situagdes do cotidiano envolvendo grandezas como areas (de trian-
gulos e retangulos), que nomeiem e comparem poligonos, por meio de propriedades
relativas aos lados, vértices e angulos.

No Ensino Fundamental - Anos Finais, os estudantes reconhecam area como uma
grandeza associada a figuras geométricas e resolvam problemas que envolvam essa
grandeza determinando expressoes de calculo da area de quadrilateros, triangulos e
circulos.

No Ensino Médio os estudantes construam e ampliem a nogao de medida, pelo



estudo de diferentes grandezas, e obtenham expressoes para o calculo da medida da
area de superficies planas.

Estreitando ainda mais o foco, de acordo com a BNCC, o estudo dos poligonos
deve ter inicio no 2° Ano e o estudo das areas de regioes planas no 4° Ano, ambos do
Ensino Fundamental - Anos iniciais, e continuar durante todo o restante da formagao
bésica do estudante. Claro que a medida que o estudante evolui em cada ano o
nivel das habilidades a serem desenvolvidas também evolui. A utilizagdo da malha
quadriculada, nesse trabalho tratada como malha 72, também tem inicio no Ensino
Fundamental - Anos Iniciais. E tratada como um, dentre outros, recurso didatico
essencial pra a apreensao de significados e utilizagao matematicos. Convém salientar
que o surgimento de uma habilidade nas séries iniciais de ensino nao significa que
sua utilizacao se resume a essas séries e sim que, a partir delas, o estudante deve
apropriar-se e aprimorar tal habilidade. Assim, o estudo das &reas de poligonos em
malhas quadriculadas esta (ou deveria) presente nos curriculos das escolas das redes
publicas e privadas de ensino de todo o territério nacional.

Essa dissertacao traz um estudo sobre poligonos em Z?. Nele dois temas princi-
pais sao abordados.

No Capitulo 3, tratamos do calculo de areas de poligonos imersos em Z? por meio
do Teorema de Pick. O qual, ao invés de medidas de comprimento, como a maioria
das férmulas convencionais, usa o ntimero de pontos da malha Z? presentes nos lados
do poligono e no seu interior para calcular a area de um poligono. Apresentando-se
como uma forma alternativa e atraente de se chegar ao valor da area de poligonos
simples cujos vértices sao pontos da malha Z?. Nesse capitulo fazemos a demons-
tracao desse teorema a luz dos resultados apresentados por Elon Lages Lima em seu
livro "Meu Professor de Matemaética e outras historias" (veja [13]).

No Capitulo 2, tratamos da existéncia de poligonos regulares na malha Z2. Foi
inspirado em um problema proposto por Burkard Polster em um dos videos de seu
canal do YouTube "Mathologer", sobre quantos quadrados cabem em uma malha
pontilhada com n x n pontos. E, corroborando com Albert Einstein quando disse
“Nao sao as respostas que movem o mundo, sao as perguntas”, esse problema evolui
para a verificagao da existéncia de outros poligonos regulares nessa malha. Mostra-
mos que os quadrados sdo os tnicos poligonos regulares imersos em Z2. Para isso,
vemos que triangulos equilateros ndao podem ser imersos em Z?2, pentagonos regulares
também nao e, finalmente, generalizamos para n-agonos regulares com n > 6.

Naturalmente, para validar os resultados obtidos ao tratar dos temas dos Capitu-
los 2 e 3 acima citados, faz-se necessario alguns conceitos basicos que, nesse trabalho,
sao tratados no Capitulo 1. Tais conceitos, por si s0, ja trazem grande importancia
pois fazem parte dos contetidos de matematica que devem ser trabalhados durante
toda a Educacgao Basica, de acordo com a BNCC.

Encerrando esse trabalho, no Capitulo /, trazemos a resolucao de problemas e
questoes de exames aplicando os contetdos estudados.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

Neste capitulo trataremos de alguns conceitos necessérios para o desenvolvimento
desse trabalho. Tais conceito serao utilizados nos resultados obtidos no estudo da
imersao dos poligonos regulares em Z? (Capitulo 2) e no célculo das 4reas desses
poligonos por meio do Teorema de Pick (Capitulo 3). No entanto, com o intuito de
ser sucinto, varios dos temas aqui serao tratados de maneira pontual, sempre que
possivel, deixando margens para aprofundamento em estudos futuros.

1.1 Distancia entre pontos e angulos entre segmen-
tos

Sejam dados os pontos A e B, conforme [14], chamamos distdncia entre A e B e
representamos por d(A, B) o comprimento do segmento AB, assim d(A, B) = AB.
De acordo com [6] dados os pontos A(a,b) e B(c,d) pertencentes a um plano 7
com suas coordenadas relacionadas a um sistema de eixos ortogonais OXY dado, a
distancia de A a B pode ser calculada por

d(A,B) = \/(c—a)? + (d—b)2.

——
Em [14] temos que, no plano, dadas duas semirretas OA e @, um angulo de

vértice O e lados OA e OB é uma das duas regioes delimitadas por essas semirretas.
Na Figura 1.1, o dngulo « é convexo e 8 nao convexo. Ambos os angulos da figura
pode ser denotados por ZAOB, Z/BOA, AOB ou BOA.

Ainda em [14] vemos que é possivel associar a cada angulo uma medida da regiao
ocupada por ele num espago. Ao dividirmos um circulo em 360 arcos com medidas
iguais, cada um desses arcos tem medida de 1° (um grau). Na Figura 1.2, temos
ZAOB = 1°.

Os angulos podem ser classificados de acordo com suas medidas. Alguns deles
possuem nomes especiais, como, por exemplo: Angulo nulo que ¢ o dngulo de 0°,

3



1.1. DISTANCIA ENTRE PONTOS E ANGULOS ENTRE SEGMENTOS

Figura 1.2: Representacao de angulo de 1°.

o 8 ’
Angulo Nulo Angulo Agudo Angulo Reto
€
‘\Qé—A /—\
Angulo Obtuso Angulo Raso

Figura 1.3: Nomenclatura dos angulos.

Angulo reto, o angulo de 90°, Angulo Raso que possui medida igual a 180°, entre
outros. Também existe uma classificacao para os angulos. Chamamos dngulo agudo
aquele que possui medida maior que 0° e menor que 90° e dngulo obtuso aquele cuja



1.2. POLIGONOS

medida é maior que 90° e menor que 180°, ver Figura 1.3.

1.2 Poligonos

Definicao 1.1 Consideremos a sequéncia finita de pontos Ay, A, ..., A, comn na-
tural maior que dois. Chamamos de poligono A1 As... A, o conjunto de todos segmen-
tos formados por dois pontos consecutivos, a saber, A;As, AsAs,...A, A1 onde dois
desses segmentos nao possuem intersec¢ao além dos vértices e, se consecutivos, nao
pertencem a mesma reta, ver exemplo na Figura 1.4.

Os pontos Ay, Ag, ..., A, s@o chamados vértices do poligono e os segmentos A; As,
AxAs, --- A, A1 sao chamados de lados do poligono. Cada vértice é formador de
dois segmentos que sao chamados adjacentes deste vértice. A soma das medidas
dos lados do poligono ¢ chamada de perimetro e a regiao delimitada por esses lados
chamamos de regiao poligonal AyAs...A,.

Dizemos que um poligono é simples quando em cada um de seus vértices ha
interseccao de apenas 2 lados, ou seja, todos os vértices sao distintos. Um poligono
que nao ¢é simples é dito complexo. Ver exemplos na Figura 1.4.

Um poligono simples é dito convero quando a reta determinada por cada um
de seus lados deixa todos os demais pontos do poligono em um mesmo dos dois
semiplanos por ela determinados.

Ay

Bo C,

C3

A3 B3 Co

Ay L By
|
|

Figura 1.4: Poligonos de 6 lados: convexo (esq.) e ndo convexo (centro) e poligono
complexo (dir.).

Em cada vértice do poligono convexo se forma um angulo interno e dois externos.
O interno, como o angulo £ na Figura 1.5, equivale ao angulo convexo entre os dois
lados adjacentes a esse vértice. Cada angulo externo é formado entre um lado do
poligono adjacente a um vértice e o prolongamento do outro lado adjacente ao mesmo
vértice, como os angulos a; e oy também na Figura 1.5.



1.2. POLIGONOS

Al//

AQ A6

As

Az
Ay

Figura 1.5: Angulos no vértice As.

Usando o fato de que a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180° (veja
[14, Proposigao 2.18]), verifica-se que a soma dos angulos internos de um poligono
de n lados é dada por

S, = (n—2)-180°.

Quando as dimensoes de todos os lados de um poligono sao iguais, nés o denomi-
namos de poligono equildtero. Se todos os angulos internos de um poligono equilatero
possuem a mesma medida, dizemos que esse poligono é reqular. Obviamente, todo
poligono regular ¢ equilatero mas a reciproca nao ¢ verdadeira.

As
Bs By

A
6 Ay

Az
B1 BQ
As

Figura 1.6: Hexagonos Equilatero (esq.) e Regular (dir.).

Os poligonos sao nomeados de acordo com o ntmero de lados e vértices que
possuem. Como vemos em [14], o poligono A; As...A,, é chamado n-dgono. Alguns,



1.2. POLIGONOS

no entanto, recebem nomes especiais. Vejamos na Figura 1.7 alguns poligonos e seus
respectivos nomes. Por conveniéncia, exibimos poligonos regulares.

n=3, Triangulo n=4, Quadrilatero n=5, Pentagono n=6, Hexagono
n=7, Heptagono n=8, Octogono n=9, Eneagono n=10, Decégono
n=11, Undecagono n=12, Dodecagono n=15, Pentadecagono = n=20, Icosagono

Figura 1.7: Nomenclatura de alguns poligonos de n lados.

1.2.1 Triangulos

Devido a sua utilizacao posterior, faz-se necessario tratarmos especificamente de
alguns poligonos. O primeiro deles: triangulo. Porém, nem todas as propriedades
desse poligono serao tratadas, pois isso tiraria o foco do trabalho principal.

Trés pontos nao colineares em um plano formam um triangulo.

De |14, Definigao 1.10], considerando as dimensoes dos lados, denominamos esca-
leno um triangulo que nao possui dois lados com a mesma medida, isésceles se possui
ao menos dois lados com medidas iguais e equilatero se as medidas de seus trés lados
sao iguais como os triangulos ABC, DEF e GHI da Figura 1.8 respectivamente.

Os triangulos também podem ser classificados de acordo com as medidas de seus
angulos internos. Chamamos de tridngulo retingulo aquele que tem um angulo reto,
triangulo acutdngulo aquele cujos angulos internos sao agudos e tridngulo obtusdin-
gulo aquele que tem um angulo interno obtuso.



1.2. POLIGONOS

TT

A C D E H

Figura 1.8: Triangulo escaleno (esq.), isésceles (centro) e equilatero (dir.).

Congruéncia de triangulos

Dizemos que dois segmentos AB e C'D sao congruentes se AB = CD e que dois
angulos A e B sao congruentes se possuem a mesma medida (ver |1, Definigao 4.1]).
Assim, como BARBOSA 1995, usaremos “=" para representar congruéncia.

Em [1, Defini¢ao 4.2] temos:

Definicao 1.2 Dois tridngulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma cor-
respondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e dngulos correspon-
dentes sejam congruentes.

Dai, sendo ABC' e A;B;C; triangulos congruentes e se a correspondéncia de
congruéncia é de modo que A equivale a Ay, B equivale a By e C' equivale a (',
entao valem as relagoes seguintes:

AB - AlBl AC - AlCl BC - BlCl
ABC == A13101 CAB == ClAlB BCA - BlClAl

NETO 2013, sobre a congruéncia de triangulos, diz que:dizemos que dois tridn-
gulos sao congruentes se for possivel mover um deles no espago, sem deformd-lo, até
fazé-lo coincidir com o outro.

Na Figura 1.9, partindo de um dos triangulos, podemos obter os outros por
meio de transformagoes isométricas. Exemplos: se rotacionarmos o triangulo ABC
em torno de um dos vértices e o transladarmos, podemos fazé-lo coincidir com o
triangulo A; B1C] e, se refletirmos o triangulo A; B;C usando o lado B;C; como eixo
de simetria e, em seguida, transladarmos esse triangulo movendo-o para a direita,
podemos fazé-lo coincidir com o triangulo AsBoCh.

Representamos a congruéncia entre os triangulos ABC' e A B,C por

ABC = AlBlCl.

Na Figura 1.9 ABC = A B,C, = Ay By(s.
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C1 Cy

Ay
Az

B C Bl BQ

Figura 1.9: Trés triangulos congruentes entre si.

Convém salientar que todo tridngulo é congruente a si mesmo (Propriedade
Reflexiva). Além disso, NETO 2013 [14], cita duas propriedades importantes sobre
a congruéncia de triangulos que surgem da defini¢ao:

e Simetria: Se um triangulo ABC' é congruente a um triangulo A;B,C) a
reciproca é verdadeira.

e Transitividade: Se ABC' é congruente a A;B1C; e A;B,C} é congruente a
Ay ByCy, entao ABC' é congruente de Ay ByCl.

Casos de Congruéncia de Triangulos:
Citamos a seguir os principais casos de congruéncia de tridngulos (ver [14, Axi-
omas 2.3, 2.5 e 2.7|):

e Caso LAL (Lado-Angulo-Lado): Se um angulo de um triangulo e seus la-
dos adjacentes forem respectivamente iguais a um angulo e os lados adjacentes

deste em outro triangulo, entao os dois triangulos sao congruentes. Na Figura
1.10 AC = AlCl, CAB = ClAlBl e AB = AIBI; portanto ABC = AlBlCl.

C1

B1

R Aq

Figura 1.10: Congruéncia - Caso LAL



1.2. POLIGONOS

e Caso ALA (Angulo-Lado-Angulo): Se em um tridngulo dois angulos e o
lado entre eles sao respectivamente iguais a dois angulos e o lado entre eles de
outro trlangulo entao esses dois trlangulos sao congruentes. Na Figura 1.11

ABC AlBlcl, AB=A Bl [§ OAB OlA Bl7 IOgO ABC = AlBlCl.

A By
Ci

c A
Figura 1.11: Congruéncia - Caso ALA

e Caso LLL (Lado-Lado-Lado): Se os trés lados de um tridngulo sdo con-
gruentes aos respectivos lados de outro triangulo, esses triangulos sao con-
gruentes . Na Figura 1.12 AB = A1B;, AC = A;C, e BC = B;(}, logo
ABC = AlBQCg.

C

B C

Figura 1.12: Congruéncia - Caso LLL

Semelhancga de triaAngulos

Em NETO (2013), vemos que, se entre o triangulo ABC, com lados de medidas
a,b e ¢ pertencentes aos reais, e o triangulo A;B;C, conforme a Figura 1.13, hé
uma, corresponden(na de vértices de modo que_- A+ A, B+ BieC « (Cf,
ABC = A BlC CAB = ClAlB e BCA = BlClA e existe um real positivo £ tal
que A1By = k-c, BiC; = k-a e CiA; = k- b, entao esses dois tridngulos sao
semelhantes.

O ntmero k é denominado de razao de semelhanca entre A; B1C e ABC', assim:

A By o B.Cy o Ci1 Ay —
AB BC CA

Convém destacar que a razao de semelhanca entre ABC e A;B,C} é dada por

AB BC CA 1
A,B, B,C, C A, k

10



1.2. POLIGONOS

Cy

B @ C Ay

Figura 1.13: Triangulos semelhantes.

A semelhanca entre dois tridngulos ABC e A;B;C4, com a correspondéncia de
vértices na ordem da escrita, pode ser denotada por ABC ~ A;B.Ch.

Assim como na congruéncia, NETO 2013 (Veja [14, Proposigoes 4.6, 4.7 e 4.8])
destaca casos de semelhanca entre tridngulos citados respectivamente a seguir:

e Caso LLL (Lado-Lado-Lado): Sejam dois tridngulos no plano, ABC' e
A1 B1C1, de modo que

AB  BC  CA

AiBi BiCy G4y
Entao ABC' ~ A, B,C1, com a correspondéncia de vértices na ordem da escrita.
Em particular, os angulos internos dos vértices correspondentes sao iguais.

ka By

Figura 1.14: Triangulos semelhantes - caso LLL.

e Caso LAL (Lado-Angulo-Lado): Sejam dois triangulos no plano, ABC' e
A1 B1C1, de modo que

AB B ~
= ¢ =keDB=D.
AiBy By

Entao ABC' ~ A;B,C1, com a correspondéncia de vértices na ordem da escrita.

11



1.2. POLIGONOS

C1

ka

Figura 1.15: Triangulos semelhantes - caso LAL.

e Caso AA (Angulo-Angulo): Sejam dois triangulos no plano ABC e A, B,C},
de modo que o
A= Al e B= Bl.
Entao ABC ~ AlBlCl.
Ay

Pty

Bl Cl

B c

Figura 1.16: Triangulos semelhantes - caso AA.

Como consequéncia dos casos de semelhanca de triangulos citados anteriormente,
NETO 2013 (ver [14, Proposicao 4.9]) estabelece as relagoes métricas em triangulos
retangulos conforme transcreve-se a seguir:

Proposigao 1.1 Seja ABC, conforme a Figura 1.17, um tridngulo retdngulo em
A, com catetos AB = ¢, AC' = b e hipotenusa BC' = a. o

Sendo H o pé da altura relativa a hipotenusa, CH = m, BH =n e AH = h,
temos:

(a) ah = bc.

12



1.2. POLIGONOS

(b)) am =b*> e an=c
(c) a* =b* + 2.
(d) mn = h%.

m

Figura 1.17: Triangulo retangulo ABC.

O item (c) da proposi¢ao acima é conhecido como Teorema de Pitagoras.
Posteriormente seré apresentada uma demonstragao para o mesmo usando, dentre
outras, as ideias de areas.

Lei dos Cossenos e Lei dos Senos

Outras duas ferramentas mateméticas importantes na determinacao das medidas
de lados e angulos de triangulos sao a lei dos cossenos e a lei dos senos.

A lei dos cossenos relaciona as medidas dos trés lados de um triangulo e o cosseno
de um dos seus angulos (ver [14, Proposicao 6.21]), da seguinte forma:

Proposicao 1.2 Seja ABC um tridngulo, entao:

AR =CA°+BC°—2.CA-BC - cos(BCA).

De forma analoga ao citado acima, podemos isolar os demais lados ABC'.

A lei dos senos estabelece a igualdade das razdes entre cada lado do tridngulo
e o seno do angulo oposto a esse lado. Além disso, essa razao é igual ao diametro
da circunferéncia circunscrita ao referido triangulo. Veja a proposicao a seguir cuja
demonstragao se encontra em (|14, Proposigao 6.25]).

Proposicao 1.3 Dado um tridingulo ABC', tem-se:
AB BC CA

sen(BéA) sen(C AB) sen(AJ?C) '

13



1.2. POLIGONOS

A c

Figura 1.18: Relagao lado-angulo oposto em ABC' por cores.

Algumas relagoes trigonométricas
Ainda sob o intuito de fundamentar futuros resultados, é importante citarmos:

A relacao trigonométrica fundamental ([11, Pagina 108 |). Seja ABC um

triangulo qualquer no plano e B a medida de um de seus angulos internos. Entao
temos: N R
cos*3 + sen® = 1. (1.1)

As férmulas de adigao. De acordo com Elon Lages, estas sao formulas classicas
e exprimem cos(a + [3) e sen(a + ) em termos de cosa, senc, cosf3 e senf3. Aqui
citaremos apenas algumas destas relagoes que podem ser vistas, juntamente com
suas demonstragoes, em (|11, Pagina 199 |). Sao elas:

cos(a + ) = cosa - cosf — sena - senf,
de onde se obtém
cos(a — ) = cosa - cosf + sena - senf.

Além de
sen(a + ) = sena - cosP + senf - cosa, (1.2)

de onde resulta
sen(a — fB) = sena - cosf — senf3 - cosa.

1.2.2 Quadrilateros

Dentre os poligonos com quatro lados, ha a necessidade de destacarmos dois que
serao importantes nas etapas seguintes deste trabalho.

O primeiro deles é o Retdngulo quadrilatero que possui quatro angulos retos (ver
Figura 1.19).

14



1.2. POLIGONOS

Figura 1.19: Retangulo ABCD.

O outro quadrilatero a ser destacado é o Quadrado que é um retangulo cujos
lados possuem medidas iguais, como na Figura 1.20.

D C

A ‘ B

Figura 1.20: Quadrado ABCD.

1.2.3 Area de um poligono:

Chamamos de drea de um poligono um ntmero positivo que associamos a regiao
delimitada pelos lados desse poligono e quantifica essa regiao. Na construgao do
conceito de area, ELON LAGES 1991 [12], compara a area de uma figura plana
(aqui aplicamos aos poligonos) a um numero equivalente a quantas unidades de area
cabem nessa figura. Sendo a area fundamental o espago ocupado por um quadrado
de lado 1 unidade de medida.

Representamos a area de um poligono, escrevendo seus vértices entre parénteses.
Assim, (A1 A,...A,), representa a area da regiao delimitada pelo poligono A; As...A,,.

ELON LAGES ( veja [12, Pag. 21|) cita 3 propriedades da area que importam
ser citadas:

1. Poligonos congruentes tém areas iguais;

2. A area de um quadrado de lado lem é igual a lem?;

15



1.2. POLIGONOS

3. Se um poligono convexo é particionado em um nimero finito de outros po-
ligonos convexos entao a area do poligono é a soma das areas dos poligonos
menores.

Vejamos a seguir formulas que podem associar medidas de alguns dos poligonos
mais conhecidos as suas areas. Estas podem ser melhor analisadas em [14, Proposi-
goes 5.1, 5.2 e 5.2|, respectivamente.

e A 4rea de um quadrado ABCD de lado a é a?.
e A area de um retangulo ABC'D de ladosae b é a-b.

e A area de um triangulo ABC de lados a, b e ¢ e alturas relativas a esses lados,
a-hye b-hy c-he

2 2

respectivamente, h,, h, e h. é dada por

Figura 1.21: Area de um triangulo: (ABC).

o Area de triangulo equildtero. O calculo da area desse triangulo pode normal-
mente ser feito como o de um tridngulo qualquer. Mas temos uma férmula
matematica que deriva da anterior e pode ser utilizada diretamente quando
sabemos apenas a medida de seus lados. Vejamos:

Seja ABC um triangulo equildtero de lado [, conforme a Figura 1.22, onde D
é a projecao ortogonal de C' em AB, e, consequentemente, onde h é a altura
em relacao ao lado AB.

Note que CDA=CDB = 90° e, DAC = DEC, pois ABC' é equilatero. Logo,
pela soma dos angulos internos de um triangulo,

DAC +CDA+ ACD = 180° = DBC + CDB + BCD

dai, R ~
ACD = BCD.

16
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POLIGONOS

]//

A
Figura 1.22: Triangulo Equilatero: (ABC).

Assim, pelo caso AAA de semelhancga de triangulos, temos DAC ~ DBC'. E,
como AC' = BC e CD é comum a DAC e DBC, pelo caso LAL de congruéncia
de triangulos, temos que DAC = DBC. E dai AD = DB = [/2. Usando o
Teorema de Pitagoras em BDC, obtemos

l 2
BC' —=BD +CD =12 = (5) 1 h2

donde ) /3
[ V3
WR=P—-—=h=—".
4 2
Aplicando em ABC' a formula da area de tridngulos quaisquer vista no item

anterior, temos:
V3

Y el ANV
2 2 47
Entao a area de triangulos equilateros quando conhecemos a medida [ de seus

?V3

lados ¢ igual a 1

(ABC) =

O estudo do célculo da &area de triangulos, ¢ muito importante. Principalmente

se considerarmos que qualquer poligono convexo de n lados pode ser dividido em
n — 2 triangulos e que, como jé fora citado, se um poligono convexo é particionado
em um nimero finito de outros poligonos convexos entao a area do poligono maior
¢ a soma das areas dos poligonos menores.

Uma demonstracao do Teorema de Pitagoras usando areas de poligonos

Atualmente ha registro de centenas de demonstracoes do Teorema de Pitagoras.

Algumas delas baseiam-se no estudo das areas dos poligonos, outras na semelhanca
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1.2. POLIGONOS

e propriedades de triangulos, entre outras. A seguir temos uma demonstracao que
utiliza algumas das ideias tratadas até agora. ela foi inspirada na prova 4 de um
total de 122 apresentadas no site “Interactive Mathematics Miscellany and Puzzles”
(veja |3]) e encontra-se, de forma animada, em um video disponibilizado via Youtube
em [15]. Vejamos a demonstragao:

Teorema 1.1 Teorema de Pitdgoras. Dado um tridingulo retingulo de hipote-
nusa a e catetos b e ¢, temos que a soma dos quadrados das medidas dos catetos €
1qual ao quadrado da medida de hipotenusa.

Demonstragao: Partindo do triangulo ABC, consideramos o quadrado ADEF' de
lados medindo b + ¢, conforme Figura 1.23(a).

A b C c I
[ |
C
a

B,

b

D E D c O b E

(a) Passo 1. (b) Passo 2.

Figura 1.23: Teorema de Pitagoras.

Marquemos em FF o ponto By de modo que FFBy =be B{E = ¢, e o ponto C
em DE de modo que EC} =be C1D = c¢. Conforme a Figura 1.23(b). Assim, pelo
caso LAL de congruéncia de triangulos:

ABC = FCBl = CBlcl = DClB

BCICBl :BlCl :ClB:a

ou seja, BC' B é equilatero. Por outro lado, temos que ACF ¢ um angulo raso e
dai
180° = ACF = ACB + BCB; + B,CF.

Pela soma dos angulos internos de um triangulo, temos

B,CF + CFB, + FB,C = 180°.

18



1.2. POLIGONOS

Como R e . R
ACB = FBlC e CBIA = BlCF,

gracas a congruéncia ABC = F(C By, segue que
BCB, = CFB, = 90°.

Portanto, BC'B,C; é um quadrado de lado a.
Observando as areas dos poligonos da Figura ?7, facilmente percebemos que

(ADEF) = (ACB) + (FB,C) + (EB,Cy) + (DC,B) + (BCB,Ch)

ou seja,
b-c b-c b-c b-c
2 2
(b+c¢)” = 5 + 5 + 5 + 5 +a

ou ainda,
V+c2+2-b-c=2-b-c+ad

o que nos da
v+ =a’

Conclui-se assim a demonstracao do teorema.

Sem a necessidade de outros conceitos bésicos, aqui concluimos esse capitulo.
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Capitulo 2

Imersao de poligonos em Z2

Esse capitulo é dedicado a tratar da imersao de poligonos no Z2, com foco nos
poligonos regulares. Foi inspirado em um video (ver [17]|) postado no Canal do
Youtube Mathologer. Um problema apresentado no video por Burkard Polster é:
"Quantos quadrados distintos podemos formar usando como vértices os pontos que
aparecem na Figura 2.17".

Figura 2.1: Quantos quadrados podemos fazer?

De acordo com Polster, esse problema, o qual sera tratado posteriormente nesse
trabalho, é um convite ao erro. Mas nos faz pensar em outras possibilidades tais
como: Quantos quadrados poderiamos formar se tivéssemos mais linhas e colunas
de pontos? Podemos formar outros poligonos regulares nas mesmas condi¢oes?

Assim chegamos ao foco desse capitulo. E pretendemos mostrar que os quadrados
sdo os tnicos poligonos regulares que podem ser imersos na malha Z2.

Como de praxe, iniciamos com algumas defini¢oes.
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2.1. DEFINICOES PRELIMINARES

2.1 Definicoes preliminares

De acordo com DELGADO [6], um sistema de eixos ortogonais em um plano
m é um par de eixos 0X e 0Y que se intersectam perpendicularmente em uma
origem comum e possuem unidade de medida de igual comprimento. A escolha de
um sistema de eixos ortogonais permite estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre os pontos do plano 7 e os pares ordenados de nimeros reais do conjunto
R? = {(z,y)|x e y € R}. Assim fazemos uma correspondéncia entre o ponto A € 7
e o par ordenado (x,y), no qual x é a coordenada do pé da perpendicular ao eixo
0X, passando por A e y é a coordenada da perpendicular ao eixo 0Y passando
por A (ver Figura 2.2). Reciprocamente, localizamos o ponto A na intersec¢ao da
perpendicular ao eixo 0X que passa pelo ponto de coordenada x desse eixo com
a perpendicular ao eixo 0Y que passa pelo ponto de coordenada y desse eixo. De
agora por diante, chamaremos o plano com esse sistema de coordenadas de R2.

Figura 2.2: Sistema R? no plano .

Quando as coordenadas de um ponto pertencente a R? forem ntimeros inteiros,
diremos que esse ponto pertence a Z? C R2. Ou seja, se

A= (a,b) comaeb€Z, entio A € Z*.

Conforme podemos ver na Figura 2.3(a), as retas perpendiculares aos eixos 0X e
0Y formam uma malha quadriculada e os pontos de intersec¢ao de duas quaisquer
dessas retas possui coordenadas inteiras. Essa ¢ a malha Z2 .

Quando os dois pontos da extremidade de um segmento pertencem a Z?2, dizemos
que esse segmento estd imerso em Z2. Semelhantemente, quando todos os vértices
de um poligono pertencerem a Z?, dizemos que esse poligono esta imerso em Z? (ver
Figura 2.3(b)).
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(b) Poligonos imersos em Z2.

Figura 2.3:

Lema 2.1 Ao rotacionarmos 90° um segmento imerso em Z* em torno de um de
seus vértices, o vértice deslocado também pertence a Z2.

Demonstracgao: Dividiremos, didaticamente, essa prova em 3 casos:

Caso 1: Segmento horizontal ou vertical.

Tratemos do segmento horizontal sabendo que o segmento vertical é analogo. Sejam
A = (za,y) e B= (xp,y) com z4,25 ¢y € Z. Neste caso, sem perda de genera-
lidade, usemos x4 < xp. Ao rotacionarmos 90° no sentido anti-horario o segmento
AB em torno do ponto A, encontramos o ponto B’ = (x4,y’) (ver Figura 2.4). Como
as coordenadas de A e B sao inteiras temos

AB = /(x5 —2a)? + (yp —ya)? = |t — 24| = 15 — 24 € Z.

Como

AB = AB' e AB' =y —y,

segue que

v =AB+y <€ Z.

Consequentemente, B € Z2.
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D
B/
*
1 D’
? YT c
|
i
0B
A

Figura 2.4: Rotagao de segmentos horizontal e vertical.

Caso 2: Segmentos obliquos tais que a ordenada do vértice de maior abscissa é
maior.

Tomemos os pontos A = (z4,y4), B = (v5,y5) e C = (zp,ya) € Z* conforme
Figura 2.5.

-
-

R R = vV

-

Q

Figura 2.5: Rotagao do segmento AB.

Temos que AC'B é retangulo em C. Tomemos BAC = a e CBA = 8. Pode-se
notar que a + 4 = 90°. Rotacionando 90° no sentido anti-horério o segmento AB
em torno do ponto A encontramos o ponto B’ = (zp/,yp/) de modo que AB = AB'.
Tomemos ainda o ponto C" = (zp/,y4). Assim, o tridangulo B'C’'A é retangulo em
C’. Como os pontos C, A e (' sao colineares, temos que CAC" = 180°, ou seja,
180° = CAB + BAB' + B'AC" = o+ 90° + B'AC".
Entao R
a+ B'AC" = 90°,
o que implica em R
B'AC" = j.
Dai, analisando B'C'A, temos:

180° = C'B'A + AC'B' + B'AC' = C'B'A+90° + 3
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logo .
C'B'A = a.

Assim, pelo caso ALA de congruéncia de triangulos, temos:
ACB=BC'A=AC=DBC" :=meCB=CA:=k.
Convém salientar que k e m € 7Z, pois

C,B=yp—ya

yaeyp €Z e k

raexp€Z e m=AC=xp—1x4.

Observemos ainda que

k:A,C’:IL’A—IB/ = Tp=I4—TEZL

m=DB,C"=yp —yas = yp —Yat+meL
Concluimos entao que B’ = (zp,yp) = (14 — (Yp — ya),ya + (xp — 14)) € Z*.
Caso 3: Segmentos obliquos onde a ordenada do vértice de maior abscissa ¢ menor.

Neste caso, considerando os pontos C e C’ como na Figura 2.6, a prova é analoga a
do Caso 2.

Figura 2.6: Rotagao do segmentos AB.

Com isso encerramos a prova do lema. [ ]

Um fato facilmente notado é que, com base no Lema 2.1, podemos perceber que
se rotacionarmos 90° a malha Z? em torno de um de seus pontos, o formato da
mesma nao se altera. O proximo resultado trata de translacao em R2.

24



2.1. DEFINICOES PRELIMINARES

Definicao 2.1 A translagio de um segmento consiste no deslocamento de cada
ponto deste segmento a uma distdncia fixa, paralelamente a uma direcao fizada e
no mesmo sentido. Indicando por x o deslocamento na dire¢ao horizontal e y o
deslocamento na diregao vertical, vemos que a transla¢ao de um ponto C' = (a,b) é
o ponto C" = (a + x,b+vy), para todo C € AB.

Lema 2.2 Se CD ¢ a translacio de um segmento AB imerso em Z*? e C € Z? entdo
CD estd imerso em Z2.

Demonstragao: Sejam A = (ay,as) , B = (by,b) e C = (¢, ¢3) € Z* (Ver exemplo
na Figura 2.7).

(b2 +y)

ca = (a2 +vy)

b

az

Figura 2.7: Translagao do segmentos AB.

Como C'D é obtido através de uma translagao de AB, temos
C=A+PeD=B+Ponde P=(r,y) € R? é um vetor fixo.
Como A e C € Z2, temos
(z,y) =P=C—A=(c; —ay,c; —ay) € Z°.
Dai, como B € Z2, obtemos
D=B+P=(b,by) + (z,y) = (by +x,bs +y) € Z*.

Portanto, os dois vértice do segmento C'D estao em Z2, ou seja, C'D esta imerso em
Z?. Concluindo essa demonstracao
[ |
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2.2 Imersao de poligonos regulares em Z?

Nessa sec¢ao pretende-se mostrar que os quadrados sao os tinicos poligonos regula-
res que podem ser imersos em Z2. Trataremos dos triangulos, quadrados, pentagonos
e, finalmente, faremos uma generalizagao para n-agonos com n > 5.

2.2.1 Imersao de triangulos regulares em 72

Nesta secao veremos que nao existem triangulos regulares imersos em Z2. Apre-
sentamos duas demonstracoes para esse resultado. A primeira prova é apresentada
no Teorema 2.1, foi creditada a M. Edouard Lucas, reescrita por BEENSON (1992)
e pode ser vista em [2, pag. 250]. Vejamos:

Teorema 2.1 Um tridngulo equildtero nao pode ser imerso em 7>

Demonstracao: Suponhamos que existe um triangulo equildtero imerso em Z2.
Sem perda de generalidade, podemos supor que seus vértices sao A = (0,0), B =
(a,b) e C = (x,y)onde a,b,xz,y € Z e nao tem fator comum. Veja Figura 2.8:

Figura 2.8: Triangulo imerso em Z2.

Temos que:
AB° = (a—0)2+ (b—0)% = a2+ V?
AC" = (2— 02+ (y—0)2 =22+
B_C’2 = (x—a)2+(y—b)2=x2—2xa+a2+y2—2yb+b2

—2(za +by) + 2> + y* + a® + b*.
Como os trés lados de ABC' tem a mesma medida, segue que

a’ + b =22 +y? = —2(xa+ by) + 2> + v + a® + b
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e, portanto
a® + b =2 + y* = 2(za + by)
e
a’ +b* + 2° +y* = 4(za + by) = 0(mod 4). (2.1)
Além disso, como AB = BC, vemos que
2 +y* = [(z—a)’ + (y — b)*] (mod 4). (2.2)

Afirmagao 2.1 Se a equagao (2.1) wvale, entao, a,b,x,y € Z sao impares.

De fato, vejamos o que ocorreria se houvesse ntimeros pares entre eles.

A principio verifiquemos para o caso de um desses nimeros ser par. Para tanto,
suponhamos, sem perda de generalidade, que a seja do tipo 2k + 1, b seja do tipo
2m+1, x seja do tipo 2n+1 e y seja do tipo 2p para k, m,n,p € Z. Nessas condigoes
teriamos:

A+ 4+ +y? = 2k+12+0C2m+1)2+ 2n+1)%+ (2p)?
= 4k? + 4k +1+4m? +4n+ 1+ 4n? +4n + 1 + 4p?
= 4K +m?*+n*+p*+k+m+n)+3=3(mod 4).

De modo anélogo (2.1) também nao vale se dois ou trés dos nameros a, b, z,y € Z fo-
rem pares e, como ja foi dito, estes nao podem ter fator comum e, consequentemente
nao podem ser todos pares. Isso conclui a prova da afirmacao.

Afirmagao 2.2 Se a,b,x,y € Z sao impares entdo (2.2) nao vale.

De fato, se a é do tipo 2k + 1, b é do tipo 2m + 1, z é do tipo 2n+ 1 e y é do
tipo 2p + 1 para k,m,n,p € Z, entao temos:
4yt =2n+ 1)+ (2p+ 1) =4(n® +n+p® +p) +2 =2(mod 4)
e
(z—a)’+(y—b)* = (2n—2k)>+ (2p—2m)* =4 [(n — k)* + (p — m)*] = 0(mod 4).

Assim, 22 + 3% e (z — a?) + (y — b)? deixam restos distintos quando divididos por 4,
ou seja (2.2) nao vale. Concluindo assim a prova dessa afirmagao.

Visto que a existéncia de um triangulo equildtero imerso em Z? implica na vera-
cidade de (2.1) e (2.2) e acabamos de verificar que (2.1) implica que (2.2) nao vale,
concluimos que tal tridngulo nao pode existir. Concluindo a prova desse teorema. m

FONSECA (2019) [9], tratando de operagoes matematicas e cardinalidade nos
conjuntos numéricos, em um estudo voltado a alunos do ensino médio, traz uma
aplicagao a geometria que contém outra prova para o Teorema 2.1. Este serd o
nosso guia para as proximas demonstragoes.
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Teorema 2.2 Seja ABC um tridngulo imerso em Z? e Iy, 1y, 13 as medidas de seus
lados. Entao a drea de ABC' é um nimero racional e, para cada i € {1,2,3}, temos
que [? € um nimero inteiro.

Demonstragao: Inicialmente vemos que se AB é um segmento imerso em Z?, com
A= (z,y) e B=(z,w), entdo

Ezz(a:—z)Q—k(y—w)QGZ.

Com isso vemos que [%,13 e 2 € Z. Para verificar que a 4rea de qualquer tridAngulo
imerso em Z? é um ntimero racional, vamos considerar um caso especifico. Os outros
sao analogos.

Consideramos o triangulo ABC imerso em Z? com A = (0,0), B = (a,b) e
C = (c,d)onde 0 < a<cel<d<b (ver Figura 2.9). Podemos inscrever tal
triangulo em um retangulo de vértices A = (0,0), D = (0,b), E = (¢,b) e F' = (¢, 0)
com lados paralelos aos eixos do plano cartesiano.

A

D| = (0,b) B = (a,b) E = (¢,b)

C = (c,d)

Ay

F = (c,0)

Figura 2.9: Triangulo inscrito em retangulo.

Temos ainda que:

(Th) =
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Logo, (T1), (T»), (T3), (ADEF) € Q e, como
(ABC) = (ADEF) — [(Th) + (T2) + (T3)],

temos que (ABC) € Q, concluindo a demonstragao neste caso em que 0 < a < c e
0<d<e.

Dado um triangulo qualquer imerso em Z?2, fazendo uma translacao de modo que
o vértice mais a esquerda (e mais abaixo no caso de segmento vertical) corresponda
a origem, compondo com uma rotagao de 90° no sentido anti-horario se necessario,
obtemos um dos casos das figuras abaixo:

A A A A
B 2 B, B
T T2 Tl

\

\

e 1% T Ty Ty

\
\

Figura 2.10:

Ja vimos que os tridngulos dados em 2.10(a) e 2.10(b) tem area racional. Usando
um raciocinio anélogo, vemos que a area é racional também nos outros casos, uma
vez que as figuras envolvem éreas de retangulos de medidas inteiras e triangulos re-
tangulos cujos catetos tem medidas inteiras. Como translagoes e rotacoes preservam
area, concluimos essa demonstracao. [ ]

Como ja foi dito, temos uma segunda demonstragao para o Teorema 2.1, vejamos:
Coroléario 2.1 Nao existe um tridngulo equildtero imerso em Z2.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2, se tivéssemos um triangulo equilatero ABC' de
lados [ em R? com os vértices em Z?2, sua &rea seria um ntmero racional e [ € Z.

Lembrando que
1?V3
4 9

(ABC) =

teriamos v/3 - I2/4 € Q, o que nao é possivel pelo fato de que V/3 & irracional e o
produto de um nimero racional por um irracional ¢ irracional. ]
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2.2. IMERSAO DE POLIGONOS REGULARES EM 7?

2.2.2 Imersao de quadrados em Z>

Tratando da imersao de n-agonos regulares com n>3 no Z? vamos abordar o
trabalho de Joel David Hamkins, [10], o qual afirma que nao hé poligonos regulares
nao degenerados em Z2, exceto os quadrados.

Sem a necessidade de provas escritas, percebemos que podemos facilmente en-
contrar pontos com coordenadas inteiras que formam os vértices de um quadrado e
concluimos que esses podem ser imersos e Z2. Observe a Figura 2.11:

A

Figura 2.11: Quadrados imersos em Z2.

2.2.3 Imersao de pentagonos regulares em 7>

Mostrar que quadrados podem ser inscritos em Z? pode ser provado simplesmente
escolhendo pontos na malha que formem quadrados. O mesmo nao ocorre com 0s
n-agonos com mais de 4 lados.

Para provar que os pentagonos regulares nao podem ser inscritos em Z?2, con-
sideremos no plano um pentagono regular com vértices de A; a As, dispostos no
sentido anti-horario, e lados de medida [ conforme a Figura 2.12(a). Rotacionando
o segmento A; Ay 90° no sentido horério em torno de A, encontramos ponto B;. E
ao repetir esse procedimento nos segmentos subsequentes do pentagono encontramos
os pontos By, B3, By e Bs conforme a Figura 2.12(b). Com tais pontos formamos o
pentéagono com vértices de By a Bj e lados de medida [} até [£.
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2.2. IMERSAO DE POLIGONOS REGULARES EM 7?

(a) Passo 1. (b) Passo 2.

Figura 2.12: Construcao do pentagono B;B,...B,, regular.

Lema 2.3 Usando as notagoes acima pretendemos mostrar que:
a) O pentigono B1ByB3ByBs € reqular;
b) A razao entrel’ el é constante e independe da medida de .

Demonstragao:a) Inicialmente mostraremos que By By B3 B4 Bj; é equilatero. Sendo
A1 A3 A3 A4 As um pentigono regular, pela soma dos angulos internos dos poligonos
temos:

-~ ~ ~ ~ ~ 5—2)-180°
AsA1 Ay = AjArAg = Ay A3Ay = AzAyAs = AyAs A = 52 180° = 108°.
Como R R R R R
A5AlB5 - AlAQBl - AQAgBQ - A3A4Bg - A4A5B4 - 900
temos que:

B52{1A2 == lez{QAg = BQZ{:;AZL = Bgzz{4A5 = B42{5A1 - 1080 - 900 - 180.

Além disso,

AlB5 = AzBl - Ag,BQ == A4Bg - A5B4 - l

Portanto, usando o caso LAL de congruéncia de triangulos, temos:
B5A1A2 = BlAQAg = BQA3A4 = BgA4A5 = B4A5A1.

Consequentemente

AlB4 = AQB5 = AgBl = A4B2 = A5B3 =T
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2.2. IMERSAO DE POLIGONOS REGULARES EM 7?

Observemos ainda que BsA;As é isosceles de base BsAs, pois A1 Bs = A1 As logo:
~ ~ 180° — 18°
AQB5A1 = A1A2B5 = T = 81°
B4A}B5 = A5A\1A2 - A5A\134 - B5121\1A2 == 1080 - 810 - 180 = 90
Como consequéncia, usando o caso LAL de congruéncia de tridngulos, temos que

B4AlB5 = B5A2.Bl = BlAgBQ = B2A4B3 = BgA5B4

logo:

BlBQ == BQBg == 3384 == B4B5 - B5Bl - l/
e B1B;B3B,Bs é equilétero.

Agora tratemos dos angulos internos de ByByB3B,Bs. Observando os angulos
em torno dos vértices B; e Bs, temos:

Ay By As+ A3 By Byt By By Bs+Bs B Ay = 360° = A3 By Ay + Ay By B+ By By By + B, By As.

Mas, pela congruéncia dos triangulos obtida na primeira parte desse item, segue
que:

A2§1A3 = A3§2A4 s A3§132 = A4§2B3 e B5§1A2 = 31§2A3.

Portanto R R
BgBlBg, - BgBQBl .

Fazendo a mesma anélise com os angulos em torno dos demais vértices de By By B3 B, Bs
podemos verificar que:

ByB,Bs = B3ByBy = ByB3By = BsB4Bs = B, BsB,.

Como By ByB3B,Bs é equilatero e seus angulos internos sao congruentes, concluimos
que ¢ regular. Provamos assim o item a).

b) Ja sabemos que o pentdgono ByB,B3B,Bs é regular. No triangulo A;A;By,
temos A1E5B4 = 18° ¢ B4g1A5 = A5§4A1 = 81°, com | = AjA; e r = A, By,
conforme visto na Figura 2.13.

Pela lei dos senos, temos que

l r

sen(81°)  sen(18°)

De onde (18°)
sen
= 2.
" sen(81°) : (23)
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2.2. IMERSAO DE POLIGONOS REGULARES EM 7?

Figura 2.13: O Pentagono By By B3 B4Bs € regular.

Como, pelo caso LAL de congruéncia de triangulos, A;As By = AsA4Bs, segue que
A1By = AsBs = r. Usando a lei dos cossenos em AsB,Bs, denotando B3B, = I,
temos:

(l/)2 = <B4Bg)2 = (A5B4)2 + (BgA5)2 —-2- A5B4 . BgA5 . COS(BgA\5B4)
= P+r*—2-1-7-cos(9). (2.4)

Substituindo (2.3) em (2.4), temos:
18°)\° sen(18°)
P =2 (SUBONT g senU8) o) e 2
() * (sen(Slo) sen(81°) cos(9") ’

onde

sen(18°))° sen(18°)
k=1 —= ) =2 ———= 059”2 0,48
* (sen(81°)> sen(81°) cos ’

¢ uma constante independente de [, de modo que
l/
7= Vk 220, 69.

Isso conclui a prova do lema. [ ]

HAMKINS (2016) [10], inspirado em uma imagem de Vaughn Climenhaga usada
para provar que nao existem hexagonos imersos em Z? publicada em Proof without
words no MathOverflow, propos os proximos resultados. Vamos nos concentrar nos
pentagonos regulares e posteriormente, nos n-agonos regulares.
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2.2. IMERSAO DE POLIGONOS REGULARES EM 7?

Teorema 2.3 Ndo hd pentdgonos requlares imersos em 7.2.

Demonstragao: Suponhamos que existisse um pentagono regular imerso em Z2.
Como a malha quadriculada nao varia com rotacoes de 90° sobre um de seus pontos
(veja Lema 2.1), se tragarmos segmentos perpendiculares a cada lado do poligono
e com o mesmo comprimento destes, partindo dos mesmos vértices, encontraremos
outros 5 pontos na malha quadriculada que, por rotagao, formam outro pentagono
proporcionalmente menor (conforme Lema 2.3) com lado I’ = A-londe 0 < A < 1. Ao
repetirmos o processo com esse pentagono menor, encontraremos outro pentagono
proporcionalmente menor ao segundo com lado I” = X1’ = A\?.1, e assim por diante
(ver Figura 2.14). Assim, se houver um pentégono regular imerso em Z?, em algum
momento, a medida do lado do pentdgono encontrado sera menor que 1 que é a
medida minima dos espacos da malha quadriculada de Z2. Logo nao é possivel que
um pentagono regular seja imerso em Z2.

Figura 2.14: Reducoes sucessivas de pentagono.

Concluimos a demonstracao desse teorema. [ ]

2.2.4 Imersao de n-agonos regulares, com n > 5, em Z?

Nessa secao, pretende-se generalizar o resultado obtido com os pentagonos para
os poligonos regulares com mais de 5 lados. Para tanto, precisamos mostrar, assim
como fizemos com os pentigonos, que podemos, a partir de poligonos regulares com
mais de 6 lados, formar outros poligonos que sejam reducoes dos originais contendo
lados menores, porém na mesma quantidade.

Consideremos no plano um n-agono regular com vértices de A; a A,,, dispostos no
sentido anti-horério, e lados de medida [ conforme a Figura 2.15(a). Rotacionando
90° o segmento A; A, no sentido horéario em torno de A, encontramos ponto B;. E
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2.2. IMERSAO DE POLIGONOS REGULARES EM 7?

ao repetir esse procedimento nos segmentos subsequentes do n-4gono encontramos
os pontos By, Bs...B,,_1 e B, conforme a Figura 2.15(b). Com tais pontos formamos
o n-adgono com vértices de By a B,, e lados de medida [} até [],.

Az l Ay

(a) Passo 1. (b) Passo 2.

Figura 2.15: Reducao de um n-agono regular.

Lema 2.4 Usando as notagoes acima podemos mostrar que:
a) O n-dgono B1Bs...B,, é reqular;
b) A razao entrel’ el é constante e independe de l.

Demonstracao: a) Inicialmente mostraremos que B Bs...B,, é equilatero. Sendo
A1As.. A, um pentiagono regular, pela soma dos angulos internos dos poligonos
temos:

n ~ ~ —2) - 180°
A Aoy = AgAyAy = = A A4, = (P72 1807
n
de onde 360°
a = 180° — .
n
Como R R R R
A1A2B1 = A2A3B2 =..= An—lAan—l = AnAan =90°
temos que:
~ ~ ~ . . 360°
BnAlAQ = BlAQAg = ... = anlAnAl = B =a—90"=90" — " .
Além disso,
Aan = AgBl =..= Aan—l =1.
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2.2. IMERSAO DE POLIGONOS REGULARES EM 7?

Portanto, usando o caso LAL de congruéncia de tridngulos, temos:
BnAlAQ = BlAQAg = ... = Bn—lAnAl-

Consequentemente

Aan_l = Aan = AgBl =..= Aan_g =T.
Observemos ainda que B, A1 A, é isosceles de base B, As, pois A1 B,, = A;A; logo:

_180° -5 ., 180°

AQénAl = AlA\QBn =0
2 n

~ 180°
BnAgBl =W = 900 —0 = 450 - .
n

Como consequéncia, usando o caso lado angulo lado de congruéncia de triangulos,
temos que
BnAQBl = BlAgBQ = .. = Bn_lAan

logo:

BlBQ = B2B3 = ... = BnBl = l,
e B1B,...B, é equilatero.

Agora tratemos dos angulos internos de By Bs...B,. Observando os angulos em
torno dos vértices B,, e Bi, temos:

AB,Ay + AyB, B, + B,B,B,,_, + B,_1B,A; = 360°

AyByAs + A3By By + ByBy B, + B, B Ay = 360°.

Mas, pela congruéncia dos triangulos obtida na primeira parte desse item, segue
que: R R ) R R R
AanAQ = A2B1A3 s AQBnBl = A3BlB2 € Bn—anAl = BnBlAQ.

Portanto R R
Bl Ban—l = BQBan.

Fazendo a mesma analise com os angulos em torno dos demais vértices de B Bs...B,
podemos verificar que:

Bn§132 = 31§233 = .. = anlénBl-

Como B;Bs...B,, é equilatero e seus angulos internos sao congruentes, concluimos
que é regular. Provamos assim o item a).
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Figura 2.16: N-agonos regulares.

b) Ja sabemos que o n-dgono B Bs...B, é regular. No triangulo B,A;A;, temos
AQAan = B € BnAQAl = AanAQ = 9, com [ = A1A2 = Aan er = AQBT“
conforme visto na Figura 2.16. Pela lei dos senos, temos que

) T

sen(f)  sen(B)’

dai
sen(8)

sen(0)

1. (2.5)

r =

Como, pelo caso LAL de congruéncia de triangulos, AsAB, = A1 A, B,_1, segue
que AQBn = Aan_l =T.

Usando a lei dos cossenos em A, B, B, _1, denotando B,_1B, = l’, temos:

("2 = (By_1Bn)? = (ABy)*+ (By_1A1)? —2-A B, - By 1A - cos(By_1A,By,)
P4r?—2-1-7-cos(w). (2.6)

Substituindo (2.5) em (2.6), temos:

W=t () T e =
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2.2. IMERSAO DE POLIGONOS REGULARES EM 7?

onde

o _ 360° 2 o __ 360° o
k:1+<sen(90 ")> _2-sen(90 ”)-003(450—@).

sen (45° + %) sen (45° + %) n

Note que k& é uma constante que independe de [. Além disso, como veremos na
observagao abaixo, 0 < k < 1 para todo n > 5. Isso conclui a prova do lema. [ ]

Observacao: A constante k dada no lema anterior satisfaz 0 < k£ < 1 para todo
numero natural n > 5. Para isso usamos a relagao trigonométrica fundamental e
o seno da soma de dois angulos tratados no Capitulo 1 deste trabalho. Vejamos.
Chamemos a = 45° e b = 180°/n. Note que 0 < b < a para todo n > 5. Assim,

temos: )
ho1g |22zt g sen@a=b) g
sen(a + b) sen(a +b)
Observemos primeiramente que:
2(q —
k<1 M<2005(a—b)
sen(a + b)
& sen(2(a — b)) < 2sen(a+ b) - cos(a — b). (2.7)

Lembremos que pela formula da adigao (1.2) tem-se
sen(2(a — b)) = sen[(a —b) + (b — a)] =2 - sen(a —b) - cos(a — b).

Como @ > b > 0, temos 0 < a —b < a < a+b < 90° e sabemos que sen(zx) é
crescente em (0°,90°). Dai sen(a — b) < sen(a + b), e segue que a desigualdade do
lado direito de (2.7) ¢ valida. Portanto & < 1. Por outro lado, usando a relacao
fundamental (1.1), vemos que

sen(a + b)

sen(2(a — b)) 2
Tsen(ath) 2cos(a — b)] > 0,

ko= 1—cos’(a=b)+ [Sen(z(a —O) _ geos(a - b)} 2

= sen’(a—1b)+ {

pois estamos somando nimeros nao negativos e, como a — b € (0°,90°), temos
sen(a — b) # 0. Portanto, 0 < k < 1, para todon > 5, n € N.

Os resultados obtidos em Lema 2.4, complementam a prova do Teorema 2.3,
mostrando que esse Teorema se aplica a todos os poligonos regulares com mais de
4 lados. E como os triangulos regulares também nao podem ser imersos em Z2,
concluimos também que os quadrados sao os tinicos poligonos regulares que podem
ser imersos em Z2.
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2.3 Imersao de poligonos regulares em Z*

Essa secao é como um boénus e foi colocada aqui para agugar a curiosidade de
alguns. Nao faz parte do foco desse trabalho e destina-se a mencionar dois resulta-
dos sobre o tema. Um destes é apresentado por POLSTER (2020) sobre a imersao
de poligonos regulares em Z3 (ver [17]). Nele Polster mostra que os tnicos poligo-
nos regulares que podem ser construidos usando como vértices os pontos da malha
quadriculada Z3 sao, tridangulo, quadrado e hexdgono (ver, respectivamente, Figuras
2.18, 2.19 e 2.20). Na Figura 2.17 representamos uma parte de medida 3 x 3 x 3
dessa malha que é infinita. Os pontos azuis representam as intersecgoes das retas
perpendiculares aos eixos z, y e z os quais sao perpendiculares entre si e represen-
tam o espaco. As linhas tracejadas e o plano cinza, tem por objetivo facilitar a
visualizacao da profundidade.

Outro resultado que vale a pena mencionar é dado por BEESON (1992) que cita
duas provas para um mesmo teorema que diz:

Teorema 2.4 Suponha que um n-dgono reqular possa ser imerso em Z* para algum
k €N, entaon = 3,4 ou 6.

As provas citadas por Beeson foram feitas por I. J. Schoenberg em 1937 e W. Scherrer
em 1946. Ao leitor interessado, esses resultados podem ser encontrados em (Ver |2,
Péag. 225 e 251)).

Figura 2.17: Malha Z3.
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Figura 2.18: Triangulo em Z3.

Figura 2.19: Quadrados em Z3.
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Figura 2.20: Hex4gono em Z3.

Assim concluimos esse capitulo.
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Capitulo 3

Area de poligonos imersos em Z? -
Teorema de Pick

No Capitulo 2 vimos que nao ha poligonos regulares imersos em Z? exceto os
quadrados. Antes de citarmos os resultados que discutiremos neste capitulo, gos-
tariamos de citar um resultado exposto por BEESON (1992) o qual pode agugar
a curiosidade dos leitores. Trata-se de uma condi¢ao para a imersao de triangulos
em Z" para n > 2. Ele diz que, para que um triangulo possa ser imerso em Z" é
necessario que o quadrado da tangente de cada um de seus angulos seja um niimero
racional (ver |2, Proposigao 2 e Lema 3]).

Este capitulo trata do célculo da area dos poligonos simples imersos em Z? por
meio do Teorema de Pick. Este que é o teorema mais lembrado do austriaco Georg
Alexander Pick que nasceu em 10 de agosto de 1859, em Viena, e cujo trabalho
no campo da Matematica abordou tépicos como Algebra Linear, Analise Funcional,
Calculo de Integrais e Geometria. Os resultados aqui demonstrados sao baseados
nos resultados apresentados por Elon Lages Lima e podem ser melhor apreciados no
seu livro “Meu professor de matematica e outras historias” (veja [13]).

Inicialmente tratamos dos tridngulos fundamentais e do fato que todos eles tem a
mesma area. Seguimos mostrando que qualquer poligono simples imerso em Z? pode
ser decomposto em um ntmero determinado de tridngulos fundamentais relacionado
ao nimero de pontos da malha Z? pertencentes aos lados e presentes no interior do
poligono. Concluimos com a demonstragao do Teorema de Pick.

3.1 Triangulos e paralelogramos fundamentais

Chamamos de tridngulo fundamental aquele imerso em Z? e que nao possui
algum ponto de Z2, além dos vértices, pertencentes a um de seus lados ou em seu
interior. Na Figura 3.1 apenas I e II sao tridangulos fundamentais. Chamamos
de paralelogramo fundamental aqueles cujos quatro vértices sao os tinicos dos seus
pontos pertencentes a Z2, como V e VI na Figura 3.1.
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| | | | | |
| | i | i
- S S 4m——
] | |
| | |
| | |
| i i
R S Bt By —-— -t of -
] | | ] |
| | | | |
| | | | |

Figura 3.1: Triangulos e paralelogramos fundamentais e nao-fundamentais.

Construcao de paralelogramos fundamentais

Partindo de um triangulo fundamental ABC', se tragarmos uma reta paralela
ao lado AB passando por C' e uma paralela ao lado AC passando por B, estas se
encontrarao num ponto D de modo que ABDC' seja um paralelogramo. Entao o
resultado a seguir vale.

Lema 3.1 Se ABC' € um triangulo fundamental ABDC' é um paralelogramo fun-
damental.

Demonstragao: Seja ABC um triangulo fundamental imerso em Z?2, de modo que
A = (0,0), B = (m,n) e C = (s,t). Para formarmos o paralelogramo ABDC' ¢
necesséario que D = (m + s,n + t) (ver Figura 3.2).

A
(G )
At ypo T a
P e ya
nl_/___ i 77777 | i
-m —s i | i j _
| -TA s m (m+5
I VAR (m+s+a)
E"(:""i ******* —n
- —t

Figura 3.2: Construgao de paralelogramo fundamental.
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Trocando-se os sinais das coordenadas de cada ponto de ABC', obtemos o triangulo
AEF de coordenadas A = (0,0), E = (—m,—n) e F = (—s,—t). AEF ¢é funda-
mental pois nao possui outro ponto, além dos vértices, com coordenadas inteiras. O
triangulo DC'B ¢ formado pelos pontos P’ = (z +m + s,y + n +t), onde x e y sao
as coordenadas de um ponto P = (z,y) do triangulo AE'F. Se P tem coordenadas
inteiras P’ também tem. Como AEF é fundamental DEB também é. Entao os
tinicos pontos de Z? em ABDC sao os vértices. Logo, ABDC' é um paralelogramo
fundamental. Finalizando essa demonstracao. [ ]

Como consequéncia do resultado acima, a regiao compreendida entre as retas
paralelas que passam pelos lados de ABDC' (ver Figura 3.3 onde r = 1@ , 8= Cﬁ,
t=ACeu= ) é uma reunido de paralelogramos justapostos, congruentes a
ABDC (como exemplos veja de J; a Jip na Figura 3.3).

Figura 3.3: Paralelogramos fundamentais justapostos.

Cada um desses paralelogramos é fundamental porque resulta da soma de inteiros
fixados & abscissa e a ordenada de cada um dos pontos de ABDC'.

Construgao de triAngulos fundamentais

Lema 3.2 Considere um segmento AB imerso em Z2*, sem outros pontos de 7>
exceto os extremos, e r a reta que passa por esses dois pontos.

i) Ezistem duas retas, s e t, paralelas a v, uma de cada lado, cuja distancia até r é
a menor possivel dentre as retas paralelas a r que possuem pontos de Z2.
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ii) Seja P € Z* tal que P & r. O tridngulo ABP ¢ fundamental se, e somente se,
PesuUt.

Demonstragao: i) Fazendo uma translagao caso seja necessario, podemos supor
que A = (0,0) e B = (m,n). Note que, se m = 0 entdo as retas verticais s e
t de equagoes © = —1 e x = 1, respectivamente, sao as retas paralelas a r que
passam por pontos de Z? mais proximas de r. Para m # 0, observamos que m e
n sao primos entre si. Caso nao o fossem, haveria um ntmero d > 1 de modo que
o ponto P := (m/d,n/d) teria coordenadas inteiras e pertenceria ao segmento AB
(ver Figura 3.4).

Ay
n B
n/d| P
X
A m/d o
Figura 3.4:

Sabemos que qualquer reta paralela a r tem o mesmo coeficiente angular, n/m que
r. Seja | uma dessas retas, com equagao y = (n/m)x + a, onde a € R, a # 0. Se l
passa em algum ponto (u,v) € Z?* entdo

n

v Yutasa=v——u (3.1)
m m

Como m,n,uev € Z e a # 0, temos |mv — nu| > 1 e dai
ol > (32)
al > —. .
ml
Lembrando que m e n sdo primos entre si, segue do Teorema de Bezout (ver caso
particular em [13, Lema da pagina 107]) existem « e 3 € Z tais que

g-m—a-n=1 e (=f)-m—(—a) -n=-—1.
Sejam s e t as retas de equagoes

n 1 n 1
y=—r+— e y=—-r— —,
m m m m
respectivamente. Pela escolha de a e 3, seque de (3.1) que s passa por (a, 8) € Z?
e t passa por (—a,—f) € Z*. Além disso, seque de (3.2) que estas sao as retas

paralelas a r mais proximas de r, que passam por pontos de Z2. Veja Figura 3.5.
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\5
~
b
Q\
v

Figura 3.5: Retas paralelas r, s e t.

ii) Suponhamos que P € s. Entre r e s nao ha pontos que pertencam a Z?, pois se
houvesse, s nao seria a reta mais proxima de r nessa condi¢dao. Assim, nos segmentos
AP e BP nao ha pontos pertencentes a Z? além de A, B e P. Como, por hipotese,
nao ha pontos de Z? entre A e B, concluimos que ABP é um triangulo fundamental
pois seus vértices pertencem a Z?2 e nao ha ponto em seu interior ou nos seus lados
que pertencam a Z2. Se P € t o resultado ¢ analogo. Reciprocamente, suponha que

ABP ¢ um triangulo fundamental, com A = (0,0) ¢ B = (m,n).

A ] ,

;U s
!
!
I Jo
Il B
L SRRt Q1
! |
| |
/I Q |
] |
!
i Qs |
|
Al P R
/ m =
Q4
Qs

J1 I

Figura 3.6: Retas paralelas r, s e [.

Seja [ a reta que passa por P e é paralela & reta r = Ag. Precisamos mostrar que
[ =soul =t. Senao o fosse, uma das retas, s ou t, estaria entre [ e r e daf existiria
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3.1. TRIANGULOS E PARALELOGRAMOS FUNDAMENTAIS

um ponto ) € Z?% entre [ e r. Se Q estiver no interior ou nos lados do triangulo
ABP, temos uma contradicao, pois ABP é fundamental. Resta analisar o caso em
que @ esta fora do triangulo ABP (Em 3.6 temos de @4 %6 exemplos de possiveis

localizagoes de Q) Tragando por A a reta v paralela a e tomando D o ponto
de interse¢ao dessa reta com [ temos o paralelogramo ABPD. Uma vez que ABP
¢ fundamental, segue do Lema 3.1 que, ABPD é um paralelogramo fundamental.
Fazendo a justaposi¢ao de paralelogramos congruentes a ABPD (como J; e J; na
Figura 3.6), todos fundamentais, entre as retas [ e r, algum destes conteria o ponto
Q € Z?, o que ¢ uma contradi¢ao. Portanto [ ¢ s ou ¢, o que conclui a prova de ii)
e a demonstracao deste lema. [ ]

O teorema seguinte traz um importante resultado para a futura demonstracao
do Teorema de Pick. Veja.

Teorema 3.1 A drea de um tridngulo fundamental é igual a 1/2 u.a.

Demonstracao: Seja ABC um triangulo fundamental onde A = (0,0) e B = (m, n)
e r a reta que passa por esses dois pontos. Como vimos na prova do Lema 3.2, ja
que AB nao contém pontos de Z2, exceto A e B, m e n sao primos entre si. Agora
tratemos do valor da area de ABC' em dois casos:

1° Caso: m # 0. Neste caso, a reta que passa pelos pontos A e B tem coeficiente
angular igual a n/m. Seja t = (n/m) -z + a a reta paralela a r que passa pelo ponto
C' e E = (0,a) o ponto onde t intercepta o eixo das ordenadas. Todos os triangulos
que tem por base o segmento AB cujo terceiro vértice localiza-se na reta t possuem
a mesma area. Afinal, a base de todos é AB e a altura em relagao a essa base é a
distancia entre r e t. Assim, Considerando AE como base de ABE, temos

al - Im]

(ABC) = (ABE) =

Como vimos no Lema 3.2, ¢ é uma das retas paralelas a r, que contém pontos de Z2
mais proximas de r e |a| = 1/|m/|. Entao

lal - [m| _ |m] 1
ABC) = - -
(4BC) 2 2 2

2° Caso: m = 0. Se m = 0 entdao n = £1, pois se n > |1/, entre o ponto A = (0, 0)
e o ponto B = (0,n) haveria um ou mais pontos na malha Z* e ABC nao seria
fundamental. Ou seja B = (0,1) ou B = (0, —1) representados, respectivamente,
pelos pontos B; e By na Figura 3.7 e a base AB de ABC mede 1lu.m..
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x = -1 A y X 1
C1 C12
Co C11

C3 B1/ C1o

Q
—
§

v,

Ce Cr

Figura 3.7: Exemplos de posi¢oes dos vértices de ABC'.

Além disso, o ponto C' pertence a reta x = 1 ou z = —1 que sao as retas que possuem
pontos da malha Z?2, sdao paralelas ao eixo das ordenadas e se encontram a menor
distancia desse eixo. Isso faz com que nao hajam pontos de Z? no interior de ABC
ou nos segmentos AC e BC', além dos extremos desses segmentos. Assim, qualquer
posicao possivel para o ponto C' nessas retas, a altura de ABC em relacao a base
AB sera igual a lu.m. Possiveis posi¢oes do ponto C' sao representadas pelos pontos
de C4 a (15 na Figura 3.7. Assim, como ABC' tem base AB medindo lu.m. e altura
em relacao a essa base medindo lu.m., temos:
1-1 1
(ABC) = - =3
Como em ambos os casos as areas de ABC' sdo iguais a 1/2 concluimos que essa é
a area dos triangulos fundamentais. [ ]

3.2 Decomposicao de poligonos em triangulos

Nesta secao vamos tratar com poligonos simples. Nela damos mais um passo
para demonstragao do Teorema de Pick. Trata da decomposicao de poligonos em
triangulos justapostos, ou seja, que possuem um lado em comum.

Teorema 3.2 Todo poligono simples de n lados pode ser decomposto em n — 2 tri-
dngulos justapostos cujos vértices sao os mesmos do poligono dado.

Demonstragao: Tratando dos poligonos convexos. Seja Aj;As...A, um poligono
convexo de n lados e, consequentemente, n vértices, conforme a Figura 3.8. A partir
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de qualquer dos vértices desse poligono podemos tracar n — 3 diagonais, pois um
vértice s6 nao forma diagonais consigo mesmo e com os dois vértices que com ele
formam seus lados adjacentes. Cada uma dessas diagonais pertence a dois triangulos
adjacentes, formando assim n — 2 tridngulos adjacentes (77 a T,,_, na Figura 3.8)
no poligono dado.

Figura 3.8: Decomposicao de poligono convexo de n lados em n — 2 triangulos.

Essa demonstracao, no entanto, nao funciona para os poligonos nao convexos.
Nesse caso, haveria algum vértice a partir do qual nao poderiamos tracar diagonais
aos demais sem que essa cruzasse os lados do poligono, conforme podemos ver na
Figura 3.9 onde a diagonal A; A, corta o lado A3 A3 do n-agono nao convexo.

A2 A1

Figura 3.9: Diagonais de poligono nao convexo de n lados.

Contudo, suponhamos, por absurdo, que o teorema nao seja verdadeiro para
todos os poligonos nao convexos. E seja n o menor ntimero de lados para o qual um
poligono nao convexo P nao possa ser decomposto conforme o teorema. Tomemos
um sistema de coordenadas cartesianas no plano de modo que nenhum lado do
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poligono seja paralelo ao eixo das ordenadas. Consideremos B o vértice de P com
maior abscissa, nao temos outro ponto de P com abscissa igual a B pois nao ha em
P lados paralelos ao eixo das ordenadas. Sejam A e C os vértices que formam os
lados de P adjacentes a B.

Caso 1: No triangulo ABC' existem outros vértices de P, conforme exemplo na
Figura 3.10. Destes, seja F' o vértice mais proximo de B. A diagonal BF' divide P
em dois poligonos P’ e P” com n' e n” lados, respectivamente.

Figura 3.10: Decomposi¢ao de n-4gono nao convexo em n — 2 triangulos - Parte 1.

Observemos ainda que n’ e n” s&@o maiores ou iguais a 3 e que n’ +n”" =n+2 o
que nos mostra que ambos sao menores do que n. E, como isso ocorre, o teorema se
aplica a P’ e P" que podem ser decompostos, respectivamente, em n’ — 2 e n” — 2
triangulos. Mas somando as decomposicoes de triangulos de P’ e P” temos:

n=2)+(n" —=2)=n"+n"—4=n+2)—4=n-2

Assim, terfamos uma decomposicao de P em n — 2 tridngulos justapostos contrari-
ando nossa hipotese.

Caso 2: Em ABC nao existem outros vértices de P, como o exemplo da Figura
3.11. Neste caso, o segmento AC divide P em dois poligonos. O proprio triangulo
ABC' e o poligono P’ o qual possui n — 1 lados e, por possuir numero de lados
menor que n submete-se ao enunciado no teorema e pode ser decomposto em n — 3
triangulos. Juntando a decomposi¢ao de P’ o triangulo ABC', encontramos que P
seria decomposto em n — 3 + 1 = n — 2 triangulos, o que é uma contradicao.

Completamos assim a prova do teorema. [ ]

50



3.2. DECOMPOSICAO DE POLIGONOS EM TRIANGULOS

Figura 3.11: Decomposicao de n-agono nao convexo em n — 2 triangulos - Parte 2.

3.2.1 Decomposicao de poligonos em triangulos fundamen-
tais

Seguindo ainda um caminho para demonstragao do Teorema de Pick, temos
abaixo um importante passo, que trata da decomposicao de poligonos imersos em
Z? em triangulos fundamentais. Vejamos.

Teorema 3.3 Todo poligono simples imerso em Z* pode ser decomposto numa reu-
niao de tridngulos fundamentais justapostos.

Demonstragao: No Teorema 3.2 ja vimos que qualquer poligono simples imerso
em Z? pode ser decomposto em triangulos justapostos cujos vértices também estao
em Z2. Portanto, basta mostrarmos que qualquer triangulo imerso em Z? pode ser
decomposto em triangulos fundamentais para provar esse teorema. Consideremos
dois casos.

Caso 1: Triangulos nos quais ha pontos de Z? no seu interior. Para expressar
melhor as ideias aqui tratadas tomemos como exemplo a Figura 3.12. Dado um
triangulo ABC' em Z? (parte (a) da figura), seja D um dos pontos em seu interior.
Ao tragarmos segmentos ligando o ponto D aos vértices de ABC' (ver parte (b) da
figura) decompomos ABC' em trés outros triangulos: ABD, ACD e BCD. Convém
salientar que se ABC' possui n pontos da malha, em seu interior ou nos seus lados,
os triangulos nos quais foi decomposto possuem individualmente uma quantidade
menor de pontos da malha. Caso ainda exista algum ponto da malha no interior de
algum dos tridngulos formados na decomposicao de ABC', como o ponto E da Figura
(parte (c¢) da Figura) por exemplo, repetimos o passo anterior tracando segmentos
ligando esse ponto aos vértices do triangulo no qual esté inserido, decompondo
esse triangulo (ABD) em trés outros que possuem uma quantidade ainda menor de
pontos da malha. Sucedemos dessa forma quantas vezes forem necessarias até que
restem apenas triangulos fundamentais justapostos.
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WV
/) e /4
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Figura 3.12: Decomposigao de triangulo em triangulos fundamentais.

Caso 2: Triangulos que possuem pontos da malha, além dos vértices, em algum
de seus lados. Basta tragarmos segmentos ligando esses pontos de um dos lados do
triangulo ao vértice oposto a esse lado. Vejamos, dado um triangulo ABC', (conforme
o exemplo da Figura 3.13), sejam D e E pontos da malha pertencentes ao lado BC
(parte (a) da figura). Ao tracarmos os segmentos AD e AE, decompomos ABC' em
trés triangulos que possuem niimero menor de pontos na malha do que o triangulo
ABC (parte (b) da Figura). Caso surjam pontos no interior de algum dos triangulos
formados, devemos proceder como no Caso 1. E, se ainda existirem pontos em
algum dos lados de algum tridngulo formado, (como o ponto F' na parte (¢) da
figura), ligamos estes ao vértice oposto ao lado em que se encontra (em nosso caso,
vértice D), assim como no inicio desse caso. Se necessario, repetimos os processos
até que todos os triangulos estejam decompostos em triangulos fundamentais.

2/ S N A I\ N S\

B /2 A B1 Fy ‘A1 Bg Fo Ao

a) b) c)

Figura 3.13: Decomposigao de triangulo em triangulos fundamentais.

Concluimos assim a demonstragao desse teorema. ]
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3.3 Demonstracao do Teorema de Pick

Nesta se¢ao temos a demonstracao deste resultado que é o foco principal do
capitulo.

Teorema 3.4 (Teorema de Pick) A drea de um poligono simples imerso em 72
€ dada pela expressao
L
—+1-1,

2
onde L € a quantidade de pontos da malha situados sobre os lados do poligono,
incluindo os vértices, e I é a quantidade de pontos de 72 existentes no seu interior.

Demonstragao: Ja mostramos que qualquer poligono simples P imerso em Z2
pode ser decomposto em tridngulos fundamentais (Ver Teorema 3.3) e que a area
de um triangulo fundamental é 1/2 (ver Teorema 3.1). Assim, sendo T' o nimero
de triangulos fundamentais formados com os pontos de Z? de P, a area de P pode
ser expressa por: T/2. Entdo, para provar o teorema de Pick, falta mostrar que
T=L+2-1-2.

Seja S a soma dos angulos internos dos 7' tridangulos fundamentais que compoem
P. Temos que S =T - 180°. Por outro lado, S é igual a soma de todos os angulos
formados a partir de cada ponto de Z2 em P.

Chamemos L' o ntimero de pontos de Z? que sao vértices de P (pontos em
vermelho na Figura 3.14) e L” o ntimero de pontos de Z? localizados nos lados de P
que nao sao vértices (pontos em azul na Figura 3.14). Assim L = L'+ L"”. Chamemos
S1 a soma dos angulos internos de P formados pelos pontos de Z? localizados nos
lados de P. Temos Sy, = Sy + S, onde Sp/ é a soma dos angulos internos de P
(pois seus vértices sao os vértices de P) e Sp» a soma dos dngulos internos a P cujos
vértices sao pontos de Z? localizados nos lados de P que nao sao vértices de P. Pela
soma dos angulos internos de um poligono, temos S;, = (L' — 2)180° e, como cada
ponto no lado de P que nao é vértice, forma um angulo interno raso, Sy» = L"-180°.
Assim,

Sy, = Sp + Sy = (L' —2)180° + L" - 180° = (L — 2) - 180°.

Chamemos agora, S; a soma dos angulos formados em cada ponto de Z? interno
a P(pontos na cor preta na Figura 3.14). Notadamente os angulos formados sem
sobreposicao em torno de cada um desses pontos somam 360°. Assim

Sr=1-360°

Portanto,
S=S,+S=(L—-2)-180°+ I - 360°.
Ou seja,
T-180° = (L —2)-180° + I - 360°.
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Figura 3.14: Pontos de Z? no poligono P e seus angulos.

Logo,
T=L+2-1-2,

como queriamos provar. [ ]

Concluida a prova do Teorema de Pick, encerramos este capitulo. No capitulo
seguinte faremos algumas aplicacoes deste resultado.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste que é o capitulo final desse TCC, tratamos de uma solucao para o problema
citado no Capitulo 2 sobre a quantidade de quadrados imersos na malha quadricu-
lada de medida n x n pontos, bem como questoes ligadas ao Ensino Basico e de
acesso a universidades envolvendo o calculo de areas de poligonos simples em Z? nas
quais o Teorema de Pick pode ser aplicado.

4.1 Problema motivador do Capitulo 2

“Quantos quadrados distintos podemos formar usando como vértices os pontos
que aparecem na Figura 4.17”

Figura 4.1: Malha pontilhada.

Uma solugao: Essa solugao foi dada pela simples contagem dos quadrados que
podem ser formados nessa malha. E, como ja foi dito, de acordo com Polster (ver
[17]), € um convite ao erro. Alguns dirdo de imediato que sao 16 quadrados, pensando
nas regioes 2 x 2 da malha como os indicados na Figura 4.2 (a). Um grande ntimero
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de pessoas iria um pouco além e acrescentaria a contagem anterior os quadrados
formados nas regides 3 x 3, 4 x 4 ¢ 5 x 5 da malha, como na Figura 4.2 (b), (c) e

(d).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.2: Quadrados na malha.

O resultado dessas pessoas deve ser 30. Veja:

| Espagos da Malha (em pontos) | Quantidade |

2 x 2 16
3x3 9
4x4 4
5X5D 1

| Total \ 30 |

Certamente, as pessoas que pensaram nas respostas acima, nao conseguiram
perceber que nas regioes 3 x 3, 4 x 4 e 5 x 5 da malha, pode-se formar quadrados
com lados obliquos como os indicados na Figura 4.3.

Assim, o numero de quadrados que podemos formar na malha 5 x 5 dada é 50.
Veja:
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Figura 4.3: Quadrados na malha.

Espagos da Malha (em pontos) \ Quantidade ‘

2 x 2 16
3x3 18
4x4 12
5 XD 4

| Total \ 50 |

Evidentemente, a inquietacao natural dos amantes da matematica nao nos per-
mite simplesmente aceitar que os quadrildteros formados nos espacos 3 x 3,4 x 4 e
5 x5 da malha sao quadrados. Entao segue uma prova simples de que sao quadrados
e de quantos sao.

Proposigao 4.1 Se ABCD é um quadrado imerso em Z* cujo lado possuin pontos
de 72, incluindo os vértices, podemos formar uma quantidade Q = n — 1 quadrados
usando apenas os pontos de 72 localizados nos lados de ABCD.

Demonstragao: Seja o quadrado ABC'D conforme a afirmacao acima. Se o niimero
n de pontos de Z? em um dos lados de ABC'D é 2 (o minimo possivel para se formar
um quadrado em Z?), é facil perceber que apenas um quadrado pode ser formado
(ver Figura 4.2 (a)) obedecendo as condigoes descritas acima. Se o numero n de
pontos de Z? em um dos lados de ABCD é maior que 2, existe em cada lado
de ABCD a mesma quantidade de pontos com a mesma distincia entre pontos
consecutivos. Seja [ a medida do lado de ABCD e A, um ponto de Z? localizado
em AB. Seja I’ = AA;. Sejam By, Cy e D; pontos pertencentes aos lados BC, C'D
e DA, respectivamente, de modo que AA; = BB; = CC; = DD;. Usando o caso
LAL de congruéncia de triangulos verifica-se que

DlAAl = AlBBl = Blc'Cl = ClDDl.

E, usando a soma dos angulos internos de um triangulo, verifica-se que A;B1C1D;
¢ um quadrado (veja a prova do Teorema de Pitagoras 1.1 para mais detalhes).
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Figura 4.4: Quantos quadrados podemos fazer?

Assim, se ABCD ¢ um quadrado com vértices em Z? e possui n pontos de Z?
pertencentes a um de seus lados (incluindo os vértices) podemos formar um quadrado
com os vértices de ABC'D mais um quadrado para cada um dos n — 2 pontos entre
A e B que nao sao vértices. Ou seja, o numero () de quadrados formados sera:

Q=14+n—-2)=n-1,

como afirmamos. n

Depois disso, uma pergunta que nos surge naturalmente é: Qual o niumero total
T de quadrados que podemos formar usando todos os pontos de 72 de uma malha
nxmn?

Uma solucgao para essa questao pode ser dada se determinarmos a quantidade P
de quadrados que possuem lados horizontais e verticais que podem ser formados com
os pontos dessa malha e neles aplicarmos o resultado obtido na afirmacao acima.

Para quantificar todos os quadrados que possuem lados horizontais e verticais,
convém lembrar que, como a distancia entre as linhas e colunas da malha é a mesma,
ao transladarmos um quadrado na malha verticalmente ou horizontalmente encon-
traremos outro quadrado com as mesmas medidas do anterior.

Em uma malha com n x n pontos, podemos formar um quadrado com n pontos
de lado. Chamemos esse quadrado de Q1. Ao diminuirmos a medida do lado do
quadrado para n—1 pontos, chamemos de ()2 os quadrados com essa medida, teremos
uma linha e uma coluna de pontos na malha n x n nao ocupados por ()2. Isso nos
dé a possibilidade de transladarmos ()2 na malha n x n horizontalmente uma coluna
(esquerda ou direita a depender da posi¢ao inicial) e verticalmente uma linha (para
cima ou para baixo a depender da posi¢ao inicial). Assim @2 pode ocupar 2 X 2
posi¢oes na malha n X n ou seja, numa malha n x n podemos formar 2 x 2 quadrados
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nos quais cada lado tenha n — 1 pontos. Voltando um pouco e fazendo uma anélise
semelhante com (J1, percebemos que ele nao pode ser transladado na malha n X n
pois nao ha linhas ou colunas livres, ou seja o niimero de posi¢oes possiveis de ()1 na
malha n xn é1x 1. Se diminuirmos ainda mais a medida do lado do quadrado para
n — 2, chamando de ()3 os quadrados com essas medidas, teremos na malha n x n
duas colunas e duas linhas nao ocupadas por ()3 e, analogamente ao que aconteceu
com ()2, teremos 3 x 3 posigoes possiveis para ()3 na malha nxn. Ou seja, para cada
k pontos que diminuimos na quantidade de pontos que forma o lado do quadrado,
formamos (k+1)? quadrados cujos lados tem (n — k) pontos. Assim, o ntimero P de
quadrados com vértices em pontos de Z? que possuem lados horizontais e verticais
e que podem ser formados numa malha de n x n pontos, pode ser dado por:

S
N

P=Y) (k+1).
0

i

Aqui 0 < k < n — 2 pois sao necessarios ao menos 2 pontos laterais para formar um
quadrado.

Entretanto, ja vimos que o nimero de quadrados formados pelos pontos dos lados
de um quadrado que tem n pontos em cada lado é n— 1. Portanto, se o lado de cada
quadrado formado acima possui n — k pontos de Z?, em cada um deles podemos
formar n—k — 1 quadrados usando os pontos de Z? pertencentes a seus lados. Assim,
T pode ser dado por:

i
[\

T=Y (k+1)?2 (n—k—1).

0

b
Il

Apliquemos a féormula no problema motivador do Capitulo 2: A malha, nesse
problema, tem medidas 5 x 5. Assim temos n =5 e:

3
T=> (k+1)*-(5—k—1)=4+12+18+ 16 = 50.
k=0

4.2 Calculo de areas via Teorema de Pick

Nessa se¢ao mostraremos a resolugao, por meio do Teorema de Pick, de algu-
mas questoes extraidas de exames que vao desde a educagao basica até concursos e
vestibulares.

e Questao 1. (ESMP-2018/2 - Veja [7]) Considere uma malha quadriculada
cujas células sao quadrados de lado 1. Segundo o Teorema de Pick, a area de
um poligono simples cujos vértices sao noés dessa malha, é igual ao nimero
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de noés da malha que se encontram no interior do poligono mais metade do
ntimero de nds que se encontram sobre o perimetro do poligono, menos uma
unidade.

Figura 4.5: Imagem reproduzida pelo autor da dissertagao fiel a original.

De acordo com esse teorema, a area do poligono representado na figura acima
é igual a:

a) 21
b) 18
c) 23
d) 19
e) 22

Solucgao Pelo teorema de Pick a area A do poligono em questao pode ser dada
por

L
A=—+1-1
2+

onde L é a quantidade de pontos da malha situados nos lados do poligono e
é a quantidade de pontos da malha no interior do poligono. Assim, temos:

A=§+I—1:§+14—1:21.

e Questao 2. (OMEP-2017- Veja [4]) A 4rea da figura azul é igual a soma
das areas de quantos quadradinhos do quadriculado?

a) 12
b) 22

e) 100

60



4.2. CALCULO DE AREAS VIA TEOREMA DE PICK

Figura 4.6: Imagem reproduzida pelo autor da dissertagao fiel a original.

Solugao Nessa questao cada quadrado da malha pode se considerado como
uma unidade de area. Aplicando no poligono azul o Teorema de Pick, temos:

L 12
A=—4+T-1=—+17T-1=22
2 2
Ou seja, a regiao azul possui 22 unidades de drea equivalente a 22 quadrados

da malha.

e Questao 3. (UFRGS-2008 - Veja [18]) Na figura abaixo, a malha quadri-
culada é formada por quadrados de area 1. Os vértices do poligono sombreado
coincidem com vértices de quadrados dessa malha.

Figura 4.7: Imagem reproduzida pelo autor da dissertagao fiel a original.
A area do poligono sombreado é:

a) 10.
b) 12.
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Solucao Nessa questao cada quadrado da malha possui drea 1 unidade de
area. Aplicando no poligono sombreado o Teorema de Pick, temos:
8

L
A=—4+T-1==-4+9-1=12.
2+ 2+

e Questao 4. (Revista SAEPE 2016 - Veja [16]) Savio fez a reducao do de-
senho de um cata-vento. O desenho original e sua reducao estao representados
na malha quadriculada abaixo

Figura 4.8: Imagem reproduzida pelo autor da dissertacao fiel a original.

A area do desenho do catavento reduzido em relagao ao original é:
a) a metade

b) a quarta parte
c¢) o dobro

d) o quadruplo

Solucao Aplicaremos o Teorema de Pick nos dois sedenhos, temos:

Area do desenho original:

L 24
Ao=—=+1—-1=—+13—-1=24.
2 2
Area do desenho reduzido:
L 12
Ap==—+]—-1=—+1—-1=6.
R 2+ 2+ 6
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Ou seja, a area do desenho original e o quadruplo da area do desenho reduzido.

e Questao 5. (IBMECRJ-2013 - Veja [8]) O mosaico da figura adiante foi
desenhado em papel quadriculado 1 x 1. A razao entre a area da parte escura
e a area da parte clara, na regiao compreendida pelo quadrado ABCD, é igual
a:

Figura 4.9: Imagem reproduzida pelo autor da dissertacao fiel a original.

) 1/2
) 1/3
) 3/5
) 5/7
e) 5/8

o oo

oL

Solugao Podemos facilmente perceber que a parte escura da figura é composta
por varios losangos de mesma medida e, consequentemente, mesma area. As-
sim, a area da parte escura equivale a érea de um desses losangos multiplicada
pela quantidade de losangos. A area da parte clara equivale a area total do
quadrado ABC'D menos a area da parte escura. Para calcular a area de um
losango, usemos o Teorema de Pick.

Area de um losango da imagem:
L

4
Al==—+T—-1==-+2-1=3.
I 2+ 2+

Area da parte escura:.
Ap=16-3 =48
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Area do quadrado ABCD:
Ag =127 = 144.
Area da parte clara:.
Ac=Ag — Ap =144 - 48 =96

Finalmente a razao entre a area da parte escura e a area da parte clara é

48 1
R=go=5

Assim concluimos esse capitulo.
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