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Resumo

FRANCA, Fernanda Joyce de Almeida, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa,
abril de 2021. Algebras de Boole e Aplicagoes. Orientador: Luis Felipe Gongalves
Fonseca.

Em diversos momentos da pratica docente, os professores costumam ser questionados
pelos alunos a respeito da utilizagao pratica de alguns assuntos matematicos que
compoem o curriculo basico. Muitas vezes os questionamentos se dao pelo fato do
aluno nao compreender a utilizacao desses assuntos em sua vida profissional. O curso

médio técnico proporciona uma oportunidade de aplicagao pratica de alguns conceitos.

Este trabalho visa apresentar os fundamentos das algebras de Boole e suas aplicacoes
por meio das portas légicas em cursos técnicos de eletronica e informatica. A apre-
sentacao serd feita a partir de planos de aula elaborados com o objetivo de informar

e familiarizar os alunos sobre o tema.

Palavras-chave: Matematica. Algebra de Boole. Ensino médio técnico.



Abstract

FRANCA, Fernanda Joyce de Almeida, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, April,
2021. Boole Algebras and Applications. Adviser: Luis Felipe Gongalves Fonseca.

At various times in teaching practice, teachers are asked by students about the
use of some mathematical subjects that make up the basic curriculum. Often the
questions arise because the student does not understand the use of these subjects
in his professional life. The technical school offers an opportunity to apply some

concepts.

This work aims to present the fundamentals of Boolean algebras and their applications
through the logic gates in technical courses in electronics and informatics. The
presentation will be made from lesson plans designed to inform and familiarize

students on the topic.

Keywords: Mathematics. Boolean Algebra. Secondary Technical Education.
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Introducao

George Boole foi um matematico que buscou explicar as leis do pensamento por meio
da légica. Seu trabalho de maior destaque foi o livro Investigation of the Laws of
Thought - As leis do pensamento. Ao longo da vida, Boole incorporou a légica a
matematica e assim estabeleceu uma algebra.

Inicialmente, faz-se necessaria a compreensao do que é uma algebra. Segundo a
definicao apresentada no dicionario da Ozford Languages, “algebra é a parte da mate-
matica elementar que generaliza a aritmética, introduzindo varidveis que representam
os numeros, simplificando e resolvendo, por meio de férmulas, problemas nos quais
as grandezas sao representadas por simbolos”.

Uma definicao mais especifica para algebra de Boole é a de que dado um conjunto
qualquer, com elementos quaisquer (nimeros ou nao), é possivel definir uma ope-
racao “adigao”, uma operacao “multiplicacao” e verificar a existéncia ou nao das
propriedades dessas operagoes.

O estudo de uma algebra de Boole consiste em validar as defini¢oes apresentadas
acima, verificar a validade de teoremas e determinar formas de representacao das
funcoes. Dentre as diferentes representagoes de fungoes booleanas, as tabelas verdade
e as portas légicas se destacam como elementos fundamentais no estudo de sistemas
nos cursos técnicos de eletronica e eletrotécnica.

Este trabalho apresenta os axiomas e os principais teoremas que compoem uma

algebra de Boole e fornece uma série de planos de aula que podem ser aplicados em
turmas de ensino técnico, nos cursos de eletronica e eletrotécnica.
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2

Organizacao do ensino médio técnico

Este capitulo tem o objetivo de informar o leitor quanto a organizagao do ensino
médio técnico com foco na organizagao do ensino médio técnico federal e justificar a
escolha dos cursos técnicos tratados em especial ao longo do estudo.

Em 20 de dezembro de 1996, foi sancionada a Lei n® 9.394, que estabelece as Dire-
trizes e Bases da Educagao Nacional (LDB), atendendo ao mandato constitucional
do inciso XXIV do art. 22 da Constituicao Federal. Essa lei apresenta a Educacao
Profissional e Tecnoldgica entre as modalidades de educacao e ensino, situando-a na
confluéncia de dois dos direitos fundamentais do cidadao: o direito a educacao e o
direito ao trabalho, consagrados no art. 227 da Constituicao Federal como direito a
profissionalizacao, a ser garantido com absoluta prioridade.

“ Artigo 36B da Lei n° 9.394 de 20 de Dezembro de 1996.

Art. 36-B. A educacgao profissional técnica de nivel médio serda desenvolvida nas
seguintes formas (Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008):

I - articulada com o ensino médio (Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008);

IT - subsequente, em cursos destinados a quem ja tenha concluido o ensino médio
(Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008).

Paragrafo inico. A educacao profissional técnica de nivel médio devera observar
(Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008):

I - os objetivos e defini¢oes contidos nas diretrizes curriculares nacionais estabelecidas
pelo Conselho Nacional de Educagao (Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008);

IT - as normas complementares dos respectivos sistemas de ensino (Incluido pela Lei
n° 11.741, de 2008);

14
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I1I - as exigencias de cada instituicao de ensino, nos termos de seu projeto pedagogico
(Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008).

Art. 36-C. A educagao profissional técnica de nivel médio articulada, prevista no
inciso I do caput do art. 36-B desta Lei, serd desenvolvida de forma (Incluido pela
Lei n® 11.741, de 2008):

I - integrada, oferecida somente a quem ja tenha concluido o ensino fundamental,
sendo o curso planejado de modo a conduzir o aluno a habilitacao profissional técnica
de nivel médio, na mesma instituicao de ensino, efetuando-se matricula tnica para
cada aluno (Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008);

IT - concomitante, oferecida a quem ingresse no ensino médio ou ja o esteja cursando,
efetuando-se matriculas distintas para cada curso, e podendo ocorrer (Incluido pela
Lei n® 11.741, de 2008):

a) na mesma instituigdo de ensino, aproveitando-se as oportunidades educacionais
disponiveis (Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008);

b) em instituigoes de ensino distintas, aproveitando-se as oportunidades educacionais
disponiveis (Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008);

¢) em instituigoes de ensino distintas, mediante convénios de intercomplementari-
dade, visando ao planejamento e ao desenvolvimento de projeto pedagdgico unificado
(Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008).

Art. 36-D. Os diplomas de cursos de educacgao profissional técnica de nivel médio,
quando registrados, terao validade nacional e habilitarao ao prosseguimento de estu-
dos na educagao superior (Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008).

Paragrafo inico. Os cursos de educacao profissional técnica de nivel médio, nas
formas articulada concomitante e subsequente, quando estruturados e organizados em
etapas com terminalidade, possibilitarao a obtencao de certificados de qualificagao
para o trabalho apods a conclusao, com aproveitamento, de cada etapa que caracterize
uma qualificagdo para o trabalho (Incluido pela Lei n® 11.741, de 2008).”

Portanto, cada instituicao de ensino devera observar os objetivos e defini¢coes contidos
nas diretrizes curriculares nacionais, as normas complementares dos respectivos
sistemas de ensino e levar em consideragao o parecer CNE/CEB n® 11/2012 que fixa
a seguinte orientacao quanto as etapas a serem observadas na organizacao curricular
de seus cursos de Educagao Profissional e Tecnolégica:
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a) aferigao da consonancia do curso com o projeto pedagégico da instituigao de ensino;

b) defini¢ao do perfil profissional de conclusdo do curso, a partir da identificacao dos
itinerarios formativos e de profissionalizacao que possibilitem continuo e articulado
aproveitamento de estudos;

¢) identificacdo das competéncias profissionais definidoras do perfil profissional de
conclusao proposto para o curso;

d) organizagao curricular por componentes disciplinares, projetos, nicleos teméticos
ou outros formatos, desde que recomendados pelo processo de ensino e aprendizagem;

e) defini¢do de critérios e procedimentos de avaliagao da aprendizagem;

f) identificagao das reais condigdes técnicas, tecnoldgicas, fisicas, financeiras e de
pessoal habilitado para implantar o curso proposto;

g) elaboragao do plano de curso a ser submetido a aprovagao dos 6rgaos competentes
do sistema de ensino;

h) inser¢ao dos dados do plano de curso de Educagao Profissional Técnica de Nivel
Médio aprovado pelo respectivo sistema de ensino no Cadastro do Sistema Nacional
de Informagoes da Educagao Profissional e Tecnolégica (SISTEC), mantido pelo
MEC, para fins de validade nacional dos certificados e diplomas emitidos;

i) avaliacao da execugao do respectivo plano de curso.

2.1 Ensino médio técnico federal

Criada em 2008 pela Lei n® 11.892, de 29 de dezembro de 2008, a Rede Federal de
Educacao Profissional, Cientifica e Tecnoldgica, também conhecida por Rede Federal,
constituiu-se em um marco na ampliagao, interiorizacao e diversificacao da educacao
profissional e tecnoldgica no pafs.

Reconhecida pela qualidade do ensino ofertado, pela diversidade de cursos e por sua
relevante atuacao junto a populacao e as empresas locais, o ensino médio técnico
federal atua no sentido de potencializar o que cada regiao oferece de melhor em
termos de trabalho, cultura e lazer.

Integrante do sistema federal de ensino vinculado ao Ministério da Educagao, a Rede
Federal foi instituida pela reuniao de um conjunto de instituicoes:
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I - Institutos Federais de Educagao, Ciéncia e Tecnologia (Institutos Federais);
IT - Universidade Tecnolégica Federal do Parana - UTFPR;

III - Centros Federais de Educacao Tecnolégica de Minas Gerais (Cefet-MG) e do
Rio de Janeiro (Cefet-RJ);

IV - Escolas Técnicas vinculadas as Universidades Federais;
V - Colégio Pedro II.

Em 2019, a Rede Federal estava composta por 38 Institutos Federais, 02 Centros
Federais de Educagao Tecnoldgica (Cefet), a Universidade Tecnolégica Federal do
Parana (UTFPR), 22 escolas técnicas vinculadas as universidades federais e o Colégio
Pedro II.

Considerando os respectivos campi associados a estas instituicoes federais, tem-se ao
todo 661 unidades distribuidas entre as 27 unidades federadas do pais.

Essas institui¢oes possuem autonomia administrativa, patrimonial, financeira, didatico-
pedagdgica e disciplinar.

2.2 Catalogo Nacional de Cursos Técnicos

O Catdalogo Nacional de Cursos Técnicos (CNCT') é um referencial normativo espe-
cifico para subsidiar o planejamento dos cursos de educacao profissional técnica de
nivel médio, incluindo as possibilidades de saidas intermedidrias com certificagoes
em qualificagoes profissionais.

Em sintonia com as demandas laborais, educacionais e sociais, que se modificam
ao longo do tempo, o CNCT, instituido pela Portaria MEC n° 870, de 16 de julho
de 2008, é atualizado periodicamente pela Secretaria de Educacao Profissional e
Tecnolégica (Setec/MEC). Atualmente, encontra-se na 3% edi¢ao, conforme disposto

pela Resolugao CNE/CEB n® 01/2014.

A 32 edicdo do CNTC apresenta 227 cursos, agrupados em 13 eixos tecnoldgicos,
com a seguinte descri¢ao por curso:

1. cargas horarias minimas;

2. perfil profissional de conclusao;
3. infraestrutura minima requerida;
4. campo de atuacao;

5. ocupagoes associadas a Classificagao Brasileira de Ocupagoes (CBO);



Capitulo 2. Organizacao do ensino médio técnico 18

6. normas associadas ao exercicio profissional;

7. possibilidades de certificacao intermediaria em cursos de qualificagao profissio-
nal, de formacao continuada em cursos de especializagao e de verticalizacao
para cursos de graduagao no itinerario formativo.

2.3 Eletronica e eletrotécnica nos institutos federais

Vamos tratar dos cursos de eletronica e eletrotécnica, em especial, por serem cursos
que apresentam, com maior frequéncia, estudos associados as algebras de Boole.

Os cursos técnicos de eletronica e eletrotécnica oferecidos pelos institutos federais
utilizam o Catdlogo Nacional de Cursos Técnicos (32 edigao - Resolugao CNE/CEB
n® 01/2014) e as diretrizes curriculares nacionais para a educacao profissional técnica
de nivel médio como norteadores para a elaboracao de seus projetos pedagogicos.

O perfil que se espera do profissional que conclui um curso técnico, bem como o seu
campo de atuacao, é definido pelo Catalogo Nacional de Curso Técnicos.

2.3.1 Eletronica

- Perfil profissional de conclusao

“Desenvolve projetos eletronicos com microcontroladores e microprocessadores. Exe-
cuta e supervisiona a instalacao e a manutencao de equipamentos, sistemas eletronicos
inclusive de transmissao e recepcao de sinais. Realiza medicoes, testes e calibragoes
de equipamentos eletronicos. Executa procedimentos de controle de qualidade e
gestao.”

- Campo de atuacao

“Empresas que atuam na instalacao, manutencgao, comercializacao e utilizacao de
equipamentos e sistemas eletronicos. Grupos de pesquisa que desenvolvam projetos
na area de sistemas eletronicos. Laboratorios de controle de qualidade, calibracao e
manuten¢ao. Empresas de informatica e de produtos eletronicos. Concessionarias e
prestadores de servigos de telecomunicacoes.”

2.3.2 Eletrotécnica

- Perfil profissional de conclusao

“Projeta, instala, opera e mantém elementos do sistema elétrico de poténcia. Elabora
e desenvolve projetos de instalacoes elétricas industriais, prediais e residenciais e de
infraestrutura para sistemas de telecomunicacoes em edificagoes. Planeja e executa
instalacdo e manutencao de equipamentos e instalacoes elétricas. Aplica medidas
para o uso eficiente da energia elétrica e de fontes energéticas alternativas. Projeta
e instala sistemas de acionamentos elétricos e sistemas de automagao industrial.
Executa procedimentos de controle de qualidade e gestao.”
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- Campo de atuacgao

“Empresas de geracao, transmissao e distribuicao de energia elétrica. Empresas que
atuam na instalacao, manutencao, comercializacao e utilizacao de equipamentos e
sistemas elétricos. Grupos de pesquisa que desenvolvam projetos na area de sistemas
elétricos. Laboratérios de controle de qualidade, calibracao e manutencao. Industrias
de fabricacao de méquinas, componentes e equipamentos elétricos. Concessionarias e
prestadores de servicos de telecomunicagoes. Industrias de transformacao e extrativa
em geral.”

Para que as instituigoes consigam alcancar o perfil profissional esperado pelo cata-
logo, é necessaria a oferta de disciplinas que darao embasamento para a especializagao.

Algebra de Boole ¢ um tema recorrentemente tratado no inicio dos cursos técnicos
de eletronica e eletrotécnica por apresentar elementos fundamentais para o desen-
volvimento da eletronica. Comumente, as algebras de Boole sao encontradas em
disciplinas como “Eletronica Digital”, “Eletronica digital 17, “Légica”, “Logica digital”,
entre outras.



Nocoes basicas de légica

Este capitulo é apresentado com o objetivo de familiarizar o leitor, de forma resumida,
com a linguagem, simbolos, termos e sentencas que serao tratados ao longo do texto.
E indispensavel a utilizacao de uma linguagem precisa e rigorosa no tratar da logica,
e por isso se faz necessario comegar da base da logica matematica.

Tomamos a colecao “Fundamentos de Matemadtica Elementar”, Volume 1, 72 edicao,
dos autores Gelson Iezzi e Carlos Murakami, editora Atual, 2005, [10], como base
para a criagao do presente capitulo.

Ao longo do capitulo serao tratadas as proposicoes simples, a negacao de proposicoes
simples, a composicao de proposicoes a partir de conectivos logicos “e” e “ou”,
proposicoes ligadas por meio de condicionais e a negagao de proposicoes compostas

[Peh)

pelos conectivos “e” e “ou”.
Tais temas serao explorados e apresentados por meio de exemplos.

3.1 Proposicao

Chama-se proposicao toda sentenca declarativa, afirmativa e que possui sentido
completo, escrita por meio de simbolos ou linguagem usual, que pode ser classificada
em verdadeira ou em falsa.

Exemplo 3.1.1: Sao proposicoes:
e Hoje é sdbado.
e Nove é menor que dez.
e /2 é racional.

Nao sao consideradas proposicoes:
e Que dia é hoje?
e V4 para casal

o 12 =2

20
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3.2 Negacao

Com base em uma proposicao p qualquer, é possivel construir outra proposicao,
denominada negagao de p e indicada com o simbolo ~p (lé-se: nao p).

Exemplo 3.2.1: Sejam as proposicoes simples p, q e r.

e p: Hoje é sabado. ~p: Hoje nao é sabado.
e ¢: Nove é menor que dez. ~q: Nove é maior ou igual a dez.
e 7 \/2 é racional. ~7r: v/2 nao é racional.

Para que ~p seja uma proposicao, é necessario ser possivel a classificagao em verda-
deira (V) ou falsa (F). Portanto, seguird o seguinte critério de classificagao:

“A proposi¢ao ~p tem sempre o valor oposto de p, isto é, ~p é verdadeira quando p
é falsa e ~p é falsa quando p é verdadeira.”([10], pagina 2)

Este critério também pode ser apresentado por meio da tabela a seguir, denominada
tabela-verdade da proposi¢ao ~p.

~p
F
%

| <

Tabela 3.1: Negacao de uma proposi¢ao

A partir dos valores 16gicos possiveis a uma proposigao (V ou F), é vidvel associar a
negacao de uma proposi¢ao ao complemento de um conjunto.

Sejam A um conjunto qualquer e U o conjunto universo. O complemento de A
¢ definido como sendo o conjunto dos elementos de U que nao estao em A. O
complemento de A serd denotado por A’.

Fi

N

Figura 3.1: Complemento de A
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3.3 Proposicao composta

Com base em proposicoes dadas, é possivel construir novas proposicoes utilizando
dois simbolos l6gicos chamados conectivos: conectivo A (16-se: e) e o conectivo V
(lé-se: ou).

3.3.1 Conectivo A

Adicionando o conectivo A entre duas proposi¢ées p e ¢, uma nova proposigao é
formada, p A ¢, nomeada conjuncao das sentencas p e q.

Exemplo 3.3.1: Sejam as proposigoes simples p e q.
e p:3>1.
o q:2#1.
e pAqg:3>1e2#1.
Exemplo 3.3.2: Sejam as proposigoes simples p e q.
e p:—-3<—1.
o q: (=32 < (-1
e pAg:—3<—1le(=3)?2<(-1)>2
Exemplo 3.3.3: Sejam as proposi¢oes simples p e q.
e p: um quadrado de lado a tem diagonal 2a.
2

e ¢: um quadrado de lado a tem area a“.

e p A ¢: um quadrado de lado a tem diagonal 2a e 4rea a’.

Para estabelecer o valor 16gico ( V ou F) de uma conjungao, é necesséario analisar
os valores l6gicos conhecidos das proposicoes p e ¢. E, portanto, seguird o seguinte
critério de classificacao:

“A conjuncao p A q é verdadeira se p e ¢ sao ambas verdadeiras; se ao menos uma
delas for falsa, entao p A ¢ é falsa.” ([10], pdgina 4)

Este critério também pode ser apresentado por meio da tabela a seguir, denominada
tabela-verdade da proposi¢ao p A q.

"< >

< <
o< ||| <|<

Tabela 3.2: Conectivo A
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Analisando os exemplos anteriores, temos:

ep:3>1(V).
q:2#1 (V).
pAg:3>1e2#1 (V).

o p:—3<—1(V)
q:(=3)* < (=1)* (F).
pAg:—3<—1e(=3)*<(-1)? (F).

e p: um quadrado de lado a tem diagonal 2a (F).
¢: um quadrado de lado a tem érea a? (V).
p A ¢: um quadrado de lado a tem diagonal 2a e drea a? (F).

Outra maneira de analisar a conjungao € associa-la a operagao de intersecao entre
conjuntos. A intersecao entre os conjunto A e B, representada por A N B, relaciona
os elementos que pertencem a ambos os conjuntos. Caso um elemento seja exclusivo
de A ou de B, ou nao pertenca a qualquer dos dois conjuntos, nao estard presente
na intersecao.

Figura 3.2: Intersecao entre os conjuntos A e B

3.3.2 Conectivo V

Adicionando o conectivo V entre duas proposicoes p e ¢, uma nova proposicao é
obtida, p V ¢, nomeada disjuncao das sentengas p e q.

Exemplo 3.3.4: Sejam as proposi¢oes simples p e q.
e p:9>4
e ¢:9>0.
e pVqg:9>40u9>6.

Exemplo 3.3.5: Sejam as proposicoes simples p e q.
e p:7="T.
o q:T7T<T.

e pVqg:7T<T.
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Exemplo 3.3.6: Sejam as proposicoes simples p e q.
e p: 8 ¢ um nimero primo.
e ¢: 8 é um numero impar.
e pV g: 8 é nimero primo ou nimero fmpar.

Para estabelecer o valor 1égico (V ou F) de uma disjungao, é necessério analisar os
valores logicos conhecidos das proposicoes p e q. E, portanto, seguird o seguinte
critério de classificacao:

“A disjuncao pV ¢ é verdadeira se ao menos uma das proposicoes p ou g é verdadeira;
se p e ¢ sao ambas falsas, entao p V ¢ é falsa.” ([10], pagina 5)

Este critério também pode ser apresentado por meio da tabela a seguir, denominada
tabela-verdade da proposicao p V q.

o < <
o< ||| <|<
bi<|i<|<|<

Tabela 3.3: Conectivo V

Analisando os exemplos anteriores, temos:

e p:9>4 (V).
q:9>6 (V).
pVg:9>40u9>6 (V).

e p: 8 ¢ um nimero primo (F).
¢: 8 é um nimero impar (F).
pV ¢: 8 é nimero primo ou nimero impar (F).

Outra maneira de analisar a disjuncao é associa-la a operagao de uniao entre conjuntos.
Para que um elemento pertenca a uniao entre conjuntos, é preciso que pertenca a
pelo menos um deles. A unido entre os conjunto A e B é representada por AU B.
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Figura 3.3: Uniao dos conjuntos A e B

3.4 Condicionais

Com base em proposicoes dadas, é possivel construir novas proposicoes utilizando
outros dois simbolos l6gicos chamados condicionais: o condicional se ... entao ...
(simbolo: —) e o condicional ... se, e somente se, ... (simbolo: <).

3.4.1 Condicional —

Adicionando o condicional — entre duas proposi¢oes p e ¢, uma nova proposicao

W ” W

é obtida, p — ¢, que se lé: “se p, entao ¢”, “p é condicao necessaria para q”, “q é
condigao suficiente para p”.

Exemplo 3.4.1: Sejam as proposicoes simples p e q.

e p: dois ¢ divisor de quatro.

e ¢: quatro ¢ divisor de vinte.

e p — ¢: se dois é divisor de quatro, entao quatro é divisor de vinte.
Exemplo 3.4.2: Sejam as proposicoes simples p e q.

e p: dois vezes cinco ¢ igual a dez.

e ¢: treés é divisor de dez.

e p — ¢: se dois vezes cinco ¢ igual a dez, entao trés é divisor de dez.
Exemplo 3.4.3: Sejam as proposicoes simples p e q.

e p: cinco é menor que dois.

e ¢: dois é ntimero inteiro.

e p — ¢: se cinco é menor que dois, entao dois é nimero inteiro.

Com base nos valores logicos de p e ¢, a proposicao p — ¢ seguird o seguinte critério
de classificacao:

“O condicional p — ¢ é falso somente quando p é verdadeira e ¢ é falsa; caso contrario,
p — q é verdadeiro.” ([10], pagina 7)
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Este critério também pode ser apresentado por meio da tabela a seguir, denominada
tabela-verdade da proposicao p — q.

|| < <
| <| | <|<
S

Tabela 3.4: Condicional —

Analisando os exemplos anteriores, temos:

e p: dois é divisor de quatro (V).
¢: quatro é divisor de vinte (V).
p — q: se dois é divisor de quatro, entao quatro é divisor de vinte (V).

e p: dois vezes cinco é igual a dez (V).
q: trés é divisor de dez (F).
p — ¢: se dois vezes cinco ¢é igual a dez, entdo trés ¢é divisor de dez (F).

e p: cinco é menor que dois (F).
¢: dois é nimero inteiro (V).
p — ¢: se cinco é menor que dois, entao dois é nimero inteiro (V).

3.4.2 Condicional <

Adicionando o condicional <+ entre duas proposigoes p e ¢, uma nova proposicao
é obtida, p < ¢, que se lé: “p se, e somente se, ¢”, “p é condicao necessaria e

PR ENA4

suficiente para ¢”, “q é condicao necessaria e suficiente para p’ou “se p, entao q e
reciprocamente”.

Exemplo 3.4.4: Sejam as proposicoes simples p e q.
e p: dois é divisor de doze.
e (: sete é divisor de vinte e um.
e p <> q: dois é divisor de doze se, e somente se, sete é divisor de vinte e um.

Exemplo 3.4.5: Sejam as proposicoes simples p e q.

L, 3 15
Prg=ar
e q:5-21 4715
5 15
op<—>q:?:ise,esomentese,5-217é7-15.
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Exemplo 3.4.6: Sejam as proposicoes simples p e q.
e p:16+4=>5.
e g:4-3=12
e p<>q:16-+4=>5se, e somente se, 4-3 =12.

Com base nos valores logicos de p e ¢, a proposi¢ao p <+ ¢ seguira o seguinte critério
de classificacao:

“O condicional <+ é verdadeiro somente quando p e ¢ sao ambas verdadeiras ou ambas
falsas; se isso nao acontecer, o condicional <> é falso.” ([10], pagina 8)

Este critério também pode ser apresentado por meio da tabela a seguir, denominada
tabela-verdade da proposicao p < q.

o< <
o< ||| <|<
oy

Tabela 3.5: Condicional <

Analisando os exemplos anteriores, temos:

e p: dois é divisor de doze (V).
q: sete é divisor de vinte e um (V).
p <> ¢: dois é divisor de doze se, e somente se, sete é divisor de vinte e um (V).

5 15

- =— (V).
A R TI
g:5-21£7-15 (F).

5 15

p<—>q:?:ﬁse,esomentese,5-217é7-15(F).
o p:16+4=5(F).
qg:4-3=12 (V).

p<>q:16+4=05se, e somente se, 4-3 =12 (F).
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3.5 Equivaléncia

Sejam p e q duas proposicoes. p ¢é equivalente a ¢ quando p e ¢ possuem tabelas-
verdade iguais. p equivalente a ¢ ¢é indicado como p < gq.

Exemplo 3.5.1: Vamos verificar se p A ¢ < ¢ V p por meio de tabelas-verdade.

| < <[
H| < | H| <<
||| < >
H < < <<

Tabela 3.6: Verificacao de equivaléncia entre p Aqge qV p

Note que p A q < q V p é falso.

Exemplo 3.5.2: Vamos verificar se ~(p A q) < ~p V ~q por meio de tabelas-verdade.

plq|pAg|~pANq) | ~p|~q|~pV~q
VIiv] Vv F F|F F
VIF| F v F |V v
FIV| F v V|F v
FIF| F v V|V v

Tabela 3.7: Verificagdo de equivaléncia entre ~(p A q) e ~pV ~q

Note que ~(p A q) < ~p V ~q é verdadeiro.

Exemplo 3.5.3: Vamos verificar se ~(p V q) < ~p A ~q por meio de tabelas-verdade.

plq|pVg|~pVg|~p|~q|~pA~q
VIiv] v F F|F F
V[F| Vv F F |V F
FIV] V F V | F F
F|F F A% V1|V A%

Tabela 3.8: Verificagao de equivaléncia entre ~(p V q) e ~p A ~q

Note que ~(pV q) < ~p A ~q é verdadeiro.
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3.6 Negacao de conjuncao e disjuncao
Vamos analisar os processos para negar proposi¢oes compostas.

3.6.1 Negacao de uma conjuncao

Para negarmos uma proposicao composta ligada pelo conectivo A, vamos negar ambas
as proposicoes individuais e trocar o conectivo “e” pelo conectivo “ou”, de acordo
com a verificacao apresentada no exemplo 3.5.2.

Exemplo 3.6.1: Sejam as proposicoes simples p e q.

e p: quatro é divisor de oito.

e ¢: nove é multiplo de sete.

e p A q: quatro é divisor de oito e nove é multiplo de sete.

e ~(p A q): quatro nao é divisor de oito ou nove nao é multiplo de sete.
Exemplo 3.6.2: Sejam as proposi¢oes simples p e q.

e p:3+4<9.

e qg:5-4+#15.

e pAqg:3+4<9eb-4+#15.

e ~(pANq):3+4>9oub-4=15.
Exemplo 3.6.3: Sejam as proposigoes simples p e q.

e p: 10 é um nimero primo.

e ¢: 10 é um nimero impar.

e pAq: 10 é um niimero primo e fmpar.

e ~(pAgq): 10 nado é um nimero primo ou 10 nao é um nimero impar.

Sabemos que a conjuncao p A g é verdadeira se p e ¢ sao ambas verdadeiras; se ao
menos uma delas for falsa, entao p A ¢ é falsa. Deste modo, temos:

A negacao de uma conjuncao p A q sera falsa se p e ¢ sao ambas verdadeiras; se ao
menos uma delas for falsa, entao a negacao da conjuncao é verdadeira.

Esta situacao pode ser resumida na tabela a seguir, em que sao examinadas todas as
possibilidades para p e gq. Esta tabela é denominada tabela-verdade da negacao da
proposicao p A q.
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||| < >
z
=
<<<1>
=2

< <SS
| < || <<

Tabela 3.9: Negacao de uma conjuncgao

Analisando os exemplos anteriores, temos:

e p: quatro ¢ divisor de oito (V).
¢: nove é miltiplo de sete (F).
p A q: quatro é divisor de oito e nove é multiplo de sete (F).
~(p A q): quatro nao é divisor de oito ou nove nao é multiplo de sete (V).

e p:3+4<9 (V).
g:5-4415 (V).
pAG:3+4<9eb-4#£15 (V).
~(pANgq):3+4>9o0ub-4=15(F).

e p: 10 é um nimero primo (F).
¢: 10 é um nimero fmpar (F).
p A gq: 10 é um nimero primo e impar (F).
~(p A q): 10 ndo é um nimero primo ou 10 ndo é um numero fmpar (V).

Outra maneira de analisar a negacao de uma conjuncao é associa-la ao complemento

da intersecdo. Assim ~(p A ¢q) pode ser associado a (AN B)’, que é equivalente a
A UB.

Figura 3.4: complemento da intersecao entre os conjuntos A e B

3.6.2 Negacao de uma disjungao

Para negarmos uma proposicao composta ligada pelo conectivo V, vamos negar ambas
as proposicoes individuais e trocar o conectivo “ou” pelo conectivo “e”, de acordo
com a verificagao apresentada no exemplo 3.5.3.



Capitulo 3. Nocgoes bdsicas de légica 31

Exemplo 3.6.4: Sejam as proposicoes simples p e q.
e p:2-4=28.
e ¢:3+7=09.
e pVg:2-4=80u3d+7=9.
e ~(pVq):2-4#£8e3+T#09.
Exemplo 3.6.5: Sejam as proposicoes simples p e q.
e p: m é racional.
e q: V/2 é um nimero inteiro.
e pVq: 7 éracional ou /2 é um nimero inteiro.
e ~(pV q): ™ ndo é racional e v/2 ndo ¢ um niimero inteiro.
Exemplo 3.6.6: Sejam as proposicoes simples p e q.
e p: o volume de um cubo de aresta a é a3.
e ¢: a area total de cubo de aresta a é 6 - a2.

3 ou a 4rea total de cubo de aresta

e pV q: o volume de um cubo de aresta a é a
aé6-a’

3

e ~(pVq): o volume de um cubo de aresta a ndo é a’ e a drea total de cubo de

aresta a nao é 6 - a2.

Sabemos que a disjuncao p V g é verdadeira se ao menos uma das proposicoes p ou ¢
é verdadeira; se p e ¢ sao ambas falsas, entao p V ¢ é falsa. Sendo assim, temos:

A negagao de uma disjungao p V ¢ serd falsa se ao menos uma das proposi¢oes p ou ¢
for verdadeira; se p e ¢ sao ambas falsas, entao a negagao da disjuncao é verdadeira.

Esta situacao pode ser resumida na tabela a seguir, em que sao examinadas todas as
possibilidades para p e ¢. Esta tabela é denominada tabela-verdade da negacao da
proposicao p V q.

plq|pVag|~(pVq
VIiv] Vv F
VIF|] V F
F|V] Vv F
FIF| F %

Tabela 3.10: Negacao de uma disjunc¢ao
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Analisando os exemplos anteriores, temos:

e p:2-4=8 (V).
q:3+7=9 (F).
pVg:2-4=80u3d3+7=9 (V).
~(pVq):2-4#8e3+T#9 (F).

e p: m éracional (F).
¢ : V2 é um nimero inteiro (F).
pV q: 7 éracional ou v/2 é um niimero inteiro (F).
~(pV q): 7 ndo é racional e v/2 nio é um niimero inteiro (V).

e p: o volume de um cubo de aresta a é a® (V).
q: a area total de cubo de aresta a é 6 - a* (V).
pV ¢: o volume de um cubo de aresta a ¢ a3
aé6-a’ (V).

~(pV q): o volume de um cubo de aresta a nao ¢ a

ou a area total de cubo de aresta
3 ¢ a drea total de cubo de
aresta a nao ¢ 6 - a® (F).

Outra maneira de analisar a negacao de uma disjun¢ao é associa-la ao complemento

da unido de conjuntos. Assim ~(pV¢q) pode ser associado a (AUB)’, que é equivalente
aANB.

Figura 3.5: complemento da uniao entre os conjuntos A e B



Algebra de Boole

Este capitulo tem o objetivo de definir o conceito de algebra de Boole, tratar dos
axiomas, enunciar e demonstrar os principais teoremas.

Tomamos o livro “Ldgica e dlgebra de Boole”, 4* edicao, de Jacob Daghlian, editora
Atlas, 1995, [5] como base para a cria¢ao do presente capitulo.

4.1 Sistemas algébricos e algebra de Boole

Dizemos que o sistema algébrico (B, +, - ), em que B é um conjunto nao vazio, “+”
é/ uma operagao de adigao em B, “” é uma operacao de multiplicagao em B, é uma
Algebra de Boole quando V a, b, c € B, valem os seguintes axiomas:

A1 (Fechamento da adi¢ao) a + b € B.

A2 (Fechamento da multiplicagao) a - b € B.

A3 (Comutativa da adigdo) a +b=0b+ a.

A4 (Comutativa da multiplica¢ao) a-b=b- a.

A5 (Distributiva da adi¢do) a + (b-¢) = (a +b) - (a + ¢).

A6 (Distributiva da multiplicacao) a - (b+¢) = (a-b) + (a - ¢).

A7 (Elemento neutro da adi¢ao) 30 € B tal que a +0 =0+ a = a.

A8 (Elemento neutro da multiplicagdo) 31 € B talquea-1=1-a=a.

A9 (Complemento) 3 a' € B, talquea+d =1ea-a =0.

O elemento a’ chama-se complemento de a.

33
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Pode-se verificar que o complemento de um elemento é tinico. Veremos isso no
Teorema 7. A mesma unicidade ocorre com 0 e com 1.

Os axiomas 5 e 9 sao especificos para a algebra de Boole.

Como exemplos de algebras de Boole, podemos citar a algebra de Boole presente nos
conjuntos e nas tabelas-verdade. Nos exemplos a seguir, podem ser verificados os
axiomas.

Exemplo 4.1.1: Seja B o conjunto das partes do conjunto dos nimeros reais. Esta
definida para conjuntos a adigdo como uniao (U), a multiplicagdo como interse¢ao
(M), o elemento neutro da adi¢ao como o conjunto vazio () e o elemento neutro da
multiplicagdo como sendo o conjunto dos nimeros reais (R). J4 o complemento da
algebra de Boole coincide com o complemento de conjuntos.

Exemplo 4.1.2: Seja o conjunto A = {0,1} com as operagoes de adigao e multiplicagao
assim definidas: 0+0=0;14+0=1;0+1=1;141=10-0=1-0=0-1=
0;1-1=1. Temos definidos a adi¢ao, a multiplicagao, o elemento neutro da adigao e
da multiplicacao, e claramente os complementos como 1’ =0e 0/ = 1.

Exemplo 4.1.3: Seja o conjunto B = A", em que A esta definido no exemplo 4.1.2; a
soma estd definida como (ay, ..., a,)+ (b1, ..., bp) = (a1 +b1, ..., a, +by,), a multiplicagao
estd definida como (aq, ..., a,) « (b1, ...,b,) = (ay - by, ..., ay, - b,) € 0 complemento esté
definido como (ay, ..., a,)" = (b1, ..., b,), sendo b; # a; para todo i = 1, ..., n.

Exemplo 4.1.4: Nas tabelas-verdade, temos: B = {Falso, Verdadeiro}. Esta definida
para as tabelas-verdade a adi¢do como o conectivo (V), a multiplicagdo como o
conectivo (A), o elemento neutro da adigdo como o valor F, o elemento neutro da
multiplica¢do como o valor V e o complemento como a negacao (~).

Definicao 1. Uma algebra de Boole ¢é dita degenerada quando os elementos neutros
para as operagoes + e - sao iguais, isto é: 0 = 1.

Consideraremos apenas as algebras nao degeneradas, isto é , dlgebras de Boole nas
quais 0 # 1.

A partir do conhecimento dos axiomas, provaremos agora alguns teoremas.

Teorema 1 (Principio da Dualidade): Todo resultado dedutivel dos axiomas de uma
algebra de Boole permanece valido se nele trocarmos + por - e 0 por 1, e vice-versa.

Demonstracao. Pela simetria da definicao de uma algebra de Boole entre os opera-
dores + e - e os elementos 0 e 1, tanto os operadores como 0 e 1 podem ser trocados,
levando a resultados também verdadeiros. O

Para as seguintes demonstracoes, usaremos as relacoes descritas pelos axiomas
anteriores.



Capitulo 4. Algebra de Boole 35

Teorema 2: Para todo a pertencente ao conjunto B é valido que a+a =ae a-a = a.

Demonstragao. A partir do axioma 8, temos que a + a = (a + a) - 1. Com base no
axioma do complemento, temos que (a +a) -1 = (a+a) - (a + d’). O axioma da
distributividade da adi¢do nos garante que (a +a) - (a +a’) = a+ (a - a’). De acordo
com o axioma do complemento, a+ (a-a’) = a+ 0, e pelo axioma do elemento neutro
da adigao, a + 0 = a. Entao, a + a = a.

Com base no axioma 7, temos que a-a =a-a+ 0. A partir do axioma 9, podemos
escrever a-a+0=a-a+ (a-d'). O axioma 6 garante que a-a+ (a-a') =a-(a+d').
De acordo com o axioma 9, temos que a +a’ =1, entdo a- (a+a’) = a- 1. E por fim,
o axioma 8 nos dé a relacao a - 1 = a. Entao, a-a = a. O]

Teorema 3: Para todo a pertencente ao conjunto B temos quea+1=1¢e a-0=0.

Demonstragao. De acordo com o axioma 7, temos que a - 0 = a - 0 + 0. Pelo axioma
do complemento, temos que a - @' =0. Entdaoa - 0 + 0 =a - 0+ (a - @'). Com o
axioma da distributividade da multiplicagio, temos que a-0+ (a-a') =a-(0+d'). E
pelo axioma do elemento neutro da adicao, segue que 0+a’ = d’, logo a-(04d’) = a-a’.
A partir do axioma do complemento, chegamos que a - @’ = 0 e consequentemente,
a-0=0.

Pelo Principio da Dualidade a +1 = 1. O

Teorema 4 (Lei da Absorgao): Para quaisquer a e b pertencentes ao conjunto B sao
vélidas as expressoes a + (a-b) =aea-(a+b) =a.

Demonstragcdao. Sabendo que existe o elemento neutro da adicao, podemos escrever
a-(a+b)=(a+0)-(a+Db). Pelo axioma 5, temos que (a+0)-(a+b) =a+ (0-0).
Como provado no Teorema 3, temos a + (0-b) = a4+ 0. Como 0 é o elemento neutro
da adigao, segue que a + 0 = a. Entao, a- (a + b) = a.

Com base no Principio da Dualidade a + (a - b) = a. O

Teorema 5: Para quaisquer a e b pertencentes ao conjunto B temos que a+ (a’-b) =
a+b.

Demonstragao. Aplicando a distributividade da adigao, temos que a + (a' - b) =
(a + d') - (a+0b). Pelo axioma do complemento, temos que a + a’ = 1, entdo
(a+d)-(a+b)=1-(a+0). Visto que 1 é elemento neutro da multiplicagao, segue
que 1-(a+b)=a+b. Entao, a+ (¢’ -b) =a+b. O



Capitulo 4. Algebra de Boole 36

Teorema 6: Os operadores + e - sao associativos.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que (a-b)-c=a-(b-¢),¥ a,b,c € B

Utilizaremos os axiomas e teoremas demonstrados anteriormente. Com base nos axio-
mas 7 e 9, podemos escrever (a-b)-c¢ = ((a-b)-¢)+(a-a’). Aplicando a comutatividade
e a distributividade da adigao, temos ((a-b)-c)+(a-a’) = (a+((a-b)-¢c))-(a'+((a-b)-c)).
Ainda usando a distributividade da adigao, podemos desenvolver a expressao de modo
que seja igual a ((a+(a-b))-(a+c))-((a'+(a-b))-(a’+c)). Com base no Teorema da Ab-
sor¢ao para adigao (Teorema 4), aplicado mais uma vez a distributividade da adigao,
temos a expressdo anterior equivalente & seguinte (a-(a+c))-((a'+a)-(a’+b)-(a'+¢)).
Aplicando o Teorema da Absorcao para a multiplicagao e a relagao entre os comple-
mentos, teremos a expressao anterior reduzida em a - (1-(a’ 4+ b) - (@’ +¢)). Como 1 é
elemento neutro da multiplicacdo, a expressao a - (a’' +b) - (¢’ + ¢) é equivalente. Com
base no axioma 5, podemos escrever a expressao anterior como a-(a’'+ (b-¢)). Usando
a distributividade da multiplicagao, teremos (a-a’)+a-(b-¢). E como o produto de um
elemento com o seu complemento é igual a 0, temos 0+a-(b-¢). Sabendo que 0 é o ele-
mento neutro da adigao, a expressao é equivalente a a-(b-c). Entao, (a-b)-¢ = a-(b-c).

Utilizando o Principio da Dualidade (a +b) + ¢ =a+ (b+ ¢). O
Teorema 7: O complemento de cada elemento de uma algebra de Boole é tnico.

Demonstracao. Suponhamos que a’ e x sejam complementos de a. Entao, de acordo
com o axioma 9, a+x=1ea- -z =0.

Sabendo que 0 é o elemento neutro da adicao e utilizando o axioma 9, podemos
escrever a seguinte expressao r = + (a - a’). Aplicando a distributividade da soma
r = (x+a)-(r+d). Porhipdtese z +a =1, logo z =1-(x+a'). Como 1 é
o elemento neutro da multiplicagao e também resultado da soma de um elemento
com seu complemento, x = (a + a') - (r + a’). Aplicando a comutatividade e a
distributividade da adicao, temos z = @’ + (x - a). Por hipdtese = - a = 0, logo
x=a +0. E como 0 é o elemento neutro da adicao, temos x = a'.

Logo, o complemento de cada elemento de uma algebra de Boole é tinico. O]
Teorema 8: Para todo a pertencente ao conjunto B temos que (a’)" = a.

Demonstra¢ao. Seja a’ o complemento de a. Entao pelo axioma 9, a +ad =1 e
a-a" = 0. Sabendo que os axiomas 3 e 4 estabelecem que a adi¢ao e a multiplicacao
sao comutativas, temos que @' +a=1ed -a = 0. Isto é, a é o complemento de a’
e entao (a') = a. De acordo com o Teorema 7, o complemento é unico. Portanto
(@) = a. O

Corolario 1: Qualquer algebra de Boole finita nao degenerada tem um nimero par
de elementos.
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Teorema 9: Para quaisquer a e b pertencentes ao conjunto B é valido que ab+ab’ = a.

Demonstracao. Seja ab+ ab’. Aplicando a distributividade da multiplicagao, temos
que ab + abl = a - (b+ V). Utilizando o axioma do complemento, temos que
a-(b+b)=a-1. Entao, ab+ ab' = a. O

Teorema 10: O complemento de 1 é 0’ e o complemento de 0 é 1°, ou seja, 0' =1 e
1=0.

Demonstracao. De acordo com os axiomas 7 e 8, existem elementos neutros da adi¢ao
e multiplicagao. Entao 0+1=1e 0-1=0. O axioma do complemento nos diz que
se @' é complemento de a, entdo a +a’ = a e a-a’ = 0. Utilizando o Teorema 7,
temos I’ =0e 0/ = 1. O

Teorema 11 (De Morgan): O complemento do produto é igual a soma dos comple-
mentos e o complemento da soma ¢ igual ao produto dos complementos, ou seja,

(a-b)=d+be(a+bd)=d- -V, Va,beB.

Demonstragao. Mostraremos que (@’ + b') é o complemento de (a - b). Ou seja,
(@+V)+(a-b)=1e(d+b)-(a-b)=0.

Seja (@' + ') + (a - b). Utilizando o axioma da distributividade da adi¢ao, temos que
(a'+0)+(a-b) = (a+(a'+V))-(b+(a'+1")). Pelo Teorema da Associatividade, temos
que (a+ (@' +V))-(b+ (' +V)) = ((a+a')+V) - ((b+V)+a’). Com base no axioma
do complemento, a expressao ((a +a’) + ') - ((b+ ') + a’) é equivalente a seguinte
expressao (1 +0') - (1 +a’). O Teorema 3 garante que (1 +0)-(1+d')=1-1=1.
Entao, (¢’ + V) + (a-b) = 1.

Seja (a’+b')-(a-b). Aplicando o axioma da distributividade da multiplicagao e a comu-
tatividade, podemos escrever (a’+b')-(a-b) como ((a-b)-a’)+((a-b)-v’). Aplicando o axi-
oma da comutatividade e a associatividade, ((a-b)-a’)+((a-b)-t’) = ((a-a’)-b)+((b-0')-a).
Conhecendo o axioma do complemento, a expressao ((a-a’)-b) + ((b-0) - a) é equi-
valente a seguinte expressao (0-b) + (0-a). De acordo com o Teorema 3, temos que
(0-b) 4+ (0-a) =0+ 0=0. Entao, (¢’ +¥) - (a-b) =0.

Logo, (a-b) = a’ + b e pelo Principio da Dualidade (a +b) =d’ - V. O

Teorema 12: Para todo a, b, e ¢ pertencentes ao conjunto B, temos que ab+a’c+bc =
ab+ d'c.

Demonstragao. Seja ab+a’c+be. Aplicando o axioma do elemento neutro em conjunto
com o axioma do complemento, temos que ab+a’c+bc = ab+a’c+be-(a+a’). Aplicando
o axioma da distributividade da multiplicacao, a expressao ab + a’c + bc - (a + a’)
pode ser escrita como ab + a’c + bea + bea’. Utilizando o axioma da distributividade
da multiplicagao novamente, em conjunto com os axiomas de comutatividade e
associatividade da multiplicacao temos ab+a’c+bca+bca’ = ab- (14c)+ad'c- (1+D).
E com base no Teorema 3, a expressao anterior pode ser escrita como ab- 1+ d'c- 1.
O que é equivalente a ab + a’c. Entao, ab+ a’c + bc = ab + d’c. H
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Teorema 13: Para quaisquer a, b e ¢ pertencentes ao conjunto B ¢é valido que
(a+b)(d +c)(b+ c) =ac+ a'b.

Demonstracao. Seja (a+b)(a’ + ¢)(b+ ¢). Utilizando o axioma da distributividade
da multiplicacao, segue que (aa’ + a’b+ ac+ bc) - (b+ ¢) é uma expressao equivalente.
Aplicando novamente o axioma da distributividade da multiplicacao, a expressao
pode ser escrita como aa’b + aa’c + a’bb + a’bc + acb + acc + bbe + bee. Pelo axioma
do complemento, temos que aa’ = 0. Portanto a expressao a seguir é equivalente
a'bb+a’be+ acb+acc+bbe+bee. Utilizando o Teorema 2, a expressao anterior pode ser
simplificada para a’b+acb+bc+a'bc+ac+be. Utilizando o axioma da distributividade
da multiplicacao e o Teorema 2, concluimos que a’b + acb + bc + a’bc + ac + be =
a'b-(1+c¢)+ac-(b+ 1)+ be. Com base no Teorema 3, a expressao pode ser escrita
como a’'b + ac + bc. O Teorema 12 garante que a'b + ac + bc = ac + a’b. Entao,
(a+b)(a +c)(b+c) =ac+ab. O

Teorema 14: Para todo a, b e ¢ pertencentes ao conjunto B temos que (a+0b)(a’+c¢) =
ac + a'b.

Demonstracao. Seja (a + b)(a’ + ¢). Utilizando o axioma da distributividade da
multiplicacdo, temos que (a+b)(a'+c¢) = aa’+ac+ba’+be. O axioma do complemento
garante que aa’ + ac + ba’ + bc = ac + ba’ + be. Aplicando o axioma do elemento
neutro da multiplicacao em conjunto com o axioma do complemento, a expressao
ac+ ba' + be - (a+ a') é equivalente a expressao anterior. Com base no axioma da
distributividade da multiplicacdo, reescrevemos a expressao como ac+ ba’ + bac+ bea’.
Aplicando o axioma da distributividade da multiplicacao a nova expressao, teremos a
seguinte: a'b-(14c¢)+ac-(1+4b). E pelo Teorema 3, a’b- (1+¢)+ac-(1+b) = a’b+ac.
Entao, (a + b)(a' + ¢) = ac + a'b. O

Teorema 15: Se uma &algebra de Boole contém pelo menos dois elementos distintos,
entao 0 # 1.

Em outras palavras, a algebra booleana ¢ nao degenerada.

Demonstracao. Suponha que exista uma algebra de Boole com pelo menos dois
elementos distintos tal que 0 = 1. Seja a um elemento tal que a # 0.

Com base nos axiomas de algebra de Boole, temos que a = a - 1 (elemento neutro
da multiplicagao). Por hipétese, 0 = 1. Entdo a =a-1=a-0=0. O que é uma
contradigao, ja que a # 0. Logo 0 # 1. O



Funcoes Booleanas

Este capitulo é apresentado com o objetivo de definir o conceito de fungoes booleanas,
tratar das formas canonicas e suas representacoes.

Tomamos o livro “Légica e dlgebra de Boole”, 4% edicao, de Jacob Daghlian, editora
Atlas, 1995, [5] como base para a cria¢ao do presente capitulo.

Seja B uma &lgebra de Boole. Sejam z, ..., x, varidveis tais que seus valores
pertencem a B. Chama-se funcao booleana elementar de n varidveis a uma aplicacao
f de B™ em B que satisfaca a uma das seguintes regras:

1. Se para quaisquer valores de x1, ..., x,, f(z1,...,2,) = a, a € B, entdao f é uma
funcao booleana. Dita funcao constante.

2. Se para quaisquer valores de xy, ..., x,, f(x1,...,x,) = x; para algum i (i =
1,...,n), entdo f é uma funcdo booleana. Chamada fungao projegao. (Para uma
funcao de uma varidvel, a fungao projegao é a funcao identidade f(x) = z.)

3. Se f é uma fungao booleana, entao g definida por g(x1,...,z,) = (f(z1, ...,
x,)) para todos zi, ..., x, é uma funcdo booleana. Dita fungao complementar.

Definigao 2. Uma funcao é dita func¢do booleana se for uma fungao booleana elemen-
tar, ou se for uma funcao constituida por soma ou produto de fungoes booleanas
elementares ou se for uma funcao composta por um ntimero finito de operagoes
envolvendo adicao, multiplicacao ou complemento de fungoes booleanas elementares.

Teorema 16: Se f é uma funcao booleana de uma variavel, entao, para todos os
valores de x, tem-se f(x) = f(1)z + f(0)x'.

Demonstragao. Verificaremos se f satisfaz as regras estabelecidas anteriormente e a
definicao 2.

Regras:

1. f éuma fungao constante, f(z) = a. Entao f(1)z+ f(0)z" é equivalente a az+az’.
Aplicando a propriedade distributiva da multiplicacao, ax + az’ = a(x + 2’).

39
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Com base no axioma do complemento, temos a(z + ') = a - 1. Pelo elemento
neutro da multiplicagao, temos a -1 =a e a = f(x).

f é uma funcado identidade, f(z) = z. Entao f(1)z 4+ f(0)a’ é equivalente a
1-2+40-2'. Com base no axioma do elemento neutro da multiplicacao e no
Teorema 3, temos a expressao 1-xz + 02" = x + 0. Aplicando o axioma do
elemento neutro da adi¢do, x +0 =z e x = f(x).

Suponhamos que o teorema valha para f e seja g(x) = (f(x)). Entao g(z) =
(f(1)x+f(0)z"). Pelo Teorema de De Morgan, a expressao pode ser escrita como
g(x) = (f(1)z) (f(0)z"). Aplicando o teorema mais uma vez, temos g(z) =
((f(1)+2")((f(0)'4x). Com base no axioma da distributividade da multiplicagao,
g(z) = (fF(1)(f0)+(f(1))x+(f(0))z'+xa’. A partir do axioma do elemento
neutro da multiplicagao em conjunto com o axioma do complemento, temos
g(x) = (F)(f(0))x + (fF(1)z + (f(1))'(f(0))2" + (f(0))'z". Pelo Teorema
4, temos g(x) = (f(1))z + (f(0))'2’. Por hipétese, g(x) = (f(x))’, entao
g(x) = gDz + g(0)z".

Definicao:

a)

Suponhamos que o teorema valha para f e g, e seja h(x) = f(x) + g(z). Entao
h(z) = f()z+ f(0)a’ + g(1)x + g(0)2’. Utilizando o axioma da distributividade
da multiplicacao, temos que h(z) = (f(1) + g(1))z + (f(0) + g(0))z’. Logo
h(z) = h(1)z + h(0)z'.

Suponhamos que o teorema valha para f e g, e seja k(x) = f(z)g(z). Entao
k(z) = (f(1)xz+ f(0)a")(g(1)x+¢(0)z"). Aplicando o axioma da distributividade
da multiplicacdo, temos k(x) = f(1)g(1)zx + f(1)g(0)zz’ + f(0)g(1)x'z +
f(0)g(0)a’2’. Com base no axioma do complemento e no Teorema 2, a expressao
anterior é equivalente a k(x) = f(1)g(1)z + f(0)g(0)2’. Logo k(z) = k(1)z +
k(0)x'.

O

Estabelecemos, entao, uma forma canonica para uma funcao booleana de uma varia-

vel.

Analogamente, provaremos que se f é uma funcao booleana de duas variaveis, entao

sua forma canonica pode ser expressa como:
flzy) = f(LD)zy + f(1,0)zy + f(0,1)z"y + £(0,0)2"y".

Teorema 17: Se f é uma funcao booleana de duas varidveis, entao, para todos os
valores de = e y, tem-se f(x,y) = f(1,1)zy + f(1,0)zy’ + f(0,1)z'y + f(0,0)z"y'.

Demonstracao. Verificaremos se f satisfaz as regras estabelecidas anteriormente e a

definicao 2.
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Regras:

1. f é uma fungao constante, f(z,y) = a. Entao f(1,1)zy+ f(1,0)xy’ + f(0,1)z'y +
£(0,0)x"y é equivalente a azy + axy’ + ax'y + azx’y’. Aplicando a propriedade
distributiva da multiplicagao azy + azxy’ + az'y + ax'y’ = ax(y+ ') + ax’(y +v/').
Com base no axioma do complemento, temos az(y +v') + azx'(y +y') = ax + ax’
¢ ax + ar’ = a(x + 2') = a - 1. Pelo elemento neutro da multiplicac¢do, temos
a-l=aea= f(z,y).

2. f é uma funcado projecao, se f(z,y) = = ou se f(z,y) = y. Sem perda de
generalidade, seja f(z,y) = x. Entao f(x,y) = f(1,1)zy+ f(1,0)zy’ + f(0,1)2'y +
£(0,0)2'y" é equivalente a 1 -2y +1- -2y +0-2'y + 0 - 2'y’. Com base no
axioma do elemento neutro da multiplicacao e no Teorema 3, temos a expressao
l-ay+1-2¢/ +0-2'y+0-2'y = xy+xy’. Aplicando a propriedade distributiva
da multiplicacgao, zy + xy’ = x(y + ¢’). Com base no axioma do complemento,
temos z(y + ¢') = x - 1. Pelo elemento neutro da multiplicacao z -1 = x e
x = f(x,y); o resultado segue. Analogamente, para f(x,y) = y.

3. Suponhamos que a afirmagao seja vélida para f e seja g(z,y) = (f(x,y)). Entéo
g(xy) = (f(L,D)xy + f(1,0)xy’ + f(0,1)2'y + f(0,0)x"y’)". Pelo Teorema de De
Morgan, a expressao pode ser escrita como g(x,y) = (f(1,1)xy) - (f(1,0)zy’) -
(f(0,1)z'y)" - (f(0,0)x"y")". Aplicando o teorema mais uma vez, temos g(z,y) =
(P + 2 +5) - ((FL0) + '+ ) - (FO1) + 2+ ) - (F0.0) + 2+ ).
Utilizando o axioma da distributividade da multiplicacao, em conjunto com o
axioma do complemento, o axioma do elemento neutro da adicao e o Teorema
4, temos que a expressao g(z,y) = ((f(1,1) + 2" +¢) - ((f(1,0) + 2’ + y) -
(f(0,1)Y + 2419y (f(0,0) +z +y) pode ser escrita como g(z,y) = (f(1,1)) zy +
(f(1,0))xy" + (f(0,1))' 2"y + (f(0,0))'z"y’. Por hipétese, g(x,y) = (f(x))’, entdo
g9(z,y) = g(1,)zy + g(1,0)zy" + g(0,1)z'y + g(0,0)z"y’.

Definicao:

a) Suponhamos que a afirmagao valha para f e g, e seja h(z,y) = f(x,y) + g(z,y).
Entao h(z,y) = f(1,D)xy + f(1,0)zy’ + f(0,1)2'y + f(0,0)"y + g(1,1)zy +
g(1,0)xy’ + g(0,1)x"y + ¢(0,0)x"y’. Utilizando o axioma da distributividade da
multiplicagao, temos que h(z,y) = (f(1,1) + g(1,1))zy + (f(1,0) + ¢(1,0))zy’ +
(f(0,1)+g(0,1))2"y + (£(0,0) + g(0,0))2"y/. Logo h(x,y) = h(1,1)xy+ h(1,0)xy +
h(0,1)z'y + h(0,0)z"y'.

b) Suponhamos que a afirmacao seja valida para f e g, e seja k(z,y) = f(z,y)g(z,y).
Entdo k(z.y) = (f(1,D)zy + f(1,0)zy" + f(0,1)z'y + £(0,0)z'y")(9(L,1)zy +
9(1,0)zy’ + g(0,1)2'y + ¢(0,0)2’y"). Aplicando o axioma da distributividade
da multiplicagao, temos k(x,y) = f(1,1)g(1,1)xy - zy + f(1,1)g(1,0)zy - xy' +
f(L,1)g(01)zy - 2"y + f(1,1)g(0,0)zy - 2"y'+ £(1,0)g(1,1)xy" - 2y + f(1,0)g(1,0)zy" -
xy’—l—f(1,0)9(0,1)xy’-x’y+f(1,0)g(0,0)xy"a:’y’+f(0,1)9(1,1):c’y'xy—i—f(0,1)g(1,0)x’y'
xy/ + f(O,l)g(O,l)x’y ) $’y + f(o,l)g(0,0)l"y ) ZL‘/y, + f(0,0)g(l,l)l‘ly/ T XY +
£(0,0)g(1,0)x"y" - zy/ + £(0,0)g(0,1)z"y - 2’y + £(0,0)g(0,0)z'y/ - 2’y/. Com base
no axioma do complemento e no Teorema 2, a expressao anterior é equivalente
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a k(zy) = f(1,1)g(1,1)xy + f(1,0)9(1,0)zy’ + f(0,1)g(0, 1)1f’y+f(070)9(0a0)1f’ '
Logo k(x,y) = k(1,1)zy + k(1,0)zy" + k(0,1)z'y + £(0,0)2"y

]

Estabelecemos, entao, uma forma canodnica para uma funcao booleana de duas
variaveis.

Analogamente, se f é uma funcao booleana de trés variaveis, pode-se verificar que
sua forma canonica pode ser expressa como:

flzy,2) = f(LL,D)zyz + f(1,1,0)zyz" + f(1,0,1)2y"2 + f(1,0,0)zy'2" + f(0,1,1)2"y2z +
£(0,1,0)z"y2" + £(0,0,1)2'y'z + £(0,0,0)2"y/2".

Em geral, se f é uma fungao booleana de n variéveis é bem conhecido que, para
todos os valores de zj..., z,,, temos: f(z1,.. Zf (O ey Q) - M 2,
em que «; assume os valores 0 e 1 e :)3,0‘2 é mterpretado como z; ou z; conforme «;
tem valor 1 ou 0.

5.1 Representacao das Funcoes Booleanas

5.1.1 Diagramas de Venn ou circulos de Euler

A representacao de funcgoes booleanas por meio de diagramas de Venn é sempre
possivel, porém viavel para funcoes de uma até trés variaveis.

Exemplo 5.1.1: Seja y = f(a) = @’ + a. Sua representacao por meio de diagrama de
Venn sera dada por

Figura 5.1: Diagramas de Venn com uma varidvel

Note que f(a) =a +a=1.
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Exemplo 5.1.2: Seja y = f(a,b) = ab/ + ab + a'b. Sua representagao por meio de
diagrama de Venn serd dada por

b b
b b
+ + =
a a a a

Figura 5.2: Diagramas de Venn com duas varidveis

Note que f(a,b) = ab' +ab+ d'b=a+b.

Exemplo 5.1.3: Seja y = f(a,b,c) = a'b'c 4+ a'bc’ + a’be + a'l¢. Sua representacao por
meio de diagrama de Venn sera dada por

b b b b
+ + + =
a a a a
C [« c [+

Figura 5.3: Diagramas de Venn com trés varidveis

Note que f(a,b,c) = d't/d + d'bc’ 4+ a’be + d'b/c = d
As préximas representacoes sao apresentadas com foco na algebra de Boole aplicada.

5.1.2 Tabelas - Verdade

A representacao de funcoes booleanas por meio de tabelas - verdade é sempre viavel.
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Exemplo 5.1.4: Seja y = f(a) = a. Sua representagao por meio de tabela-verdade
sera dada por

11

Tabela 5.1: Tabela-verdade de uma fungao com uma variavel

Exemplo 5.1.5: Seja y = f(a,b) = a + a’l/. Sua representacao por meio de tabela-
verdade sera dada por

alb|ab | f
0O/0( 1 |1
0|1 0 [0
170} 0 |1
171} 0 |1

Tabela 5.2: Tabela-verdade de uma funcao com duas variaveis

Exemplo 5.1.6: Seja y = f(a,b,c) = a’l'c + a’be + abe. Sua representacao por meio de
tabela-verdade sera dada por

a|b|c|abc|abc|abc|f
0[0/0 0 0 0 [0
0101 1 0 0 |1
0|10 0 0 0 |0
0111 0 1 0 1
1101]0 0 0 0 |0
1101 0 0 0 |0
11110 0 0 0 |0
11111 0 0 1 1

Tabela 5.3: Tabela-verdade de uma funcao com trés variaveis

5.1.3 Fungoes na forma binaria
Para essa representacao, usaremos a ideia de que todas as varidveis correspondem ao

valor 1 e os complementos das variaveis correspondem ao valor 0.

Exemplo 5.1.7: Seja y = f(a) = a. Sua representagao na forma bindria serd dada
por f(a) = 1.

Exemplo 5.1.8: Considere y = f(a,b) = ab’ +d'l/. Sua representagao na forma binaria
serd dada por f(a,b) =10+ 00 ou f(a,b) = > (10,00).
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Exemplo 5.1.9: Para y = f(a,b,c) = a'b'c + a’bd + ab'd + abc’. Sua representagao
na forma bindria serd dada por f(a,b,c) = 001 + 010 + 100 + 110 ou f(a,b,c) =
(001,010, 100, 110).

5.1.4 Fungoes na forma decimal

Para essa representacao, usaremos a ideia de que todas as varidveis correspondem ao
valor 1 e os complementos das variaveis correspondem ao valor 0 e a correspondéncia
entre nimeros decimais e binarios.

Exemplo 5.1.10: Seja y = f(a) = a. Sua representagao na forma decimal serd dada
por f(a)=1.

Exemplo 5.1.11: Seja y = f(a,b) = ab’ 4+ ab. Sua representac¢ao na forma bindria serd
dada por f(a,b) =10+ 11 ou f(a,b) = > (10, 11), entao sua representagao decimal
serd dada por f(a,b) = > (2,3), pois os nimero bindrios 10 e 11 correspondem aos
nimeros decimais 2 e 3, respectivamente.

Exemplo 5.1.12: Seja y = f(a,b,c) = a’b'c + a’bc 4+ abcd’. Sua representacao na forma
bindria sera dada por f(a,b,c) = 001 4+ 011 + 110 ou f(a,b,c) = >_(001,011,110),
entao sua representacao decimal serd dada por f(a,b,c) = > (1,3,6), pois os nimero
binarios 001, 011 e 110 correspondem aos ntimeros decimais 1, 3 e 6, respectivamente.

5.1.5 Representacao Geométrica
A representacao geométrica de func¢oes booleanas é vidvel para fungoes de uma até

trés variaveis.

Exemplo 5.1.13: Seja a fungao de uma variavel f(x) = x 4+ 2’. Sua representacao
geométrica serd dada por

oe
*
- e

Figura 5.4: Funcao booleana com uma variavel
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Exemplo 5.1.14: Para uma funcao de duas varidveis f(z,y) = xy + zy' + 2’y + 2'y/,
sua representagao geométrica sera dada por

01 1

00 10

Figura 5.5: Funcao booleana com duas variaveis

Exemplo 5.1.15: Para uma fungao de trés varidveis f(x,y,2) = zyz + xyz’ + ay'z +
2y + 2'yz + 2y + 2’y 2 + 2’y 2, sua representagao geométrica serda dada por

011 M

010
110

101
y / 001

000 —— 100

Figura 5.6: Funcao booleana com trés varidveis

Exemplo 5.1.16: Seja uma funcao de trés variaveis f(x,y,z) = xy'z + 2'yz + 2'y2/,
sua representagao geométrica sera dada por

Figura 5.7: Funcao booleana com trés varidveis
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5.1.6 Portas Logicas

A representacao grafica das fungoes booleanas ¢ feita mediante simbolos padronizados
por normas internacionais chamados blocos ou portas logicas.

As portas légicas sao as bases dos circuitos légicos e tém por finalidade combinar
as diferentes grandezas booleanas de modo a realizar determinada funcao. Cada
porta logica pode ter diferentes linhas de entrada, porém, somente uma linha de saida.

Utilizaremos as normas americanas MIL-STD-806B (MILITARY STANDARD).
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Circuito Tabela - verdade | MIL Funcao Booleana

—_
o
el

Inversor (Negacao)

E (AND)

RlRr|lOlO|®
Rlo|l~loOo|T

—|lololo|«
T o
w
<
I
S
S

OU (OR)

da
b

RlRrOlO|®
RlOol~lOo|T
RlR R O|«<

NE (NAND)

d —— B by
) }y y=(a-Db)

|, OlO|®
R o~ lO|T
OlRrR| R R«

NOU (NOR) y = (a+b)

|, O|lO|®
Rl o~ lO|lT

O OO«
o D
il

OU Exclusivo y=ab +a'b

R|lr|O|O|®
o~ oOo|lT

Ol O|<
[=3 o
el

Tabela 5.4: Normas americanas MIL-STD-806B
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Exemplo 5.1.17: Seja a funcao y = f(a) = o’. Sua representagao por meio de portas
logicas serd dada por

a —{>0—1Y

Figura 5.8: Funcao com uma variavel

Exemplo 5.1.18: Considere a funcao y = f(a,b) = ab’ + a’b. Sua representacao por
meio de portas logicas serd dada por

8 —

S
>
S

Figura 5.9: Funcao com duas variaveis

Exemplo 5.1.19: Ja para a funcdo y = f(a,b,c) = a'b/c, sua representagdo por meio
de portas légicas sera dada por

8 )
=P
L*

Figura 5.10: Funcao com trés variaveis




Consideracoes finais

O objetivo deste trabalho foi realizar um estudo a respeito das algebras booleanas e
com isso fornecer um plano de aulas que auxilie professores e alunos a aplica-las.

O primeiro passo foi estudar a algebra proposta por George Boole, identificar sua
composigao, regras, teoremas e aplicagoes. Para isso, foi necessario um aprendizado
paralelo a respeito da logica matematica, uma vez que ela é a base da algebra boole-
ana. Esse estudo deu origem ao primeiro capitulo deste trabalho “nocoes basicas de
légica”. Tendo a légica, o proximo passo foi definir o conceito de algebra de Boole a
partir de nove axiomas. De posse deles, teoremas foram propostos e demonstrados ao
longo do capitulo trés. Dentre eles, a leis de De Morgan, que sao muito importantes
para a simplificacao de expressoes.

Em seguida, as fungoes booleanas foram definidas e suas formas de representacao
foram apresentadas no capitulo quatro. E importante observa-las, pois algumas sao
fundamentais para as aplicagoes de algebras de Boole. Neste capitulo foram apresen-
tadas as portas légicas que sao as bases dos circuitos légicos e tém por finalidade
combinar as diferentes grandezas booleanas de modo a realizar determinada funcao.

O trabalho possui um capitulo a respeito da organizacao do ensino médio técnico.
Este capitulo traz informagoes a respeito da organizagao em ambito nacional, com
base no catalogo nacional de cursos técnicos e na LDB.

Apds uma longa analise a respeito dos cursos técnicos oferecidos em rede federal,
notamos que alguns cursos apresentam em seus projetos pedagdgicos conceitos de
algebra booleana como parte de algumas disciplinas. Pudemos perceber que essas
disciplinas estavam frequentemente presentes em cursos técnicos de eletronica e
eletrotécnica, portanto, escolhemos estes dois cursos para serem modelos da aplicagao
das algebras de Boole.

A 1ultima parte do trabalho foi construir uma sequéncia de planos de aula que

possam auxiliar professores que venham a lecionar disciplinas que tratem de algebras
booleanas.

50
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Os planos de aula foram elaborados com base nos estudos apresentados ao longo
do trabalho e tém por finalidade auxiliar professores em seu oficio e apresentar as
algebras de Boole com uma linguagem mais acessivel a alunos de cursos técnicos.
Espera-se que o profissional ao aplicar os planos de aula contidos nesse material,
consiga explorar as diversas relagoes entre a légica matematica, as algebras de Boole
e as portas logicas. Os planos de aula apresentam uma breve contextualizacao a
respeito do tema que serd tratado, sugestoes de abordagem e exercicios sobre os
temas “Logica”, “Sistema de numeracao binaria”, “Algebra de Boole” e “Circuitos
e portas légicas”. Apds a aplicacao dos planos de aula, espera-se que os alunos
consigam compreender o quanto a algebra booleana esta presente na pratica dos
cursos técnicos e valorizar os conceitos iniciais, tendo em vista que serao recursos
necessarios para um aprendizado mais eficaz.



Planos de aula

A seguir sao apresentados sugestoes de planos de aula que abordam desde a base
de conceitos de légica até as portas logicas e suas aplicacoes. Esses planos de aula
foram elaborados com o intuito de auxiliar professores, dentro de suas realidades,
que tenham o interesse em ministrar aulas relativas as dlgebras de Boole.

As atividades sao apresentadas em sequéncia e sao destinadas a alunos que cursam o
ensino médio, o ensino médio técnico ou estudantes de graduacao que se interessem

pelo tema.

Os planos foram pensados para aulas expositivas com duracao de cinquenta minutos
cada. Os exercicios propostos tém o objetivo de levar o aluno a pratica e reflexao.
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Aula 01
Tema: Ldgica

Consideracdes iniciais:

A légica matemética analisa determinada proposicdo buscando identificar se representa uma afirmacao
verdadeira ou falsa.

A principio, a légica era ligada a filosofia, tendo sido iniciada por Aristételes (384-322 a.C.) que se baseava
na teoria do silogismo, ou seja, em argumentacdes validas.

A logica s6 passou a ser uma area da Matemética a partir dos trabalhos de George Boole (1815-1864) e
Augustus de Morgan (1806-1871), quando eles apresentaram os fundamentos da l6gica algébrica.

Proposicao
O conceito mais elementar no estudo da I6gica é o de Proposicao.

Proposicao “vem de propor” que significa submeter a apreciagéo; requerer um juizo. Trata-se de uma sentenca
declarativa — algo que sera declarado por meio de termos, palavras ou simbolos — e cujo conteudo podera ser
considerado verdadeiro ou falso, mas ndo ambos.

Exemplos:

As seguintes sentencas sdo proposicdes:

e Hoje é sexta-feira.
e 1+1=2.
e 5<3.

e 7 éracional.

As seguintes sentencas ndo sao proposicdes:

e Que horas sdo?
e Limpe o chéo.

e X2=17.

Proposicdes sdo denotadas por letras minusculas do alfabeto latino.

Exemplos:

e p: Maria é professora.

e (. Eu estudo muito.

Proposi¢cdes podem ser ditas simples ou compostas.

Serdo proposicdes simples aquelas que vém sozinhas, desacompanhadas de outras proposicoes.




Exemplos:
p: Todo homem é mortal.
g: O novo papa é aleméao.

Se duas (ou mais) proposi¢cdes vém conectadas entre si, formando uma sé sentenca, estaremos diante de
uma proposicéo composta.

Exemplos:

¢ Jodo é médico e Pedro é dentista.

¢ Maria vai ao cinema ou Paulo vai ao circo.

e Ou Luis é baiano, ou é paulista.

¢ Se chover amanha de manha, entdo nao irei a praia.

¢ Comprarei uma mansao se e somente se eu ganhar na loteria.

Conectivos Logicos sdo expressfes que servem para unir duas ou mais proposicoes.

Exemplos:

ou
e

se ... entao

... Se e somente se ...

Para determinamos se uma proposi¢do composta € verdadeira ou falsa, dependeremos de duas coisas:
1°) do valor l6gico das proposi¢cdes componentes;

2°) do tipo de conectivo que as une.

Operacoes légicas

As operac0es realizadas a partir das proposi¢cdes sdo chamadas de operacdes légicas, as quais seguem as
regras do calculo proposicional e sao parecidas com a aritmética dos nimeros.

Negacéo - tal operacéo corresponde ao valor l6gico oposto da proposi¢éo p, sendo chamado de “nao p” (p)
ou ainda representado simbolicamente por “~”, que indica a negacgao de p.

Deste modo, quando uma proposicao é verdadeira, a ndo proposicao sera falsa:

Exemplo:

p: eu estudo muito.

p: eu ndo estudo muito

Conjuncdo — aplicada a légica matemética, essa operacdo € usada quando entre as proposicées existe o

conectivo “e”, representado simbolicamente por “A”. Essa operagao sera verdadeira apenas quando todas as
proposicdes forem verdadeiras.




Exemplo:
p:3+4=7
q:2+12=10

O valor logico das proposi¢Bes p » g € falso, uma vez que a primeira proposicao é verdadeira e a segunda é
falsa.

Disjuncao — o valor l6gico dessa operacao serd verdadeiro quando no minimo uma das proposi¢des for
verdadeira. Por conseguinte, o valor somente sera falso quando as duas proposicdes forem falsas.

A representagao da disjungao entre duas proposi¢des é representada por “p v q°, que corresponde a “p ou q”.
Exemplo:

p: Salvador é a capital do Brasil

q. 2+2=4

Logo,pvq=V

Condicional — nessa operacéo é utilizado o conectivo “se... entdo ...”, representado simbolicamente por

“—>” lendo-se “se p, entdo q”. O valor l6gico dessa proposicao sera falso se p for verdadeiro e q for falso. Nas
demais situacdes o valor sera verdadeiro.

Exemplo:

Se nasci na cidade de Belo Horizonte, entdo sou mineiro.

Bicondicional — a partir do operador “se e somente se”, representado simbolicamente por “< “. Em p & @, 0
valor l6gico sera verdadeiro se as suas proposicdes forem verdadeiras ou falsas. Nos demais casos o valor
I6gico sera sempre falso.

Exemplo:
p=2+2=4
q=1+1=3.

Logo, p < q =F, ja que uma das proposicdes, a segunda, € falsa.

Nesse material temos o objetivo de aprofundar o estudo das operacgdes l6gicas: negagéo, conjungéo e
disjuncdao.

Tabela verdade

E um dispositivo onde sdo colocados os valores de cada proposicdo e de acordo com 0s conectivos
presentes chegamos ao valor logico final.

Em uma tabela verdade, o nimero de linhas e de colunas dependera da quantidade de proposi¢cdes simples
que formam a proposi¢cado composta, sendo que em cada coluna é colocada uma proposicéo.




Exemplos:

p: eu estudo muito. P

p: eu ndo estudo muito

<
< |7 |l

p q p"q
p:3+4=7 v v v
Q:2+12=10 v F F
F Y F
F F F
p q r pvqvr
p: hoje choveu. Vv Vv v v
g: ndo tenho guarda chuva. v v = V
r: sai de casa. vV F \V/ \Vj
Vv F F Vv
F \Y \Y \Y,
F V F V
F F v Y%
F F F F




Exercicios:

1 — Determine quais sentencas a seguir sdo proposicoes e justifique:

a) Carlos é careca.

b) V& para casa.

c)7=09.

d) Belo Horizonte é a capital do Estado do Rio de Janeiro.

e) x =10.

f) Esté frio.

g) Mércia estuda matematica.

2 — Encontre a negativa das proposicdes a seguir:

p: Eu vou ao cinema. p:
g: Eu moro na regido da Pampulha. q:
r: Vocé é médico. I

3

m: Camila ndo é ruiva.

3 — Monte a tabela verdade relativa as seguintes sentencas matematicas:

a) “Ele é feliz e elegante”

b) “  é um nimero racional ou /2 & um numero irracional.”

c)“3>40u5<100u0>7




Aula 02

Tema: Sistema de numeragdo binaria

Consideracdes iniciais:

¢ Definicdo para binario.

"Binario € um adjetivo masculino, que indica algo que tem duas unidades ou algo que é composto por dois
elementos de informacé&o."

e Sistema Binario Antigo (india)

O primeiro matematico a registrar um pseudo "Sistema Binario", foi o indiano chamado Pingala no século Il
a.C. Ele usou numeros de 1 a 8 representando-os com simbolos modernos, sendo sequencialmente 001, 010,
011, 100, 101, 110, 111 e 1000.

e Sistema Binario moderno
Gottfried Wilhelm Leibniz, alemao, nascido em 1646 em Leipzig, tinha dentre varias profissées a Matematica.

O Sistema Binario aperfeicoado por Leibniz é caracterizado como um sistema de numeracdo posicional em
que todas as quantidades se representam com base em dois nimeros, ou 0 (zero) ou 1 (um).

E de Leibniz a teoria de que todo raciocinio pode ser reduzido a uma combinacéo ordenada de elementos
como numeros, palavras, sons, ou cores, teoria esta que se tornou a base dos computadores modernos.

e George Boole e sua Algebra Booleana.

Em 1854, Boole publicou um artigo fundamental detalhando um sistema légico que se tornaria conhecido
como Algebra Booleana. Seu sistema légico usou como base o Sistema Binario de Leibniz e tornou-se mais
tarde essencial no uso na aplicacéo de circuitos eletrénicos.

Sistema de nhumeracao

A base de um sistema de numeracao é a quantidade de algarismos utilizados para a escrita de todos os
nameros.

Assim:

Base 10 — possui 10 simbolos -0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.
Base 5 — possui 5 simbolos -0, 1, 2, 3, 4.

Base 4 — possui 4 simbolos - 0, 1, 2, 3.

Base 2 — possui 2 simbolos — 0, 1.

Este principio pode ser estendido a qualquer sistema numérico.

Sistema decimal

Usualmente, utilizamos o sistema de numeracao decimal para representar nimeros.

O sistema decimal é um sistema de numeracao de posicao que utiliza a base dez.

¢ Simbolos da base Decimal sdo: 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8¢e 9.




Exemplo 1:

348 = 3 centenas + 4 dezenas + 8 unidades =3.102+4 .10 + 8. 10°

250 = 2 centenas + 5 dezenas + 0 unidades =2 . 102+ 5. 101 + 0. 10°

Sistema binario

E um sistema de numeracg&o posicional em que todas as quantidades se representam com base em dois
nameros.

¢ Simbolos da base Binaria: 0 e 1.
Exemplo 2:
1001=1.234+0.22+0.21+1.2°

10=1.22+0.2°

Notacao

Quando escrevemos numa base diferente da decimal, grifamos o nimero com um indice que determina a
sua base de numeracdo. Sempre que um nuamero for apresentado sem indice que indique sua base de
numeracao, entenderemos que a base é dez. Sempre que outra base for utilizada, essa base tera de ser,
obrigatoriamente, indicada.

Se o nimero ABC estiver escrito na base n, escreveremos: ABCy ou ABCh ou (ABC)n

Exemplo 3:
Base 2: 10011

Base 4: 3201

Base 7: 5627

Mudanca de base

Para realizarmos uma conversao de nameros escritos no sistema de numeracédo decimal para outras bases,
€ necessario agruparmos essas unidades com relagcédo a base escolhida.

Para realizarmos uma conversdo de numeros escritos em outras bases para a base decimal, é necessario
decompor o0 nimero dessa base.

Exemplos:
e Conversao de Decimal para Base 2:

Divide-se sucessivamente por 2. Depois 0 nimero binario é formado pelo quociente da ultima diviséo seguido
dos restos de todas as divisbes na sequéncia em que foram realizadas.
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e Conversao de Decimal para Base 4:

Divide-se sucessivamente por 4. Depois o numero é formado pelo quociente da Ultima divisdo seguido dos
restos de todas as divisdes na sequéncia em que foram realizadas.

%5=121y 25 |i 38 =212 4
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e Conversao de Decimal para Base 7:

Divide-se sucessivamente por 7. Depois o niumero é formado pelo quociente da ultima divisdo seguido dos
restos de todas as divisdes na sequéncia em que foram realizadas.

50 = 101 (7 50 ‘L 62 =116 @) 62
1 7|7 6
0 1[7_
1 0

e Conversao de uma base qualquer para a base Decimal:

—\OOI\I

7
117
1 0

Deve-se escrever cada algarismo que compde o numero, multiplicado pela base do sistema, elevado a posicéo
gue ocupa. A soma de cada multiplicacdo de cada digito binario pelo valor das poténcias resulta no numero
real representado.

11001 3 =1.2%+1.23+40.22+0.21+1.2°
=1.16+1.8+0+0+1
=16+8+1
=25

1201 =1.33+2.32+0.31+1.3°
=1.27+2.9+0+1
=27+18+1
= 46




1410 5= 1.53+4.52+1.51+0.5°
=1.125+4.25+5+0
=125+ 100 + 5
=230

Exercicios:

1 — Todos os numeros abaixo estdo escritos na base decimal (base 10). Converta-os para a base 2, base 3 e
base 5.

a) 10
b) 32
c) 20
d) 200
e) 512

f) 1023

2 — Sendo A = (11000); e B = (10001)2, qual o valor de A — B no sistema decimal?

3 — Faga a converséo de binéario para decimal dos seguintes itens:
a) 100101
b) 1000101101

c) 1111010110110

4 — Converta os numeros apresentados no exemplo 3 para o sistema decimal.
Desafio

Um numero se escreve na base 10 como 103 e na base b como 205. Determine o valor de b.




Aula 03

Tema: Algebra de Boole

Consideracoes iniciais:

De familia modesta, George Boole nasceu em Lincoln, na Inglaterra em 1815.

Sua instrucdo formal ndo passou do grau basico, mas dotado de grande inteligéncia, e vendo no
conhecimento o caminho de seu gosto para ascender socialmente, enveredou pelo autodidatismo.

Em 1854 Boole lanca sua obra-prima: investigation of the laws of thought (As leis do pensamento). A
finalidade era expressar simbolicamente as leis do pensamento, visando poder usar de maneira mais direta
e precisa a deducdo légica.

Conjuntos

Relembraremos brevemente a teoria de conjuntos.

* Chamamos de conjunto toda e qualquer colecao de elementos. Estes elementos podem ser niUmeros,
objetos, figuras, pessoas, animais e tudo o0 que podemos ordenar, catalogar ou reunir em grupos de seus
elementos.

* Os conjuntos sao representados graficamente por meio de um Diagrama de Venn-Euler.

* A relacdo basica entre um conjunto e o elemento que o compde é chamada de relacao de pertinéncia, ou

seja, definimos um conjunto quando existe uma regra que permite decidir se um elemento pertence ou ndo
aele.

* Dados os conjuntos A e B, diz-se que A esta contido em B, se todos os elementos de A também estédo
em B. O conjunto A é denominado subconjunto de B.

* Conjuntos especiais
- Vazio - E um conjunto que n&o possui elementos. O conjunto vazio esta contido em todos 0s conjuntos.

- Universo - E um conjunto que contém todos os elementos do contexto no qual estamos trabalhando e
contém todos os conjuntos desse contexto.

* Unido de conjuntos

A unido dos conjuntos A e B é o conjunto de todos os elementos que pertencem ao conjunto A ou ao
conjunto B.

*intersecdo de conjuntos

A intersec¢do dos conjuntos A e B é o conjunto de todos os elementos que pertencem ao conjunto A e ao
conjunto B.

* Complemento de um conjunto

Considere A um conjunto qualquer e U o conjunto universo. Todos os elementos que ndo estdo em A
estdo no complementar de A.




Proposicéo

Retomando a ideia de proposicao ja vista, vamos atribuir valores. Assim:

* Se 0 valor légico de uma proposicao é verdadeiro atribuiremos a ela o valor 1.
* Se 0 valor légico de uma proposicao é falso atribuiremos a ela o valor 0.

Entdo as tabelas verdade serdo expressas com os valores 0 e 1.

p: eu estudo muito. P | P > P | P
_ ~ : \Y, F 1 0
p: eu ndo estudo muito

F |V 0 1

“

.”. De modo semelhante denotaremos a

[T L]

Denotaremos a conjungéao “e” por intersegao, ou seja, usaremos
disjuncao “ou” por unido, ou seja, usaremos “+”.

Relacdo entre tabelas verdade e diagramas de Venn

Sejam a e b as seguintes proposicoes.

a: Carlos estuda.
b: Carlos trabalha.

Temos as seguintes proposi¢cdes compostas:

a + b: Carlos estuda ou trabalha.

a - b: Carlos estuda e trabalha.

As proposi¢cdes compostas podem ser representadas como:

Tabela verdade

a+b| a‘b

olo|lr|r |l
o|lr|o|r|T
OlkRr |k |kL|+
o|lo|lo|r

Diagrama de Venn




Algebra de Boole

Chamamos algebra a um conjunto nao vazio munido de um ou mais operadores definidos.

Uma algebra pode satisfazer a alguma, a todas ou a nenhuma propriedade dos operadores.

A &lgebra de Boole esta definida para os operadores “e” e “ou”, ou seja, “+” e “.” em um conjunto A nao
vazio, contendo pelo menos dois elementos distintos.

Seja a, b, c elementos do conjunto A. Assim as seguintes propriedades séo validas:

Propriedade 1 — pertinéncia

a+beA.
a-beaA.

Propriedade 2 — comutatividade

a+b=b+a.
a-b=b-a.

Propriedade 3 — distributividade

a+(b-c)=(@+b)-(a+c).
a-(b+c)=(a-b)+(a-c).

Propriedade 4 — elemento neutro

a+0=0+a=a.
arl=1-a=a.

Propriedade 5 — complementar

Para cada a € A, existe a’ € A tal que:

a+a =1.
a-a =0.
Exercicio:

1 — A proposigao (a + b) esta representada, a seguir, por meio de um diagrama de Venn e uma tabela
verdade.

a b a+b | (a+b)
a b 1 1 1 0

1 0 1 0

0 1 1 0

0 0 0 1

(Complementar da unido entre ae b.)




Represente por meio de tabela verdade e diagrama de Venn as seguintes proposicoes.

a)a+(b+c)
b)a+(b-c)
c)b-(@a+c
dyb-(a-c)
e)a’

b +a

g9)(b-cy




Aula 04
Tema: Circuitos e portas logicas

Consideracoes iniciais:

O mundo em que vivemos apresenta situacées com dois estados apenas, que mutuamente se excluem.

Uma dicotomia € uma particdo de um todo (ou um conjunto) em duas partes (subconjuntos). E esse par de
partes deve ser:

* conjunto exaustivo: tudo deve pertencer a uma parte ou a outra, e
* mutuamente exclusivo: nada pode pertencer simultaneamente a ambas as partes.

As duas partes assim formadas sdo complementos uma da outra.

Exemplos:
Ligado e desligado;

Sim e nao;
Dia e noite.

Circuitos

* Interruptores

Chamamos de interruptor ao dispositivo ligado a um ponto de um circuito elétrico, que pode assumir um
dos dois estados: fechado (1) ou aberto (0). Quando fechado, o interruptor permite que a corrente passe
através do ponto, enquanto aberto nenhuma corrente pode passar pelo ponto.

Representamos os interruptores como a

Neste caso, somente conheceremos o estado do interruptor se tivermos a indicacdo de que a=1ou a = 0.
* Sejam a e b dois interruptores ligados em paralelo.

Em uma ligagdo em paralelo, s6 passara corrente se pelo menos um dos interruptores estiver fechado, isto
€, apresentar o estado 1.

Denotaremos a ligacéo de dois interruptores a e b em paralelo por a + b.

a

* Sejam a e b dois interruptores ligados em série.

Em uma ligagéo em série, s6 passara corrente se ambos os interruptores estiverem fechados, isto &,
a=b=1.

Denotaremos a ligacao de dois interruptores a e b em série por a - b ou simplesmente ab.

a b




Assim, considerando os estados possiveis de serem assumidos pelos interruptores nas ligagdes em série
e em paralelo, podemos notar que:

Paralelo Série
0+0=0 0-0=0
0+1=1 0-1=0
1+0=1 1-0=0
1+1=1 1-1=1

a+b=b+a a-b=Db-a

a+a =1 ara=0
at+0=a a-0=0
a+l=1 a-l=a

Todas essas equacdes podem ser verificadas desenhando-se o circuito apropriado.

Relacdo entre tabelas verdade, diagramas de Venn e circuitos

Seja o conjunto X de todos os interruptores, se a, b € X entdo,a+be Xea-be X

Tabela verdade

a+b|a-b

O | Ok |F,|D
O, O|r|T

olr|r|FL|+
o|lo|o|r

Diagrama de Venn

Circuito

a+b a-b




Portas l6gicas

E uma representacéo grafica de fungées booleanas, onde s&o utilizados simbolos padronizados por normas
internacionais.

As portas légicas sdo as bases dos circuitos légicos.

Usaremos a as normas americanas MIL — STD (MILITARY STANDARD).

NOT NAND NOR AND OR
A A A A
Dot 1= I 1
B B B 3
AlX A|lB[X AlB|X A|lB|X A|IB|X
011 010(1 01011 0(0]0 0(0]0
110 011/(1 01110 01110 01111
1101 11010 11010 110711
11110 11110 111 T(1 (1
x=a’ x=(a-b) x=(a+b)y x=a-b x=a+b
Negacao Negacao de “e” Negacéao de “ou” Funcao “e” Funcéo “ou”
Exemplos:

Funcdo ab’ = x
a— X
b —C
Funcdoa-(b+c)=x
a
—
-
C




Portas l6gicas na pratica

Circuitos integrados

Circuitos integrado (Cl — Integrated Circuit) € uma pequena pastilha (chip), que contém em seu interior
milhares de componentes eletrénicos (transistores, diodos, resisténcias, capacitores e suas interligacées).

Estes componentes eletrdnicos sao formadores de portas ldgicas que, interligadas, formam um determinado

Vi

circuito combinatorio.

Protoboard

Uma placa de ensaio ou matriz de contato. E uma placa com furos (ou orificios) e conexdes condutoras
utilizada para a montagem de protétipos e projetos em estado inicial.
—
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https://www.youtube.com/watch?v=cdMJVFT-Afc




Exercicios:

1 — Dé as expressoes algébricas correspondentes aos circuitos a segulir:

a)

b)

z
X Y
— t— w—
al
SR PR
—— b — ¢
X — Y —
Vet — w—

2 — Desenhe os circuitos cujas ligagdes sdo dadas pelas expressoes:

ap-(@+r)

bpm+n+p+q

c) (X y)+(x-y)

3 — Represente mediante portas légicas as funcoes:

ax=m-n+p

b)y=abc + ab’c’

c)z=(@+b)-(c+d)

4 — Determine as fung¢des correspondentes aos circuitos légicos a seguir:

a)

b)

a

b

L]

>
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