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Resumo

O objetivo deste trabalho € fazer uma reflexdo e apresentar um estudo sobre re-
corréncias numéricas, o que vem a ser uma relagdo de recorréncia, apresentacao dos
principais resultados relacionados a esse tema dando uma atengao especial ao caso das
recorréncias lineares de primeira e segunda ordem que se mostram como ferramentas
bastante adequadas e eficientes para resolver diversos problemas em que o raciocinio
recursivo esta presente. Apresentamos ainda uma coletanea de problemas presentes
em livros didaticos e Olimpiadas de Matematica no qual o uso dessa ferramenta e o
raciocinio recursivo sao imprescindiveis para a resolucao dos problemas apresentados

e que muitos deles podem ser adequados a Matematica ensinada ao nivel do Ensino
Médio.

PALAVRAS-CHAVE: Matematica discreta, relacoes, recorréncias, raciocinio recur-

sivo.



Abstract

The objective of this work is to present a study on numerical recurrences, which
became to be a recurrence relation, presentation of the main results related to this
subject, giving special attention to the case of linear first and second order recurrences
that are shown as quite useful tools. Adequate and efficient to solve several problems
in which recursive reasoning is present. We also present a collection of problems
present in textbooks and Math Competitions in which the use of this tool and recursive
reasoning are essential for solving the problems presented and that many of them can

be adapted to Mathematics taught at the level of high school.

KEYWORDS : Discrete Mathematics, recurrence, relations, recursive reasoning
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Capitulo 1

As Origens do Raciocinio Recorrente

1.1 Introducao

Apesar de ser uma técnica bastante poderosa para resolver muitos problemas de
cunho pratico, o raciocicio recorrente ainda ndo é amplamente divulgado no ensino
fundamental e médio. Pensando nisso, este trabalho € enderecado principalmente
para professores que estejam buscando novas ferramentas para a resolugdo proble-
mas presentes em livros didaticos, seja da Educagao Bésica ou Ensino Superior cuja
resolucao utilize o Raciocinio Recorrente. Acreditamos que fazendo “boas escolhas”
podemos apresentar € a0 mesmo tempo mostrar o alcance desse tipo de abordagem
nestes niveis de ensino. Além disso, o raciocinio recursivo € computacionalmente
muito vidvel de ser implementado em softwares comuns, como por exemplo nas
planilhas eletrOnicas usuais encontradas nos computadores, tablets e smarphones,
fazendo com que esse tema seja muito rico para a sala de aula, dada a sua larga
aplicabilidade. No Capitulo 1, introduziremos a ideia do raciocinio recorrente e ainda,
de modo intuitivo, o que vem a ser uma recorréncia do ponto de vista matematico.
Além disso, mostraremos um breve historico dos problemas que deram origem ao
raciocicio recorrente como uma importante ferramenta para resolver problemas dentro
da matematica e em areas afins. O Capitulo 2 € destinado as Sequéncias Numéricas
e Recorréncias lineares de 1* e 2* ordem, nele estao as demonstracoes de Teoremas
e Proposicoes que embasam o assunto abordado. Ja no Capitulo 3, foi feita uma
coletanea de problemas presentes em livros didaticos e Olimpiadas de Matematica

abordando quatro temas da Matematica (Combinatoria, Probabilidade, Teoria dos
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CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

Numeros e Matematica Financeira), sendo todos abordados através da ferramenta

aqui apresentada.

Antes de comecar um histérico sobre raciocinio recorrente vamos fornecer a
ideia intuitiva do que seria uma recorréncia. De modo primitivo, podemos entender
uma lei de recorréncia para uma sequéncia (a,),en como sendo uma regra que
relaciona o valor de a,, com o termo imediatamente anterior ou com alguns dos termos
anteriores dessa mesma sequéncia que sao definidos previamente (uma abordagem
sera feita no Capitulo 2). Por exemplo, se considerarmos a sequéncia (a,),en, tal
que a1 = V2ean = V2" para todo n, dizemos que a sequéncia estd definida pela
lei de recorréncia acima descrita, visto que todos os seus termos estao univocamente
definidos por essa regra. O primeiros termos da sequéncia acima definida estdo

listados a seguir:
Vi oeve
(V2,V2°7 V2 ).

Em muitas ocasides as leis de recorréncia que definem certas sequéncias dependem
nao apenas do termo imediatamente anterior ao que queremos determinar e sim de
dois ou mais termos (essa dependéncia ird gerar o conceito de ordem da recorréncia

que definiremos futuramente). Assim, por exemplo, a lei

.
1, sen =1

an = § 2, sen =2

\3an_2 + b5a,_1, sen >3

define a sequéncia (a,)neny = (1,2,13,...). Apesar dessa ideia de definir uma
sequéncia a partir de uma lei de recorréncia ser frequente, é bastante comum veé-la
apresentada em muitos textos de modo puramente abstrato, sem levar em consideracao
que ela teve origem em muitos problemas reais (do cotidiano) ao longo dos tempos.
Neste capitulo vamos revisitar alguns desses problemas para podermos entender
melhor as origens do chamado pensamento recursivo.

Em algum momento, os homens perceberam padroes e comecaram a fazer co-
nexoes para contar e ordenar o mundo em volta deles. Foi no rio Nilo, cerca de 3000

a.C. que surgiu um dos primeiros sinais da matematica que conhecemos hoje. Por ser

11



CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

local perfeito para agricultura os egipcios comegaram a observar a cheia do rio Nilo
para garantir dessa forma a época correta de semear, crescer e colher. Sendo assim, a
cheia do Rio foi utilizada como marco para o inicio de cada ano. Eles observaram
que a cheia do rio ocorria logo depois que a estrela Sirus se levantava ao leste um
pouco antes do sol. A partir disso, 0s egipcios comegaram a contar quantos dias
havia entre cada fase da lua ou quantos dias havia entre duas cheias do Nilo. Eles
perceberam entdo que esse fato acontecia a cada 365 dias e montaram dessa forma o
que conhecemos como calendario solar, composto por 12 meses, com 30 dias cada
més e mais 5 dias de festa dedicada aos deuses. Esse periodo foi dividido em trés
estagoes de quatro meses e cada uma se referindo a uma época do plantio (semear,
crescer e colher). Esse € um dos primeiros registros de sequéncia numérica que se
tem conhecimento. (BOYER, 1974)

Um outro problema egipcio que também aborda sequéncia € a lenda do Olho de
Horus. A lenda relata que durante uma batalha o deus Horus teve o seu olho esquerdo
arrancado pelo inimigo e dividido em seis partes que foram representadas de acordo
com a sequéncia (l' il L.l ) . (QUESNEL, A et al. O Egito: Mitos e Lendas.
Editora: Atica, 1993).

Observe que os termos dessa sequéncia podem ser obtidos recursivamente pois:

Partes | Fracdo de cada parte
aq %
a9 a . % = i
as as . % = %
ay as . % = %
asy ay . % = 3%
Ug as . % = 6%1

cujos valores sugerem a lei de recorréncia a,, 1 = #, onde 1 < n <6.

Agora, vamos visitar alguns problemas cldssicos em que o raciocinio recursivo se

mostra como uma ferramenta bastante adequada e eficiente para ataca-los.

12



CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

1.1.1 Método Babilonico para a Extracao de Raizes Quadradas

Ainda na antiguidade, surgiu um dos exemplos mais pioneiros que se tem noticia do
uso de um raciocinio recursivo para se definir os termos de uma sequéncia numérica;
o método para obter valores aproximados de y/a, onde a € R, é conhecido como
Método dos Babilonios para aproximagdo das raizes quadradas, também conhecido
como Método de Heron, em homenagem ao matemdtico grego Heron de Alexandria,

visto que ele foi o primeiro a dar uma descri¢ao explicita do mesmo.

Séculos mais tarde, esse mesmo método foi rigorosamente demonstrado a partir
do chamado Método de Newton, estabelecido no século XVI. A ideia basica desse
método € dar uma primeira aproximacgao (‘“‘chute inicial”’) e formar uma sequéncia
numérica que convirja para o valor y/a. De modo mais preciso, definir uma sequéncia
numérica (x,),en tal que nh_)rglo x, = +/a. Para isso, comecamos com uma ’chute
inicial” 1 = b > 0 para a y/a e em seguida calculamos a média aritmética entre x; e

x% e assim sucessivamente, gerando sequéncia (x,,),cn dada por

1
r1=b>0, e xn+1:—<xn—|—i).
2 Ty
O exemplo a seguir ilustra a aplicagdo desse método:
Exemplo 1.1.1. A tabela abaixo foi gerada no Excel e contém dois exemplos da

aplicacdo do Método Babilonico para extracdo de raizes quadradas, o primeiro para
obter \/45 e o segundo para obter \/3379.

13



CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

Y= R
(D) ™)

Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo

i

# Recortar
_j 53 Copiar
Colar
- j Formatar Pincel
[

| Calibri I A
IN T & | & v..&vév.

== A
IEad = Quebrar Texto £

— 3
| = @Mesclare Centri

m
1]
[}
o |
(L[}
A
L}

B22 i F
4 A B
1 Método babildnio para a extacdo da raiz quadrada
2 Radicando (a) Aproximagbes para a raiz quadrada
3 45 7
4 6,714285714
5 6, 708206687
6 6,708203932
7 6,708203932
= |
9 3379 60
10 58,15833333
11 58,12917383
12 58,12916652
13 58,12916652

< I

Para obter valores aproximados para /45 demos um ”chute inicial’r; = 7 e em

seguida usamos a lei de recorréncia

1 a
xn+1:—(xn—|——),comn21
2 Tn

para obter os demais termos da sequéncia (x,,)nen. Vejamos:

1 1 45
n=l=ay== [z + =) == (7+22) ~ 6714285714
2 T 2 7

1 a\ 1 45
— 2=y = - ) == (6,714285714 ~ 6, 708206687
" Ty ($2_+:x2) > ( / +’6,714285714) ’

45
6, 708206687

1 1
n:3:43:§(@+~3):§<@7%mm%7+

) ~ 6, 708203932
X2

45
6, 708203932

1 1
n=d= 5=~ 29+~ ) == (6,708203932 +
2 9 2

) ~ 6, 708203932

Perceba que para n = 4 o método revela a mesma aproximacdo obtida paran = 3

14



CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

(com 9 casas decimais). Um procedimento completamente andlogo foi realizado
para obter 58,12916652 como uma aproximacdo de \/3379. Além disso, esses dois

exemplos sugerem a grande rapidez apresentada pela convergéncia do método.

Ao final desta secdo vamos utilizar o chamado Método de Newton, para obter uma
explicagdo precisa de onde vem a lei x,, 11 = % (a:n + %) descrita no Método dos
Babilonios para aproximacdo das raizes quadradas. Entretanto os babilonios antigos
nao conheciam o Método de Newton que surgiu centenas de anos apds os babilonios
estabelecerem o método. Nesse ponto € natural perguntar como ou pelo menos em

1

que se basearam o babilOnios para chegar a recorréncia x,, = 3 (xn_l + - 1) ? Uma
e

possivel explicagdo € que tenham utilizado o simples fato que se z,y € R, com z < y

entdo xr < x—;y < y. De fato, suponhamos que queremos determinar /a, com a € R™.

Se x, € R* é uma dada aproximacéo de /a tal que x,, < \/a, segue que

1 1
a _ Va

T, <Va=> —> —==— >

T, Ja oz, a

SE

ou seja,
a
Tn

De modo completamente andlogo, se fosse x,, > \/a, teriamos,

1 1
a _ Va

T, >Vae=> — < —== — <

Tn  Va o T, a

B

nesse €aso,

a
Ln

ou seja, em qualquer dos dois casos, temos que \/a estd entre x,, ¢ --. Por outro lado,

In+i

o = 2 (;r:n + f) é um ndmero entre z,, ¢ .

Ora, como /a também é um nimero entre z,, € -~ é razodvel tomar z,,; =
Ty

1

3 <a:n + f) para ser uma aproximagdo da +/a. Esse raciocinio nio é, de fato

uma prova, mas apenas um argumento de plausibilidade de se tomar a sequéncia

xr1,%2,x3,- -, dada pela recorréncia z, 1 = % (a:n + Iﬂ) como uma sequéncia que

deve convergir para +/a.

15



CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

Uma maneira de mostrar que essa sequéncia € convergente € a seguinte: vamos
mostrar que ela ndo € crescente (monoétona) e limitada inferiormente, segue que

existe o lim x, (hd um famoso teorema de Anélise Matemdtica que garante que
n—oo

toda sequéncia monotona e limidada tem limite) (AVILA,2006). De fato, usando a

desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, segue que

1 a Ty + o /
In+1 = 5 (xn + _) = = o > \/_
T

assim, para todo n € N, segue que a:nﬂ > \/5.
Por outro lado, x,, > \/a = 22 > a = % 5 < 1. Assim,

1 a Ly, T

ou seja, r,.1 < x,, para todo n € N, o que revela que a sequéncia (z,),en €

decrescente e limitada inferiormente e portanto, existe o limite lim x, = ¢. Por outro
n—oo

lado, quando uma sequéncia é convergente qualquer subsequéncia converge para o
mesmo limite que a sequéncia. Assim,

: 1 a
lim z,,1 = lim = (ZCn + —)
n—oo

n—oo 2 Ty

lim z, + ———
n—00 lim z,
n—oo

DN —

a
prova que lim — existe e lim z, # 0. Como lim z,, = ¢, segue que
n—00 Iy, n—o0 n—o00

_ 1 a _ a 2 _ g2 _
€—2<€+€):>2£ (+5=20=Cva=(=Va

Por outro lado, um algoritmo bastante eficiente para obter uma raiz de uma equagao
f(x) =0, onde f : [a,b] — R é uma funcio diferenciavel, é o chamado Método de

Newton.

Definicao 1.1.1 (Método de Newton). Se x1 é uma aproximagdo inicial ( “um chute”)
para uma raiz da equacdo f(x) = 0, a sequéncia x1, T, x3, -+ , Ty, - de nimeros

reais obtidos pela formula iterativa

n

16



CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

tem como limite uma raiz da equagdo f(x) = 0.

Esse método, pode ser usado, por exemplo, para justificar a férmula de recorréncia
do nosso exemplo inicial sobre o método babilonio de extragao de raizes quadradas.
De fato, dado a > 0, se usarmos a func¢do f : Rt — R dada por f(z) = 2% — a,
segue que f'(z) = 2x. Assim,

f(zn) 22 —a 1 a
Tptl = Ty — =Ty ——(— =5 | Tn+ —
et T () " 21, 2\,

1.2 Alguns Exemplos Classicos

1.2.1 A Reproducao de Coelhos e a Sequéncia de Fibonacci

Um outro problema bastante classico sobre raciocinios recorrentes € um problema
que foi proposto no famoso livro Liber Abaci. Nesse livro de 1202 d.C', Leonardo
Fibonacci (mais conhecido como Pizza) propde o seguinte problema sobre o nimero

de individuos de uma populagao de coelhos a partir de um primeiro casal:

Um homem poe um casal de coelhos com um més de idade num certo espaco que
é completamente fechado por um muro. Quantos pares de coelhos serdo produzidos
em um ano, supondo que a cada més cada casal de coelhos gera um novo casal de

coelhos que se reproduz a partir do segundo més de idade.

17



CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

Més 1
\
Més 2 3 ;
\
Més 3 p p B o
Més 4 - 5 o) i)

Assumindo que nenhum dos coelhos morra naquele periodo, segue que um pri-
meiro casal de coelhos nascerd ao fim do primeiro més. Assim ao final do primeiro
més teremos um casal de coelhos adultos e outro casal de filhotes. Durante o segundo
més o primeiro casal produz mais um casal de coelhos, resultando que ao final do
segundo més existirdo dois casais adultos (o original e o casal da primeira geracdo) e
um casal de filhotes (que nasceram do casal original). Um més mais tarde, o casal
original e o primeiro casal que nasceu (que agora € adulto) reproduzem cada um mais
um casal de coelhos, resultando pois, em trés casais adultos e dois casais de filhotes,

seguindo esse raciocinio a polulagdo de coelhos evolui de acordo com a tabela a

seguir:

18



CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

Meés Pares adultos Pares jovens Total de pares

1 0 1 1
2 1 0 1
3 1 1 2
4 2 1 3
5 3 2 5
6 5 3 8
7 8 5 13
8 13 8 21
9 21 13 34
10 34 21 95
11 %) 34 89
12 89 25 144
13 144 89 233
14 233 144 377

Tabela 1.1 : Pares de coelhos

Observando a ultima coluna da tabela acima podemos ver que o ndmero total de pares

da populagao de coelhos é dada por
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, - - -

essa sequéncia € conhecida como sequéncia de Fibonacci. Note que nessa sequéncia
cada termo, a partir do terceiro, € a soma dos dois termos imediatamente anteriores
a ele. Apenas por conveniéncia, vamos acrescentar um termo 0 no inicio dessa

sequéncia e representando por f, o seu n-ésimo termo, segue que

Jo=0,fi=1fa=1¢e foro= fos1+ fn, para n > 1.

Nesse ponto é natural perguntar como poderiamos obter f,, em fungao de n, ou seja,
qual seria uma férmula fechada para o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci? Essa
pergunta foi respondida rigorosamente pela primeira vez pelo matematico frances J.M.

Binet em 1843, embora o resultado ja fosse conhecido por Euler, Daniel Bernoulli e

19



CAPITULO 1. AS ORIGENS DO RACIOCINIO RECORRENTE

Moivre, cerca de 100 anos antes. A formula é

5 -(=)

V5

A férmula € surpreendente pois todos os termos da sequéncia de Fibonacci sdo inteiros,

fn:

o que torna a formula totalmente ndo intuitiva. Para deduzi-la pode seguir o seguinte
caminho apresentado em [4]:
Se a e 3 (suponhamos que o > 3) sdlo as raizes da equagdo quadritica 2> —x —1 = 0,
segue que o = %5 e = %5 Assim,
a+8=1 a—B8=vV5¢e af=—1.
Além disso,
d=a+le F=8+1.

Multiplicando a primeira igualdade por o e a segunda por 5", obtemos:

Q"2 = oMl Lot e B2 = gl gn
Subtraindo membro a membro essas iguadades, obtemos:

T2 gna2 gl ogntl g gn _gn

dividindo essa ultima igualdade por o — (3, segue que:

+2 ﬁn—i—Q Cl/n_H . BTH_I o — 571

a=f — a-8  a-f
Por fim, definindo u, = =— gn segue que:
B =B 1-1 0
Ug " 7 e
Y 041 _ 61 o — 5 .
" a-f a-p
Além disso, para todo inteiro n > 0 temos que:
+2 n+2 n+1 n+1 n n
VL SN LT SR
o que revela que a sequéncia (u,,),>0 € a sequéncia de Fibonacci, ou seja f,, = u, =
o B para todo inteiro n > 0. Ora, como a = H\[ e = \f , segue que

fn:

1
VB

(5 (5] o
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1.2.2 A Torre de Hanoi

Esse jogo foi idealizado e publicado pelo matemético francés Edouard Lucas, em
1882. Voce provavelmente ja conhece esse jogo, pois trata-se de um jogo bastante
popular que pode ser facilmente fabricado ou ainda encontrado em lojas de brinquedos
de madeira. O jogo é formado por n discos de diametros distintos com um furo no seu
centro € uma base onde estao fincadas trés hastes. Numa das hastes, estao enfiados
os discos, de modo que nenhum disco esteja sobre um outro de didmetro menor,

conforme ilustra figura a seguir:

Figura 1.1 : Jogo Torre de Hanoi

O jogo consiste em transferir a pilha de discos para uma outra haste, deslocando
um disco de cada vez, de modo que, a cada passo, a regra anterior seja observada. A
pergunda €: qual o nimero minimo de movimentos necessarios para a transferéncia
dos discos de uma haste para outra, respeitando as regras expostas? A resposta € dada
pela formula fechada

x, =2" — 1.

1.2.3 A Pizza e o Queijo de Steiner

(A PIZZA DE STEINER) O grande gedmetra alemao Jacob Steiner (1796 — 1863)
propds e resolveu, em 1826, o seguinte problema: Qual é o maior nimero de partes em
que se pode dividir o plano com n cortes retos? Pensando o plano como se fosse uma
grande pizza, temos uma explicacdo para o nome do problema. A férmula fechada

que resolve esse problema é

1
Rn:@_kl_
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(O QUEIIO DE STEINER) Para fazer a sua pizza, Steiner teve que cortar, primeiro,
o queijo. Imaginando que o espaco € um enorme queijo, qual € o nimero maximo
de pedacos que poderiamos obter ao corta-lo por n planos? Temos como resposta a

formula fechada
P45 46

6
No Capitulo 2 usaremos a Teoria das Recorréncias Lineares para solucionar esses

dn

problemas.

1.3 Sistemas de Amortizacao

1.3.1 SAC- Sistema de Amortizacao Constante

Uma outra situacdo em que estd presente o raciocinio recursivo € no chamado
SAC - Sistema de Amortizacao Constante, extremamente utilizado pelas instituicoes
financeiras para financiamentos imobilidrios. Nesse sistema, a cada unidade de tempo
(geralmente més) € abatida da divida uma parcela constante que vem acompanhada
de juros sobre o saldo devedor daquele instante. Para ilustrar esse método de financia-

mento, vejamos um exemplo.

Exemplo 1.3.1. Carlos tomou um empréstimo na Caixa Econémica Federal no valor
de R$120.000,00 para ser pago em 12 parcelas mensais (1 ano) com uma taxa
de juros mensal de 1,0%. Quais os valores das parcelas desse financiamento se a

amortizacdo é feita pelo SAC?

Solugao: A primeira coisa a ser feita € divivir o valor do empréstimo pelo nimero

de parcelas:
120.000, 00

12
O valor da primeira parcela serd entdo R$10.000, 00 acrescida de juros de 1% sobre a

= 10.000, 00

divida (que no dia do pagamento da 1 parcela ainda é de R$120.000, 00), ou seja,
P, =10.000,00 + 0,01 x 120.000, 00 = 10.000, 00 + 1.200, 00 = 11.200, 00.

Ao pagar a primeira parcela, o saldo devedor passa a ser 120.000, 00 — 10.000, 00 =
110.000, 00. Dessa forma. o valor da 2 parcela serd R$10.000, 00 acrescidos dos
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juros de 1% sobre o saldo devedor, ou seja,
P, =10.000,00 + 0,01 x 110.000,00 = 11.100, 00.

Seguindo esse mesmo raciocinio, as demais parcelas podem ser calculadas. Para
finalizar o financiamento, o valor da 12¢ parcela seria constituido dos R$10.000, 00
acrecidos dos juros sobre o saldo devedor, que nesse momento serd de £$10.000, 00,
visto que ja terao sido pagas 11 parcelas cada uma correspondendo uma amortizagao
de R$10.000, 00 sobre o saldo devedor inicial que era de £$120.000, 00, ou seja, o
saldo devedor sera igual a 120.000,00 — 11 x 10.000,00 = 10.000, 00. Diante do

exposto, o valor da ultima prestacao sera
P15 =10.000,00 + 0,01 x 10.000,00 = 10.100, 00.

Os valores correspondentes a esse financiamento estao resumidos na tabela a seguir
(feita com o aplicativo CALC do LIBREOFFICE):

@ Tabela SAC.ods - LibreOffice Calc

Arquive  Editar  Exibir  Inserir  Formatar Estiles Planilha Dados Ferramentas  Janela  Ajuda

Beom.EHe D@ Y B : 3 Ab
E A @ |;\ oo E];j | X iﬁ /q' /G'\] -.-"-
Liberation 5ans |~ |10 |~ N I S A v FI v EE E EE f_—w ?

G20

A C E

L 0 R$ 120.000,00
3 1 R$ 10.000,00 | R$ 1.200,00 R$ 11.200,00 R$ 110.000,00
4 2 R$ 10.000,00 | R$ 1.100,00 R$ 11.100,00 R$ 100.000,00
5 3 R$ 10.000,00 | R$ 1.000,00 R$ 11.000,00 R$ 90.000,00
B 4 R$ 10.000,00 R$ 900,00 R$ 10.800,00 R$ 80.000,00
i 5 R$ 10.000,00 R$ 800,00 R$ 10.800,00 R$ 70.000,00
8 B R$ 10.000,00 R$ 700,00 R$ 10.700,00 R$ 60.000,00
9 7 R$ 10.000,00 R$ 600,00 R$ 10.600,00 R$ 50.000,00
10 8 R$ 10.000,00 R$ 500,00 R$ 10.500,00 R$ 40.000,00
11 9 R$ 10.000,00 R$ 400,00 R$ 10.400,00 R$ 30.000,00
12 10 R$ 10.000,00 R$ 300,00 R$ 10.300,00 R$ 20.000,00
13 11 R$ 10.000,00 R$ 200,00 R$ 10.200,00 R$ 10.000,00
14 12 R$ 10.000,00 R$ 100,00 R$ 10.100,00 R$ 0.00

No caso geral, supondo que a divida inicial de um financiamento SAC seja D, por
um periodo de n meses sujeito a uma taxa mensal ¢, os valores da amortiza¢ao, do
saldo devedor, dos juros e da prestacdo num meés k, onde 1 < k& < n sdo dados,
respectivamente, pelas formulas de recorréncia:
Dy D .
A = 7, D, =Dy — k77 Jp =1Dyp_1, e P. = A + J.
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Na primeira delas, o valor da amortizac¢ao (constante) mensal é simplesmente o valor
inicial da divida dividida pelo nimero de meses do financiamento. Na segunda, o
valor na divida no més k é o valor inicial da divida D, subtraido das amortizacoes
realizadas nos k£ primeiros meses, ou seja, k%. Na terceira, os juros de cada més
correspondem a 1% do saldo devedor do més anterior, e por fim na dltima férmula,
o valor da prestacdo no més k é constituido pela soma da amortizacdo e dos juros

correspondentes daquele més.

1.3.2 Sistema Franceés - Tabela Price

Boa parte dos financiamentos realizados no mercado financeiro sdo regidos pelo
chamado Sistema Francés, ou Tabela Price. Nesse sistema, ao contrario do sistema
SAC que descrevemos na subsecao anterior, as prestacoes sao constantes ao longo do
tempo. Antes de estabelecermos as relacdes de recorréncia que governam esse sistema
de financiamento, vamos analisar um exemplo para que possamos nos familiarizar

com as ideias.

Exemplo 1.3.2. Tereza financiou uma mdquina para a sua indistria téxtil no valor
de R$120.000, 00 em 12 prestagdes iguais mensais, com uma taxa de juros de 1% ao

més. Qual o valor (fixo) das parcelas desse financiamento?

Solucao: Suponhamos que a prestacdo constante correspondente a esse finan-

ciamento seja P. A taxa de juros associada ao financiamento é 1% (cujo fator de

b

corregdo € 1,01). Para determinarmos o valor da prestagdo, basta “deslocarmos’
todas as prestacoes para o dia da compra (instante 0), ou seja, o valor da 1¢ prestacao
no instante 0 seria 1%, da 2% prestacdo no mesmo instante seria %
forma para as demais prestagoes, até o valor da 12¢ prestagdo no mesmo instante 0

e da mesma

seria Tﬁm. Mas ocorre que a soma dos valores dessas 12 prestagdes no instante 0

deve corresponder exatamente a R$120.000, 00 que € o preco da maquina no dia em

que o financiamento foi firmado, ou seja,

P P j2
o = 120.000
1ol " Toz T om =
Pl v L 1 )~ 10000=
1,01 1,012 " 1,0112) 77
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1,0174(1,01712 — 1)

P
1,011 —1

=P

1,01t —1

~ 10.661, 85.

T 1,01°%(1,01 12 — 1)

Os valores das prestagdes, juros, amortizacoes e saldo devedor referentes a essa

transacao estao resumidos na tabela abaixo:

@ Tabela Price.ads - LibreOffice Calc

Arquive  Editar  Exibir  Inserir  Forrnatar  Estiles  Planilha  Dados  Ferramentas  Janela  Ajuda
™ O [ ; ==
| v E | LA @ |__\ \}..’ E[:j ] x iﬂ h M /Q?J A-k.}-{ 257
Liberation Sans [~ | |10 |+ N I i A v i" > EE E EE 5__‘2 ? %
G22 vl fx 3 ==
A C E
2 0 R% 120.000,00
3 1 R$ 10.661.85 R$ 1.200,00 R$ 9.461 .85 R$ 110.538,15
4 2 R¥ 10 661,85 R% 1.105,38 R¥ 0556 47 RE% 100.981 67
5 3 R% 10.661,85 R% 1.009.82 R$ 9.652,04 R%$ 91 329,63
b 4 R¥ 10.661.85 R¥ 013,30 R¥ 0.748 56 R¥ 81.581.08
7 5 R% 10.661,85 R% 815,81 R% 9.846,04 R% 71.735.03
8 6 R¥ 10 661,85 R 717,35 R¥ 0.944 50 R¥ 61.790.53
9 7 R% 10 661,85 R% 61791 R% 10.043,95 R% 51 746,58
10 8 R¥ 10.661.85 R¥ 517 47 R% 10.144 39 R% 41 602,19
11 9 R$ 10.661.85 R% 416,02 R$ 10.245 83 R$ 31.356,36
12 10 R¥ 10.661.85 R%¥ 313,56 R% 10.348.29 R% 21.008.07
13 11 R% 10.661,85 R% 210,08 R% 1045177 R% 10.556,29
14 12 R¥ 10.661.85 R¥ 10556 R% 10.556,29 R$ 0,00

No caso geral, supondo que uma pessoa adquira uma divida Dy por um periodo de
n meses (no Sistema Price), sujeita a uma taxa mensal ¢, os valores da prestacao P,
do saldo devedor Dy, de juros e da amortizacdo no més k£, com 1 < k£ < n sdo dados

pelas seguintes leis de recorréncia:

Pk — WDS)’
_1-(14q)~ (0t

Dy, = === Do,

Jk = ka—l (&

A= P, — Jg.

De fato, para calcularmos o valor P, = P (fixo) das prestacoes, basta deslocarmos
todas as prestacoes para o instante O (instante em que a divida foi adquirida). Para
isso, como o fator de correcao € igual a 1 + ¢, os valores das n prestagdes no instante

0 sao:
P P P

14+ (1442 (149
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A soma desses valores deve corresponder ao valor inicial da divida, ou seja,

L R S NN
A+t (1402 (A4
1+ ((Q+9)™"-1) )
Dy= P = Dy.
(1+4i)1—1 0 1— 1+ "
O valor D;, da divida no més k, com 1 < k£ < n, € dado por
Dy — P N P N P
SR G R G I PR G U T

1—(144)~(+F)
T Do

Por fim, os juros a cada més sdo cobrados sobre o saldo devedor do més anterior, ou

usando a expressao que acabamos de deduzir para P, segue que Dy, =

seja, Jp = 1Dy_1 e a amortizacao a cada més € a diferencga entre o valor da prestacao

paga e o juros correspondente aquele més, ou seja, Ay = P, — Ji.
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Capitulo 2

Sequéncias Numéricas e Recorréncias

2.1 Introducao

Neste capitulo iremos definir de modo mais preciso 0 que vem a ser uma relacao
de recorréncia, apresentando os principais resultados relacionados a esse tema e
dando uma atencao especial ao caso das recorréncias lineares, que se mostram como
ferramentas bastante adequadas e eficientes para resolver diversos problemas em que

0 raciocinio recursivo esta presente.

2.2 Sequéncias Numéricas

Definicao 2.2.1 (Sequéncias). Uma sequéncia numérica é uma fungcdo f : N — R
definida no conjunto dos niimeros naturais N, tomando valores no conjunto dos

niimeros reais tal que f(n) = x,,.

Costumamos representar uma sequéncia dispondo seus termos entre parénteses,
isto é,
(Tn)nen = (T1, 22,23, ..., Tp - . .).
Neste trabalho estamos particularmente interessados nas chamadas sequéncias
recorrentes, isto €, aquelas que sdo definidas por uma lei de recorréncia e certas
condi¢Oes especiais. Neste ponto vamos definir de um modo mais preciso essas

ideias.
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2.3 Sequéncias Recorrentes

Nesta secao vamos trabalhar com as chamadas sequéncias recorrentes, isto €,
sequéncias que sao definidas a partir dos valores de alguns dos seus temos iniciais
acompanhados de uma relacao entre eles, que permite determinar os demais termos
da sequéncia a partir dos termos iniciais fixados. As sequéncias recursivas sao uma
ferramenta matemadtica bastante poderosa para resolver problemas de matematica dis-
creta e problemas de muitas outras dreas tais como engenharia, computacgdo, biologia,

estatistica, entre outras.

Iniciaremos, propondo um exemplo de contagem de enunciado muito simples,
cujos métodos tradicionais da andlise combinatoria se mostram ineficientes para
resolvé-lo, motivando entao a necessidade de uma nova ferramenta mais adequada

para atacé-lo.

Exemplo 2.3.1. Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes ao

conjunto {0, 1,2}, que ndo possuem dois termos consecutivos iguais a 0?

Apesar da simplicidade do seu enunciado, as técnicas usuais da anélise combi-
natoria, mostram-se ineficientes para se chegar a uma solugdo. Isso torna-se mais
evidente quando olhamos para a resposta desse problema:

SIS (14 va) L B2 ()
que € completamente nao intuitiva. Nao devemos esperar que os métodos tradi-
cionais da andlise combinatdria (arranjos, combinagdes, permutacdes...) nos leve

a essa resposta. No final da nossa discussdao vamos retomar a resolucao desse exemplo.

Diante do exposto, € clara a necessidade de estudarmos outras ferramentas que
sejam eficientes para tratar problemas como o proposto no exemplo acima. Essas
ferramentas s@o as chamadas recorréncias lineares, que através de uma teoria simples
e elegante nos leva a solucao de problemas desse tipo, entre muitos outros dentro da

matematica e nas areas afins.
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Uma outra situagao onde as recorréncias sao utilizadas é na definicao de certas
operagdes e expressdes, como por exemplo, na potenciagdo (com exponente natural

ou na defini¢ao de fatorial de um inteiro nao negativo, como ilustramos a seguir.

Definicao 2.3.1 (Sequéncias Recorrentes). Uma sequéncia xy, ..., %, . .. é denomi-
nada sequéncia recorrente quando cada um de seus termos é dado em funcdo de
termos anteriores. Sendo assim, dado um inteiro positivo k, uma sequéncia recorrente
de ordem k é uma sequéncia no qual cada termo é determinado como uma funcdo

dos k termos imediatamente anteriores a ele;

Tk = f(Tnik—1, Tnak—2s -+, Tnil, Tn), Vn € N

Além disso, uma sequéncia (x,,)nen € uma sequéncia recorrente linear de ordem k
(onde k é um inteiro positivo) se existem constantes (reais ou complexas) C1, Co, ..., C}
e uma fung¢do p : N — Z, tais que:

k

Tptk = Z ijn+k—j = CiTpap1+Coxpipo+ ... + Crar + (,0(71), Vn € N.
j=1

Essas sequéncias sdo determinadas pelos seus k primeiros termos x1, xo, ..., Ty.

Como exemplos, vamos retomar os problemas da pizza e do queijo de Steiner,

mencionados no Capitulo 1.

Exemplo 2.3.2. Dados a € R* e n € NU {0}, definimos

1, sen=20

n—1

a-a" ", sen > 1.

No caso do fatorial de um niimero inteiro ndo negativo,

1, sen=20
n! =
n(n—1)!, sen > 1.
Exemplo 2.3.3 (O Problema da Pizza de Steiner). Qual é o maior niimero de partes
em que se pode dividir o plano com n cortes retos? Pensando o plano como se fosse
uma grande pizza, temos uma explicacdo para o nome do problema. A figura a seguir

ilustra o inicio do processo.
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Ro=1 Ry=2 Rz=4

Ra=7 Rs=11

Denotando o niimero mdximo de pedacos obtidos a partir de n cortes por R,,, mostre

que:

n(n+1)
2

Solucao: Seja R, o nimero maximo de regides em que n retas dividem um plano

R, = + 1.

(o numero de regides € maximo quando ndo temos retas paralelas nem trés retas
passando por um mesmo ponto). Imagine a situacao em que hid n — 1 retas dividindo
o plano em R?,,_; regides. Ao adicionarmos uma nova reta a essa configuracao (nesse
caso o plano esta dividido em R,,_; regides), essa nova reta intersecta cada uma das
n — 1 retas ja existentes em exatamente um ponto, gerando entdo n — 1 pontos de
intersecdo. A inclusdo dessa nova reta incrementa o nimero de regidoes em n, ou seja,

R, = R, _1 + n (que € uma recorréncia linear de primeira ordem). Dessa forma,

Ry =2
Ry = Ry + 2

R3s=Ry+3

R, 1=R, 2+ (n - 1)
R, = R,_1 +n.
Adicionando membro a membro as igualdades acima, segue que:

Ri+Ro+Rs+.. +R,=2+Ri+Ro+.. + R, 1+24+3+...4+n
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= R,=2+2+3+...4n

nn—+1
:1+(1+2+3+...+n)=1+¥
1

Exemplo 2.3.4. (O QUEDIO DE STEINER) Para fazer a sua pizza, Steiner teve que
cortar, primeiro, o queijo. imaginando que o espagco é um enorme queijo, qual é o

niimero mdximo de pedacos que poderiamos obter ao cortd-lo por n planos?

Solucao: Nesse caso tridimensional o problema é um pouquinho mais delicado,
mas segue a mesma linha de raciocinio do problema da pizza de Steiner. Suponhamos
que P, seja o nimero maximo de regides em que o espaco tridimensional pode ser

dividido por n planos, vamos mostrar que:

Poy1=PFP,+R,, neN,
onde R, =1+ @ € a solucdo do problema da pizza de Steiner.

De fato, suponha que ja existam n planos dividindo o espago tridimensional em
P, regides. Agora suponha que adicionemos um novo plano, isto €, um n + 1-€simo
plano sem que intersecte uma reta que seja comum a dois planos ja existentes ou
que seja paralelo a qualquer um dos planos ja existentes. Dessa forma cada um dos
n planos ja existentes ird intersectar o novo plano em n retas que dividem o novo
plano em R, regides. Mas isso significa que o novo plano corta exatamente R,, das
P, regides ja existentes (dividindo cada uma delas em duas regides). Isso cria R,
novas regioes do espaco tridimensional, fazendo que hajam P, + R,, regides nesse

momento, ou seja, P,.1 = P, + R, Vn € N. Assim,

)
P =2
P=P + R

S P3 =P+ Ry

kPn:Pn—l_‘_Rn—l
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Adicionando membro a membro as igualdades acima, segue que:

P,=2+R+Ro+ ...+ Ry

lem o, 1
:2+(n—1)+§zk;+E L
k=1 k=1
:2+(n_1)+1( —Din=1+1D)Q2nr-1)+1) 1r-1r-1+1)
6 2 2
_n3—|—5n—|—6
B 6

Observacao 2.3.1. Em 1826, Jacob Steiner analisou esse problema até o caso tri-
dimensional que acabamos de mostrar. Em 1840, Ludwig Schlafli imaginou um
”queijo” d-dimensional e provou que nesse caso o niimero mdximo de regioes em que

o espago d-dimensional ficaria dividido por n hiperplanos de dimensdo d — 1 ¢ dado

fuln) = (3) + @ + @ et (Z)

Exemplo 2.3.5 (Permutacgdes cadticas). Resolva a recorréncia

por:

r, = (n—1)(rp_ 1+ xyh2), paran > 2, comxy=1ex; =0,
Solucao: Podemos reescrever a lei de recorréncia da seguinte forma:

Tn=Mm—1)(Tp1+Tp2) =2, =0Ty 1 — Tp1+ (n—1)x, 9

= Ty — Ny = —(Tp_1 — (0 — Dxy_2) = a, = —(ap_1), Yn > 2.
%,—/ & -~ vz
=an (n—1
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Ora, como g = 1 e 1 = 0, segue que
ap=21—lzg=0—-1.1=—1.
Por outro lado, como a,, = —a,,_1 para todo inteiro n > 2, segue que:
ap=—laa=—a;=—(-1)=1,...,a, = (—1)".

Assim,
Up = Ty — NTp_1 = Tp — NTp_1 = (—1)".
Agora dividindo a expressao x,, — nx,_1 = (—1)" por n!, segue que:

Ty NTpo1 ()" wy, nT,—1 (=" m, Tpq (=)™

n! n! nl nl an—-1) nl (n—1) n!

definindo b,, = %, podemos escrever

In  Tn-1 (=" (="

(="

n! (n—l)!: nl nl = bn = b1 ¥ n!
Assim,
( (-1)?
b2:b1+T
1\3
<b3:bz+—(31!)

n!

\bn =bp1+ Cr
Adicionando membro a membro as igualdades acima, obtemos:

(=1)° (=1 ="

by +bs+...+b,=b;+bs+ ...+ b1+ + + ...+
2! 3! n!
Portanto,
(-1 (=1)° (—=1)"
b, =b

1+ 5 + 3] + + o

xp 1 1 —1)"
FTRRE TR TR
0 12 1 —1)”

0B 1 (]
20 3l n!
1 1 (=1

Ty T
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Ln

Por ﬁrn, como bn = Seguc quc:
11 (—1)"
(1 (—1)

Como g; = 7; = 1, podemos escrever:

1 1 1 1 (—1)"
Tp=nll=-—-=4+=—-—=+4+...+ .

o 1 2t 3l n!

Da andlise combinatdria, sabemos que essa expressdao € justamente o nimero de
permutacoes cadticas de n elementos distintos, ou seja, x,, = D,, para todo inteiro
n > 1.

Nesse ponto surge naturalmente a seguinte questao: dada sequéncia de nimeros

reais (x,)nen definida por uma equacéo de recorréncia

xn—Hﬂ - f(xn—kk‘—l; xn—l—k—27 ceey xn—i—la xn)a

onde f : R¥ — R é uma fungfio, como obter uma férmula explicita para o z,,, em

fungdo do n? Essa € a principal questao que vamos tratar nas proximas segoes.

2.4 Recorrencias Lineares

Como mencionamos anteriormente, uma sequéncia (z,),eny € uma sequéncia
recorrente linear de ordem k (onde k£ € um inteiro positivo) se existem constantes

(reais ou complexas) C1, Cs, ..., C e uma funcdo ¢ : N — Z, n — f(n), tais que:

k
Tpip = Z Citntr—j = Ci1¥pip—1 + Coxpyr—2 + ... + Crxp + @(n) Vn € N.
j=1

Nesta secao vamos mostrar a teoria basica das sequéncias recorrentes lineares de

primeira e segunda ordens e algumas aplica¢des dessa teoria.
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2.4.1 Recorrencias Lineares de 1¢ ordem

Definicao 2.4.1. Uma recorréncia de primeira ordem que expressa x,, .1 em funcdo
de x,, é dita linear quando a funcdo que relaciona cada termo aos anteriores é uma
funcdo de primeiro grau. Além disso, para que uma recorréncia seja caracterizada
como primeira ordem, cada termo da sequéncia deve ser obtido a partir do termo

imediatamente anterior a ele ou seja, x,, em funcdo de x,,_1.

Definicao 2.4.2. Uma recorréncia linear de primeira ordem pode ser ainda classifi-
cada como recorréncia linear homogénea de primeira ordem ( recorréncias do tipo
Tni1 = f(n)x,) com f(n) e x, ndo nulos ou ainda como recorréncia linear ndo -
homogénea de primeira ordem (recorréncias de tipo x,.1 = f(n)x, + g(n)) com

f(n) e g(n) ndo nulos).

Ao resolver uma equacao de recorréncia encontramos uma foérmula fechada ou
seja, encontramos uma expressao que fornece cada termo a partir de n € ndao neces-
sariamente a partir de termos anteriores. Essa expressao ¢ denominada solucao da

recorréncia.

Proposicao 1. Se z,,.1 = g(n)x, € uma recorréncia linear de primeira ordem, onde
g : N = Z é uma funcdo qualquer, e todos os termos da sequéncia (x,,),>1 sdo ndo

nulos, entdo
n—1
Ty = H g(1)x.
i=1

Demonstracao: De fato,

T9 9(1 I
x3 9(2 T2
Ty = 9(3 I3

Tn=gn— 1)z, 1

Multiplicando membro a membro as igualdades anteriores, obtemos:
To-xg ... Ty, =9g(1)-g(2)-g3)-...-g9g(n—1) 21 29 T3 ... Tp_1.
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Ora, como estamos supondo que todos os termos da sequéncia (x,,),>1 sdo ndo nulos,

segue que

Observacao 2.4.1. De modo completamente andlogo, se x, 1 = ©, + g(n), onde

g : N — 7 é uma funcdo qualquer, podemos concluir que

n—1
Ty =21+ Z g(17)
i=1

De fato,
z9 = 21 + g(1)
r3 = 29+ g(2)

Ty =T, 1+g(n—1).

Adicionando, membro a membro as igualdades acima, segue que

T, =11+ 9(1) +9(2)+...+g(n—1)

Exemplo 2.4.1. Resolva a recorréncia x, 1 = x, + 3", x1 = 1.

Solucao: Pela observagao anterior, segue que

—x1+Zg ), com g(i) = 3’

:L+@+3?+§+.”+y%ﬂ

13— 1)
3-1
=3 - 1)
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A seguir mostraremos um teorema que revela que qualquer recorréncia linear

nao homogeénea de primeira ordem pode ser transformada numa da forma x,,,; =
n—1

x, + g(n), cuja solugdo geral é x,, = x1 + Z g(1), como vimos acima.
i=1

Teorema 1. Se a,, é uma solucdo ndao-nula de x, 1 = g(n)x,, entdo a substituicdo

Tn = QpYn, transforma a recorréncia

Tni1 = g(n)y + h(n) em yoi1 =y + (n), onde p(n) =

Demonstraciao: Com efeito, substituindo x, = a,y, em x,.1 = g(n)z, + h(n),

obtemos:
An+1Yn+1 = g(n)anyn + h(n)

Ocorre que a,+1 = g(n)a,, pois a, é uma solugio ndo-nula de x,.; = g(n)z,.

Portanto,
An+1Yn+1 = g(n)anyn + h(n)
Ap+1 = g(n>an
= g(n)anyn+1 = g(n)anyn + h<n)
h(n)
= Yn+1 = Yn + —— .
an - g(n)
Fazendo % = p(n), segue que Y, 1 = Yy, + ¢(n), onde p(n) = _aff(g?”zz?) A

partir dai podemos usando o mesmo método do Exemplo 2.4.1 podemos obter uma
formula explitica para y,, e por fim, usando a relacdo x,, = a,y,, podemos determinar

uma formula explicita para x,,.

Para fixar as ideias desenvolvidas no teorema acima, observe atentamente o exem-

plo a seguir:

Exemplo 2.4.2. Resolva a recorréncia x,.1 = 3x, + 1, v1 = 3.
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Solu¢ao: Considerando a recorréncia homogénea x,,.1 = 3z, pela Proposicao 1,
segue que a, = 3"~ é uma solugdo dessa recorréncia homogénea. Pelo Teorema 1,
fazendo a substituicdo =, = a,y, = 3" 'y, transforma a recorréncia x, 11 = 3z, + 1

em Yp11 = Yn + 3% Ora, como 71 = 3!71y; e x; = 3, segue que y; = 3. Assim,

i
y1=3
92—y1=%

< 93—92:3%

\yn_yn—l — 3711—1'

Adicionando membro a membro essas igualdades segue que

3yl Ly
Yn = 3 32 RN 3n_1
1 1\n—1
3 ((3) - 1)
—3 4 '
1
543!
2
Por fim, como x,, = 3"~ L.y, segue que x,, = 22" "= para todon € N.

Como um outro exemplo vamos retomar o famoso problema da Torre de Hanoi,

proposto no Capitulo 1.

Exemplo 2.4.3 (A Torre de Hanoi). O jogo consiste em transferir a pilha de discos
para uma outra haste, deslocando um disco de cada vez, de modo que, a cada
passo, a regra acima seja observada. Mostre, por inducdo, que o niimero minimo de
movimentos necessdrios para a transferéncia dos discos de uma haste para outra,

respeitando as regras expostas, é r, = 2" — 1.
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Figura 2 : Jogo Torre de Hanoi

Solucao: Para facilitar o entendimento chamemos as hastes de A, B e C. Agora
consideremos que a haste A estd com n + 1 discos. Além disso, suponhamos que
queremos mover os discos, por exemplo, para a haste C'. Suponhamos que os discos
tenham sido numerados de cima para baixo: 1,2,....,n+ 1. O menor discoéo 1,e 0
maior € o n + 1. Para remover o disco n + 1 € preciso tirar todos de cima, ou seja,
tirar todos os n discos que estao acima dele, lembrando-se que queremos mover os
discos todos para a haste C', e que o disco n+ 1 € o que deve ficar mais embaixo nesta
haste. Entdo € necessario colocar os outros n discos na haste B, ou seja, devemos
mover os n discos menores, de A para B um de cada vez respeitando as regras. Feito
isso removemos o disco n + 1 para a haste C'. Agora, para mover os n discos para C,
sO € possivel se for repetindo o jogo, de modo a passar todos os discos (um a um) de
B para C.

Podemos observar que teremos que fazer o jogo com n discos duas vezes: primeiro
movemos 0s n discos menores de A para B (usando C' como intermediario). Esse
procedimento deixa o disco n + 1 livre para ser movimentado. Movemos entdo o

disco n 4 1 para C'. Agora jogamos com os n discos menores mais uma vez: de B
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para C, usando a torre A como intermedidria e com isso empilhamos todos em C
sem violar as regras. Vamos entao verificar qual € o nimero minimo de movimentos.
Para facilitar, vamos dizer que o nimero minimo de movimentos necessarios para
completar o jogo de n + 1 discos é z,,. 1. Como nao ha como chegar ao disco n + 1
sem mover os 1 de cima, o numero de movimentos que fizemos para isso € x,,. Como
movemos 0s n menores para a haste B, a haste (' estd livre, logo podemos mover o
disco n + 1 para C, ou seja, o nimero de movimentos desde o comego do jogo é de
x, + 1. Neste ponto ainda falta mover os n discos menores de B para C, para ficarem
em cima do disco n + 1. O numero minimo de movimentos para fazer isto €, por
hipétese, x,,. Diante do exposto, o nimero minimo de movimentos para transferirmos

os n + 1 discos da torre A para a torre C' obdece a igualdade:
Tpr1 = (tp+ 1)+ 2, = 2501 = 22, + 1.

Além disso, perceba que z; = 1 (com apenas um disco, apenas um Unico movimento
¢ necessdrio para passar esse disco de A para C'). Por outro lado, considerando a
recorréncia homogénea z,, 1 = 2x,, pela Proposicao 1, segue que

n—1

=201 =2-2-2-... -3 1=2""

>4

=1 (n—1) fatores

Pelo Teorema 1, segue que a mudanca de varidveis z,, = 2" 'y, transforma a

recorréncia x, 1 = 2z, + 1 em

1 1

Toon-lg  on

Yn+1 = Yn + gp(n), onde QO(TL)

Mas,
T, =2"Yy, =0 =2y =1=1-yy =y = 1.
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Por fim, pela Observacao 2.4.1, a solucdo da recorréncia acima é dada por
n—1 1
Yn =Y1 + Z 2_n
i=1
1

R
_+§+22 T 9n—1
_HE) -1

L_

=2(1—27").

Por fim,
T, =2" Yy, =2, =2"(1-2") =2, =2"—1.

2.4.2 Recorréncias Lineares de 2 ordem
Agora trataremos do caso particular das recorréncias lineares de segunda ordem

com coeficientes constantes. Nesse caso, a recorréncia € da forma

a, = c1(n)an—1 + ca(n)an—o + f(n),
onde cy, co, f : N — R sdo fungdes constantes.

Para comecar trabalharemos especificamente com o caso homogéneo, isto €, o
caso em que f(n) = 0. Nesse caso podemos escrever recorréncia da seguinte forma:

a, = c1(n)xa,—1 + c2(n)ay,—o + f(n) = a, —c1(n)ay,—1 — c2(n)a,—o = 0.
=0
Sendo ¢; e ¢, fungdes constantes, existem nimeros reais p e ¢ tais que —ci(n) = pe
—c2(n) = ¢, 0 que nos permite escrever
a, —c1(n)ra,—1 — ca(n)a,—2 = 0= a, + pa,_1 + qa, o = 0.

Uma primeira tentativa para determinar solu¢des para recorréncias do tipo a,, +

pa,_1 + qa,_o = 0 é procurar solucdes do tipo a,, = r", onde r € uma constante real.
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Se considerarmos que a,, = r" é uma solu¢ao da recorréncia a,, +pa,,_1+qa,n — 2 =
0, segue que
2 =0

" " = 0= " (P pr+q) = 0= ou

\r2+pr+q:0

No primeiro caso, 7" 2 =0 = 1r =0 = a, = ™ = 0" = 0, Vn € N. No
segundo caso, 72 + pr + ¢ = 0, o que revela que r é uma raiz da equagiio quadratica
A2 + p\ + ¢ = 0. Mas serd que vale a reciproca? Isto é, se r é uma raiz da
equagdo quadritica A\?> + p\ + ¢ = 0 entdo a,, = r" é uma solucdo da recorréncia
an + pan—1 + qa,n — 2 = 0? Essas sao as unicas solucdes dessa recorréncia? Os
teoremas a seguir irdo esclarecer essas e outras questdes relacionadas com esse tipo

de recorréncia.

Teorema 2. Se as raizes da equacdo N> + p\ + q = 0 sdo \i e \y, (reais e distintas)
entdo

Ay — Cl)\? + 02 3,
é€ solugdo da recorréncia linear homogénea de segunda ordem a,, o+ pa, +1+qa, = 0,

quaisquer que sejam as constantes C' e Cs.

Demonstracao: De fato, substituindo a,, = C1 A} + Co Ay em a0 + pay, 1+ qan,

obtemos:

An+2 + Pany1 + qay :Cl)\? + 02)\3 + p(C&Xf_l + 02)\3_1) + C](Cl)\?_Q + 02)\721_2)
=CIA (A + A+ q) + G2 (A5 +pha + q)
N 4 N———

-~
=0

=0
=CIN[ 20+ CiAy 2.0
=0.

Mas serd que ha outras solugdes que nao sejam do tipo a,, = C1 AT + CuA\5? O

teorema a seguir esclarece essa questao.
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Teorema 3. Se p e g sdo niimeros reais distintos e ndo nulos, entdo todas as solucoes
da recorréncia linear homogénea de segunda ordem a,, .5 + pa, 1 + qa,, = 0 sdo da
forma

Ay — 01)\711 + 02 g,

em que C e Cy sdo constantes e \i , \y sdo as raizes reais da equacdo \>+p\+q = 0,

onde p* — 4q > 0. (Essa equacdo é dita a equacao caracteristica da recorréncia).

Definicao 2.4.3. Equacdo Caracteristica: E uma equacdo de 2° grau associada a
uma recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com coeficientes constantes
na forma x, o + pr,i1 + qr, =0, com g # 0. (MORGADO, 2013)

Demonstracao: De fato, se (y,),>1 é uma solu¢do da relacdo de recorréncia

Uny2 + Pany1 + qa, = 0, com p, g # 0, segue que

Ynt2 + PYn+1 + qyn = 0.

Considere a sequéncia (z, ),>1, definida por z,, = y,, — (C1 A} + C2\}). Mostraremos
que z, = 0, Vn € N. De fato,

Znta + P21 + @2 = Ynpz — (OO + CoAS™2) +p [ynrn — (CLATH + CoA5 ™))
+q [yn — (CLAT + CoA3)]
= (a2t Yot +ays) — CAT(QNT + DM +9)
-0 =0
O3+ pha + g)

=0

= 0.
Ademais, z; = y; — (C1A] + CoAh) e 20 = yo — (C1AT + Cy\}). Vamos mostrar que
existem constantes C' e (), tais que z; = z5 = 0. Com efeito,
z = D X (C1AT + CoA3) =0 - CiA + CoNy =y
29 =10 Yo — (01)\% + CQ/\%) =0 Cl)\% + CQ/\% = 1Yo
Ora, como \; e Ay s3o ndo nulos (pois sdo as raizes da equagio quadrarica A\> 4 p\ +
g = 0,com g # 0), e \; # X9, podemos resolver o sistema acima para obter:

_ My2 — Ay
AMA2(Ag — Ap)’

_ Ny — Aoy
AMA2( A2 — A1)

@] e Cy
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Com essas contantes, temos que z; = 25 = 0. Como 2, 9+ p2zp11+qz, =0, Vn € N,

segue que z, = 0, Vn € N. Portanto,

Zn = Yn — (CLA] + C2Ay) =0, Vn € N =y, = C1\] + Co)y, Vn € N.

Exemplo 2.4.4. Resolva a recorréncia a,, o + 5a,1 — 6a, = 0.

Solucdo: A equagio caracteristica dessa recorréncia é A2 4+ 5\ — 6 = 0. As raizes
dessa equagdo sdo \; = 2 e Ay = 3. Pelo teorema anterior, segue que as solucdes da
recorréncia sdo as sequéncias (a,),>1 tais que a, = C1.2" + (5.3", Vn € N, onde

(1 e C5 sdo constantes reais.

Observacao 2.4.2. Numa recorréncia linear homogénea de segunda ordem, se foram
dados os valores dos dois primeiros termos da sequéncia (a,,),>1 que deve satisfazer
a recorréncia, podemos obter os valores explicitos das constantes C e Cy. Se no
exemplo anterior, além da recorréncia tivéssemos as condicoes a1 = 5 e as = 13,

teriamos o seguinte sistema

C1.2'+Cy3' =5
02.22 -+ 02.32 =13

=Ci=1e(Cy=1.

Observacao 2.4.3. Tudo que dissemos no Teorema 2 continua a valer, mesmo que as
raizes \1 e \y da equagdo caracteristica \> + p\ + q = 0 sejam niimeros complexos
(que, nesse caso, sdo conjugados, visto que os coeficientes da equacdo caracteristica
sdo numeros reais). Todas as solugées sdo, como vimos, da forma a,, = C1 A} + Ca 5.

Escrevendo A\ e \y na forma trigonométrica, segue que:
A = p(cosf +isend), e Ao = p(cos —isend).
Nesse caso,

T = p"(cos(nb) + isen(nh)), e Ay = p"(cos(nf) — isen(nbh)).
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Portanto,

an, =Ci AT + CaAy
=C'1p"(cos(nB) + isen(nh)) + Cop"(cos(nf) — isen(nd))
=p" [(C1 4+ C3) cos(nb) 4+ i(Cy — Cs) sen(nb)]
=p" [C] cos(nh) + CYsen(nh)]

onde C{ = Cy + Cy e C) = i(Cy — Cy) sdo constantes. Nessas condi¢des a solu¢do

geral da recorréncia é dada por
a, = p" [C] cos(nf) + Cysen(nd)] .
Exemplo 2.4.5. Resolva a recorréncia a, o + ani1 + a, = 0.

Solucio: Nesse caso a equacio caracteristica é A2 + X\ + 1 = 0 cujas raizes sdo

1 3 1 3
)\1:——+i£6)\1:———i£.
2 2 2 2

2
Esses dois nimeros complexos t€m o mesmo modulo p = \/ (—%)2 + (i\/;) = 1.

Os seus argumentos (principais) sdo ¢ = +3. (podemos tomar qualquer um desses

dois valores!). Nesse caso a solu¢ao geral da recorréncia é

a, =p" [Cy cos(nf) + Cysen(nd)]
=1" [Cl cos(nz) + Oy sen(nz)]
3 3

nm nm
=(C" cos Y + Cysen —.

3
Note que ndo faria diferenga se tomdssemos 6 = —Z, pois teriamos
a, =1" {C{ cos(—ng) + o Sen(—ng)}
=C cos(ng) + (=C») sen(ng)
nmw nm
=() cos 5 + C% sen 5
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mudaria apenas o valor da constante C5, mas o conjunto de valores descritos por essa

nova formula seria igual ao conjunto dos valores descritos pela primeira formula.
Por fim, vamos tratar o caso em que as raizes da equacgdo caracteristica da re-

corréncia a,, s + pa,.1 + qa, = 0, com p e g reais ndo nulos, possui apenas uma raiz

real (raiz dupla), isto é, A\ = Ay = A.

Teorema 4. Se a equacdo caracteristica da recorréncia a, s + pa,+1 + qa, = 0,
com p e q sdo nimeros reais ndo nulos, possui apenas uma raiz real )\, entdo

a, = C1\" + Con ", com Cy e Cy constantes reais é solucdo da dessa recorréncia.

Demonstracao: De fato, a equacdo caracteristica da recorréncia a,, 1o + pa,+1 +
qa, = 068 A2 + p\ + g = 0. Ora, se essa equacdo tem apenas uma raiz real, seque
que essaraiz é A = —g. Nesse caso, substituindo a,, = C; A" + Con A" na recorréncia

(pio + payy1 + qa, = 0, obtem-se:

Unio + Papi1 + qa, =CIN"2 + Con A" 4+ p(CL T + Con ™)

-+ q(Cl)\” + Cgﬂ)\n)
=C1 A (A2 + pA 4 q) + Con), (A2 + pA + q) + CoA"A(2) + p)
=0 =0 =0
=0

Mas sera que todas as solugdes dessa recorréncia sao desse tipo? O teorema a

seguir revela que sim!

Teorema 5. Se a equacdo caracteristica da recorréncia a, s + pa,+1 + qa, = 0,
com p e q reais ndo nulos, possui apenas uma raiz real )\, entdo todas as solucoes

dessa recorrdncia sdo da forma a,, = C1\" + Con\", com C e Cy constantes reais.

Demonstracao: Com efeito, se y,, € uma solucdo qualquer da recorréncia a,, .o +
pan41 + qa, = 0 e X é atnica solugio da equacio caracteristica 7> + pr +q =0, o
sistema

CiAL + O\ = oy

Cl)\Q + 022)\2 = 1Yo
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possui solugdo tnica, a saber '} = 24 — %2 e Cy = £5% (note que A # 0

pois ¢ # 0, visto que a recorréncia é de segunda ordem). Para cada n € N, seja
Zn = Yn — C1 A" — Cyn ™. Vamos mostrar que z,, = 0, para todo n € N. Adicionando

membro a membro as igualdades a seguir

(

Zny2 = Ynyo — CIN"T2 — Cy(n + 2)>\”+2
PZns1 = PYns1 — POLA"H — Co(n 4 1)pA*

7\

qzn = qyn — qCI A" — qCon\"

\

segue-se que

Zpto + PZns1 92 :(yn+2 + PYnt+1 + qyn) - Cfl>\n(>‘2 =+ p)‘ + Q)+
— ConA"(A* + pA + q) — CoA" (2 + p).

Perceba que 2,1 2+pz,11+q2z, = 0Vn € N, pois cada uma das quatro parcelas € nula,
de fato: desde que y,, € uma solu¢ao da recorréncia a,, .o + pa,.1 + qa, = 0, tem-se
que Ynio + PYni1 + qyn = 0; as parcelas C1 A" (A2 + pA + q) € Con A (A2 + p\ + q)
também sdo nulas, pois A2 + p) + ¢ = 0, dado que estamos supondo que ) é a tinica
raiz da equagio caracteristica > + pr + ¢ = 0; e a tltima parcela também € nula, pois
20 +p=0.
Por fim,
CAN +CoX =yr = 21 =91 — (C1A+ CoA) =0

C’l)\2 + 2C2/\2 =Yg = 29 = Yoy — (Cl)\Z + 202)\2> =0

Ora, se 21 = 29 = 0e€ 2,19 + pzni1 + qz, = 0, ¥Vn € N, podemos concluir que
2z, = 0, Vn € Nou seja, y, — C1\" — Con\" = 0, Vn € N, o que equivale a dizer
que:

Yp = C1A" + Con\" =0, Vn € N.

Neste ponto vamos utilizar a teoria das recorréncias lineares de 2“ ordem para tal

fim.

Exemplo 2.4.6. Usando a teoria das recorréncias lineares de segunda ordem, deduza

a famosa Férmula de Binet para o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci, isto é,
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e (fn)n>0 € definida por

1, sen=1
fn: )
Jno1+ fu—2, sen > 2
1

5[ -(=9))

Solucdo: A equagio caracteristica é dada por 7> = r + 1, ou seja, 7> —r — 1 = 0

entdo:

fn =

desse modo, suas raizes serao:

1++5 1—-+5
5 6)\2: 9 .

De acordo com a teoria vista anteriormente temos que:

Al =
Fu =CIAT + CoAl

1+5) 1-v5\
) o

Para determinar as constantes C'; e C5, vamos usar o fato de que fp = 0e f; = 1

obtendo assim o sistema:

01 + CQ =0
Cl<1+*[)+0 < f) 1.
Resolvendo o sistema de equagdes, encontramos C; = —(Cy = \/%;) Portanto:

1
G

fn:

() (%))

Agora vamos resolver o Exemplo (2.3.1) que citamos no inicio deste capitulo.

Exemplo 2.4.7. Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes ao

conjunto {0, 1,2}, que ndo possuem dois termos consecutivos iguais a 0?

Solucao: Seja z,, a quantidade de sequéncias de n termos, todos pertencentes

ao conjunto {0, 1,2}, que ndo possuem dois termos consecutivos iguais a 0. Note
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que x; = 3, pois com apenas um termo qualquer sequéncia nao terd dois termos
consecutivos iguais a 0, visto que com um termo sO temos trés opcdes, a saber:
(0), (1) ou (2), que sdo sequéncias com apenas um termo e em nenhuma delas ha
dois termos consecutivos iguais a 0. No caso em que n = 2, isto € sequéncias com
dois termos, temos as seguintes possibilidades para que a sequéncia ndo possua dois

termos consecutivos iguais a 0:
(0, 1); (0,2); (1,0), (1, 1); (1,2); (2,0)5 (2,1) e (2,2).

0 que revela que 2 = 8. Agora consideremos uma sequéncia com n > 3 termos.

Temos duas possibilidades, a saber:

* O primeiro termo da sequéncia € igual a 0. Nesse caso, o segundo termo da
sequéncia ndo pode ser igual a 0 (ja que estamos interessados nas sequéncias
em que nao ha dois 0’s consecutivos. Dessa forma existem duas possibilidades
para o segundo termo da sequéncia (pode ser igual a 1 ou 2). Uma vez colocado
o segundo termo da sequéncia ainda existem n — 2 termos a serem colocados,
que ainda devem respeitar a condi¢do de nao apresentarem dois (’sconsecutivos,
mas isso pode ser feito de x,,_» modos distintos. Pelo principio fundamental da

contagem, existem 2.z, o sequéncias desse tipo.

* O primeiro termo da sequéncia nao € igual a 0. Nesse caso, existem 2 possibili-
dades para o primeiro termo (pode ser igual a 1 ou 2). Uma vez preenchido o
primeir termo, ainda precisamos preencher os n—1 termos restantes da sequéncia,
o que pode ser feito de de z,,_; modos distintos. Pelo principio fundamental da

contagem, existem 2.z, sequéncias desse tipo.

Diante do exposto, tem-se que z; = 3,22 = 8 e x, = 22,1 + 2%, o paran > 3.
Ora, como essa lei de recorréncia € linear de segunda ordem, podemos utilizar a teoria
apresentada neste capitulo para exibir uma solugao explicita para ela. Com efeito,
neste caso, a equacao caracteristica da equacdo de recorréncia linear de segunda

ordem x,, — 27,_1 — 2,2 = 0 é A2 — 2\ — 2 = 0, cujas raizes so:

M=1+vV3e \=1—+3
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Entao, pelo Teorema (3), segue que existem constantes C; e C5 tais que

T :Cl)\? + CQ)\S
=Cy (1 +V3)" + Co(1 — V3)"

Por fim, como 1 = 3 e x5 = §, segue que

Ci(1+V3) + Co(1 — V3 =3 Cy = 323
=
Cr(1+v3)2 + Ca(1 — v3)? =8 Cy = 3243

Portanto, para todo n > 3, tem-se que:
2n =C1(1+V3)" + Cy(1 — V3)"

:—3+62\/§ <1+\/§)n+—3_62\/§ (1-v3)".

Para finalizar este capitulo e a teoria bésica das recorréncias lineares de segunda
ordem apresentaremos o teorema a seguir, segundo o qual a solu¢do geral de uma
recorréncia linear de segunda ordem nao homogénea € a soma de uma solugao

particular com a solugdo geral da recorréncia homogénea associada a ela.

Teorema 6. Se a,, é uma solugdo particular da recorréncia x, o + pr,+1 + qr, =
f(n), entdo a sua solugdo geral é dada por x,, = a,, + yy, onde y,, € a solugdo geral

da recorréncia homogénea associada, isto é, x,.o + pr,i1 + qr, = O.

Demonstracao: Incialmente vamos mostrar que de fato, z,, = a,, + ¥, € uma

solucdo. Vejamos:

Tn4-2 + PTn+1 + qTy :(an—i—Z =+ yn+2) + p(an-i-l + yn—l—l) + Q(an + yn)

= an+2 + pan+1 + a$@+yn+2 + PYn+1 + qYn,
—~~ .

=f(n).

Agora vamos demonstrar que toda solugdo da recorréncia z,, 1o + px,1 + qr, = f(n)
¢ da forma x,, = a, + y,, onde a, € uma solu¢ao particular da mesma recorréncia

e ¥, € uma solugdo da recorréncia homogeénea associada. De fato, se x,, € a solugdo
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geral e a,, é uma solucéo particular da recorréncia x,,, 2 + pr,1 + qr, = f(n),vamos

mostrar que vy, = &, — a, € uma solucdo da recorréncia homogénea associada.

(xn—i—Q - an+2) + p(xn—i—l - an—H) + Q(xn - an) :£$n+2 + PTn+1 + q$n2

=f(n)
- \(an—|—2 + pan+1 + qan)j
=f(n)
—f(n) = f(n)

=0.

Portanto, y, = x, — a, € solu¢do da equacgdo geral da recorréncia homogénea

Tpio + prpy1 + qr, = 0. Entdo
Yn = Ty — Ap => Ty = Ap + Yp
¢ a solugdo geral da recorréncia x,,.o + pr,i1 + qr, = f(n).

Exemplo 2.4.8. Resolva a recorréncia x, — 5%, 1 + 6x,_2 = 2n?, com as condigées

iniciais r1 = 28 e x9 = 34.

Solucao: A recorréncia homogéna associada é z,, — 5x,_1 + 6x,_o = 0 cuja
equacdo caracteristica é r> — 5r + 6 = ( que tem como raizes os nimeros reais
A1 = 2 e Ay = 3. Diante do exposto, a solucdo geral da equagdo homogéna é
Yy, = C1.2"4+C5.3". Pelo teorema anterior, sabemos que a solugao geral da recorréncia
Tp—5Tp_1+6x,_9 = 2n? é da forma z,, = a,, +y,, onde a,, é uma solucio particular
dessa recorréncia e y,, € a solugdo geral da recorréncia homogénea que ja encontramos.
Para determinar uma solucio particular da recorréncia z,, — 52,1 + 62,_2 = 2n?,
podemos raciocinar da seguinte forma: ora, como no segundo membro aparece o
polindmio do segundo grau f(n) = 2n?%, podemos procurar uma solugdo particular
do mesmo tipo, isto é, a,, = An? + Bn + C. Sendo a,, uma solucfo particular da

recorréncia x,, — 5,1 + 62,_o = 2n?, segue que:
ay — Ban_1 + 6a,_9 = 2n>
= (An*+Bn+C)—=5(A(n—1)*+B(n—1)+C)+6(A(n—2)*+B(n—2)+C) = 2n”
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(04 =2
= 2An? + (—14A+2B)n+(19A—7TB+20) = 2n® = { —14A + 2B =0

(194 -TB+2C =0
= A=1B=7C=15=a, =n’>+Tn+ 15.

Por fim,
Ty = Yp + @p = Ty = C1.2" + C2.3" + n® + Tn + 15.

Mas ocorre que

207 +3Cy +23 =28
r1 =28ex9 =34 = =01 =7e(y=-3.

4C1 +9Cs + 33 = 34

entdo a solucdo geral da recorréncia é x,, = 7.2" — 3.3" + n? + 7n + 15 para todo
n € N.

Devido o nosso carater introdutério e interesse em oferecer um texto acessivel para
um primeiro contato com o assunto ao nivel médio, focamos principalmente nas
recorréncias lineares de primeira e segunda ordens. A teoria disponivel € muito mais
vasta nao apenas a extensao natural dos resultados que apresentamos aqui para o caso
linear de ordens mais altas, mas também o uso de outras técnicas e ferramentas para
os casos nao lineares. O assunto € riquissimo em teoria e aplicacdes. Para um maior

aprofundamento sugerimos os excelentes textos [6] e [12].
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Capitulo 3
Aplicacoes

Nesse capitulo final vamos exibir uma coletanea de problemas envolvendo quatro
temas da Matematica, a saber: Combinatoria, Probabilidade, Teoria dos Numeros e
Matematica Financeira. A inten¢do aqui € mostrar apenas a “ponta do iceberg”’do
alcance e do porder do raciocinio recursivo. Alguns deles sdo problemas cujas

solucdes sem o uso do raciocinio recursivo podem ser bastante dificeis.

3.1 Combinatoria

Exemplo 3.1.1. Seja (),, a quantidade de subconjuntos de um conjunto finito com n
elementos. Mostre que (), = 2.Q),,_1, conclua a partir dai que um conjunto finito

com n elementos possui 2" subconjuntos.

Solucdo: Sejam A, = {aj,as, - ,a,} e Q, = quantidade de subconjuntos de A.

Assim, A, 1 = {ay,as,- -+ ,a, 1} possui Q),,_1 subconjuntos, a saber:

X17 X27 e 7XQ77.71'

Ora,como A, = A,_1 U {a,} seque, A,—1 C A, eque X1, Xy, -+, X, , sdo
subconjuntos de A,,. Note que os demais subconjuntos de A,, sdo aqueles que tem a,,
como elemento.

Esses subconjuntos podem ser obtidos de X, Xo,--- , X, |, fazendo um a um
unido com o conjunto {a,}, ou seja, os conjuntos de A,, que ndo sdo subconjuntos

A, 1880 0s (),,_1 conjuntos:
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X1 U{an},Xg U{an},--- ,Xanl U{an}.

Diante do exposto, a quantidade (),, de subconjuntos de A,, é dada por:

Qn = Qn—l + Qn—2 = 2Qn—1-

Assim: )
Q2 = 2C
< Q3 = 2Q
L Qn — 2C)n—l

Multiplicando membro a membro as igualdades acima, segue que:
Q2.Qs -+ Quo1 . Qn=2"101.Q2 - .Qn = Q,=2""0Q1
Mas, )1 = 2, visto que o conjunto A; = {a; } possui dois subconjuntos, a saber, ()

e {a1}. Ora, como Q,, = 2""1. Q; e Q; = 2 tem-se que:
Qn=2"1Q =2"12=2"¥Yn>0.

Exemplo 3.1.2. De quantas formas distintas n pessoas que estdo sentadas em n
cadeiras numa fileira de um teatro podem regressar para a mesma fileira apds o inter-
valo do espetdculo, respeitando-se a condigcdo de que cada pessoa sente-se na mesma

cadeira que estava antes ou numa cadeira que seja vizinha a cadeira que estava antes.

Solucao: Seja a, o nimero de maneiras distintas de n pessoas que estdo sentadas
em n cadeiras numa fileira de um teatro regressarem para a mesma fileira apds o
intervalo do espeticulo, respeitando-se a condi¢ao de que cada pessoa sente-se na
mesma cadeira que estava antes ou numa cadeira que seja vizinha a cadeira que estava

antes.

Note que a; = 1, pois havendo apenas uma pessoa € uma cadeira, a pessoa
necessariamente regressaria para a sua cadeira de origem, ja que a cadeira €, neste
caso, unica. Além disso, as = 2, visto que no caso de duas pessoas e duas cadeiras

ha 2 situacoes possiveis: a primeira € que cada uma das duas pessoas regressem
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ao seu lugar de origem; a outra é que essas duas pessoas troquem de lugar entre si.
Consideremos entao a situagdo em que temos 1+ 2 pessoas e n + 2 cadeiras. Podemos

particionar as possiveis configuragdes em dois tipos, a saber:

* As configuracOes em que a pessoa 1 regressa para a sua cadeira original. Nesse
caso ainda teremos que arrumar n+ 1 pessoas satisfazendo as condi¢cdes impostas

pelo enunciado, o que pode ser feito de a,,.; modos distintos.

* As configuragdes em que a pessoa 1 ndo regressa ao seu lugar. Nesse caso, a
pessoa 1 necessariamente tera que sentar na cadeira que era originalmente da
pessoa 2 (pois essa € a unica cadeira vizinha da cadeira que era originalmente
ocupara pela pessoa 1). J4 a pessoa 2 também necessariamente terd que ocupar a
cadeira que era originalmente ocupada pela pessoa 1, pois nenhuma das demais
pessoas tém a cadeira originalmente ocupada pela pessoa 1 como cadeira vizinha.
Diante do exposto, segue que as pessoas 1 e 2 trocaram de lugar, restando ainda
n cadeiras para serem ocupadas por n pessoas, que respeitando as condi¢des

impostas pelo enunciado, o que pode ser feito de a,, maneiras distintas.

Diante do exposto o numero total de configuracdes distintas que respeitam as condigoes
impostas pelo enunciado € a,1 + a,. Portanto, a,, 19 = a,+1 + a,, para todo inteiro
n > 1. Ora, como a; = 1 e ay = 2, segue que a,, = f,, 11, ou seja, o (n + 1)-ésimo
nimero de Fibonacci).

n+1

n+1
o= fo = 1+v5)  [1=V5
n — n—|—1—\/5 9 9

Exemplo 3.1.3. Em um jogo, em cada etapa Jodo pode fazer 1 ou 2 pontos. De

quantos modos ele pode totalizar n pontos?

Solucao: Seja a, a quantidade de modos distintos de Joao fazer n pontos. Ora,

como em cada etapa Jodo faz 1 ou 2 pontos segue que:
®* a; = 1
* ap = 2 (pode ser 1 + 1 ou simplesmente 2).
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Para que Joao obtenha n + 2 pontos existem 2 possibilidades, a saber:

1. Marcar 1 ponto na primeira etapa € n + 1 pontos nas etapas seguintes, 0 que

pode ser feito de a,, 1 modos distintos;

2. Marcar 2 pontos na primeira etapa € n pontos nas etapas seguintes, o que pode

ser feito de a,, modos distintos.

Diante do exposto segue que,

Ap4+2 = Qp+1 +a, = Ap4+2 — Ap41 — A = 0.

A equacio caracteristica associada a essa recorréncia é \> — X\ — 1 = 0, cujas

raizes sao

Portanto, a aquacgdo geral da recorréncia €:

n

145\ 1—/5
cm:qw+@wzwz-—§c Lo (Y5

Cy 5

Usando o fatoque a; = 1 e ay = 2 podemos determinar C; = — Cy = \/ig

Entao,

n

1 (1+v5) 1 (1-v5
N AW NAUE )

ou seja, a, = f, (n-ésimo nimero de Fibonacci).

an:

3.2 Probabilidade

Exemplo 3.2.1. A cada ano % dos habitantes de uma cidade A mudam-se para uma
cidade B e os % restantes permanecem em A. Por outro lado, a cada ano i dos
habitantes da cidade B mudam-se para a cidade A e os % restantes permanecem na
cidade B. Considere que o fato de um habitante ter se mudado de uma cidade para
outra num determinado ano ndo influéncia em nada a sua mudangca ou permanéncia

numa dada cidade no ano seguinte. Inicialmente Marina mora na cidade A. Seja P,
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a probabilidade de que apos n anos Marina esteja morando na cidade A. (Note que

ela pode ter permanecido em A ao longo dos anos ou pode ter mudado de cidade

3

vdrias vezes ao longo dos n anos). Mostre que lim P, = =
n—0o0

Solucdo: Seja o evento A,, :={Marina mora na cidade A apds n mudangas} com

pn = P(A,,). Notemos que

P(Ap1) =P(A,)P(Apa]|An) + P(A7)P(A, 4] A7)
Assim,
5 1
P+l = 15Pn + 1

Seja c tal que

H
Pyl — C = E(pn —¢), em que a, := p, — C.

Segue-se que

P Ty T T g\ -7

Assim, comp; = Ztem-sea; =p1 —2 =2 -2 =2¢
5 5”‘1;B 3+5 5”‘1;”, 3
a, = — [ — n==-+—|— im p, = =.
21 \ 12 =751\ 12 vl LU

Exemplo 3.2.2. Considere duas moedas A e B tais que na moeda A a probabilidade

de sair CARA ¢ %1,

Escolhe-se uma dessas moedas ao caso e a arremessa. Se sair CARA essa mesma

enquanto que na meda B a probabilidade de sair CARA é %

moeda serd arremessada novamente, caso contrdrio serd arremessada a outra moeda.
Para cada inteiro positivo n, seja p, a probabilidade de que a moeda lancada no

n-ésimo arremesso seja a moeda A.
11
(a)Mostre que p 1 = 5 — 1Pn-
: : : 2 1 1\n—1
(D)A partir do item anterior, mostre que p, = £ + 15 (_Z) .

(c)Calcule lim p,,.
n—oo
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(d)Determine a probabilidade de obtermos uma CARA no n-ésimo lancamento.

Solucdo: (a) Seja o evento A,, :={A moeda lancada no arremesso n seja "A”}.

Assim,

P(AnJrl) - ]P)(An)]P)(AnJrl‘An) + P<A%)P<An+l|A$L>
=po- i+ (1 —pn)- 35

Portanto,

(b) Seja c tal que

1
pn+1_c__Z(pn_c)coman—pn_c
segue-se
1 1 B 1( )= 2
5 4pn C = Pn—C C—5
2 _1_2_ 1
paran =1lquea; =p1 — =5 — £ = 13-
Assim,
1 n—1
an:al-(—1> =
2 1 (1 ”‘1:>
5 10\
2 1\
=510\ 71
(c) Ora, como p,, = % + 1—10 (—;ll)nfl, segue que

lim p, = lim
n—00 n—0o0

ol Do

2, 1 (1 O
5 10\ 4 B
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(d) Seja P a probabilidade pedida do evento £ :={cara no n-ésimo lancamento}.
Condicionando o evento de interessente na moeda escolhida, tem-se
:pn'i_*’(l_pn)'%-
O que revela que P = % + 1—10 (}l)n
Exemplo 3.2.3. (OBMU) Um rato, que ocupa inicialmente uma sala A, estd treinado
para que toda vez que um alarme toque ele mude de sala. Toda vez que ele ouve o som
de alarme ele escolhe (com igual probabilidade) um dos tiineis partindo da sala em

que ele se encontra e vai para uma outra sala que se encontra na outra extremidade

do tiinel escolhido. Apos o alarme ter soado 23 vezes, qual a probabilidade de que o

A (B) (C
D) ( E) (F

Solucao: Seja o evento M, o rato estd nos sitios B ou F apds n sinais dado que

rato encontre-se na sala B?

partiu do sitio A, com p,, = P(M,,). Pelo teorema da probabilidade total tem-se que

Pn+1 = P(Mn—H) = P(MH)P(Mn+1|Mn) + ]P)(M;;)P(Mn—kﬂMrcz)
e -p) ().

Assim,
1 1

pn+1:_6'pn+§

Determinemos uma constante c tal que possamos escrever a recorréncia como uma

Progressao Geométrica. Isto é,

1 1
pn+1_C:_6(pn_C)aComan::pn_ceplzé-
resulta que
1 +1 N 1 +1:> 3
——pp+=CH+c=—=p,+=-=>c==.
6" "G 6" "2 7
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resulta que

1 3 1 1 1\ % +3 1 122+3
] =-—===—,0a3=—"|—= e =a == —-|—= =.
L= T 7T T U P23 =T =70\ 7§ 7

Note que nos instantes impares o rato nao pode estar no sitio ”E”e a probabilidade

pedida é

Exemplo 3.2.4. [17] Numa confraternizacdo entre os n funciondrios de uma empresa,
cada um deles leva um brinde para ser sorteado e cada um dos participantes recebe

um unico brinde no sorteio.

(a) Qual a probabilidade de que ao serem aleatoriamente escolhidos os brindes,

nenhum participante selecione o proprio brinde?

(b) Qual a probabilidade de que todos recebam brindes de pessoas diferentes, dado

que Jodo e Pedro se recusam a receber presentes um do outro?
Solucao:

(a) Consideremos as pessoas numeradas de 1 a n, com o i-ésimo brinde pertencente
a pessoa com numero 7. Seja £ o evento que nenhum dos participantes sorteie
o seu proprio brinde. Calcularemos a probabilidade de /' condicionando na
escolha de um participante qualquer, o de nimero 1 por exemplo, escolher ou ndo
o seu proprio brinde. Seja M o evento de que o participante de numero 1 escolha
o brinde de nimero 1, ademais consideremos paratodoie j € {1,...,n}a

notagdo f(i) = j se o participante i escolheu o brinde j. Temos:

E=EN(MUMY = (ENM)U(EnN M.
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Como os eventos £ N M e £ N M€ sao disjuntos, segue-se que

P(E) = P(EN M) +P(EN M) =P(M)P(E|M) + P(MP(E|M°).
3.1)

Acontece que EN M = (), portanto da Equac@o (3.1), com p,, := P(E), segue-se

que:

pn =P(E) =P(M°)P(E|M°). (3.2)

Note que M€ corresponde ao evento de que o participante 1 nao escolhe o brinde
de nimero 1, f(1) # 1, cuja probabilidade ¢é

PO = B(f(1) £1) =1~ B(f(1) =) =1 - "1 g

n!

Calculemos P(E|M¢) = P(E|f(1) # 1), isto €, a probabilidade que nenhum
participante sorteie o seu proprio brinde dado que o participante 1 sorteou um
brinde diferente do seu. Consideremos entdo, sem perda de generalidade, que o
participante 1 escolheu o brinde 2, f(1) = 2. Ou seja, temos agora os partici-
pantes 2,3, ...,n — 1,n e os presentes 1, 3, ...,n — 1, n. Ha duas possibilidades,
mutuamente exclusivas, de troca de brindes na qual nenhum dos participantes re-
cebe o seu proprio brinde, ei-las: i) o participante 2 sorteia o brinde 1, f(2) = 1,

ou ii) o participante 2 sorteia um brinde diferente do brinde 1, f(2) # 1:

i) O participante 2 escolhe o brinde 1, f(2) = 1, dado que f(1) = 2. Como ja
haviamos suposto que o participante 1 escolheu o presente 2, f(1) = 2, resta
aos demais n — 2 participantes (3, ..., n) escolherem n — 2 presentes diferentes
(3,...,m). Segue-se que P(f(2) = 1|f(1) =2) = S e P(f(i) # i f(1) =
2,f(2) = 1) = p,—9 paratodo i € {3,4,...,n}. Assim, usando a relagdo
P(AN B|C) =P(B|C)P(A|BNC), tem-se
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P(f(2) =1,7() #ilf(1) =2) = P(f(2) = 1[f(1) = 2):

P(f(i) #ilf(2) =1, f(1) = 2)
1

= n—1 " Pn—2-

ii) O participante 2 ndo escolhe o brinde 1, f(2) # 1, dado que f(1) = 2. Como
J4 haviamos suposto que o participante 1 escolheu o brinde 2, a fim de que
nenhum participante (2,3,...n) escolha o brinde que comprou (1,3,...,n), devemos
considerar o conjunto das fungdes bijetoras f : {2,3,...,n} —{1,3,...,n} tal
que f(2) € {3,4,...n} eparatodoi > 3 f(i) € {1,...,n} \ {4,2}, ou
seja, permutar caoticamente n — 1 elementos, cuja probabilidade de termos tal

configuracao entre n — 1 elementos € p,,_;.

P(F(2) # 1 £() £ il (1) = 2) = pur.

De (3.2) e (3.2) segue-se que

1
P(E|M) = o1 Pr2 + Pn-1-

De (3.3) e (3.2) em (3.2) obtemos

n—1 1 n—1 1
Pn = * Pn—2 + Pn—1| = Pn—1 + —Pn—2
n n—1 n n
1
< DPn— DPn-1—= _ﬁ(pn—l - pn—2)-

De (3.2) paran = 3,4,...ecomop; =0e py = %, tem-se que
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P2 — D1 1 11 1 1 1
— = — = —— — = ——— = ——= = — = —
pP3 — D2 3 ?1)(292 pl) :152 1 30 If:s o1 %! 1 1
pP3 — P2
— = — = —— — = —— _— = —=> = — — — —
Pr—Ps ] 1P =P 4( 3!) PTG TR TR
1 1 1 1 (1) & (=1)F
TV TR R B ARy

k=

o

(b) Sejam os eventos: A:= todos recebem brindes de pessoas diferentes com Jodo e
Pedro ndo trocando presentes entre si, F:=todos os participantes trocam presentes
entre si € nenhum escolhe o proprio presente, B:= todos recebem brindes de
pessoas diferentes com Pedro recebendo brinde de Jodo e o Jodo nao recebe
o brinde de Pedro, C:= todos recebem brindes de pessoas diferentes com Joao
recebendo brinde de Pedro e o Pedro nao recebe o brinde de Joao e D:= todos
recebem brindes de pessoas diferentes com Joao recebendo o brinde de Pedro e

0 Pedro recebendo o brinde de Joao.

Os eventos B, C e D sdo subconjuntos préprios de F', logo (BUC U D) C F,
ademais
A=F\(BUCUD)=PA)=PF)-P(BUCUD)

Desde que os eventos B, C' e D sao disjuntos, tem-se que

P(BUCUD)=PB)+P(C)+PD)

Do resultado obtido no item a) e de (3.2) e (3.2) tem-se que

P(A) =P(F) —P(B) —P(C) = P(D) = pn — Pn-1— Pn-1 — Dn—2.

Exemplo 3.2.5. [17] (PROBLEMA DA RUINA DO JOGADOR) Dois jogadores A e B

apostam em cada um dos resultados do lancamento de uma moeda cuja probabilidade
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de resultar a face cara em um lancamento é p, independentemente do lancamento
considerado. Se o jogador A ganha 1 real de B se aparecer cara, e este ganha 1
real de A se aparecer coroa, qual a probabilidade de A terminar o jogo com todo o

dinheiro, se ele comecou com i reais e B com N — i reais?

Solucdo: Seja o evento £; = {o jogador A terminar o jogo com todo o dinheiro
dado que ele comegou com 7 reais} e p; = P(FE;). Assuma que py = 0 e py = 1.
Calcularemos p; = P(E;) condicionando no resultado do primeiro langamento, C' ou

K, se tal resultado for cara ou coroa, respectivamente.

pi = P(E;) = P(C)P(E;|C) + P(K)P(E;| K)
=p-P(E;)|C)+ (1 —p) P(E|K).
Acontece que se a primeira aposta resultar em cara (ou coroa), 0 Jogo seguird

nas mesmas condi¢des iniciais com o jogador A com ¢ + 1 (ou 7 — 1) reais. Assim,

P(E;|C) = piy1 e P(E;|K) = p;_1. Portanto de (3.2), com ¢ = 1 — p, segue-se que

Pi=D Div1+q-pi1, Vie{l,2,.,N-—1}.

Desde que p + ¢ = 1, podemos reescrever a equagdo acima como:

(p+q)  pi=p-pis1 + ¢ pi1< (Pis1 — pi)p = q(pi — pi—1), e portanto,

q
Pi+1 — Pi = ]—?(pz —pz'—1)-

Da condigdo de que py = 0 e de (3.2), segue-se que paratodoi € {1,2,..., N}

q q
p2—p1=—=(p1 —po) = =1
p p
2
_q . qq (49
ps—p2——(p2—p1)———p1— — | b1
p pp p

i—1
-(3)
Pi —DPi-1 =\ — D1
p
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Das equacoes (3.2) resulta que

)]
1+g+<g>2+...+(g)”l.

Pi —P1=DP1

pi = D1

Segue-se entdo de (3.2) que

L s q # P,
Di = p (3.4)

Usando a condi¢ao de py = 1 em (3.4)

e

hSHS

se q#£p

N—
2
|
—_

(3.5)

S€C q=2p

2|

De (3.5) em (3.4) segue-se finalmente que

i@;:i qFp

I
g
~ N
hSRIS]
N———"
=
|
—_

Di

Exemplo 3.2.6. [17] Seja P, a probabilidade de que em n ensaios de Bernoulli,
1+ (1—2p)"
5 :

ocorra um niimero par de sucessos. Prove que P, =
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Solucao:

Seja o evento A := {ocorrer um niimero par de sucessos}. Se n é par, entdo

P(A) = <n>p0qn + <n)p2q”‘2 +ot (n>p”‘q0
0 2 n (3.6)

n _ n n— n n—
]P)(Ac): <1>plqn 1+<3>p3q 3++<n_1)p lql

Pelo Teorema Binomial segue-se que:

(¢—p)" = i (Z) (—p)*q" "

k=0
= (o) = (Dpta "+ = (a4 ()P
=P(A) —P(A°) =2P(A) — 1.
De (3.2) segue-se que

(g—p)"+1 _1+(1—2p)"

2 2
O caso n impar segue de maneira andloga.

P, = P(A) =

Solucao 2: Calculemos F,, condicionando no resultado do primeiro langcamento,
para tanto seja o evento C; ={o primeiro lancamento resulta em cara}. Se C ocorre,
entdo precisamos de um nimero impar de caras nos (n — 1) langcamentos seguintes,
a probabilidade deste evento é 1 — P,,_;. Por outro lado, se CY{ ocorrer, entdo serd
necessario que ocorra um nimero par de caras nos (n — 1) lancamentos seguintes,

cuja probabilidade é P,,_;. Pelo Teorema da Probabilidade Total tem-se que
Pn:p(l_Pn—1)+(1_p) Pn—l - (1_2p)Pn—1 +p, COI’I’IPO =1
Sejama =1 — 2p e b = p, entdo de (3.2) segue-se que:

P1 :aP0+b:a+b.
P, =aPi+b=ala+b)+b=a*+bla+1).
Py =aPy+b=a(a*+ab+b)+b=0a*+ba*+a+1).

P, =a"+b@" P +a"?+.. . +a+1).
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De P, dado em (3.2) segue-se que

a"la—1 (1—-2p)" —1 1+ (1—2p)"
Po=a"+b|—" ") =(1-2p)" — .
(T s () -

Exemplo 3.2.7. (O PROBLEMA DA ELEICAO) [10] Considere uma elei¢do em que
hd n-+m votantes com os candidatos C e Cy recebendo n e m votos, respectivamente,
em que n > m. Seja p,, ,, a probabilidade de que C, estd sempre a frente de Cy na

contagem dos votos.

Soluc¢ao: (a) Calcule p,, ;.

O total de apuragdes possiveis corresponde as permutacdes dos n + 1 votos,
nos quais n deles sdo para o candidato ('} e 1 para (5, havendo portanto (”:1)
Para o candidato (' estar sempre em vantagem, os dois primeiros votos devem ser

necessariamente para ele. Dado que (', obteve apenas 1 voto e os dois primeiros votos

n—2+1

o ) permutacdes dos n — 2 votos restantes de C

sendo de (', quaisquer uma das (

e 1 voto de (5 deixard o candidato C'; sempre em vantagem. Assim,

S N el B

DPn1 = (n+1) (n+1) - n -+ 1

n 1

(b) Calcule p,,

(1 permanecera sempre em vantagem tendo C', obtido 2 votos se, € somente se, 0s
dois primeiros votos sdo para C'; e pelo menos um dos dois préximos votos também
seja de (1. Sejam A= {os dois primeiros votos sdo de C} e B= {C tem ao menos

um voto no terceiro de quatro votos apurados}. Assim,
pne =P(ANB) =P(A)P(B|A) =P(A) (1 —P(B°|A)).

Os dois primeiros votos sao para ' se, e somente se, dos n votantes seguintes,
n — 2 votam em C e outros dois em C5. O evento B¢|A ocorre se, e somente se, 0
terceiro e quarto votos sao para C5 e os demais n — 2 votos sdo para (7, dado que os

dois primeiros votos sido de C';. Logo,

67



CAPITULO 3. APLICACOES

_ (nﬁQ) _ (g) _ n(n_ 1) e
(3 T 2+ 1)
P(B|A) = — — — 2

(g) n(n —1)

De (3.2) em (3.2) segue-se que

_ n(n—-1) B 2 _ n?—n—2
P2 = G )t 1) (1 n(n—l)) (n+2)(n+1)

(n=2)(n+1) n-2

C (n+2)(n+1) n+2

(c) Expresse p,, ,, em fungado de p,, 1, € Ppm—1.
Seja pnm = P(F), em que [ ={C esta sempre a frente de C> na contagem dos
votos}. Calcularemos IP(F") pelo Teorema da Probabilidade Total a partir do condici-

onamento no evento U := { o ultimo voto é para o candidato C; }.
P(F) =P(U)P(F|U)+PU)P(F|U°).

O total de possiveis apuragoes € (”+m), sendo que o total delas em que o ultimo

m
voto € para o candidato (' é (”;im) = ("_}Jm), pois basta permutarmos n — 1 +m
elementos em que n — 1 sdo de um tipo, votos do candidato C, e m de um outro tipo,

votos de (5. Assim,

Py = ) - R =

IP(F|UC) = Pn,m—1-
De (3.2) em (3.2) com P(U¢) = 1 — P(U), segue-se que

n m
_|_
n-+m n-+m

Pnm—1-

(d) Determine p, ,.
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Por induc¢ao em n + m a partir da recorréncia dada em (3.2).

Dos itens a) e b) conjecturamos que paratodo je k € Ncom j > k
_J—k
J+k

1+0

Dik (3.7)

Sej=1lek=0,entdop;o=1=

e verificamos (3.7) para j + k = 1.

Admitamos como hipétese de inducdo que (3.7) é valido j+k=m+n—1e
mostremos que vale para j + k = m + n. De fato, por (3.2) e pela hipétese de indugao

tem-se que

n m

Pnm = n+ mpn—l,m + n+m

_n n—1—m . m n—m-+1
T n4+m\n—1+m n+m\n+m-—1

n*—n—nm+nm—m*+m __ (n—m)(n+m)—(n—m)

Pnm—1

n_&n—km)(n—km—l)  (n+m)(nt+m—1)
T n+m

Exemplo 3.2.8 (OBM). José tem trés pares de éculos, um magenta, um amarelo e
um ciano. Todo dia de manhd ele escolhe um ao acaso, tendo apenas o cuidado de
nunca usar o mesmo que usou no dia anterior. Se dia primeiro de agosto ele usou o

magenta, qual a probabilidade de que dia 31 de agosto ele volte a usar o magenta?

Solucao: Sejam m,,a, e c, as probabilidades de que no dia n ele use 6culos
magenta, amarelo e ciano, respectivamente. Ora, como no dia 1 de agosto temos
certeza que José usou os 6culos magenta, segue que a probabilidade de que no dia 1
de agosto ele tenha usado os 6culos magenta € igual a 1 (e consequentemente a pro-

babilidade de que ele tenha usado outros 6culos € 0), ou seja, m; = 1,a; = 0ec; = 0.

Além disso, como a cada dia José€ escolhe ao acaso uma das cores que ele ndo

usou no dia anterior, segue que ele escolhe cada uma das opg¢des disponiveis para o
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dia com probabilidade % Por exemplo, no dia 2 de agosto a probabilidade de que ele
escolha os 6culos magenta € mo = 0 (ele ndo pode usar a mesma cor do dia anterior),
a probabilidade de que ele escolha os 6culos amarelo € as = % e probabilidade de
que ele escolha os 6culos ciano € ¢y = % De um modo geral, no dia n + 1 do més de

agosto existem trés configuragcoes possiveis, a saber:

* Para que no dia n + 1 ele escolha os 6culos magenta € preciso que no dia anterior
(dia n) ele tenha usado 6culos amarelo ou ciano. Mas a probabilidade de que
no dia n ele tenha usado 6culos amarelo € a,, e a probabilidade de que ele tenha
usado 6culos ciano € ¢,,. Assim, a probabilidade m,,.; de que no dian + 1 ele
use os oculos magenta € a prabilidade de que no dia anterior (o dia n) ele tenha
usado 6culos amarelo ou ciano. Como no dia em que ele vai usar os 6culos

amarelo ou ciano ele escolhe um deles com probabilidade % segue que:

1 1
Mpy+1 = §an + §cn.

 Para que no dia n + 1 ele escolha os 6culos amarelo € preciso que no dia anterior
(dia n) ele tenha usado 6culos magenta ou ciano. Mas a probabilidade de que no
dia n ele tenha usado 6culos magenta € m,, e a probabilidade de que ele tenha
usado oculos ciano € ¢,,. Assim, a probabilidade a,, 1 de que no dia n + 1 ele use
os Oculos amarelo € a probabilidade de que no dia anterior (o dia n) ele tenha
usado 6culos magenta ou ciano. Como no dia em que ele vai usar os 6culos

magenta ou ciano ele escolhe um deles com probabilidade %, segue que:

1 1
Apt1 = §mn + §cn.

* Por fim, para que no dia n + 1 ele escolha os 6culos ciano € preciso que no dia
anterior (dia n) ele tenha usado 6culos magenta ou amarelo. Mas a probabilidade
de que no dia n ele tenha usado 6culos magenta € m,, e a probabilidade de que
ele tenha usado 6culos amarelo € a,,. Assim, a probabilidade ¢, de que no dia
n + 1 ele use os 6culos ciano € a prabilidade de que no dia anterior (o dia n) ele
tenha usado 6culos magenta ou amarelo. Como no dia em que ele vai usar os

Oculos magenta ou amarelo ele escolhe um deles com probabilidade %, segue
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que:
1 1

Cntl = 5 Qp + My

2 2

Ora, como m,, + a,, + ¢, = 1, tem-se que;

(
_ 1 1
Mpt1 = 30n + 5Cp

1 1
(p+1 = 5Mp + 5C ay + ¢ 1—m
n 12 n 12n = My = n2n: 2n:>mn+1+§mn:1,
Cpt+1 = 50n + 5Mn
| T +a,+tc, =1
Resolvendo essa recorrencia,
1—(=2)*™
my, = 3 :
Portanto, em 31 de agosto a probabilidade de que ele volte a usar o magenta € igual a

_ 1427%

ma1 3

3.3 Teoria dos Numeros

Exemplo 3.3.1. Suponha que a sequéncia (a1, as, a3, - - - ) € definida por

a1 =1,a0=3 e a, =2a,_1+ a, o, para n > 3.

Determine uma formula fechada para o a,, para cada inteiron > 1

Solucdo: Podemos escrever A2 — 2\ — 1 = () como a equagio caracteristica da

recorréncia. Resolvendo a equagdo caracteristica, encontramos como raizes A\ =

1+v2 e da=1—+2.

Como a solugdo da recorréncia € dada por a,, = C1 A} + Cy)\y temos:
a, = C1(1+ \/5)” + Cs(1 — \/5)”. Mas, a; = 1leay = 3 entido:

Ci(1+v2) +0y(1—v2) =1
Ci(1+v2)? +Cy(1—+2)2=3

Resolvendo o sistema temos que C; = C = % obtendo assim:
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= %[(1 +V2)" (1 =V2)".

Exemplo 3.3.2. Sendo n um inteiro positivo, mostre que o niimero

—2\;5\;%1 (1 - \/5)n+—2‘£5\/g ! (1+\/5)n

é inteiro.
)\1 + )\2 =2

A . =4
Portanto, esses nimeros sdo raizes da equagio \>2 — 2\ — 4 = 0, que é a equagio

Solucdio: Fazendo A\; = (1 —v/5)e Ay = (1 ++/5) =

caracteristica da recorréncia a,, o — 2a,+1 —4a, =0 = a,.9 = 2a,1+4a,, Yn >
1.

A solugdo geral da recorréncia é:

ap = CIAT + CoX} = Cy(1 —VB)" 4+ Cy(1 + V5"

Para que a,, seja igual a expressao do enunciado € preciso que C| = 2\{% e

_ 2v/6-1 .
Cy = »F ouseja,

0y — 2{;1(1 @)ZN;;(HI)

alz%(l—ﬁ)lJrN;—f;l(ljtx/S)l:o

a2=%(1—¢5)2+2‘;—f;1(1+\/§)2:o

Ora,comoai;eas € Z € a, o = 2a,.1 +4a, = a, € Z,Vn.

Exemplo 3.3.3 (Numeros de Catalan). Seja (C),),>0 uma sequéncia de niimeros reais
n

definidos recursivamente por Cy = 1 e C, 11 = Z CrCh_k. Mostre que C,, =
k=0

L ( ) (Esses niimeros sdo chamados de Numeros de Catalan, em homenagem ao

n+1
Matemdtico Belga Eugene Catalan).
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Solucao: Uma série de poténcias f(z) é dita uma fungio geradora da sequéncia
(Ch)nen, quando os seus coeficientes sdo exatamente os termos da sequéncia dada,

1.€.,

f(z) =) Ciz' =Co+Crz' + Cor® + ... (3.8)

i=0
De (3.8) segue-se que

(f(Z))2 = C()Co + (0100 + C()Cl)z + (CQC() + 016'1 + COCQ)ZQ + ...

- (3.9
(WSS 4 Cyz 4+ Ca2? + ..
Multiplicando (3.9) por z e adicionando Cj, obtém-se que
Cot 2(f(2)P = Co+ Cra+ o+ G+ ... 2 r2),  (3.10)

e portanto, de (3.10) desde que C)y = 1 e completando os quadrados segue-se que:

L+ 2(f(2))* = f(2) = 42°(f(2))* — 42 f(2) + 42 =0
= (22f(2))* = 2(22f(2)) 1+ 1—1+42=0= (22f(2) = 1)’ =1 — 4z

= 2zf(2) =14+ vV1—4z (x)ou2zf(z) =1—+1—4z, (3.11)

e desde que (%) de (3.11) ndo satisfaz a condi¢do f(0) = ayg = 1, tem-se que

f(z) = Lo V22_4Z, Vz#0e f(0) = 1. (3.12)

Usando o Teorema Binomial Generalizado, tem-se que:

(3),  3(=3),, » G)(=3)(=3), (3.13)
=1- et () - 591 ()t
=1-— izlz — 122,22 — 3;12323 — 5'—3'124z4

11 ol 3! 4!
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De (3.13) em (3.12) tem-se que

1 1 1
flz)=14= Lot 3 By
2 3 4 3.14
L (2 (32 L 1 (53128 (3.14)
== ‘|‘§ F Z +§ 2! Z +Z 3' AN SR
Note que VK € N*
k k
. (2Kk)!
=[] - 12"kt []25 - 1)2F = = (3.15)
7=1 7=1

Finalmente de (3.15) em (3.14) segue-se que

LN A 5 16\ 5 L 2k
f(z)1+2<1>z+3<2>z+4(3>z+...kz%—kJrl(k)z. (3.16)

De (3 16), (3.8) tem-se que a,, € 0 n-€simo numero de Catalan, i.e., € dada por
C - n—|—1 (2”)

Exemplo 3.3.4. Se m e n sdo inteiros ndo negativos, mostre que o nimero

(2m)!(2n)!
m!n!(m + n)!’

S(n,m) =

chamado de Supercatalan,

é inteiro.

Sugestdo: Mostre que S(n+ 1, m) + S(n,m + 1) = 45(n, m) ou, equivalentemente,
S(n+1,m)=4S(n,m) — S(n,m+1).

Como S(0,m) = (2”7?) é inteiro, conclua que S(n,m) é sempre inteiro.

Observacao 3.3.1. Esse problema surgiu por volta de 1874 pelas maos do matemdtico
Belga Eugéne Charles Catalan. (E curioso que até hoje ndo se tem noticia que alguém
tenha demonstrado que esse niimero é inteiro por um argumento combinatorio, isto é,

propondo um problema de contagem, cuja resposta seja exatamente esse nimero).

74



CAPITULO 3. APLICACOES

SOlugﬁ();
_ (@m)! 2(n+1))!
S(n-l-l,m)_ml(n )(m-l-n—l—l)
S(n,m+1) = (2(m + 1)) (2n)!

(m+1)! n! (m+1+n)!
Fazendo a soma membro a membro obtemos:

S(n+1,m)+S(n,m+1) =

1 Cmm!@m+1w+¢mm+1w@mv

(m+n+1)! ml(n+1)! (m+1)n!

1 (WHJ)QmN+(( 1!+ UHJ)@MK%m+1W>
(m+n+1) (m+ 1)!.(n+1)!

_ 1 ((m+1).(2m)!(2n+2).(2n—|—1).(2n)!+(n+1).(2n)!(2m+2).(2m+1).(2m)!)
— (m4n+1).(m+n)! (m+1)m!.(n+1)n!

B (2m)!(2n)! ((m +1)2n+2)2n+ 1)+ (n+1)(2m + 2)(2m + 1))
 (m+n+1)(m+n)nm! (n+1)(m+1)

Mas,

(m+1)2n+2)2n+1)+(n+1)2m+2))2m+1) =
=2.(n+1) =2.(m+1)

m+1D)n+1)dn+2+4dm+2)=(m+1)(n+1)4d.(m+n+1)

B (2m)!(2n)! (4(m+ Dn+1)(m+n+ 1))
 (m+n+1)(m+n)nlm!’ (n+1)(m+1)
= 4. (2m)!(2n)! =4.5(n,m)

(m + n)! m!n!
Ora, como S(n + 1,m) + S(n,m + 1) = S(n,m), segue que S(n + 1,m) =
4.5(n,m) — S(n,m+ 1). Além disso,
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0!(2m)!  (2m)! 2m
S(0,m) = olm!lm!  mlml \m )
que € inteiro V. m € N.
Usando a recorréncia S(n + 1,m) = 4S(n,m) — S(n,m + 1), e a indugdo

sobre n, segue que:

S(1,m)=45(0,m) — S(0,m+1) = S(1,m) ¢é inteiro.
SﬁOi;l?eiI’OS

Suponha que S(n — 1,m) € Z , qualquer que seja m € Z (Hipdtese de inducio).

Por fim, vamos mostrar que S(n, m) € Z. De fato,

Sn,m)=4.S(n—1,m)—Sn—-1,m+1) = S(n,m) €Z
séoi?l?eiros

Exemplo 3.3.5. Para todo n € N, mostre que (3 +/5)" + (3 — /5)" é par.

Solucgao:
A ideia é mostrar que para todo n € N o niimero (3 +/5)" + (3 — v/5)" é solucdo

de uma recorréncia em que todos os termos da sequéncia sao nimeros pares.

Paratodo n € N, seja a,, = (3 4+ v/5)" + (3 — +/5)". Note que:
a1 =0B+VE)+(B-V5)l=6
az = (3+V5)2+ (3—5)? =28
Por outro lado, definindo \; = (3 +1/5) e Xy = (3 —+/5), segue que:
AM+X=6
A =4

o que revela que \; e \y sdo as raizes da equagio quadrarica \> — 6 + 4 = 0. Mas,
essa é a equagdo caracteristica da recorréncia x,, .o — 6,1 + 42, = 0,com n € N.

Ocorre que paratodon € N
Tpao — 6Tpe1 + 42, =0 = 2,00 = 62Tp41 — 42y = Tpoo = 2.(3x,401 — 2x,)
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Perceba que se z; e x5 forem pares, entdo a igualdade x,,.» = 2.(3x,,1 — 2x,) nos
garantird que z,, sera par para todo n € N. Entdo se conseguirmos fazer com que
a, = ¥, para todo n € N, isso mostrara que a,, € par para todo n € N. Mas como

fazer isso? Vejamos:

Ora, como \; = (34++/5) e Ay = (3—+/5) sdo as raizes da equacdo caracteristica
da recorréncia x,,, o — 6,1 + 4z, = 0, segue que a solucao geral dessa recorréncia

¢ da forma

Iy :Cl)\? + CQ)\Q
=C1(3 + V5)" + Co(3 — V5)™.

Ora, como a,, = (3++/5)" + (3 —+/5)", ¥n € N, para que a,, = x,, paratodon € N
bastaque C; =1e Cy = 1.

Dessa forma, se tomarmos C; = (5 = 1, para todo n € N teremos que:
T, =1.3+V5)"+1.(3—v5)"=(3+V5)"+(3—V5)"

Nesse caso, como os dois primeiros termos da sequéncia (z,),en S80 1 = 6 €
ro = 28, € Tpio = 2.(3x,11 — 27,) para todo n € N, podemos entdo garantir que

a, = x, € par para todon € N.

3.4 Matematica Financeira

Exemplo 3.4.1. Uma pessoa deposita inicialmente R$1.000, 00 numa poupanca que
rende 6% ao ano, com juros computados mensalmente, e além disso ela deposita no

primeiro dia de cada més, a partir do més seguinte ao depdsito inicial, R$200, 00.

(a) Para cada inteiro ndo negativo n, seja A,, o montante acumulado na conta apds

n meses. Para cada inteiro positivo n, determine uma relacdo entre A, e A, ;.
(b) Determine uma formula explicita para A, em funcdo de n.

(¢) Quantos anos serdo necessdrios para que o saldo presente na conta ultrapasse
R$10.000, 007
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Solucao:
(a) Vamos inicialmente calcular a taxa de juros mensal. Sabemos que:
(1+T)E —1="T,
onde, 7}, é a taxa anual e 7;,, € a taxa mensal. Assim,

(140,062 —1="T,,

(1,06)= — 1 =T,

T, >~ 0,0049.
Utilizando o raciocinio recorrente observamos que:
Ay = 1000

Ay = A1.1,0049 + 200
Az = Ay.1,0049 + 200
Ay = A3.1,0049 + 200

A, 9= A,_3.1,0049 + 200
A, 1 = A, _5.1,0049 + 200.

Dessa forma, encontramos assim a seguinte relacao:

A, = A,_1.1,0049 + 200.

1,0049"tA; = 1000.1,0049" !
1,0049" 2. 45 = A;.1,0049" 2 + 200.1,0049" 2
1,0049" 3. A3 = A5.1,0049" 2 + 200.1, 0049" 3
1,0049" % Ay = As.1,0049" 3 + 200.1,0049"~*
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1,0049%. A,,_» = A,_3.1,0049% + 200.1, 0049>
1,0049.A4,,_1 = A,_2.1,0049% + 200.1, 0049}
A, = A,_1.1,0049 + 200.1, 0049°.

Adicionando membro a membro e fazendo as simplificacdes necessarias obte-

mos:

A, = 1000.1,0049" 1 +200.(1,0049™ % 4-1,0049"* + ... + 1,0049").

Perceba que (1,0049" 241, 0049”1 +...+1,0049") é uma Progressio Geométrica
de razao 1, 0049 portanto:

n—1 __
A, = 1000.1,0049" " + 200. (1, 0049 1>

0, 0049

(c) Vamos utilizar A, = 1000.1,0049"~* + 200. (%) para calcular o tempo

necessario para que o saldo presente ultrapasse 10.000 reais.

0,0049.10000 = 0,0049.1000.1, 0049 + 200.1, 0049" ! — 200
= 49 = 4,9.1,0049" ' +200.1,0049"* — 200 = 249 = (4,9 + 200).1,0049" !
= 249 = 204,9.1,0049" 1 = 1,21522 22 1,0049" ! = n ~ 41.

Logo o tempo necessario precisa ser superior a 41 meses ou seja, 3,42 anos.

Exemplo 3.4.2. O saldrio de um trabalhador num més n é S,, = a + bn. Sua renda
mensal é formada pelo saldrio e pelos juros de suas aplicacoes financeiras. Atual-
mente, ele poupa (a cada més) o mesmo que ele aplicou no més anterior acrescido
de % de sua renda naquele més e investe sua poupanga a juros mensais de taxa 1.

Determine a renda desse trabalhador no més n.
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Solucao: Sejam z,,.5, € y, a renda, o salario e o montante das suas aplicacdes
no més n. Ora, como sua renda mensal é formada pelo salério e pelos juros de suas

aplicacOes financeiras, segue que
Tn4+1 — Sn—|—1 + Zyn

Por outro lado, como ele poupa (a cada més) o mesmo que ele aplicou no més anterior

acrescido de % de sua renda naquele més, segue que:

1
Yn = Yn—1 + —Ty.
p

Diante do exposto, temos o seguinte sistema de equagdes de recorréncia:

Tp+1 — Sn+1 + Zyn

Yn = Yn—1 + %xn

Da primeira equagdo, segue que y,, = x”*+5"“ = Yp_1 = “%St Assim, da segunda
equacao
1 LTp+1 — S +1 Ty — S 1
Yn = Yn—1+ —Tp = - . - = . - + —x,
p t t p

= Xyl — (1 + 3) Tp = Spi1—Sn = Tpi1— <1 + 3) z, = (a+b(n+1)—a+bn)
p p

:>a:n+1—<1+3)a:n:b,
p

que € uma equacao de recorréncia linear nao homogénea de primeira ordem. Con-

siderando a equacao de recorréncia homogénea correspondente, ou seja, 11 —

. n—1
(1 + %) x, = 0, pelo Teorema 1, segue que a,, = <1 + %) ¢ uma solucao dessa

equacao de recorréncia linear e homogénea.

Fazendo a mudanca de variaveis x,, = a, 2, em x,,,1 — <1 + %) x, = b, segue que

b

; n—1"
<1+1—))
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Por outro lado, zyp = a (no més 0 arenda é Sy = a). Assim,

AN a i
Ty = Qpzp = To= |1+ — =>2=—"—"—3=0a|l+-].
p i p
(1+1)
Diante do exposto, fazendo k£ = (1 + ;—)) segue que:
z0 = a.k

z21=2 +Db

k
Zn = Zn—1 1 1

Adicionando, membro a membro, tem-se que:

1— k"

Ora,comoz +n =a,z,, ek =1+ z%’ finalmente tem-se que:
b 1 b
= (a+p_.) (1+-) _
7 D 7

Exemplo 3.4.3. Em economia, utiliza - se recorréncias para descrever o comporta-
mento financeiro no tempo. Seja X,, a renda num periodo n e C,, o consumo nesse
mesmo periodo. Num modelo econdémico, a renda em qualquer periodo é assumida
como sendo a soma entre consumo e o investimento governamental E (que é assumido
constante em todos os periodos em que o modelo é aplicado). Além disso, o consumo
€ assumido como uma funcdo afim da renda correspondente ao periodo anterior, isto
é,
X, =C,+ E, onde FE ¢ o investimento governamental,

C, = c+mX,_1, onde c e m sdo constantes reais.

Com base no modelo descrito acima responda os itens abaixo:

(a) Mostre que X, = (E + ¢) (Z=) + mX,, Vn € N,

m—1
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E
(b) Supondo que 0 < m < 1, mostre que lim X, = (1 il C) + mXp.
n—00 —m

Solucao:
(a) Pelo enunciado,

X, =C,+F
C,=c+mX,_

= X, =mX,_.1+c+ E.

Considerando a recorréncia homogénea de primeira ordem X,, = m.X,,_;, segue que:

(

X1 = mXO
< X2 — le
\Xn = an—l-

Multiplicando membro a membro as igualdades acima, obtemos X,, = m"X. Fa-

zendo a mudanca de varidaveis X, 1 = m" X,.Y,,_1 na recorréncia
X,=mX,1+c+ E,

segue que:

c+ F

mn+1XOYn — mmnXOYn—l —|— C —I— E = Yn — Yn—l + m

Fazendo n variar em N, segue que:

(
_ ct+FE 1
i=Yo+ 5

<Y2=Y1+ﬂ1

XO m>

\Yn - Yn—l + erb 1

XO mn+1
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Adicionando as igualdades acima, segue que:

c+FE [ 1 1 1
Y, =Y —
"X, <m2 i m3 m3>
El&((%)" -1
Ly e [ () )
X() E - 1
v, c+E [m"—-1 .
mti Xy \ m—1
Lembrando que X,, | = m" X,.Y,,_1, segue que Y,, = m)f—?XO Em particular,
Yy = mX)g()' Portanto,
c+F [(m"—-1
Y, =Y
O+m”“XO (m—l)
Xn - XO 1 c+FE m" —1
mntl X, N mXg m"HXg\m-—1
"—1
= X, = (E +¢) (m ) +mXo,
m— 1

como queriamos demonstrar!

De fato, como 0 < m < 1, segue que lim m"™ = 0. Assim,
n—oo

n_1
lim X, = lim [(E+c) (m ) +mX0]

n—00 n—00 m — 1

—(E +¢) (0—11) +mXo

m_

5+ () +m

m— 1

E
:( +C>—|—mX0
1—m

Exemplo 3.4.4. Quando uma taxa de juros anual i é computada m vezes por ano,

a taxa por periodo é igual a # Por exemplo, se 3% = 0,03 é uma taxa anual
0,03 _

==
0,0075. Para cada inteiro k > 1, seja P, o montante acumulado ao final do k-ésimo

computada quadrimestralmente, entdo a taxa paga por quadrimestre é de

periodo. Assim, os juros acumulados durante o k-ésimo periodo é igual ao montante
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acumulado no periodo anterior, P._1 multiplicado pela taxa de juros correspondente

ao k-ésimo periodo, ou seja,
. . e . e Z‘
Juros adquirido no k-ésimo periodo = P,_1 | — | .
m
Portanto, supondo uma taxa de juros © computada m vezes ao ano, segue que

1 1
P =P,_1+ P <—> = Py <1—|——>.
m m

De acordo com a modelagem acima, mostre que:
(a) Pn=Py (1+0)".
1 m
(b) Sei=1, lim B (1 + —) = Py.e-
m—00 m
Solucao:
(a) De fato, como P, = P;_1 (1 + %), segue que:

PR (14 )
P Pi(147)

Py =Py (14 £)

Multiplicando essas m igualdades membro a membro, segue que:

(b) Sei =1, segue que

Pm:PO<1+i> jpmzpo(w—) .
m m

m—o0

1\"™ 1\"™
m—00 m m—00 m

:Po.e.

1 m
Lembrando que lim <1 + —) = e, segue que:
m
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Conclusoes

Ao escolher o tema de recorréncias, tinhamos como pretengdo trazer um assunto
que nao € tradicionalmente do Ensino Médio para o Ensino Médio, mostrando a
teoria bdasica e varios exemplos que vao do nivel mais simples (para aqueles que
sdo iniciantes nesse conteudo) aos exemplos mais elaborados (mais voltados aos
professores). Para isso, fizemos um panorama geral que abordava desde os primeiros
problemas que usavam o raciocinio recorrente passando pelos exemplos cléssicos e,
também, varios problemas de andlise combinatoria, probabilidade, teoria dos nimeros
e matematica financeira, que sao resolvidos com o auxilio dessa poderosa ferramenta.
Além disso, também mostramos através de alguns exemplos o quanto essa ferramenta
€ compativel com o uso de softwares, como por exemplo as planilhas eletronicas
(Excel ou Calc), o que pode ser bem estimulante aos professores e estudantes que
estdo tendo o primeiro contato com o assunto.

Durante a construc¢ao desse trabalho abordamos as recorréncias lineares de 1% e
2% ordens e percebemos que as técnicas recursivas podem ser trabalhadas no Ensino
Médio, tendo em vista que os alunos ja possuem entendimento e conhecimento
basico para utiliza-las, estimulando, dessa forma, novos conhecimentos, modelos e a
descoberta de padroes.

Desse modo, esperamos que esse trabalho venha a contribuir para um primeiro
contato com esse tema aos estudantes e também que possa incentivar a ampliagao
de conhecimentos daqueles que por acaso ja tenham tido algum contato anterior
com o assunto, exibindo novas técnicas para resolu¢ao de problemas de diversos
ramos da matematica pura e aplicada. Por fim , sempre estivemos ao longo de todo o
trabalho com a inten¢gdo de compilar num mesmo material uma gama de resultados

e exemplos que para ter acesso seria necessaria uma consulta em vdrias obras que
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tratam do assunto, além de oferecer uma linguagem mais simples o direta para um
leitor iniciante no assunto, o que pode resultar, a0 nosso ver uma economia de tempo

e esfor¢o para entrar no assunto e nas suas aplicagoes.
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