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Resumo

Esse trabalho tem como principal objetivo apresentar a Congruéncia Modular como ferra-
menta poderosa para auxiliar na resolucao de problemas de matematica do Ensino Médio
e Superior. Através do material tedrico e principalmente prético fornecido nesse trabalho,
esperamos facilitar a compreensao da teoria abordada e despertar cada vez mais o inte-
resse pelo estudo dessa fascinante matéria que é a matematica. Propomos nesse trabalho
aplicagoes interessantes da congruéncia modular em problemas do cotidiano. Fizemos a
apresentacao de teoremas importantes, como o Pequeno Teorema de Fermat e o Teorema
de Wilson com o objetivo de aplicé-los para facilitar a resolucao de alguns problemas de
congruéncia modular. Apresentamos o jogo dos restos envolvendo congruéncia modular e
atividades com suas respectivas sequéncias didaticas para que possam ser aplicadas em
sala de aula, facilitando a compreensao do conteido. E através de uma gama de atividades

resolvidas o leitor tera suporte para um melhor aprofundamento do contetdo.

Palavras-chave:Congruéncias; Resolugao de Problemas; Educagao Matemaética.



Abstract

This work has as main objective to present modular congruence as a powerful tool to
assist in solving mathematics problems in high school and higher education. Through
the theoretical and mainly practical material provided in this work, we hope to facilitate
the understanding of the theory addressed and to arouse more and more interest in the
study of this fascinating matter that is mathematics. We propose in this work interesting
applications of modular congruence in everyday problems. We made the presentation
of important theorems, such as Fermat’s Little Theorem and Wilson’s Theorem with the
aim of applying them to facilitate the resolution of some problems of modular congruence.
We present the game of remains involving modular congruence and activities with their
respective didactic sequences so that they can be applied in the classroom, facilitating
the understanding of the content. And through a range of resolved activities the reader

will have support for a better deepening of the content.

Keywords: Congruences; Problem Solving; Mathematics Education.
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INTRODUCAO

A motivacao desta dissertacao surgiu do interesse em relacionar a Matematica es-
tudada durante as aulas do PROFMAT com a Matemética da Educacao Basica, mais
especificamente no que se refere ao conteido de Aritmética Modular, o qual pode ser
utilizado para simplificar e agilizar a resolucao de alguns problemas matemaéticos. Acredi-
tamos que através do contetido tedrico e pratico abordado no presente trabalho, se tornara
mais facil a compreensao e aplicabilidade dos problemas tratados nao s6 no Ensino Médio,

mas também no Ensino Superior, onde a abordagem ¢é mais complexa.

Nesse sentido, apresentaremos varios recursos tais como atividades praticas para o Ensino
Meédio, listas de exercicios e jogo com o objetivo de auxiliar os professores em sala de
aula. No ambito do Ensino Superior apresentaremos também material tedrico e diversas

atividades resolvidas como ferramenta auxiliadora.

Mas especificamente:

e Definiremos congruéncia modular, mostraremos algumas propriedades e teoremas
da aritmética modular como ferramenta para resolver problemas que envolvam:
divisibilidade, resto, nimeros complexos, trigonometria e problemas do cotidiano

como verificagao da validade do CPF e aplicacao no calendario.

e Mostraremos como alguns problemas dificeis que diz respeito a divisibilidade podem
ser resolvidos de maneira bem mais facil quando utiliza-se as propriedades e os

teoremas abordados nesse trabalho.

e Esperamos contribuir para o Ensino - Aprendizagem da Matematica na Educacao
Basica e Superior através da aplicagao da aritmética modular com confecgao de

sequéncias didaticas envolvidas.

O presente trabalho esté divido como se segue. No Capitulo 1 falaremos um pouco
da historia dos principais matematicos que contribuiram com assuntos relacionados a con-
gruéncia modular, apresentaremos a definicao de congruéncia modular, sistema completo
de restos, operacoes em Z,,, aplicagao de congruéncia modular em critérios de divisibi-
lidade, apresentaremos teoremas com suas demonstragoes e daremos exemplos de como
aplica-los. Falaremos também de algumas aplicagoes de congruéncia modular no cotidi-
ano, tais como no calendario e no CPF. No Capitulo 2 propomos sequéncias didaticas
que poderao ser aplicadas no Ensino Médio, envolvendo o jogo dos restos, a aritmética
do reldgio, aritmética aplicada na trigonometria e nos nimeros complexos. Apresentamos

também listas de exercicios com contetido de revisao e com o contetido de congruéncia



modular que podem ser aplicadas em sala de aula. No Capitulo 3, apresentaremos alguns
dos principais teoremas que envolvem o conceito da aritmética modular, como o Pequeno
Teorema de Fermat, o Teorema de Wilson, o Teorema de Euler e o Teorema Chinés dos
Restos (aqui, falaremos da congruéncia linear) de modo a levar os alunos do ensino supe-
rior a ampliar sua compreensao acerca destes resultados. Para tanto, falaremos um pouco
sobre o autor de cada teorema, além de obviamente enunciar e demonstrar cada teorema.
Por fim, serao resolvidos varios exercicios de nivel superior. No Capitulo 4, trazemos nos-
sas Consideragoes Finais acerca do trabalho desenvolvido, onde esperamos que o trabalho

tenha acrescentado mais conhecimento para o leitor.



1 Nocoes de Congruéncia Modular

Iniciaremos este capitulo apresentando alguns aspectos histéricos da congruéncia
modular. Posteriormente, faremos sua defini¢ao, resolveremos exercicios, mostraremos a
caracterizagao de inteiros congruentes, mostraremos algumas propriedades e operagoes
em Z,, e demonstraremos alguns resultados que consideramos mais relevantes. Posteri-
ormente, demonstraremos alguns critérios de divisibilidade utilizando as nog¢oes de con-
gruéncia modular. Terminamos o capitulo mostrando algumas aplica¢oes de congruéncia

modular no nosso cotidiano.

1.1 Aspectos Historicos

No decorrer da histéria tivemos muitas contribui¢oes dadas por diversos estudio-
sos para o enriquecimento do conhecimento matemético, no que se trata da Aritmética
Modular. Carl Friedrich Gauss (1777, 1855), foi o grande introdutor do conceito de con-
gruéncia modular, e comegou a mostrar ao mundo as congruéncias a partir de um trabalho
realizado em 1801, (GOLDSTEIN et al., 2007) quando tinha apenas 24 anos de idade.

Varias ideias de grande importancia usadas na teoria dos niimeros, foram introdu-
zidas e s@o utilizadas até hoje (assim como o simbolo usado na congruéncia atualmente,
foi 0 que Gauss usou naquela época). Um uso familiar da aritmética modular é no relogio
de ponteiro, no qual o dia é divido em dois periodos de 12 horas cada. Se sao 7 horas
agora, entao daqui a 8 horas serdo 3 horas. A adi¢ao usual sugere que o tempo futuro
deveria ser 7 + 8 = 15, mas esta é a resposta errada por que o relégio “volta para tras”
a cada 12 horas; nao existe “15 horas” no relégio de ponteiro. Da mesma forma, se o
relogio comega em 12:00 (meio dia) e 21 horas se passam, entao a hora sera 9:00 do dia
seguinte, em vez de 33:00. Como o numero de horas comeca de novo depois que atinge 12,
esta aritmética é chamada aritmética médulo 12. O ntimero 12 é congruente nao so6 a ele
mesmo, mas também a 0, assim a hora chamada “12:00” pode também ser chamada “0:00”,
pois 0 = 12 (mod 12). (GAUSS, 1801). Atento as relagdes existentes entre os nimeros,
Gauss observou que frequentemente eram usados termos como a dé o mesmo resto que b
quando dividimos por m. Essa afirmacao o intrigou, levando-o a desenvolver o pensamento
e as bases da aritmética modular. Como isso é possivel? Ora, ao demonstrar que niimeros
diferentes divididos por um outro ntmero distinto dos anteriores produzia o mesmo resto.
Assim concluiu que esses niimeros eram congruentes, iguais, em termos de divisibilidade
por aquele divisor. Nao se pode descartar, nas discussoes sobre aritmética modular, as
contribui¢oes de Pierre de Fermat, advogado francés que tinha a matemaética como um

hobby, j& que matemaéticos de épocas posteriores debrucavam sobre suas proposigoes para



fazerem demostracoes e comprovacoes. E de Fermat o enunciado do famoso Pequeno Te-
orema de Fermat, que afirma “Se p é primo e a ¢ um nimero inteiro nao divisivel por p,
entdo o nimero a?~! — 1 ¢ divisivel por p”. Tal enunciado, atualizando a linguagem, foi
declarado em uma carta a Frenicle de Bessy em 18 de outubro de 1640. A demonstracao
desse Teorema foi publicado pela primeira vez por Leonhard Euler, cerca de 100 anos
mais tarde. Tempos depois, Gauss propds que o Pequeno Teorema de Fermat é um caso
de congruéncia, pois “se p ¢ um nimero primo e a ¢ um namero inteiro qualquer, entao
a afirmagcao p divide (a” — a), pode ser escrita usando uma notagao de congruéncia como

a? = a (mod p)”.

1.2  Embasamento Teo6rico

Geralmente, a aritmética modular é abordada apenas no ensino superior, mas
acreditamos que, devido a facilidade de compreensao do conceito, suas noc¢oes também
podem ser introduzidas no ensino médio, desde que com uma linguagem matematica
apropriada para esta etapa do ensino e sem que sejam feitas todas as demonstragoes.
Nessa secao trataremos das primeiras nogoes de congruéncia modulares, iniciando pela
defini¢ao de congruéncia modular, passando por algumas propriedades, teoremas e sistema

completo de restos.

Definicao 1.1 Sejam a e b inteiros quaisquer e seja m > 1 um inteiro positivo fizo. Diz-
se que a € congruente a b mddulo m, se m divide (a —b), isto €, se existe um inteiro k

tal que a — b= k.m.

Notagao: a = b (mod m)

Exemplo 1.1 Temos os sequintes exemplos de congruéncias:

i) 24 = 3 (mod 7), pois 7|(24 — 3), ou seja 7|21, ja que 3.7 = 21;

it) 31 = —11 (mod 6), pois 6|[(31 — (—11)], ou seja 6|42, jd que 7.6 = 42;

iii) —63 = —15 (mod 8), pois 8|[—63 — (—15)], ou seja 8] — 48, jd que (—6).8 = —48.

Definicao 1.2 Sejam a e b inteiros quaisquer. Se m > 1 nao divide a diferenca a — b,

entao diz-se que a € incongruente a b modulo m. [

Notagao: a #Z b (mod m)



Exemplo 1.2 Veja que 10 #Z 3 (mod 6), pois 61 (10 — 3), ou seja 61 7.

Observacoes: E facil ver que:

1. Dois inteiros quaisquer sao congruentes (mod 1).
2. Dois inteiros s@o congruentes (mod 2) se ambos sao pares ou ambos sdo impares.

3. a =0 (mod m) se, e somente se, m|a.

Veremos a seguir um resultado que nos fornece uma caracterizacao de inteiros

congruentes. Para tanto, precisamos do seguinte resultado:

Algoritmo da Divisao de Fuclides: Dados a,b € Z, b # 0, existem tnicos ¢, € Z
tais que a = b.g+7re 0 <r < |b.

Para maiores detalhes, veja (MARTINS, 2015).

Teorema 1.1 Dois inteiros a e b sao congruentes modulo m se, e somente se, a e b

deixam o mesmo resto quando divididos por m.

Demonstracgao:

(=) Suponhamos que a =b (mod m). Entao, pela definigao:
a—b=k.m, existe k € Z.

Seja r o resto da divisao de b por m; entao pelo Algoritimo da Divisao de Euclides, existe

q € Z tal que

b=m.q+r,0<r<m.
Portanto:
a=km+b=km+mq+r=(k+q).m+r

e isto significa que r também é o resto da divisao de a por m, isto é, os inteiros a e b

divididos por m deixam o mesmo resto r.

(<) Reciprocamente, suponhamos que a e b divididos por m deixam o mesmo resto 7.

Entao, podemos escrever:

a=m.q+reb=mqgp+r,0<r<m



e, portanto:
a—b= (¢ —q@)m=m|(a—b) =a=b(modm) R

Teorema 1.2 Seja m um inteiro positivo fizo (m > 1) e sejam a, b, ¢, d inteiros quais-

quer. Valem as sequintes propriedades:

1. Sea =b (mod m) e se c =d (mod m), entdo a+c¢ = b+ d (mod m) e a.c
b.d (mod m).

2. Sea =b (mod m) e c um inteiro qualquer, entio a +c = b+ ¢ (mod m) e a.c =

b.c (mod m).

3. Se a =0b (mod m), entdo a" = b" (mod m) para todo inteiro positivo n.
Demonstracao:

1. Se a = b (mod m) e se ¢ = d (mod m), entdo existem inteiros h e k tais que

a—b=hmec—d= k.m. Portanto:

(a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d)=(h+k)m

a.c—b.d= (b+hm)(d+k.m)—bd= (b.k+d.h+ hkm)m

o que implica:

a+c=b+d (mod m) e a.c=b.d (modm)

2. Temos:
a=b (mod m)ec=c (modm)

Logo, pela propriedade anterior:

a+c=b+c (mod m) e a.c = b.c (mod m)
Em particular, se ¢ = —1, entao:

a.(—1) = b.(—1) (mod m) ou —a = —b (mod m)

3. Provando por inducgao sobre n, a proposicao ¢ verdadeira para n = 1 , e suposta

verdadeira para o inteiro positivo k temos:

6



a® =b* (mod m) e a = b (mod m)

Portanto, pela propriedade 1 acima

a*.a = b*.b (mod m) ou a**1 = bF*1 (mod m)

isto €, a proposicao é verdadeira para o inteiro positivo k + 1. Logo, a proposicao é

verdadeira para todo inteiro positivo n .

(KONAGESKI et al., 2019)

Teorema 1.3 Seja m um inteiro positivo fizo (m > 1) e sejam a, b e c inteiros quaisquer.

Valem as sequintes propriedades:

1. a =a (mod m) (Refleziva)
2. Sea=0b (mod m), entio b = a (mod m) (Simétrica)

3. Sea=0b(mod m) e se b=c (mod m), entio a = ¢ (mod m) (Transitiva)

Demonstracgao:

1. E facil ver que a|0. Assim, podemos escrever a|(a—a), o que implica: a = a (mod m).

2. Se a = b (mod m), entdo existe k € Z tal que a — b = k.m. Portanto: b —a =
—(k.m) = (=k).m = b =a (mod m).

3. S¢e a =b (mod m) eseb=c (mod m), entdo existem inteiros h e k tais que
a—b=hmeb—c=km.
Assima—c=(a—b)+(b—c)=hm+km=(h+k)m

e isto significa que a = ¢ (mod m). W
(KONAGESKI et al., 2019)

Sistema Completo de Restos

Definicao 1.3 Chama-se sistema completo de restos mddulos m todo conjunto S =
{ri,ra, ...;rm} de m inteiros tal que um inteiro qualquer a € congruente mddulo m a

um unico elemento de S. [

Em outras palavras, um conjunto S C Z é um sistema completo de restos moédulo m se

para todo a € Z existe um, e s6 um, b € S tal que a = b (mod m).



Exemplo 1.3 Cada um dos conjuntos:

{1,2,3},{0,1,2},{—1,0,1},{1,5,9}

¢ um sistema completo de restos (mod 3).

Pois cada um dos elementos de um desses conjuntos é congruente a 0, ou a 1, ou a 2

(mod 3), que sdo todos os restos menores que 3.

Ja o conjunto {1,4,7} nao é um sistema completo de resto (mod 3).

Pois1 =1 (mod 3),4=1 (mod 3) e 7= 1 (mod 3), forma sé um conjunto unitdrio {1}.

Aritmética Modulo m

A ideia priméaria da aritmética modular é bem simples. Fixado um inteiro m,
todos os demais ntimeros inteiros a sao substituidos pelo resto de sua divisao euclidiana
por m. Desse modo, o conjunto Z dos nimeros inteiros se transforma no conjunto Z,, =
{0,1,...,m — 1}, denominado conjunto dos inteiros moédulo m (cujos elementos sao os

restos possiveis da divisdo de um inteiro a qualquer por m).

Definigao 1.4 Seja a um inteiro. Chama-se classe de congruéncia de a mddulo, (m > 1)

ao conjunto formado por todos os inteiros que sao congruentes a a modulo m. [J

Denotamos esse conjunto por a. Temos, entao:
a={r€Z;x=a(modm)}

Como x = a (mod m), se e somente se, x é da forma x = a + k.m , para algum k € Z,

também podemos escrever:
a={a+kmlkeZ}

Mostraremos a seguir que a relacao de congruéncia entre ntmeros é uma igualdade no

que se diz respeito a divisibilidade.

Proposicao 1.1 Sejam a e b inteiros. Entio a = b (mod m), se e somente se, @ = b.



Demonstracgao:

Suponhamos que a = b (mod m), queremos provar que @ = b, isto é, uma igualdade entre
conjuntos. Dado z € @, temos por definigdo que z = a (mod m). Da propriedade transitiva
de congruéncia e da hipotese, segue imediatamente que = € b. Logo, @ C b. A inclusdo
b C @ segue de forma analoga. Reciprocamente, se @ = b, como a € @, temos também que
a € b, logo, a =b (mod m). B

Corolario 1.1 Sejam a e b inteiros. Sea # b, entio aNb = @.

Demonstragao:

Suponhamos por absurdo que @ N b # @. Considere um inteiro ¢ que pertenca a ambas
as classes. Como ¢ € @, temos que ¢ = a (mod m) e, de forma analoga, ¢ = b (mod m).
Portanto, @ = b (mod m) e, da proposicio acima, @ = b. Absurdo! Pois @ # b. Logo,
anb=o. A

Note que, por exemplo, para as classes (mod 7), temos que 0 = 7 = 14 = —7 = ...
etc. Mais precisamente, dada uma classe @, para qualquer inteiro x tal que x € @, temos
que T = a. Por causa disto, cada inteiro pertencente a uma dada classe ¢ chamado de

representante daquela classe. Por exemplo, 11 e —3 sdo representantes da classe 4 (mod 7).

Consideremos um sistema completo de classes ou residuos médulo m, por exemplo, os

inteiros 0, 1,...,m — 1 e suas respectivas classes:
0={0,£m,4+2.m,+,3.m, ...}

T={1,1+m,1+2m,1+3m,..}

m—1l={m—-1m—-1+tmm—-1+2mm—1+3m,..}

Conforme ja foi considerado, cada inteiro pertence a uma e apenas uma das m classes.

Por exemplo, se m = 7, todas as classes possiveis, (mod 7), sdo as seguintes:

0={0,£7,+,14,421,...}
T={1,14+7,1+£14,1£21,..}
2=1{2,24+72+14,2421,...}



T1={3,3+£7,3+14,3+21,..}
4={4,4+74+144+21,.}
5={55+7,5+14,54+21,...}
6=1{6,6+76+146+21,..}

Denotamos pelo simbolo Z,, o conjunto das classes de congruéncia médulo m e o chama-

remos de Conjunto dos Inteiros Modulo m.

Note que, por exemplo,

0=7,1=15,2=9,3=-11,4=25,5=—-16, 6 = —8.

e também podemos escrever:

Em geral, se {a1, as, ..., a,, } ¢ um sistema completo de restos modulo m, temos que:

L = {1, @2, ... G }

Tomando o sistema de restos mais simples, podemos escrever:

Loy = {0,1,3, ..., m =T}

Note que, conforme as observacoes acima, o conjunto Z,, tem precisamente m elementos.
Adigao e Multiplicagao em 7Z,,

Vamos entender as operacoes de soma e produto em Z,, estudando suas propriedades.
Tem uma forma natural de compreender. Por exemplo, para somar e multiplicar 3 e 6 em

Zr, farfamos:

3+6=9=2

Exemplificando a adigdo e a multiplicagdo em uma "tabela" (mod 7) :
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Tabela 2 — Multiplicagdo (mod 7)

Observacoes:

Perceba, na tabela de adi¢ao, o conceito de inverso aditivo médulo m. Dizemos que dois
elementos de Z,, sdo inversos aditivos, se e somente se, a +b = 0 (mod m). Assim, por

exemplo, 4 e 3 sdo inversos aditivos (mod 7), uma vez que 4 + 3 = 0 (mod 7).

Portanto para efetuar a soma de duas classes modulo m, tomamos representantes (quais-
quer) a e b dessas classes, efetuamos a soma a+b em Z e consideremos como resultado
da soma a classe de a+b modulo m. A operacao de produto se faz de forma analoga.
Pode se questionar: serda que o resultado das operacoes nao depende dos representantes
escolhidos? De volta ao exemplo de Z;, para somar 3 + 6, poderiamos tomar 38 como um
representante de 3 e 27 como representante de 6. Serd que 38 + 27 = 65 é o mesmo resul-
tado que aquele obtido acima, 3+6 = 2 ? A resposta ¢ afirmativa. Como 65 = 2 (mod 7),
claramente o resultado ¢ o mesmo. O lema abaixo garante esse bom comportamento das

operagoes.

Lema 1.1 Sejam a, a’, b, b’ inteiros tais que @ = ' e b = V. Entdo, a+b=d +1V e

ab=dl.
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1.3 Critérios de Divisibilidade

Nessa secao faremos a demonstracao de alguns critérios de divisibilidade fazendo
uso da congruéncia linear. Esta abordagem visa preparar o professor para sanar questio-
namentos do tipo "Por que essas regras ensinadas dao certo?", ou "de onde surgem essas
regras?"

Esperamos que o contetido aqui abordado possa preparar o professor para melhor respondé-

las.
Critério de divisibilidade por 2

Um numero € divisivel por dois quando for par, ou seja seu ultimo algarismo

terminar com um desses algarismos 0,2,4,6 ou 8.

Seja n = a,a,_1...ap um nimero natural com n + 1 digitos, sendo a; esses digitos, entao
a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Podemos escrever n na forma n = a,a,_1...ap = 10"a,, +
10”*1an_1 + ... + 10a; + ag.

Exemplo 1.4 123 =100 + 20 + 3 = 1.10* + 2.10' + 3.10°

Dado n = a,a,_1...ap = 10"a, + 10" *a,_; + ... + 10a; + ag. Como 10 = 0 (mod 2), temos
entdo que n = ag (mod 2). Portanto para que n seja divisivel por 2, ap tem que ser par,

ou seja um dos algarismos 0, 2,4, 6 ou 8.

Exemplo 1.5 O numero 2.456.856.888 ¢ divisivel por 2, pois seu ultimo algarismo € o 8
que € divisivel por 2. E o nimero 345.679 nao € divisivel por 2, pois o ultimo algarismo é

9 que nao é divisivel por 2.
Critério de divisibilidade por 3

Um numero € divisivel por trés quando a soma de seus algarismos absolutos for

também divisivel por trés.

Dado n = a,a,_i...ag = 10"a,, + 10" 'a,_; + ...+ 10a; + ap. Como 10 = 1 (mod 3), temos
entdo que n = a, + ay_1 + ... + ao (mod 3). Portanto um namero é divisivel por 3 quando

a soma de seus algarismos for um nimero divisivel por 3.

Exemplo 1.6 O nimero 111.111 é divisivel por 3, pois 1 +1+1+1+1+1 =06 que €
divisivel por 3. O numero 2347 nao € divisivel por 3, pois 2+ 3+ 4+ 7 = 16 que nao é

divisivel por 3.
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Critério de divisibilidade por 4

Um numero € divisivel por 4 quando seus dois ultimos algarismos formar um nai-

mero divisivel por 4.

Dado n = ana,_1...ag = 10"a, + 10" ta, ;1 + ... + 10a; + ag = 100(10"2a, + ...+ 10'az +
as) + 10a; 4 ap, como 100 = 0 (mod 4), temos entao que n = 10a; + a¢ (mod 4). Portanto
10a, + ag que representa os dois ultimos algarismos de n precisa ser multiplo de 4, ou seja

da forma 10a; + ag = 4k, onde k € Z, para que o ntumero n seja divisivel por 4.

Exemplo 1.7 O nidmero 1024 € divisivel por 4, pois os dois ultimos algarismo sao 24,
que € divisivel por 4. Jd o niumero 2.345.689 nao € divisivel por 4, pois os dois ultimos

algarismos € 89 que nao € divisivel por 4.

Critério de divisibilidade por 5
Um numero natural é divisivel por 5 quando ele termina em 0 ou 5.

Dado n = a,a,,_1...a9 = 10"a,, + 10" a,_; + ...+ 10a; + ag. Como 10 =0 (mod 5), temos
entdo que n = ay (mod 5). Portanto para que n seja divisivel por 5, ny tem que terminar

em 0 ou 5.

Exemplo 1.8 Os numeros 45.890 e 23.455 sao divisiveis por 5 e 56.784 nao é divisivel

por 5, pois termina em 4.

Critério de divisibilidade por 6

Um nimero € divisivel por 6 quando for divisivel por 2 e também por 3.

Exemplo 1.9 O nimero 1.236 € divisivel por 2, pois € par, e é divisivel por 3 pois 1 +
243+6 =12, logo € divisivel por 6. Jd o nimero 111.111 € divisivel por 3, pois 1 + 1 +

1+1+1+1=6, mas é impar e nao € divisivel por 2. Logo nao € divisivel por 6.

Mas também podemos usar a congruéncia modular para demonstrar.
Seja 0 nimero n = apdn_i...a9 = 10"a, + 10" ta,_1 + ... + 10a; + ag
Entao:

e 10" =1 (mod 6)
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10" = 4 (mod 6) ou 10! = —2 (mod 6)

10* = 4 (mod 6) ou 10> = —2 (mod 6)

10* =4 (mod 6) ou 10* = —2 (mod 6)

10* = 4 (mod 6) ou 10* = —2 (mod 6)

10° = 4 (mod 6) ou 10° = —2 (mod 6)

Ou seja:

e a3.10° = 1.qy (mod 6)

e 0,.10' = 4.a; (mod 6) ou a;.10' = —2.a; (mod 6)
e 15.10? = 4.a5 (mod 6) ou ay.10> = —2.ay (mod 6)
e a3.10° = 4.a3 (mod 6) ou a3.10*> = —2.a3 (mod 6)
e a,.10* = 4.a4 (mod 6) ou a4.10* = —2.a4 (mod 6)

e a5.10° = 4.a5 (mod 6) ou a5.10°> = —2.a5 (mod 6)

e a,.10" = 4.a, (mod 6) ou a,.10" = —2.a,, (mod 6)

Portanto n = apa,_i...ap = 10"a, + 10" ta,_1 + ... + 10a; + ag ¢ divisivel por 6 quando
o algarismo das unidades somado ao quadruplo da soma dos algarismos de ordem par e

subtraindo do dobro da soma dos algarismos de ordem fmpar o for.

Exemplo 1.10 Verificando se 24.678 € divisivel por 6 por este critério:

1. O algarismo da unidade € 8
2. Os algarismos da ordem par sao 6 e 2

3. Os algarismos da ordem impar sio 7 e 4

Logo aplicando o processo, obtemos: [8 +4.(6 +2) — 2.(7T+4)] = [8 + 4.(8) — 2.(11)] =
8432 22] = 18

Como 18 = 6.3 € divisivel por 6, temos entdo que o numero 24.678 também € divisivel por

6.
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Critério de divisibilidade por 8

Um numero é divisivel por 8, quando seus 3 ultimos algarismos formar um nimero

divisivel por 8.

Exemplo 1.11 O numero 119.888 ¢ divisivel por 8, pois os 3 ultimos algarismos é 888
que € divisivel por 8. Jd o numero 2.444 nao € divisivel por 8, pois 444 nao € divisivel por
8.

Mas também podemos usar a congruéncia modular para demonstrar.
Seja 0 nimero n = a,dy_1...a9 = 10"a, + 10" ta,_; + ... + 10a; + ag

Entao:

e 10°=1 (mod 8)

10! = 2 (mod 8) ou 10! = —6 (mod 8)

102 = 4 (mod 8) ou 10> = —4 (mod 8)

10* = 0 (mod 8) ou 10* = 0 (mod 8)

10* = 0 (mod 8) ou 10* =0 (mod 8)

10° = 0 (mod 8) ou 10° =0 (mod 8)

Ou seja:

e .10° = 1.q¢ (mod 8)

e a3.10' = 2.a; (mod 8) ou agl0' = —6.a; (mod 8)
e ay.10%> = 4.a5 (mod 8) ou a310? = —4.a, (mod 8)
e a3.10° = 0.a3 (mod 8) ou a310® = 0.a3 (mod 8)
e a4.10* = 0.a4 (mod 8) ou a410* = 0.a4 (mod 8)

e a5.10° = 0.a5 (mod 8) ou a510° = 0.a5 (mod 8)

Portanto n = a,a,_1...a0 = 10"a,, + 10" ta,_1 + ... + 10a; + ag é divisivel por 8, se uma

dessas duas maneiras distintas acontecer:
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1. Um numero ¢ divisivel por 8 quando o algarismo da unidade somado com o dobro

do algarismo da dezena e ao quadruplo do algarismo da centena for divisivel por 8

2. Um ntmero ¢ divisivel por 8 quando o algarismo da unidade subtraido do séxtuplo

do algarismo da dezena e do quadruplo do algarismo da centena for divisivel por 8

Exemplo 1.12 Seja o nimero 455.848, usando o primeiro critério visto aqui temos:

1. O algarismo da unidade é 8
2. 0 algarismo da dezena € 4

3. O algarismo da centena € 8

Aplicando o processo teremos:
8+24+48=8+8+32=16+32=148

Como 48 = 8.6, ¢ divisivel por 8, temos que o niumero 455.848, também ¢é divisivel por 8.

Critério de divisibilidade por 9

Um niamero € divisivel por 9, quando a soma de todos os seus algarismos formar

um numero divisivel por 9.

Dado n = a,a,_1...ap = 10"a, + 10" ta,_1 + ...+ 10a; + ag. Como 10 =1 (mod 9), temos
entdo que n = a, + a,_1 + ... + ag (mod 9). Portanto um ntimero é divisivel por 9 quando

a soma de seus algarismos for um nimero divisivel por 9.

Exemplo 1.13 O numero 111.111.111 € diwvisivel por 9, pois 1+14+1+1+14+1+14+1+1 =
9 que € divisivel por 9. O numero 2347 nao € divisivel por 9, pois 2+ 3+ 4+ 7 =16 que

nao € divisivel por 9.

Critério de divisibilidade por 10
Um nimero natural € divisivel por 10 quando ele termina em 0.

Dado n = anay_1...a0 = 10"a,, +10"ta,_1 +...+10a; +ag. Como 10 = 0 (mod 10), temos
entdo que n = ag (mod 10). Portanto um nimero ¢ divisivel por 10 quando seu tltimo

algarismos ou seja ag seja 0.

Utilizando o procedimento acima e as propriedades da congruéncia modular podemos

deduzir critérios de divisibilidade para outros ntmeros.
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1.4 A Congruéncia Modular no Cotidiano

Nessa secao apresentaremos algumas aplicagoes interessantes no nosso cotidiano relacio-
nadas ao conceito de congruéncia modular. Tais aplicacoes podem ser abordadas tanto

no ensino fundamental como no ensino superior.

1.4.1 Congruéncia Modular no Calendério

Figura 1 — Calendario de 2020

2020
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Fonte: Google imagens

Vamos supor que vocé saiba em qual dia da semana caiu o dia 1° de janeiro de um
determinado ano. Em 2006, por exemplo, foi um domingo. Imaginemos que vocé deseja
saber quando caird um outro dia qualquer (vale para qualquer ano). E s6 montar uma

tabela para essa primeira semana, que no caso sera:

e Domingo — 1 , sabemos que 1 =1 (mod 7)

Segunda — 2, sabemos que 2 = 2 (mod 7)

Terga — 3, sabemos que 3 = 3 (mod 7)

Quarta— 4, sabemos que 4 = 4 (mod 7)

Quinta — 5, sabemos que 5 =5 (mod 7)

Sexta — 6, sabemos que 6 =6 mod 7
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Sabado — 7, sabemos que 7 =0 mod 7

e Domingo — 8 , sabemos que 8 =1 (mod 7)

Segunda — 9, sabemos que 9 = 2 (mod 7)

Ter¢a — 10, sabemos que 10 = 3 (mod 7)

Verificamos aqui que estamos novamente diante de um caso de congruéncia, que nesse caso
¢ (mod 7). Digamos que estivéssemos interessados em descobrir em que dia da semana
caiu o dia 5 de julho de 2006 (e nao temos um calendéario em maos, ¢ claro). Primeiro

precisamos saber quantos dias existem de 1 de janeiro até 5 de julho. Vejamos:

Janeiro = 31 dias

Fevereiro= 28 dias (2006 nao é bissexto)

Marco = 31 dias

Abril = 30 dias

Maio = 31 dias

Junho = 30 dias

Julho = 5 dias

Total= 186 dias. Agora, é como se tivéssemos uma fila de 186 dias e estamos desejando
saber, na congruéncia de (mod 7) (7 dias da semana) qual o correspondente ao 186. Se
dividirmos 186 por 7, teremos: quociente 26 e resto 4. Logo, o 186 = 4 (mod 7). Como
o dia 4 de janeiro de 2006 foi uma quarta-feira, o 186° desse mesmo ano também o

serd e, é claro, que todas as demais quarta-feiras deste ano serao ocupados por nimeros

congruentes ao 4 modulo 7.

1.4.2  Congruéncia Modular no CPF-Cadastro de Pessoas Fisicas

Nessa se¢gao mostraremos como sao calculados os dois digitos de controle do CPF

através dos 9 digitos anteriores usando-se a aritmética modular.

Uso de congruéncia na verificagao do CPF: temos que verificar os dois digitos de controle

do CPF de uma pessoa: O CPF de uma pessoa registrada no Brasil, é constituido de 11
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Figura 2 — Cadastro de pessoa fisica-CPF

RABGSTERID Dk FATENIDM,
Serrtana di Becri Federal

000.000.000-00

HOME DA PESS0A

a1/01M 80

Fonte: Google imagens

digitos, sendo um primeiro grupo com 9 algarismos e um segundo grupo, com mais dois
algarismos, digitos de controle ou de verificagao. Para determinar esses dois digitos de
controle é aplicada a congruéncia modular. No caso do CPF, o décimo digito (que é o
primeiro digito verificador) é o resultado de uma congruéncia, médulo 11 de um nimero

obtido por uma operacao dos primeiros nove algarismos.

Se ajasazasasasaragag é a sequéncia formada pelos 9 primeiros digitos, devemos multiplica-
los, nessa ordem, pela base {1,2,3,4,5,6,7,8,9} e somar os produtos obtidos. O digito
que esta faltando, que vamos representar por a;y deve ser tal que ao ser subtraido da
soma obtida, deve gerar um miiltiplo de 11, isto é, se a soma obtida é S, o niimero S — ayg
deve ser multiplo de 11, ou seja, S — a9 = 0 (mod 11). Observemos que o niimero sera o
proprio resto da divisao por 11 da soma obtida. Exemplo, se o CPF de uma pessoa tem
os seguintes 9 primeiros digitos: 235 343 104, o primeiro digito de controle sera obtido da
seguinte maneira: Escrevemos os nove primeiros e, abaixo deles, a base de multiplicacao

com os digitos de 1 a 9. Vejamos:

Efetuando as multiplica¢oes correspondentes, teremos:
214+32+53+34+45+3.6+1.7+0.8+4.9=116.

Dividindo o ntimero 116 por 11, teremos:
resto 6 e quociente 10 ou seja 116 = 11.10 +6

Em notagao de congruéncia seria: 116 = 6 (mod 11).

Dessa forma, o primeiro digito de controle sera o algarismo 6.

19



A determinagao do segundo digito de controle é feita de modo similar, sendo que agora
acrescentamos o décimo digito (que é o que acabamos de calcular) e usamos uma base de

multiplicacao de 0 a 9.

Efetuando as multiplicacoes, teremos:
204+31+52+334+44+35+1.64+07+48+6.9=145

Dividindo o ntimero 145 por 11, teremos:
resto 2 e quociente 13 ou seja 145 = 13.11 + 2

Em notagao de congruéncia seria: 145 = 2 (mod 11).
Portanto, o segundo digito de controle é o 2. Podemos concluir que, no nosso exemplo, o

CPF completo seria: 235 343 104-62. Se o resto da divisao fosse 10, ou seja, se o ntimero

obtido fosse congruente ao 10, médulo 11, usariamos, nesse caso, o digito zero.(SA, 2010)
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2 Atividades Praticas de Aritmética Modular para o

Ensino Médio

Nesse capitulo trazemos propostas de atividades focadas nos ensinos Fundamental
e Médio, objetivando tornar os contetidos matematicos referente a divisibilidade menos
abstratos e mais interessantes aos alunos. Esta abordagem se justifica por varios motivos,
dentre eles, contribuir para a formacao continuada dos professores que atuam na educa-
¢ao béasica e explorar as possibilidades da aritmética modular para o desenvolvimento do
raciocinio logico e pensamento conceitual entre alunos do ensino fundamental e médio.
A proposta metodologica aqui é a apresentacao do problema antes dos conceitos e das
técnicas de como resolvé-lo, permitindo que os alunos assumam uma postura de investiga-
¢ao frente a qualquer situagao ou fato que possa ser questionado. As atividades didaticas
elaboradas utilizarao o Jogo dos Restos, a Aritmética do Relogio, Congruéncia Modular

no Ciclo Trigonométrico e Congruéncia Modular Aplicada nos Numeros Complexos.

2.1 Jogo dos Restos

Figura 3 — Jogo dos Restos
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Fonte: Google imagens.

Consiste em formar um caminho de nimeros naturais aleatérios que devem ser

divididos por valores de 1 a 6 sorteados em um dado. Por exemplo.

Considere a sequéncia de nimero do caminho

(20, 45,90, 36,7,6,10,11,57). O 20 é o numero de inicio do jogo, e 0 57 é o numero do
final do jogo. Pode jogar duas ou mais pessoas.

Regra do jogo

As pessoas comecam sorteando um ntumero de 1 a 6 no dado. Exemplo: a primeira pessoa
joga o dado e o resultado é 3. Como 20 dividido por 3 tem resto 2, ou seja 20 = 2 (mod 3),
a pessoa avancga duas casas e vai para o proximo nimero que no exemplo é o namero 90,

a segunda pessoa tirou um 2 no dado, nao avancaré pois 20 dividido por 2 tem resto zero



ou seja 20 = 0 (mod 2). Ganharé o jogo quem chegar exatamente no nimero 57 primeiro.

Caso

a quantidade de avancos passar do niimero 57 é s6 parar sobre o nimero 57.

2.1.1 Sequéncia didatica

dular

Area de conhecimento: Matemaética

Piublico alvo: Alunos do 12 ano do Ensino Médio

Contetido: Divisibilidade, nimeros compostos, niimeros primos e congruéncia mo-

Recurso: Papel A4, piloto, quadro branco, jogo e dados

Tempo previsto: Dividimos em 4 momentos de 2 aulas de 50 minutos cada

Competéncia Especifica

Perceber a necessidade de conhecer a diferenca entre ntimeros primos e compostos e o

conceito de congruéncia modular.

Habilidades

EF06MAO5: Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer re-
lagoes entre numeros, expressas pelos termos “é miltiplo de”, “é divisor de”, “é
fator de”, e estabelecer, por meio de investigacoes, critérios de divisibilidade por

2,3,4,5,6,8,9,10,100 e 1000.

EFO06MAO06: Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de

divisor.

Primeiro Momento:

. O professor devera falar do jogo dos restos e ensinar as regras do jogo para a turma.

. O professor devera entregar uma atividade impressa conforme (ANEXO 1) com o

jogo dos restos para cada dupla. Para jogar serao utilizados sementes diferentes
como por exemplo de feijoes e milhos. O primeiro jogador joga o dado e o niimero
da face é 6, como o primeiro nimero do caminho é 20 o aluno devera dividir o 20
por 6 e determinar o resto que é dois. O resto sera o valor da quantidade de casas

que ele avangara no jogo. Logo o aluno avancaré 2 casas. O segundo jogador joga
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o dado e o numero da face é 2, como o primeiro ntimero do caminho é 20 o aluno
devera dividir o 20 por 2 e determinar o resto que é zero. Logo o aluno nao avancara

no jogo. Cada aluno deverd em cada jogada anotar as divisoes na folha impressa.

O professor devera mostrar na lousa a notacao de congruéncia modular e pedir para
que cada aluno anote os resultados das divisoes de duas maneiras: a tradicional e

também em notacgao de congruéncia modular.

Abrir um didlogo para saber o que eles aprenderam com o jogo. Espera-se que o
alunos percebam que quando o ntimero do caminho é miltiplo do ntimero da face do
dado, ele nao avanca no jogo. E quando o niimero do caminho nao ¢ divisivel pelo

nimero da face do dado ele avanca no jogo de acordo o valor do resto da divisao.

Segundo Momento:

O professor devera definir o que é uma congruéncia modular conforme o capitulo 1.

O professor devera entregar uma lista de exercicios conforme (ANEXO 2) com di-
visoes de ntimeros inteiros para cada aluno e pedir para eles escreverem as divisoes

na forma de congruéncia modular.

Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolugao da lista de exercicios

e fazer a corregao da lista de exercicios.
Terceiro Momento:

O professor devera mostrar as propriedades da congruéncia modular conforme o

capitulo 2.

O professor devera entregar uma lista de exercicios com os contetidos ensinados para

os alunos resolverem de maneira individual.
Abrir um dialogo para saber se houve dificuldades na resolucgao da lista de exercicios.

Fazer a correcao da lista de exercicios.
Quarto Momento:

O professor devera entregar uma lista de exercicios que contemple os conteidos revi-
sados através do uso de congruéncia modular para os alunos resolverem de maneira

individual.

Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolugao da lista de exercicios

e fazer a correcao da lista de exercicios.
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Instituigao:
Aluno(a): ANEXO 1
Prof(a): Data:

Contetdo: congruéncia modular

Atividade

Jogo dos Restos

Utilizem dado, carocos de feijoes e milhos para jogarem.

INiciol 43 124 |36 |15 | 77 | 52|65 |11 | 91

12
30/ 6195|1833 75 | 8 |21 83
58 86 59
73 68 | 90 | 16 [cHEGADA 39 34
41 39 19 26
94 25196 1 80| 51 (44| 71 81
29 45
67149 97|62 35| 76 | 88|17 |23 |54

Resultado das divisoes do nimero do caminho pelo niimero da face do dado
escrito na forma tradicional e na forma de congruéncia modular. Onde R

representa o resto e F é o niimero da face do dado.

Caminho = R (mod F) Caminho= R (mod F)
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Instituicao:
Aluno(a): ANEXO 2
Prof(a): Data:

Conteudo: divisibilidade, nlimeros primos, compostos e critérios de divisibili-
dade

Lista de exercicios

1) Determine o quociente e o resto nas divisoes abaixo.

a) 342.345 + 16 = b)111.111.111 =9 =

2) Sem efetuar a divisao verifique se os niimeros abaixo sao divisiveis por oito.

a) 1.234.888 b)3.456.012

3) Determine o maior namero de 4 algarismos que seja divisivel por quatro.

4) Determine o maior nimero de 5 algarismos que seja divisivel por trés.

5) Verifique se 97 é primo ou composto.

6) Qual o resto na divisao euclidiana de —14 por 4 ?

7) Quantos divisores tém os ntimeros A= 3'.75.11% e B= 1024 ?
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Gabarito do ANEXO 2

Questao 1

a) Quociente 21396 e resto 9

b) Quociente 12345679 e resto 0

Questao 2

a)888 = 8.111

b) 012 nao é divisivel por 8

Questao 3

O maior nimero de 4 algarismos é o 9999, mas que seja divisivel por 4 é o 9996
Questao 4

O maior ntmero de 5 algarismos € 0 99999 e também é divisivel por 3, pois 99999 = 3.33333
Questao b

Devemos dividir o ntmero 97 pela sequéncia de nimeros primos até o quociente ficar
menor que o divisor. Como 97 nao divisivel por 2,3,5,7,11 e quando dividimos por 11 o

quociente é 8 que é menor que 11. Portanto 97 é primo.
Questao 6

—14 = 4.(—4) + 2. Portanto o resto é 2.

Questao 7

O nimero A tem 5.6.8= 240 divisores e o numero B tem 11 divisores
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2.2 Aritmética do Reldgio

Figura 4 — Relogio de Parede

Fonte: Google imagens.

Trata-se de um caso de congruéncia, modulo 12 (nos reldgios analogicos, é claro). Note que
13 horas é congruente a 1 hora, no médulo 12. Ambos divididos por 12, deixam resto 1. 17
horas é congruente a 5 horas, médulo 12. Tanto 17, como 5, divididos por 12, deixam resto
5... e assim, sucessivamente. 1 = 13 =25=...., mod 12,5 =17=29 = ...., mod 12.
Assim as horas marcadas num relégio analdgico constituem também um caso cléssico de

congruéncia, nesse caso com moédulo 12. (SA, 2010)

2.2.1 Sequéncia didatica

Area de conhecimento: Matematica

Publico alvo: Alunos do 1° ano do Ensino Médio

Contetdo: Divisibilidade, medida de tempo e medida de angulo

Recurso: Relogio de parede, piloto e quadro branco

Tempo previsto: Dividimos em 3 momentos de 2 aulas de 50 minutos cada

Competéncia Especifica

Trabalhar as conversoes de grandezas de tempo, angulo e o conceito de congruéncia mo-

dular.

Habilidades
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EFO6MAZ27: Determinar medidas da abertura de angulos, por meio de transferidor

e/ou tecnologias digitais.

EFO06MA26: Resolver problemas que envolvam a nocao de angulo em diferentes

contextos e em situacoes reais, como angulo de visao.

EF06MA24: Resolver e elaborar problemas que envolvam as grandezas comprimento,
massa, tempo, temperatura, area (triangulos e retangulos), capacidade e volume
(solidos formados por blocos retangulares), sem uso de férmulas, inseridos, sempre
que possivel, em contextos oriundos de situagoes reais e/ou relacionadas as outras

areas do conhecimento.

EM13MAT103: Interpretar e compreender o emprego de unidades de medida de
diferentes grandezas, inclusive de novas unidades, como as de armazenamento de
dados e de distancias astrondmicas e microscopicas, ligadas aos avancos tecnologicos,

amplamente divulgadas na sociedade.

EF06MAO5: Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer re-
lagoes entre numeros, expressas pelos termos “é miltiplo de”, “é divisor de”, “é
fator de”, e estabelecer, por meio de investigagoes, critérios de divisibilidade por

2,3,4,5,6,8,9,10,100 e 1000.

EFO06MAO06: Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de

divisor.

Primeiro Momento:

. O professor devera perguntar para turma por que no relégio de parede nao podemos
escrever 23h. Espera-se que eles respondam que 23h seria o mesmo que 11h. O
professor devera perguntar quais relagoes existem entre os ntimeros 23h e 11h |
19h e 7h ou 26h e 2h. Espera-se que eles percebam que a diferenca entre eles sao
multiplo de 12. O professor devera definir o que é uma congruéncia modular através
do relogio de parede e pedir para os alunos escrevem alguns pares de horas que sao

congruentes modulo 12.

. O professor devera entregar uma lista de exercicios conforme o ANEXO 3, com
exemplos que envolvam divisoes de ntmeros inteiros e pedir para que os alunos

escrevam as divisoes na notacao de congruéncia modular.

. Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolucao da lista de exercicios

e fazer a correcao da lista de exercicios.

Segundo Momento:
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O professor devera fazer uma breve revisao do contetido de divisibilidade, ntimeros

compostos, numeros primos, medidas de tempo e medidas de angulo.

O professor devera entregar uma lista de exercicios conforme o ANEXO 4, com o

contetido explicado para os alunos resolverem de maneira individual.

Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolugao da lista de exercicios

e fazer a correcao da lista de exercicios.
Terceiro Momento:

O professor devera mostrar as propriedades da congruéncia modular.

O professor devera entregar uma lista de exercicios com o contetido explicado para

0s alunos resolverem de maneira individual.

Abrir um diadlogo para saber se houveram dificuldades na resolucao da lista de

exercicios e fazer a corregao da lista de exercicios.
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Instituicao:

Aluno(a): ANEXO 3
Prof(a): Data:

Contetdo: divisibilidade, medidas de tempo e medidas de dngulo

Lista de exercicios

1) Transforme as medidas abaixo.

a) 3h em s b)12 dias em h

2) Transforme as medidas abaixo.

a) 30° em minutos b)120" em graus ¢)3600” em graus

3) Converta os dias do més de Julho em segundos.

4) Calcule.
a) 30° 12/ 27" =3 = b)48' 12" <4 =

5) Quantos graus indica os ponteiros dos minutos e horas do relégio abaixo ?

Resposta:
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Questao 1

a) 10.800 segundos
b) 288 horas
Questao 2

a)1800’

b) 2 graus

c) 1 grau

Questao 3
2.678.400 segundos
Questao 4

a)10° 4" 9" b) 12/ 3”
Questao b

120 graus

Gabarito do ANEXO 3
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Instituicgao:
Aluno(a): ANEXO 4
Prof(a): Data:

Conteudo: divisibilidade, medidas de tempo, medidas de dngulo e congruéncia

modular

Lista de exercicios

1) Escreva em notacao de congruéncia modular as divisdes abaixo.

a) 285 b)34 + 6

2) Em um relogio de parede quantas horas representa 26h ?

3) Escreva 56h em notagao de congruéncia modular. Considere um relégio de

parede.

4) Quantos graus indica os ponteiros dos minutos e horas do relogio abaixo
? Escrevendo 21 horas em notagao de congruéncia modular médulo 12 o que

podemos concluir ?

Respostas:

32



Gabarito do ANEXO 4

Questao 1
a) 28 = 3 (mod 5)
b) 34 =4 (mod 6)

Questao 2

26 = 2 (mod 12) ou seja sao 2 horas

Questao 3

56 = 8 (mod 12)

Questao 4

270° e 21 =9 (mod 12), podemos concluir que sao 9 horas
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2.3 Congruéncia Modular no Ciclo Trigonométrico
Figura 5 — Ciclo Trigonométrico

90°

>
30°

180° 0° = 360°

270°

Fonte: Google imagens

Definicao 2.1 Dois arcos sao congruos quando possuem a mesma 0OTigem e a mesma ex-
tremidade. Uma regra prdtica eficiente para determinar se dois arcos sao congruos consiste

em verificar se a diferenca entre eles € um niumero divisivel ou mailtiplo de 360°.

Definicao 2.2 Um grau 1° equivale a uma das 360 partes iguais em que a circunferéncia
pode ser dividida. Um grau, por sua vez, divide-se em 60 minutos (60") e cada minuto

pode ser divido em 60 segundos (60").

Definicao 2.3 Razao trigonométrica também chamada de relagcao trigonométrica € o re-
sultado da divisao entre as medidas de dois lados de um tridngulo retdngulo. As razoes
trigonométricas sao capazes de relacionar os lados com os dngulos de um tridngulo re-
tangulo. Fxemplo: seno, cosseno, tangente, cotangente , secante e cossecante sao razoes

trigonomeétricas.

2.3.1 Sequéncia didatica
Area de conhecimento: Matematica

Publico alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio
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Contetido: Divisibilidade, medida de angulo e arcos congruos

Recurso: piloto e quadro branco

Tempo previsto: Dividimos em 3 momentos de 2 aulas de 50 minutos cada

Competéncia Especifica

Aprender como utilizar congruéncia modular em arcos congruos.

Habilidades

e EM13MAT103: Interpretar e compreender o emprego de unidades de medida de
diferentes grandezas, inclusive de novas unidades, como as de armazenamento de
dados e de distancias astronémicas e microscopicas, ligadas aos avancos tecnologicos,

amplamente divulgadas na sociedade.

e EM13MAT308: Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno
ou as nocgoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que

envolvem triangulos, em variados contextos.

Primeiro Momento:

1. O professor devera revisar o conteido de trigonometria no triangulo retangulo, ra-

zoes trigonométricas e medidas de angulo.

2. O professor deverd entregar uma lista de exercicios conforme o ANEXO 5, com os

contetidos revisados para os alunos resolverem de maneira individual.
3. Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolugao da lista de exercicios.

4. Fazer a correcao da lista de exercicios.
Segundo Momento:

1. O professor deverd perguntar para a turma quais as relagoes que existem entre as
medidas dos angulos de 750 graus e 30 graus, 450 graus e 90 graus. Espera-se que
os alunos respondam que a diferenca entre esses pares de niimeros sao miltiplos de
360.

2. O professor devera pedir para os alunos darem exemplos de pares de arcos cuja

medidas de suas diferencas sao miltiplos de 360°.
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. O professor devera definir o que é uma congruéncia modular e o que sao arcos

cOngruos.

O professor deveré pedir para os alunos escreverem exemplos de medidas de arcos

cuja diferenca é miltiplo de 360 graus em notacao de congruéncia modular.

O professor devera entregar lista de exercicios conforme o ANEXO 6, com o contetido

explicado para os alunos resolverem de maneira individual.

Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolugao da lista de exercicios

e fazer a correcao da lista de exercicios.
Terceiro Momento:

O professor devera mostrar as propriedades da congruéncia modular conforme o

capitulo 1.

O professor devera mostrar como passar as medidas de arcos no circulo trigono-
métrico com mais de uma volta para o primeiro quadrante através da congruéncia

modular sem mudar os valores dos célculos.

O professor devera entregar uma lista de exercicios com os contetidos revisados para

os alunos resolverem de maneira individual.

Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolugao da lista de exercicios

e fazer a correcao da lista de exercicios.
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Instituicao:
Aluno(a): ANEXO 5
Prof(a): Data:

Conteado: razoes trigonométricas, medidas de dngulos e congruéncia modular

Lista de exercicios

1) Calcule sen 750°.

c0s390°
send50° °

2) Determine o quociente

3) Calcule sen?450° + cos*90°.

4) Calcule sen410° — cos400°.

5) Calcule tg750°.
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Gabarito do ANEXO 5

Questao 1

sen750° = sen30° = 1 | pois 750 = 30 (mod 360)

Questao 2
c0s390° __ cos30° __ /3
sendb50° ~ sen90° 2
Questao 3

s5en?450° 4+ c0s290° = sen?90° + c0s290° = 1

Questao 4

send10° — cos400° = senb0° — cos40° = 0, pois senb0° = cos40°

Questao b

o ___ O_\/g
tg750° = tg30° = %=
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Instituicao:
Aluno(a): ANEXO 6
Prof(a): Data:

Conteado: razoes trigonométricas, medidas de dngulos e congruéncia modular

Lista de exercicios

1) Escreva em notacgao de congruéncia modular, médulo 360 o angulo de me-
dida 750°.

2) Sabendo que cos1110° = z. Calcule sen1110° + cos1110°

3) Determine o valor de 0 < y < 360° na congruéncia modular y = 390° (mod 360).

4) Determine o valor de 0 < z < 360° na congruéncia modular 750° = x (mod 360).

5) Escreva em notagao de congruéncia modular as divisoes abaixo.

a) 1080° + 360 b)720° = 360
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Gabarito do ANEXO 6

Questao 1

750° = 30° (mod 360°)

Questao 2

c0s1110° = c0s30° = z e senll110° = send0° = %, logo a resposta é x + %

Questao 3

360° = 30° (mod 360), portanto y = 30°

Questao 4

750° = 30° (mod 360), portanto z = 30°

Questao b
a) 1080° = 0° (mod 360)
b) 720° = 0° (mod 360)
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2.4  Congruéncia Modular nos Numeros Complexos

Nessa secao falaremos das poténcias dos nimeros complexos, mas especificamente

das poténcias de 7 cujos valores tem um comportamento ciclico quando aumentamos os

valores dos expoentes. Mostraremos como aplicar a congruéncia modular para diminuir o

valor do expoente e facilitar os célculos.

Poténcias de ¢

Figura 6 — Unidade imaginaria

—1 =

Fonte: Google imagens

Vamos calcular algumas poténcias de i:

o '=1

o il =

o 2=—-1

o P =¢i=—14=—i

o '=2?=(-1).(-1)=1
o P=iti=1i=1

o bt =Pi=0i=0=-1
o "=i%i=—1i=—i

o P=iTi=—ji=—>2=1

Note que os resultados repetem-se de 4 em 4 formando o seguinte conjunto {1,4, —1, —i}.

As poténcias de 7 sao ciclicas. Entao podemos escrever:



o P =T =i = = =B = ()PP = 108 = 1(—0) = —i

Ou seja, para calcular poténcias de i, basta dividir o expoente de ¢ por 4 e considerar

apenas ¢ elevado ao resto dessa divisao.

Portanto podemos usar a congruéncia modular para determinar o resto da divisao de ¢

por 4.

Exemplo 2.1 Calcule i*?2.

Solucao:

Temos que dividir 122 por 4.

Como 122 = 2 (mod 4), temos que i'?? = i? = —1
Solugao:

Temos que dividir 403 por 4.

Como 403 = 3 (mod 4), temos que 1% =3 = i%.i = —1.4 = —i

2.4.1 Sequéncia didatica

Area de conhecimento: Matemética

Publico alvo: Alunos do 32 ano do Ensino Médio

Contetdo: Divisibilidade, potenciacao: propriedades e congruéncia modular
Recurso: piloto e quadro branco

Tempo previsto: Dividimos em 3 momentos de 2 aulas de 50 minutos cada

Competéncia Especifica

Aprender como utilizar as propriedades das poténcias para facilitar os calculos e entender

o conceito de congruéncia modular.
Habilidades

e EFO6MAT11: Resolver e elaborar problemas com niimeros naturais envolvendo a

potenciacao.
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e EFO6MAOQ6: Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo e de

divisor.

Primeiro Momento:

1. O professor devera revisar o contetido de potenciacao e suas propriedades.

2. O professor devera entregar uma lista de exercicios conforme o ANEXO 7, com os

contetdos revisados para os alunos resolverem de maneira individual.

3. Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolugao da lista de exercicios

e fazer a correcao da lista de exercicios.
Segundo Momento:

1. O professor devera calcular algumas poténcias de i até os alunos perceberem que
os valores estao se repetindo. Espera-se que os alunos percebam que os valores se

repetem de 4 em 4.

2. O professor deverd perguntar para a turma como calcular as poténcias de ¢ quando
o expoente for um ntmero com muitos digitos. Espera-se que os alunos percebam

que basta dividir por 4 o expoente da poténcia e substituir ele pelo seu resto.
3. O professor devera definir o que é uma congruéncia modular conforme o capitulo 1.

4. O professor devera pedir para os alunos calcularem divisoes de ntimeros naturais

por 4 na forma tradicional e na forma de congruéncia modular.

5. O professor devera mostrar como calcular poténcias de ¢ nos nimeros complexos

através da congruéncia modular.

6. O professor deve entregar uma lista de exercicios conforme ANEXO &, com o con-

teido explicado para os alunos resolverem de maneira individual.

7. Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolugao da lista de exercicios

e fazer a correcao da lista de exercicios.

Terceiro Momento:
1. O professor deverd ensinar as propriedades da congruéncia modular conforme o
capitulo 1.

2. O professor devera entregar uma lista de exercicios com os contetidos ensinados e

revisados para os alunos resolverem de maneira individual.
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3. Abrir um didlogo para saber se houve dificuldades na resolugao da lista de exercicios

e fazer a correcao da lista de exercicios.
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Instituicao:
Aluno(a): ANEXO 7
Prof(a): Data:

Conteudo: Potenciagao e suas propriedades

Lista de exercicios

1) Determine o algarismo da dezena do ntimero 2'2.

2) Aplique as propriedades da poténcia e calcule.

a) o b)3-34.3%7 c)(3%)?

3) Calcule 22% + 422,

4) Determine o préximo nimero da sequéncia (1024,512,256, 128, .. .).

1

5) Sabendo que a base de uma poténcia é —7 e a poténcia é 15+ Determine o

expoente.
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Gabarito do ANEXO 7

Questao 1

212 = 4096, portanto o algarismo da dezena sao 9

Questao 2

2500

a) 2 =22 =4 b)3-34.357 = 33 = 27

Questao 3

222 4 427 — 94 1 4% — 16 + 256 = 272

Questao 4

64

Questao b

(=7)" = 15, portanto & = —2
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Instituicao:
Aluno(a): ANEXO 8
Prof(a): Data:

Contetdo: Congruéncia modular e Nimeros complexos: poténcia de i

Lista de exercicios

1) Calcule as poténcias abaixo .

a) 4120 — b)(l)—40 — C)Z'400n+10 —
2) Calcule.
a) i4001 + 2'32 — b)(—l)o _

3) Calcule a poténcia (2 — 2i)®.

4) Calcule it.5%.43.. .. 394100,

5) Calcule S>> .

n=1
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Gabarito do ANEXO 8

Questao 1
a) Z‘120 — Z‘O =1 b)(l‘)f40 — Z’40 — Z’O =1 C)'i400n+10 —_ 2'10 — ,L'Q = _1
Questao 2

a) 4001 432 — 1y 0 — 41 b)(—i)? =1

Questao 3

(2 — 20)® = —8i

Questao 4

12 23 .2'99_

R S A ;100 — 45050

1 =ir=—1

Questao 5

200 . . .
Z_ Zn:ZQ()lOO:ZO:l
n=1
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3 Teoremas Importantes e Resolucao de Problemas

O assunto abordado neste capitulo é mais voltado para os alunos do ensino supe-
rior. Um dos nossos objetivos neste capitulo sera apresentar alguns dos principais teoremas
que envolvem o conceito da aritmética modular de modo a levar os alunos do ensino su-
perior a ampliar sua compreensao acerca destes resultados e promover o desenvolvimento
do pensamento aritmético e algébrico. Para promover esta maior compreensao, falaremos
um pouco sobre o autor de cada teorema, além de obviamente enunciar e demonstrar
cada teorema. Por fim, serao resolvidos varios exercicios de nivel superior, também com

o objetivo de promover uma melhor fixacao deste assunto.

3.1  Pequeno Teorema de Fermat

Nessa secao traremos um pouco da histéria do matematico e cientista Pierre de
Fermat (1601, 1665), também apresentaremos o Pequeno Teorema de Fermat, que é de
grande importancia na resolugao de problemas que envolvem Congruéncia Modular com

Potenciacao. Enunciaremos, demonstraremos e daremos exemplo de aplicagao.

Figura 7 — Pierre de Fermat

Fonte: Google imagens

Pierre de Fermat (1601, 1665) foi um matematico e cientista francés, nascido na
primeira década do século XVII. Nascido na regiao de Basca, Fermat teve uma infancia
rica e com uma educagao privilegiada, que foi custeada pelo seu pai, um rico mercador
de peles. Iniciou seus estudos no mosteiro franciscano de Grandselve e posteriormente
matriculou-se na Universidade de Toulouse, estudando direito e depois matemaética. Fer-
mat seguiu sua carreira no funcionalismo publico e em 1652 foi promovido a Juiz Supremo

da corte criminal do parlamento de Toulouse. Sua carreira na matemaética foi pouco di-



vulgada, pois o proprio Fermat nao tinha interesse em publicar suas descobertas. O pouco
que se conhece é pelas cartas a amigos, anotagoes pessoais e trabalhos que foram resga-
tados depois de sua morte. Fermat desenvolveu, independentemente de René Descartes,
os principios matematicos para usar um sistema de coordenadas para definir as posi¢oes
de pontos. Trabalhou também intensivamente com o estudo de curvas, onde um de seus
avangos consiste em calcular a area sob uma curva de modo muito similar ao céalculo
integral. As contribui¢oes de Fermat sao de extrema importancia para o calculo geomé-
trico e infinitesimal, obtendo em seus calculos diversas areas de figuras geométricas bem
como seu centro de massa. Em uma observacao escrita por Isaac Newton em um de seus
calculos, citava Pierre de Fermat como referéncia e inspiragao para o desenvolvimento do
célculo. (BOYER; MERZBACH, 2019)

Contudo, o que mais interessava a Fermat, era um ramo da Matemética chamado teoria
dos ntimeros, com poucas aplicacdes préticas claras. E nesta teoria dos nimeros que se
engloba o seu famoso teorema, conhecido como Ultimo Teorema de Fermat. Este teorema
tem um enunciado extremamente simples: Nao existe nenhum conjunto de inteiros po-
sitivos x, ¥y, z e n com n maior que 2 que satisfaga a equagao =" + y" = 2". Como o
matemético possuia a pratica de fazer apenas anotacoes informais sobre seus estudos, o
tnico indicio de uma prova deste teorema ¢ uma observagao por ele deixada em 1637 em
um de seus livros, “Aritmética”, de Diofante: Esta anotacao foi descoberta pelo seu filho
alguns anos apés sua morte, e junto a outros comentarios de Fermat, foi publicada numa
edicao comentada do livro em questao. A partir disso, o teorema virou objeto de estudo
de diversos estudiosos ao longo dos anos, que tentaram através de diversas abordagens

desenvolver uma demonstragao que provasse o teorema. (SIMON, 1998)

E de sua autoria outro teorema importante, o “Pequeno Teorema de Fermat”.
Apesar da grande importancia, a primeira demonstracao do chamado “pequeno teorema
de Fermat” levou quase cem anos para ser divulgada. Foi publicada apenas em 1736, pelo
grande Leonhard Euler.(Tunel do tempo 18 de outubro de 2017).

Teorema 3.1 (Pequeno Teorema de Fermat - PTF): seja a € Z, e se p € primo e se o
MDC(p,a) =1, entao:

a’~' =1 (mod p)
Demonstracao:
Considere os (p — 1) primeiros multiplos positivos de a, isto é, os inteiros
a,2.a,3.a,...,(p—1).a
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Claramente, nenhum desses (p — 1) inteiros é divisivel por p e, além disso, dois quaisquer

deles sao incongruentes modulo p, pois, se

ra=s.a (modp),l<r<s<p-1

entdo, o fator comum a poderia ser cancelado, visto que o MDC(a, p) = 1, e teriamos:
s =r (mod p), isto é p|(s — )
o que é impossivel, porque 0 < s — 7 < p.

Assim sendo, dois quaisquer dos (p — 1) inteiros a, 2.a,3.a, ..., (p — 1).a divididos
por p deixam restos distintos, e por conseguinte cada um desses (p — 1) inteiros é con-
gruente moédulo p a um tunico dos inteiros 1,2,3,...,p — 1, naturalmente numa ordem,

multiplicando ordenadamente essas (p — 1) congruéncias, teremos:

a2.a3.a....(p—1)a=123.....(p—1) (mod p)

ou seja,

a’t(p—1)!'=(p—1)! (mod p).

Como o MDC(p, (p — 1)!) = 1, porque p é primo e p nao divide (p — 1)!, podemos
cancelar o fator (p — 1)!. Portanto
a’~' =1 (mod p)

m
(OLIVEIRA, 2019)

Exemplo 3.1 Determine o resto da divisio de 3%° por 7.

Solugao:

Podemos aplicando o Pequeno Teorema de Fermat, pois o MDC(3,7) = 1 37! = 36 =
1 (mod 7) e pelo Teorema 1.2 temos que (3%)!® = 1 (mod 7) ou seja 3%° = 1 (mod 7).

Logo o resto ¢ 1.

Corolario 3.1 Se p é um primo , entdo a” = a (mod p), qualquer que seja o inteiro a.
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Demonstracgao:

Se p divide a, entdo a =0 (mod p) e a? = 0 (mod p), que implica em:

a’ = a (mod p).

Se, ao invés disto, p nao dividisse a, entao pelo PTF:

a’"' =1 (mod p) = a” = a (mod p) (Teorema 1.2 da secao 1)

n
(OLIVEIRA, 2019)
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3.2 Teorema de Wilson

Trataremos nessa se¢ao um pouco sobre a historia de Jonh Wilson, autor do te-
orema que serd abordado. Apresentaremos o teorema que é de grande importancia na
resolugao de problemas que envolvem Congruéncia Modular com Fatorial. O teorema sera

demonstrado e tera um exemplo resolvido.

Figura 8 — Jonh Wilson

Fonte: Google imagens

Este teorema (4.2) foi enunciado primeiramente por John Wilson (1741-1793), estudante
do matemético inglés Edward Waring. Ele anunciou o teorema em 1770, embora ne-
nhum deles tenha conseguido prova-lo. Lagrange deu a primeira prova em 1773. H4 uma
evidéncia que Leibniz estava ciente do resultado um século antes, mas nunca o publi-
cou.(FONSECA, 2011)

Teorema 3.2 (Teorema de Wilson): se p é primo, entao

(p—1)!'= -1 (mod p)

Demonstracao:

O teorema é verdadeiro para p = 2 e para p = 3, pois:
2-1D!'=1'=1= -1 (mod 2)
B—=1)!=2=2=—1 (mod 3)
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de modo que vamos supor p > 5. Consideremos a congruéncia linear a.xz = 1 (mod p), onde

a é um (p — 1) primeiros inteiros positivos 1,2,3,....p — 1 de modo que o MDC(a,p)= 1.
Nessas condicoes, existe um tnico inteiro positivo @/, com 1 < a’ < p — 1, tal que
a.a’ =1 (mod p)
Como p é primo, tem-se que a = a' se e somente s a = 1, ou a = p — 1, visto que
2

a* =1 (mod p) implica em (a —1).(a+1) =0 (mod p) e, portanto,

a—1=0 (mod p), ou (a+ 1) =0 (mod p)

istoé,a=1loua=p—1. 1

Teorema 3.3 (Teorema de Leibniz): um inteiro n > 1 € primo, se e somente se,

(n—2)'=1 (mod n)

Demonstracao:

(=) Suponhamos que o inteiro n > 1 é primo. Entéao, pelo Teorema de Wilson:

(n—2)!'=1 (mod n)

obviamente,

mn—1)!=(m-1).(n—2)! =—(n—2)! (mod n)

portanto,

(n—2)!'=1 (mod n)

(<) Reciprocamente, se (n —2)! =1 (mod n), entao:

(n—1)!'=—-(n-2)'=-1 (mod n)

Logo, pelo reciproco do Teorema de Wilson, o inteiro n é primo. l
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3.3 Teorema de Euler

Falaremos nessa secao um pouco da histéria de Leonhard Euler, autor do teorema
que sera abordado. Faremos o enunciado e demonstraremos o teorema que é de grande
importancia na resolugao de problemas que envolve Congruéncia Modular com Funcao
Totient.

Figura 9 — Leonhard Euler

Fonte: Google imagens

Leonhard Euler (15/04/1707 — 18/07/1783) foi um matemaético e fisico de origem suica.
Durante sua vida resolveu enorme quantidades de problemas, da navegacao de financas,
da actstica a irrigacao. A solucao de tais problemas, que atendiam aos reclamos do mundo
pratico, nao o entediava, principalmente porque cada novo trabalho inspirava-o para criar
uma matematica nova e engenhosa. Era capaz de escrever varios trabalhos em um tnico

dia com os célculos completos e prontos para serem publicados.

Conseguiu provar o uma conjectura de Fermat relativa aos ntimeros primos. Fer-
mat afirmava que o primeiro tipo de nimero primo sempre era representado pela soma
de nimeros ao quadrado enquanto que o segundo jamais o seria. Esta propriedade dos
nimeros primos é extremamente simples, porém, ao tentar provar que isto é uma verdade
para qualquer niimero primo, torna-se extremamente dificil. Em 1749, depois de sete anos

de trabalho e quase cem anos ap6s a morte de Fermat, conseguiu apresentar essa prova.
(FONSECA et al., 2015)

Fungao Totient: ¢(n)

Definicao 3.1 Chama-se fun¢ao Totient a funcao aritmética ¢ assim definida para todo
inteiro positivo n: ¢(n) = quantidade de inteiros positivos menores que n relativamente

primos a n. [
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Em outros termos, ¢(n) € igual ao nimero de elementos do conjunto
tH{er e Z|1 <z <nMDC(x,n) =1}

Observagao: ¢(1) = 1,pois MDC(1,1) = 1.

Exemplo 3.2 ¢(30) =8 ¢ ¢(12) = 4.

on) 1112214 |2/6|4|6] 4

Tabela de ¢(n) para os dez primeiros inteiros positivos.

Calculo de ¢(n)

Teorema 3.4 Seja p primo, entio ¢p(p) =p — 1.

Demonstragao:

(=) Se n > 1 é primo, entdo cada um dos inteiros positivos menores que n é primo com

n e, portanto ¢p(n) =n — 1.
(<) Reciprocamente, se ¢(n) = n — 1, com n > 1, entdo n ¢é primo, pois, se n fosse
composto, teria pelo menos um divisor d tal que 1 < d < n, de modo que pelo menos

dois inteiros 1,2,3,...,n nao seriam primos com n,d e n, isto é, ¢p(n) < n — 2. Logo, n é

primo. H

Teorema 3.5 Se p € primo e se k € um inteiro positivo, entao

p(p*) =p" —pF T =ph.(1 - 119)

Demonstracao:
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Obviamente, o MDC(p¥, n) = 1, se e somente se, p nio divide n, e entre 1 e p* existem p*~1

inteiros que nao sao primos com p*, que sao todos os multiplosde p: p,2.p,3.p,...,p%, ..., p%, ..., p"

segue-se que o conjunto

{p72'p73‘p7"'7p27"‘7p37"'7pk}

contém exatamente p* — pF~! inteiros que sdao relativamente primos a p*, de modo que

pela defini¢ao da funcéo ¢(n) de Euler, temos:

o) =p —p'

Teorema 3.6 (Teorema de Euler): se n é um inteiro positivo e se MDC(a,n) = 1, entdo

a®™ =1 (mod n)

Provaremos, primeiramente, o seguinte:

Lema. Sejam, a e n > 1 inteiros tais que o MDC(a,n) = 1. Se ay,as, ..., agrn) sao
inteiros positivos menores que n e que sao relativamente primos com n, entao cada um
dos inteiros a.ay,a.as, ..., a.agy) € congruente moédulo n a um dos inteiros ay, as, ..., Ggm)

(ndo necessariamente nesta ordem em que aparecem)".

Demonstracao do Lema:

Os inteiros a.ay,a.as, ..., a.a4(n) sa0 mutuamente incongruentes modulo n, pois, se a.a; =
a.a; (mod n), com 1 < i < j < ¢(n), com o MDC(a,n) = 1, podemos cancelar o fator
comum a, o que da a; = a; (mod n) < n|(a; —a;). Isto é impossivel, visto que (a;—a;) < n.
Por outro lado, como o MDC(a;,n) =14, 1 =1,2,...,¢(n) e o MDC(a,n) = 1, segue que
o MDC(a.a;,n) = 1. Mas, pelo algoritmo da divisao, a.a; = n.q; + .r;, 0 < r; < n, que

implica em
a.a; =r; (mod n), com 0 <r; <n
portanto, MDC(r;,n) = MDC(a.a;,n) = 1, de modo que r; é um dos inteiros a1, as, ..., Gg(n),

isto é, cada um dos inteiros a.ay,a.as, ..., a.agp,) € congruente moédulo n a um tnico dos

inteiros ai, as, ..., Gg(n), €m uma certa ordem.
Agora, provemos por inducao sobre n o Teorema de Euler.
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O resultado ¢ verdadeiro para n = 1, pois a®® =1 (mod 1).
Suponhamos, pois, n > 1, e sejam ay, ay, ..., Gg(n) 0s inteiros positivos menores que n e

relativamente primos a n.

Como o M DC(a,n) = 1, entdo, pelo Lema acima, os inteiros

a.ai, a.as, ..., @.Agy) Sao congruentes modulo n aos inteiros ay, ay, ..., dg(n), €m uma ordem:
J— * . * —_ *
a.a1 = Gy, G.02 = A9, ..., G.Ag(n) = G¢(n)

onde a;* as*,..., agy)* denotam os inteiros ai, as, ..., ag) em uma certa ordem.

Multiplicando ordenadamente todas essas ¢(n) congruéncias, obtemos:

(a.a1), (a.az). ... (a.a4m)) = ai.as . ... . agm)* (mod n)
ou seja,
a®™ (a1.ay.....a4(n)) = Q1.03.....a4(n) (mod 1)

Cada um dos inteiros ay, as, ..., ag(n) € relativamente primo a n, de modo que podem ser

sucessivamente cancelados, o que dé a congruéncia de Euler:

a®™ =1 (mod n).

Observe que, se p ¢ um primo, entdo ¢(p) =p — 1 e se o MDC(a,p) = 1, entao:
a®®) = gP~! (mod p) = 1 (mod p)

que é a congruéncia de Fermat. Assim, o Teorema de Euler é uma generalizacao do

Teorema de Fermat.

Corolario 3.2 Sem > 1,k > 0,n > 0 e a um inteiro qualquer sao tais que, M DC(a, m) =

1 ek =mn (mod ¢(m)) entdo , a* = a™ (mod m).

Demonstracao:

Basta considerar o caso em que k£ > 0. Como k = n (mod ¢(m)) existe ¢ > 1 tal que
k —n = q.¢(m) e, portanto, a* = a*".a" = a??™ .a" = (a®*™)%.a" = a™ (mod m). W

Vejamos agora uma aplicacao do Teorema de Euler.

Exemplo 3.3 Determine o valor de x na congruéncia 5° = x (mod 6).
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Solugao: Temos que a =5, n=6¢ k=8 . Como (5,6) = 1 podemos aplicar o Teorema
de Euler.

Temos que ¢(6) = 2, ou seja 5%6) = 52 = 1 (mod 6), entdo 52 = 1 (mod 6) e que elevando

a quarta poténcia teremos 5° = 1 (mod 6). Concluimos que z = 1.
Congruéncia Linear

Chamamos de congruéncia linear em uma variavel uma congruéncia de forma a.x =

b (mod m) onde x é uma incognita.

E facil de verificar que se zy € uma solugao, i,e., a.zg = b (mod m) e z; = ¢ (mod m) entdo

x1 também tem solugdo. Isto é 6bvio pois 1 = xy (mod m) entdo a.x; = a.xy (mod m).

O que acabamos de verificar é que se um membro de uma classe de equivaléncia é solucao
entao todo membro desta classe é solu¢ao. Destas observacoes surge uma questao natural:

no caso de existir alguma solucao, quantas solugoes incongruentes existem?

Antes de respondermos a esta importante questao, necessitamos provar um teorema que

nos da informacoes sobre a existéncia de solucoes para uma equacao diofantina linear.

Uma equagao da forma a.x + b.y = ¢, onde a, b e ¢ sao inteiros é chamada equagao

diofantina linear. (o nome vem do matematico grego Diofanto).

Teorema 3.7 Sejam a e b inteiros e d = (a,b). Se d { ¢ entdo a equagio a.x + by = ¢
nao tem possui nenhuma solu¢ao inteira. Se d|c ela possui infinitas solugdes e se v = xg

ey =1y € solugcao particular, entao todas as solu¢oes sao dadas por

b
= -k
x x0+(d)

a
?J:yo—(a)k’

onde k € um inteiro.

Notagao: o simbolo (a,b) significa M DC(a,b).

Demonstragao:

Se d 1 ¢, entdo a equagao a.xr + b.y = ¢ nao possui solugdo pois, como d|a e d|b, d deveria
dividir ¢, o qual é uma combinagao linear de a e b.Suponhamos, pois, que d|c.Existem
inteiros ng e mg, tais que

ang+bmog=d (1)
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Como d|c, existe um inteiro k tal que ¢ = k.d. Se multiplicarmos, ambos os membros
de (4.1) por k, teremos a(nok) + b(mok) = k.d = c. Isto nos diz que o par (zy,yo) com

Ty = nok e Yo = mok é uma solucao de a.x + b.y = c. E facil a verificacio de que os pares

da forma )
v =1p+ (2)-k (2)
Y=o — (g)-k (3)

sao solugoes, uma vez que
a.x+by=a.(zo+ (5).k) +b.(yo— (2).k) = axo+ 2Lk +byo— 2Lk =ax+byy=c

O que acabamos de mostrar é que, conhecida uma solugao particular (xg,yo), podemos,
a partir dela, gerar infinitas solugoes.Precisamos, agora, mostrar que todo solugao da
equagao a.xz + b.y = ¢ é da forma (4.2), (4.3). Vamos supor que (x,y) seja uma solugao,
ie., a.x + b.y = c. Mas, como a.zy + b.yy = ¢, obtemos, subtraindo membro a membro,

que

a.x +by—axy—byy=a.(xr—1x9)+b(y —1y) =0,

o que implica a.(z — z9) = b.(yo — y). Como d = (a, b) temos,

Portanto, dividindo-se os dois membros da tultima igualdade por d, teremos

S =) = 5w ) 8

Logo, (%)|(z — xo) e portanto existe um inteiro k satisfazendo x — zo = k.(%) ou seja
x = xo + (2).k. Substituindo-se esse valor de z na equagao (4.4) temos y = yo — (%).k, o

que conclui a demonstracao. B

Com este teorema & mao podemos dizer quantas sao as solu¢oes incongruentes

(caso exista alguma) que a congruéncia linear a.x = b (mod m) possui.
Resolucao de Congruéncias Lineares Através do Teorema de Euler

A congruéncia linear az = b (mod m) no caso em que o MDC(a, m) = 1, admite uma tnica
solugao moédulo m, que se pode facilmente obter usando o Teorema de Euler. Realmente,

temos:
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a* = a7 = @M = (a®™)9a™ = o™ (mod m)
portanto,
az = ba®™ (mod m)
Como MDC(a, m) = 1, podemos cancelar o fator comum a, que resulta em:

z = ba®™~! (mod m)

Exemplo 3.4 No caso da congruéncia linear 3.2 =5 (mod 8), temos que o MDC(3,8) =
1. Logo

r = 53?71 (mod 8) = 5.3*"! (mod 8) = 5.27 (mod 8) = 135 (mod 8) = 7 (mod 8)

Em particular,
ar =1 (mod n) & 2 = a®™ (mod n)

determina um tnverso de a mddulo n.

Exemplo 3.5 Queremos determinar o inverso de 7 modulo 11, ou seja, queremos resolver

a congruéncia linear 7.x = 1 (mod 11)

Queremos determinar o menor inteiro positivo de Z11 que satisfaca a equag¢do

z =771 (mod 11) = 7% (mod 11) = 7° (mod 11) = 8 (mod 11)

assim, temos que r = 8 € a menor solu¢ao positiva de Zi1 para o problema.
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Teorema 3.8 (Teorema Chinés dos Restos -TCR) Sejam my,ma, ..., my inteiros posi-
tivos primos entre si dois a dois, isto €, tais que o MDC(m;,m;) = 1 se i # j. Nessas

condigoes, o sistema de congruéncias lineares:

(
r = a; (mod my)

T = ay (mod my)

|z = ax (mod my,)

tem 1nica solugao modulo m = my.may. . ... my, dada por:

r = a;.My.xy + ag. My.xo + ... + ag. Mgz, (mod m)

Demonstragao:
Para cada r =1,2,3,..., seja:

Seja M, = - = =2k Como os inteiros m; sao todos primos entre si dois a dois,
s

my

o MDC(M,,m,) = 1,V r = 1,2,3,4...k de modo que a congruéncia linear M,.x =

1 (mod M,) tem tnica solu¢do = = z, (mod m,.).

Posto isso, vamos mostrar que o inteiro x = a;.My.x1 +as. My.xa+. . .+ ap. My.x, (mod m)

¢ uma solucao do sistema considerado.

Com efeito se i # r, entdo m,.|M; e M; = 0 (mod m,), que implica em:
r = a;.My.xy + as. My.xo + ... + ag. Mgz, (mod m)

Para demonstrar a unicidade desta solucao, suponhamos que x; é uma outra solucao

qualquer do sistema considerado. Entao:
r = a, (mod m,) =x; (mod m,), r=1,2,...k
e, portanto, m,|(z — x1), r = 1,2, ..., k.

Mas, o MDC(m;, m;) = 1 implica em (m;.ma.....my), isto é, m|(z — ;) e z = z1 (mod m),

com o que termina a demonstracao do TCR.

Na proxima secao traremos alguns problemas cuja resolucao utiliza o Teorema
Chinés dos Restos.
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3.4 Exercicios Resolvidos

Nesta secao apresentaremos varios exercicios resolvidos através das nogoes de congruén-
cia modular e com o auxilio dos teoremas abordados anteriormente, com o objetivo de

promover uma melhor fixacao deste assunto.

Problema 3.1 Resolva o sistema de congruéncias lineares:

(
r =8 (mod 5)
r =5 (mod 3)
x =11 (mod 7)
|z =2 (mod 4)
Solucgao:

Devemos aplicar o Teorema 4.8 (TCR)

Os modulos 5,3,7 e 4 das congruéncias lineares que formam o sistema sao primos en-
tre si dois a dois, de modo que pelo TCR este sistema tem unica solu¢ao mdodulo m =

mi.mgo.mz.my = 5.3.7.4 = 420. Temos entao:

My =2 =30 =84 M= 2 =0 =140, My = = = 20 =60, M, = [ = 432 = 105.

m2 my

Os inversos xy dos My, dados por:

(84x1 =1 (mod b)
140z = 1 (mod 3)
60x3 = 1 (mod 7)

(10524 =1 (mod 4)

Aplicando o método de Euler nas equacoes acima obtemos as solucoes respectivas: x1 = 4,

To=2,3=2¢ex4=1.

Portanto, temos:

r =a;.My.xy + ag. My.xo + ... + ag. Mgz, (mod m)
xr =8.84.4+5.140.2 + 11.60.2 + 2.105.1 (mod 420)

x = 5618 (mod 420) = 158 (mod 420),
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seque-se que x = 158 € a menor solucao positiva modulo 420, do sistema de congruéncias

lineares. Qualquer outra solu¢ao € da forma:

x = 158 (mod 420) < x = 158 +420.k, k € Z

Problema 3.2 Calcular o resto da divisao de 2°° por 7.

Solugao:

Como 7 é primo e o (2,7) = 1 podemos aplicar o Pequeno Teorema de Fermat a?~! =
1 (mod p) e o teorema 2.3 (3).

Temos que 26 = 1 (mod 7) = (26)® = 1% (mod 7) = 28

= 1 (mod 7) e como 22
4 (mod 7), basta multiplicar as congruéncias 2** =1 (mod 7) e 22

22 =4 (mod 7).
2822 =14 mod 7= 2 =4 (mod 7).

Portanto sem precisar calcular 2°° descobrimos que o resto da divisao por 7 é 4.

Problema 3.3 Calcular o resto da divisao de 15! por 17.

Como 17 é primo podemos aplicar o teorema de Leibniz (n — 2)! =1 (mod n).

Temos que (17 —2)! =1 (mod 17) = 15! =1 (mod 17)

Portanto sem precisar calcular 15! descobrimos que o resto é 1.

Problema 3.4 Calcular o resto da divisao do polinémio P(x) = z* — 1 por z3 +
2+ x+ 1.

Solucao:

Podemos associar a divisao euclidiana a notacao em modulo e utilizd-la para polinémios.
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Temos entao que P(z) = 2* — 1 =0 (mod 2* + 22 + z + 1) pois fatorando z* — 1, tem-se
que z* — 1 = (x — 1).(z® + 22 + 2 + 1) ou seja, 2* — 1 deixa resto zero na divisao por

242+ +1.
Problema 3.5 Determine o algarismo da unidade do nimero 99°.

Solucao:
Usando a Definigao 2.1
Basta dividir 99” por 10 e verificar o resto, que sera o algarismo da unidade.

Verificaremos o comportamento das poténcias de 9.

e 9 =1=1 (mod 10)
e 91 =9=9 (mod 10)
¢ 92=81=1 (mod 10)

e 93 =729 =9 (mod 10)

Podemos concluir que:

" =1 (mod 10) se n for par
9" =9 (mod 10) se n for impar
Como 9Y é fmpar temos que:

9% tem algarismos da unidades 9.

Problema 3.6 Mostrar que 6" +8" é divisivel por 7 quando, e so quando, n for

impar.

Solucgao:
Usando a Definigao 2.1 e o Teorema 2.2(1) e o Teorema 2.2(3).
Temos que 6 = —1 (mod 7) e 8 =1 (mod 7), de modo que a = 6"+ 8" = (—-1)" + 1" =

(—1)™ + 1 e ent@o temos que a = 2 (mod 7) se n par, e a =0 (mod 7) se n impar.

Problema 3.7 Mostrar que nao existe n natural tal que 2n*+n+1 seja divisivel

por 3.
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Solugao:
Usando a Definigao 2.1

Para cada nimero natural n temos apenas trés possibilidades: n = 0,1,2 mod 3.

Examinemos o que ocorre em cada caso:

e paran =0, temos 2n* +n+1=0+0+1=1 (mod 3);
e paran =1, temos 2n* +n+1=2+1+1=4=1 (mod 3);

e paran =2, temos 2n’ +n+1=8+2+1=11 =2 (mod 3);

Assim, como em nenhuma das possibilidades podemos chegara 0 (mod 3), segue nunca

ocorre de 2n? +n + 1 ser divisivel por 3.

Problema 3.8 Mostre que o quadrado de um niumero inteiro nao pode termi-

nar em 2, 3, 7 ou 8.
Solugao:

Usando a Definigao 2.1

Pela divisao euclidiana todo ntmero inteiro pode ser escrito em uma das formas: 10n +
1,10n + 2,10n + 3,10n +4,10n + 5,10n + 6, 10n + 7, 10n 4+ 8 ou 10n + 9.

Elevando cada um deles ao quadrado e calculando suas classes de resto médulo 10, para

se observar o algarismo da unidade teremos:

e (10n+1)*=100n*4+20n+1 =1 (mod 10)

e (10n + 2)? = 100n? + 40n + 4 = 4 (mod 10)

(10n + 3)? = 100n* + 60n + 9 = 9 (mod 10)

(10n + 4)? = 100n? 4+ 80n + 16 = 6 (mod 10)

(10n + 5)% = 100n2 4 100n + 25 = 5 (mod 10)

(10n + 6)% = 100n? + 120n + 36 = 6 (mod 10)

(10n + 7)* = 100n? + 140n + 49 = 9 (mod 10)

(10n + 8)2 = 100n2 4 160n + 64 = 4 (mod 10)

(10n + 9)2 = 100n2 4 180n + 81 = 1 (mod 10)

66



Podemos ver que o quadrado de um niimero inteiro termina em 1,4,5,6 ou 9. Logo nao

termina nunca em 2, 3,7 ou 8.

Problema 3.9 Qual o resto da divisao euclidiana de 1° 4 2°+3% +...+99° +100°
por 4%

Solucao:
Usando a Defini¢ao 2.1 e o Teorema 2.2(1)

Vamos dividir a soma dada em 25 grupos de 4 parcelas e calcular a congruéncia modulo
4.

P+224+34+...499°+100°= (1°+2°+3°+0°) + (1°+2°+3°+0°) +... (1°+2° +
3%+ 0°) (mod 4).
Divididos 100 por 4 o resultado serd 25. Entao concluimos que existem 25 grupos de

quatro termos na soma acima. Teremos entao:

1°4+2543°4...499°+100° = (15+2°4+35+0°) + (17 +2°+3°+0°) +... (1°+2°+3°+0°) =
25.(1°+2° +3°+0°) = 25.(1 + 32 + 243 + 0) = 25.276 = 0 (mod 4). Logo o resto ¢ 0.

Problema 3.10 Determine os dois ultimos digitos verificadores do CPF de ni-
mero
586840419XY .

Solugao:
Vamos usar a Definigao 2.1

Para calcular o primeiro digito X, multiplicamos os 9 primeiros digitos do CPF em uma
ordem respectivamente pela base {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, somamos os resultados e dividimos
por 11, o resto seré o primeiro digito verificador do CPF, caso o resto seja 10 convenciona-

se usar o 0.
51+82+63+84+454+06+4.7+1.84+99=208=10 (mod 11).

Como o resto é 10, pela convencao X = 0. Agora que ja temos os 10 digitos do CPF, falta

calcular o décimo primeiro digito.

Para calcular o valor de Y, multiplicamos os 10 primeiros digitos do CPF em uma ordem
respectivamente pela base {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}, somamos os resultados e dividimos por

11, o resto sera o segundo digito verificador do CPF, caso o resto seja 10 usaremos o 0.

50+81+62+83+444+05+46+1.7+98+0.9=09 (mod 11).
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Pela regra Y = 9.
Portanto os dois ultimos digitos do CPF sao respectivamente 0 e 9.
Problema 3.11 Mostre que 163 e 221 sao congruentes modulo 29.

Solucgao:
Pela Definigao 2.1 e pelo Teorema 2.1

Temos que 163 = 18 (mod 29) e 221 = 18 (mod 29). Como os numeros 163 e 221 tém o

mesmo resto 18 eles sao congruentes modulo 18.

Problema 3.12 Mostre que o conjunto {7,8,9,10} € um sistema completo de restos mad-
dulo 4.

Solucgao:

Pela Definicao 2.1 e Definicao 2.3 temos que:

7=3 (mod 4)
8 =0 (mod 4)
9=1 (mod 4)
10 =2 (mod 4)

Os restos forma o conjunto {0, 1,2, 3}, logo o conjunto {7, 8,9, 10} é um sistema completo

de resto moédulo 4.
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4 Consideracoes Finais

A aritmética modular foi bastante explorada nesse trabalho, buscando a sua apli-
cacao tanto para sistemas de identificacao, quanto para calendérios, como também em
aplicagoes praticas em sala de aula. Foram apresentadas algumas aplica¢oes de congruén-
cia modular, buscando mostrar as mais interessantes como: CPF, calendario, relogio de
parede, critérios de divisibilidade e jogo dos restos. Foi associada a congruéncia modular
em assuntos relacionados a trigonometria e aos nimeros complexos que sao abordados
no ensino médio tornando mais facil a compreensao dos mesmos. Uma vez mostradas as
aplicagoes mais abrangentes, passou-se a verificar as aplicagbes na educagao basica, uti-
lizadas na escola como forma de reforcar a habilidade com a divisibilidade e estudos de
aritmética. Procuramos apresentar propostas de atividade com alunos do ensino médio,
onde os mesmos sao levados a experimentarem as aplicagoes da congruéncia modular nas
situacgoes destacadas no desenvolvimento deste trabalho. A inten¢ao é mostrar mais uma
ferramenta para ajudar na resolucao de problemas, tornando mais facil sua resolucao,
promovendo melhores condigoes para a aprendizagem. Isso chama a atencao para a neces-
sidade de implementar metodologias de ensino que reforcem a aplicagao da matemética
no dia a dia. Mostrar as aplicacoes da matemética é importantissimo para motivar os
alunos a estabelecerem processos de investigacao nesse campo, bem como de valorizagao
dessa disciplina como contetudo curricular. Esperamos que esse material traga ganhos e
melhorias da capacidade critica do aluno, possibilitando progresso da habilidade interpre-
tativa. Principalmente, espera-se que este trabalho possa servir como material de pesquisa
para professores de matemaética da educacao basica e superior visando estabelecer novas

metodologias em suas aulas sobre aritmética modular.
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