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Resumo

Este trabalho tem por objetivo principal apresentar uma sugestao de como introdu-
zir os conceitos de funcoes exponenciais e logaritmicas, utilizando como motivacao um
software que apresenta atividades sobre modelos de crescimento populacional discretos
- Malthus e Verhulst.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Funcao Exponencial, Crescimento Popula-

cional, Funcao logaritmica.






Abstract

This work has as main objective to present a suggestion how to introduce the
concepts of exponential and logarithmic functions using a software that provides some

activities on discrete models of population growth - Malthus and Verhulst.

Keywords: Mathematical Modeling, Exponential Function, Population Growth, Lo-

garithmic Function.
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1 Introducao

Logaritmos e exponenciais podem ser identificados em situacoes do dia-a-dia tais
como: crescimento populacional, financiamento de um carro ou casa, absorcao de um
remédio, datacao por carbono, resfriamento de um corpo, etc. Na Educacao Bésica, na
maioria das vezes, sao ensinados de maneira técnica e as aplicagoes sao “consequéncias”.
Nem sempre é possivel perceber, por exemplo, que “os logaritmos foram criados como
instrumento para tornar mais simples calculos aritméticos complicados. Posteriormente
verificou-se que a importancia dos logaritmos na Matemética e nas Ciéncias em geral
era bem maior do que se pensava” ([16]).

Em Lima [16])a defini¢do de logaritmo natural ¢ dada através da area de uma
faixa de hipérbole, bem como a demonstracao de algumas propriedades. Além disso,
o conceito de fungao exponencial é introduzido posteriormente, diferentemente do que
acontece na maioria dos livros didaticos. No livro de Dante [11] é feito um comentario
sobre essa abordagem via area de faixa de hipérbole somente no final do capitulo
sobre logaritmos. Em outros livros didaticos em geral é apresentado um problema de
motivacao para o ensino de exponenciais e na sequéncia o contetdo é desenvolvido.

O intuito dessa pesquisa é dar suporte suficiente ao professor de Matematica da
Educacgao Bésica para que trabalhe exponenciais e logaritmos de maneira diferente em
relacao aos livros didéticos, usando um software como motivacao para o desenvolvi-
mento do conteiido matematico.

No segundo capitulo apresentamos o suporte tedrico necessario para um bom enten-
dimento do texto, uma vez que a teoria apresentada nao é trabalhada no ensino médio:
uma introducao ao estudo de equacoes de diferencas e diferenciais, de primeira ordem
(técnicas de resolucao, pontos de equilibrio, anélise de estabilidade). Os exemplos e
abordagens que serao utilizados permitirao que alguns desses conceitos sejam intro-
duzidos mesmo que de forma intuitiva, como por exemplo, as equacoes de diferencas.
No terceiro capitulo serd analisado o ensino de funcoes exponenciais e logaritmicas no
Ensino Médio, a partir de alguns livros didaticos. No quarto capitulo apresentamos o
software “Crescimento Populacional” da UNICAMP - M?3—Matematica e Multimidia
[17], bem como uma sugestiao de atividades para o estudo de exponenciais e logarit-
mos. No 1ltimo capitulo sao apresentadas algumas consideragoes sobre o trabalho

desenvolvido.
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2 Equacoes de Diferencas e Equacoes

Diferenciais

Modelos matematicos que relacionam as variaveis através de suas variacoes discretas
sao formuladas com equacoes de diferencas. Essas equagoes sao mais apropriadas para
modelar, por exemplo, o crescimento populacional entre geracoes sucessivas, quando
esse se da em etapas discretas e nao ocorre uma sobreposicao de geracoes da espé-
cie analisada. Ja as equacoes diferenciais sao utilizadas para modelar situacoes que
relacionam as varidveis através das variagoes instantaneas.

Neste capitulo tratamos de equacgoes de diferencas e equacoes diferenciais de pri-
meira ordem para dar suporte ao estudo de modelos de crescimento populacional citados

no texto.

2.1 Equacoes de diferencas

Na Fisica, Engenharia, Economia, Matematica e tantas outras areas utilizamos
as equacgoes de diferencas na descricao de diversos fendmenos. Um dos casos mais
tipicos abordados na Educacao Basica, principalmente no Ensino Médio, é o estudo de

problemas envolvendo juros compostos, que trataremos em um de nossos exemplos.

Definicao 2.1. Uma equac¢ao na forma

Yn+k = f(yn+k717 Yntk—25 1) yﬂ)a

onde k € um inteiro positivo fixo, é chamada de equacao de diferencas de ordem k, pois
cada niumero depende de k anteriores.

Em particular, se ela puder ser representada na forma

Yntk + QO Yntb—1 + ... + apyn = Ry,

onde aq, as, as, ..., a4, $Go numeros reais, com a, # 0 e R, € uma funcdo de n, dizemos
que € uma equacao de diferencas linear de ordem k, nao homogénea e com coeficientes
constantes.

Se R, =0 a equacao € linear, homogénea e com coeficientes constantes.

21
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Exemplo 2.1. Em seguida estao alguns exemplos de classificacao de equacoes de

diferencas.
e P,.1 =1,8P, é uma equacao linear homogénea de 1* ordem;
® a,.3 = a, ¢ uma equacao linear homogénea de 3* ordem;
e H,,» =3H, +2 ¢éuma equacao linear, nao homogénea e de ordem 2.

Observagao 2.1. As equagoes do Exemplo (2.1) podem ser escritas de forma diferente

dependendo do valor inicial para n. Por exemplo: a, = a,,_3 para n > 3.

Definicao 2.2. As equacoes lineares de primeira ordem sdao da forma

Ynt1 + QYn = Rn
Se R, = 0 temos y,+1+ay, = 0, ou seja, equacao linear homogénea de primeira ordem.

Dada a equacao linear de primeira ordem vy, .1 + ay, = 0, podemos escrevé-la na
forma y,y1 = —ay,. Considerando y(0) = yo e substituindo n por valores discretos

temos:

Y1 = —aYo
ys = —ay; = (—a)(—a)yo = (—a)*y,
Ys = —ayz = (—a)(—a)2y0 = (—@)33/0,

Yo = —ays = (—a)(—a)3y0 = (—CL)4?/07

yn = (—a)"yo. (2.1)
Mostremos (2.1) por Inducao Finita. Como yy é valido por ser a condicao inicial,

supoe-se que (2.1) é verdadeira para n = k (hipotese indutiva), ou seja,
Yk = (—a)kyo-
Admitindo a recorréncia e a hipotese indutiva, verifiquemos a validade para n = k + 1:
k1 = —ayy, = (—a)(—a)*yo = (—a)* 'y

Assim, (2.1) vale para Vn € N, portanto ¢ solu¢ao da equagao y,.1 = —ay, com

y(O) = Yo-

Exemplo 2.2. Suponhamos que uma pessoa deposite R$ 1000,00 numa aplicacdo que
oferece 5% de juros ao més. Seja P, o valor apés n meses da aplicacdo. Como esse

valor é igual ao valor do més anterior (P,_;) mais os juros temos:

Pn - Pn,1 + 0705Pn71 = 1705Pn71'
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Assim, temos uma equacao linear homogénea de primeira ordem: P, = 1,05P,_1.

Como o rendimento é mensal, temos:
Py = 1000,
P, =1,05F = 1,05.1000 = 1050,

P, =1,05P, = 1,05.1,05P, = (1,05)?P, = 1102, 50,
Py =1,05P, = 1,05.1,05*Py = (1,05)*P, = 1157, 625,

P, = (1,05)" Py = 1000.(1, 05)". (2.2)

Portanto, para sabermos o valor da aplicacao apds n meses utilizamos a expressao
(2.2).

Exemplo 2.3. Dada a equagao y,+1 = ay, + b, temos:
Y1 = ayo + b7

ygzay1+b:a2y0+ab+b,

Y3 = ays + b = a*yo + a*b + ab + b,

n—1
Yn = a"yo + Z a'd. (2.3)
i=0

Utilizando a férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica,

com a # 1, temos:

a” —1
n = a"yo+b . 2.4
= (1) 2.4)
Por inducao, demonstra-se a validade de (2.4). Como g, é valido para a condigao
inicial, ou seja, y(0) = yo, supde-se que (2.4) é verdadeira para n = k (hipotese
indutiva) e assim,
ab —1
yr = a"yo + b ( > :
a—1
Admitindo a relacao de recorréncia e a hipdtese indutiva, verifiquemos a validade
paran =k + 1.
Ykt1 = ayp + b
k
a®—1
ykﬂza(akywb( >)+b7
a—1
"l ba* 1 — ab

Yk+1 = @ Yo + + ba

a—1
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bak+1 —b
Y1 = " yg + ———,
a—1
k+1
a -1
Y1 = ak“yo +0b (—) .
a—1

Portanto, (2.4) vale para Vn € N e portanto é solugdo da equagao y,+1 = ay, + b,

com y(0) = 1.

2.2 Ponto de Equilibrio e Estabilidade

A seguir, apresentamos a defini¢ao de ponto de equilibrio e estabilidade para equa-
¢ao de diferencas, fundamentais na analise do comportamento das solugoes, quanto nao

se tem solucao analitica.

Definicao 2.3. Seja f : A C R — R. Um ponto x* no dominio de f € denominado
um ponto de equilibrio da equa¢do r,1 = f(x,) quando a partir dele nao ocorrem

variacoes do estdagio n para o estigio n + 1, isto é:
Tpi1 =Ty =27,Vn € N,

Definicao 2.4. (a) O ponto de equilibrio x* de x,.1 = f(x,) € estdvel se dado € > 0,
existe 6 > 0 tal que |xvg — x*| < § implica |f™(zo) — z*| < €, para todo n > 0. Se x*
nao € estavel, entao ele é chamado de instdvel.

(b) O ponto x* é dito de atracao se existir n > 0 tal que |xg — z*| < n implica
lim,, o, = x*. Se isto for valido para todo n > 0, x* é chamado ponto de atrator
global.

(c) O ponto x* € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel se € estdvel e atra-
tor. Se isto for vdlido para todo n > 0, z* é chamado de globalmente assintoticamente

estdvel.

Teorema 2.1. O ponto de equilibrio x* = Tba para o sistema dindmico afim x, 4 =
ax,+b, com a # 1, é assintoticamente estdvel se |a| < 1, ou seja, lim,, oo x, = x* para
todo xy. Se |a] > 1 entdo x* € instdvel e |x,| — 0o para qualquer valor de xy # x*.

Quando a = —1, temos o que € conhecido como 2-ciclo, isto €, xpio = x1, Vk € N.

Demonstracao. Observe que

b
|ry — x| = |axg + b — ——|,
1—a

ab

l1—a

|21 — 27| = Jazo — | = laflzo —27|.

Analogamente,

|2 — 2"| = |a]*|zo — 2.
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E, por inducao, segue que
oy — 2| = |al*|zo — 2.
Suponha que |a| < 1. Entao,
lim |a|” =0
k—o0
e
lim |z —2*| = 0.
k—o00
Logo, z* é assintoticamente estavel.
Se |a| > 1, entdo |a|® — oco. Isso significa que zj esta se distanciando de z*. Logo,
x* é instavel. Se a = —1, entdo x40 = —Tpy1 +b = —(—x, +b) + b = x,. Assim,
qualquer outro valor ¢ igual, ou seja, xrg = x9 = ... , e x1 = 3 = ..., concluindo a prova.
m

Teorema 2.2. A estabilidade de um ponto de equilibrio x* de x,.1 = f(x,) pode ser

determinada pelo valor do maodulo de

~ [df (@)
A= { dx,, Lnx*

onde X\ € o coeficiente angular da reta tangente a curva f(x,) no ponto r*.

Temos:

e Se —1 < N\ < 1, x* € localmente assintoticamente estdvel, isto €, se xq estd
proximo de x* entao x, converge para x*;

Ainda, se 0 < XA < 1 entao a convergéncia é mondtona; se —1 < A < 0, a
convergéncia € oscilatoria.
e Se |\ > 1, o ponto de equilibrio x* € instdvel.
Demonstragao. Pode ser verificada em [10]. O
Observagao 2.2. Se |A| = 1, sdo necessérios critérios adicionais.
Exemplo 2.4. Consideramos a equagao de diferencas
Tpt1 = 0,52,(1 — x,). (2.5)

Os pontos de equilibrio de (2.5) sdo dados por :

" =0,52"(1 — "),
0,5(z*)* + 0,52 = 0.

Portanto, z* = 0 ou 2* = —1. Neste caso, f(z) = 0,5z(1 —z) e assim, f'(z) =0,5— .

Calculando A, temos:

A=0,5—2z"
Quando z* = 0 = X = 0,5, ou seja, z* = 0 é assintoticamente estavel. Quando

* —

r*¥=—-1=A=1,5,ouseja, z* = —1 é instavel.
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2.3 Cobweb

Cobweb ¢ um importante método grafico para analise de estabilidade de um ponto
de equilibrio para a equacao z, 11 = f(z,). Esse método, que na sua tradugao literal
significa “teta de aranha” serd apresentado a seguir.

Uma vez que z,41 = f(z,), podemos tracar o grafico de f no plano (z,,x,1)-
Entao, dado xg, podemos encontrar o valor de x; desenhando uma reta vertical através
de zp de modo que também intercepte o grafico de f no ponto (zg,x;). Em seguida,
trace uma reta horizontal de (z, z1) até encontrar a reta y = x (fungao identidade) no
ponto (z1, 7). Uma reta vertical tragada do ponto (x1, z1) interceptara o grafico de f
no ponto (x1,zs). Continuando esse processo, podemos encontrar z,, para todo n > 0.

Vamos analisar alguns exemplos de cobweb.

Exemplo 2.5. A equacao de diferencas

1
Tp4+1 = _éxn +

1

> (2.6)

1
tem como ponto de equilibrio z* 3 que é assintoticamente estavel pois, usando o

1
Teorema (2.2) da se¢ao anterior, temos que A = —3 Vejamos através do cobweb.
el .
a1+ ¥
0BT
08T e
Py . @a
1 Ps
0.4 i.94],
1 =1
[,
D2+ il & " P
' ~ Py
-+ g1 ""“‘
SRR i TR | | Tl WP
05 Fp 1 1.5 A
+ X
Lty ¥y = —l x+l
d- 2 2

Figura 2.1: Cobweb da equacdo (2.6) com zo = 2 .

Iniciando o cobweb por xy = %, notemos que x,, se aproxima do ponto fixo z* = %,

o que implica em estabilidade assintotica.
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Exemplo 2.6. Na equacao de diferencas
3 3
Tnl = _§xn + 57 (27)
temos que |A| > 1, ou seja, utilizando o Teorema (2.2) concluimos que o tnico ponto
de equilibrio existente é instavel.
Novamente, iniciando o cobweb por xg = %, percebemos que z,, se afasta do ponto

fixo, o que implica em instabilidade.

AT

Figura 2.2: Cobweb da equacdo (2.7) com zy = 2 .

2.4 Algumas aplicacoes de equacoes de diferencas

Exemplo 2.7. Modelo discreto de Malthus. Um modelo de crescimento popu-
lacional bastante conhecido é do economista inglés Thomas Malthus, apresentado em
1798. O modelo malthusiano pressupoe que a variacao da populagao entre os instantes

tet+ 1 é proporcional & populacao no instante t.

P(t+1) — P(t) = aP(t). (2.8)

Considerando a populagao inicial P(0) = Py temos:

P(t+1)=(14+a)P(t)
{ i 29
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ou seja,
Pit)=(1+a)hR.

Exemplo 2.8. Modelo discreto de Verhulst. [18] Verhulst foi um matemaético
belga que introduziu a equagao de crescimento logistico onde a populagao devera crescer
até um limite méaximo sustentavel, isto é, ela tende a se estabilizar num determinado
valor. O modelo de Verhulst é, essencialmente, o modelo de Malthus modificado,
considerando a variacao de crescimento dependendo da proépria populacao em cada
instante e satisfazendo algumas propriedades.

Seja P(n) a populagao no instante n. Entao, o crescimento absoluto de P(n) é dado
por:

Poin, — P, = (a— BP,) P A,.

Considerando Py dado, podemos obter P, em funcao de P, através da formula de

recorréncia:

Poia, = (@A, +1) P, [1 — £82_p,
el T DA {15 (2,10
P07
A equagao (2.10) pode ser dada na forma normalizada por:
Nyy1 =7rN, (1= N,)
P (2.11)
NO = év

onde N, = %HHP” e (aA, +1) =r. Py é o valor de estabilidade ou valor méaximo
sustentavel.

2.5 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Nesta se¢ao apresentaremos a defini¢ao de Equacoes Diferenciais Ordinarias(EDO),
algumas classificagoes e métodos de resolucao, com o objetivo de novamente tratar os

modelos de crescimento populacional de Malthus e Verhulst, desta vez continuos.

Definicao 2.5. Uma equagao diferencial € uma equacao que envolve funcoes incognitas
e suas derivadas. E chamada equacdo diferencial ordindria(EDO) se a fung¢ao incdgnita

depender apenas de uma varidvel.

2.6 Equacoes Diferenciais Ordinarias de 1* Ordem

Definicao 2.6. Por uma equacao diferencial de 1 ordem entendemos uma equacao

d
do tipo d_y = F(z,y) ouy = F(x,y), onde F(x,y) € uma funcdo definida em um
x
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intervalo aberto do R2. Se a funcio F(x,y) pode ser escrita como o quociente de duas

outras fungoes M(z,y) e N(z,y), lembrando que y' = —y, temos entao outra forma de

x
escrever a equagao diferencial ordindria de 1* ordem: M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

d
Uma solucao da equacao & _ F(z,y) num intervalo a < x < 8 é uma fungao ¢
tal que ¢ existe e satisfaz (b’(xf: F(z,¢(x)), Vre(a, B).

Exemplo 2.9. Vamos determinar uma solugdo y = y(x) da equagao Z—i = 2x + 3 que
satisfaca a condigao inicial y(0) = 5.

Assim, queremos uma func¢do y = y(x), com y(0) = 5, cuja derivada seja 2z + 3.
Entdo, y = [(2z 4+ 3)dz = 2” + 3z + k, k € R, sdo solugoes da equagao. Sabendo-se
que y(0) = 5, obtemos k = 5. Segue que y = x® + 3x + 5 & a solugao satisfazendo a

condicao dada.

O teorema a seguir estabelece sob que condicoes podemos garantir que um pro-

blema de valor inicial tem tinica solucao.

Teorema 2.3. Teorema da existéncia e unicidade de solugoes para um pro-
blema de valor inicial (TEU)

Suponha que as funcoes f e 2L

9y
v <y < § contendo o ponto (to,yo). Entao, em algum intervalo to —h <t < to+ h

sao continuas em algum retingulo o < t < [,

contido em a < t < [ existe uma unica solucao do problema de valor inicial

{ v = f(t.y) (212)

y(to) = vo

Para um estudo mais detalhado desse teorema o leitor pode consultar [1] ou [2].

2.7 Equacoes diferenciais de 1% ordem lineares

Defini¢ao 2.7. Uma equacao diferencial ordindria(EDO) de 1% ordem é linear, se

puder ser escrita
y' +p(@)y = g(x), (2.13)

onde p e g sao funcoes reais e continuas.

Para resolver a equagdo (2.13) multiplicamos os dois membros da mesma por um
fator p(x), obtendo

pa)y’ + pa)p(x)y = p)g(z). (2.14)

Observamos que a expressao u(x)y + u(x)p(r)y da equagao (2.14) é a derivada de

um produto p(z)y, desde que u(x) satisfaga a equagio:
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que, integrando ambos lados, obtemos:

Inu(x) = /p(x)dx + k.

Escolhendo a constante arbitraria k& nula, e aplicando a exponencial, obtemos a

funcao mais simples possivel para p :

() = el P,
Reescrevendo a equagao (2.14), temos:

d

@[u(w)y] = p(z)g(x)

e integrando, obtemos:
@y = [ nla)g(a)de + e

Portanto,
1

HE[/ummqu+4,

onde ¢ € R & uma constante arbitraria. A func¢do p(z) é chamada de fator integrante.

y:

Exemplo 2.10. Para a equacao y' — 2zy = z, temos p(r) = —2z e, consequentemente,
o fator integrante é dado por p(z) = el ~2wde — o—a* Multiplicando a equagao por
w(x) obtemos

—IQ / —$2 —12 d —CC2 —Iz

ey —2ze Ty =awe" = —[ye T =xe .

Integrando ambos membros temos:

é a solucao geral da EDO dada.
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2.8 Equacoes separaveis

Definicao 2.8. Uma equacao diferencial de 1° ordem de varidveis separdveis € uma
equacao da forma
dy
—= = h 2.15
= g)h(y), (215)

onde g e h sao funcgoes reais definidas em intervalos abertos de R.

Obter uma solugao de (2.15) é encontrar uma fun¢ao y = y(z), tal que

Y (x) = g(x)h(y(x)). (2.16)

Integrando em relacao a x temos:

/ % _ / o(2)da.

Com a mudanca de variavel v = y(z) = dv = ¢/ (x)dz temos

/hcg:j) :/g(x)dx.

Para obter a solucao satisfazendo a condigao inicial dada é s6 integrar e escolher k

adequadamente, portanto
H(y) = G(x) + k,

1
onde H(y) e G(x) sdo primitivas de ") e g(z) respectivamente.
Y

z+1
yt+1

Exemplo 2.11. Para resolver a equacao y' = a escrevemos como:

(y* + 1)dy = (x + 1)dz.

Integrando ambos os lados temos:

% 2
g +y=—+x+k
22 Y
Portanto, — 4+ = — i y = k & a solugao geral, dada na forma implicita, da EDO

dada.
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d
Exemplo 2.12. Vamos obter a solucao da equacao diferencial d_i = —ay + b, onde a

e b sao constantes reais dadas, a # 0 e y # g

Podemos escrever esta equagao na forma:

1 dy
y—gdt—

—a.

Entao, integrando, obtemos

b
Inly — —| = —at + k,
a
onde k£ € R. Aplicando exponencial em ambos lados da equacao temos:

‘y o é| — efatJrk — ek:efat'
a

Lembrando-se que k é constante, entdo ef também é uma constante e serd denotada

por c. Temos como solucao:

y=—+ce .
a
Exemplo 2.13. [1| Considere a equagao
P _ . 5p — 450,

que descreve a interacao de determinadas populacoes de ratos do campo e corujas.
Encontremos a populacao de rato p(tf) apos um tempo ¢, que satisfaga a condigao

inicial de 850 ratos.

d —900
Escrevendo a equagao como: d—]z _ P 5 e, se p # 900, temos:
I dp 1
p—900dt 2

Integrando, obtemos:
t
In|p —900| = 5t k,

onde k € R . Analogamente ao exemplo anterior, temos:
Ip— 900| = 2% = ¥ o2 =5 p— 900 = +eF.e2.
E, como ¢ = £e¥ & uma constante, entdo:
p =900 + ces.
Ainda sabemos que p(0) = 850 , ou seja,
850 = 900 + ce” = 850 = 900 + ¢ = ¢ = —50.

Portanto, p(t) = 900 — 50.e2 é a solucao do problema dado.
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2.9 Algumas Aplicacoes de equacoes diferenciais

Exemplo 2.14. Modelo de Malthus. Considerando o modelo de Malthus do Exem-
plo (2.7) a versdo continua pressupoe que a taxa segundo a qual a popula¢do de um pais
cresce em um determinado instante ¢ proporcional a populacao total do pais naquele
instante. Matematicamente, se P(t) é a populagao total no instante ¢, entao o modelo

continuo é dado por:

dP
— = kP
dt :

onde k é uma constante de proporcionalidade (nesse caso k > 0). Esse modelo é
utilizado no crescimento de pequenas populacoes em um curto intervalo de tempo,
como por exemplo crescimento de bactérias, pois nao leva em conta muitos fatores que
podem influenciar a populagao tanto em seu crescimento quanto em seu declinio.

Sabendo-se que uma certa populagao cresce segundo o modelo malthusiano, temos:

dP

5= kdt, k > 0,
dP
— = | kdt

[ %= [

InP =kt + c,
P = ¢
Se P(0) = Py, entao

P = Pyt

Exemplo 2.15. Decaimento Radioativo. Nos elementos radioativos o niimero de
niicleos que decaem por unidade de tempo é proporcional ao nimero total (N) de

niicleos radioativos. Assim temos:

dN
&Y —an,
dt

onde « é a constante de desintegracdo (o < 0).

Observacao 2.3. Uma tnica equacao diferencial pode servir como um modelo mate-
matico para estudo de fendomenos diferentes. Os dois problemas citados anteriormente
usam o mesmo modelo, diferindo apenas na constante de proporcionalidade em que
num ¢ negativo e no outro é positivo. Esse mesmo modelo pode ser utilizado no estudo
do crescimento de um capital a juros compostos continuamente, a meia vida de uma

droga, etc.

Exemplo 2.16. (Lei de Newton do Esfriamento/Aquecimento) De acordo com
a lei empirica de Newton de esfriamento/aquecimento, a taxa segundo a qual a tem-
peratura de um corpo varia é proporcional & diferenca entre temperatura do corpo e

a temperatura do meio que o rodeia, denominada de temperatura ambiente. Se T'(t)
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representar a temperatura de um corpo no instante ¢, 7,, a temperatura do meio que

o rodeia e ‘il—{ a taxa segundo a qual a temperatura do corpo varia, a lei de Newton do

esfriamento/aquecimento é convertida na sentenga matematica

dr

= k(T =T, (2.17)

onde k£ é uma constante de proporcionalidade. Em ambos os casos, esfriamento ou
aquecimento, se T,, for uma constante, entao k < 0.

Considerando T'(0) = Tj, resolvendo a equagao (2.17), temos:
ar
= [ kdt
/ T — Tm / 7

In|T' —T,,| =kt +c,

In|T—Ton|

entao

onde ¢ € R. Assim, temos: e ktte

= e"*¢ Chamaremos e de C, C' € R, ou seja
T(t) =Ce" + T,
Como T'(0) = Ty, temos: C =Ty — T,,. Portanto, a solugao de (2.17) é dada por:
T(t) = (Ty — Tpn)er" + Ty

Exemplo 2.17. Modelo de Verhulst. O modelo de crescimento populacional con-

tinuo de Verhulst ¢ dado por:
= —,pl1=- =—
a ( Poo) (2.18)

onde P(0) = By ¢ a populagao inicial. Resolvendo a equagao (2.18) pelo método de

separacao de variaveis temos:

1 1
P,
= = dP = [ rdt
/<P+1_PP> /7*7

P
||~ nf1 — - :/rdt,

[e.e]

Podemos usar a condigao inicial P(0) = Py e determinar a constante de integragio c.

P

_ b
=52

POPOO

Poo_P0’

c=In| | = In|
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Portanto
In| | = rt + In FoPoo |
n =r n|———|.
—Pi P.—F
Assim,
P PO rt
_ et

Po—P Po-h
onde isolando P encontramos:

PyP

P(t) = )
<> (POO—Po)efrt—i—Po

Observe que quando t — oo, P(t) — Px.
Apresentamos aqui alguns tipos de equacoes diferenciais ordinarias bem como al-

guns exemplos. Para um estudo mais detalhado, o leitor pode consultar [1].
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O ensino de funcoes exponenciais e

logaritmicas no Ensino Médio

Neste capitulo procuramos analisar como os conceitos de funcao exponencial e loga-

ritmica vem sendo abordados em alguns livros didaticos e apresentamos também alguns

tipos de questoes envolvendo esses conteiidos que aparecem em alguns vestibulares.

3.1

A funcao exponencial nos livros didaticos

O ensino de funcoes exponenciais e logaritmicas foi analisado consultando os se-

guintes livros do PNLEM (Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio)
de 2011:

“Matematica Completa” de Giovanni e Bonjorno (Editora FTD) [13]
“Matematica, Contextos e Aplicacdes” de Dante (Editora Atica) [11]
“Colecao Novo Olhar Matematica” de Joamir Souza (Editora FTD) |14]

“Matematica” de Paiva (Editora Moderna) [15]

Na maioria dos livros didaticos analisados a sequéncia proposta é:

Situacao problema como motivacao para estudo de exponenciais, no inicio do

capitulo

Definicoes

Propriedades e demonstragoes
Exemplos

Analise de grafico(crescente ou decrescente, dominio, contradominio, imagem,
etc)

Justificam o fato de as fungoes exponenciais e logaritmicas serem injetiva, sobre-

jetiva e bijetiva

37
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e O numero irracional e
e Funcao logaritmica a inversa da exponencial
e Aplicacoes

O “Caderno do Aluno”, material disponibilizado pela Secretaria da Educacao do
Estado de Sao Paulo, apresenta somente exemplos diferenciados a serem trabalhados
com os alunos. Como é somente um material de apoio, nao apresentando defini¢oes
dos conceitos a serem trabalhados, o mesmo nao seré objeto de anélise nesse trabalho.

O livro de Dante [11] tem como introduc¢ao a meia-vida na radioatividade e depois
sao citados exemplos de func¢oes exponenciais na Economia, Arquitetura e Biologia.
Joamir Souza [14] traz como motiva¢ao o crescimento de uma planta ao decorrer do
més e o controle de pragas pela bactéria Bacillus thuringiensis. Em seu livro, Paiva
[15] usa como introdugao a biparticdo da bactéria E. coli e a pressdo atmosférica P
na superficie a uma altura h dada pela expressao P(h) = (0,9)". Giovanni e Bonjorno
[13], pagina 224, colocam a seguinte situagdo-problema de crescimento na producio,
de forma mais detalhada: “Uma empresa produziu, num certo ano, 8000 unidades de
determinado produto. Projetando-se um aumento anual de producao de 50%, qual sera
a producao P dessa empresa t anos depois? Daqui a quantos anos a producao anual
sera de 40500 unidades?

Para calcular a producao P da empresa t anos depois, podemos usar a formula:
P =8000.(1,50)"

Observe que a produgdo P varia em fun¢io do periodo de tempo ¢ em anos (t =
0,1,2,3,...).
Para calcular daqui a quantos anos a producao anual serd de 40500 unidades, de-

vemos fazer P = 40500. Logo:

40500 = 8000.(1,50)".

Esta equacao é chamada de equacdo exponencial” Apenas é citado como uma
funcao exponencial e a resolucao passo-a-passo é realizada posteriormente.

A maior parte dos livros traz como definicao:

Definicao 3.1. Uma funcio f : R — R, definida por y = f(x) = a®, coma >0 e

a # 1, € denominada fungcao exponencial.

Com excecao do livro de Paiva [15] todos discutem o porqué a base deve ser positiva
e diferente de 1, pois:

a) Para a < 0 nao teriamos uma fungao definida para todo x real. Por exemplo,

1
supondo a = —4 e z = 2 terfamos f(3) = (—=4)2 = /—4 que ndo ¢ um nimero real.
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b) Se a = 1 para qualquer valor de z real, entdo a® = 1 e teriamos uma fungao
constante.

¢) Se a = 0 e x negativo, ndo existiria a”, por exemplo, para a = 0 e z = —2, temos
f(=2) =072 e 072 ndo esta definido em R.

De uma maneira geral, os liviros do PNLEM aqui analisados, discutem as seguintes
propriedades:

1) para a > 1 a funcdo é crescente (r1 > x9 = a® > a™?).

2) para 0 < a < 1, a fungao é decrescente (x; > x5 = a™ < a™).

3) Se a®' = a®* = x1 = 3, ou seja, a fungdo é injetiva.

4) A funcao exponencial é sobrejetiva, ou seja, Im(f) = CD(f) e injetiva. Portanto
é bijetiva, e assim, admite funcao inversa.

A importancia da discussao dessas propriedades colabora para que o aluno entenda
como resolver uma equacao ou inequacao exponencial, pois € muito comum ouvirmos
“em uma equacao exponencial corta-se a base e resolve os expoentes” ou em uma ine-
quacao exponencial “se a base estiver entre 0 e 1 corta-se a base e inverte o sinal da
inequacgao trabalhando com os expoentes”. Mas serd que o aluno entendeu o conceito
por tras disso? Para resolver equacoes, inequacoes exponenciais e obter que a funcao
logaritmica é a inversa da exponencial é necessario discutir quando a funcao é crescente,
decrescente e que ela é injetiva, sobrejetiva e bijetiva.

Todos os livros deixam claro que o grafico da funcao exponencial nao toca o eixo
x. Seria interessante mostrar aos alunos isso como foi feito no livro “A matemaética do
Ensino Médio”, Volume 1, da Cole¢ao do Professor de Matemética da SBM [12]. Como
a fungao exponencial tem a propriedade a®.a¥ = a*, isto é, f(z +vy) = f(x).f(y),
entao f nao pode assumir o valor 0, a menos que seja identicamente nula. Com efeito,

se existir algum xy € R tal que f(zg) = 0 entdo, para todo x € R teremos

flx) = flzo+ (z — x0)) = flxo).f(x —20) = 0.f(2 — 20) = 0

Logo f sera identicamente nula.
Mais ainda: se f : R — R tem a propriedade a®.a¥ = a**¥ e nao é identicamente

nula entdo f(x) > 0 para todo x € R, pois

=15+ = 1)1 () -0 ) >

E importante lembrar que as ideias desenvolvidas no estudo da funcio exponencial
f(x) = a®,a > 0,a # 1, podem ser aplicadas nas fung¢oes do tipo f(z) = c.a**, com
c,k e R*.

Os livros que trabalham o ntmero irracional e e a funcao exponencial e* sao o de
Dante [11] e o de Giovanni e Bonjorno [13].

No livro “Matematica, Contexto e Aplicagoes” [11] o autor considera a sequéncia
(1+ l)" com n € {1,2,3,4, ...}, depois calcula a sequéncia comn =1, n =2, n =3,

n
n = 10, n = 100, n = 500, n = 1000, n = 50000 e conclui que quando n aumenta
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. . . 1 . . . .

indefinidamente, a sequéncia (14 —)" tende muito lentamente para o ntimero irracional
n

e = 2,7182818284.... Em seguida define a fungao exponencial de base e, f(z) = e”, que

aparece com muita frequéncia nas aplicagoes matematicas e na descricao de fendbmenos

naturais.

3.2 A funcao logaritmica nos livros didaticos

As defini¢oes e propriedades, bem como as demonstracoes, que apresentamos a

seguir, aparecem com frequéncia nos livros didaticos.

Definicao 3.2. Sejam os niumeros reais positivos a e b, com a # 1. Denomina-se

logaritmo de b na base a o expoente c, tal que b = a°, isto é:
log,b = ¢ <= a° =D,
comb>0,a>0¢eaz#l.

Todos os livros analisados trazem as seguintes consequéncias da definicao:

1) log,a = 1, pois a' = a.

2) log,1 = 0, pois a° = 1.

3) log,a™ = n, pois fazendo log,a"™ = z, temos: a® = a" = x = n, entdo log,a” = n
)

4)a'9® = b, pois fazendo log,b = x, temos: a®

= b e substituindo z = log,b em
a® = b, temos a'?9:® = p.

5) logex = log,y < x =1y

Fazendo log,x = r e log,y = x, isto é, a" = x e a® = y, temos log,x = log,y < r =
s a =a’ ST =y.

Trazem também as seguintes propriedades operatorias dos logaritmos, onde a >
0,c>0el#b>0.

1* Propriedade: Logaritmo de um produto

logy(a.c) = logya + logyc.

Demonstracao. Considere logy(a.c) = p, logya = m e logyc = n.
Dessas igualdades temos b? = a.c, b™ = a e b" = c¢. Entao: b’ = a.c = b"™.b" = b"*",

Se bP = ™t entao p = m + n, ou seja, logy(a.c) = logya + logyc. O
22 Propriedade: Logaritmo de um quociente

logbg = logya — logyc.
c

. a a
Demonstracao. Consideramos log,— = ¢, logya = m e log,c = n. Dai temos b? = —,
c

c
bm

b =g e b" = c. Entio b? = & = ~—

c b

logbg = logya — logyc. O
c

=a™ " Se b? = a™ ", entao ¢ = m — n, ou seja,
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32 Propriedade: Logaritmo de uma poténcia
logya® = c.logya.

Demonstracao. Consideramos logy,a® = d e logya = e, temos pela definicao que logya =

e b =aeloga® = d << b? = a°. Substituindo a = b¢ em b? = a°, temos:

b= (09)° = b = b = d = ce = logya® = c.logya.

4* Propriedade: Mudanca de base
Considere a >0, 1#£¢c¢>0e1#b>0.

Demonstracao. De fato, sendo logya = x < b* = a e log.a = y < ¢¥ = a e log.b =

z < ¢ = b, podemos afirmar que b* = a = ¥ = b* = ¢ e como b = ¢*, temos:
W=d=()=d=>"="=z2zr=y

Portanto,

SIS

log.a

]

Ou seja, logya = )
log.b

A funcdo exponencial f : R — R¥ definida por f(z) = a”, coma >0ea #1, é

bijetora. Entao ela admite fungdo inversa e essa funcao é a logaritmica. Observe:
y=a" = x = log,.y

Definicao 3.3. Chama-se fungao logaritmica toda funcao f : RL — R tal que

f(z) = log.x, em que a é um nimero real, positivo e diferente de 1.

Temos a propriedade f(x +y) = f(z).f(y) para as fun¢bes exponenciais e para as

funcoes logaritmicas temos a propriedade

flzy) = f(x) + fly)

que pode ser provada através da propriedade de logaritmo de um produto.
Como consequéncias da definicao de funcao logaritmica, concluimos que:
1) Quando a > 1 a funcdo logaritmica é crescente (x; > x5 < log,x1 > l0g,22).
2) Quando 0 < a < 1 a fungdo logaritmica é decrescente (x; > xy < log,x; <

logax2)'
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3.3 Exercicios de Vestibulares

Essa secao tem como objetivo trazer questoes de vestibulares que envolvam funcoes

exponenciais e logaritmicas e estao ligadas as aplicagoes em vérias areas.

Exercicio 3.1. (FUVEST/2013) Quando se divide o Produto Interno Bruto(PIB) de
um pais pela sua populagao, obtém-se a renda per capita desse pais. Suponha que
a populacao de um pais cresca a taxa constante de 2% ao ano. Para que sua renda
per capita dobre em 20 anos, o PIB deve crescer anualmente a taxa constante de,
aproximadamente,

a) 4,2%

b) 5,6%

¢) 6,4%

d) 7,5%

e) 8,9%

Dado /2 = 1,035

Resolucao:

Sejam By, Py e 7 o Produto Interno Bruto, a populacao e a renda per capita inicial
desse pais. Sejam B(n), P(n) o produto interno bruto e a popula¢io desse pais apos
n anos e ¢ a taxa anual de crescimento do PIB.

Sabendo-se que a populacao cresce a uma taxa de 2% ao ano temos:
P(n+1)=P(n)+0,02.P(n) = P(n+1) =1,02.P(n).

Assim, a populacao em determinado ano é a populacao do ano anterior multiplicado

por 1,02. Assim temos:

n=0= P(0) =

n:1:>P(1)_102P(0):1 027,

n=2= P(2)=102.P(1) = 1,02.1,02F = (1,02)2F,
n=3= P(3) = 1.02.P(2) = 1,02.(1,02)2.Py = (1,02)* P,
n=4= P(4) = 1.02.P(3) = 1,02.(1,02)3.Py = (1,02)* P,

n =20 = P(20) = 1.02.P(19) = 1,02.(1,02)'. P, = (1,02)®P,

Assim, temos P(20) = (1,02)?°F,.

Como a taxa de crescimento anual do PIB é ¢, assim temos : B(n + 1) = B(n) +
q.B(n) = (1 + q)B(n). Analogamente, a fun¢do que representa o PIB daqui 20 anos é
B(20) = (14 q)*By.

A razao entre o PIB(Bg) e a populagao(P,) inicial nos fornece a renda per capita(r).

Assim, temos:

— =T (3.1)
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Precisamos calcular ¢ para que em 20 anos a renda per capita seja o dobro da

inicial(2r). A razao entre o PIB e a populagao daqui 20 anos devera ser 2r, ou seja:

(1+¢)*By _ o
(1,02)20p,
Substituindo (3.1) na equagao acima obtemos
(1+¢)* (1+¢)* L1449
RS O T S Sl U, SNy G L
(1,022 = 7 (1,02)® (02
1 1
SO 1Y 0355 g = 5,6%

1,02 1,02

Portanto, a alternativa correta é “b”.

Exercicio 3.2. (VUNESP/2012) Em 2010, o Instituto Brasileiro de Geografia e Esta-
tistica(IBGE) realizou o ultimo censo populacional brasileiro, que mostrou que o pais
possuia cerca de 190 milhoes de habitantes. Supondo que a taxa de crescimento po-
pulacional do nosso pafs nao se altere para o préoximo século, e que a populacao se
estabilizard em torno de 280 milhoes de habitantes, um modelo matemaético capaz de
aproximar o numero de habitantes (P), em milhoes, a cada ano t, a partir de 1970, é
dado por:

P(t) = [280 — 190.e~0-019(t=1970)) (3.2)

Baseado nesse modelo, e tomando a aproximacao para o logaritmo natural

14
In—

95

I

~1,9

a populacao brasileira serda 90% da suposta populacao de estabilizacao aproximada-

mente no ano de:
a) 2065

Resolucao:
Queremos saber em que ano t a populacao serd 90% da populaciao de estabiliza-
¢a0(280 milhoes), ou seja, P(t) = (0,9).280. Assim temos:

P(t) = [280 — 190.¢~%019(t=1970)]

0,9.280 = 280 — 190.¢~*019(t~1970)

—0,1.280 = —190.¢~019(t=1970)

o—0,019(t—1970) _ ﬁ
190
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o—0:019(t—=1970) _ E
95
Aplicando logaritmo em ambos os lados da equacao temos:

~0,019(t—1970) __ ln1—4

Ine
95
—0,019(t — 1970)Ine = —1,9
—1.9
t—1 = ’
970 —0,019

t = 2070

Alternativa correta : “b”.
Vale lembrar que o modelo citado nesse exercicio tem caracteristicas do modelo de
Verhulst, discutido no capitulo 2.

Exercicio 3.3. (UNICAMP/2013) Uma barra cilindrica é aquecida a uma tempera-
tura de 740°C. Em seguida, é exposta a uma corrente de ar a 40°C. Sabe-se que a

temperatura no centro do cilindro varia de acordo com a funcao
T(t) = (Ty — Tyy). 107 + T,

sendo t o tempo em minutos, Ty a temperatura inicial e T}, a temperatura do ar. Com
essa funcao, concluimos que o tempo requerido para que a temperatura no centro atinja
140°C é dado pela seguinte expressao, com o log na base 10:

a) 12[log(7) — 1] minutos

b) 12[1 — log(7)] minutos

¢) 12.log(7) minutos

1—log(7
d) li=testn)

Resolugao:

minutos

De acordo com o enunciado, temos a equacao:
T(t) = (Ty — Tyy). 107 + Ty,

Entao:
140 = (740 — 40).107 + 40

100 = 700.107

Aplicando logaritmo em ambos os lados da equacao temos:
1 —t
log(?) = log(1012)

—1
logl — log7 = E.loglO

¢
0—log7 = —
99T = 1
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Portanto,

t =12.0og(7).

Portanto, a alternativa correta é “c”.
O modelo discutido nesse exercicio ¢ uma solucao da lei de Newton de Resfria-

mento/Aquecimento dada pela equagao (2.17).

Exercicio 3.4. (VUNESP/97) Suponhamos que uma represa de area igual a 128km?
tenha sido infestada por uma vegetacao aquatica. Suponhamos também que, por oca-
sido de um estudo sobre o problema, a area tomada pela vegetacao fosse de 8km? e que
esse estudo tivesse concluido que a taxa de aumento da area cumulativamente infestada
era de 50% ao ano. Nessas condigoes:

a)Qual seria a area infestada n anos depois do estudo, caso nao se tomasse nenhuma
providéncia?

Resolucao.

Seja A(n) a area tomada pela vegetagdo apos n anos. Temos entdo que a area

infestada em determinado ano é a area infestada no ano anterior mais metade, ou seja:

Temos:

- A(n) =8 (g)

b) Com as mesmas hipOteses, em quantos anos a vegetagdo tomaria conta de toda
a represa? Use os valores aproximados logip2 = 0,30 e log13 = 0, 48.
Resolucao:

O exercicio pede o tempo n para que A(n) = 128.

Aln) =128 = 8.0 =128 = ()" = =
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3 3
(é)n =16 — l0g10(§)n = 1091016

Pelas propriedades de logaritmos temos:
3 4
n.loglo(ﬁ) = 10g102" = n.(log103 — log102) = 4.log102

(0,48 — 0,30).n = 4.(0,30) = n = 6, 666....

Portanto, o tempo necessario para a vegetacao tomar conta de toda a represa ¢ de

6,666... anos, aproximadamente, 6 anos e 8 meses.

Exercicio 3.5. (UNICAMP/2000) Suponha que o nimero de individuos de uma de-
terminada populacao seja dado pela funcao: F(t) = a.27%, onde a variavel ¢ ¢ dada
em anos e a e b sao constantes.

a) Encontre as constantes a e b de modo que a populagdo inicial (¢ = 0) seja igual

a 1024 individuos e a populacao apés 10 anos seja a metade da populacgao inicial.
Resolugao. Pelo enunciado: F(0) = 1024 e F(10) = 512,

F(0) = 1024
.27 = 1024 = 0.2° = 1024 — a = 1024

Entao, F(10) =512 e F(t) = 1024.2-0t.
1024.271% = 512 = 2710 — % = 97106 _ o1

Como a fungao exponencial é injetiva, temos:

—10b=—-1=b=0,1

Portanto, a = 1024 ¢ b = 0, 1.

b) Qual o tempo minimo para que a populacao se reduza a é da populacao inicial?

1024
Resolugao. Para isso devemos ter F(t) = 5

10242790 =128 = 2701 =923 = (0, 1t =-3=t=30

Entao, o tempo minimo para que a populacao se reduza a % da populacao inicial é de
30 anos.
c¢) Esboce o grafico da fungao F(t) para t € [0, 40].

Exercicio 3.6. (UEL/2003) Um dos tragos caracteristicos dos achados arqueologicos
da mesopotamia é a grande quantidade de textos, escritos em sua maioria sobre tabui-
nhas de argila crua. Em algumas dessas tabuinhas foram encontrados textos matemé-
ticos datados de cerca de 2000 a.C. Em um desses textos, perguntava-se “por quanto

tempo deve-se aplicar uma determinada quantia de dinheiro a juros compostos de 20%
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populagao

Figura 3.1: Grafico do exercicio do vestibular da UNICAMP /2000.

ao ano para que ela dobre?’(Adaptado de: Eves, Howard. Introdu¢ao a Historia da
Matemdtica. Campinas: Editora da Unicamp, 1995.p.77.)

Nos dias de hoje, qual equacao seria utilizada para resolver tal problema?

a) (1,2)" =

b)2t_12
c) (1,2)t =2
d) 2t =1,2
e)t? =1,2

Resolugao: Seja Cj a quantia aplicada inicialmente e C'(¢) a quantia no final de ¢
anos, entao C(t + 1) = C(t) + 0,2C(t) = C(t) = Cy.(1,2)" . E a escrita na tabuinha
pede o tempo para que o valor aplicado dobre, isto é:

O(t) = 2.0y = Co.(1,2)" = 2.,

Dividindo ambos os lados da equagdo por Cy temos: (1,2)" = 2. Portanto a resposta
correta é ALTERNATIVA “a”.

Exercicio 3.7. (UNICAMP/2001) As populagdes de duas cidades, A e B, sao dadas
em milhares de habitantes pelas func¢oes A(t) = logs(1 + )% e B(t) = logs(4t + 4), em
que a variavel t representa o tempo em ano.
a) Qual é a populagao de cada uma das cidades nos instantes t =1l et =77
Resolucao: Basta substituir o ¢ =1 e ¢ = 7 em cada funcao.
A1) =logs(1 +1)° = logg2® = logg(23)* = logs8® = 2.l0gs8 = 2 mil habitantes.
B(1) = logs(4.1 + 4) = l0gs8 = l0gy2® = 3.10g,2 = 3 mil habitantes.



48

Funcoes exponenciais e logaritmicas

A(7) = logs(1 + 7)% = 1ogs8® = 6.10gs8 = 6 mil habitantes.

B(7) = logs(4.7 + 4) = 109232 = logy2° = 5 mil habitantes.

b) Apds certo instante ¢, a populacdo de uma dessas cidades é sempre maior que
a da outra. Determinar esse instante t e especificar a cidade cuja populacao é maior
apos esse instante.

Resolugao. Nas fungoes que representam as populactes de A e B, as bases dos
logaritmos sao maiores que 1 e, portanto, ambas sao funcoes crescentes. No item
anterior obtivemos A(1) < B(1) e A(7) > B(7); isso significa que, para certo instante
tentret =1et =7 B(t) = A(t) e, a partir desse instante, a populagdo da cidade A

é sempre maior que a da cidade B. Para determinar esse instante resolvemos:
logs(1+1)° = logy(4t + 4)

Primeiramente faremos a mudanca de base.

loga(1+t)°

=1 4t + 4
l0g28 0g2(4t +4),

loga(1 +t)°
3

Assim temos:

= logy(4t+4) = loga(1+1)° = 3.loga (4t +4) = loga(1+1)° = logy (4t +4)°.

(1+1)0 =4t +4)° = (1+1)° =43(t +1)°

Comot >0 = 1+t >0, entao podemos dividir ambos os membros da equacao por
(1+1t)%.
(1+1)P =4°=t=3.

A partir do instante ¢ = 3 anos a populacao da cidade A é sempre maior que da cidade
B.

Através das questoes apresentadas percebe-se que sao exercicios de aplicacao e nao
meramente técnicos. Esse tipo de exercicio aparece nos livros didaticos e em geral,
as fungoes que envolvem exponenciais, sao apresentadas pelo autor. Por exemplo, em
problemas envolvendo juros apresenta-se a expressaio M = (1 + «)' My, sem mostrar
como se chega a tal expressao(M é o montante e o a taxa de juros). Neste trabalho,
através das atividades propostas, pretende-se que o aluno obtenha a expressao dada
anteriormente.

No capitulo 4, a partir das consideracoes feitas até o momento, apresentamos uma

proposta para o estudo de exponencial e logaritmos.



4 O uso de um software de
crescimento populacional no ensino de

funcoes exponenciais e logaritmicas

Esse capitulo tem como objetivo trazer uma proposta de ensino de exponencial e
logaritmo através de modelagem matematica de um problema de crescimento popu-
lacional. Primeiramente apresentaremos o software e o analisaremos fazendo adendos
pertinentes quanto & discussao e atividades adicionais e, por tiltimo, apresentaremos
uma proposta extra de atividade envolvendo pesquisa e, dependendo da escola, e do

perfil dos alunos, até projeto.
4.1 O software

Recursos educacionais multimidia para
amatematica do ensino médio. bt ncanm

Inicio Recursos educacionais Justificativa pedagogica Histérico Colaboradores

Encontre os recursos certos parasuaaula

Procure algum termo (tema, conteddo, etc.)

‘ou navegue pelasmidias
experimentes, videos, seftwares cu dudies.

ou pelos temas
andlise de dados & probabilidade, geometria & medidas cw nimeres & fungies.

Figura 4.1: Imagem da pégina inicial do M? - Matematica.
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O software trabalhado nesse capitulo é do M3— Matematica Multimidia - que foi
desenvolvido por pessoas de multiplas profissoes, com dedicacao de tempo e energia
distintos, mas todos com entusiasmo pelas potencialidades para o ensino e aprendiza-
gem da matematica do ensino médio. Na pégina inicial da colecao ha uma lista de
colaboradores. Segundo o site (http://www.m3.ime.unicamp.br/) [17] da propria co-
lecao do M?3— Matemaética Multimidia a proposta nasceu de uma chamada de Edital
do MEC e MCT para o desenvolvimento e producao de recursos educacionais em mi-
dias digitais no ano de 2007 sendo que todos os recursos foram desenvolvidos durante
aproximadamente 4 anos.

Os recursos educacionais da colecao abordam praticamente todo contetido de ma-
tematica do ensino médio do Brasil e de forma variada. Cabe ao professor, em acordo
com sua coordenacao pedagogica e diregao escolar, escolher os itens que melhor se en-
quadram no seu programa, respeitando as caracteristicas do professor e a realidade dos
seus alunos. Os recursos educacionais utilizados foram: experimento, video, software
e audio, abordando os temas: anélise de dados e probabilidade, geometria e medidas,
numeros e fungoes para todas as séries do ensino médio de tal maneira que favore-
cem a interagao social ao formar grupos de atividades mas sempre com a mediagao do
professor em sala de aula.

Todos os recursos educacionais no formato de videos, audios, softwares e expe-
rimentos estao licenciados sob uma licenca Creative Commons - é permitido copiar,
distribuir, exibir, executar a obra e criar obras derivadas, mas nao é permitido o uso
comercial ou relicenciamento sobre uma licenca mais restritiva.

O software utilizado nesse trabalho ¢ o de Crescimento Populacional que tem como
autor Samuel Rocha de Oliveira e Leonardo Barrichello e os contetidos estudados sao:
exponencial, Verhulst, Malthus, crescimento populacional, modelagem e modelo. Tem
por objetivos: estudar dois modelos de crescimento populacional, explorar o cresci-
mento exponencial de uma populacao - o modelo de Malthus; explorar o crescimento

populacional com restricoes- o modelo de Verhulst e fazer analise de gréficos.

= = TEMA
Crescimento Populacional @
SOFTWARE
Sinopse 0Os arquivos
Neste software o aluno vai explorar numérica e graficamente dois modelos
mateméticos para descrever o crescimento populacional de seres vivos, o de Pacote completo

Malthus € o de Verhulst.

Guia do professor

Contedidos Objetivos
* EXPONENCAL 1. Estudar dois modelos de
crescimento populacional;

. Explorar o crescimento exponencial
NTO POPULACIONAL. de uma populagdo - o modelo de
WODELAGEM Malthus;

MODELD 3. Explorar o crescimen ilaciona
3. Explorar o crescimento populacional e
com restrigdes — o modelo de

Verhulst; Cligue SEIMS PGrS ERLRar RO Software GGOrs Mesmo

5

I

4. Fazer andlise de grificos.

Figura 4.2: Péagina inicial do software Crescimento Populacional.
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4.2  Crescimento populacional - Modelo de Malthus

No software trabalha-se os modelos de Malthus e Verhulst de dinamica populacional.

Na introducao do software questiona-se sobre o crescimento da populacao humana,
de bactérias, virus, animais, e outros seres vivos e também a definicao do modelo
de Malthus. Dentre os questionamentos temos: “o crescimento de uma populagao
é proporcional ao seu tamanho?”, “E esse crescimento é ilimitado, ou seja, livre de
predadores, disponibilidade de espaco, alimentos?”.

Movidos por essas e outras questoes, diversos cientistas, ao longo da historia, se
preocuparam em compreender a dindmica de crescimento das mais diversas variedades
de populacoes. Thomas Malthus e Pierre Francois Verhulst foram dois desses cientistas
e 0 objetivo desse software é conhecer cada um desses modelos.

O software inicia-se com uma atividade do Modelo de Malthus.

Atividade 1

e e

Crescimento Populacional —+ Modelo de Malthus Mapa Introducio Inici

1 Umaz espécie de bactéria de nome “Escherichiz coli” -1, 8500
responsavel por mais de 50% dos casos de intoxicagdo 5000 4

2 alimentar. possui uma taxa de crescimento populacional

k de 80% a cada 30 minutos sob condigdes ambientais
ideais

Fopulagie (e milhares)

70004
Assim, supondo uma populagéo inicial de 100 mil dessas

5 bactérias, responda as questdes abaixo.

B000 4

Questdo 1
5000 -

Quantas bactéras essa populagdo terd depois de:

n 30 minutos: 4000 4

30004
Corrigir item

2000 4

ﬂ Uma hora:

| 1000 4

Cur rigie ilem (759, 4244

Figura 4.3: Tela da primeira atividade - Modelo de Malthus.

Uma espécie de bactéria de nome “Escherichia coli”, responsavel por mais de 50%
dos casos de intoxicacao alimentar, possui uma taxa de crescimento populacional de
80% a cada 30 minutos sob condi¢oes ambientais ideais. Assim, supondo uma popula-
cao inicial de 100 mil dessas bactérias, responda as questoes abaixo.

Questao 1: Quantas bactérias essa populacao terd depois de :

A) 30 minutos?

Resolucao: 30 minutos é o primeiro periodo de crescimento e a populacao inicial
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¢ de 100 mil bactérias. Se considerarmos P(n) a populacdo no instante n, temos
P(0) = 100.000. Sabemos que o crescimento em determinado periodo é a populagao
do periodo anterior mais 80% dessa populacdo. Assim temos a equagao: P(n+ 1) =
P(n)+0,8P(n) = P(n+1) =1,8.P(n). Como queremos calcular a populagao depois

do primeiro periodo:
P(1) =1,8.P(0) = 1,8.100.000 = 180.000.

B) Uma hora?
Resolucao: Uma hora equivale ao segundo periodo de crescimento, pois a cada 30

minutos a colonia de bactéria cresce 80%. Ou seja:
P(n+1)=1,8P(n)= P(2)=1,8.P(1) = 1,8.180.000 = 324.000.

C) Uma hora e meia 7

Resolucao: Uma hora e meia equivale a 3 periodos. Entao:
P(n+1)=1,8.P(n)= P(3) =1,8.P(2) = 1,8.324.000 = 583.200.

Nessa atividade, conforme o aluno coloca as respostas em cada item e os corrige,
os pontos correspondentes no grafico sio plotados. E importe lembrar que estamos
sugerindo, para resolver o exercicio, introduzir a fun¢ao P(n). Isso permitird que aluno
faca reflexoes e automaticamente ird responder a questao 2 que vird na sequéncia.

A seguir apresentamos a correcao das respostas e o gréafico que é construido.
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Questdo 1

Quantas bactérias essa populacdo tera depois de:

[

30 minutos:

| 180000] 3

' Corrigir item

ﬂ Uma hora:

| 324000

W

' Corrigir item

Uma hora e meia:

| 583200

W

' Corrigir item

Figura 4.4: Imagem da primeira questao do software.
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(-1, 8500}
5000

Populagido (em milhares)

7000

5000

000

4000

3000

2000

1000 ®

o (7.00, 424.4)

Figura 4.5: Gréfico da primeira questao.

No rodapé da pagina contém a seguinte informacao: “Note que para calcular o ni-
mero de bactérias de cada periodo de meia hora foi necessario multiplicar a populagao
do periodo anterior por 1,8, ou seja, 1 + 80%”". O interessante seria o professor orien-
tar aos alunos a resolverem conforme sugestao de resolu¢ao nos itens A, B e C dada

anteriormente e depois concluirem com essa informacao.

Questao 2: Qual é a expressao que fornece o nimero de individuos dessa populacao
de bactérias em funcao do nimero n de periodos de 30 minutos?

Resolucao. Com a orientacao do exercicio anterior, podemos fazer :
P(n+1)=1,8P(n)

P(1) =1,8P(0)
P(2) = 1,8P(1) = (1,8)(1,8)P(0) = (1,8)*P(0)
(0) = (1,8)°P(0)
P(4) = 1,8P(3) = (1,8)(1,8)*P(0) = (1,8)*P(0)

P(5) =1,8P(4) = (1,8)(1,8)*P(0) = (1,8)°P(0)

P(3) =1,8P(2) = (1,8)(1,8)?

v
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P(n) = (1,8)"P(0).
Como P(0) = 100000 temos P(n) = 100000.(1,8)".

Vale salientar novamente que é de extrema importancia a construcao dessa funcgao
e com a orientacdo do professor fazer o aluno calcular P(0), P(1), P(2), P(3), ... até
que entenda a regularidade e obtenha a funcao.

Em seguida encontra-se a imagem do software com a resposta da questao 2.

Questao 2

Qual é a expressdo que fornece o numero de G
individuos dessa populagdo de bactérias em
funcdo do ndmero n de periodos de 30 minutos?

Pin) = 100000%(1,8)Mn

v Corrigir item

Figura 4.6: Imagem da questao 2 do Modelo de Malthus.

Na questao 3 é dada a curva obtida com a expressao encontrada no exercicio
anterior. Devemos observar que a mesma é pontilhada e que foi tracada através da
uniao dos pontos encontrados na questao 1. O fato dela ser pontilhada é que se trata
de uma funcao discreta, que cada periodo representa um intervalo de 30 minutos.

Nessa atividade o software permite que faga o periodo variar 0,1 unidade e é for-
necido a populac¢ao naquele periodo. A pergunta do item “A” é quanto vale P(5) em
milhares, ou seja, o exercicio pede qual a populacao, em milhares, daqui a 5 periodos.
Novamente o professor deve intervir na atividade e explicar que cada periodo é de 30
minutos entao a populacao que o grafico nos fornecera serd para um periodo de 150

minutos (2 horas e meia).
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Populagdo (em milhares)

7000+
G500 4
G000 4
5500 4
5000 4
4500 4
4000 4
3500 4
3000 4
2500 4

2000 2 ;
1584 mil bactérias .

1500 - i
1000 - K

500

Periodos
T

=]

]
1o
-
nd
e
p

Figura 4.7: Grafico da populacao em funcao do tempo - modelo de Malthus.

Na atividade da questdo 4 é pedido o momento (periodo) que a populacao da
bactéria atingird um determinado valor. O aluno, provavelmente, fard as unidades do
periodo variarem e analisard a populagao, porém o grafico varia de 0,1 em 0,1 unidade
e apenas consegue um valor aproximado para as populagoes pedidas. No item “A”
desta atividade, por exemplo, é perguntado o momento em que a populacao atingira,
aproximadamente, 600 mil e como resposta o software aceita tanto 3 periodos (583 mil
bactérias) como 3,1 periodos (populacao de 619 mil bactérias). Nos itens seguintes a
questao é calcular daqui quantos periodos a populagao aumentara 500 mil, ou seja,
atingird 1,1 milhao de bactérias e depois 1,6 milhao de bactérias. No final é levantada

a questao de que mesmo permanecendo constante a quantidade de novos individuos da
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populacao o periodo para que isso aconteca ¢ cada vez menor. Os alunos ja devem ter

percebido isso pelo gréafico: a fungao cresce & uma taxa crescente.

Na quinta questao, ao invés de fazer a populacao aumentar o nimero de individuos
somando um valor constante, é pedido para que multiplique por um valor constante,
que nesse caso ¢ o 4. O primeiro item da questao é para calcular daqui quanto tempo
a populacao quadruplicaria a populagao inicial e depois quadruplicaria novamente e
novamente. Os alunos devem utilizar o grafico e a ferramenta dele variar de 0,1 em
0,1 unidade o periodo, encontrando assim as respostas para esses itens que ficariam
entre 2,3; 2,4 ou 2,5. Ao final da atividade ha a conclusao: “Perceba que os intervalos
de tempo necessarios para que a populacao quadruplicasse de tamanho foram aproxi-
madamente iguais. Essa é uma caracteristica importante do tipo de funcao que vocé
encontrou para descrever o modelo de crescimento populacional de Malthus (fungao
exponencial).”

E por ultimo, para finalizar a analise do modelo de Malthus o aluno devera calcular

a taxa de crescimento populacional no momento n, (R(n)), definida por:

P(n+1) - P(n)

)= =P

O professor, nessa sexta questao, deverd ficar atento quanto a interpretacao da
equacgao acima e acompanhar os alunos. Por exemplo, no item "B” pede-se para calcular
R(2), pela equacao e pelo grafico. Temos:

P(3)— P(2) 583,2—324

F(2) = P(2) 3

0,8.

Conclui-se: “Note que o valor que vocé obteve pra taxa de crescimento foi aproxima-
damente igual nos trés casos anteriores. Essa é uma caracteristica muito importante do
modelo de crescimento populacional de Malthus: a taxa de crescimento populacional é

constante”.

Apobs essa andlise quanto ao modelo de crescimento de Malthus o professor pode
aproveitar para definir funcao exponencial com mais rigor, bem como falar das propri-
edades. Apos esse estudo, pode aproveitar o momento para introduzir o conceito de
logaritmo, questionando, por exempolo: “Quanto tempo levara para a populagao dessa
bactéria atingir 324 mil individuos?” A resposta pode ser dada pela primeira atividade
que pedia o numero de individuos ap6s 1 hora ou analisando o grafico. Entretanto,
agora, o professor pode pedir para que os alunos realizem essa atividade analiticamente,
ou seja, introduzindo equagoes exponenciais. E qual serd o tempo para a populacao
atingir aproximadamente 435 mil bactérias? Os alunos perceberao que dentro de 2 a
3 periodos(de 1 hora a lhora e meia) esse nimero serd atingido, entretanto nao conse-

guem resolver analiticamente. Nesse momento o professor como mediador pode “parar”
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a aula e introduzir o conceito de logaritmo, que ja foi discutido nesse texto como os
livros do Ensino Médio abordam o assunto.

Para atingir 435 mil bactéria teriamos P(n) = 435000, ou seja,
100000.(1, 8)" = 435000,

(1,8)" = 4, 35.

Aplicando-se logaritmo em ambos lados da equagao e utilizando as propriedades temos:

log(1,8)" = log4, 35

log4, 35
logl,8 "

Com o auxilio de uma calculadora cientifica obtemos que n = 2,5 periodos, ou seja, 1

n.log(1,8) = log4,35 = n =

hora e 15 minutos.
No guia do professor o tempo estimado para essa atividade é uma aula dupla.
Entretanto, com a introdugao de logaritmo (defini¢do, propriedades e aplicagoes) deve-

se gastar maior tempo, o que nao deixa de ser vantajoso.

4.3 Crescimento Populacional - Modelo de Verhulst

Na introducao dessa atividade ¢ citada a diferenca entre os modelos de crescimento
populacional de Malthus e Verhulst. No modelo de Malthus a populagao cresce indefi-
nidamente e cada vez mais rapido enquanto no modelo de Verhulst a populacao cresce
a taxas cada vez menores.

No modelo de Malthus calculamos a taxa de crescimento populacional em um mo-
P(n+1)— P(n)
P(n)
para qualquer n. Entretanto, no modelo de Verhulst temos que R(n) nao é constante.

mento n definida por R(n) = e o resultado de R(n) era constante

Atividade 2

Antes do inicio das atividades é explicado que o tamanho das populaces das bac-
térias analisadas para esse modelo foi determinado em laboratoério e é dado um gréfico
de R(n) em funcdo de P(n).

A questao 1 consiste em aproximar os pontos dados por uma reta com um erro de
no maximo 0,05. O aluno deverda movimentar a reta em azul o mais proximo de todos
os pontos tal que o erro acusado no software seja menor do que ou igual ao pedido.
Essa atividade é de ajuste de curvas, que nao é tratado no Ensino Médio, mas que o
professor pode comentar sobre o assunto. A seguir estd a imagem de uma das respostas

possiveis no software.
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Figura 4.8: Grafico do crescimento populacional(R(n)) em fun¢do do tamanho da

popupulagao(P(n)).

O erro obtido por essa curva é de 0,0352 e a reta y = —0,00092 + 0,654, onde o
y representa R(n) (taxa de crescimento populacional) e o x representa o tamanho da
populacao P(n). Com base nisso é possivel fazer previsdes para o niimero de bactérias.

Na questao 2 ¢ dado um grafico que relaciona R(n) com P(n) e alguns pontos.
Reproduzindo a atividade:

A) Use o grafico ao lado para obter o valor de R(4), sabendo que P(4) = 289.
Para resolver essa questao basta mover a marca azul até obter um valor aproximado
da populacao de 289 mil. E a resposta serd uma taxa de crescimento entre 0,39 e 0,42.

B)Use o valor de R(4) e P(4) para calcular P(5).
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Solugao. No item anterior temos que P(4)=289 e R(4)= 0,4 (qualquer valor entre
)

Pin+1)—P
0,39 ¢ 0.42), substituindo em R(n) = " +P<>n) (n

temos:

= P(5) = 1,4.P(4) = 404, 6.

Portanto a populacao serd uma quantia perto de 404,6.

C) Use o gréfico, ao lado, e a resposta do item anterior para obter o valor de R(5).
Solucao. O aluno devera localizar o marcador em um valor da populacao proximo de
404,6. e encontrara, aproximadamente, R(5) = 0,32

D) Use o valor de R(5) para calcular P(6).

Solugao. No item anterior temos que P(5) = 404,6 e R(5) = 0, 32, substituindo em
P(n+1)— P(n)

R(n) = P temos:
R(5) = P(Gi{;(‘r’) = P(6) =1,32.P(5) = 534, 1.

Assim, vemos que a popula¢io sempre cresce, mas cada vez com uma taxa(R(n))

menor.

Questdo 2 R

FN Use o grafico ao lado para obter o valor de R(4), ] dauagc e Ireta: e

sabendo que P(4)=289.

[04

v

v Corrigir item

B Use o valor de R(4) e P(4) para calcular P(5).

[4045

v

v Corrigir item
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|
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[5341

v
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Figura 4.9: Imagem da tela da atividade 2 do modelo de Verhulst.
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Nas duas proximas questoes é utilizado o procedimento anterior, entretanto nao
é necessario, pois ja é dado no proprio grafico. Na terceira questao ¢ pedido para
calcular P(n) e R(n) para alguns n e cada vez que a populagdo aumenta a sua taxa
de crescimento se aproxima de zero. Ja na questao 4 pergunta qual o valor de P(n)
quando R(n) = 0, que pelo grafico ¢ 800 e esse valor ¢ o limite que o ambiente suporta.
Diferentemente do modelo de Malthus, em que a populacao cresce sem limite.

Na ultima tela do software é realizado o grafico da populacao em funcao do tempo
e discutido que diferentemente do modelo de Malthus que cresce a taxa crescente o
Modelo de Verhulst até certo ponto cresce a taxa crescente e depois cresce a taxa
decrescente. No caso analisado até n = 5 cresce a taxa crescente e ap0s isso cresce &
taxa cada vez menor até aproximar de um valor limite que no caso é 800 mil bactérias.

A seguir, apresentamos a imagem da tela com o gréafico.

[R-1-N=1=1
800+ P {populagdo-em milhares)

P9)
750 Play
700
P(7)
650 ®
500

F(6)
550 ®

500

350
300 P(4)
250
200 ®
150 1 P(2)

100 4 Fi1)

504

o n(tempa)
T T
] 1 2 3 4 5 [} 7 a a

Figura 4.10: Ultima tela do software - populacio em funcio do tempo.

Durante a execucao das atividades propostas pode-se observar que o software é de
facil utilizacao e um bom preparo do professor é fundamental para que o aluno possa
explora-lo de forma adequada, permitindo que através das intervencoes, o contetido

possa ser introduzido de forma natural.
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4.4 Proposta de Atividade Extra

Para a motivacao dos alunos e aplicacao do que foi trabalhado no software nessa
secao serd trabalhado uma atividade de coleta de dados e aplicacao dos modelos. Essa
atividade é bastante interessante para escolas que trabalham com projetos, pois atraveés
dela podemos explicar funcoes exponenciais, logaritmicas, ajustes de curvas, funcao
polinomial do primeiro grau, matrizes, determinantes e resolugao de sistemas lineares.

Dada uma tabela do censo brasileiro nos tltimos anos vamos comparé-la com o
modelo de Malthus e Verhulst. Essa tabela pode ser trazida pelo professor com dados
do IBGE ou pelos proprios alunos. Uma opg¢ao também ¢é os alunos se dividirem em
grupos e trabalharem com tabelas diferentes: um grupo com a populagao brasileira,
outro com a populacao do seu estado, outro da sua cidade e comparar qual modelo se
aproxima mais. Aqui estamos comparando os modelos com dados do Censo Brasileiro.

Essa atividade foi adaptada do livro "Fquacoes diferenciais ordindrias: Um curso
introdutdrio”, de Bassanezi [9]. A questao sobre o Modelo de Verhulst, Exercicio (4.3),
¢ uma indicagao para atividade adicional e nao consta no livro citado.

Primeiramente vamos comparar com o modelo de Malthus.

Periodo | censo demografico
1940 41,236
1950 51,944
1960 70,992
1970 93,191
1980 119,003
1991 146,825
1996 156,804

Tabela 4.1: Censo demografico da populacao brasileira em milhoes

Exercicio 4.1. Calcule a taxa de crescimento da populacao brasileira, considerando-a

constante a cada ano, no periodo de 1940 a 1991, conforme tabela do censo demogréafico.
P(n+1)— P(n)
P(n)

mento populacional de R(n) = a, n em anos, entao:

Resolugao. Sabemos que R(n) = , chamamos a taxa de cresci-

P(n+1)—P(n) =a.P(n)= P(n+1) = (1+ «a)P(n)
Consideramos a Populagao em 1940 como a populacao inicial, ou seja, P(0) = F.
P1)=(1+a)P0)=(1+a)P

P2)=1+a)P(1)=(1+a).(1+a)Py=(1+a)’F
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PB)=(1+a)P2)=(1+a)(1+a)P=(1+0a)’R
P4)=(14+a)P3)=(1+0a).(1+a)’Py=(1+a)'P

Pn)=(14+a)"Py
Como o periodo é de 51 anos, entdo n = 51 e a populagdo em 1940 (inicial) é Py =
41,236 e a populagao 51 anos depois, em 1950, é P(51) = 146,825 , isto é:
P(n) =41,236.(1 + a)"

51 146,825
41,236

P(51) = 41,236.(1 + a)® = 146,825 = 41,236.(1 + o)’ = (1 + a)

146, 825
1 =% d = 2521 =2 .
+ ”41,236 = a=0,025 , 5%

Pelo modelo de crescimento populacional discreto de Malthus, sabemos que o cresci-

mento é constante, ou seja, a populagao brasileira cresceu 2,5% ao ano.

Exercicio 4.2. Considerando a taxa encontrada no exercicio anterior constante, calcule
a populacao brasileira no ano de 1950, 1960, 1970, 1980, 1991 e 1996.

Resolugao. Encontramos a férmula para a populagao brasileira
P(n) = 41,236.(1,025)",

em milhoes, e n o tempo decorrido desde 1940 em anos.

Para calcular a populagao em 1960, basta fazer n = 10.
P(10) = 41,236.(1,025)™° = 52, 786.
Para calcular a populagao em 1960, basta fazer n = 20.
P(20) = 41,236.(1,025)* = 67, 570.
Para calcular a populagao em 1970, basta fazer n = 30.
P(30) = 41,236.(1,025)* = 86,495.
Para calcular a populagao em 1980, basta fazer n = 40.
P(40) = 41,236.(1,025)* = 110, 721.
Para calcular a populagao em 1991, basta fazer n = 51.
P(51) = 41,236.(1,025)°" = 145, 276.
Para calcular a populagao em 1996, basta fazer n = 56.

P(56) = 41,236.(1,025)° = 164, 366.
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Observando a nova tabela temos:

Periodo | censo demografico | mod. discreto Malthus | Erro
1940 41,236 41,236 -
1950 51,944 52,786 1,6%
1960 70,992 67,570 - 4.8%
1970 93,191 86,495 - 7,2%
1980 119,003 110,721 - 6,9%
1991 146,825 145,276 - 1%
1996 156,804 164,366 4,8%

Tabela 4.2: Censo demografico x modelo de Malthus, em milhoes.

Considerando a taxa de crescimento média constante nao é uma boa ideia, pois a
populacao em 1996 deu uma supervalorizada.
Podemos aqui ajustar o modelo discreto de Malthus para o modelo continuo.
Modelo discreto: P(n) = (1 + «)".Py = FP.(1,025)".
Modelo Continuo: P(n) = FPy.e’™.
Assim temos:
Py.(1,025)" = Py.e’t = (1,025)" = ",

In(1,025)" = Ine®"™ = n.In(1,025) = B.n.lne = [ = Inl, 025,
.8 =0,025.
Como P(0) = 41,23, entdo: P(n) = 41,23.e%0%5n,
Comentdrio: O professor com um dado mais recente do censo pode levar os alunos
a calcularem a populacao seguindo a taxa constante e compararem com o niimero real

de individuos da populagao brasileira e perceberao que se continuar usando esse modelo

a populacao ird aumentar indefinidamente.

Exercicio 4.3. Agora faremos uma previsao da populacao brasileira usando o Modelo
de Verhulst como foi feito na atividade do software.

Inicialmente, calcularemos a taxa de crescimento populacional(a) em cada periodo
da tabela até 1980.

Entre 1940 e 1950 temos:

51,944
= 10/22 7,023,
“ 41,236 0,023

Entre 1950 e 1960 temos:

70.992
2= \'51, 944 0,03
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Entre 1960 e 1970, temos:

03,139
— 10/ 7207 027,
a3 70,992 )

Entre 1970 e 1980, temos:

119,003
— w0/ ) 025,
a4 93,139 !

Entre 1980 e 1991, temos:

146,825
= /22—, 010.
s 119, 003 ’

Entre 1991 e 1996, temos:

156, 804
= o2 120,013.
=\ 146, 825 ’

Os proximos célculos realizados aqui é apenas para aprofundamento do assunto

para o professor. Aproximaremos por uma reta a taxa de crescimento da populagao
em funcao da propria populacao em cada ano n a contar de 1940.
Portanto temos os pontos:

P(n) a P(n)?* | P(n).a
51,944 | 0,023 | 27034 1,19
70,992 | 0,032 | 5039,9 2,27
93,139 | 0,027 | 8674,9 2,51
119,003 | 0,025 | 14161,7 | 2,97
146,822 | 0,019 | 21556,7 | 2,79
156,804 | 0,013 | 245875 | 2,04
> 1 638,754 | 0,139 | 76724,1 | 13,77

Resolvendo o sistema abaixo e encontrando os coeficientes a; e ao, por ajuste de
curvas aproximamos a fungao para R(n) = a;.P(n) + as.

(76724, 1 638,754 o (@) Z 13,77

638, 754 6 as 0,139

Assim temos: R(n) = —0,00013.P(n) 4+ 0,036564 e para calcular o limite da po-
pulacao brasileira basta fazermos R(n) = 0, ou seja, a populagao atingird no méaximo,
aproximadamante, 281 milhoes de habitantes.

O professor pode falar sobre ajustes de curvas, sendo que a reta que melhor repre-
senta é R(n) = —0,00013.P(n) + 0,036564. Como ndo convém estudar esse assunto no
Ensino Médio, o professor apenas apresenta as matrizes e o aluno calcula sem mostrar
o método em si.

E importante ressaltar que cabe ao professor decidir o momento mais adequado

para introduzir os conceitos, propriedades e exercicios de fixacao da teoria.






5 Consideracoes finais

Esperamos profundamente que esse trabalho possa contribuir para o ensino sig-
nificativo de logaritmo e exponencial. Apresentamos dois problemas de crescimento
populacional: um resolvido pelo modelo de Malthus e outro por Verhulst. A partir
deles sao introduzidos os conceitos, propriedades, analise, graficos e conclusoes. Temos
o anseio de que, partindo de um problema e da necessidade de resolver essa situacao,
podemos mostrar a necessidade de aprender esses contetidos do Ensino Médio trazendo
a relacao entre eles com sentido, sem utilizar ferramentas decoradas e prontas e sim
construir com os alunos essas ferramentas.

Também tem a necessidade do professor ter uma boa formacao de conceitos bésicos
de equacoes de diferencas e equacoes diferenciais, embora esses contetidos nao sejam
objeto de estudo no ensino médio. Essa formacao permitird uma boa intervencao do
professor durante o desenvolvimento das atividades do software, permitindo que se fale
de equacoes de diferencas, por exemplo, de modo natural.

Esse material pode contribuir com o professor, principalmente nas escolas que tra-
balham com projetos. Além de desenvolver a atividade do software apresentamos uma
proposta de trabalho com pesquisa e previsao do crescimento da populagao de sua
cidade ou estado.

Assim como o mestrado, essa pesquisa para a dissertacdo me trouxe uma nova
visao de como abordar determinados contetidos matematicos, na perspectiva de cons-
truir conceitos. Isso tem me levado a ndo mais utilizar formulas prontas para ensinar
determinado assunto e sim construir essa féormula com os alunos, interpretando os

resultados.
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