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RESUMO

Quando se estuda as geometrias plana e analitica, € comum se deparar com os termos “retas
paralelas” e “circunferéncias concéntricas”, porém, ndo é corriqueiro se falar em parabolas, ou
outra curva qualquer, paralelas. A pesquisa traz elementos da geometria diferencial, visando
o estudo de uma classe especial de curvas planas: as paralelas a uma curva dada. Para isso,
foram recordados os conceitos de vetor e de curva parametrizada — as curvas estudadas estao
nessa forma —, ambos da geometria analitica; e também € introduzido o conceito de derivada,
apresentando as regras de derivacdo de alguns tipos de fungdes reais e vetoriais. S@o apresentadas
as parametrizagdes de algumas curvas, dentre as quais a elipse, a cicloide e a hipocicloide, que,
junto com a pardbola, foram os exemplos principais no estudo das paralelas. No ambito da
geometria diferencial, sdo exibidas as propriedades geométricas das curvas planas parametrizadas,
destacando o sistema de Frenet, a curvatura e a evoluta (curva que contém os centros de curvatura
de uma curva dada). As curvas paralelas, também conhecidas como offsets ou wavefronts,
tiveram seus primeiros estudos com Leibniz, por volta de 1692 (FAROUKI; NEFF, 1990).
Nesse contexto histdrico, sdo mostradas algumas de suas aplicagdes, e entdo propde-se um
estudo analitico e geométrico de suas propriedades. Ao final, € proposta uma sequéncia didatica
destinada a aplicagdo do contetido aqui tratado em uma turma do 3° ano do ensino médio. O
recurso metodoldgico consiste de um conjunto de atividades a ser trabalhado, exclusivamente, no
laboratério de informadtica, que tem como objetivo a inclusdo de uma ferramenta computacional
(TikZ) que auxilie no processo de ensino e aprendizagem das curvas paralelas, e que propicie aos
estudantes o desenvolvimento da habilidade de producio de algoritmos durante a elaboracao das
figuras. A execucdo de tal proposta se baseia na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), onde
enfatiza-se a necessidade do desenvolvimento do pensamento computacional nos estudantes; e
também em Avila (1991), que considera a importancia do ensino da disciplina de Cdlculo no

ensino secundario.

Palavras-chave: Geometria diferencial. Curvas planas parametrizadas. Curvas paralelas. TikZ.



ABSTRACT

Studying the planar and analytical geometry, it is common to come across terms like parallel lines
and concentric circles. More rarely, however, one encounters terms like parallels of a parabola —
or of any other curve, for that matter. This thesis treats elements from diferential geometry of
parameterized planar curves: the parallels of a given curve. We start by establishing the concepts
of vectors and parameterized curves, and the concept of derivative is also introduced, presenting
the derivation rules of some types of real and vector functions. We present parametrizations
of a number of curves, including ellipsis, cycloid as well as hypercicloids, which along with
the parabola, represents the main examples presented. Within the concepts of differential
geometry, we introduce geometrical properties of parameterized planar curves, such as Frenet
system, curvature and evolute (the curve of traced by the center of curvatures of a given curve).
Parallel curves, also known as offsets or wavefronts, was first studied by Leibniz, around 1692
(FAROUKI; NEFF, 1990). Within this historical context, we present a few applications, based
on which we proceed with a more detailed analytical and geometrical study of their propeties. At
the end, a didactic sequence is proposed for the application of the content treated here in a class
of the 3rd year of high school. The methodological resource consists of a set of activities to be
worked, exclusively, in the computer lab, which aims to include a computational tool (TikZ) that
helps in the process of teaching and learning the parallel curves, and that provides students with
the development of the ability to produce algorithms during the elaboration of the figures. The
implementation of such a proposal is based on the National Common Curricular Base (BNCC),
where it emphasizes the need for the development of computational thinking in students; and also
in Avila (1991), which considers the importance of teaching the subject of Calculus in secondary

education.

Keywords: Differential geometry. Parameterized plane curves. Parallel curves. TikZ.
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Sistema de coordenadas ortogonal do plano, formado pelos eixos x e y, com

centro na origem O

Para todo elemento x do conjunto A

Comprimento de AB

Angulo formado entre as semirretas OA e OB, com origem em O
Segmentos AB e CD paralelos

Arco de circunferéncia formado pelos pontos A e B

v rotacionado 90° no sentido anti-horario



O ponto x tende ao ponto xq

Conjunto A com exce¢do do elemento a

Conjunto dos nimeros reais positivos

Classe das fungdes com segunda derivada continua
O elemento a ndo pertence ao conjunto A

Conjunto dos niimeros inteiros positivos
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INTRODUCAO

No 2° ano do curso, foram ofertadas as disciplinas MA 22 — Fundamentos de Célculo
e MA 23 — Geometria Analitica. Na primeira, foi abordado o conceito de derivada de funcdes de
uma varidvel, e, na segunda, os contetidos de vetores no plano e curvas planas parametrizadas.

Assim, mesmo que a disciplina de Geometria Diferencial nao tenha feito parte da
matriz curricular, os referidos conceitos bastaram para a escrita deste trabalho, sendo os tinicos
pré-requisitos para um bom entendimento do tema aqui tratado, que € o estudo de uma classe
especial de curvas planas: as paralelas a uma curva dada.

Além disso, como poderd ser observado, uma das propostas presente no trabalho é
que os referidos conceitos sejam trabalhados na educagdo bésica brasileira, tendo em vista que
ja fizeram parte do curriculo de matemaética dessa etapa educacional no pais, e foram perdendo
espaco ao longo do tempo.

Durante uma conversa com o orientador, onde se discutia possiveis assuntos para a
pesquisa, o tema das paralelas surgiu. Causou surpresa, € entdo interesse, ja que, até entao, era
um tépico desconhecido pelo autor. Aliado a isso, existia o desejo de se produzir um material
que contivesse figuras elaboradas com a ferramenta TikZ', do TEX?/IATEX?, sendo conhecida por
sua excelente qualidade grafica.

Inicialmente, foi feito um levantamento bibliografico onde constatou-se que, em
quase sua totalidade, os referenciais que tratam da tematica das curvas paralelas estdo escritos
em lingua estrangeira, com excecdo de Alencar, Santos e Neto (2020).

O trabalho esté estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1, sdo apresentadas a
definicdo, as operagdes e as propriedades dos vetores, sendo definidos, também, combinacao
linear, vetores linearmente dependentes/independentes, base e produto escalar. Em seguida, €
introduzido o conceito de derivada, abordando o problema da reta tangente, apresentando as
regras de derivacdo para fungdes reais e vetoriais.

Apbs, no Capitulo 2, sdo definidos curva plana parametrizada e traco de uma curva. A

Desenvolvida por Till Tantau, é, basicamente, uma ferramenta utilizada para desenhar figuras, por meio de
comandos TgX. Por exemplo, o comando \tikz \fill[red] (lex,lex) circle (lex); gera 0.
O nome € um acrénimo do alemio “TikZ ist kein Zeichenprogramm”, que pode ser traduzido como “TikZ néo é
um programa de desenho” (TANTAU, 2020, p. 27).

Criado por Donald Knuth, por volta do final da década de 70, é um sistema tipografico que foi pensado
inicialmente para a producao de livros, em especial os matemadticos, por meio de comandos.

Desenvolvido por Leslie Lamport, também € um sistema tipogréfico para a producio de conteido matemaético.
Com ele, é possivel escrever artigos cientificos, livros, elaborar posteres e apresentagdes, etc. Informalmente,
seria uma aprimoragdo do TgX. Assim, quando se fala em IATEX, € devido dar os créditos ao TgX.
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seguir, sdo mostradas algumas parametriza¢des, com destaque para a inser¢do de uma animagao
da cicloide; e sdo definidos os tipos de curvas, apresentando alguns exemplos.

Posteriormente, no Capitulo 3, sdo introduzidas as propriedades geométricas das
curvas planas parametrizadas, como vetores tangente € normal a curva, pontos regulares e
singulares, sistema de Frenet, curvatura e evoluta, sendo apresentados dois resultados.

No Capitulo 4, inicialmente € apresentado um breve contexto historico do estudo
das curvas paralelas, mostrando algumas de suas aplicacdes. Apds, € definida, algebricamente,
curva paralela, sendo feita uma representacdo geométrica dessa definicio. Em seguida, s@o
apresentados alguns exemplos desse tipo de curva, onde, em cada caso, é feita uma analise
algébrica de suas propriedades geométricas.

Por fim, no Capitulo 5, é proposta uma aplicaciao dos conceitos até entdo tratados no
ensino médio, mais especificamente em uma turma do 3° ano do ensino médio. A principio, sao
apontados trechos da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) que discutem competéncias e
habilidades a serem desenvolvidas pelos estudantes, algumas das quais sdo possiveis de serem
alcancadas por meio da referida proposta. Apds, € apresentado um breve histérico do ensino da
disciplina de Célculo no Brasil, citando algumas das reformas educacionais que ocorreram no
pais e os motivos pelos quais a matéria perdeu espaco no curriculo. Em seguida, é exibida parte
dos programas de matematica de alguns dos paises melhores colocados no ultimo Programa
Internacional de Avaliacdo de Estudantes (Pisa), nos quais estdo presentes o Calculo. Um dos
objetivos da proposta pedagdgica € que os estudantes elaborem algoritmos para a construcao de
figuras na linguagem TikZ, que auxiliardo no entendimento dos conceitos trabalhados. Assim, sdo
exibidos “tutoriais” de utilizagdo da ferramenta e também de um editor TEX/IATEX: o TeXmaker.
Finalmente, é apresentada uma sequéncia de atividades que fazem parte da proposta.

O Apéndice A traz um resumo, em forma de tabela, das propriedades geométricas
das principais curvas utilizadas como exemplo ao longo do texto.

No Apéndice B, sao disponibilizados os cédigos-fonte, em TikZ, de algumas figuras
constantes no trabalho, de modo que o leitor possa copid-los, reproduzi-los ou mesmo modifica-
los.

O Apéndice C exibe um guia de instalacdo do gnuplot, ferramenta que devera ser

habilitada para o desenho de graficos e curvas no TeXmaker.



23

1 CONCEITOS PRELIMINARES
1.1 Vetores no plano

Denota-se por R? o espaco euclidiano bidimensional, ou seja, o conjunto de pares

ordenados, (x,y), de pontos do plano.

Definicao 1.1.1. Sejam P(x1,y1) e Q(x2,y2) pontos do plano. A distancia euclidiana entre esses

dois pontos é dada por

d(P.Q) = \/(x2—x1)*+ (2 —y1)2.

Ou seja, d(P,Q) = PQ é definido como o comprimento do segmento PQ.

Denota-se por zﬁ um segmento orientado que possui origem no ponto A e extre-
midade no ponto B. Estabelece-se, assim, uma orientacao de A para B no segmento AB. Dessa

forma, BA estd orientado no sentido oposto ao de 1@, conforme representado na Figura 1.1.

Figura 1.1 — Segmentos orientados com sentidos opostos

B B

A A
Fonte: O autor (2021)

Definicao 1.1.2. Diz-se que os segmentos orientados AB e CD sdo equipolentes, e escreve-se
AB = CD, se satisfazem as seguintes propriedades:

a) tém o mesmo comprimento;

b) sdo paralelos ou colineares;

c) tém o mesmo sentido.

Definicao 1.1.3. Sejam A e B pontos no plano. O vetor v = zﬁ é o conjunto de todos os

segmentos orientados equipolentes a AB. Cada segmento equipolente a AB é um representante

do vetor@ (Figura 1.2).
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Figura 1.2 — Representantes de v

/ . /
/ % /
Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel e Crissaff (2017)

Assim, t€m-se as seguintes propriedades dos vetores:
a) Os segmentos orientados AB e CD sdo equipolentes se, € somente se, representam

0 mesmo vetor, ou seja,
AB =CD < AB = CD.

. 4
b) Seja um ponto A qualquer no plano. O vetor 0 = AA é chamado de vetor nulo.
¢) Dado um vetor v e um ponto A qualquer, existe um tnico ponto B tal que v = zﬁ
Ou seja, qualquer ponto do plano € origem de um tnico segmento orientado

representante de v.

Definiciio 1.1.4. Dados dois pontos distintos, A(x1,y1), B(x2,y2) € R?, os mimeros reais x; — x

e yy —y1 sdo chamados de coordenadas do vetor v= zﬁ, e escreve-se V= (X —x1,y2 — Y1)

%
Exemplo 1.1.1. Representante de AB. Seja o segmento orientado E com A(1,2) e B(2,1). O

vetorv=(2—1,1—-2) = (1,—1) é o tnico representante de AB que possui origem no ponto O(0,0)

(Figura 1.3).

-)
Figura 1.3 — Vetor representante de AB

Y
A

N

Fonte: O autor (2021)
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A partir do exemplo anterior, para encontrar um outro representante de E, com
origem em C(%, %), por exemplo, basta determinar as coordenadas do ponto D(x,y), tal que

V= CB Assim,
1 1 3
(1,—1) <x 5V 2><:>x26y 5
A Figura 1.4 representa essa situagao:

Figura 1.4 — Vetores representantes de 1@

y

Fonte: O autor (2021)

Sao definidas duas operagdes no conjunto dos vetores: adi¢ao e multiplicacio por

escalar. Tém-se o seguinte:

* Adigdo: Sejam os vetores u :E = (x1,y1), V= 1% = (x2,y2) € R%. Assim,

u-+v=(x;,y1)+ (x2,y2) = (x1 +x2,y1 +y2) :R

Figura 1.5 — Representacdo da adi¢do dos vetores u e v

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel e Crissaff (2017)

Uma outra maneira de se representar geometricamente a adicdo de dois vetores é da
seguinte forma: sejam u = zﬁ ev= Cﬁ vetores ndo paralelos, P um ponto escolhido no plano,

eQeRtaisqueu = I@ ev= PT‘% Tem-se, no paralelogramo PQSR, que o vetor adicdo u+v



26

¢ igual ao vetor ﬁ, onde PS € a diagonal do paralelogramo (Figura 1.6). Essa maneira de se

adicionar dois vetores é conhecida como Regra do Paralelogramo.

Figura 1.6 — Regra do paralelogramo

S

|«

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel e Crissaff (2017)

* Produto por escalar: o produto de A € R por v = E éovetorL-v=A7A E representado

por R em trés situacdes, conforme a Figura 1.7:

Figura 1.7 — Representacdo do produto de um vetor por um escalar

c B
B B
c A
A A C
@A>1 Bo<A<l1 ©A<0

Fonte: O autor (2021)

Nas situacdes acima, tém-se o seguinte:
a) A, Be C sdo colineares;
b) d(A,C) =|A|d(A,B);
¢) B=Cse A =0;
d) Os segmentos orientados AC e AB tém mesmo sentido se A > 0 e sentidos opostos
se A < 0.
As operacdes de adi¢do e de multiplicagdo por escalar possuem as seguintes proprie-
dades:
* Adicdo: sejamu,ve w € R?. Tém-se o seguinte:

a) Comutatividade: u+v=v+u;
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b) Associatividade: u+ (v+w) = (u+v)+w;

c) Elemento neutro: existe o vetor nulo, 0, tal que u+0 = u;

d) Inverso: para todo vetor u, existe um unico vetor —u, chamado de simétrico
aditivo, tal que u+ (—u) = 0.

« Multiplicacio por escalar: sejam u,v € R? e A, € R. Valem as seguintes propriedades:

a) Associatividade: A (aqu) = (Ao)u;

b) Elemento neutro: existe o nimero 1 € R, chamado de elemento neutro multipli-
cativo, tal que lu = u;

c¢) Distributividade: A(u+v) =Au+Ave (A +a)u=Au+ au.
Definicao 1.1.5. O vetor u é miiltiplo do vetor v se existe A € R tal que u = Av.

Proposi¢do 1.1.1. Sejam os vetores u = (x1,y1), V= (x2,y2) € R%. Se x1y, — x2y1 = 0, ou seja,

X1 N X1 X2 . . ~
= =0, os vetores u e v serdo miiltiplos um do outro. Caso a igualdade ndo

X2 y2 yioy2

ocorra, os vetores U e V ndo serdo miiltiplos um do outro.

Definicao 1.1.6. O vetor v é uma combinagdo linear dos vetores v,v,,...,V, se existem
M,A2, ... Ay €R, tais que
V=Y + AV, + -+ Ay,

Definicdo 1.1.7. Considerando o plano, diz-se que o conjunto {u,v} é linearmente indepen-

dente (LI), ou que os vetores u e v sdo LI, se a equacdo
AMu+ v =0

implica que Ay = Ay = 0. Caso a igualdade ocorra para Ay e Ay ndo ambos nulos, diz-se que

{u,v} é linearmente dependente (LD), ou que os vetores u e vV sdo LD.

Definicao 1.1.8. Um conjunto {u,v} de vetores do R? serd uma base do R? se for LI Sendo LI,
qualquer outro vetor W poderd ser escrito, de forma tinica, como combinagdo linear de u e v, ou

seja, W = AMu+ AV, para algum A, e algum A;.

Definicdo 1.1.9. Dados os vetores u = (x1,y1) e V= (x2,y2) € R%. O produto escalar entre

esses vetores é o niimero real dado por

u-v=(xg,y1)- (x2,y2) = x1x2 +y1y2.
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Sejam os vetores u,v,w € R? e o € R. O produto escalar possui as seguintes

propriedades:
a) u-u > 0. A igualdade ocorre se, e somente se, u = 0;
b) u-v=v-u (simetria);
c) u-(av) =a(u-v) (associatividade);
d) u-(v+w)=u-v+u-w (distributividade em relagéo a soma).

Dois vetores u e v sdo ortogonais quando u-v = 0.

Definicio 1.1.10. O comprimento do vetor v = (x,y) é dado por

V=V +y? =~V

Dados os vetores u,v € R?, tém-se as seguintes propriedades:
a) u/=0&u=0;
b) |u-v| <|u|lv| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz);

¢) lu+v| <|u/+]|v] (Desigualdade triangular).

Considere agora os vetores u, v e w, onde
w=u-—V.

Ou seja, w € igual a soma de u com o simétrico de v. O objetivo € encontrar o angulo 6, formado

entre os vetores u e v (Figura 1.8).

Figura 1.8 — Angulo entre os vetores u e v

Fo
? u ............. »r
u F

Fonte: O autor (2021)
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Os vetores u, v e w representam os lados do tridngulo ABC. Da Lei dos Cossenos,

lu—v|* = |u* +|v|* - 2[ul|v|cos 6

& Juf” —2u- v + W = Juf” + %2 — 2|ul|v| cos

=
=
| <

wy

<= cosf =

(1.1)

EX
=

Assim, considerando que 6 é o menor dos angulos formados entre u e v, isto &,

0 < 0 < 7, tém-se o seguinte:

a) cosf >0« u-v>0. Logo, 0 serd agudo.
b) cosf <0< u-v<0. Logo, 6 sera obtuso.
¢) cos0 =0 u-v=0. Logo, O serd reto.

Os vetores v = (x,y), para os quais |v| = 1, sdo chamados de unitarios. Para norma-

lizar um vetor qualquer, isto €, torna-lo unitério, basta dividir cada uma de suas coordenadas

pelo seu comprimento.

Uma base {u,v} do R? é ortogonal quando u e v sio ortogonais.

Quando uma base {u, v} é ortogonal, e, além disso, [u| = |v| = 1, diz-se que a base

¢ ortonormal.

Como exemplo de base do plano ortonormal, tem-se a base canodnica, formada pelos

vetores i= (1,0) e j=(0,1).

Definicao 1.1.11. A projecdo ortogonal do vetor u na direcdo do vetor v, ndo nulo, é dada por

. u-v
Projyu= W V.
~ z L K3 ~ x . .
Observacao 1.1.1. Por vezes, serd utilizada a nota¢do v = para indicar um vetor.
y

1.2 Derivada e limite

Nesta secao, serdo introduzidos os conceitos de derivada e, de forma breve, limite,

da disciplina de Calculo. O primeiro conceito serd abordado por meio da ideia de reta tangente a

uma curva, e o segundo, dessa forma, surgird naturalmente. O contetido que se segue € embasado

em Avila (2013).
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Suponha que a curva seja o grafico de uma funcgdo f. Sejam os pontos P(a, f(a)),
pelo qual passa a reta tangente, ¢ Q(a + h, f(a + h)), ambos pertencentes ao gréfico de f,

conforme a Figura 1.9.

Figura 1.9 — Reta tangente ao grafico de f

Y

Fonte: O autor (2021)

A inclinacdo da reta secante que passa pelos pontos P e Q, dada por

fla+h)—f(a)

h+#0
h Y % Y

€ chamada razao incremental. Esse nome se explica pelo fato de & ser o incremento que
se da a abscissa de P, para obter a abscissa de Q. Dessa forma, a ordenada f(a+ h), de
Q, é obtida de f(a), ordenada de P, pelo incremento f(a+ h)— f(a), ou seja, f(a+h) =
fla)+[f(a+h)—f(a)].

Olhando para a Figura 1.9, imagine que o ponto Q percorra a curva passando por
Q1,07 e se aproximando de P, que estd fixo. Aproxima-se Q de P, dessa forma, fazendo o
ndmero 4 se aproximar de zero na razdo incremental, e escreve-se h — 0 (l1€-se “h tende a zero”).
A medida que os pontos se aproximam, a razio incremental se aproxima de um valor real m.
Assim, define-se a reta tangente a curva, no ponto P, como sendo a reta que passa por esse

ponto e que possui inclinagdo (coeficiente angular ou declive) igual a m.

Observacao 1.2.1. No caso da Figura 1.9, Q se aproxima de P pela direita, sendo h um niimero
real positivo. Caso h assumisse valores negativos proximos de zero, o ponto Q se aproximaria

de P pela esquerda.

Observacao 1.2.2. A reta tangente pode tocar a curva em mais de um ponto, como ocorre na

Figura 1.9.
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Ao fazer h — 0, e a raz@o incremental se aproximar de um valor m, finito, diz-se que

m é o limite da razao incremental, com / tendendo a zero, e escreve-se

fla+h)—f(a)
- :

m = lim

h—0 (1.2)

Definicao 1.2.1. Conhecidos um ponto P(xg,yo) e a inclinacdo m da reta, sua equacdo é dada

pory—yo=m(x—xp).

Exemplo 1.2.1. Retas tangentes a uma pardbola. Encontrar as retas tangentes a parabola f(x) =
3
¥ —2emx= 3 e em x = a qualquer.

* x= 5: Tém-se que

3 3 2 1
f<+h> = <2+h> —2=h43h+ .

2 4
Assim,
3 3
“ap) (2
f(z * ) ! <2> B3 h(hn+3) npo
h - h  h '
A expressdo i+ 3 se aproxima de 3 quando 4 — 0, e pode-se escrever
3 3
1(30) ()
. 2 2
m = lim =3.
h—0 h
Portanto, a equacdo da reta tangente a parabola no ponto (%, %) , que tem inclinacdo m = 3, é
dada por
I 3 ey_3 17
y 4= X 2 y=3x 1
* x=ua
fla)=d*=2, e
fla+h)=(a+h)*>—2=a*+2ah+h* 2.
Logo,

fla+h)—fla) W +2ak Iy
h Sk '

O limite da expressao h+ 2a, com h — 0, é 2a. Portanto, a reta tangente a pardbola, em

(a,a®> —2), é da forma

y—a*+2=2a(x—a) & y="2ax—a*—2.

Na Figura 1.10, estdo representadas as retas tangentes a parabola nos pontos (%, i) e

(a,a®> —2), sendo a < 0.
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Figura 1.10 — Retas tangentes a pardbola

Y

(SIS =
><‘

Fonte: O autor (2021)

O

Observacao 1.2.3. Caso a razdo incremental tenda a +o, quando h — 0, define-se a reta

tangente ao grdfico de f(x), no ponto P(a, f(a)), como sendo a reta x = a, paralela ao eixo y.

Observacao 1.2.4. Fazendo uma mudanca de varidvel da forma h = x— a, x # a, quando h — 0,
X — a, pode-se escrever

Lo flath) = f(@)

h—0 x—a XxX—a

(1.3)

o - 1
Exemplo 1.2.2. Inclinagdo da curva. Encontrar a inclinaggo da curva f(x) = —, x # 0, no ponto
X

x =1, utilizando a nova notacdo. Tem-se

m=lim

fE—f1) o 1-1
1

Na funcao

. L . 0 .
ndo se pode fazer x = 1, j4 que chegaria a indetermina¢do o Porém, sendo x # 1, g(x) pode ser escrita da

seguinte forma:

1—x _x—1 1
—_x X
g(x)_x—l x—1 X
Assim,
:1. :1' ——:—1
" xl—l;l}g(x) xl—lg} X
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Observacao 1.2.5. No exemplo anterior, ndo é necessdrio fazer x = 1 para encontrar o limite
—1. Basta verificar que, para valores de x proximos de 1, o quociente tende a —1. As fungoes

1—x

G)= e b=

sdo iguais para x # 1. A segunda delas, inclusive, estd definida em x = 1, e seu limite, com
x — 1, coincide com seu valor no ponto, isto é

lim i(x) = h(1).

x—1

A Observagdo 1.2.5 nos leva a seguinte defini¢do:

Definicao 1.2.2. Diz-se que uma fungdo f é continua num ponto xo quando as seguintes condi-
coes sdo satisfeitas:
a) f estd definida em xy; e
b) f(x) tem limite com x — xo, e esse limite é igual a f(xy), isto é, xlgr;lof(x) = f(xo).
Uma funcdo f é continua em um dominio D (conjunto de todos os pontos onde é

definida) se for continua em cada ponto desse dominio.

De acordo com Stewart (2013b, p. 133), os limites do tipo

fla+h)—f(a)
h

lim
h—0
aparecem quando calcula-se uma taxa de variac@o nas areas da Ciéncia ou da Engenharia, como

a taxa de uma reag¢do quimica ou o custo marginal, em Economia.

Definicao 1.2.3. A derivada de uma fungéo f, em um niimero a, denotada por f'(a) (1é-se: “f

linhadea”), é
1oy o Slath)—f(a)
f@) = = (9

se o limite existir.

Como x = a € um valor genérico, pode ser substituido por qualquer outro simbolo,

em particular, pelo proprio x. Assim, a expressao (1.4) pode ser reescrita como

(1.5)
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Portanto, f’ pode ser considerada como uma nova fun¢do, chamada derivada de f. Como foi
visto, o valor de f”(x) representa, geometricamente, a inclina¢do da reta tangente ao grafico de f
no ponto (x, f(x)).

Diz-se, também, que f’ é a derivada de 1° ordem de f. Assim, a derivada de f’ é
chamada de derivada de 2° ordem de f, e denota-se por f”(x) ou por f (2). Da mesma forma,
define-se as derivadas de ordens superiores a dois, de f, caso existam.

A derivada, vista dessa forma, foi objeto de estudo de Leibniz (1646 - 1716). Por
outro lado, Newton (1643 - 1727), tendo em vista seus estudos em Mecénica, introduziu a
derivada para caracterizar a velocidade instantanea de um moével. Os dois desenvolveram os

conceitos relacionados ao Célculo trabalhando de forma independente (AVILA, 2013, p. 79).
1.2.1 Regras de derivacao de funcoes reais

Aqui, sdo apresentadas as derivadas e as regras de derivagdo de alguns tipos de
fungdes, que serdo estudadas no decorrer do trabalho. Sao regras que auxiliam a encontrar as
derivadas de algumas fun¢des sem ter que recorrer a definicao por limite.

Sendo f : R — R uma fung@o na varidvel x, entdo f’(x) serd a derivada de f(x).

Tém-se, para cada tipo de funcdo:

1. Funcao constante: seja f(x) = ¢, com ¢ € R. Entio,
£(x) =0,

Ex.: A derivada de f(x) = —2¢é f'(x) =0.

2. Funcoes poténcias: seja f(x) = x", com n € R. Entéo,
f(x) =nx""1.

Ex.: Se f(x) = x°, entdo f'(x) = 3x°.

3. Funcio seno: seja f(x) = senx. Entdo,
f'(x) = cosx.
4. Funcdo cosseno: seja f(x) = cosx. Entdo,
f'(x) = —senx.
5. Funcéo seno hiperbdlico: seja f(x) = senhx. Entéo,

f'(x) = coshx.
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. Funcéo cosseno hiperbélico: seja f(x) = coshx. Entio,
f'(x) = senhx.

. Funcio tangente hiperbélica: seja f(x) = tanhx. Entéo,
f'(x) = sech?x.

. Funcao secante hiperbélica: seja f(x) = sechx. Entao,

f'(x) = —sechxtanhzx.

Regra da multiplicacio por uma constante: seja f(x) uma fungio derivdvel e ¢ € R.

Entao,

[cf ()] =cf'(x).

Ex.: Se f(x) =3-cosx, entdo f'(x) = —3-senx.
Regra da soma: sejam f(x) e g(x) funcdes derivéveis. Entéo,
1700 +8(0)' = £'() + &)
Ex.: Seja h(x) = 2x> 4 senhx. Assim, /' (x) = 6x* + coshx.
Regra do produto: sejam f(x) e g(x) fun¢des derivdveis. Entdo,
[f(x)g(x)]) = f'(x)g(x) + f(x)8' (x).
Ex.: Sendo /(x) = x* - cosx, entdo
2

B (x) = 2x-cosx+x% - (—senx) = 2x-cosx —x° - sen.x.

Regra do quociente: sejam f(x) e g(x) fun¢des derivaveis, com g(x) # 0. Entio,

[f(X)]' _ S'(®)glx) — f()g'(x)

g(x) 8(x)?
2
x“+1
Ex.: Seja h(x) = ——, x > 0. Entdo,
VX
2 1 /3 _ X1
h/(x>: 2X'\/)_C—(X +1)m _ 2V x _xZ\/;c

(V)2 X

Regra da cadeia: sejam g derivavel em x e f derivavel em g(x). Entdo, a derivada da

fun¢do composta f(g(x)) é dada por

[f((x)) = f'(8(x))g' (x).

Ex.: Se h(x) = cos(x*), entdio /' (x) = —sen(x*) - 4x> = —4x> - sen(x*).
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1.2.2 Funcoes Vetoriais e suas derivadas

As fungdes vistas até aqui assumem valores reais. A partir do proximo capitulo,
serdo estudadas as do tipo vetorial, isto €, sdo funcdes que possuem dominio real e imagem
contida no conjunto de vetores do plano. Essas funcdes sdo necessdrias para descrever curvas,

no caso, planas.

Definicio 1.2.4. Denotando por x(t) a fungdo vetorial, f(t) e g(t) serdo suas componentes, ou
seja, as coordenadas do vetor r sdo funcoes reais na varidavel real t (funcoes coordenadas), e

escreve-se

Exemplo 1.2.2.1. Fun¢do vetorial e dominio. Seja a fungio vetorial r(t) = (t* 4+ 1,+/1). Entdo, as
fungdes coordenadas sdo f(¢) =12+ 1e g(t) = v/¢. O dominio de r é o conjunto de valores de ¢ para os
quais a expressio r(t) estd definida. Tém-se que as expressoes > + 1 e /7 sio definidas para todo valor

de r e parat > 0, respectivamente. Assim, o dominio de r é igual ao intervalo [0, +oco).

0

Derivar uma func¢do vetorial consiste, simplesmente, em derivar cada uma de suas
fungdes coordenadas, na varidvel . Sejar(r) = (f(t),g(t)), com f(z) e g(¢) derivéveis. Entéo, a

derivada de r(¢) é dada por

Exemplo 1.2.2.2. Func¢do vetorial e derivada. A derivada da fung¢do dada no Exemplo 1.2.2.1 é

r'(t) = (2t, 2\1ﬁ>
0

De acordo com Stewart (2013a, p. 765), as regras de derivacido de funcdes reais
possuem equivalentes para as vetoriais. Sendo u e v fungdes vetoriais diferencidveis,c € Re f
uma funcdo real, t€m-se:
* Regra da soma: [u(¢) +v(r)]' =u'(¢r) + ¥V (2).
* Regra da multiplicacdo por uma constante: [cu(r)]’ = cu'(7).

* Regra do produto de funcio real por funcio vetorial: [f(r)u(z)]' = f/(r)u(t)+ f(t)u'(¢).

Regra do produto escalar: [u(7)-v(¢)]' =u'(r) - v(¢) +u(r) - v/ (7).
Regra da cadeia: [u(f(1))]" =w'(f(1))f (2).
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2 CURVAS PLANAS PARAMETRIZADAS
2.1 Conceito, definicao e exemplos

Em geral, quando se estuda curvas, sdao apresentadas funcdes onde ou y depende
de x (y = f(x)) ou x depende de y (x = g(y)), ou ainda uma relagio entre x e y que define
y implicitamente em func¢do de x (f(x,y) = 0). Como exemplos, tém-se uma reta da forma
y =x+ 1 —sim, as retas sio exemplos de curvas —, uma parabola do tipo x = 3y> —y+ 1, e uma
hipérbole de equacgao xzz —y? = 1. Todas essas curvas sdo descritas por meio de suas equagdes
cartesianas.

Uma ideia intuitiva que se tem de uma curva plana, que se torna ttil em determinadas
situagdes, € o caminho tracado por um ponto, ou uma particula mével, p, no tempo. Pode-se
imaginar uma curva, também, como um trago tnico feito por um lapis, sem que este seja retirado

do papel ao longo do desenho.

Figura 2.1 — Trajetéria de uma particula p

p

Fonte: O autor (2020)

Na Figura 2.1, analisando a curva tragada por p, verifica-se que ndo seria possivel
modeld-la em uma fungdo da forma f(x) =y, pois ndo passaria no Teste da Reta Vertical®.
Assim, torna-se conveniente escrever x € y em fun¢do de uma terceira varidvel,

originando a seguinte defini¢ao:

Definicdo 2.1.1. Uma curva continua no plano é uma aplicagdo continua r : I — R?, definida
em um intervalo I C R. A aplicagdo v, dada por x(t) = (x(t),y(t)), € continua se cada fung¢ao

coordenada, x,y : I — R, é uma funcdo continua. A varidvel t é chamada de pardmetro de r.

Dessa forma, conforme a Figura 2.2, para cada parametro ¢ é associado um ponto
r(r) = (x(r),y(¢)) no plano, ou seja, em cada instante ¢, r(r) representa a posi¢do em que a

particula mével se encontra; e mais, € possivel determinar o sentido do seu percurso.

4 Recurso visual para determinar quando uma curva é, ou nio, grifico de uma fungio. Caso a reta intersecte a
curva em mais de um ponto, néo serd o grafico de uma fungdo, pois contrariaria a defini¢éo.
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Figura 2.2 — Representacdo da parametrizacdo de uma curva

Fonte: O autor (2020)

O conjunto imagem %, da aplicagdo r, definido por € = {(x(¢),y(¢)); t € I} é
chamado de traco de r.
Uma curva parametrizada r, cuja imagem estd contida em %', ¢ chamada de uma

parametrizacao de %

Observacao 2.1.1. Existe uma diferenca entre a curva r e seu traco. Por exemplo, as curvas
definidas por x(t) = 0,y(t) =t e x(t) = 0,y(t) = 3t sdo aplicacdes diferentes, porém, seus tracos

sdo iguais: o eixo y.

Exemplo 2.1.1. Parametrizacdo de uma reta. Uma parametrizag¢do da reta x —3y+5 =0 é da
seguinte forma: faca y = ¢, assim, x = 3r — 5. Dessa forma, uma parametrizacio da reta, dada na forma

cartesiana, €

x(1) 3t—5
(1) = = , teR
¥(1) !
O
Note que, no exemplo anterior, se fizesse y = —¢, a particula se moveria no sentido

contrario.

Exemplo 2.1.2. Parametrizacdo da func¢do logaritmica. Seja a curva dada por y = Inx, x > 0.
Fazendo y = ¢, tem-se

Inx=t&e =x.
Assim, uma parametrizacio de y = Inx é da forma

r(t) = x0) = ¢ , teR.

(1) t
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Seja f: I — R uma funcdo suave qualquer. O grifico de f € definido como o

conjunto de todos os pontos (z, f(¢)), t € I, 0o mesmo que o traco da curvar : I — R?, definida
por r(t) = (1, f(1)).

Exemplo 2.1.3. Catendria. A curva representada pelo grafico da fungdo f(x) = coshx, para a qual é

5

associada a aplicagdo r(r) = (r,cosht), t € R, é conhecida como catenaria”, e seu traco estd representado

na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Catendria

y(t),

x(t)

Fonte: O autor (2021)

U
Exemplo 2.1.4. Parametrizagdo com restricdo. Dada a curva r(t) = (cost,cos’t), t € R, tem-se
que sua imagem est4 contida no grafico da funcdo y = x*. No entanto, verifica-que que nem todo ponto
da pardbola é da forma como foi definida r(¢). Por exemplo, (2,4) ndo pertence ao traco de r(t), ja que

—1 < cost < 1. Assim, o trago de r(r) é da seguinte forma:

Figura 2.4 — Trago de r(¢)

y(t)

Fonte: O autor (2021)

> Essa curva representa uma corrente de densidade uniforme, onde sio fixadas as suas duas extremidades, sujeita

a forca do seu peso. Foi estudada inicialmente por Galileo, que a confundiu com a parabola, e, apds, por Jacques
Bernoulli (GIBSON, 2001, p. 16, tradugéo nossa).
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Assim, com ¢ percorrendo 0s nimeros reais, a particula se movera ao longo da curva, indo

do ponto (—1,1) ao ponto (1,1), e voltando, indefinidamente.

2.2 Parametrizacio de algumas curvas

2.2.1 Circulo

Seja o circulo €, centrado na origem O e raio r, de equacio x>+ y? = r?:

Figura 2.5 — Circulo de centro na origem e raio r

My

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel e Crissaff (2017)

Tome um ponto qualquer do circulo, no caso P(x,y). Tem-se que o tridngulo OP'P é
retingulo em P’. Assim, uma forma de descrever as coordenadas de P, em fung¢io do angulo ¢, é
fazé-lo percorrer o circulo no sentido anti-hordrio, com ¢ € [0,27). Dessa forma, obtém-se uma

parametrizagdo para o circulo acima da seguinte maneira:

x(t) cost
C:r(t)= =r , t€]0,2m).
y(1) sent

Caso ndo se restrinja o intervalo ao qual pertenca ¢, ou seja, faca r € R, o ponto se
movera sobre o circulo infinitamente.

Uma outra parametrizacdo para um circulo centrado na origem e de raio r seria

x(1) sent
€ :x(t) = =r , t€]0,2m).
y(1) cost

Neste caso, o ponto se locomoveria no sentido horario.
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Agora, seja o circulo ¢, de centro (xg,yo) e raio r, de equacio (x —xo)>+ (y—yo)> =

Figura 2.6 — Circulo de centro (xo,yo) € raio r

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel e Crissaff (2017)

Fazendo uma translacdo do sistema xOy, obtém-se um novo sistema de coordenadas
X0y, com centro O(xg,yo). Nesse novo sistema, 4 possui equagio da forma 4y =r

Pela parametrizacio do circulo de centro na origem e raio r, t€m-se que X = rcost e
y = rsent.

Por outro lado, as coordenadas de P no sistema xOy sdo dadas por x = xp + X €
y=Yo+Yy.

Assim, uma parametrizacg@o do circulo de centro (xp,yo) € raio r é da seguinte forma:

X Xo+X X cost
€ :r(t) = =™ =) +r , t€0,2m).

y Yo+Yy Yo sent

Exemplo 2.2.1.1. Parametrizacdo de um circulo. Mostre que a curva € : x> +y* +4x — 6y = —4
descreve um circulo e encontre uma parametrizagao.

Inicialmente, deve-se colocar sua equagdo na forma canoénica, completando quadrados:
2 2 _ 2 2 _ 2 2 _
X dx+y —6y=—4< (x+2)°+(y-3)"—4-9=—4 (x+2)"+(y—3)"=0.

Assim, € possui centro em (—2,3) e raio r = 3. Uma parametrizagio do circulo é dada por:

& x(t) = x(t) _ —2+3cost 0.2,
y(t) 3(1+sent)
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2.2.2 Elipse

Seja

uma elipse de centro na origem e reta focal sobre o eixo das abscissas, ou seja, a > b e a,b € R.

Figura 2.7 — Elipse de equagio 2% + Zé =1

Y

Fonte: O autor (2021)

X
Fazendox' =~ ey = )E;, tem-se que x> +y? = 1 é um circulo, %, de centro na
a
origem e raio igual a 1. Dessa forma, (x,y) € & se, e somente se, (x',y') € €.

Como foi visto, duas parametrizacdes para esse circulo sdo:

x(1) cost x(1) sent
C:x(t)= = , t€)0,2m) e F:r(r)= = , te€0,2m).
y(1) sent y(1) cost

Portanto, conclui-se que duas possiveis parametriza¢des da elipse sao:

x(1) acost x(t) asent
&E:x(r)= = , tef0,2m) e &:x(r)= = , tel0,2m).
y(1) bsent y(1) bcost
Seja agora a elipse
C(r=x0)*  (y—y0)?
& " + = 1,

de centro (xp, o) e retas focais paralelas aos eixos coordenados.
Novamente, fazendo uma translac@o do sistema de coordenadas xQOy, obtém-se um

sistema de eixos XOY, tendo a elipse centro O(xo,yo). Nesse novo sistema, a equagdo de & se

2 2
transforma em — + ke 1, que possui as seguintes parametrizagoes:
a
x(1) acost x(t) asent
&E:x(r)= = , tef0,2m) e &:x(r)= = , te0,2m).
y(1) bsent y(1) bcost
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No sistema xQOy, t€tm-se que x = xg +X € y = yo +y. Assim, obtém-se as seguintes

parametrizacOes para a elipse de centro (xg,yo):

x(t) X0 acost
&:r(t) = = + , t€]0,2m) e
y(1) Yo bsent
x(1) X0 asent
E:r(t)= = + , te]|0,2m).
y(t) Yo bcost

Exemplo 2.2.2.1. Parametrizacdo de uma elipse. Mostre que a curva & : x> +4y> +4x —8y+4 =0
descreve uma elipse e encontre uma parametrizag3o.

O primeiro passo é colocar a equagao na forma candnica, completando quadrados:

X 4dx+4y? —8y+4 =0 (x+2)2—4+4(>—2y+1)—4+4=0
S (x+2)2+H4(y—1)* =4

(x+2)> (1)
Gt =1

Dessa forma, & possui centro em (—2,1) e reta focal paralela ao eixo x. Portanto, uma

parametrizacdo da elipse é:

£ x(r) = x(1) _ 2(—1+-cos?) ie02m)
y(t) 1 +sent

2.2.3 Hipérbole

Considere a hipérbole

HxE—y =1,

de centro na origem e reta focal sobre o eixo x.
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Figura 2.8 — Hipérbole de equagdo x> —y? = 1

Y

. o,

><V

Fonte: O autor (2021)

Sejam as fungdes seno e cosseno hiperbolicos:

el —et

2
e +et
2

cujos graficos, no mesmo plano cartesiano, sao explicitados na Figura 2.9.

senht =
, teR,
cosht =

Figura 2.9 — Gréficos das fun¢des senht e cosht?

f),

-]/

senht

Fonte: O autor (2021)

Tem-se que os pontos (cosht,senht) e (— cosht,senht) pertencem a hipérbole 7,
jaque
2 42+ 2457

(4 coshr)? — (senhr)? = 2 1 =1,VteR.

Conforme a Figura 2.9, a imagem da funcéo cosseno hipérbolico é [1,4o0). Assim,
fazendo x = coshz, r € R, entdo x € [1,4o0); e x = —cosht, 1 € R, logo, x € (—eo, —1]. Por
outro lado, a imagem da fun¢do seno hiperbdlico € igual ao conjunto dos nimeros reais. Dessa
forma, fazendo y = senhz, t € R, entdao y € R.

Portanto,

x(t) cosht

y(1) senht
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€ uma parametrizacio do ramo 5%, de JZ, cujo trago estd contido no 1° e no 4° quadrantes; e

x(t) —cosht
r(t) = = , teR,
y(t) senh?

€ uma parametrizacdo do ramo 777, cuja imagem estd contida no 2° e no 3° quadrantes, conforme
a Figura 2.9.
Agora, seja a hipérbole

C(x=x0)*  (y—y0)?
HC = — 2

=1,
de centro (xp,yo) e reta focal paralela ao eixo das abscissas, conforme a Figura 2.10.

Figura 2.10 — Traco de 57

My

Yo -t

=
o
X‘

Fonte: O autor (2021)

X —X0 / y—Yo

Fazendo x' = ey =", tem-se que x'>
a

—y'? =1 é uma hipérbole, 7%, de
centro na origem e reta focal sobre o eixo x.

Assim, como (x,y) € S se, e somente se, (X',y) € 7, e

X () +cosht
r(t) = = , teR,
y' () senh?

x(1) X0 +acosht
r(r) = = + , teER,
y(t) Yo bsenht

€ uma parametrizacdo de .77.
De modo anélogo, verifica-se que
x(t) X0 bsenht

r(t) = = + , teR,
y(t) Y0 +acosht
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€ uma parametrizacdo da hipérbole

e (y—y0)* (x—x0)* :

a? b? ’

de centro (x,yo) e reta focal paralela ao eixo y.

Exemplo 2.2.3.1. Parametrizagdo de uma hipérbole. Mostre que a curva 7 : —4x* +y> — 8x +
4y — 4 = ( descreve uma hipérbole e encontre uma parametrizagao.

Colocando a equacio na forma canonica:
—4x? —8x+y +4y—4=0 —4(xX°+2x+1)+44+(y+2)> —4—-4=0

& —4(x+1)724+(y+2)2 =4

(y+2)2  (x+1)2 -
2212
Logo, 7 tem centro em (—1,—2) e reta focal y = —2.

4 1.

Portanto, uma parametrizacdo da hipérbole é

x(t) senht — 1

y(t) 2(£coshr —1)

2.2.4 Curva de Agnesi

Seja € um circulo de centro C e raio r, tangente as retas paralelas s; e s, nos pontos

O e A, respectivamente, conforme a Figura 2.11.

Figura 2.11 — Construgdo da curva de Agnesi

Y,
Sy =2r A 0
s P
€ Cse
,
0] B D X

Fonte: Adaptado de Delgado, Frensel e Crissaff (2017)
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A partir da origem O, é tracada uma semirreta na direcdo de s;, que intersecta o

Pelos pontos R e Q, sdo tracadas duas semirretas perpendiculares a reta sy, sendo
B,D € s1 os pontos de interse¢do, respectivamente.

com o segmento QD.

Seja a reta s, paralela a reta 51 e que passa por R. E seja P o ponto de intersecdo de s

O conjunto de todos os pontos P(x,y) assim obtidos, por meio das interse¢des
de todas as retas que partem de O com o circulo %, descreve a chamada curva de Agnesi
(Figura 2.12). O objetivo agora é parametrizar essa curva.
No triangulo retangulo ODQ, tem-se que

oD |
cost = — < x = |0Q|cost.
00|

Por outro lado, no tridngulo retangulo OBR, tem-se

2.1)
|RB|
sent = ——

&y = |OR|sent.
|OR|
do circulo.

(2.2)
Note que o tridngulo ORA, inscrito em %, é retangulo em R, pois OA é um didmetro

no tridngulo ORA, tem-se que

OR

sent = :’

Seja o = AOR. Assim, oc +¢ = 90°. Dessa forma, conclui-se que OAR =1. Portanto,
& |OR| = 2rsent.

|OA
De (2.2) e (2.3), conclui-se que y = 2r sen’?.

No triangulo ODQ, tem-se

(2.3)
D S 2
sent = @ < 00| = il (2.4)
|0Q| sent
De (2.1) e (2.4), conclui-se que x = p— cost = 2rcott.
sen

Portanto, a curva de Agnesi € dada pelas seguintes equagdes paramétricas
cott
=2

NE t€(0,m).
sen-t
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Figura 2.12 — Curva de Agnesi

y(t),

Fonte: O autor (2021)

2.2.5 Cicloide

Seja ¢ um circulo de raio r e P(x,y) um ponto de 4. Chama-se cicloide a curva

descrita pelo ponto P quando o circulo rola sobre uma reta — no caso, o eixo x — sem deslizar.

Figura 2.13 — Cicloide

Y
z.
C
:,‘ r 7
iy, 8D
O'A B x

Fonte: O autor (2021)

Inicialmente, note que a cicloide atinge seu valor maximo nos pontos da forma
(m(r+2k),2r), e o minimo nos da forma (27(r+k),0), com k € Z.

Agora, 0 objetivo € encontrar as coordenadas de P em func¢do do raio r e do angulo 7.

Sejam C o centro do circulo, A e B as projecdes ortogonais de P e de C, respectiva-

mente, no eixo x, e D € BC, tal que AB || PD. Tém-se, no tridngulo retingulo CDP,

PD = rsent

@: rcost
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Por outro lado,

(

x=OB—AB y=BC—CD
=PB—PD € =r—rcost
= rt —rsent = r(t — sent) =r(1 —cost)

\

Portanto, uma parametrizagdo da cicloide € dada por

x(t) t —sent
r(r) = =r , telR
y(t) 1 — cost
Na Figura 2.14, € apresentada uma animacao da cicloide. Ressalta-se que ndo sao

todos os visualizadores de Portable Document Format (PDF) que conseguem reproduzi-la. Um

dos que reproduzem é o Adobe Acrobat Reader DC, no sistema operacional Windows.

Figura 2.14 — Animagao da cicloide

Fonte: Adaptado de Drawing... (2018)

2.2.6 Hipocicloide e hipotrocoide

Seja 4> uma circunferéncia de raio r > 0 e centro C, que gira, tangencialmente e
sem deslizar, por dentro de uma outra circunferéncia fixa %7, de raio R e centro O. Seja P um
ponto fixado no interior, sobre ou exterior a circunferéncia %,. A curva descrita por P, ao girar
%>, € chamada de hipotrocoide se P € interior ou exterior, e de hipocicloide se P pertence a
circunferéncia.

Suponha que, inicialmente, %, tenha centro no ponto C(R —r,0), P com posigao

inicial em P (R —r+d,0) e %, tangencie %) no ponto E, conforme a Figura 2.15.
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Figura 2.15 — Posicéo inicial de %3

Ny
¢

©>

Fonte: Adaptado de Gongalves (2019, p. 30)

O objetivo é determinar as coordenadas do ponto P(x,y) em fun¢éo de um pardmetro,
ao fazer %, rolar por dentro de %), sem deslizar, no sentido negativo (horario), formando o

angulo EaQ =t, de acordo com a Figura 2.16.

Figura 2.16 — %, rolando por dentro de %}, no sentido horério

Y

4

Fonte: Adaptado de Gongalves (2019, p. 31)

Considere o segmento CS, raio de %>, que contém P. Sejam os pontos A e D as
projecdes ortogonais de C e P, respectivamente, no eixo x. E seja o ponto B € AC, tal que

AD || BP, conforme a Figura 2.17.
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Figura 2.17 — Determinando as coordenadas de P em funcao de ¢

Y

Fonte: Adaptado de Gongalves (2019, p. 31)

Dessa forma, tém-se:

x=O0A+AD x=OA+BP
I . (2.5)

y=DP=AB y=AC—-BC

Do raio 0Q, de €, obtém-se 0Q = OC+CQ < OC =R —r.

Note que o tridngulo OAC € reto em A. Assim, t€ém-se as seguintes relacoes:

AC = 0OCsent = (R—r)sent e OA=OCcost=(R—r)cost.
Tem-se, também, que o tridngulo CBP € reto em B. Seja BCP = «. Daf, obtém-se:

BP=dsena e BC=dcosaq.

Substituindo as relacdes acima em (2.5), tém-se

x=(R—r)cost+dsena

(2.6)
y=(R—r)sent —dcosa
. = ~ o 08
Ao %, rolar e tangenciar 4] no ponto Q, implica que QF =tR = QS. Dessa forma, QCS = — =
-

tR
r T
No triangulo OAC, tem-se OCA = 5~ t. Assim,

~ ~ ~ T R
QCO:QCS+06+OCA<:>05:§+(1—7)1.

Substituindo o em (2.6), e utilizando algumas propriedades das fun¢des seno e cosseno, obtém-se

uma parametrizacdo da hipotrocoide da seguinte forma:

cost o cos(R_’t)

:
Bor

r(t)=(R-r)

, teR.

~

sent —Sen
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Observacao 2.2.1. A partir daqui, serdo considerados os seguintes vetores unitdrios auxiliares,

que servirdo para simplificar alguns cdlculos e expressoes:

cost —sent
et) = e f(r) = )
senf cost

que possuem derivadas dadas por

cujas derivadas sdo

R—r
r

Sejam as quantidades adimensionais 6 = e A = —. Assim, a hipotrocoide
r

pode ser escrita da seguinte forma:

r

cost cos (B=1)
r(t)=(R—r) +d =r{de(t)—Ag(ét)}, teR.
sent —sen (@t) -

~~

(1) —g(%1)
A seguir, t€ém-se dois exemplos de hipotrocoides (Figuras 2.18a e 2.18c) e de uma hipocicloide

(Figura 2.18b):

Figura 2.18 — Exemplos de hipotrocoides e hipocicloide

()4 y(t),

(@R=5,r=1,d=0.5, ®R=5r=1,d=1, (©)R=5,r=15,d=2,
0<r<2rm 0 <t < 2m (hipocicloide) 0<r<oér

Fonte: O autor (2021)
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2.2.7 Epicicloide e epitrocoide

Seja 4> uma circunferéncia de raio r > 0 e centro C, que gira, tangencialmente e
sem deslizar, por fora de uma outra circunferéncia fixa 47, de raio R e centro O. Seja P um ponto
fixado no interior, sobre ou exterior a circunferéncia %>. A curva descrita por P, ao girar 6, é
chamada de epitrocoide se P é interior ou exterior, e de epicicloide se P pertence a circunferéncia.

Suponha que, inicialmente, %> tenha centro no ponto C(R + r,0), P com posi¢ao

inicial em P (R+r—d,0) e %, tangencie %) no ponto E, conforme a Figura 2.19.

Figura 2.19 — Posicéo inicial de %,

My

6>

0 b,
E\PdcC x

Fonte: Adaptado de Gongalves (2019, p. 34)

O objetivo é determinar as coordenadas do ponto P(x,y) em fun¢do de um pardmetro,
ao fazer %, rolar por fora de 47, sem deslizar, no sentido positivo (anti-hordrio), formando o

angulo E 5Q =t, de acordo com a Figura 2.20.

Figura 2.20 — %, rolando por fora de %), no sentido anti-horario

©2

My

E| P E:

Fonte: Adaptado de Gongalves (2019, p. 34)
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Considere o segmento CS, raio de %>, que contém P. Sejam os pontos A e D as
projecdes ortogonais de C e P, respectivamente, no eixo x. E seja o ponto B € AC, tal que

AD || BP, conforme a Figura 2.21.

Figura 2.21 — Determinando as coordenadas de P em func¢do de ¢

Fonte: Adaptado de Gongalves (2019, p. 35)

Dessa forma, tém-se:

x=O0A+AD x= OA+BP
= o 2.7
y=DP=AB y=AC—-BC
Note que OC = 0Q +QC =R+ .

O tridngulo OAC € reto em A. Assim, tém-se as seguintes relacoes:
AC = OCsent = (R+r)sent e OA=OCcost=(R+r)cost.
Tem-se, também, que o tridngulo CBP € reto em B. Seja BCP = «. Dai, obtém-se:
BP=dsenoe e BC =dcosa.
Substituindo as relacdes acima em (2.7), tem-se

x=(R+r)cost+dsena
. (2.8)
y=(R+r)sent —dcosa

Ao %, rolar e tangenciar %47 no ponto Q, implica que al\f =tR= @—3 . Dessa forma, QéS = o3 =
(R ’
T o

No triangulo OAC, tem-se OCA = 5~ t. Assim,

~ ~ —~ tR R
BCPzQCS—OCA@Otz——(E—t> —(241) 22
r 2 r 2
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Substituindo o em (2.8), e utilizando algumas propriedades das fun¢des seno e cosseno, obtém-se

uma parametrizacao da epitrocoide, da seguinte forma:

cost cos (Bt2r)
r(t)=(R+r) —d , teR.
sent sen (R%’t
: : : L R+r - : . .
Sejam as quantidades adimensionais 6 = e A = —. Entdo, a epitrocoide pode ser escrita
r r
da seguinte forma:
cost cos (R:r’t)
r(t)=(R+r) —d =r{oe(t)—Ae(d1)}, reR.
sent sen (R4r7)

e(1) e( &)
Abaixo, tém-se dois exemplos de epitrocoides (Figuras 2.22a e 2.22¢) e de uma epicicloide

(Figura 2.22b):

Figura 2.22 — Exemplos de epitrocoides e epicicloide

@R=2,r=15d=1, ®YR=2,r=2,d=2,
0<tr<ér 0 <t <27 (epicicloide)

Fonte: O autor (2021)

A curva representada na Figura 2.22b € conhecida como cardioide.

2.3 Tipos de curvas

Definicao 2.3.1. Se a aplicacdo r estd definida em um intervalo I = |a,b], tal que r(a) = r(b),

entdo r ¢ dita fechada.

Definicdo 2.3.2. Uma curvar : R — R? é periddica se existe um mimero real p > 0, tal que
r(r+p)=r(t), VieR.

Ao menor valor de p, para o qual a igualdade se verifica, dd-se o nome de periodo.
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Exemplo 2.3.1. Curvas fechadas e periddicas. A astroide r(t) = (cos>t,sen’t), t € [0,27), e 0
circulo r(r) = (Rcost,Rsent), t € [0,27), centrado na origem e raio R, cujos tragos estdo representados

abaixo, sdo curvas fechadas e periddicas, de mesmo periodo (p = 2).

Figura 2.23 — Curvas fechadas e periédicas

(a) Astroide (b) Circulo de raio R

Fonte: O autor (2020)

O

As hipotrocoides/hipocicloide e as epitrocoides/epicicloide, representadas nas Figu-

ras 2.18 e 2.22, respectivamente, sdo exemplos de curvas fechadas e periddicas.
Definicao 2.3.3. Uma curva r é dita simples se a aplicacdo for injetiva.

Definicio 2.3.4. Quando tem-se que x(t)) =r(t2), comti,tr €1, 1) 1t e p =1ty —t| ndo é um

periodo, diz-se que x possui um ponto duplo (autocruzamento ou miiltiplo) em t| e t5.

Exemplo 2.3.2. Ponto duplo. A curva oito (Figura 2.24), definida por r(r) = (acost,asent cost),
a>0,comt € [0,27) e periodo p = 27, possui ponto duplo na origem. Existem valores diferentes de ¢,
3n

T 3n T
nomeadamente 7} = 5 €2 =, paraos quais r(r;) =r(t2) = (0,0), e S5 T 5=TF # p.

Figura 2.24 — Curva oito

Fonte: O autor (2020)



57

Exemplo 2.3.3. Curva ndo periodica. Seja a espiral de Arquimedes, dada por r(z) = (at cost,at sent),

coma > 0et € [0,+o0), cujo trago estd representado na Figura 2.25.

Figura 2.25 — Espiral de Arquimedes, a = 1

y(t)

oh
N

Fonte: O autor (2021)

Essa curva € simples, ndo fechada e ndo periddica.

Definicao 2.3.5. Uma curva r fechada e simples é chamada de curva de Jordan.

Dos exemplos acima, somente a astroide e o circulo s@o curvas de Jordan.
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3 GEOMETRIA DIFERENCIAL DAS CURVAS PLANAS
3.1 Vetores tangente e normal a curva; velocidade escalar e vetor aceleracio

Sejar(r) = (x(¢),y(t)) uma curva parametrizada. Define-se o vetor tangente (ou

vetor velocidade), em r(¢), como o vetor

€ o0 vetor normal como

obtido rotacionando r’(r) 90° no sentido anti-horério.

Figura 3.1 — Vetores tangente e normal & curva em r(t)

=3

Fonte: O autor (2020)

Uma representacio do vetor tangente r/, em r(z), é a direcdo instantinea de desloca-
2 ~ . N . ~ s A
mento do ponto mével; e o vetor normal r' € ortogonal a direcdo instantinea de deslocamento,
no parametro .

A velocidade escalar, em r(¢), ¢ dada pelo médulo do vetor velocidade, isto €,

Y1) = X2+ (02

Uma curva de velocidade unitaria € aquela que, para todo parametro ¢, sua velocidade

v(t) =

¢ constante e igual a 1. Por exemplo, o circulo de raio unitério, definido por r(¢) = (cost,sint),

¢ de velocidade unitéria.
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Seja r(t) = (x(¢),y(¢)) uma curva parametrizada. O vetor acelerac¢io, em r(z), é

definido como a derivada do vetor velocidade, ou seja,

3.2 Pontos regulares e singulares

Definiciio 3.2.1. Uma curva parametrizada x(t) : I — R? é regular em ty € I se x'(ty) # (0,0),
ou, equivalentemente, se v(ty) # 0. Se v(t) > 0, Vt € I, a curva é regular. Caso v(ty) = 0, diz-se
que a curva r é singular em ty. Um ponto singular é dito simples se a sua segunda derivada ndo

zera, isto é, se ¥’ (ty) # (0,0).

Exemplo 3.2.1. Curvas regulares e singulares. Sejam a estrofoide reta e a pardbola semicubica

(também conhecida como parabola de Neill) definidas por

1—12
1412 r
r(r)=2 1_p ,teR e r(t)= X ,teR,
| — t
(1+)
respectivamente, cujos tracos estio representados na Figura 3.2.

Figura 3.2 — Exemplos de curvas regulares e singulares

y(t) <ﬁ> y(t)

(a) Estrofoide reta (b) Parabola semictbica ou de Neill

Fonte: O autor (2020)

Calculando suas primeiras derivadas, verifica-se, em 3.2a, que

— 4y

=2 R
(Tier)

Assim, r'(7) # (0,0) Vt € R, 0 que mostra que a curva é regular.
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Com relagio & curva representada pela Figura 3.2b, tem-se que ' () = (2¢,3¢?), o que implica

que, parat =0, r'(0) = (0,0). Portanto, a curva é singular em zy = 0.

Tem-se, ainda quanto a pardbola semiciibica, que r” () = (2, 6¢). Dessa forma, r”’(0) # (0,0),

sendo r(0) = (0,0) um ponto singular simples.
0

3.3 Retas tangente e normal a curva

Suponha r(#y) um ponto regular da curvar.
* A reta tangente a curva em r(7p) € a reta que passa por esse ponto e tem a mesma dire¢do
do vetor tangente, ’(fp). Sua equagéo é dada por
x—x(to) =Y (t0)) 0
y—y(to) x(to)
* A reta normal a curva em r(f) € a reta que passa por esse ponto e tem a mesma dire¢ao

do vetor normal, T (fy). Sua equacio é dada por

Observacao 3.3.1. As retas tangente e normal ndo sdo definidas nos pontos singulares da curva

Exemplo 3.3.1. Reta tangente a curva. Seja a pardbola semicibica definida no Exemplo 3.2.1.

Encontrar a reta tangente a curva no parametro ¢t = 1.

Tém-se que

)
1? 1
r(n)=1| | =r(l)=
t 1
, 2 , 2
r(n)= =r(l)=
2
3t 3

Assim, a reta tangente a curva em (1,1) é dada por
3x—1
P31 42 (-1 =0 y= x2 .

A Figura 3.3 representa essa situagao.
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Figura 3.3 — Reta tangente & curvaem (1, 1)

y(t),

Fonte: O autor (2021)

O

Exemplo 3.3.2. Retas tangentes a tractriz. A curva tractriz, mostrada na Figura 3.4, definida pela

L t —tanht o ) , 1 — sech?t
aplicagdo r(t) = , t € R, que possui primeira derivada (1) = , tem apenas
secht —tanht secht
um ponto singular: em ¢ = 0. Para qualquer outro pardmetro, a curva € regular e possui reta tangente, em
xX—t
r(t),daformay = ——.
r(t) Y sinht

Essa curva tem a propriedade de que todo segmento de reta que une o ponto de tangéncia

r(fy) e o ponto (fy,0) possui comprimento constante e igual a 1.

Figura 3.4 — Tractriz

g(fz)

(11,0) (12,0) x(t)

Fonte: O autor (2021)

3.4 Cuspides

Define-se o gradiente de uma curva r, em um parametro regular ¢, como a razao

Em um parametro singular ¢y, diz-se que a curva tem um gradiente limite quando

/
1 N e o
& tende a razdo limite, com t — . Nesse caso, define-se a reta tangente limite, em ty, como

X'(t)
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a reta que passa por r(fp) e que possui tal gradiente limite.

Exemplo 3.4.1. Reta tangente limite. Considere, novamente, a paribola semictbica r(t) = (£2,13),
2
. . t . .
dada no Exemplo 3.2.1. Em pardmetros regulares, o gradiente é dado por ETERC O gradiente limite,
no pardmetro singular # = 0, é igual a zero. Assim, a reta tangente limite em (0,0) é a reta que passa por

esse ponto e tem gradiente igual a zero, ou seja, aretay = 0.

OJ

O préximo resultado impde uma condicao para a existéncia da reta tangente limite

em um ponto singular de uma curva.

Lema 3.4.1. Sejam r uma curva e ty um pardmetro singular, com a propriedade de que alguma
derivada de ¥'(t) ndo seja nula em ty. Entdo, todos os pardmetros t # ty, suficientemente

proximos de ty, sdo regulares, e o gradiente limite existe em to. (GIBSON, 2001, p. 99).

O caso mais simples, citado na Defini¢do 3.2.1, é quando r/(¢y) = (0,0) e ¥’ (fp) #
(0,0), isto é, quando a derivada de 2* ordem de r, em fy, ndo se anula. Um parimetro 7, para o
qual a propriedade descrita no Lema 3.4.1 ocorre, é chamado de cuspidal, e o ponto r(f), do
traco de r, é denominado de cispide.

Note que, se ¢ € cuspidal, entdo os parametros suficientemente préximos de ¢ sao

regulares.

3.5 Vetores tangente e normal unitarios e sistema de Frenet

Nos pontos regulares de uma curva r, podemos obter o vetor tangente unitario

normalizando o vetor velocidade:

~ ()

E(t) :!(t) = _/(t)| :

r

Os vetores t(7) e n(7), juntamente com a origem r(¢), formam o Sistema de Frenet

ao longo da curva.
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Figura 3.5 — Sistema de Frenet ao longo da curva

Fonte: O autor (2020)

Observacao 3.5.1. No ponto singular destacado na Figura 3.5, o sistema de Frenet ndo é

definido, tendo em vista ndo existir, ali, o vetor tangente.

3.6 Angulo natural; velocidade e frequéncia angulares e equacoes de Frenet-Serret

Nos pontos regulares de uma curva r, tem-se que o vetor tangente unitario € bem
definido. Assim, é possivel determinar seu dngulo natural, 6 = 0(r) € (—x, ], como o angulo
formado entre a reta tangente a curva no ponto r(f) e o eixo das abscissas, ou seja, o angulo

formado entre os vetores t e i.

Figura 3.6 — Angulo natural, 6

=

Fonte: O autor (2020)

Assim, obtém-se as coordenadas dos vetores t e n em funcdo do angulo natural:

cos 6 —senf
: (3.1)

| o=
I

=]
|

sen 0 cos 6

Da Fisica, tem-se que a velocidade angular de um objeto no movimento circular é
AO

dada pelo quociente da variacdo do angulo pelo intervalo de tempo: @ = e



64

Dessa forma, derivando 6(¢) em relagdo a ¢, obtém-se a velocidade angular no

parametro ¢, isto é:

Com isso, obtém-se a frequéncia angular, que € igual ao reciproco da velocidade

angular: @(1) = ﬁ, onde () # 0.

De (3.1), tendo em vista os vetores auxiliares definidos na Observacao 2.2.1, t€ém-se:

cos 0
e t= :2(9); e
sen 0
—senb
(] E: :f(e)_
cos 0

Derivando os vetores com relagdo a ¢, obtém-se:

t(t) =£(6)6'(t) = w(t)n(t) e (3.2)

n'(t)=—e(0)0'(t) = —w(r)t(t). (3.3)

As equacdes (3.2) e (3.3) sdo chamadas de Equacoes de Serret-Frenet, as quais sé fazem

sentido em pontos regulares da curva.

3.7 Determinante

Da normalizagdo do vetor tangente, tem-se que r’(z) = v(¢)t(¢). Derivando, usando

a formula da derivacdo do produto, e tendo em vista o resultado obtido em (3.2), obtém-se

(1) = V(L) vt (1) =V (1)L(t) +v(t) o (t)n().

”\
3
-~
N—"
=
—
~
N—
=)

000 =)o) & o) = 02 _EOED, G.4)

Assim, é obtida uma férmula para @(z) que depende apenas de termos intrinsecos a
curva r. Dessa forma, obtém-se a seguinte relagao:

F(r) r'(1) &

V(t \ﬁ,—/

[\
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Denotamos o escalar T (¢) - r”'(¢) como o determinante, D(z), da curva. Em coordenadas,
D(t) =¥ () X"()=r'(r) r'(r) = =X (1)y" (1) =" (0)y (1),

que zera quando r'(7) e r”(¢) sdo linearmente dependentes, ou quando r/(¢) = 0 (nos pontos

singulares) ou r’(¢) = 0.

3.8 Curvatura
3.8.1 Definicao

A curvatura k = k(t), da curva r, em um ponto regular, é definida como

_0@) _ D) _ X (0)y"() =x"(e)y' (1) (3.5)
S W24y (1))

O valor de k, para um dado ¢, nos diz o0 quanto uma curva curva naquele ponto.

Com essa defini¢do, as equacdes (3.2) e (3.3), de Serret-Frenet, podem ser escritas

da seguinte forma:

€)= kEv(On() e () = — k(W) L), (3.6)

No caso das curvas com velocidade unitéria, as equagdes simplificam-se em:
t(r)=x(n() e n'(r)=—x(0)t{). 3.7)

Exemplo 3.8.1.1. Curvatura de um segmento de reta. Seja um segmento de reta definido por

r(t) = (a+bt,c+dt), com coeficientes reais, b e d ndo ambos nulos, e ¢ pertencente a um intervalo aberto

Y t) = ) _ (P} . Y1) = oy _ (0
y'(t) d y'(t) 0
k() = 2004y,
(b*+d?)>

0 que mostra que segmentos de reta t€ém curvatura constante igual a zero.

I C R. Tém-se:

Assim, por 3.5,
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Exemplo 3.8.1.2. Curvatura de um arco de circulo. Considere um arco de circulo de centro (xo,yo)

e raio r > 0, da forma r(r) = (xo,y0) +re(t), comz € I C R, sendo I um intervalo aberto. Tém-se:
Y()=rt) e r'(t)=—re).

Dessa forma, T (1) = —re(t) e v(¢)® = 1. Utilizando a férmula da curvatura, obtém-se:

D) r* 1

(1) = vt B

. 1
Portanto, arcos de circulos possuem curvatura constante nio nula, igual a —.
r

O

Observacao 3.8.1. Conforme a Tabela 3, que resume as propriedades geométricas de um circulo,
o(t) = 1,Vt € [0,21). Assim, conclui-se que a velocidade angular em um circulo é invariante

com relagdo ao escalonamento.
3.8.2 Circulo osculador; raio e centro de curvatura

Definicao 3.8.1. Seja r uma curva regular. Tém-se o seguinte:

* Circulo osculador: circunferéncia que tangencia a curva em um ponto x(t) e que possui
mesma tangente e mesma aceleragcdo normal. A grosso modo, é a circunferéncia que
melhor se aproxima da curva ao redor de x(t). O circulo osculador estd contido no mesmo
semiplano onde se encontra o traco da curva, determinado pela reta tangente que passa
porx(t).

* Raio de curvatura: raio do circulo osculador que passa por x(t). E calculado como o

;, onde k(t) # 0.
|x(2)]

* Centro de curvatura: centro do circulo osculador. E o ponto que se situa a distancia p(t),

inverso multiplicativo do mddulo da curvatura, ou seja, p(t) =

pela normal, de x(t). E calculado da seguinte forma:
c(r) =r(t)+p(On(t) =r(t) + @(1)F (1). (3.8)

Na Figura 3.7, estdo representados esses conceitos.
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Figura 3.7 — Circulos osculadores em r(71) e ()

Fonte: O autor (2020)

Observando os circulos osculadores representados na Figura 3.7, nota-se que, em
r(z1), ponto em que a curva curva menos, se comparado com r(#), o raio de curvatura é maior.
Isso ndo € algo novo, ja que, pela férmula, o raio de curvatura e a curvatura sdo grandezas
inversamente proporcionais.

Pode-se escrever a equagao do circulo osculador, em um parametro regular 7y, da

seguinte maneira:

Ix(1) — ¢(to)]* = |r(to) — c(to)|*-

3.9 Evoluta

Como foi visto em (3.8), uma expressdo para o centro de curvatura é:

c(t) = (1) + p(1)n(1) =z(f)+$g(f)-

Assim, pode-se definir uma curva que serd importante no estudo das paralelas:

Definicao 3.9.1. A evoluta é a curva tracada pelos centros de curvatura de uma curva r, nos

pardmetros regulares t, tal que x(t) # 0, Vt € .
3.9.1 Alguns resultados

Teorema 3.9.1. Em um ponto singular simples ty, a curva e a sua evoluta coincidem, ou seja,

r(fp) = ¢(to).
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=r(t)+o(t)F (1).
for. Assim, basta

p(t)

calcular o limite dessa fun¢io quando ¢ — £y, utillizando a relagio ¢(t) = ——:

v(t)

Demonstracdo. Uma expressdo para a evoluta, de acordo com (3.8), é: c(¢

~—

No ponto singular simples f#j, a evoluta é bem definida se a fung¢do @(t)

o

Utilizando a Regra de L’Hospital, conclui-se que

2v()V (1)

t—tp o t—to D/(l)

D'(t) =%"(r) X" (t) +F (1) -x" (1) =F (1) X" (1).

—_——
0

Dessa forma, no ponto singular simples #y, para o qual ¥’ (¢o) |/ t"" (1), tem-se D' (¢) # 0, o que

implica em
lim ¢(z) =0.
t—to (p( )
Portanto, em 1y, a curva e a sua evoluta coincidem, ou seja, ¢(fg) = r(fo). O

Proposicio 3.9.1. Os pontos singulares de uma evoluta ocorrem quando x'(t) = 0 ou, equi-
valentemente, p’ (t) =0, isto €, nos pontos criticos das fung¢des curvatura e raio de curvatura,

respectivamente.

Demonstragdo. Tem-se que

L ()

)~ Ot = — o),

que zera se, e somente se, k' (t) = 0. De modo anélogo, demonstra-se para p’(t). O

3.9.2 Exemplos

Exemplo 3.9.2.1. Evoluta de uma pardbola. Seja a paribola definida por r(t) = (at?,2at), com

-1
a>0et eR. Deacordo com a Tabela 4, do Apéndice A, k(1) = ——=———. Derivando a fun¢io
2a+/ (> +1)3
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3t
curvatura, obtém-se k'(r) = ————. Assim, k’(t) = 0 < ¢ = 0. Derivando novamente, chega-se a
2a+/(1?+1)3
K" (t) = M e ¥”(0) # 0. Logo, a evoluta da pardbola possui um ponto singular simples em
2a\/(2+1)T '
_ 312 +2 _ _
t = 0. Da mesma tabela, verifica-se que ¢(t) = a L Portanto, a evoluta possui um ponto singular
—2t

simples em ¢(0) = (2a,0), que corresponde ao vértice da pardbola. Na Figura 3.8, sdo representadas a

parabola e sua evoluta:

Figura 3.8 — Pardbola e sua

y(t),

Fonte: O autor (2020)

0

i . ) acost
Exemplo 3.9.2.2. Evoluta de uma elipse. Considere a elipse r(t) = ,comO0<a<be

bsent

a2 —bp? [ bcos’t _
t € [0,27). De acordo com a Tabela 5, sua evoluta é dada por ¢(7) = . Na Figura 3.9,
ab —asen’t
sao mostrados os tracos da elipse e de sua evoluta.
Figura 3.9 — Elipse e sua
(1) 4
_ | l

l J I

Fonte: O autor (2020)

Observe que os quatro pontos singulares da evoluta sdo originados pelos quatro vértices da

T 3z
parabola, quando ¢t = 0, R T, -
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Facosht
Exemplo 3.9.2.3. Evoluta de uma hipérbole. Seja a hipérbole dada por r(r) = , com

bsenht

a2+ p? [Lb cosh®t

0 <b<aeteR. Conforme Tabela 6, sua evoluta é ¢(¢) = . Derivando a expressdo

ab —asenh’t
a4+ b? +bcosht ]
da evoluta, obtém-se ¢/ (1) =3 senhz cosh? . Assim, ¢/(r) = (0,0) < 7 = 0. Portanto,
—asenht

os pontos singulares da evoluta sdo da forma (“2sz , 0) e (—#,0). A Figura 3.10 mostra a hipérbole

e sua evoluta.

Figura 3.10 — Hipérbole e sua

y(t),

Fonte: O autor (2020)

0J
L _ L t —sent
Exemplo 3.9.2.4. Evoluta da cicloide. Considere a cicloide r(r) = r e sua evoluta
1 —cost
t+sent .
c(t)=r ,t € R, dadas na Tabela 7. Seus tragos sdo mostrados na Figura 3.11.
cost —1
Figura 3.11 — Cicloide e sua
y(0)
x(t)

Fonte: O autor (2020)
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Analisando a figura, e em conformidade com o Teorema 3.9.1, verifica-se que nos pontos

singulares t;, da cicloide, r(z,) = ¢(t;).

Proposicao 3.9.2. A evoluta da cicloide é, também, uma cicloide.
Demonstragdo.

t+mw+sent t+sent T T
r(t+m)=r =r + =c(t)+r &
1 +cost cost — 1 2

T
Sct)=r(t+mn)—r

Ou seja, a evoluta de uma cicloide € uma cicloide defasada de 7, e transladada para

baixo, com relag@o ao eixo x. [

Exemplo 3.9.2.5. Evoluta da hipocicloide. Seja, de acordo com a Tabela 8, a hipocicloide (A = 1)

R —
dada por r(t) = r{oe(t) —g(ét)}, t € [0,27),comr >0e § = Tr > 0, que possui evoluta da forma
c(t) =r{6(1—o(t))e(r) - (1+5¢(1))g(61)}, 1<[0,2m). (3.9)
Na Figura 3.12, estdo representados os tragos das duas curvas, sendor=1¢ 6 = 4.

Figura 3.12 — Hipocicloide e sua

y(t)

AN AN
Z\ (1)

Fonte: O autor (2021)
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Também, de acordo com o Teorema 3.9.1, os pontos singulares da hipocicloide pertencem a

sua evoluta.

Proposicao 3.9.3. A evoluta de uma hipocicloide é, também, uma hipocicloide.

Demonstragdo. Para provar o resultado, primeiro é necessario mostrar que @ () é constante. Da

Tabela 8, obtém-se a expressao da frequéncia angular:

B 2[1 —cos((6 +1)1)] 2kr
)= ) 5 Deos(5+ 1)) IG(O’M)\{‘S—“

PO e D cosis ] 18

Assim, substituindo @(#) na equagio (3.9), obtém-se

},k:1,2,...,6,e57é1.

e

—-0+1

*

() =r (‘5 - 1) (e(t) + g(31)} = r* (Se(r) — g(81 + m)).
————

r

Portanto, a evoluta de uma hipocicloide é uma hipocicloide defasada de &, com novos raios, r* e

R*. O
Proposicao 3.9.4. A evoluta de uma hipotrocoide ndo é uma hipotrocoide.

Demonstragdo. Da Tabela 8, tem-se a seguinte expressdo para a evoluta da hipotrocoide:

c(t) =r{6(1—o(t))e(r) —A(1+60(t))g(61)}.
Dessa forma, tem-se:

c(t) = r{de(r) — 50(1)e(r) — 1g(t) —A5¢(1)g(1)} <
c(r) = rioe(t) —Ag(d1)} —re(r){5e(r) +A5g(d1)}

-~

r(r)

Como A # 1, entdo @(¢) é uma fungdo que depende de 7. Portanto, a evoluta da hipotrocoide ndo

¢ uma hipotrocoide. [
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4 CURVAS PARALELAS

4.1 Contexto histérico e aplicacoes

De acordo com Farouki e Neff (1990, p. 83), o termo “curvas paralelas”, aparente-
mente, foi introduzido por Leibniz em 1692.

Ainda de acordo com os autores, em textos elementares de geometria diferencial
e em livros mais antigos de geometria algébrica, ¢ mencionada uma familia de curvas que
sdo “paralelas” a uma curva dada, porém, sem uma andlise mais detalhada de sua geometria
(FAROUKI; NEFF, 1990, p. 83).

No campo do desenho geométrico auxiliado por computador (CAGD), as paralelas
sdo mais conhecidas como curvas offset (FAROUKI; NEFF, 1990, p. 83). Em Giblin e Warder
(2014, p. 884), a familia de paralelas é chamada de wavefronts, que, segundo os autores, se
parece com uma irradiagdo emanada da curva original.

Segundo Patrikalakis e Maekawa (2002, p. 293), as curvas paralelas sdo uteis em
vérias aplica¢des da engenharia, como nas maquinas controladas numericamente — também em
Marsh (2005, p. 107) (Figura 4.1) — e na acessibilidade de robds (planejamento do caminho)

(Figura 4.2). Farouki e Neff (1990, p. 83) citam aplicagdes na andlise de tolerancia e na Otica

geométrica.
Figura 4.1 — Caminho do centro da ferramenta de corte ci- Figura 4.2 — Representacdo de acessibilidade
lindrica ao longo da paralela, a uma distancia na robdtica

d da curva original

Fonte: Adaptado de Marsh (2005, p. 108) Fonte: Patrikalakis e Maekawa (2002, p. 295)

4.2 Definicao e exemplos

A terminologia das curvas paralelas se baseia no fato que ocorre com retas paralelas

e com circulos concéntricos, onde os pontos das curvas paralelas estdo a uma distancia constante
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dos respectivos pontos da curva original.

Figura 4.3 — Curvas paralelas a uma curva dada

(a) Retas paralelas a uma reta dada (b) Circulos paralelos a um circulo dado

N\

Fonte: O autor (2020)

Na Figura 4.3, tém-se dois exemplos onde as paralelas sdo semelhantes as curvas

originais. Porém, como sera visto, essa semelhanga ndo acontece para as curvas em geral.

Definicao 4.2.1. Seja r uma curva regular, com normal unitdria n. Por paralela a x, a uma

distancia d, definimos a curva p : I — R?, tal que

p(r) =r(r)+dn(r), d€R\{0}.

Ou seja, p € o conjunto de pontos que estdo a uma distancia d de r, ao longo das
retas normais.

O sinal de d determina em qual lado da curva a paralela se encontra. A paralela é
dita positiva (“exterior”’) ou negativa (“interior”) se d > 0 ou d < 0, respectivamente.

A Figura 4.4 representa, geometricamente, a Definicdo 4.2.1, no caso em que d < 0.

Figura 4.4 — Paralela a uma curva dada, d < 0

y(t)

1=
—
=
=
N
A

Fonte: Adaptado de Alencar, Santos e Neto (2020, p. 60)
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A curva p € bem definida nos pontos regulares da curva original r. Caso seja
desconsiderada a restricao de r ser regular, pode acontecer de as paralelas, exteriores e interiores,
terem locais de descontinuidade, pois o vetor normal unitério n(z), da curva original, pode sofrer
uma abrupta mudanca de dire¢do nos pontos singulares.

Nos exemplos que virdo, poderd ser observado que, em geral, as curvas paralelas sdo

diferentes da curva original.

Exemplo 4.2.1. Paralelas a pardbola. Seja a pardbola r(t) = (at*,2at), coma >0 e t € R.
1 -1
Tem-se que o vetor normal unitdrio é dado por n(¢) = T . (Na Tabela 4, do Apéndice A,
-+ t

encontram-se as propriedades geométricas dessa parabola.)

Assim, a curva paralela p(¢), a distancia d de r(t), ¢ dada por

at? d —1

b , 1ER.
2at ?+1\ 4

pt) =

A paralela p(7) “corta” o eixo x quando yp(t) = 2at + = 0. Ou seja, quando r =0

?+1
ou quando
dt d
2at = — B_Z-Verl
2+1 2a
Se t = 0, o ponto de intersegdo € da forma p(0) = (—d,0).
Set #0, vVt2+1 > 1. Entdo, da dltima rela¢do, tem-se
d 2
——=Vt:+1>1=d< -2a.
2a
Nesse ultimo caso, obtém-se um segundo ponto de intersecdo da paralela com o eixo das
abscissas.

Dessa forma, para d > —2a, a curva paralela se assemelha a uma parabola.
Derivando p(t), obtém-se
t d t

p'(t) =2a + , teR.

N 1 (+1)% \1
Logo, p'(t) = (0,0) <> d = —2a. Ou seja, para esse valor de d, p() possui um ponto singular.
Derivando p/(z), tem-se

1 d 122

"
P t)=2a + ) IGR,
B') 0 (2+1)0 \ —3¢

que nunca zera, para todo ¢ € R. Portanto, para d = —2a, a paralela p(¢) possui um ponto singular simples.
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Por fim, para d < —2a, a curva paralela apresenta uma nova configuracao: um autocruza-

mento no eixo x e dois pontos singulares.

Figura 4.5 — Pardbola e paralelas

iz
N

Fonte: O autor (2020)

y(t)

-

O

Uma outra maneira de se analisar a regularidade/singularidade da paralela p(z) é
observar que, conforme a Tabela 1, vp(t) = v(t) — do(?).

1
Da Tabela 4, tém-se que v(f) =2aVt*+1e o(t) =

241

. Assim,

Ld 2a(+1)+d
vplt) =2a(7+1)% + 57 211

Como os pontos singulares da paralela ocorrem quando vp(f) = 0, tem-se

d d\3
d=-2a(P+1V e P+ =—L o2 (L) _1,
a(t“+1)2 & (17 +1) » o

Assim, tém-se trés casos:

d
1. 2 <1 d > —2a = a paralela serd regular;
a

d
2. 5, = 1 & d = —2a = a paralela terd um ponto singular simples, no pardmetro t = 0,
a
da forma p(0) = (2a,0);

d . . . . ~
3. ay > 1 & d < —2a = a paralela tera dois pontos singulares simétricos, com relagao
a

2
3

. d
a0 eixo x, nos parametros da forma t = + (—2—) —1.
a
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Exemplo 4.2.2. Paralelas a elipse. Sejaaelipse r(t) = (acost,bsint),t € [0,27),com0<a<be

centro na origem. Tem-se, conforme a Tabela 5, que o vetor normal unitdrio é dado por

-1 bcost

n()

Va2sin?t +b2cos?t \ asint
Assim, a paralela p(¢), a uma distancia d de r(¢), é dada por

acost d bcost

pt) =

— , tel0,2m).
bsint Va2sin?t +b2cos?t \ asint

Na Figura 4.6, tém-se os tracos da elipse dada e de dez paralelas a ela (duas negativas e oito

positivas), com uma distincia de 0,5 entre uma curva e outra.

Figura 4.6 — Elipse e paralelas

Fonte: O autor (2020)

O

Nota-se que, assim como no exemplo anterior, a partir de um certo valor de d, as
paralelas deixam de ser parecidas com a elipse — no sentido de formato da curva, ja que, pela
parametrizagdo p(¢), a tinica paralela que € uma elipse ocorre quando d = 0, porém, esse valor
da distancia foi excluido na 4.2.1.

Verificar a regularidade/singularidade da paralela p(t) fazendo vp(#) = 0 nem sempre
é simples. A frente, serd apresentada uma relacdo existente entre a evoluta de uma curva e os

pontos singulares de suas paralelas, que serd util para essa verificagao.
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t —sint
Exemplo 4.2.3. Paralelas a cicloide. A cicloide, dada por r(¢) =r , t € R, tem normal
1 —cost
L 1 —sint
unitdria, conforme a Tabela 7, da forman(f) = —— . Logo, sua paralela é
2(1—cost) \ 1 —cost
t —sint d —sint
pt)=r PM— JteER,, t#2km, k=0,1,2,...
- 1 —cost 2(1—cost) \ 1 —cost

Abaixo, na Figura 4.7, sdo tragadas a cicloide e vinte paralelas a ela (dez positivas e dez

negativas), distantes 0,5 entre uma curva e outra.

Figura 4.7 — Cicloide e paralelas

y(t)

Fonte: O autor (2020)

Aqui, observa-se que as paralelas positivas se assemelham com a cicloide original. Porém,
existem descontinuidades nos seus tracos, nos pontos singulares de r(¢), isto é, nos parimetros da forma
t=2km, k=0,1,2,....

A medida que d assume valores negativos, aparecem nas paralelas dois pontos singulares
abaixo do eixo x. Para um certo dyp, surge uma paralela com um ponto singular simples, e, para d < dy, as
paralelas negativas sdo regulares.

Observa-se, também, que a unido das paralelas as distancias d e —d faz parecer com que
exista uma continuidade no traco das curvas. No entanto, existem descontinuidades referentes aos
parametros citados.

O

Exemplo 4.2.4. Paralelas a hipocicloide.  Seja a hipocicloide representada na Figura 2.18b

R—
(R=5,r=1,0<r<2m),dada por r(r) = r{Se(t) — g(61)}, onde 6 = " Sua normal unitdria ¢
2 r
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e(r) +g(d1) . .
dada porn(r) = — = . Logo, a paralela é da seguinte forma:

V2[1 —cos((6+1)t)]

_ dfe(r) +g(d1)} (4 2
V2[1—cos((§+1)1)]’ o+1

Na Figura 4.8, estdo representados os tragos da hipocicloide, 7 € [0,27), e de doze paralelas

p(t) = r{oe(r) —g(o1)}  k=0,1,2,...

. .. . . 2km . )
(seis positivas e seis negativas), t € (0,27), ¢ # = k=1,2,3,4, distantes uma unidade entre uma curva

€ outra.

Figura 4.8 — Hipocicloide e paralelas

Fonte: O autor (2020)

Analisando a figura, uma tarefa ndo tdo simples € identificar quais paralelas sdo positivas e
quais sdo negativas.
Assim como acontece com as paralelas a cicloide, a unido das paralelas a hipocicloide
P . . N 2km
aparenta ser continua. No entanto, existem descontinuidades nos parametros da forma t = —, k =

5
0,1,...,4, referentes aos pontos singulares da curva original.

O

A seguir, serdo fornecidos dois resultados que auxiliardo no estudo das paralelas a

uma curva dada.
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Proposicio 4.2.1. Sejar : I — R? uma curva regular e de classe €. Entdo, a curva p, paralela

ar, a uma distdncia d € R\ {0}, é regular se, e somente se,
1
K(t)# -, Vtel,
d
onde K (t) é a curvatura de x(t).

Demonstragdo. Derivando p(t), tem-se p’(t) = r'(t) 4 dn'(t). Utilizando uma das equagdes de

~

Frenet-Serret (3.3), e sabendo que @(¢) = v(r)x(t) e ¥'(¢t) = v(r)t(¢), tem-se

p'(r) =r'(r) —do()t()
=r/(1) —dv(t)k(1)t(t)
=r/(t) —dr'(t)x(1)
=r/(t)(1—dx(1)),

onde r'(t) # 0, Vt € 1, jé que, por hipétese, r(t) é regular. Logo, p(t) € regular se, e somente se,
1—dx(t) #0

1
< k(1) 7&2, vt el

]

Definicao 4.2.2. Uma curva paralelap : [ — R? ¢é dita ndo degenerada quando for regular para

todot €l.

Exemplo 4.2.5. Curvatura de uma pardbola. Seja a pardbola do Exemplo 4.2.1. Sua fung¢io

2a+/ (1> +1)3

Figura 4.9 — Grifico de ()

curvatura é dada por k(t) = , t € R, cujo gréfico estd representado na Figura 4.9.

Fonte: O autor (2021)
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1
Como ~3, < Kk(t) <0, pela Proposigdo 4.2.1, tem-se que p(t) serd regular se, e somente se,

a
1 1
“el-—0
dgz[Za,),

ou seja, se d > —2a.

O

Exemplo 4.2.6. Curvatura de uma elipse. Considere a elipse definida por r(7) = (acost,bsent),

com ¢ € [0,27) e 0 < a < b. Sua funcdo curvatura, de acordo com a Tabela 5, é da forma k(1) =
ab

3
(a?sen’r+b?cos’r)2

t €10,2m). A Figura 4.10 mostra o grifico de k(z):

Figura 4.10 — Gréfico de x(t)

K(t),

s
t
)
'

=
.
;

an ot

S
84
w
]

Fonte: O autor (2021)

b
Neste caso, % < k(t) < —. Logo, pela Proposicdo 4.2.1, a paralela p() serd regular se, e

a
somente se,
1 a b
i [bz 2] ’

2 2

. a b
ouseja,sed < —oud > —.
b a

O

Lema 4.2.1. Sejar : I — R? uma curva regular, de classe €2, e d € R\ {0}. Um pardmetrot é

singular para a paralela p(t) se, e somente se, p(t) = c(t).

Demonstragdo. Da Proposigdo 4.2.1, verifica-se que p(¢) € singular se, e somente se, k(t) = %
Por outro lado, a evoluta é dada por ¢(t) =r(r) + %I_l(l‘). Assim,
c(t) =x(t) +dn(r) = p(1).
]

O resultado acima diz que os pontos singulares das paralelas pertencem a evoluta da

curva dada.
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Exemplo 4.2.7. Evoluta e paralelas (pardbola). Considere a pardbola do Exemplo 4.2.1. A paralela

at? d —1 31242 _
e a evoluta por ¢(t) = a ,t € R. Derivando a

¢ dada por p(t) = +——
- 2at 241\ —2r3

t

expressdo da evolua, obtém-se ¢/(1) = 6a . Assim, t = 0 corresponde ao tnico ponto singular
2
t

da evoluta: (2a,0). Por este ponto, passa a paralela limitadora (d = —2a) e tém-se: i) se d > —2a, a
paralela é regular; ii) se d = —2a, a paralela contém um ponto singular simples; e iii) caso d < —2a, a
paralela contém dois pontos singulares. Nos dois tltimos casos, de acordo com o Lema 4.2.1, os pontos

singulares das paralelas estdo na evoluta, como pode ser visto na Figura 4.11.

1
Como ¢ (1) = 6a # Vt € R, (2a,0) é um ponto singular simples da evoluta.

—2t 0

Figura 4.11 — Parédbola, paralelas (limitadora) e

Fonte: O autor (2020)

O

Exemplo 4.2.8. Evoluta e paralelas (elipse). Seja a elipse dada no Exemplo 4.2.2. A paralela,

acost d bcost

a distancia d, é dada por p(t) = , e a evoluta por ¢(r) =

a2 — b2 [ beos’t
ab

.1 €1[0,2m).
—asen’t
Na Figura 4.12, sdo representadas a elipse, algumas paralelas (duas negativas e dezessete

positivas) e sua evoluta, distantes 0,5 entre uma curva e outra.
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Figura 4.12 — Elipse, paralelas (limitadoras) e evoluta

y(t)

),
/ B

(b) 1 € [0, 7]

(©te0,%F] (d)t€[0,27m)

Fonte: O autor (2021)

A derivada da evoluta é dada por

a? — b? bcost
senfcost , t€]0,2m).
asent

/

c(t)=-3

¢l = -3
Assim, para os pardmetros ¢ pertencentes ao conjunto {0, 7, , 37”}, sdo originados os pontos singulares

2 2 2 2 2 2 2 2 .
(“ =b ,0) , (O, —4 ;b ) , (—” =b ,O) e (0, 4 ;b ), respectivamente, na evoluta.

a a

Note que, conforme o Exemplo 4.2.6, pelos pontos (0, azzbz) e (0, —#) passa uma das
2
paralelas limitadoras, quando d = %; e, pelos pontos (”2;172 ,0> e (—“2;"2 ,0) passa a outra, quando
b2
d=—.
a

2 b2
Pela Proposicdo 4.2.1 e pelo Lema 4.2.1, para % <d < —, as paralelas sdo todas singulares,
a’ b? ¢
e, parad < "’ ou d > —, as paralelas sdo regulares.
a
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O

Exemplo 4.2.9. Evoluta e paralelas (cicloide). Considere a cicloide do Exemplo 4.2.3, comt € R,

t+sent
e aparalela p(r), comt € Ry \ {2kx}, k € Z, . Tem-se que sua evoluta é dada por ¢(t) = r ,

cost — 1

1 4 cost . 0
comc'(t) =r , t € Ry, Assim, ¢/(r) = &t =m+2kn, k € Z,, gerando pontos
—sent 0

T+2kn
singulares na evoluta da forma r , k € Z.. A funcio curvatura dessa cicloide é dada por

-2

K(t) = g€ RN\{2kn}, ke Zy,

—1
24/2r /1 — cost

cujo gréfico esta representado na Figura 4.13.

Figura 4.13 — Griéfico de x(t)

2r %4

| |
T T
! !
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

Fonte: O autor (2021)

1
Tem-se que k(t) < I para todo ¢ no dominio da func¢do. Logo, pela Proposicdo 4.2.1, a
r

paralela p(¢) serd regular se, e somente se,

1 1 1
ouseja,se —— < - <0&d<—4rou—->0&d>0.
4r d d

Na Figura 4.14, sdo mostrados os tragos da cicloide, de vinte paralelas (dez positivas e dez

negativas), a uma distancia de 0,5 entre uma e outra, e da evoluta.
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Figura 4.14 — Cicloide, paralelas (limitadoras) e evoluta

y(t)

(a)t €10,27]

(b)r € [0,4r)

<

~
=~

~—

(c)t €10,57]

Fonte: O autor (2021)

Note que, como observado no Exemplo 4.2.3, analisando a Figura 4.14c, verifica-se que,
restringindo ao intervalo (0, 57], a unido de uma paralela positiva a distdncia d, t € (0,27) et € (47,57],
com uma paralela negativa a distancia —d, t € (27,4m), onde d > 4r, a menos das descontinuidades, é

uma curva regular.
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Caso |d| < 4r, a unido de uma paralela positiva com uma paralela negativa, a distancia |d

>

desconsiderando as descontinuidades, € uma curva singular. Conforme o Lema 4.2.1, os pontos singulares

dessa paralela pertencem a evoluta da cicloide.

O

Exemplo 4.2.10. Evoluta e paralelas (hipocicloide).  Seja a hipocicloide r(z) = r{de(r) —
g(81)}, 1 € [0,27), onde r> 0 8= * "

> 0. Sua evoluta é dada por
’

c(t) =r{6(1—o(t))e(t) — (1+6¢(t))g(o1)}, t € [0,2m),

a paralela é da forma

Se(r) —g(8
p() = r{Se(r) — g(61)} - \/;1[{1 j(zis(is(ﬁ})z)]’ re(0,2m)\ {2"”} k=125,

e a fungdo curvatura é

_ 1 184 (85—1)cos((§+1)) 2kn B
:<(t)—r5 NSRS ,t6(0,2ﬂ)\{ },k_l,z,...,a,

cujo grafico estd representado na Figura 4.15.

Figura 4.15 — Graéfico de x(t)
K(t),

2n 4r
o+1 o+1

S5—1 T T
T s !

Fonte: O autor (2021)

—1
, para todo ¢ no dominio da fun¢do curvatura. Pela 4.2.1,

4ré

a paralela p(7), a distancia d, serd regular se, e somente se,

Nesse caso, tem-se k(1) < —

5—1 1 1
s <3<0<:>ol<—ﬁ ou 2>0<:>al>0.

Na Figura 4.16, estdo representados os tragos de uma hipocicloide (r = 1,8 = 4), de quatorze

paralelas (sete positivas e sete negativas) e de sua evoluta.



87

Figura 4.16 — Hipocicloide, paralelas (limitadoras) e evoluta

y(t) y(t)

/\

SAUNR

e el

QU=

L}

a

i

:‘/"

(|

¥
<P

X

WA

(e)t €[0,2m)

Fonte: O autor (2021)
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Como observado no Exemplo 4.2.4, a unido das paralelas as distancias d e —d, na Fi-
gura 4.16e, d4 a impressdo de continuidade no traco da curva. No entanto, como foi dito, existem

descontinuidades referentes aos pontos singulares da hipocicloide, conforme verifica-se na Figura 4.17.

Figura 4.17 — Pontos de descontinuidade nas paralelas

Fonte: O autor (2021)

4ré 16
Para d < 0 <no caso do exemplo,d < —3> , a unido das paralelas as distancias d

o—1
.. . 2km
e —d origina uma curva regular, a menos das descontinuidades |t € § — »,k=1,2,3,4]. Para

4ré 4ré 16 16 . ’ .. .
“51 <d< 51 (no exemplo, -3 <d< 3) , aunido de uma paralela positiva com uma negativa,
a distancia |d|, contém dez pontos singulares, os quais pertencem a evoluta. No caso em que d =
— ;151 (d = —136>, a unido das paralelas as distancias d e —d d4 origem a paralela limitadora, que
passa pelos cinco pontos singulares da evoluta.

O

4.3 Propriedades geométricas da paralela

A seguir, serdo encontradas as propriedades geométricas da paralela. Serd omitido o
parametro ¢, a fim de se evitar abuso na notagao.

Sendo P =r+dn acurva paralela, tém-se:
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Vetor velocidade (tangente), p'(7):

Vetor aceleracio, p”(7):

p’'=(V—do')t+o(v—do)n

Vetor normal, p’(1):

/

p =(v—do)n

Velocidade escalar, vy (1)* = p'(1) - p/ (¢):

2=Wv—dot (v—do)t=(v—do)*

=2

Determinante, Dy (t) = p(1)-p"(1):

Dp=(v—do)n-[(V'—do)t+o(v—do)n] = (v-do)’e

p'(7)
Vetor tangente unitario, gp(t) ==
= vp(?)
_ (v—do)t ¢
g v—do  ~
s ~ p(t)
Vetor normal unitério, n, (1) = t,(¢) = :
= = vp(?)
(v—do)n
Py do n
Dp(1)
Fator de curvatura, wp(1) = — 5
- vp(?)
_ (v-dw) e
P (v—dw)?
Fator osculador, ¢, (1) = !
FRET ap(r)
R 1 JE—
B =0
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* Curvatura, kp(t) = ‘}D?Sl - ioj((tt))
e
= v—do
* Raio de curvatura, pp(t) = K l(t)
P
Py — v—do p—d

* Centro de curvatura, evoluta, gB(t) =p(t) +pp(t)ny (1) = p(z) + (pp(t)ﬁl(t):

¢, =r+dn+¢@(v—do)n
=r+dn+ovn— @don
=r+di+ovn—dn
=r+pn=c

* Vetor velocidade da evoluta, ¢ (1):

Note que as propriedades geométricas da paralela dependem de fatores intrinsecos a
curva original.

Observe, também, que a paralela possui mesmos fatores de curvatura e osculador da
curva dada. Além disso, a evoluta da paralela também € a mesma da curva original. Assim, essas
propriedades sdo invariantes com relacdo a paralela a uma curva dada.

Na Tabela 1, estdo resumidas as propriedades geométricas da paralela.



Tabela 1 — Propriedades geométricas das curvas paralelas

Propriedade Expressao Propriedade Expressao
P = r+dn p’ = (v—do)t
p’ = (V-do't+o@v—do)n P = (v—do)n
vlz, = (v—dw)? Dy = o(v—-do)?

| =
I
-
=]
I

b t n n

, B 0] B v—dw

P - v—do Pe - )
I / _ /

gp - 2 gp - E

Fonte: O autor (2020)
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5 SEQUENCIA DIDATICA PARA O 3° DO ENSINO MEDIO

A proposta de intervengdo foi pensada para uma turma de 3° do ensino médio, e
foi planejada para que, ao final, os estudantes, além de encontrar a evoluta e a paralela a uma
curva dada, fossem capazes de desenhar essas curvas, com o auxilio da ferramenta TikZ. Dessa
forma, seria fundamental que a escola possuisse laboratério de informaética apto para uso. L4,
seriam realizadas todas as atividades praticas e tedricas, com a sugestdo de que ocorressem no
contraturno, tendo em vista o tempo de execucao da proposta. Uma outra alternativa, levando
em consideracdo a questao do tempo, é que se realize em uma escola de tempo integral. E mais,
tendo em conta a integracao de areas do conhecimento como a matematica e a programacao, a
proposta pode ser aplicada no formato de projeto.

Assim, foram elaboradas atividades considerando que os conceitos, bem como a
ferramenta tecnoldgica, fossem novidades para os alunos. Dessa forma, a proposta pedagdgica
se enquadraria como uma “sequéncia didatica”.

De acordo com Zabala (1998):

As sequéncias de atividades de ensino/aprendizagem, ou sequéncias diddticas,
sdo uma maneira de encadear e articular as diferentes atividades ao longo de
uma unidade didética. Assim, pois, poderemos analisar as diferentes formas
de interveng¢do segundo as atividades que se realizam e, principalmente, pelo
sentido que adquirem quanto a uma sequéncia orientada para a realizagdo de
determinados objetivos educativos. As sequéncias podem indicar a funcio que
tem cada uma das atividades na construgdo do conhecimento ou da aprendiza-
gem de diferentes contetidos e, portanto, avaliar a pertinéncia ou ndo de cada

uma delas, a falta de outras ou a &nfase que devemos lhes atribuir. (ZABALA,
1998, p. 20)

Para justificar a proposta, serdo mostrados, na proxima secao, pontos da BNCC que
tratam das competéncias e habilidades a serem alcancgadas pelos estudantes da educagdo bdsica
brasileira, bem como sobre os objetivos dos curriculos propostos.

Ap0s, serd trazido um breve contexto histérico do ensino da disciplina de Célculo e,
em menor parte, da cadeira de Geometria (Analitica), no Brasil, em especial quanto aos conteudos
de vetor e derivada. Como nos dias atuais tais conceitos ndo sdo ensinados na educacao bdsica,
serdo expostos motivos que possam justificar o seu ensino, como a forma de abordagem e a sua
presenca nos programas curriculares de paises que se encontram no topo do ranking do ultimo
Pisa, como China (1°), Canada (6°) e Finlandia (7°).

Em seguida, serd dada uma introdugdo a ferramenta TikZ, e também sobre como

utilizar um dos editores TEX: o TeXmaker.
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Além de estar fortemente presente na BNCC, como serd visto a seguir, a utilizacao
da tecnologia auxiliard os estudantes na visualizagado (fisica e cognitiva) dos conceitos abordados,

fortalecendo a ideia da conexao entre as dreas da matemadtica, no caso a Algebra e a Geometria.

5.1 Base Nacional Comum Curricular: Caracterizacio, competéncias e a matematica do

ensino médio

Segundo consta no préprio texto:

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de carater norma-
tivo que define o conjunto orgénico e progressivo de aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da
Educacio Basica, de modo a que tenham assegurados seus direitos de apren-
dizagem e desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano
Nacional de Educacao (PNE). (BRASIL, 2018, p. 7, grifo do autor)

A Base €, entdo, o instrumento pelo qual s@o norteados os curriculos propostos para
a educacdo bésica, das escolas municipais e estaduais de todo o pais. Além disso, serve como
referéncia pedagdgica e metodoldgica para os sistemas de ensino da rede privada.

Sua elaboragdo, em regime de cooperagdo e sob a coordenacdo do Ministério da
Educacgao (MEC), contou com a participacao dos estados, do Distrito Federal e dos municipios,
ap6s ampla consulta a comunidade educacional e a sociedade (BRASIL, 2018, p. 20).

Alguns dos objetivos fundamentais da BNCC € proporcionar aos estudantes um
ensino equitativo, democrético e inclusivo, de modo que todos possam desenvolver, se possivel
no mesmo nivel, as competéncias gerais — que sdo dez — previstas no documento.

Tendo em vista a atividade proposta neste trabalho, das dez competéncias gerais,

serdo destacadas as seguintes:

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacdo, a reflexao, a andlise critica, a imaginacio
e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipdteses, formular
e resolver problemas e criar solu¢des (inclusive tecnoldgicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagdo e comunica-
¢ao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagdes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolugdo de conflitos e a cooperagdo,
fazendo-se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos humanos,
com acolhimento e valorizacdo da diversidade de individuos e de grupos sociais,
seus saberes, identidades, culturas e potencialidades, sem preconceitos de
qualquer natureza. (BRASIL, 2018, p. 9-10)
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De acordo com Brasil (2018, p. 16-17), cabe destacar, com relag@o aos curriculos,
levando-se em considerac@o a autonomia das escolas e o contexto, que eles devem:

* “contextualizar os conteudos dos componentes curriculares, identificando estratégias para
apresentd-los, representa-los, exemplifica-los, conectéd-los e torné-los significativos, com
base na realidade do lugar e do tempo nos quais as aprendizagens estao situadas’;

* “selecionar e aplicar metodologias e estratégias didatico-pedagdgicas diversificadas, recor-
rendo a ritmos diferenciados e a conteidos complementares, se necessario, para trabalhar
com as necessidades de diferentes grupos de alunos, suas familias e cultura de origem,
suas comunidades, seus grupos de socializacdo etc.”;

* “conceber e pOr em prética situacdes e procedimentos para motivar e engajar os alunos nas
aprendizagens”;

* “selecionar, produzir, aplicar e avaliar recursos didéticos e tecnoldgicos para apoiar o
processo de ensinar e aprender”; e

* “criar e disponibilizar materiais de orientacdo para os professores, bem como manter
processos permanentes de formacgdo docente que possibilitem continuo aperfeicoamento
dos processos de ensino e aprendizagem”.

De acordo com Brasil (2018), a BNCC “[...] da area de Matematica e suas Tec-
nologias [do ensino médio] propde a consolidacdo, a ampliacdo e o aprofundamento das
aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino Fundamental. [...]” (BRASIL, 2018, p. 527,
grifo do autor).

Ainda segundo o documento, no ensino fundamental, com relagdo ao pensamento
geométrico, os alunos “[...] desenvolvem habilidades para interpretar e representar a localiza¢ao
e o deslocamento de uma figura no plano cartesiano. [...]” (BRASIL, 2018, p. 527).

Com relacao a tecnologia, a BNCC propde sua utilizagdo desde os anos iniciais do
ensino fundamental, para que, “[...] ao chegarem aos anos finais, eles [0s estudantes] possam
ser estimulados a desenvolver o pensamento computacional, por meio da interpretacao e
da elaboracao de algoritmos [...].” (BRASIL, 2018, p. 528, grifo nosso).

Conforme a Base, o foco no ensino médio € a incorporagdo da Matematica a realidade,
nos mais variados contextos, como, por exemplo, devido ao avango tecnoldgico e as exigéncias do
mercado de trabalho. “Nesse contexto, destaca-se ainda a importancia do recurso a tecnologias
digitais e aplicativos tanto para a investigacdo matemdtica como para dar continuidade ao

desenvolvimento do pensamento computacional, iniciado na etapa anterior.” (BRASIL, 2018,
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p. 528).

Nessa transi¢ao para o ensino médio, “[...] novos conhecimentos especificos devem
estimular processos mais elaborados de reflex@o e de abstracio, que deem sustenta¢do a modos
de pensar que permitam aos estudantes formular e resolver problemas em diversos contextos
com mais autonomia e recursos matematicos.” (BRASIL, 2018, p. 529).

Fica clara ao ler a BNCC sua proposta de ensino e aprendizagem voltada para a
investigacdo matemdtica e para a resolucdo de problemas. Dessa forma, para que os estudantes
desenvolvam habilidades relativas a essas metodologias, devem “[...] raciocinar, representar,
comunicar, argumentar e, com base em discussdes e validacdes conjuntas, aprender conceitos
e desenvolver representacdes e procedimentos cada vez mais sofisticados.” (BRASIL, 2018,
p- 529).

Dentre as cinco competéncias especificas da disciplina para o ensino médio, enfatiza-
se:

4. “Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
representacdo matemadticos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de
solucdo e comunicacao de resultados de problemas.” (BRASIL, 2018, p. 538).

Outra competéncia especifica que destaca-se €:

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e pro-
priedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacao
de padrdes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a neces-
sidade, ou ndo, de uma demonstra¢cdo cada vez mais formal na validacdo das
referidas conjecturas. (BRASIL, 2018, p. 540, grifo nosso)

De acordo com a BNCC, referente a competéncia 5:

O desenvolvimento dessa competéncia especifica pressupde um conjunto de
habilidades voltadas as capacidades de investiga¢c@o e de formulacio de explica-
¢oes e argumentos, que podem emergir de experié€ncias empiricas — indugdes
decorrentes de investigagdes e experimentacdes com materiais concretos, apoios
visuais e a utiliza¢@o de tecnologias digitais, por exemplo. [...] (BRASIL, 2018,
p. 540)

A Base considera a flexibilidade na organizac¢do curricular das aprendizagens de
Matematica. Ressalta que “[...] é possivel adotar outras organizac¢des, recorrendo tanto as
habilidades definidas nesta BNCC quanto a outras que sejam necessdrias e que contemplem
especificidades e demandas proprias dos sistemas de ensino e das escolas.” (BRASIL, 2018,

p. 542).
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Por fim, evidencia a necessidade de se relacionar as areas da Matematica, com o
objetivo de fomentar nos estudantes a ideia de harmonia entre elas, bem como sua aplicabilidade
a vida real. Conclui enfatizando a importancia da fundamentagdo dos saberes matemdticos em
diferentes bases, “[...] de modo a assegurar a compreensdo de fendmenos do proprio contexto
cultural do individuo e das relacdes interculturais.” (BRASIL, 2018, p. 542).

Para cada uma das competéncias especificas, dentre as quais destacou-se, neste texto,
a4 easl, sdo relacionados quadros contendo as habilidades que objetivam ser alcangadas. Sera

sublinhada aqui a seguinte, referente a drea “Numeros e Algebra”:

(EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de progra-
macgdo na implementagdo de algoritmos escritos em linguagem corrente

e/ou matemadtica. (BRASIL, 2018, p. 544).

Com relagdo ao momento de colocagao em pratica da sequéncia didética proposta
neste trabalho, seria interessante que ocorresse quando as seguintes habilidades da BNCC
estivessem sendo trabalhadas:

* (EM13MAT402) Converter representacdes algébricas de fungdes polinomiais de 2° grau
em representacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma
varidvel for diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a softwares
ou aplicativos de dlgebra e geometria dindmica, entre outros materiais.

* (EM13MATS503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de funcdes quadraticas em
contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira ou Cinemadtica, entre outros,

com apoio de tecnologias digitais.

5.2 Consideracoes sobre o ensino de derivada e vetor na educacio basica brasileira

Pelo Decreto n° 981, de 08/11/1890, foi regulamentada a “Instru¢do Primaria e
Secundaria” do Distrito Federal (unidade federativa a época). Tal regulamento foi assinado
pelo Ministro e Secretdrio de Estado dos Neg6cios da Instru¢do Publica, Correios e Telégrafos,
General Benjamin Constant Botelho de Magalhaes, e aprovado pelo Chefe do Governo Provisério
da entdo Republica dos Estados Unidos do Brazil, o General Manoel Deodoro da Fonseca.

Nessa reforma educacional, que ficou conhecida como “Reforma Benjamin Cons-
tant”, a fase primdria seria destinada a estudantes de 7 a 15 anos de idade, e dividida em “escolas

do 1° grau” (7 a 13 anos) e “escolas do 2° grau” (13 a 15 anos).
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Com relacdo ao curriculo de matematica, nas escolas do 1° grau aprendia-se a contar
e a calcular (aritmética bdsica) e o sistema métrico precedido do estudo de geometria pratica
(taqueometria); e, nas do 2° grau, era praticado um estudo complementar de aritmética, dlgebra
elementar, geometria e trigonometria.

O ensino secunddrio tinha duracdo de sete anos, e era ofertado pelo Estado no
Ginasio Nacional (antigo Instituto Nacional de Intru¢cdao Secundéria).

Quanto ao programa de matematica do ensino secunddrio, era da seguinte forma:

* 1°ano
— 17 cadeira - “Aritmética (estudo completo). Algebra elementar (estudo completo)”: 6
horas/semana.
e 2° ano
— 17 cadeira - “Geometria preliminar. Trigonometria retilinea. Geometria especial”: 6
horas/semana.
* 3°ano
— 1% cadeira - “Geometria geral e o seu complemento algébrico. Calculo diferencial

e integral, limitado ao conhecimento das teorias rigorosamente indispensaveis ao

estudo da mecanica geral propriamente dita”: 6 horas/semana.

Do 4° ao 7° ano, era feita uma revisdo de Calculo e Geometria, com carga horéria de
1 hora/semana.

Em 01/05/1931, foi publicado o Decreto n° 19.890, de 18/04/1931, que viria a ser
consolidado pelo Decreto n° 21.241, de 04/04/1932, ambos assinados pelo Chefe do Governo
Provisério da Republica dos Estados Unidos do Brasil, Getilio Vargas, que dispunham sobre a
organizacao do ensino secundario, ficando conhecida por “Reforma Francisco Campos”.

De acordo com o Art. 2° do Decreto n° 21.241, o ensino secunddrio era dividido em
dois cursos seriados: fundamental, com duragdo de 5 anos, e complementar, de 2 anos.

No 5° ano do curso fundamental (estudantes de 15/16 anos de idade), segundo Dassie
(2001, p. 8), eram propostos os seguintes contetdos, relativos a disciplina de Algebra:

* “Derivada de um polindmio inteiro em x”’;

* “Nocdo de limite. Derivada de /x. Derivada de seno de x, cosseno de x, tangente de x e
cotangente de x’; e

* “Interpretagcdo geométrica da nocao de derivada. Aplicacio da nocdo de derivada ao estudo

da variacao de algumas fun¢des simples”.
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Alguns defensores da chamada “matematica cldssica” se manifestaram contrérios a
oferta desses contetidos, dentre eles o padre jesuita Arlindo Vieira — ndo matematico e defensor
das humanidades cléssicas —, que travou um embate ferrenho com Euclides Roxo, professor
catedratico de matematica do Colégio Pedro II, do Rio de Janeiro, propositor de tal curriculo
(DASSIE, 2001, p. 9).

Ap0s, pelo Decreto-Lei n° 4.244, de 09/04/1942, assinado pelo presidente Getulio
Vargas, foi instituida a lei orginica do ensino secundario, que ficou conhecida por “Reforma
Gustavo Capanema”.

De acordo com o Art. 2° do referido decreto-lei, o ensino secundario foi dividido
em dois ciclos: o primeiro seria o curso ginasial (duragdo de 4 anos), € o segundo, por sua vez
dividido em dois, composto pelos cursos cldssico e cientifico (duragdao de 3 anos cada um).

Conforme Dassie (2001, p. 151), pela Portaria ministerial n° 177, publicada no
Diério Oficial de 18/03/1943, foram propostos os programas de matematica dos cursos cldssico e
cientifico, onde constavam os seguintes conteidos:

* Curso cldssico — 17 série
— Algebra
% Unidade III - “O trindmio do 2° grau: 2 - Nogdo de varidvel e de funcdo; variacio
do trindmio do 2° grau; representacdo grafica.”
* Curso cldssico — 27 série
— Trigonometria
* Unidade IV - “Vetor: 1 - Grandezas escalares e vetoriais. 2 - Nocao de vetor;
equipoléncia. 3 - Resultante ou soma geométrica de vetores.”
* Curso cldssico — 3? série
— Algebra
% Unidade I - “Funcgdes: 1 - Noc¢do de fungdo de varidvel real. 2 - Representagcdo
cartesiana. 3 - Noc¢ao de limite e de continuidade.”
% Unidade II - “Derivadas: 1 - Defini¢do; interpretacdo geométrica e cinematica. 2
- Calculo das derivadas. 3 - Derivacao das fun¢des elementares. 4 - Aplicacdo
a determinagdo dos maximos € minimos e ao estudo da variacdo de algumas
fungdes simples.”
* Curso cientifico — 17 série

— Algebra



99

% Unidade V - “O trindmio do 2° grau: 2 - Nocdo de varidvel e de funcdo; variacdo
do trindmio do 2° grau; representacdo grafica. 3 - No¢des elementares sobre
continuidade e sobre maximos € minimos.”

* Curso cientifico — 2% série
— Trigonometria

% Unidade VI - “Vetor: 1 - Grandezas escalares e vetoriais. 2 - Noc¢do de vetor;

equipoléncia. 3 - Resultante ou soma geométrica de vetores.”
* Curso cientifico — 3* série
— Algebra

* Unidade III - “Derivadas: 1 - Defini¢do; interpretacdo geométrica e cinematica.
2 - Célculo das derivadas. 3 - Derivacdo das fungdes elementares. 4 - Aplicacao
a determina¢do dos maximos € minimos e ao estudo da variacdo de algumas
fungdes simples.”

A Reforma Capanema “[...] permaneceu em vigor até 1961, com a aprovacdo da
Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional [Lei n® 4.024, de 20/12/1961]. Apenas um
reajustamento dos programas foi feito em 1951.” (DASSIE, 2001, p. 156).

A partir do final da década de 50 e inicio dos anos 60, comecou a ficar conhecido, no
mundo todo, um movimento que proporia mudangas no curriculo da disciplina de Matemitica,
que ficou conhecido como “Movimento da Matemdtica Moderna”. A referéncia a palavra “mo-
derna” vem do fato do movimento querer incluir conteidos da chamada “Matemética Moderna”
(FEHR; CAMP; KELLOG, 1971 apud SOARES, 2001, p. 46).

“A tonica dessa modernizacdo foi uma €nfase excessiva no rigor e no formalismo das
apresentacdes, a custa, inclusive, de retirar dos antigos programas tépicos importantes no ensino,
como a Geometria e o Célculo.” (AVILA, 1991, p. 1). Dessa forma, o Célculo foi excluido dos
programas de matemadtica da educagdo publica brasileira. O conceito de vetor, da Geometria,
que também outrora fora ensinado, deixou de fazer parte do curriculo.

Ainda segundo Avila (1991), [...] descarté-lo no ensino é grave, porque deixa de
lado uma componente significativa e certamente a mais relevante da Matemadtica para a formagao
do aluno num contexto de ensino moderno e atual.” (AVILA, 1991, p. 1).

Em defesa do ensino da disciplina no ensino médio, Avila (1991) diz que:

O Cilculo é moderno porque traz ideias novas, diferentes do que o aluno de 2°

grau encontra nas outras coisas que aprende em Aritmética, Algebra, Geometria,
Trigonometria e Geometria Analitica. Ndo apenas novas, mas ideias que tém
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grande relevancia numa variedade de aplicacdes cientificas no mundo moderno.
Ora, o objetivo principal do ensino ndo € outro sendo preparar o jovem para
se integrar mais adequadamente a sociedade. Ndo se visa, com o ensino da
Matematica no 2° grau, formar especialistas no assunto. Ensina-se Matemadtica
porque esta é uma disciplina que faz parte significativa da experiéncia humana
ao longo dos séculos, porque ela continua sendo hoje, com intensidade ainda
maior do que no passado, um instrumento eficaz e indispensdvel para os outros
ramos do conhecimento. (AVILA, 1991, p. 1)

Considerando a importancia do ensino da disciplina na educacio bésica, Avila (1991)
sugere uma readequacgao do curriculo, de modo que o Calculo possa ser reinserido nos programas
de matemadtica. Diz ainda que “é perfeitamente possivel, em uma tnica aula, introduzir a no¢ao
de reta tangente a uma curva e a de derivada de uma funcao [...]” (AVILA, 1991, p. 1).

Contudo, existe a preocupacao com a abordagem utilizada na introdugao dos con-
ceitos da disciplina. Ao apresentar o conceito de derivada, por exemplo, devem ser mostradas
algumas de suas aplica¢des, como na Cinemadtica, ramo importante da Fisica (AVILA, 1991, p. 1).
Neste trabalho, em especial, verificou-se que € possivel estudar o movimento de uma particula ao
longo de uma curva, calcular sua velocidade, sua acelera¢dao, em um ponto, utilizando o conceito
de derivada associado a ideia de vetor.

Em paises como a China, o Canad4 e a Finlandia, que figuraram entre os sete primei-
ros colocados no ultimo Pisa, esses conceitos sdo praticados no ensino secundério. Ressalta-se
que, pelo menos nos dois ultimos, o formato do equivalente ao ensino médio brasileiro € dife-
rente. Os estudantes podem optar para qual drea querem seguir. Assim, podem se matricular em
disciplinas que tenham mais, ou menos, matematica.

Na China, de acordo com Hsiang e Hsiang (1994), na “Geometria Intermedidria” sao
ensinados:

O conceito de vetores de deslocamento, o significado geométrico das operacdes
com vetores e das leis que regulam essas operagdes sio analisados minuciosa-
mente. E inculcado nos estudantes o ponto de vista de que a Algebra Vetorial €
o resultado final de uma algebrizac¢ao sistemdtica do espago e constitui ja um
modelo algébrico completo da estrutura do espago. Deve ficar claro para os
estudantes que as operacdes vetoriais s3o exatamente a algebrizacdo das estrutu-
ras bdsicas do espago, e que as leis que regem essas operacdes sdo exatamente
a algebrizacdo das propriedades bdsicas do espaco. Portanto, a Algebra Vetorial

fornece um conjunto completo de sistemas eficazes e computdveis para o estudo
da Geometria Analitica. (HSTANG; HSIANG, 1994, p. 2)

Em “Anélise Bésica”, sdo introduzidos os conceitos do Célculo: sequéncias e limites,

continuidade, derivadas e integrais (HSIANG; HSIANG, 1994, p. 2-3).
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Na Finlandia, de acordo com o National Core Curriculum for Upper Secondary
Schools 2003, documento que parametriza o curriculo do ensino secundario daquele pais, sao
oferecidas as seguintes disciplinas:

5. Vetores (MAAS): “propriedades basicas de vetores; adi¢do e multiplicagdo por
escalar; produto escalar de vetores em um sistema de coordenadas’;

7. Derivada (MAA7): “limite, continuidade e derivadas de fung¢des; derivada de
fun¢des polinomiais e as regras de derivacdo do produto e do quociente de funcdes; andlise do
comportamento de uma fun¢do polinomial e o cdlculo dos seus maximos e minimos”;

9. Funcoes trigonométricas (MAA9): “derivadas de fungdes trigonométricas”;

13. Calculo diferencial avancado (MAA13): “analisar a continuidade e diferenci-
abilidade de fun¢des; propriedades gerais de funcdes continuas e diferencidveis’;

4. Analise matematica (MAB4): “derivada de func¢des polinomiais; anélise do sinal
e do comportamento de fun¢des polinomiais; determinacdao do médximo e do minimo de uma
func¢do polinomial”.

As siglas MAA e MAB significam “Matematica Avancada” e “Matemdtica Bésica”,
respectivamente. Os estudantes escolhem qual curso frequentar, e podem mudar ao longo do
periodo de estudo.

No ensino secundario do Canada, baseado no The Ontario Curriculum, Grades
11 and 12, destaca-se a disciplina “Célculo e Vetores” (MCV4U). Esse curso, de acordo com
o documento, é voltado para estudantes que pretendem seguir carreira na areas da Ciéncia,
Engenharia, Economia e Negdcios (ONTARIO, 2007, p. 99). Nela, sdo ensinados os seguintes
topicos, com os objetivos gerais a serem alcangados:

A. Taxa de variacao: 1 - “demonstrar compreensao sobre taxa de variac¢do, fazendo
conexoes entre a taxa média de variagdo em um intervalo e a taxa de variagcdo instantanea em
um ponto, utilizando as inclinacdes das retas secantes e tangentes e o conceito de limite”. 2 -
“representar, graficamente, as derivadas de fun¢des polinomiais, senoidais e exponenciais, e fazer
relagdes entre as representacdes numérica, grafica e algébrica de uma fungdo e a sua derivada”. 3
- “verificar, graficamente e algebricamente, as regras para determinar as derivadas; aplicar essas
regras para determinar as derivadas de func¢des polinomiais, senoidais, exponenciais, racionais e
radicais, e de fungdes compostas simples; resolver problemas relacionados”.

B. Derivadas e suas aplicacoes: 1 - “fazer relacdes, graficamente e algebricamente,

entre as caracteristicas fundamentais de uma funcao e sua primeira e segunda derivada, e usar
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essas relacdes no esbogo da curva”. 2 - “resolver problemas, incluindo de otimizagdo, que
requerem o uso dos conceitos e procedimentos associados a derivada, inclusive em problemas
com aplica¢do ao mundo real, envolvendo o desenvolvimento de modelos mateméticos”.

C. Geometria e algebra de vetores: 1 - “demonstrar conhecimento sobre vetores
no plano e no espago, sabendo representd-los, algebricamente e geometricamente, reconhecendo
suas aplicacoes”. 4 - “representar retas utilizando vetores e equacdes paramétricas, e resolver
problemas associados”.

Assim, analisando os programas de matematica que sdo praticados em alguns dos
paises referéncias na disciplina, acredita-se que um ensino semelhante pode ser proposto no
Brasil, no mesmo formato, onde os alunos pudessem escolher quais cadeiras cursar.

Ressalta-se, contudo, que outros fatores devem ser levados em consideragdo nesse
processo, como, por exemplo, a infraestrutura das escolas, a formagao/valorizacao dos professo-

res e as politicas publicas para a educagdo.

5.3 Desenhando em TikZ com o TeXmaker

5.3.1 Sobre o TikZ

Como foi dito na Introducdo deste trabalho, TikZ € uma ferramenta para se desenhar
figuras por meio de comandos TgX, uma linguagem de programacao.

Diferentemente de editores de texto convencionais, como o Word, por exemplo, que
se enquadra na categoria WYSIWYG — acronimo do inglés “What you see is what you get”, que
pode ser traduzido como “O que voce vé é o que vocé obtém” —, onde o usudrio pode visualizar
o resultado final do documento enquanto digita, os editores de TgX inserem-se na categoria
WYSIWYM - acrénimo de “What you see is what you mean” (“O que vocé vé € o que vocé quer
dizer”), onde o que o usudrio digita é o que ele quer que apareca no resultado final, que pode ser
visualizado somente apds a compilagdo do que foi digitado.

Abaixo, do lado esquerdo, estao alguns comandos TikZ, e, do lado direito, o resultado

gerado:
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\begin{tikzpicture}
\fill[cyan] (0,0) circle (1); Figura 5.1 — Interse¢do de circulos
\fill [magenta] (1.3,0) circle (1);

\clip (0,0) circle (1);

\fill[blue] (1.3,0) circle (1);

Fonte: O autor (2021)

\end{tikzpicture}

Todas as figuras feitas em TikZ iniciam-se com o comando
\begin{tikzpicture}
e se encerram com o comando
\end{tikzpicture}.

O que vem entre os dois é, de fato, a figura em si. tikzpicture é chamado de ambiente; e
ao conjunto de comandos da-se o nome cddigo. Os comandos TikZ sdo iniciados com uma barra
invertida (\).

Outro exemplo, retirado de Matthes (2020c):

\begin{tikzpicture} Figura 5.2 — Soma de Riemann
\tkzInit [xmin=-3,xmax=6,ymin=-2,ymax=14,ystep=2] v,
\tkzDrawXY ££&>

/

\tkzFct[line width=2pt, color=red,
domain=-3:6]{ (-\x-2) %« (\x-5) }

\tkzDrawRiemannSumInf[fill=green!40,opacity=.5,

interval=-1:5, number=10 ‘ >
] / \ %

\end{tikzpicture} Fonte: Matthes (2020c, p. 41)

Repare que, com quatro linhas de comandos, foi possivel desenhar essa figura.
A sintaxe dos comandos TikZ €, razoavelmente, de facil compreensao. Isso facilita o
entendimento do que cada um faz, tornando o c6digo intuitivo.
Observando o cédigo do exemplo anterior, cada comando faz o que se segue:
e \tkzInit [xmin=-3, xmax=6, ymin=-2, ymax=14, ystep=2]: define o com-

primento dos eixos coordenados, tendo o eixo y escala 1:2;
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e \tkzDrawXY: desenha os eixos;

* \tkzFct[line width=2pt, color=red,domain=-3:6]

{ (-\x—-2) = (\x—5) }: desenha a pardbola f(x) = (—x —2)(x —5); com largura 2 pt®
(aproximadamente, 0.0702 cm); de cor vermelha; com dominio de —3 a 6; e

* \tkzDrawRiemannSumInf[fill=green!40, opacity=.5,
interval=-1:5,number=10]: desenha os retangulos abaixo da curva (Soma de
Riemann); coloridos de 40% de verde; com opacidade de 50%; no intervalo de —1 a 5; e
em ndmero de 10.

As instrucdes colocadas entre colchetes sdo opcionais, e 0os argumentos que aparecem
entre chaves sdo obrigatorios. Como visto no exemplo anterior, existem comados que requerem
apenas instru¢des opcionas, enquanto outros necessitam de argumento(s) obrigatdrio(s).

Na elaboracdo de documentos TEX/IATEX, € necessdrio que o cddigo tenha uma estru-
tura que consiste de um preambulo e do ambiente document. No predmbulo — tudo o que vem
antes de \begin{document } —sdo declarados, basicamente, a classe (estilo do documento) e
os pacotes (“liberacdo de comandos”). Os comandos colocados entre \begin{document} e
\end{document } sdo os que, de fato, “aparecem” no documento gerado, ap6s a compilagao.

* Classe (\documentclass[<opcionais>] {<classe>}): article (artigos; tex-
tos curtos; etc.); report (relatérios; textos longos; etc.); book (livros); beamer (apre-
sentacdes em slides); abntex?2 (textos cientificos nas normas da ABNT); standalone
(pré-visualizagdo de figuras, que sdo geradas “recortadas’”); entre outras. Como exem-
plos de opcionais, estdo: a4paper (formato da pagina); 12pt (tamanho da fonte);
twocolumn (texto dividido em duas colunas); landscape (pagina no formato de
paisagem); etc.

* Pacotes (\usepackage [<opcionais>] {<pacote>}): arquivos que implementam
uma determinada caracteristica adicional do documento. Por exemplo: geomet ry (pode-
se definir as margens do papel); graphicx (incluir figuras); xcolor (utilizar cores);
amsmath (acrescenta caracteres matematicos); t ik z (utilizar comandos para desenho
de figuras); etc.

No momento, como o foco € o desenho de figuras, a classe utilizada serd a
standalone.

Abaixo, segue um c6digo completo, bem como a figura gerada, retirado de Matthes

6

LT}

pt vem de “point
pt.

. 1 pt equivale a, aproximadamente, 0.0351 cm; e 1 cm € igual a, aproximadamente, 28.4527
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(2020c¢). O tunico pacote declarado foi o tkz—fct. Para a sua utilizagdo, pelo qual € possivel
desenhar graficos de fungdes e curvas em geral, € necessdria a instalacdo da ferramenta gnuplot.
No Apéndice C, é mostrado um tutorial de instalacido da referida ferramenta, disponivel para os

sistemas operacionais Windows, Linux, MacOSX e BSD.

Cédigo-fonte 1 — Coracdo

¢

I |[\documentclass{standalone} % Classe

o

\usepackage{tkz-fct} % Pacote

\e)

w

o)

4 \begin{document} % Inicio do documento

o)

\begin{tikzpicture} [scale=.5] % Inicio

W

Figura 5.3 — Coragéo

do ambiente tikzpicture

6 \tkzInit [xmin=-20, xmax=20, xstep=5, ymin
=-25,ymax=15,ystep=5] % Define os
comprimentos dos eixos coordenados
7 \tkzFctPar[samples=400, smooth, domain

=0:6.28,

8 |ball color=red, shading=ball]

9| {1l6*x(sin(t))**x3}{13*cos(t)-5*xcos(2*t)—-2+%*
Fonte: Matthes (2020c, p. 55)

cos (3xt)—cos (4xt)} % Desenha a curva,
dada na forma parametrizada, e faz o
preenchimento

10 \end{tikzpicture} % Fim do ambiente
tikzpicture

o)

11 |\end{document} % Fim do documento

Para uma leitura detalhada sobre os comandos TikZ, sugere-se a leitura de Tantau
(2020) (desenho de figuras em geral), Matthes (2020a) (desenho de figuras geométricas e
graficos), Matthes (2020b) (desenho de figuras geométricas) e Matthes (2020c) (desenho de
graficos de fungdes reais e de curvas paramétricas).

Como vantagens do TikZ, Tantau (2020) cita a cria¢do rapida de figuras simples, o
posicionamento preciso e a qualidade tipogréfica. Por outro lado, como desvantagens, menciona

que a aprendizagem leva tempo, que ndo ¢ WYSIWYG e que algumas compila¢des podem
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demorar (TANTAU, 2020, p. 27).
No Apéndice B, sdo mostrados os cédigos de algumas figuras presentes neste
trabalho. Nesse exemplos, utiliza-se o comando \tkzFctPar, que serve para desenhar uma

curva parametrizada.

5.3.2 Sobre o TeXmaker

O TeXmaker é um dos editores de cddigos TEX/IATEX. Existem outros, como
o TeXstudio, Kile, TeXnicCenter, por exemplo. Todos esses editores sdao offline (requerem
instalac@o) e gratuitos. Tem ainda o Overleaf, que é online, isto é, ndo necessita ser instalado no
computador. De acordo com Srikanth (2020), o TeXmaker € um dos mais populares, ficando em
1° lugar em uma lista com dez editores. O download do software pode ser feito por aqui, nos
sistemas operacionais Windows, MacOSX e Linux. A pédgina possui um manual de utilizagao do
editor. Sua ultima versdo é a 5.0.4.

Além do editor, € necessdria a instalagdo de um sistema TgX, que consiste, resu-
midamente, de uma implementacdo para a edi¢do de documentos TgX. Esse sistema adiciona
programas relacionados ao TgX, estilos, fontes e gerencia a instalacio de pacotes. Os mais utili-
zados sdo o MikTeX e o TeX Live, ambos para Windows, MacOSX e Linux (para informagdes
sobre as diferencas entre um e outro, clique aqui). Sugere-se o download do MikTeX, que pode
ser realizado na pagina do programa, onde possui tutoriais de instalagao.

Na Figura 5.4, esta representada a drea de trabalho do TeXmaker.

Figura 5.4 — Area de trabalho do TeXmaker

B Document : untitled] = x
Arquivo Editar_Feramentas _LaTeX Formules _Assistentes Bibliografia_Usuirio Visualizar _Opcoes Ajudall (1

(5)
(6)

Fonte: O autor (2021)


https://www.xm1math.net/texmaker/
https://www.texdev.net/2016/12/18/tex-on-windows-tex-live-versus-miktex-revisited/
https://miktex.org/download
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Legenda:

(1) Arquive Editar Ferramentas LaTeX Formulas Assistentes Bibliografia Usudrio Visualizar Opgées  Ajuda

Barra de tarefas. Possui op¢des para o arquivo, bem como ferramentas para a edicao do
documento e configuracdes do editor. Inicialmente, o TeXmaker estard configurado em

inglés. Para alterar para o portugués do Brasil, a partir dessa barra, siga os passos:

Options > Interface Language >pt_BRR.

(2) =) = ) 4 |Ccrrr1pilar | » |‘u"er PDF |

Barra de ferramentas do arquivo (Novo, Abrir, Salvar); de edicdo (Desfazer, Refazer, Copiar,

Cortar e Colar); de execucdo (a op¢do utilizada apenas para desenho de figuras € Compilar;

basta seleciond-la e clicar na seta a esquerda, para gerar o documento) e de visualizacdo (ver

o resultado gerado).

Janela de estrutura. Possui opcodes de visualizar a estrutura do documento; co-
mandos de simbolos (operacdes, setas, diversos, delimitadores, letras gregas, mais

usados e favoritos); “left/right” (parénteses, colchetes, chaves, “menor que” e

=]
=
V]
(A
&

“maior que”, aumentados) e comandos de alguns pacotes, dentre eles o TikZ.

S

BEEH
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2 HEA

Barra de ferramentas. Possui opcdes para a estrutura do texto (divisdo em par-
tes, capitulos e secoes; referéncias; tamanho da fonte; negrito, itdlico e é€nfase;
alinhamento a esquerda, centralizado ou a direita) e alguns comandos para o ambi-

ente matemdtico, como subscrito (indices), sobrescrito (expoentes), fracdes e raiz

B
[ |
€]
=]
=]
=]

quadrada.

£, £
EIDNDS3ER

(5) Janela do cédigo-fonte. Local destinado a digitagao dos comandos.

(6) Janela de visualizacdo do PDF. Ap6s a compilacdo do codigo, € possivel visualizar o
resultado gerado. Inicialmente, essa janela ndo se encontra visivel. Para sua habilitacao, é

necessdrio realizar os seguintes passos, a partir de (1):

Opg¢des > Configurar o Texmaker > Selecionar Comandos > Em Leitor de Pdf,

marcar a caixa embutir.

Janelas mensagens/log. Ao compilar o cddigo, é mostrada na janela de mensagem a frase
de processo iniciado (Process started). Se o c6digo ndo possuir erros, serd exibida a
mensagem de processo finalizado normalmente (Process exited normally), caso
contrdrio, aparecerd a mensagem de processo finalizado com erro(s) (Process
exited with error (s)). Em seguida, caso o cddigo tenha algum comando inade-
quado, poderdo aparecer mensagens de trés tipos: Warning (relacionada a algum comando),
Badbox (em geral, ocorre quando um texto excede uma regido pré-determinada, por exem-
plo, a margem do papel) e Error (erro que pode estar relacionado a sintaxe de algum
comando, por exemplo). Nos dois primeiros casos, o processo € finalizado normalmente,

enquanto que, no terceiro, € finalizado com erro(s). Em todos os trés casos, sdo fornecidas
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informagdes sobre o arquivo onde ocorreu o problema, o tipo, o nimero da linha e a mensa-
gem. No mesmo momento, na janela de log, € gerado um relatério detalhado da compilacgdo
do arquivo. Ao clicar na mensagem de erro, sdo destacadas, na janela de log, as informacdes
referentes ao problema. E mais, na pasta onde se encontra o arquivo TgX, € gerado um

documento de texto contendo o relatério que se encontra na janela de log.

| untitled1 |

Janela para alternar arquivos TgX (. tex, .bib, .sty, .cls, .mp, .Rnw, .asy).

Nesse momento, estaremos interessados apenas na extensao . tex. Assim, ao iniciar
um novo arquivo, o primeiro passo € salva-lo (nome sem espaco € sem acentos) em uma pasta,
pois, sem isso, ndo serd possivel a compilacdo. Em seguida, estard tudo pronto para a digitacio
do cadigo.

Na Figura 5.5, estd representada uma situagdo em que o cédigo foi compilado com

sucesso, nao sendo gerada nenhuma mensagem de erro.

Figura 5.5 — Compilagdo sem erro(s)

B Document : C:\Users\daninOneDrive\Documentos\Documentos Danilo\LaTeX\ Tabalhos\ Parabola' parabola.tex - X
Arquive Editar Ferramentas LaTeX Férmulas Agsistentes Bibliografia Usuirio Visualizar Opgées Ajuda

3l B & » [compilar

B < > [ pombolatex 7] 3¢ B e S e Em ] |

DG
o

\documentclass{standalone}
\usepackage{tikz, tkz-for, tkz-euclide}

\begin{documenc}

\begin{tikzpicture}
\tkzInit [zmin=—.5,xmax=3.5,ymin=—1.5, ymax=3.5
\tkzDrawXy
\tkzFct [color=red, domain=-.5:3.5] {x**2-4*x+3}
\tkzDefPoint (2,-1) {A}

\tkzDefEoint (2,0)

\tkzDefPoint (0,-1) {C}

\tkzDrawPoint (&)

\tkzDrawSegment [dashed] (&,C)

L oo 180 8 e 8~ = - =

\tkzLabelPoint [left] \frac{-\Delta}{4a}$}
\tkzDrawSegment [dash
\tkzLabelPoint [above]

\end{tikzpicture}

\end{document}

(%]
=
L]

Type  Line  Message

9

~

oG FrE : &
This is pafTeX, Version 3. 14159265-2.6-1,40.21 (MKTeX 20.7) (preloaded format=pdfiatex 2020.8.3) 14 MAY 2021

48
eniering extended mode
= jparsbola.tex

Fonte: O autor (2021)

Por outro lado, na compilagcao do cédigo da Figura 5.6, o processo foi finalizado

com um €rro.
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Figura 5.6 — Compilagcdo com um erro

B Document : C:\Users\danil\OneDrive\Documentos\Documentos Danilo\LaTeX\ Trabalhos'Desenho Circunferéncia\circunferencia.tex e x

Arquive Editar Ferramentas LaTeX Formulas Agsistentes Bibliografia Usudrio Visualizar Opcdes Ajuda
circunferencia.tex O uisci (182 W3 =]

\documentclass{standalone}
\usepackage{tikz}

&

\begin{documenc}
\begin{tikzpicture}

\draw (0,0) circle(2);:
\foreach \x in {0,36, 72, 108, 144, 180, 252, 288}

\£ill (\x:2) circle(2pt);
\draw [dashed] (216:2)--(\x:2);:
\draw [dashed] (324:2)--(\x:2);

0 NDDo2=E &8

\dra [black](324:2)--(216:2);
\fill (216:2) circle(2pt):
\fill (324:2) circle(2pt):

\end{tikzpicture}

\end{document }

]
L]
=
L]

File Type Line  Message
> | dircunferenciatex Error | line 15 ! Undefined control sequence. \dra

9

~ NV

T Undefined control sequence.

ra
[black](324:2){216:2);

The control sequence at the end of the top line

of your error message was never \defed. If you have

Fonte: O autor (2021)

Na janela de mensagem, é fornecida a informagao de que o erro se encontra na linha
15, e que € indefinido o comando \dra. Na janela de log, sdo fornecidas mais informacdes

sobre esse erro e possiveis agdes para corrigi-lo:

File Type Line Message
> circunferencia.tex | Error | line 15! Undefined control sequence. \dra

I Undefined control sequence. -
.15 \dra

[black](324: 2)-(216:2);

The control sequence at the end of the top line

of your error message was never \defed. If you have -

‘Zdra [bklack] (324:2)—-(216:2);
YWEill (216:2) circle (2pt)

L]

De fato, o erro procede, ja que a sintaxe correta do comando € \draw.



111
5.4 A sequéncia didatica

Antes de iniciar as atividades, a proposta deverd ser apresentada aos estudantes,
informando sobre o tema, o objetivo, os conteidos a serem trabalhados, as habilidades a serem
desenvolvidas e o tempo de execucao.

Nesse primeiro encontro, deverdo ser colhidas informacdes sobre o conhecimento
prévio dos estudantes, com relagdo aos conteidos que serdo abordados. Essa averiguacdo serviria
como base, por exemplo, para a preparacdo de alguma atividade relacionada ao tema, necessdria
para o prosseguimento da sequéncia.

Como motivagdo, propde-se que sejam exibidas algumas curvas, com suas respectivas
evolutas e paralelas, informando sobre o objetivo final: eles proprios desenharem aquelas e
outras curvas. Isso poderd ser feito em uma aula, no laboratério de informdtica. Durante as aulas,
sugere-se que os estudantes sejam dividos em grupos de, no maximo, trés alunos por computador,
visando o desenvolvimento da competéncia geral nimero 9, da BNCC.

E fundamental que os estudantes possam relacionar o objeto algébrico ao geométrico.
Assim, propde-se que a ferramenta TikZ seja apresentada no inicio, para que no decorrer das
atividades eles possam desenhar as figuras relacionadas aos conteudos.

Abaixo, segue a sequéncia diddtica, que € constituida por 19 aulas (um total, entdo,
de 20 encontros). As aulas terdo uma componente tedrica e outra pratica, onde, para cada uma,
serd reservado o tempo de 50 minutos, com um intervalo de 20 minutos entre elas. Durante
a exposi¢cao dos contetddos, o professor deverd dispor de uma drea para projecao da tela do

computador e de um quadro branco.

1* AULA

Tema: TikZ.
Objetivos: Conhecer a ferramenta grafica que serd utilizada ao longo da sequéncia didatica.
Trabalhar a habilidade (EM13MAT405).
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
* Apresentar a ferramenta;
* Explicar sobre a sintaxe e a funcionalidade de alguns comandos, exibindo os cédigos da

Figura 5.1, da Figura 5.2 e da Figura 5.3;
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* Instruir sobre como elaborar um cédigo completo (predmbulo e ambiente document).

27 AULA

Tema: TeXmaker.
Objetivo: Conhecer o editor TeXmaker, que serd utilizado na elaboragao das figuras.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
* Apresentar o editor;
* Explicar sobre um sistema TgX;
* Informar sobre a instalacdo do gnuplot, conforme Apéndice C;

* Detalhar sobre a digitacao dos cddigos e as mensagens de erro.

Antes de iniciar o conteiido de vetores, deverd ser feita uma revisdo do plano
cartesiano e de distancia euclidiana. A partir daqui, os estudantes serdo estimulados a desenhar

as figuras durante as aulas, utilizando o TikZ.

3* AULA

Tema: Plano cartesiano e TikZ.

Objetivos: Revisar o plano cartesiano (marcar pontos e calcular a distncia entre eles). Praticar
o desenho, em TikZ, dos elementos do plano.

Materiais: Computador, projetor e quadro branco.

Desenvolvimento:

* Desenhar alguns dos elementos do plano cartesiano (eixos; pontos, dados em coordena-
das cartesianas, polares e por expressoes numéricas; segmentos), utilizando diferentes
comandos dos pacotes tikz e tkz—euclide;

* Demonstrar a férmula da distancia entre dois pontos;

* Desenhar poligonos e circulos.

Atividade proposta:
1. Utilizando o TikZ, desenhe:

a) Os semieixos positivos.
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b) O plano cartesiano, contendo os pontos A(2,1), B(—1,3) e C(3,2.8).

¢) Um triangulo cujos vértices sdo os pontos dados na alinea anterior. Encontre os
valores dos lados desse triangulo.

d) No minimo, quatro pontos que estao sobre uma circunferéncia de raio R qualquer,
utilizando coordenadas polares.

2. Reproduza a figura abaixo e responda ao que se segue.

C

a) Quantos comandos utilizou para desenhar a figura?

b) Apresente aos colegas os passos e os comandos que utilizou na elaboracdo do
desenho.

c) Acredita ser possivel desenhar a mesma figura utilizando outros comandos? Tente

fazer isso.

Propde-se que a partir dos primeiros desenhos em TikZ, seja apresentado aos estu-
dantes o comando \ foreach, com o objetivo de otimizar o cédigo, utilizando varidveis. Como
exemplo, pode usar o comando para desenhar a figura do item 1-d.

Durante as aulas em que serdo propostas atividades, os grupos serdo estimulados a

apresentarem suas resolugdes, com o objetivo de exercitarem a comunicagdo e a argumentacao.

4 AULA

Tema: Vetor.
Objetivos: Representar um vetor do plano nas formas algébrica e geométrica; reconhecer as
caracteristicas de um vetor (mddulo, direcdo e sentido) e relaciond-las a situacdes do mundo real.

Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
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Desenvolvimento:

* Diferenciar grandezas escalares e vetoriais;

* Exemplificar situagdes do mundo real onde sdo utilizados vetores, como na Constru¢ao
Civil (maquina bate-estacas) e na Fisica (posicao e deslocamento de um moével; atuacio de
forgas em um corpo), por exemplo;

* Representar um vetor nas formas algébrica e geométrica.

Atividade proposta:

1. Vocé ouve a seguinte frase: “Joana estd a uma distancia de 75 km de Goiania”. Com essa
informacao, € possivel saber a localizacao de Joana? Por qué?

2. Sejam os pontos A(2,3) e B(5,2) do plano. Desenhe o segmento de reta orientado que sai
de A e chega em B. Encontre o vetor v = E = 0? — &i, onde O € a origem do plano.
Desenhe os dois vetores anteriores no mesmo plano. Qual € a relacdo entre eles?

3. Considere os pontos A(—1,2), B(3,%) e C(2,0). Determine as coordenadas do vetor
V= 1@ e as coordenadas do ponto D, tal que v = C% Desenhe os dois vetores no plano
cartesiano.

4. Determine as coordenadas de um vetor que possui médulo igual a 5 e que forma um angulo

de 60° com o eixo x, no sentido anti-horario. Desenhe esse vetor.

5* AULA

Tema: Operacdes com vetores.
Objetivo: Realizar operacdes com vetores no plano, interpretando os resultados geometrica-
mente.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
* Definir a operacdo de adi¢do de vetores;
* Definir a operacdo de produto de um vetor por um escalar;
* Explicar as propriedades das duas operagoes;
* Definir vetores multiplos um do outro (se mdultiplos, linearmente dependentes; caso
contrario, linearmente independentes); combinacao linear; base do R?: com a exibi¢ao de

exemplos.
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Atividade proposta:

1. Sejamu = (—2,4),v=(—1,2) e w=(0,3). Determie:
a) r=u+y;
b) s=v—-2-v;
c)t=—u+3-v+2-w.

2. Verifique se algum dos vetores do item anterior € multiplo um do outro. Desenhe os trés

vetores em um mesmo plano cartesiano.
3. Verifique que qualquer vetor do plano pode ser escrito como combinacao linear dos vetores

u=(1,3)ev=(2,—1). Escreva o vetor w = (—2,4) como combinacao linear de u e v.

6" AULA

Tema: Produto escalar; comprimento e dngulo entre vetores e projecao.
Objetivo: Conhecer propriedades geométricas dos vetores.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
* Definir o produto escalar (ou produto interno) e apresentar as suas propriedades;

* Definir o comprimento (ou norma) de um vetor e exibir as suas propriedades;

Introduzir a ideia de normaliza¢do de um vetor;

Explicar, a partir de uma das propriedades (desigualdade de Cauchy-Schwarz), sobre o

angulo formado entre dois vetores;

Definir bases ortogonal e ortonormal.
Atividade proposta:
1. Para cada par de vetores abaixo, calcule o seu produto escalar, identificando os que sdao
ortogonais:
a)u=(—1,3)ev=(-2,5);
b) u=(2,1)ev=(3,0);
c)u=(4,-2)ev=(3,6).
2. Encontre o valor de m para o qual os vetores u = (—1,m — 1) e v = (2, —3) sejam ortogo-
nais.
3. Investigue a relag@o entre o produto escalar dos vetoresu = (1,—1) ev=(—2,3) e o

produto escalar de multiplos desses vetores.
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4. Calcule os comprimentos dos vetores u e v dados no item 1.
5. Determine o angulo formado entre os vetores u = (0,2) e v = (2,2).
6. Encontre a projecio ortogonal do vetor u = (2,2) na direcdo do vetor v = (3,—1). Qual é

o angulo formado entre os vetores u e v?

Da mesma forma como no ensino de vetor, serd dada €énfase a visualizacdo geométrica
dos conceitos envolvendo derivada. Também, por meio das atividades, os estudantes serdo
estimulados a elaborarem as figuras.

Assim, antes da proposi¢ao do contetido de derivada, serd importante apresentar aos

alunos os comandos para o desenho de gréficos de funcdes. O pacote utilizado serd o tkz—fct.

7* AULA

Tema: Desenho de graficos de fun¢des em TikZ.
Objetivo: Apresentar uma maneira de se desenhar graficos de funcdes reais.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
* Apresentar o desenho do gréifico de uma funcao qualquer;
* Exibir os comandos necessdrios para se desenhar aquele grafico, esclarecendo que existem

outras formas de se plotar uma curva. Os comandos, basicamente, serdo os seguintes:

\tkzInit [xmin=<valor>, xmax=<valor>,ymin=<valor>, ymax=<

valor>]

o

\tkzDrawXY [noticks]

\tkzFct [color=<cor>, domain=<a>:<b>]{<funcao>}

w

» Explicar o que cada comando realiza.
Atividade proposta:
1. Reproduza a figura abaixo, sabendo que a fungio é dada por f(x) = x> —x — 2. (Dica:

para se escrever a poténcia x%, faca x« x2 ou entio \ x x \ x)
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2. Abaixo, segue o cddigo utilizado para desenhar os gréficos da fungdes f(x) = senx e
f(x) = cosx, no intervalo (—m, ):
\begin{tikzpicture}
\tkzInit[xmin=-pi, xmax=pi,ymin=-1.5,ymax=1.5]

\tkzDrawXY [noticks]

\tkzFct [color=blue, domain=-pi:pi]{sin(x)}

\tkzFct [color=red, domain=-pi:pi]{cos(x)}

\end{tikzpicture}

a) Pesquise por outros tipos de funcdes e desenhe os seus graficos.

No decorrer da aula, mostre outros comandos que possam acrescentar informagdes

ao grafico, como, por exemplo, identificar um ponto da curva.

8* AULA

Tema: Derivada.
Objetivo: Compreender a ideia de derivada por meio de uma explicacdo geométrica.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
» Dar exemplos de aplicacdes da derivada: Quimica (reacdo quimica), Fisica (cinemaética),
Biologia (crescimento de uma populacio), Economia (custo marginal), Engenharia (velo-
cidade de escoamento de um fluido), Psicologia (taxa de desenvolvimento do desempenho,

curva de aprendizagem), etc.;
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* Introduzir o conteido por meio do problema da reta tangente (aproximacdo por retas
secantes), apresentando a situacao por meio de figuras;
* Discutir sobre a razdo incremental e o seu limite (inclinacio da reta tangente a curva em
um ponto).
Atividade proposta:
1. Calcule, com o auxilio de uma planilha eletronica (Microsoft Excel ou LibreOffice Calc,

por exemplo) ou utilizando uma calculadora, o valor da razdo incremental

fx+h) - f(x)
h

L h#0,

da fungdo f(x) = x?, em x = 3, para os seguintes valores de & préximos de zero:
a) h=1;
b) h=0.1;
c) h=0.001;e
d) A =0.0001.

Em seguida, faca a simplificacao de

fB+h) - fB)
h

L h#£0.

Na expressdo encontrada, substitua os valores de & presentes nas alineas “a” a “d”. Qual
¢ a relacdo entre os valores encontrados na primeira parte e os calculados agora? O que
ocorre com o valor da razdo incremental 2 medida que o valor de 4 se aproxima de zero?

2. O que o limite

lim
h—0

f+m—£()
h

representa com relagio ao grafico da funcio f(x) = x3? E quanto ao grifico de uma fungo

f(x) qualquer?

9* AULA

Tema: Derivada.
Objetivo: Desenhar a reta tangente ao grafico de uma fun¢do em um determinado ponto.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.

Desenvolvimento:
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* Calcular o limite da razdo incremental (inclinagdo da curva em um ponto);
* Encontrar a equacio da reta tangente ao grafico nesse ponto;
* Escolher uma funcio — de preferéncia comecar pelas polinomiais — e calcular os itens
anteriores. Apds, desenhar o grafico e a reta tangente no mesmo plano cartesiano.
Atividade proposta:

1. Seja a fungdo f(x) = x> — 1.
a) Calcule lim flath) — f(x) .
h—0 h
b) Encontre a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (1,0). Desenhe a

reta e a pardbola em um mesmo plano.

¢) Para a mesma funcdo, encontre e desenhe a reta tangente ao grafico no ponto
(=2.—3)

d) Escolha outros valores para x, encontre as equagdes das retas tangentes ao grafico
nos pontos da forma (x,x?) e faca os desenhos.

e) Desenhe o gréfico da expressdo encontrada na alinea “a”. Estabele¢ca uma relagdo

entre esse grafico e o gréfico de f(x).

10° AULA

Tema: Regras de derivacio e derivadas de ordem superior.
Objetivo: Identificar o tipo de uma funcdo e decidir qual regra utilizar para a sua derivacao.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
» Apresentar as regras de derivacao das fungdes constantes, polinomiais e trigonométricas,
exibindo exemplos;
* Apresentar as regras de derivacao da soma, do produto, do quociente e da composicao de
fungdes;
* Definir derivadas de ordens superiores.
Atividade proposta:
1. Utilizando as regras apresentadas, encontre as derivadas das seguintes funcoes:
a) f(x)= X2 —4x19 4253 + x—V/13;
b) S(p) = v+ VP

c) f(t) =sent —3cost;
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d) f(x)=senhx-coshx;
e) f(x)= xz%xz_l;
f) fx) =V +1.
2. Seja a funcdo f(x) = x* +2x% —x.
a) Encontre a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto (1,2). Desenhe o
grafico da funcdo e a reta no mesmo plano.
b) Desenhe o gréfico de f’(x) e o relacione com o gréfico de f(x). O que percebeu
dessa relagdo?

[Pl

3. Encontre as derivadas de 2* e 3* ordens das fun¢des dadas nas alineas “a” e “c” do item 1.

11* AULA

Tema: Fungdes vetoriais e suas derivadas.
Objetivo: Identificar uma fun¢do do tipo vetorial e aplicar as regras de derivacdo quando
necessario.
Materiais: Quadro branco.
Desenvolvimento:
* Definir uma funcao vetorial;
* Explicar sobre como derivar uma funcdo vetorial;
» Apresentar as regras de derivacdo de fungdes vetoriais, estabelecendo relagdes com as
regras de derivacdo de fungdes reais.
Atividade proposta:
1. Encontre as derivadas das seguintes funcdes vetoriais:
a) r(t) = (*,1);
b) r(t) = (t,cost);
c) r(t) = (¢-sent,cos2t).

2. Determine, para cada uma das fungoes do item anterior, r” (7).

O contetdo trabalhado até aqui € suficiente para iniciar o estudo das curvas planas
parametrizadas. Deverdo ser apresentadas a ideia intuitiva do objeto geométrico e a sua definicao
formal, que nada mais é do que uma func¢do vetorial. Em seguida, deverdo ser apresentados
exemplos desse tipo de curva. Como motivagdo, propde-se que mostre a parametrizacao da

cicloide e exiba a sua animacao, um dos recursos do I&TEX.
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12* AULA

Tema: Curvas planas parametrizadas.
Objetivos: Compreender o conceito de curva plana parametrizada. Reconhecer uma curva dada
nessa forma.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:

* Apresentar a ideia intuitiva de curva plana;

* Definir, formalmente, curva plana parametrizada, associando a uma fungdo vetorial;

* Exibir exemplos;

* Apresentar a parametrizacao da cicloide, ilustrando a curva por meio de uma animacao.
Atividade proposta:

1. Pesquise, na internet e nos livros, outros exemplos de curvas planas dadas na forma

paramétrica.

13* AULA

Tema: Curvas planas parametrizadas.
Objetivo: Desenhar o traco de uma curva dada.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
» Apresentar o comando \tkzFctPar, do pacote tkz-fct, para desenho de uma curva
plana paramétrica;
* Exibir o cédigo de um exemplo de curva plana parametrizada.
Atividade proposta:

1. Da pesquisa solicitada na atividade anterior, desenhe a(s) curva(s) encontrada(s).

A partir de agora, serdo estudadas as propriedades geométricas de uma curva plana
parametrizada, as quais deverdo ser relacionadas as grandezas escalares e vetoriais estudadas na

cinematica.



122

14" AULA

Tema: Geometria diferencial das curvas planas.
Objetivos: Conhecer as propriedades geométricas de uma curva plana, dada na forma paramé-
trica. Relacionar essas propriedades aos conceitos estudados na Fisica (Cinematica).
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:

* Definir vetores tangente (velocidade) e normal, e vetor aceleragao;

¢ Definir velocidade escalar (modulo do vetor velocidade);

* Definir pontos regulares e singulares, com a apresentacdo de exemplos.
Atividade proposta:

1. Determine para quais valores de t a curva

3

]
~—~
~
~—
Il

- teR,

sto+1

€ regular. Existe(m) ponto(s) singular(es) em seu tragco? Se sim, informe para qual(is)
valor(es) de ¢ e se esse(s) é(sdo) simples.

2. Desenhe a curva do item anterior.

15* AULA

Tema: Geometria diferencial das curvas planas.
Objetivo: Encontrar as retas tangente e normal a uma curva plana parametrizada.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
* Apresentar como encontrar retas tangente € normal a curva em um ponto regular, dando
um exemplo.
Atividade proposta:
1. Encontrar as equagdes das retas tangente e normal a curva da aula 14, quando ¢t = —1.

Desenhe, no mesmo plano, a curva e as retas encontradas.
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16" AULA

Tema: Geometria diferencial das curvas planas.
Objetivo: Conhecer propriedades geométricas de uma curva plana parametrizada.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
* Definir vetores tangente e normal unitarios e o Sistema de Frenet;
* Definir outras propriedades de uma curva plana parametrizada: velocidade e frequéncia
angular; determinante; e curvatura;

* Definir circulo osculador; raio e centro de curvatura, apresentando exemplos.

17* AULA

Tema: Geometria diferencial das curvas planas.

Objetivo: Conhecer a curva evoluta.

Materiais: Computador, projetor e quadro branco.

Desenvolvimento:
* Definir a evoluta de uma curva plana parametrizada por meio do centro de curvatura;
* Relacionar a evoluta com os pontos singulares da curva dada;
* Selecionar uma curva e encontrar a sua evoluta.

Atividade proposta:

1. Encontre a evoluta da elipse dada por

4cost
, t€]0,2m).
2sent

™=

—~
~

~—
I

Desenhe as duas curvas. Caso a evoluta possua ponto(s) singular(es), identifique para

qual(is) valor(es) de ¢ esse(s) ponto(s) ocorre(m).

18" AULA

Tema: Curvas paralelas.

Objetivo: Generalizar a ideia de paralelismo para uma curva qualquer.
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Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
* Explicar o significado de curvas paralelas a uma outra curva dada;
* Definir, algebricamente, curva paralela, exibindo sua representacdo geométrica;
* Apresentar uma figura contendo curvas paralelas a uma dada curva;
» Apresentar resultados que relacionam caracteristicas da paralela com propriedades geomé-

tricas da curva dada.

19" AULA

Tema: Curvas paralelas.
Objetivo: Utilizar os conceitos estudados e encontrar a paralela a uma curva paramétrica dada.
Materiais: Computador, projetor e quadro branco.
Desenvolvimento:
* Apresentar uma curva, encontrar sua evoluta e sua paralela, e, ao final, desenhd-las em um
mesmo plano.
1. (Projeto final): analise as curvas estudadas até agora e escolha uma para:
a) encontrar a sua evoluta;
b) encontrar a sua paralela;
¢) determinar os valores de d para os quais as paralelas sdo regulares e singulares.
Destaque a paralela limitadora.

d) desenhar, em um mesmo plano, as trés curvas.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao analisarmos os baixos indices alcangados pelo Brasil em programas interna-
cionais que avaliam a educagdo, é possivel termos uma ideia dos fatores que levam a esse
desempenho insatisfatério. Alguns exemplos sdo: infraestrutura e recursos das escolas insu-
ficientes; desvalorizacdo dos professores e, em consequéncia, desmotivacdo para a formagao
continuada; metodologias ineficazes, dentre as quais hd o predominio das aulas expositivas; entre
outros.

Levando em consideracdo que é notdria a presenca desses fatores na educagdo publica
brasileira, e que ndo existe perspectiva para mudangas, a tendéncia é que o pais continue a ocupar
as ultimas posicoes do ranking nesse quesito.

Apesar da proposta presente neste trabalho ndo ter sido colocada em prética, espera-
se que ela estimule o professor-leitor a utilizar os recursos tecnolégicos disponiveis, bem como
a praticar conteudos que, hoje, ndo estdo presentes nos parametros curriculares do pais, mas
que pertencem aos programas dos que se encontram nas primeiras posi¢cdes do mesmo ranking.
A prépria BNCC fala em “exercitar a curiosidade intelectual” nos estudantes, na segunda
competéncia geral do ensino médio. Entdo, que de alguma forma isso seja feito.

Sabe-se que a énfase dada a algebrizacdo dos conceitos € prejudicial no processo
de aprendizagem. O estudante precisa, literalmente, visualizar aquele objeto de estudo, e as
tecnologias digitais estao af para isso.

Além da utilizacdo durante a aula, que o contetdo sobre a ferramenta TikZ sirva
de inspiragdo para que os professores elaborem seu préprio material didético; e que propicie
novas possibilidades para trabalhos futuros, que tratem dessa tematica. Por experi€ncia prépria,
utilizando TikZ hd quase dez anos, sempre existe algo novo para se aprender, com a vantagem de
os manuais estarem disponibilizados de forma gratuita.

Por fim, com relagdo ao conteido da Geometria Diferencial, fica a sugestdo para
futuras pesquisas de se elevar em uma unidade a dimensao do espaco que aqui serviu de

referéncia, passando a estudar as superficies paralelas.
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PROPRIEDADES GEOMETRICAS DAS CURVAS
PARAMETRICAS

Tabela 2 — Propriedades geométricas das curvas paramétricas

Propriedade Expressao Descricao
(1) EORI0)
r'(r) (x'(1),y (1)) vetor velocidade (tangente), 1* derivada
r’ (1) (x"(1),y" (1)) vetor aceleragdo, 2* derivada
() (—Y/(2),x'(1)) vetor normal, ¥/ () rotacionado de 90°
v(t)? X ()2 +y (1) velocidade escalar
D(r) —x"(0)y'(t) + X' (t)y" (t) determinante
t(r) ! X(t),y (1)) vetor tangente unitdrio
* YO :
n(r) ! —y'(1),X (1)) vetor normal unitério
- xX()> 4y (1) ’
(W (¢t "W (1
(1) XEN(E) +X(0y7() velocidade angular
X))
X(0)?+y (1) snci
o(1) Ty O 12 O 0 frequéncia angular
o / / 1
K(t) XY () +x 1)y (1) curvatura
V()2 +y(1)?)?
/ t 2 / t 2)\3
p(t) VEO?+y (1)) raio de curvatura
—x"(0)y' () + X' ()" (1)
c(1) r(t)+p(t)-n(t) =r(t)+ (1) T (1) evoluta (centro de curvatura)

derivada da evoluta
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Tabela 3 — Propriedades geométricas de um circulo

Propriedade Expressao Propriedade Expressao
_ cost , _ —sent
r(t) -7 (sent) r'() -7 ( cost >
" __[cost — . (cost
(1) - 7 (sent) r() - ’ (sent)
v(t)? = r? D(t) = r?
—sent cost
t) N ( cost ) n(r) - (sent)
o(t) = 1 o(t) = 1
1
k(1) = . p(1) = r

« = (o) «o - (o)

Fonte: O autor (2021)



131

Tabela 4 — Propriedades geométricas de uma pardbola

Propriedade Expressao  Propriedade Expressao

(0 = afy)  ro = )
) = Za((l)> o) = 2a<_tl>

v(t)? = 4d*(P+1) D(r) = —4a*
T )
o) = o o) = D)
0 = pmew PO = 2/
o = o) 0 = e )

Fonte: O autor (2021)
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Tabela 5 — Propriedades geométricas de uma elipse

Propriedade Expressao Propriedade Expressao
B acost , B —asent
r(t) o <bsent> () o ( bcost )
(1) _ _ [acost #(0) _ [ bcost
= o bsent = o asent
v(t)? = a®sen’t + b* cos’t D(r) = ab
1 — —1
(1) _ ( asent) n(r) _ (bcost)
VaZsen2t +b%cos?t \ bcost Va?sen?t +b2cos?t \asent
(1) B ab ®) B a’sen’t +b*cos’t
B a’sent + b2 cos?t ¢ B ab
ab (a®sen’t +b*cos? t)%
K(t) = 3 p (t) = b
(a?sen?t + b?cos’t)? a
0 - P12 [ beosdt ¢ B _3a2 —b? sentcost bcost
€ N ab \—asen’t = B ab asent

Fonte: O autor (2021)
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Tabela 6 — Propriedades geométricas de uma hipérbole

Propriedade Expressao Propriedade Expressao
r(t) _ Facosht v(r) _ +asenht
- bsenht - bcosht
+acosht — —bcosht
/! _ —
(1) = < bsenht ) £ - <iasent)
v(t)? = a®senh®t +b*cosh? ¢ D(t) = Fab
€0) - 1 (:i:a senht> n(r) B 1 (—bcosht>
- Va2 senh®t + b2 cosh?s \ bcosht B Va2 senh®t + b2 cosh?s \Fasenht
(1) _ - ab ) _ - a*senh?t + b?cosh?¢
B a?senh’r + b2 cosh?t ¢ B ab
ab (a*senh?t + b? cosh?¢) 3
K(t) = 5 PNE P (t) = + b
(a%senh*t + b2 cosh”t)2 a
232 3 2 52
a”+b° (+bcosh’t , a“+b +bcoshr
e(t) B ab <—a senh? t) ) = 3 senht cosh <—a senht)

Fonte: O autor (2021)
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Tabela 7 — Propriedades geométricas de uma cicloide

Propriedade Expressao Propriedade Expressao
_ 1 —sent / _ 1 — cost
r(t) - d (1 — Cost) r() - d ( sent )
I o sent ~ . —sent
() a g (cost) () - d (1 — cost)
v(1)? = 2r2(1 —cost) D(t) = r?(cost — 1)
1 — 1 _
0 _ (1 cost) n(r) _ ( sent )
2(1 —cost) sent 2(1 —cost) \1 —cos?
1
o(r) = —5 o(1) = -2
—1
K(t = t = —24/2r-+/1—cost
) 2/2r-\/1—cost plt)
_ I +sent / B 1+ cost
<(t) - d (cost — 1) c(t) - d ( —sent )

Fonte: O autor (2021)
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Tabela 8 — Propriedades geométricas da hipotrocoide

Propriedade Expressao Propriedade Expressao
(1) = r{e(r) —Ag(81)} r'(t) = r6{f(t) + Ah(61)}
() = r6{—e(r) +15g(61)} F(1) = ré{—e(t) - 1g(81)}
v(r)? = 282{1+A%—2Acos((8 + 1))} D(1) = 282{1 - A28 +A(8 —1)cos((8+1)r)}
W = (1) + Ah(57) W = e(r) + Ag(31)

VIT+A2 =22 cos((6 +1)1)} B V{T+A2 =22 cos((6 + 1)1)}

1—=A28 +A(8 —1)cos((8§+ 1))
1+A%2—2Acos((8+1)1)

1+A%—2Acos((8+ 1))
1—A28+24(8 —1)cos((6+1)t)

B L_1*&25+k(571)cos((5+1)t) _ .
e MR/ [ B E I Re(F-NuyE Py = 8

VIT+ A2 =2%cos((8+ 1)
"1—228+ (8 —1)cos((8+1)1)

(1) = r{8(1—e@)e(r) —A(1+5¢(1))g(51)} 40 = {1 - @) +A(1+5¢(1)h(5) — ¢'(t)(e(r) +A5(51))}

Fonte: O autor (2021)

Tabela 9 — Propriedades geométricas da epitrocoide

Propriedade Expressao Propriedade Expressao
x(r) = r{Se(t) — Ae(61)} r'() = r&{f(r) — A£(61)}
(1) = r6{—e(t) +Ade(51)} F(1) = ré{—e(t) +Ae(o1)}
v(t)? = 282{1+A%—2Acos((§ —1)t)} D(t) = P82{1+ A28 —A(8+1)cos((6 —1)1)}

£(t) — A£(S1)
VI +AZ—2Acos((8 — 1))}
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Fonte: O autor (2021)
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APENDICE B - CODIGOS TIKZ DE ALGUMAS FIGURAS

Na elaboragdo das figuras, foram utilizados, no predmbulo, os pacotes tikz,
tkz—-fct, tkz—euclide, graphicx e xcolor, e a seguinte biblioteca, que possui a

funcionalidade de realizar calculo nos comandos:

\usetikzlibrary{math}.

Cddigo-fonte 2 — Catendria (Figura 2.3)

o)

1 |[\begin{figure} [H] % Ini'cio do ambiente figure. Exige que a
figura fique naquele lugar (Here).

[¢)

>|\caption{Catenaria} % Nomeia a figura.

[

3|\centering % Centraliza a figura.
4{\begin{tikzpicture}[scale=.8] % Ini'cio do desenho da figurea,
reduzida em 20%.

5(\tkzInit [xmin=-3, xmax=3,ymin=-.5,ymax=4] % Define os
comprimentos dos eixos coordenados.

6 | \tkzDrawX[label=S$x(t)$,noticks] % Desenha o eixo x, sem
marcacoes dos pontos, e o nomeia com x(t).

7| \tkzDrawY[label=Sy (t) $,noticks] % Desenha o eixo y, sem
marcacoes, e o nomeia com y(t).

s |\tkzFctPar[color=blue,domain=-3:3]{t}{cosh(t)} % Desenha a
curva no domi'nio definido, em azul. Entre as primeiras
chaves, vai x(t), e, depois, y(t).

9o |\end{tikzpicture} % Te'rmino do desenho da figura.

10 |\legend{Fonte: O autor (2021)} % Coloca a fonte embaixo da
figura.

11| \label{fig:catenaria} % Da' um ro'tulo “a figura, para que

possa ser referenciada por meio dos comandos \ref{label}

ou \autoref{label}.

2 |\end{figure} % Fim do ambiente figure.

Fonte: O autor (2021)
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Cddigo-fonte 3 — Cicloide (Figura 2.13)
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\begin{tikzpicture}

\tikzmath{\r=2;} % Raio da circunferencia que gira.
\tikzmath{\t=60;} % Angulo t, em graus.

\tikzmath{\tr=\t*pi/180;} % Angulo t, em radianos.

\tkzDefPoint (0,0) {0} % Define a origem.

% Coordenadas de C
\tikzmath{\xc=\r*\tr; }
\tikzmath{\yc=\r;}

\tkzDefPoint (\xc, \yc) {C}

% Coordenadas de P
\tikzmath{\xp=(\r* (\tr-sin(\t)));}
\tikzmath{\yp=(\r*(l-cos(\t)));}
\tkzDefPoint (\xp, \yp) {P}

% Coordenadas de A
\tikzmath{\xa=\xp; }
\tikzmath{\ya=0;}
\tkzDefPoint (\xa, \ya) {A}
% Coordenadas de B
\tikzmath{\xb=\xc;}
\tikzmath{\yb=0;}
\tkzDefPoint (\xb, \yb) {B}
% Coordenadas de D
\tikzmath{\xd=\xc; }
\tikzmath{\yd=\yp;}

\tkzDefPoint (\xd, \yd) {D}
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[}

\tkzInit[xmin=-.5,xmax=2.2+pi*x\r,ymin=-.5,ymax=2*«\r+.5] % Define os
cumprimentos dos eixos coordenados.

\tkzDrawXY [noticks] % Desenha os eixos.

\draw[dotted] (C) circle (\r); % Desenha a circunferencia de centro
C e raio r, pontilhada.

\node at (\xc,2+\r+.3) {$\mathcal{C}$}; % Da' nome "a circunferencia

\tkzFillAngle[size=.3, fill=gray!20] (P,C,B) % Desenha o angulo PCB,
em cinza.
\tkzLabelAngles[pos=.45] (P,C,B) {\footnotesize{$t$}} % Nomeia o

angulo PCB, com t.

\tkzMarkRightAngle[size=.2,fill=gray!20] (P,D,C) % Desenha o angulo

reto PDC.

\draw[red] (P) arc [start angle = 270-\t, end angle = 270, radius =
\r]; % Pinta o arco PB, em vermelho.

o

\draw[red] (0) —-- (B); % Pinta o segmento AB, em vermelho.

% Desenha e nomeia pontos O, C, P, A, B e D. Dependendo do angulo
declarado, sera' necessa'rio alterar as localizacoes dos nomes
dos pontos C e D.

\fill (O) circle (1.5pt) node[below left]{$0S$};

\fill (C) circle (1.5pt) nodel[right]{S$SCS};

\fill (P) circle (1.5pt) node[above] {$PS$};

\fill (A) circle (1.5pt) nodel[below] {SAS};

\fill (B) circle (1.5pt) node[below] {$BS};

\fill (D) circle (1.5pt) node[right]{S$DS$};

\draw[dotted] (A) —-- (P) —— (D) —— (B); % Desenha os segmentos
pontilhados.
\draw[dotted] (C) -—- (D);

\draw (C) —-- (P) nodelabove, midway]{$r$}; % Desenha o segmento CP,




59

60

61

62

139

raio da circunferencia, e coloca o seu comprimento, r, acima e

centralizado.

\tkzFctPar[color=blue,domain=0:2.2xpix\r] { (\r* (t-sin(t))) }{ (\rx(1-

cos(t)))} % Desenha a curva.
\end{tikzpicture}

Fonte: O autor (2021)
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Codigo-fonte 4 — Hipotrocoide (Figura 2.18)

\begin{tikzpicture} [scale=.8]

\tikzmath{\R=5;} % Raio da circunferencia maior.

\tikzmath{\r=1.5;} Raio da circunferencia menor.

o\°

\tikzmath{\d=2;} % Distancia de C a P.
\tikzmath{\t=190;} % Angulo t, em graus.

\tikzmath{\de=((\R-\r)/\r);} % Delta.

% Coordenadas de C
\tikzmath{\xc=(\R-\r)*cos (\t);}
\tikzmath{\yc=(\R-\r)*sin (\t);}

\fill (\xc,\yc) circle (1.5pt) node[above] {$SCS};

% Coordenadas de P
\tikzmath{\xp=(\R-\r) *cos (\t)+\d*cos (\dex\t) ; }

\tikzmath{\yp=(\R-\r)*sin (\t)-\d*sin (\dex\t);}

\draw (\xp,\yp) —-- (\xc,\yc) node[midway,left] {$dS};

\draw (0,0) circle (\R);

\draw (\xc,\yc) circle (\r);

\tkzInit [xmin=-\R-.5, xmax=\R+.5, ymin=-\R-.5, ymax=\R+.5]
\tkzDrawX[label=$Sx (t)$, noticks]

\tkzDrawY[label=Sy (t)$, noticks]
\tkzFctPar[color=blue,domain=0:6xpi] { ((\R-\r) *cos (t)+\d*cos (\dext))

J{((\R-\r) *sin(t)-\d*sin (\dext)) }

\fill (\xp,\yp) circle (1.5pt) node[below,xshift=—.1cm] {S$PS};

\end{tikzpicture}

Fonte: O autor (2021)
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Cédigo-fonte 5 — Elipse, paralelas e evoluta (Figura 4.12)

\begin{tikzpicture} [scale=.5]

\tikzmath{\a=2;}

\tikzmath{\b=4;}

\tikzmath{\mi=((\a*\a)/\b);} % Valor de d da paralela limitadora
menor

\tikzmath{\ma=((\bx\b)/\a);} % Valor de d da paralela limitadora

maior

\tkzInit [xmin=-\ma, xmax=\ma, ymin=— (\b+1), ymax=\b+1]
\tkzDrawX[label=$x(t) $, noticks]

\tkzDrawY[label=$y (t)$, noticks]

\tkzFctPar[color=blue,domain=0:2xpi] { (\axcos(t)) }{ (\b*sin(t))} %

Desenha a elipse em azul.

\foreach \d in {-1,-.5,.5,1.5,2,...,7.5,8.5}{
\tkzFctPar[color=red,domain=0:2xpi] { ((\axcos (t))—-(((\d*\bxcos(t)))

/(sgrt (\ax*2xsin(t) *»*2+\b**2*cos (t)xx2)))) }{ ((\bxsin(t))-(((\d

o\°

*\axsin(t)))/ (sgrt (\a*x*2xsin (t) **2+\b*xx2xcos (t)*%2)))) }}

Desenha as paralelas em vermelho.

\foreach \1 in {\mi,\ma}{

\tkzFctPar [color=purple,domain=0:2*pi] { ((\axcos(t))—(((\1lx\bxcos (t)
)) / (sgrt (\ax*2xsin (t) **2+\bx*x2xcos (£) **2)))) }{ ( (\b*sin(t))—(((\
1x\a*sin(t)))/ (sgrt (\a**x2*sin(t) **x2+\b**x2xcos (t) **x2))))}} %

Desenha as paralelas limitadoras em roxo.

\tkzFctPar[color=orange,domain=0:2+pi] { (( (\a*x*x2-\bxx2) /\a) cos (t)
*x3) }{ (((=\ax*x2+\bx*x2) /\b) *sin(t) *x3)} % Desenha a evoluta em
laranija.

\end{tikzpicture}

Fonte: O autor (2021)
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Cédigo-fonte 6 — Hipocicloide, paralelas e evoluta (Figura 4.16)

\begin{tikzpicture} [scale=.35]

\tikzmath{\R=5;}
\tikzmath{\r=1;}

\tikzmath{\de=((\R-\r)/\r);}

\tkzInit[xmin=- (\R+4), xmax=\R+3.3, ymin=— (\R+4), ymax=\R+4]
\tkzDrawX[label=$x (t) $, noticks]

\tkzDrawY[label=Sy (t)$, noticks]

\tkzFctPar[color=blue,domain=0:2xpi] { ((\R-\r) *cos (t)+\r*cos (\dext))
F{((\R=\r)*sin(t)-\r*sin(\dext))} % Desenha a hipocicloide em

azul.

\foreach \n in {0,1,...,\de}{ % Divide o intervalo (0, 2pi) em (
Delta+l) subintervalos de comprimento 2pi/ (Delta+l).

\foreach \d in {-6,-5,...,-1,1,2,...,6}{ % Valores das distancias
das paralelas.

\tkzFctPar[color=red,domain=.4%pix\n:.4*pi* (\n+1)]{ ((\R-\r) *cos (t)
+\rxcos (\dext) - (\d/ (2% (1-cos ( (\R/\r) xt))) «x.5) % (cos (t) —cos (\dex
£))) }{ ((\R-\r)*sin(t)-\r*sin(\dext)-(\d/ (2% (1-cos ((\R/\r) *t)))
*%x.5) % (sin(t)+sin(\dex*t)))}}} % Desenha as paralelas em

vermelho.

\foreach \m in {0,1,...,\de}{

\foreach \1 in {(-(4*\rx\de)/(\de-1)), ((4x\rx\de)/(\de-1))}{ %
Valores das distancias das paralelas limitadoras, uma positiva
e uma negativa.

\tkzFctPar[color=purple,domain=.4*pi+\m:.4*pix (\m+1)]{ ((\R-\r)*xcos (
t)+\rxcos (\dext)—(\1/ (2 (1-cos ((\R/\r) *t))) **.5) x (cos (t)—cos (\
dext))) }{ ((\R-\r) *sin(t) -\rxsin(\de*t)—-(\1/ (2% (1-cos ((\R/\r) xt)
))*%.5) % (sin(t)+sin(\de*t)))}}} % Desenha a paralela limitadora

em Iroxo.
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\tkzFctPar[color=orange,domain=0:2xpi] { ((\R-\r) * ((-\de-1)/(1-\de)) *
cos (t)+\rx ((\de+l) / (1-\de) ) *cos (\dext) ) } { ((\R-\r) * ( (-\de-1)
/(1-\de) ) *sin(t)—-\r* ((\de+1l)/ (1-\de)) xsin(\dext))} % Desenha a

evoluta em laranja.

\end{tikzpicture}

Fonte: O autor (2021)
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APENDICE C - INSTALACAO DO GNUPLOT

O download do programa pode ser feito neste sitio. Ao clicar, serd direcionado para a pagina inicial da

ferramenta, conforme a Figura C.1.
Figura C.1 — Pégina inicial do gnuplot
SOURCEFORGE

Open Source Software Business Software

/Files

gnhuplot

A portable, multi-platform, command-line driven graphing utility
Brought to you by: , . 7

Summary Files Reviews Support Tickets = gnuplot-main

Download Latest Version

Home / gnuplot

Fonte: O autor (2021)

Na aba Files, é disponibilizado o icone de download da versdo mais recente (gp541).

Feito o download, ao clicar no arquivo, serdo apresentadas as seguintes janelas:

Figura C.2 — Idioma para a instalacdo

Select Setup Language X
ape Select the language to use during the
‘s'{){ installation.
English w

Fonte: O autor (2021)

Idioma de instalacdo: dentre as op¢des de idioma, estdo o alemio, o inglés e o mandarim. Escolhida a

lingua, clique em OK. Nesse tutorial, o idioma selecionado foi o inglés.


https://sourceforge.net/projects/gnuplot/files/gnuplot/
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Figura C.3 — Acordo de licenga

2] Setup - gnuplot 5.4 patchlevel 1 - *

License Agreement
Please read the following important information before continuing.

Please read the following License Agreement. You must accept the terms of this
agreement before continuing with the installation.

* Copyright 1986 - 1993, 1998, 2004 Thomas Wiliams, Colin Kelley
*Permission to use, copy, and distribute this software and its

* documentation for any purpose with or without fee is hereby granted,
* provided that the above copyright notice appear in all copies and

* that both that copyright notice and this permission notice appear
* in supporting documentation,

* Permission to modify the software is granted, but not the right to
* distribute the complete modified source code. Modifications are to W

@ I accept the agreement
()1 do not accept the agreement

Fonte: O autor (2021)

Acordo de licenca: termos de utilizacdo da ferramenta. Selecione I accept the agreement e

clique em Next.

Figura C.4 — Informagéo

[l2] setup - gnuplot 5.4 patchlevel 1 = x

Information
Please read the following important information before continuing.

When you are ready to continue with Setup, dick Next.

{This iz gnuplot version 5.4 -- binary distribution for Windows ~

gnuplot is @ command-ine driven interactive function plotting utility

for Linux, 05X, Windows, VMS, and many other platforms. The software is
copyrighted but freely distributed (i.e., you don't have to pay for it).

It was originally intended as graphical program to allow sdentists

and students to visualize mathematical functions and data.

gnuplot handles both curves (2 dimensions) and surfaces (3 dimensions).
Surfaces can be plotted as a mesh fitting the spedfied function, floating

in the 3-d coordinate space, or as & contour plot on the x-y plane.

For 2-d plots, there are also many plot styles induding lines, points,

boxes, heat maps, stacked histograms, and contoured projections of 30 data.

P T ] Ty O (B (B Qe T BN [ e i e SR S A G G e |1 () Y

< Back Cancel
Fonte: O autor (2021)

Informacio: contém informagdes importantes sobre o gnuplot. Ao concluir a leitura, clique em Next.
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Figura C.5 — Pasta de destino

[ setup - gnuplot 5.4 patchlevel 1 = it

Select Destination Location
Where should gnuplot be installed?

Setup will install gnuplot into the following folder.

To continue, dick Mext. If you would like to select a different folder, dick Browse.,
2 Program Files\gnuplot

Browse...

At least 97,9 MB of free disk space is reguired.

< Back Cancel
Fonte: O autor (2021)

Escolha do destino: devera ser selecionada a pasta onde serdo salvos os arquivos da instalacdo. E

requerido, pelo menos, 97,9 MB de espaco em disco. Escolhida a pasta, clique em Next.

Figura C.6 — Componentes

[i2] setup - gnuplot 5.4 patchlevel 1 = x

Select Components
Which compaonents should be installed?

Select the components you want to install; dear the components you do not want to
install. Click Next when you are ready to continue.

Full installation

gnuplot Core Companents

95,2 MB
gnuplot Documentation 3,8 MB
gnuplot Demos 1,0 MB
Third Party License Information 0,6 MB
|:| Japanese Language Support 1,4MB

Current selection requires at least 103,1 ME of disk space.

< Back Cancel
Fonte: O autor (2021)

Selecao de componentes: deverdo ser instaladas as componentes da ferramenta. Recomenda-se a
instalagdo Full installation. Para essa sele¢do, é necessdrio espaco de, pelo menos, 103,1 MB.

Clique em Next.



147

Figura C.7 — Atalho

2] Setup - gnuplot 5.4 patchlevel 1 - *

Select Start Menu Folder
Where should Setup place the program's shortouts?

\J Setup will create the program's shartcuts in the following Start Menu folder.
[

To continue, dick Next. If you would like to select a different folder, dick Browse.

m Browse...

[]Don't create a Start Menu folder

Fonte: O autor (2021)

Criacao de atalho: caso queira, podera ser criado um atalho do programa no menu Iniciar. Se ndo quiser,

desmarque a caixaDon’t create a Start Menu folder. Clique em Next.

Figura C.8 — Tarefas adicionais

2] Setup - gnuplot 5.4 patchlevel 1 . *

Select Additional Tasks
Which additional tasks should be performed?

Select the additional tasks you would like Setup to perform while installing gnuplot,
then didk Next.

(®) Don't change my GNUTERM environment variable ~
Other tasks:
[m] set file assodations:
Associate gnuplot with the .plt file extension
Associate gnuplot with the .ap file extension
Assodate gnuplot with the .gpl file extension
[] Assodate gnuplot with the .dem file extension
Add application directory to your PATH environment variable

Fonte: O autor (2021)

Selecao de tarefas adicionais: poderio ser instaladas fungdes adicionais. Recomenda-se manter a

marcagdo das caixas de didlogo. Apds, clique em Next.
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Figura C.9 — Instalagdo

[E2] Setup - gnuplot 5.4 patchlevel 1 - x

Ready to Install
Setup is now ready to begin instaling gnuplot on your computer.,

Click Install to continue with the installation, or dick Back if you want to review or
change any settings.

Destination location: ~
C:\Program Files\gnuplot

Setup type:
Full installation

Selected components:
gnuplot Core Components
gnuplot Documentation
gnuplot Demos
Third Party License Information

Start Menu folder: b4

< Back Cancel

Fonte: O autor (2021)

Pronto para a instalacio: ultima janela a ser exibida. Sao mostradas as selecdes feitas nas janelas
anteriores. Se tiver de acordo, clique em Install.

Por fim, um dltimo procedimento a ser realizado no TeXmaker. A partir de (1), siga 0s passos:
Opgdes >Configurar o Texmaker

Em seguida, serd exibida a janela abaixo:

Figura C.10 — Configuragcao

B Configurar Texmaker ? X
Comandos (% : arquivo sem extens3o - @ : nimero da linha)
LaTeX latex 4nteraction=nonstopmode %.tex B
PdfLaTex |pdfiatex -synctex=1 -nteraction=nonstopmode %, tex | fl
Use a "build” subdirectory for output files
XelaTeX |xelatex -synctex=1 -interaction=nonstopmode %.tex P | LualaTeX |lualatex -interaction=nonstopmode %. tex ]
Latexmk synctex=1 -nteraction=nonstopmode/” -pdf %a.tex | | ™1 Leitor de Dvi
Bib(a)tex bibtex ¥ i "C:/Program Files/MikTeX 2.9/miktex/bin/x64fyap.exe” %.dvi| | [
Editor Makeindex  |makeindex Ye.idx ]
Leitor de PS
e dvip=chdonioais; o Saps S di E “C:/Program Files/Ghostgum fgsview /gsview32.exe” %.ps el
0 e Dvipdfin  |dvipdfm %.dvi B
Atalhos ps2pdf ps2pdf %e.ps e Leitor de Pdf
@) Built-n Views
metapost mpost —interaction nonstopmode ] ot
V| Embutir
Asymptote  am Files/MiKTeX 2.9/miktesx/bin/x64/asy. exe” %.asy | | F1
External Viewer
ghostsaipt | "C:/Program Files/gs/gsg. 21/binfgswin32c.exe”™ = -
36)Adobe facrobat Reader DC/Reader fAcroRd32.exe” %.pdf | |
RSweave  am Files/R/R-2.13.2/bin/R.exe CMD Sweave %.Rnw | | &1
|p options for the printer
Launch the "Clean” tool when exiting Texmaker
-
| oK Cancel

Fonte: O autor (2021)

Em PdfLaTeX, acrescente ——enable-writel8 e clique em OK. O objetivo desse procedimento é

permitir ao editor “chamar” programas externos.
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