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Resumo
Abordaremos de maneira geral, o conteido de trigonometria estudado no ensino
médio, destacando as propriedades trigonométricas, defini¢oes e situacoes problemas
envolvendo as razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente. Faremos também, uma
relacao entre teoria e pratica envolvendo problema hipotéticos e problemas do coti-
diano, trabalhando modelos matematicos, representacoes geométricas. Utilizaremos o
software GeoGebra como ferramenta de apoio, para construcao de gréficos e figuras

geométricas, destacando algumas propriedades e exemplos.

Palavras-chave

Razoes trigonométricas, Circulo trigonométrico, GeoGebra.
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Abstract
We will approach in general, the content of trigonometry studied in high school,
highlighting the trigonometric properties, definitions and problem situations involving
the sine, cosine and tangent trigonometric ratios. We will also make a relationship
between theory and practice involving hypothetical and everyday problems, working
with mathematical models, geometric representations. We will use the GeoGebra soft-
ware as a support tool for the construction of graphs and geometric figures, highlighting

some properties and examples.

Keywords

Trigonometric ratios, Trigonometric circle, GeoGebra.
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Introducao

O estudo da trigonometria remonta ao astronomo grego Hiparco de Rodes (190-120a.C.).
Assim como outros astrénomos gregos, Hiparco pretendia encontrar um modelo que
descrevesse o movimento dos astros e dos planetas. Relacionando angulos e cordas
(tracadas em uma circunferéncia), ele pretendia trabalhar com angulos, sendo possivel
calcular as posicoes presentes e futuras de astros e planetas. E assim, varios estudos
a respeito da trigonometria foram surgindo ao longo dos anos, com varios estudiosos
como Caudius Ptolomeu (85-165 d.C.) até chegarmos & fun¢ao seno com Leonhard Eu-
ler (1707-1783) no século XVIIIL. Na atualidade, o estudo da trigonometria apresenta
varias aplicacoes e em diversas areas. [1]

A ideia principal deste projeto nao é esgotar todo o contetdo relacionado a tri-
gonometria, muito menos criar uma férmula méagica de ensinar mateméatica. O que
pretendemos é elaborar, de maneira bem dinamica, relacionando a teoria e a pratica,
propiciando um aprendizado prazeroso e saudavel, construindo o conhecimento e ofe-

recendo meios para que o aluno possa caminhar sozinho.

Justificativa

Ao longo dos anos, atuando como professor no ensino médio e também no ensino su-
perior, deparei com grandes desafios relacionados ao ensino. O maior deles enfrentado
foi ensinar trigonometria, pois os alunos apresentavam muita dificuldade no entendi-
mento do conteiido devido a assimilacao simultanea a geometria e & medida de angulos
e (ou) arcos, uma vez que a compreensao das razoes trigonométricas gerava bastante
confusao. Principalmente relacionar seno, cosseno e tangente no circulo trigonomé-
trico. Esta dificuldade apresentada, pela maioria dos alunos do ensino médio no estudo
da trigonometria, ¢ caracterizada em avaliagoes internas (escola) e externas,(SAEB
2009, pagina 86). Nesta ultima, 30% dos respondentes acertaram a resposta de uma
questao referente a razoes trigonométricas, demosntrando um baixo rendimento com

relagdo ao desempenho de 4,7 no IDEB - 2019 das escolas estaduais de Goias (fonte:
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http://portal.inep.gov.br /web/guest /educacao-basica/ideb /resultados, acessado em 18
de outubro de 2020. Diante destas situacoes relacionadas, pretendemos abordar de
maneira bem dinamica, conjecturando e explanando as diversas ligacoes entre a trigo-
nometria e a realidade, apresentando defini¢oes, explorando exercicios e interagindo o
contetido propriamente dito com o uso de tecnologia, através do software geométrico:

Geogebra.
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Objetivos

Objetivos Gerais

Pretendemos apresentar razoes trigonométricas, estabelecer as principais propriedades,

discutir problemas cotidianos, exercicios de olimpiadas, provas de vestibulares e con-

cursos envolvendo trigonometria. Utilizaremos o software GeoGebra, explorando os

principais conceitos.

Objetivos Especificos

1.

Definir medida de angulos e arcos;

Definir ciclo trigonométrico;

Definir as razoes trigonométricas no ciclo trigonométrico;

Utilizar o GeoGebra para compreender o ciclo trigonométrico;
Demonstrar a relacao fundamental da trigonometria: sen?a + cos’a = 1;
Demonstrar as principais identidades trigonométricas;

Demonstrar a lei dos senos e a lei dos cossenos e suas aplicacoes;

Definir as funcoes circulares

Resolver problemas aplicando o GeoGebra.

No Capitulo 1, recordaremos os conceitos, defini¢oes e teoremas relacionados a tri-

gonometria, tais como medidas de angulos e razoes trigonométricas. No Capitulo 2,

definiremos o circulo trigonométrico, as razoes trigonométricas seno, cosseno, tangente,

adicao e subtracao de arcos, a Lei dos senos e a Lei dos Cossenos. No Capitulo 3, fare-

mos uma breve apresentacao do GeoGebra e trataremos de varios exemplos aplicando

este software.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Medida de angulos e arcos

Neste capitulo definiremos os principais conceitos relacionados a trigonometria, abor-
dando de maneira simples e estratégica. Utilizaremos exemplos para uma melhor vi-

sualizacao das defini¢coes e teoremas.

1.1.1 Graus, grado e radianos

Considere o angulo reto, como sendo o angulo formado pela quarta parte do angulo
de 1 (uma) volta. Assim, na geometria, podemos medir os dngulos a partir do angulo
reto. Para isso, divida o angulo reto em 90 partes iguais. Cada uma destas partes
corresponde a 1 grau [9]. Ao dividir 1 grau em 60 partes iguais, cada uma destas
partes corresponde a 1 minuto, e dividindo 1 minuto em 60 partes iguais, temos 1
segundo em cada uma destas partes. Os simbolos 1°, 1’ e 17 sdo usados para denotar
o grau, o minuto e o segundo, respectivamente. Veja na figura 1.1 .

Fazendo o raciocinio inverso, temos que 60 segundos (60”) equivale a 1 minuto, 60

Figura 1.1: Grau, minuto e segundo
1° ,
<4— @: 1
L
90
-
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Figura 1.2: Angulo central e o Radiano
B

minutos (60’) equivale a 1 grau (1°) e 90 graus (90°) equivale a um angulo reto. Assim,
teremos a base sexagesimal para tratar de medidas de angulos em graus.

A base sexagesimal nao é a tnica forma de medir angulos, um outro sistema criado
foi o sistema centesimal, ou francés. Neste sistema, o angulo reto é dividido em 100
partes iguais, chamado de grado. Cada grado ¢é dividido em 100 minutos, e cada minuto
é dividido em 100 segundos.

Os simbolos 19, 1’ e 17 sao usados para denotar grado, minuto e segundo, respecti-
vamente. Sendo, 100 segundos (100”) equivalente a 1 minuto (1’), 100 minutos (100)
equivalente a 1 grado (1g) e 100 grados equivale a um angulo reto.

E bastante plausivel que teremos angulos maiores que o angulo reto, é claro, angulo
de 150° por exemplo. Ao estudar o circulo trigonométrico, no Capitulo 2, vamos
encontrar valores maior que 360°, que serao congruentes a um angulo entre 0° e 360°,
que trataremos detalhadamente.

Um terceiro sistema de medidas de angulos foi elaborado a partir do raio da cir-
cunferéncia construido sobre o arco de comprimento igual ao raio. E este sistema é
bastante usado nos varios ramos da matemaética [9], chamdo de radiano. Que veremos
a seguir.

Considere uma circunferéncia C' de raio r e centro O. Seja AP um arco em C de
comprimento r. Tomemos os segmentos OA e OP. O angulo central o = AOP ¢ o
angulo de 1 radiano, veja na Figura 1.2. A notacao utilizada para o radiano é 1¢,[9],

que indica o angulo de 1 radiano, embora trataremos o angulo de 1¢ apenas por 1rad.

Teorema 1. A razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu didmetro €

tqual a uma constante.

Demonstracao. Considere dois circulos concéntricos de centro O. Inscreva no circulo

maior um poligono regular A;As--- A, de n lados. Seja aj,as,--- ,a, a interseccao

18



Figura 1.3: O ntmero 7

do circulo menor com os segmentos OA;, OA,, ---OA,, respectivamente. Veja Figura
1.3 . Em seguida, considere o poligono formado por ajas, asas, - - -,a,_1a,, note que
ai,as, -+ ,a, ¢ um poligono regular de n lados inscrito no circulo menor, conforme

Figura 1.3.

Agora veja que Oa; = Oag e OA; = OAs, por construgao. Logo, usando semelhanca

de triangulos temos:

\}

AlAy,  OA;

@ma;  Oay
Além disso, o poligono A; As - - - A, sendo regular, seu perimetro, ou seja, a soma de
seus lados, & igual a n- A1 A. Da mesma forma para o poligono ajas, asas, - - - ,an_10y.

Portanto, temos:

Perimetro do poligono A;--- A, n- A As B A As B OA,

(1)

Esta equacao acontece qualquer que seja o nimero de lados nos poligonos. Dai,

Perimetro do poligono a; - - - a, n.a1 0y a0y Oa,

quando o nimero de lados tende a infinito, em ambos os poligonos, teremos que o
perimetro do poligono A; --- A, serd igual ao comprimento da circunferéncia maior e
o perimetro do poligono a; - - - a, serd igual ao comprimento da circunferéncia menor.

Usando a equagao (1), temos:

Comprimento da circunferéncia externa  OA

Comprimento da circunferéncia interna Qg

Raio da circunferéncia externa

Raio da circunferéncia interna

19



Logo,

Comprimento da circunferéncia externa ~ Comprimento da circunferéncia interna

Raio da circunferéncia externa Raio da circunferéncia interna

Uma vez que nao houve qualquer restricaio quanto ao tamanho das duas circunfe-
réncias, entao a razao

Comprimento da circunferéncia

Raio da circunferéncia
¢ a mesma para todas as circunferéncias.

Logo, a razao entre o comprimento da circunferéncia e o raio é uma constante, assim

como para o didmetro, uma vez que o diametro é o dobro do raio. O

. C : : . .
Mostramos que a razao 7 onde C' é o comprimento da circunferéncia e d o di-
ametro, é uma constante e é a mesma para qualquer circunferéncia. O valor dessa

constante ¢ denotado pela letra grega m, de modo que pi é um numero.

Corolario 1. A medida do comprimento da circunferéncia € igual a ™ vezes a medida

do seu didmetro ou 2m vezes seu raio.

Demonstracao. Temos no Teorema 1 que a razao entre o comprimento C' e o diametro

d é uma constante. Seja 7 essa constante. Dai,

C
— =T
d
C JR—
o
Logo,
C=2m-r

]

Sabemos que o valor de ™ nao é um nimero inteiro, nem pode ser expresso na forma
de uma fracao simples, muito menos na forma de uma fracao decimal. O nimero 7
é uma medida incomensuravel, ou seja, um nimero cujo valor nao pode ser expresso
como a razao de dois nlimeros inteiros.

Seu valor, com 8 casas decimais, é

20



3,14159265...

22
A fracdo — é o valor exato de m para duas casas decimais; pois - = 3, 14285....

Um valor mais aproximado de 7, com seis casas decimais, pode ser representado

_ 355 . 395
pela fracao 13 pois e 3,14159203....

Observacao 1. Para representar um dngulo formado por duas semirreta, ou por dois

segmentos, usaremos a notagao:

LAOB.

Onde O ¢é o vértice, OA e OB sao as semirretas ou 0s segmentos que formam o dngulo.
Teorema 2. O dngulo de 1radiano é um dngulo constante.

Demonstracao. Considere AB um arco de um quadrante do circulo, ou seja, um quarto
da circunferéncia. Como o comprimento da circunferéncia ¢ igual a m vezes o compri-
mento do seu didmetro, ou seja 27, entao o comprimento de AB é igual a %, onde r
é o raio da circunferéncia.

Como em uma circunferéncia, a razao entre dois angulos quaisquer é igual a razao

entre os arcos que os contém. Entao,

LAOP AP LAOP _ v _ ZAOP 2
ZAOB ~ jp ~ ZAOB ™ 7 LAOB 7w
AB :

ou seja,

LAOP = 2. LAOB
T

Mas definimos o angulo ZAOP como 1 radiano.

2
Portanto, 1 radiano = — - ZAOB
T

2
1 radiano = —- dngulo reto.
i
Como o angulo reto é um angulo constante e 7 também é constante, logo 1 radiano é
um angulo constante, ou seja, independente do tamanho do ciculo o agulo de 1 radiano,

que representaremos por 1 rad, serd sempre o mesmo. O]

1.1.2 Magnitude do radiano

Vimos anteriormente que 1 radiano é

180°
s

2,
= —Xx angulo reto =
T

21



180°

=== 2 °
3,14159265... 57, 2057795

= 57°17'44, 8" aproximadamente.

‘ 2 T .
Uma vez que um radiano = —Xx dngulo reto, entao, 90° = 5 radianos ou
s

T
§rad. Dai, 180° = 7mrad e 360° = 27rad.
Nao se deve confundir o arco de uma circunferéncia por nao apresentar a unidade

de medida utilizada, pois:

"E necessdrio que o aluno fique atento neste ponto, pois se a unidade, em
termos da qual o dngulo € medido, nao for mencionada, ele deve mentalizar
a palavra "radianos”. Caso contrdrio, ele caird facilmente no erro de supor
que T representa 180°. E wverdade que m radianos € o mesmo que 180°,
mas o proprio ™ € um ndmero, e apenas um numero”. LONEY, SIDNEY
LUXTON, 2018, P.12.

Veremos a seguir como converter a medida de graus em radianos e de radianos em
graus.

Sabendo que 180° = 7rad e usando regra de trés simples, temos:
Exemplo 1. Converta, em radianos, o dngulo de 45°.

Seja x o angulo procurado. Dai,

180° —— 7rad
45° —— «x
Ou seja,
. . 45° - mrad T
180° - x = 45° - wrad. Logo, © = BT =T = Zrad.

70
Exemplo 2. Converta, em graus, o angulo de —rad.

Seja x o angulo procurado. Dai,

180° —— 7rad
¢ — Zrad
3
Ou seja,
2 - mrad = 180° - “rad. Logo, x = 60°rrad =z = 60°.
3 wrad

Exemplo 3. Converta em radianos o dngulo de y°.
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Seja x o angulo procurado. Dai

180° —— 7rad
y—x
Ou seja,
y° - mrad ym
180° - x = ¢° - d. L =>———— =1 ="—rad.
x=9y°-7ra 0go, T 180° T = 1qg®

O mesmo acontece se quisermos converter radianos em graus. Basta isolar o y na
equacao anterior. Daf

B 180°x

Y= rad.

™

1.2 Razoes trigonométricas

Inicialmente vamos considerar apenas angulos menores que 90° para definirmos as
razoes trigonométricas. No Capitulo 2, trataremos dos angulos maiores que 90°.

Considere a semirreta @? , em seguida considere um ponto B fora dela. Trace uma
semirreta O?, formando o angulo XOB. Baixe a perpendicular a partir do ponto
B em relagao a semirreta 072 interceptando-a no ponto A. Temos entao o triangulo
AOB, onde OB ¢ a hipotenusa, AB a perpendicular e OA a base, conforme a Figura
1.4.

Figura 1.4: Triangulo retangulo

.

Vamos definir as razoes trigonométricas no triangulo AOB.

Seja a o angulo X@B, desta forma temos:

, 0 seno do angulo a.

QIS O &
SRS

, 0 cosseno do angulo a.
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, a tangente do angulo a.

, a cotangente do angulo a.

, a cossecante do angulo a.

, a secante do angulo a.

SISES SRS REN(S

Exemplo 4. Dado um tridngulo retingulo ABC' cujos catetos medem 3 e 4, e repre-
sentando os dngulos agudos por a e 3, determine o seno, cosseno e a tangente dos

dangulos o e 3.

Resolucao:

Figura 1.5: Triangulo ABC

B

Veja na Figura 1.5 que temos a medida dos catetos mas nao temos a medida da
hipotenusa. Dai, vamos calcular esta medida, usando o teorema de Pitdgoras. Sendo

assim, denotando a hipotenusa por z, temos:

r? =32 4 42
2 =9+16
2 =25

|z| = v/25, como z > 0.

Logo, x = 5.

Agora, vamos calcular o seno, o cosseno e a tangente dos angulos o e [.
1. Observando o angulo «
(a) sen a =

(b) cosa =

U G
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4
te o = -
(c) tga 3

2. Observando o angulo

(a) senﬁzg
(b) COSﬁZ%
(€) tg ="

1.2.1 Relacoes Fundamentais das razoes trigonomeétricas

Observe que, ao estabelecer uma relacao trigonométrica entre as razoes trigonométricas,

as outras surgem naturalmente.
Considere um triangulo retangulo qualquer ABC', com BAC = 90°, ABC = «,

AB =¢, BC = a e AC = b, conforme Figura 1.6.

Figura 1.6: Triangulo retangulo ABC
C

Usando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC, temos:

b+ 2 = d’ (2)

Dividindo a equacao 2 por a?, temos:

¥
St =1
Ou seja,
(sen @) + (cosa)? =1 (3)

Esta relagao é conhecida como Rela¢do Fundamental da Trigonometria.
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Novamente, dividindo ambos os lados da Equagao (2) por ¢?, temos:

b? a?

Ou seja,

sec’a = 1 + tg’a
Novamente, dividindo a Equagao (2), por b, temos:

2 CZ2

C

Sendo assim,

cossec’a = 1 + cotg?a.

b c
Como sena = — e cosa = —, temos:
a a
b
sen
cosaa  ©
a
Logo,
sen «
tg o =
coS &
Analogamente,
cos «
cotg o = .
sen «

Portanto, as relagdes fundamentais das razoes trigonométricas sao:

e sen’a + cos’a =1

sec?a = 1 + tg2a

o cossec’a = 1 + cotg*a

sen o
o tg =
Cos
COos (v
e cotg o =
sen «
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Capitulo 2

Circulo trigonométrico

Neste capitulo, iremos abordar o comportamento das razoes trigonométricas no circulo

trigonométrico, destacando as propriedades e aplicagoes.

Definicao 1. [7]
Considere uma circunferéncia de centro O e raio unitdario. Em sequida, faca a jun-
cao da circunferéncia com o plano cartesiano, de modo que o centro da circunferéncia

coincida com a origem do plano cartesiano, conforme Figura 2.1 .

Figura 2.1: Circulo trigonométrico

Yy

Defintmos como circulo trigonométrico a circunferéncia, de rato unitdrio, orien-
tada positivamente no sentido anti-hordrio, sendo a origem do circulo a intersecao da
circunferéncia com o eizo das abscissas no intervalo positivo, ou seja, o ponto A(1,0),

conforme Figura 2.2.

Podemos, também, definir o circulo trigonométrico como sendo uma circunferéncia
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Figura 2.2: Circulo trigonométrico

AY
1
+
Ir I
—1 1
[9) 4
x
IIr v
—1

C, orientada positivamente no sentido anti-horéario, a partir do ponto (1,0), e C' =
{(z,y) eR | 2*+y*>=1} dividida em I, I, II] e IV quadrantes.

A seguir, vamos definir o angulo central obtido a partir de um arco no circulo
trigonométrico, donde trataremos com mais rigor na secao 3.3 do Capitulo 3.

De acordo com a definicao dada anteriormente, podemos associar todo nimero
real, entre 0 e 27, a um ponto do circulo trigonométrico. Observe, na Figura 2.4, por
exemplo, que podemos associar o niimero 7w ao ponto C', denominado imagem de w; B

. , 7T m .
é associado ao ntmero 5; eD,a > conforme Figura 2.4.

. 27
O ponto P, associado ao nimero real — pertence a qual quadrante? Pertence ao

IT quadrante. Observe que a volta completa corresponde a 27 e o ponto P equivale a

2 1 s
terca parte de uma volta (— =—- 27r>. J& o ntimero R corresponde o ponto () da

3 3
Figura 2.4 [7].

Figura 2.3: Numeros associados ao circulo trigonométrico

B V\ 3
120°

o\ w
O,
'SE)

Qualquer outro valor de x, com x > 27, corresponde, no sentido anti-horario, a um
percurso de comprimento x, ao final marca-se um ponto P como imagem do niimero

x.
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Definicao 2. Um arco de medida x > 27 € congruente a o, com 0 < a < 2w, quando

conseguimos escrever o arco x da forma o+ 2kw, com k € Z.

Figura 2.4: Numeros associados ao circulo trigonométrico

. , . . m N
Se x = 27, sua imagem é o proprio ponto A; se x = —, podemos escrevé-lo como
2

s ) T .
x = T7-— e sua imagem o ponto D. O ntmero T tem como imagem o ponto P da
97 T 87

. . s .
figura, ja que 1 pode ser escrito como 1 + 7 =1 + 27, ou seja, o arco completa 1

T
volta e termina em E veja na Figura 2.5.

Figura 2.5: Arcos congruentes

9

P a4

45°

Em se tratando de valor negativo de x, o ponto descreve, no sentido horario, um
percurso de comprimento igual a |z|, onde serd marcado o ponto P como imagem do
nimero —z.

O nimero —7 tem como imagem o ponto C, pois o percurso descrito no sentido

., . . ™ ™ .
horério é de meia volta. Enquanto os ntimeros —5 e 7 tém como imagens os pontos
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1
D e P, respectivamente, pois os percursos descritos no sentido horario sao 1 de volta

1
eg de volta, como se observa na Figura 2.6.

Figura 2.6: Arcos negativos

c 45°

o
[
INE!

ST

2.1 Seno e cosseno no circulo trigonométrico

Considere um ponto P pertencente ao circulo trigonométrico, definido anteriormente

seJa A(1,0) o ponto inicial do circulo. Seja a o angulo central formado pelo arco
AP. A partir do ponto P, trace uma reta paralela ao eixo ﬁy, intersectando o eixo das
abscissas no ponto M, em seguida trace uma reta paralela ao eixo ﬁv, intersectando o

eixo das ordenadas no ponto N.

Figura 2.7: Razoes trigonométricas
AY

O quadrilatero OM PN é um retangulo, pois possui os quatro angulos retos. Assim,

temos:
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[ON| = [MP| e [OM| = [NP|.

Seja |[OM| = a e seja |[ON| = b. Vamos determinar as razoes trigonométricas do
angulo «, no triangulo OM P conforme Figura 2.7 :
|OM|

senq = :becosoz:T:a.

Dai, definimos o cos « no eixo 5)75 e 0 sina no eixo 835 Podemos escrever o ponto
P como P(cos a,sin «).

Observe diretamente no circulo trigonométrico que:
sena + cos? a = 1 (Relagao Fundamental da Trigonometria) e

a+ B +90° =180° = B =90 — a, logo
sen(90° — o) = cos(a), (8)

2.1.1 Angulos notaveis

Nesta secao, vamos determinar o seno e o cosseno dos angulos de 30°,45° e 60°, definidos
como angulos notaveis. Para isso, usaremos dois triagulos: um equilatero e outro
retangulo e isosceles.

Primeiramente, considere um triangulo equilatero ABC' de lado [. Sabemos que seus
angulos internos medem 60° ou %, pois a soma dos angulos internos de um triangulo é
igual a 180°, como o triangulo em estudo é o triangulo equildtero, entao ele possui todos
os angulo internos iguais. Em seguida, considere a altura de um dos vértices (vértice
B por exemplo) em relagao ao lado oposto, costruindo uma reta suporte passando pelo
vértice B e perpendicular ao lado oposto (segmento AC neste caso),intersectando no

ponto H, temos: (Figura 2.8)

e AB = lado do triangulo equilatero.

— 1

e AH = 3 ponto médio, pois o triangulo é equilatero.
— V3 . .

e BH = T\/_ altura do triangulo equilatero.

e ABH = 30°, bissetriz do angulo ABC.
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e HAB = 60°, angulo interno.

o AHB = 90°, pois o segmento BH ¢ altura do triangulo.

Figura 2.8: Triangulo equilatero de lado [

N[ =~

Dali,

sen 30° =

. T 1
=5 ou seja, sen §=3 e

~

Ve 3 3
cos 30° = % =5 ou seja, cos & = %
V3
sen 60° 2 V3 ou seja, sen - \/ge
n = —n= — 1 n—— —
T
l
2 . T 1
cos60°:7:§, ou seja, COS — = —

Agora, considere um triangulo retangulo isosceles cujos lados iguais medem [. (Veja
Figura 2.9)

Os angulos da base tém medidas iguais a 45°, pois o triangulo é retangulo e isésceles.
A hipotenusa é [v/2. Desta forma, temos:

sen 45° =

[

l . T V2 T V2
— = cos45°, ou seja sen — = — € CoS — = ——
V2 4

2 4 2
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Figura 2.9: Triangulo retangulo is6sceles de lado [

Figura 2.10: Angulos notéveis

senos

o[
o5

N[ =

cossenos

27

3
Observando a Figura 2.10 , podemos notar que sen g = 1 e sen ; = —1, bem

como que sen 0 = sen m = sen 27 = 0.

T \/§ T \/§ T 1

Sabemos também que cos = = —, cos — = — e cos = =
6 2 4
. T 3T
Observando a Figura 2.10 , podemos notar que cos 5 = cos - = 0ecosm=—1,

bem como que cos(0 = cos 27w = 1.

Podemos calcular o cosseno e o seno em qualquer quadrante, observando o angulo
do I quadrante e também o quadrante que cada arco pertence. Basta encontrar o
angulo correspondente no I primeiro quadrante. Para isso, observe que se temos um
angulo «a pertencente ao I quadrante, o correspondente no I quadrante serd m — «; no

111 quadrante serd ™ + a e no IV quadrante serd 2w — «. Conforme Figura 2.11. [7]
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Figura 2.11: Seno e cosseno no II, III e IV quadrantes

T+«

2T — o

T 70
Exemplo 5. Calcule o valor de sen 5 cos — e represente o resultado no circulo tri-

gonométrico.

T 1 T

Sabemos que: sen =38 E =50 observe sua representacao geométrica na
Figura 2.12.

Figura 2.12: Razoes trigonométricas no 1° quadrante

Yy

om o
Exemplo 6. Calcule o valor de sen 5 cos — e represente o resultado no circulo

trigonométrico.

T T m
Como 5 € 11 quadrante e 5 é correspondente a — no I quadrante, temos que,

s STt T 1
n———=— —
6 6 2
e
T \/§
COS— = —COS — = ———.
6 6 2



Geometricamente, na Figura 2.13 | temos:

Figura 2.13: Seno e cosseno no II quadrante

Yy
/\g
1
2
V3
2

o

4 41
Exemplo 7. Calcule o valor de sen 3 coS 5 representando o resultado no circulo

trigonométrico.

47 47 s
Sabemos que 5 € 1] quadrante e que 3 é correspondente a 3 logo,

47 T \/§ 4 T 1
sen — = —sen — = ——— € COS— — —COS — = ——.
3 3 2 3 3 2

Observe na Figura 2.14 os resultados obtidos:

Figura 2.14: Seno e cosseno no IIT quadrante

Y
T
—_ 3
V3
2
1 1
-3 5
x
_V3
ar >~ 2
3

s
Exemplo 8. Cualcule o valor de sen i cos representando o resultado no circulo

T
47
trigonométrico.
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7 7
Observe que Iﬁ € IV quadrante e que Zﬂ é correspondente a %, logo

T T V2 i T V2

SGHI:—SGHZ:—T e COSZ:COSZZT.

Graficamente, na Figura 2.15 temos:

Figura 2.15: Seno e cosseno no IV quadrante
Y

Em se tratando dos angulos notaveis, podemos apresentar os valores das razoes
seno e cosseno diretamente no circulo trigonométrico e relacionar cada um dos valores

correspondentes aos I, II, III e IV quadrantes. Veja na Figura 2.16.

Figura 2.16: Seno e cosseno no circulo trigonométrico

= Teors

w|

—
I
=l
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2.2 Tangente no circulo trigonométrico

A seguir, trataremos da tangente no circulo trigonométrico. Esta secao é baseada em
[7].

No circulo trigonomeétrico, definido anteriormente e apresentado na Figura 2.2 |
vamos tracar uma reta suporte y' passando pelo ponto (1,0) e paralela ao eixo y. Em

seguida, considere um arco AP # g + km, k € Z cujo angulo central ¢ o. Considere

a semirreta O? que intersecta y' em R. Observe o tridngulo retangulo OAR (Figura
2.17) o valor do segmento AR serd exatamente a tangente do angulo a, pois:
medida do cateto oposto AR

t pu— = _— = R‘
g medida do cateto adjacente OA

Figura 2.17: Tangente no circulo trigonométrico

/

Y Y

R

Desta forma, podemos observar, geometricamente, porque a tangente de um arco

~ , . 7T . 7T . ~
nao estd definida para @« = — 4+ km, com k € Z, pois se a = 5 a semirreta 07>’ nao

intersecta o eixo /.
Do mesmo modo que fizemos no seno e no cosseno, usaremos os triangulos equilatero

(de lado 1) e retangulo isosceles (de lados iguais a [) para determinar os resultados de
Tow

" s
= 5 € o
o0 g vy TREHE | . |
agregando o sinal positivo ou negativo aos resultados. Veja no exemplo a seguir:

associando os valores a outros quadrantes, correspondendo os arcos e

Exemplo 9. Calcule a tga para:

L a==1
6
p 2
L= —
3
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3. a="—
“T Y

117
=g
Solugao:

6 3
2t27r_ tﬂ'_ \/5
85 =—lgg =

5% s
3. te =tg— =1
& ~ Wy
117 s V3
4, tg—— = —tg— = ———
7% 9% 3

Observe, na Figura 2.18 | o resultado no circulo trigonométrico:

Figura 2.18: Tlustracao do exemplo 9

Ay A

~ O

<

] Wa\ )
o

2.3 Adicao e subtracao de Arcos

A discussdo desta se¢do sera baseada em [7]. No que segue, apresentaremos resultados

sobre soma e subtracao de arcos, envolvendo razoes trigonométricas.
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2.3.1 Cosseno da soma de dois arcos

Teorema 3. Dados dois arcos quaisquer a e b temos que
cos(a+b) = cosa-cosb— sen a- sen b

Demonstracao. Sejam P, () e R as extremidades dos arcos a, a + b e —b, respectiva-

mente, como mostra a Figura 2.19 , construido no circulo trigonométrico.

Figura 2.19: Adigao de arcos

cos(a+b)

Os arcos APQ e RAP possuem a mesma medida (a + b) e, consequentemente, as
cordas AQ e PR também tém medidas iguais. Considere os pontos Q’, projecio do
ponto () sobre o eixo 51)', e P, intersecao da reta horizontal que passa por P e da reta

vertical que passa por R, Figura 21. Entao,

|AQ'| = 1+ |cos(a+ D)

Q| = sen (a+0b)

|P'R| = sen a+ |sen (—b)| =sen a+ sen b
|PP'| = cosa— cos(—b) =cosa — cosb

Como os triangulos AQQ" e PRP’ sao retangulos, em ()’ e P’, respectivamente, por

construcao, entao aplicando o teorema de Pitagoras em cada um deles, temos:
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Q= A"+ Q0"

AQ™ = 1+ 2|cos(a+ b)| + cos®(a+ b) + sen*(a + b)
AQ° = 2 + 2| cos(a + b)|
EQ = 2—2cos(a+b)
EQ = 2[1 — cos(a +b)]
e
PR’ = PP'+PR
PR’ = sen?a+sen2 + 2sen a - sen b+ cos?a — 2cosa - cosb + cosb
PR° = 1+1—2cosa-cosb+2sen a-sen b
PR = 2 —2(cosa-cosb—sen a-sen b)
PR = 2[1 — (cosa - cosb — sen a - sen b)]

Como AQ = PR, igualando as equacdes (2.1) e (2.2), temos:

2[1 —cos(a+0b)] = 2[1 —(cosa-cosb—sen a-sen b)
1 —cos(a+b) = 1—(cosa-cosb—sen a-sen b)
cos(a+b) = cosa-cosb—sen a-sen b

Exemplo 10. Usando o Teorema 3, calcule o valor de cos75° e cos 105°.

Resolugao: Sabemos que:

cos75° = cos(30° + 45°), entdo

cos75° = co0s30° - cos45° — sen 30° - sen 45°
. V3 V2 1 V2
cos7d” = — /= =
2 2 2 2
N
75° = — - =
cos 1 1
6 —+2
cos7H° = V6 1 V2



Agora, vamos calcular o cos 105°.

cos 105° = cos(60° + 45°), entdo
cos 105° = co0s60° - cos45° — sen 60° - sen 45°

105° = —.Y=2_ V2 V=&
cos 105 5 5 5 5
V2 V6
105° = — — —
cos 1 1
2_
cos 105° = \/_4\/6

A partir do Teorema 3, podemos obter uma expressao para o cosseno da diferenca

de dois arcos.

Corolario 2. (Cosseno da diferenca de dois arcos)

Dados dois arcos quaisquer a e b temos que
cos(a —b) = cosa - cosb+ sen a- sen b

Demonstragao. Usando o Teorema 3 e o fato de que cos(a —b) = cos(a + (—b)), temos:

Como cosb = cos(—b) e sen (—b) = —sen b, segue que

cos(a — b) = cosa - cos(—b) — sen a - sen (—b)

cos(a — b) = cosa - cosb + sen a - sen b.

[l
Corolario 3. (Seno da soma de dois arcos)
Dados dois arcos quaisquer a e b temos que
sen (a+b) = sen a-cosb+ sen b-cosa
Resolucao:
sen (a+0b) = cos[90° — (a +b)]
sen (a+b) = cos[(90° —a) — b]
sen (a+0b) = cos(90° —a) - cosb+ sen (90° —a) - sen b
sen (a+b) = (cos90°-cosa+sen 90° - sen a) - cosb + cosa - sen b
sen(a+b) = sen a-cosb+sen b-cosa. (2.4)
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Corolario 4. (Seno da diferenca de dois arcos)

Dados dois arcos quaisquer a e b prove que
sen (a —b) = sen a - cosb — sen b- cosa

Resolucao:

sen (a —b) = cos[90° — (a — b)]
= cos[(90° — a) + b]
= ¢o0s(90° —a) - cosb —sen (90° — a) - sen b
= (cos90° - cosa + sen 90° - sen a) - cosb — cosa - sen b

= sen a-cosb—senb-cosa

Corolario 5. (Tangente da soma de dois arcos)

Dados dois arcos quaisquer a e b prove que

tga+tgb 0
tgla+b) = ————, coma eb# —
o ) 1l—tga-tgb 7,é2
Resolucao:
sen (a + b) , sen «
tg (a+b) = ———=, poistg a=
e ) cos(a + b) ol 18 cos «
_ sena-cosb+senb-cosa
~ cosa-cosb—sen a-sen b’
cos a - cosb

dividindo por pois a # g eb# g, temos:

cosa - cosb

sen a-cosb sen b-cosa

cosa - cosb cosa - cosb
cosa-cosb sena-sena’

cosa-cosb cosa - cosb
sen o
temos:

simplificando e usando o fato que tg a =
tga+tgb
1—tga-tgb
Corolario 6. (Tangente da diferenca de dois arcos)

Dados dois arcos quaisquer a e b prove que

tlga—1tgb

t —b)=———"—
g (a=b) 1+tga-tgh
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Resolucao:

tg(a —b) =

Corolario 7.

(Arco

sen(a — b) , sen o
——, poistg o =
cos(a — b) COS (v

sen a-cosb—sen b-cosa

cosa-cosb-+sen a-sen b’
.. cosa - cosb

dividindo por —— , temos:
cosa - cosb

sen a-cosb senb-cosa

cosa - cosb cosa - cosb
cosa-cosb sena-senbd’

cosa - cosb cosa - cosb
sen o

simplificando e usando o fato que tg a = temos:

tga—tgb
l+tga-tgh
duplo)

Sendo a um arco qualquer, prove que:

1. cos2a =

2

2

cos™ a — sen~a.

2. sen 2a = 2sen a - cosa.

3. tg 2a =
Resolucao:

1.

2tg a

1—tga’

cos2a = cos(a+ a)
= cosa-cosa—sen a-sen a

= COS2 a — sen2a.

sen2a = sen(a+ a)
= sen a-cosa-+sen a-cosa

= 2sen a - cosa.

tg 2a = tgla+a)
tg a+1tg a
l—tga-tga
2tg a
1—tg’a
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2.4 Le1 dos senos

Nesta secao vamos tratar de um assunto muito importante, pois a propriedade a seguir
estabelece uma lei para qualquer triangulo, que auxilia na resolucao de problemas

relacionados a medida dos lados e dos angulos, de acordo com [7].

Teorema 4. Em todo tridngulo, os lados sao proporcionais aos senos dos dngulos
opostos a eles. Isto €, em um tridngulo ABC, onde o dngulos A (respectivamente Be

C )é oposto ao lado a(respectivamente b e c), temos:

a b c

sen A sen B senC

Demonstracao. Podemos considerar trés casos possiveis de tridngulos: acutangulo, ob-

tusangulo e retangulo. Vejamos cada um deles:

1. Seja o triangulo ABC, acutangulo, e CH a altura relativa ao lado AB (Figura
2.20).

Figura 2.20: Triangulo acutangulo
C

No ACHA, temos:

senE:T:C_H:bseng‘ (I)
No ACH B, temos: L
~ H I ~
senB:C—:>C’H:asen B. (I1)
a

Igualando (1) e (I1), temos:

—~ ~ a b
bsen A =asen B = ~ =

sen A  sen B

De modo analogo, considerando a altura relativa ao lado BC', temos:

b c

sen B sen C
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Logo,
a b

C

sen A sen B

sen C

2. Seja o triangulo ABC, obtusangulo em A, e CH a altura relativa ao lado AB,

conforme Figura 2.21.

Figura 2.21: Triangulo obtusangulo

C

ol
H

No ACHA, temos:

sen (180° — A) = - =sen A= OH = bsen A (I11)
No ACH B, temos: L
sen B = —— = CH = asen B. (1V)
a
Igualando (I11) e (IV), temos:
bsen A = asen B = aA: bA.
sen A sen B
De modo analogo, considerando a altura relativa ao lado BC, temos:
b ¢
sen B sen C
Logo,
a b c
sen A sen B sen C
3. Seja o triangulo ABC, retangulo. Dai, com base na Figura 2.22, temos:
~ b b
sen B=—-=a= =. (V)
a sen B
sen C = =a=—". (V1)
a sen C'
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[gualando (V') e (VI), temos:
b c

sen B sen C

Porém, sen A = sen 90° = 1. Assim, por (V), temos:

b a b c

sen B sen A sen B sen C

a
1

Figura 2.22: Triangulo retangulo
C

Logo, para os trés casos, em qualquer triangulo ABC temos:

b
¢ - - ¢ (Lei dos senos)

sen A sen B sen C

]

Exemplo 11. Em um tridngulo ABC sao dados C = 60°, B =45° ¢ AB = 8 cm.

Determine o comprimento de AC' [6].

Resolucao:

Considere o triangulo ABC' conforme o enunciado: (Figura 2.23 ).

Figura 2.23: Triangulo ABC

A

Seja b = AC, aplicando a lei dos senos no triangulo ABC, temos:
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8 b 8 b
sen 60°  sen 45° /3 /2’
2 2
8v2
V3-b=8V2=b= i, racionalizando, temos:
V3
b= 86
==

Exemplo 12. Calcule o valor de BC' e AB no triangulo ABC a sequir [6]:

Figura 2.24: Triangulo ABC

Resolugio: Veja que C' = 180° — (45° + 30°) = 105°. Dat,

sen C = sen 105° = sen 75° = 0, 9659259

Aplicando a lei dos Senos no triangulo ABC, temos:

6  BC 6 _ BC
sen 30°  sen 45> 1 \/°
2 2
Logo,
BC = 6v2 = 8,485281.
Do mesmo modo, L L
6  AB 6 AB
sen 30°  sen 105° 0,9659259°

:>T—
2

Logo,
AB =12-0,9659259 = 11, 59111.
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Exemplo 13. Determine a medida do dngulo x [6].

Figura 2.25: Triangulo ABC

Resolucao:
Observe, Figura 2.25, que o angulo oposto ao lado a vale: 180° — (x + 45°), usando

a lei dos senos, temos:

a a2 N a aV?2
sen [180° — (z +45°)]  sen 45°  sen (z +45°) /2
2

1
= sen (r +45°) = 7

dai,
x +45° = 30° ou x + 45° = 150°.

Mas, 0° < x < 180°, logo: x = 105°.

Exemplo 14. (Universidade Federal de Uberlandia-MG) Uma pessoa se encontra numa
planicie as margens de um rio e vé, do outro lado do rio, o topo T de uma torre de
telefone. Com o objetivo de determinar a altura h da torre, ela marca dois pontos A e
B na planicie e calcula AB = 200m, TAB = 30°, TBA =105° ¢ TBP = 30°, sendo

P o pé da torre. Entao, h € igual a:

1
a) O%\/gm b) 50v/2m  ¢) 50v/3m  d) 100v/2m  e) 100m

Figura 2.26: Vista da Torre - rio
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Resolucao:
No triangulo TAB, da Figura 2.26, temos que o angulo T = 45°, aplicando a lei

dos senos, temos:

AB BT 200 T —
= = = = V2- BT =200
sen 45°  sen 30° /2 1 V2
2 2
— 200
BT = — | racionalizando, temos:
V2
BT = 100v2.

Como o triangulo T'BP ¢é retangulo em P, aplicando o seno no angulo LA?, temos:

TP 1 h
sen 30° = =—= = - = ——.
T 2 100v2
Logo,
h = 50v/2m.

Alternativa b)

2.5 Lel dos cossenos

Nesta secao, completaremos a tarefa de relacionar os lados e os angulos de um triangulo

qualquer, apresentando a lei dos cossenos, baseada em [7].
Teorema 5. Dado um tridngulo qualquer de lados a, b e ¢ temos:
o a2 =12+ c2 — 2bccos A.
o 12 =a2+ ¢ — 2accos B.
o >=a’+b?—2abcosC.

Demonstracao. Para demonstrar esses resultados vamos dividir em trés casos de trian-

gulos: acutangulo, obtusangulo e retangulo

1. Seja o triangulo ABC, Figura 2.27, acutangulo, e |CH| = h a altura relativa ao
lado AB.
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Figura 2.27: Triangulo acutangulo - ABC
c

Observando o ABC' H, podemos dizer que:
a® = h*+ (c —m)>. (A)

No AACH, temos:

h? =1 —m?. (B)

Substituindo (B) em (A), temos:

a>=b"—m?+ (c—m)*=d*>=b>—m?+c* —2cm +m?

= a® = b+ & — 2cm. ()

Aplicando o cosseno do angulo A no triangulo AHC, temos que m = bcos A

Substituindo em (C'), temos:
a®> = 1% + ¢ — 2bccos A.

Do mesmo modo, podemos escrever:

P=a+c*- 2accos B e &= a’® + b? — 2abcos C.

. Seja o triangulo ABC, Figura 2.28 , obtusangulo em A, e CH = h a altura

relativa ao lado AB.

Observando o ABC' H, podemos dizer que:
a® = h* + (c +m)* (D)

No AACH, temos:
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Figura 2.28: Triangulo obtusangulo - ABC

=0 —m?. (E)

Substituindo (E) em (D), temos:

a> =0 —m*+ (c+m)® = a®>=b>—m>+ &+ 2cm + m?
= a®> =b* + & + 2cm. (F)

Aplicando o cosseno no suplemento do angulo A no triangulo AHC, temos que:

-~ -~

m = becos(180° — A) = m = b(— cos A) = m = —bcos A.

Substituindo em (F'), temos:

a? = > + % — 2bccos A

Do mesmo modo, podemos escrever:

b? = a® + 2 —%accosB e &= a® + b? — 2abcosC

. No caso de o tridngulo ABC ser retangulo (em A, por exemplo), como cos 90° = 0,
entao a’? = b?+c® —2bc cos 90°, que se reduz a expressao do teorema de Pitagoras.

No caso dos angulos agudos, B e C, temos: (Figura 2.29)

= C -~ ~ b ~
cosB=—-=c=acosB ¢ cosC=-=b=aqacosC.
a a

Como:
=+l =-P=A= -V -+ =>
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Figura 2.29: Triangulo Retangulo - ABC
c

=a*+b*—2b-b. (G)
Entéo, substituindo b = acos C' em (G), temos:
A =a>+b —2abcosC.

Também podemos escrever:

V=d-=bV=0c-*->+=
V' =a>+c*—2c-c (H)
Substituindo b = acos C em (H), temos:

v = a® + ¢ — 2abcos B.
Logo, para os trés casos, em qualquer triangulo ABC temos:

o a2 = b2+ — 2bccos A.
o 12 =a?4 — 2accos B.
o 2 =a’+bh?—2abcosC. (Lei dos cossenos)

O

Exemplo 15. Calcule, usando a lei dos Cossenos, a medida do segmento BC no
triangulo da Figura 2.30 [6].

Resolucao:
Basta aplicar a lei dos cossenos para o lado oposto ao vértice A. Sendo assim,

temos:

1
a2:52+82—2-5-8-00560°:>a2:25—|—64—80-§
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Figura 2.30: Triangulo - ABC
c

a’> =89 —40 = a = +v49 , como a > 0 entdo:

a=7

Exemplo 16. Calcule, usando a lei dos Cossenos, a medida do dngulo A no tridngulo
da Figura 2.31, sabendo que m > 0 [6].

Figura 2.31: Triangulo - ABC
B

Resolucao: Aplicando a lei dos Cossenos, temos:

m%ﬁ(\/g— 1)] =m? + (mV/2)? —2-m-my2cos A

2m? —~
%(\/5 — 12 =m? +2m? — 2m*v/2cos A dividindo por m? e multiplicando por 2,

temos:
3-92v/34+1=6-—4v2cos A

44/2 cosA=6—4 + 2\/5, dividindo por 2\/5, temos:

~ 1++3 . .
cos A = —\/_, racionalizando, temos:

212

c_ V246
COSA:T

~

A=15°

, COMO A> 0, logo:
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Capitulo 3

GeoGebra no ensino da trigonometria

Introducao

J& no final do século passado, o uso de novas tecnologias no ensino, apresentava uma

realidade bastante promissora e evidente no meio escolar.

"Se nao se ligar, a escola se desqualificara". Com esse titulo, uma revista
(suplemento de informéatica de L’Hebdo, dezembro de 1997, p.12) atribui a
Patrick Mendelsohn, responsavel pela unidade das tecnologias da formacao
na Faculdade de Psicologia e Ciéncias da Educacao da Universidade de

Genebra, duas declaragoes que merecem atencao:
"As criancas nascem em uma cultura em que se clica, e o dever

dos professores é inserir-se no universo de seus alunos"

"Se a escola ministra um ensino que aparentemente nao ¢ mais
util para uso externo, corre um risco de desqualificacao. Entao,

como vocés querem que as criancas tenham confianca nela?"
Perrenoud, 2000, p. 125.

Essa vertente alastrou-se no mundo todo e, a cada dia, mais escolas se adaptaram
para propiciar no meio escolar instrumentos tecnologicos, voltados as novas tecnologias.

Como uma ferramenta de ensino facilitadora e eficaz para o professor.

"A escola nao pode ignorar o que se passa no mundo. Ora, as novas tec-

nologias da informacao e da comunicagdo (TIC ou NTIC) transformam
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espetacularmente nao s6 nossas maneiras de comunicar, mas também de

trabalhar, de decidir, de pensar."
Perrenoud, 2000, p. 125.

Com o uso das TICs, o professor dispoe de um recurso a mais, que torna suas aulas
mais dinamicas e atrativas, despertando no aluno maior interesse e aprendizado mais

significativo no contetdo proposto.

"As novas tecnologias podem reforcar a contribuicao dos trabalhadores pe-
dagogicos e didaticos contemporaneos, pois permitem que sejam criadas
situacoes de aprendizagem ricas, complexas, diversificadas, por meio de
uma divisao de trabalho que nao faz mais com que todo o investimento re-
pouse sobre o professor, uma vez que tanto a informacao quanto a dimensao

interativa sao assumidas pelos produtores dos instrumentos."
Perrenoud, 2000, p. 139.

Nosso intuito nao ¢é elencar todas as premissas sobre a inser¢ao das novas tecnologias
na educacao, que ja se encontra em um estado bem mais avancado do que no inicio
dos anos 90, principalmente devido ao cenario atual, em que estamos passando, com
aulas 100% on-line, transmitidas por video conferéncias, nas diversas plataformas, com
provas virtuais e utilizando varios recursos tecnolégicos, como mesas digitalizadoras,
tablets, fones e microfones dos mais variados tipos e modelos.

O que pretendemos aqui, é apresentar e utilizar um software educacional que facilita
o aprendizado e a compreensao sobre o conteiido de trigonometria trabalhado nas
escolas de ensino médio. Este software agrega a geometria e a algebra de maneira
dindmica e com uma estrutura interativa, de facil entendimento e acesso, pois ao longo
dos anos ensinando trigonometria, percebi a dificuldade dos alunos em assimilar as
razoes trigonométricas e seus respectivos valores. Em sua maioria (os professores)
optam em criar meios para que os alunos "decorem'"cada um dos valores, o que torna

ainda mais dificil o aprendizado.

3.1 O GeoGebra

O GeoGebra é um software matematico bastante dinamico e gratuito, com versoes
tanto para computadores quanto para tablets e smartphones, pode ser instalado em

diversas plataformas como 10S, Android, Linux, Windows. O software atende diversos
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niveis de ensino, e traz recursos em diversas areas da matematica tais como geometria,

algebra, analise, estatistica e ganhou varios prémios, tanto na Europa como nos Estados
Unidos.

"GeoGebra foi criado em 2001 como tese de Markus Hohenwarter e a sua
popularidade tem crescido desde entao. Atualmente, o GeoGebra é usado
em 190 paises, traduzido para 55 idiomas, sao mais de 300000 downloads
mensais, 62 Institutos GeoGebra em 44 paises para dar suporte para o
seu uso. Além disso, recebeu diversos prémios de software educacional na
Europa e nos EUA, e foi instalado em milhoes de laptops em varios paises

ao redor do mundo."
https://www.pucsp.br/geogebrasp /geogebra.html, acesso em 07/02/2021

O GeoGebra pode ser baixado no site https://www.geogebra.org/download?lang—
pt ou pode ser usado on-line na pagina eletronica:

https://www.geogebra.org/m/XUvbimXTm+# material /ncjbwbzr, (acessado em 27/
03/2021).

Utilizaremos a versao GeoGebra Classic 5, principalmente, para construcao de
graficos de funcgoes, figuras geométricas e animagoes. A na Figura 3.1 motra toda tela

inicial do GeoGebra.

Figura 3.1: GeoGebra

€7 GeoGebra Classic 5 - X

Arquivo Editar Exioir Opces Femamentas Janela Ajuda Entrar.

D RNl FANEES

» Janela de Alge I [» Janela de Visualizagio ]

Fonte: Print do software GeoGebra.

E possivel construir diversos tipos de graficos e também figuras geométricas. Todas
a imagens anteriores, deste trabalho, foram feitas no GeoGebra e editadas posterior-

mente, utilizando escala real (em cm). Algumas figuras espaciais podem ser planificadas
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facilmente, apresentando uma visualizacao em perspectiva, proporcionando uma visao
espacial, facilitando a leitura dos elementos relacionados as dimensoes do objeto. A

Figura 3.2 mostra em detalhes, as dimensoes do projeto de uma gaveta.

Figura 3.2: Vista superior de uma gaveta

1,5cm

1;07x-08y=573
0,=(37,104)

my=05

n,-05 12cm [

B 107

,=106

=

£, (155,109)

0 505
tix=185

F,=(155,411)

a,:-07x-08y = 237
6, =(15,10.16)

® b,=05

® c,=086

H = (45, 411)
o -1 o 44,5 cm
Envaca

Fonte: Print do software GeoGebra com uma aplicagao.

Podemos editar a figura usando um aplicativo simples de edicao de imagens, como
o Paint, Inkscape,LightZone, Gimp e outros, para realcar detalhes como profundidade,
largura, luminosidade e espaco.

Observe a Figura 3.3, que contém uma edicao da Figura 3.2. Incrementamos cores
vivas para as molduras e também realcamos as cores apropriadas para expressar solidez,

proporcionando uma vizualizacao mais nitida do objeto.

Figura 3.3: Gaveta editada no Paint

1,5cm

12 cm

;‘

44,5 cm

A seguir, apresentaremos o circulo trigonométrico construido no GeoGebra, com

animacoes e alguns problemas classicos.
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3.2 Trigonometria no GeoGebra

Nesta secao trataremos de como o GeoGebra apresenta facilidades no aprendizado das
funcoes trigonométricas, pois o aluno acompanha, de maneira dinamica, passo a passo,
as variagoes do seno, do cosseno e da tangente, quando movimentamos um arco no

circulo trigonométrico. (Veja a Figura 3.4).

Figura 3.4: Seno e cosseno no circulo trigonométrico

y(sena)

y(sena)

P = (-0.77,084)
P =(0.85,053)

sena AP sena

a=3174° A

z(cosa)

(@) (®)

Serd
Observe que o sen « é a projecao ortogonal de P sobre o eixo Oy, variando de —1
a 1. Desta forma, temos que o seno & positivo no 1° e 2° quadrantes e negativo no
39 e 4° quadrantes. Temos também que o sen (180° — a) = sen . J4 0 cosa ¢é a
. e . 0
projecao ortogonal de P sobre o eixo Oz, variando de —1 a 1, sendo positivo no 1% e

49 quadrantes e negativo no 22 e 3% quadrantes e ainda cos(180° — ) = — cosa. Veja
Figura 3.5.

Figura 3.5: Variacao do sinal do seno e do cosseno
y(sena) y(sena)

1 1

. 180° — «
180° —a sena AP "

1 z(cosa) -1 0 L x(cosa)

@ (b)

Observe os arcos no 3° e 4% quadrantes. Utilizando o Exemplo 3 e o Teorema 3,

podemos escrever que:
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e sen (180°+a)=—sen o e sen (360° —a) = —sen «

e cos(180° +a) = —cosa e cos(360° — a) = cos

A tangente pode ser vista facilmene através dos graficos (a) e (b) representados na
Figura 3.6. Observe que a tangente é positiva no 1° e 3° quadrantes e negativa no 2°

e 4° quadrantes.

Figura 3.6: Variacao do sinal da tangente

y ’
Yy
Yy
1 [ AP
tga=AQ 1
b
AP P
180° — « 180° — «
e A \ a A
—1 o 1 -1 0 1
tga = —AQ
’ \
—1
—1
(a) (b)

Note que a tangente nao estd definida para os angulos de 90° e 270° pois o arco
AAP, quando P = (0,1) ou P = (0 — 1), faz com que o segmento OP seja paralelo ao
eixo ¢/ impossibilitando que o segmento OP intersecte a reta /.

Podemos ilustrar o cosseno da soma de dois arcos no GeoGebra Veja a representa-
(;ao feita na Figura 3.7, onde o arco AP1 é o angulo a, o arco AP2 ¢ o angulo b e 0 arco
AB ¢ o angulo o = a + b. Com isso, o cos(a + b) = OH. Utilizando o GeoGebra, o
usuario tem a liberdade de alterar os angulos a e b, variando automaticamente o angulo

a = (a+b), mostrando os valores do cos(a + b) em cada arco selecionado.

Figura 3.7: cos(a + b) e sen(a + b)
e - 3 &

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

[ P B2 [ [ PN B

» Janela de Algebra X |~ Janela de Visualizagdo X
® 0=(0,0) - v
® ci(x-0fF+(y+0F=1
® P, =(076,0.64) y(sena)
® =1
A, =(14,0) 1
B,=(1.4,0) 5 P2 AB
® =28 \ s 4
c=(0,-1.4) i
D= (0, 1.41) ' OR Py
® g=281 :
E=(150)

i
i
ou= (0.;) Py e

F=(0,1.5) | a A
"':<o.og) v 71\ A ! }l @(cosa)

Entrada:
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O cosseno da diferenca de dois arcos estd apresentado na Figura 3.8. O angulo
a = a—b representa o arco AB e o segmento O H representa o cos(a—b). No GeoGebra
fica bem claro a movimentacao do arco AB ocorrida apés alterar a medida do angulo

a e, ou, do angulo b.

Figura 3.8: cos(a — b) e sen(a — b)

© cossenolo-blggb o x
Entrar.

ditar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

ERlIN .

A P O O] Ly [N aee
» Janela de Algebra X | ¥ Janela de Visualizagio
® 0=(0,0) AlEv Av|N I Médio -
® Ci(x-0F+(y+OF=1
® P, =(025,097) y
® =1

A, =(1.4,0)

B,=(1.2,0) | — 2

1

g=2.
E=(1.3,0)

= (né) 4

F=(0,12)

. @) M OH H [1 T

Representamos, também, nas Figuras 3.7 e 3.8 o seno da soma e o seno da diferenca,
respctivamente, de dois arcos. Note que OR representa sen(a + b) e o sen(a — b).
A seguir, apresentaremos a tela do GeoGebra (Figura 3.9) para orientar os passos

utilizados na costrucao do grafico da Figura 3.7.

Figura 3.9: cos(a — b) e sen(a — b)

Arquivo Editar Exioir Opges Femamentas Janela Auda wg—— Menu principal Entrar
PRlirN o an
A U D@ L) N 222 | «<=——Barra de ferramentas
X

> Janela de Algebra > Janela de Visualizagio

s
s

4

Plano Cartesiano

ou janela de visualizagdo

Entrada:

Vamos descrever passo a passo como construir o cos(a + b) e o sen(a + b).

1. Costruir a circunferéncia de centro (0,0) e raio unitario: Na barra de ferramentas,
selecione na sexta janela a opcao Circulo: Centro & Raio, em seguida, na

janela de visualizagdo clique no ponto (0,0). Aparecera uma janela solicitando a
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medida do raio. Digite 71”7 e tecle Enter ou aperte em "Ok", aparecera uma

circunferéncia de centro A=(0,0) e raio 1.

Renomear: para renomear o ponto A=(0,0), clique com o botao direito do mouse
no ponto A e selecione a opcao "Renomear". Aparecerd uma janela. Digite
"O" e tecle Enter.

Ampliar a visualizacdo do grafico: posicione o cursor do mouse na janela de
visualizacao e use a opcao scroll do mouse ou selecione a tltima janela na barra
de ferramentas e selecione a opcao "ampliar", aparecera uma lupa no cursor do

mouse, clicando na janela de visualizacao o grafico ird ampliar.

Movendo o grafico: Para mover o gréfico, selecione a primeira janela da barra de
ferramentas e selecione a opcao "mover", clique e segure com o cursor do mouse

na janela de visualizacao, arrastando o grafico para posicao desejada.

Marcando um ponto na circunferéncia: na segunda janela da barra de ferra-
mentas, selecione a opgao ponto, em seguida marque um ponto em cima da
circunferéncia, no primeiro quadrante, clicando com o mouse e aparecerd o ponto
A. Seguindo os passos do item 2 renomeie o ponto A novamente para o ponto
P,. Para escrever um indice no GeoGebra use "underline" e depois o indice

desejado. Observe que o ponto P, esta sobre a circunferéncia x? + % = 1.

Para mover um ponto na janela de visualizagao, selecinone a primeira janela na
barra de ferramentas e selecione a opcao "Mover", em seguida na janela de
visualizacao clique e segure com o mouse no ponto P;, ao arrastar percebera que

o ponto percorred a circunferéncia.

Para construir um segmento, selecione a terceira janela na barra de ferramentas e
selecione a opcao "Segmento", a seguir selcione os ponstos desejados, clicando
com o mouse nos pontos O = (0,0) e P;. Aparecerd, na janela de algebra o

segmento "f=1", representando o nome e o tamanho do segmento.

Reta perpendicular: vamos construir duas retas perpendiculares aos eixos das
abscissas e das ordenadas, respectivamente. Para isto, selecione a quarta janela
na barra de ferramentas e selecione a opcao "Reta perpendicular", em seguida
clique com mouse no ponto P, e depois na reta Ox. Aparecera na janela de adlgebra
a reta "g:x = k", k; real. Repita o procedimento para o eixo OY e apareceré
na janela de algebra a reta "h:y=Fky", ky um ntimero real. Seguindo os passos

do item 6, perceba que as retas perpendiculares também se movem.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Determinar ponto de intersecao entre dois objetos: vamos construir o ponto de
interseccao da reta g com o eixo Ox. Selecione na segunda janela da barra de
ferramentas a opcao "Intersecao de dois objetos", em seguida clique na reta
g depois no eixo Ox, aparecerd o ponto A. Siga os passos do item 2 e renomeie o
ponto A para o ponto M. Para omitir as retas g e h, clique no botao direito do

mouse na reta g e selecione a opcao "Exibir objeto", faca o mesmo com a reta
h.

Repita o item 7 e construa o segmento Py M e OM.

Construindo um ponto: selecione na segunda janela da barra de ferramentas a op-
¢ao ponto, em seguida marque na janela de visualizagao o ponto (1,0), aparecera
o ponto "A = (1,0)".

Medida do angulo: para determinar a medida de um angulo, selecione a oitava
janela na barra de ferramentas e selecione a opcio "Angulo" depois clique no
ponto A, no ponto O e no ponto P;. Aparecera o angulo « e a medida do mesmo.

Renomeie para "a".
p

Construindo um arco: na sexta janela da barra de ferramentas, selecione a opcao
"Arco circular", em seguida clique nos pontos O, A e P;. Apareceréa o arco d.

Renomeie para arco AP.

Repetindo o item 5 aparecerd o ponto B, renomeie para o ponto Ps.
Repetindo o item 7 construa o segmento OP;.

Repetindo o item 12 construa o angulo "b" clicando nos pontos A, O e Ps.

Construindo um angulo com amplitude fixa: na oitava janela da barra de fer-
ramentas selecione a opciio "Angulo com amplitude fixa" depois clique nos
pontos A e O, aparecera uma janela com a marcacao 45°, apague e digite "a+b"
e aparecerd o angulo a e o ponto A’. Renomeie o ponto A’ para o ponto B.

(Observe que a = a + b).

Repita o item 7 e construa o segmento OB, em seguida repita o item 13 e construa
o arco AB.

Repita o item 8 no ponto B com o eixo Ox. Aparecerd a reta "m" Depois repita
o item 9 e determine a interse¢ao da reta m com o eixo Oz. Aparecerd o ponto

"C". Renomeie para o ponto H. Omita a reta m e construa o segmento OH.

62



20. Repita o item 8 no ponto B com o eixo Oy. Aparecera a reta "p" Depois repita
o item 9 e determine a intersecao da reta p com o eixo Oy. Aparecera o ponto

"C". Renomeie para o ponto R. Omita a reta p e construa o segmento OR.
21. Repita o item 7 e construa os segmentos BH e BR

A construcao do grafico esta representada na Figura 3.10 .

Figura 3.10: cos(a — b) e sen(a — b)

H=(-0.47, 0)

L4
-05

Observe que a abscissa do ponto H é o cos(a + b) e a ordenada do ponto R é o

sen(a + b). Movendo os pontos P, ou P, os pontos H e R também moverao.

3.2.1 Problemas de Olimpiadas

Nesta secao, abordaremos problemas relacionados a trigonometria, onde faremos uso
do GeoGebra na resolugao para comparar com a solu¢ao algébrica encontrada. Na OB-
MEP de 2009 temos trés problemas envolvendo triangulos que separamos para destacar

algumas caracteristicas relevantes.

Problema 1. Determine os dngulos a e 8 na Figura 3.11.(5% Olimpiada brasileira de
matemdtica das escolas publicas - OBMEP 2009. Banco de questées. P.20).

Demonstracao. Aplicando teorema do angulo externo e a soma dos angulos internos
de um triangulo, encontramos facilmente as medidas dos angulos « e [3, e sao, respec-

tivamente: 120° e 85°. Mas o problema vai além disso, pois ao mudar o ponto C' ou
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Figura 3.11: OBMEP 2009 - Lista 10 n® 4

o ponto E, teremos um novo triangulo com as mesmas medidas de angulos, pois os

angulos independem da medida dos triangulos, uma vez que sao semelhantes. Usando

o GeoGebra, conseguimos mostrar visualmente, usano os controles deslisantes "a" e

"b", para o aluno o comportamento dos angulos a e do angulo 3. Veja na Figura 3.12.

Figura 3.12: OBMEP 2009 - Lista 10 n° 4 no GeoGebra
N

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,

[R] AL @) €)= @

.
» Janela de Algedra | [+ Janela de Visualizagiio X
® A=(0,0) -
fy=x
® a-4
® E=(4,4)
B, =(10.27,10.27)
B'=(12.04,0.25)
® a-70
® b=
® c=(77)
B, = (74,230
@ B, =130°
0: 3.75% + 8.04y =47.13
n: 4,61 + 0.4y = 35.07
® F=(7.4,241)
® B=(761,0)
® a-120°
® p-s8s5°
6=(13,0)
® =13
® j=7.03
® k=375
® 7x+7y=0

Entrada:

]

O préximo problema trata dos angulos de 15° e 75°. E conseguimos, construir

geometricamente a tgl5°, o sen 15°, a tg75° e o sen 75°.

Problema 2. Na Figura 3.13, ABCD é um quadrado de lado 1em e ABCE € um
tridngulo equildtero. O ponto M € o ponto médio do segmento CE, DN ¢é perpendicular
a BM e BM ¢ perpendicular a CE. (5% Olimpiada brasileira de matemdtica das escolas
publicas - OBMEP 2009. Banco de questoes. P.25).

(a) Calcule os comprimentos dos lados do triangulo ADBN.

(b) Use o item (a) para calcular o cosseno, o seno e a tangente dos dngulos de 15° e
75°.
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Figura 3.13: OBMEP 2009 - Lista 4 n° 4

D C
M
E
F
N
A B

Demonstracao. (a)

Como DB ¢é a diagonal do quadrado de lado 1 cm, usando o teorema de Pitagoras,
temos que DB = \/5

O triangulo BC'E' ¢ equilatero, logo seus angulos internos valem 60°. Usando esta
informacao e observando a Figura 3.13, temos:

e No ACDF temos que CFD = 60°, pois é oposto pelo vértice ao angulo BEN =
60°.

e No ABFN temos que NBF = 30°, soma dos angulos internos de um triangulo.

e No ADBN temos que NBD = 75° ¢ BDN = 15°.

Aplicando a lei dos senos entre os angulos DCF ¢ CFD no triangulo C'DF, temos:

— S
DF DC DF

sen 90° sen 60° 1 V3 S 2 2V/3
= — =>DF = —=—.
2 J3 3

Veja, Figura 3.14.

Aplicando o cos 60° no triangulo retangulo CDF', temos:

«|Z|9
N | —

Il

3

B

[l
</

V3

Dai, temos que BF =1 — 5
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Figura 3.14: OBMEP 2009 - Lista 4 n° 4

D c
30°
M
60°
V2 F v
60°
N

30°,

A B

Entao, olhando para o triangulo BF' N, temos:

sen30°:ﬂ:>1: FN :>W:3_\/§e
BF 2 1 \/3 6
3
cos30°:ﬂ:>£: BN :>W:\/§_1
BF 2 ) \/§ 2
3

Logo, a medida dos trés lados do triangulo DBN sao:

e DB =+/2.

e DN DF+FN 23 ,3-V3_1+V3
3 6 5

.m:ﬁ;l.

(b) No triangulo DBN temos: DBN = 75° ¢ BDN = 15°. Ou seja:

V3—1
. BN 5 V6 — /2
CosT7H’ = — = = )
DB V2 4
V341
., DN 5 V6 + /2
cosld® = — = = )
DB V2 4



Figura 3.15: Triangulo BND
D

3.2.2 Medidas inacessiveis

Algumas medidas sao consideradas inacessiveis pela dificuldade em medi-las, como por
exemplo a distancia ente a terra e o sol. O comprimento de uma ponte sobre um rio.
A altura de um prédio. O raio da terra. A expessura de um fio de cabelo.

Tanto o macro quanto o micro, sempre foram motivo de reflexao para os povos
mais antigos e também para os dias atuais. A medidas inacessiveis fizeram com que
instrumentos cada vez mais precisos fossem criados e aprimorados ao longo dos tempos.
A tecnologia chegou a tal ponto que, hoje, conseguimos calcular distancias usando um
aparelho com um [aser. Também conseguimos calcular a area de um terreno usando
satélites através de GPS (Sistema de Posicionamento Global). Nossos antepassados
j& tinham a preocupacao em célculos que excediam os limites fisicos. Temos como
exemplo, as piramides do Egito, o raio da terra, dentre outros. Pois nesse periodo
(idade antiga e idade média), os instrumentos de medi¢do eram bastante precérios,

acarretando o uso da geometria para calcular tais medidas.

[...] Assim, Eratostenes saiu da biblioteca em vinte e um de junho
alguns minutos antes do meio-dia para medir a sombra exatamente naquele
momento em Alexandria, enquanto, em Siena, no mesmo instante, a luz
do sol entrava a pino dentro do poco. Ele mediu um angulo de cerca de

7,2 graus. Depois, dividiu 360 por 7,2 o que da 50. Agora, sabia que eram
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necessarias 50 fracoes iguais a medida da distancia entre Alexandria e Siena
para formar a circunferéncia da Terra. |[...].

VINAGRE,A.L.M. Eratdstenes e a Medida do Didmetro da Terra. Campinas:
Unicamp, IFL. p.3 e 4. Disponivel em <

https://www.ifi.unicamp.br/ lunazzi/F530 F590 F690 F809 F895/F809/F809
sem2 2002/940298 AndreVinagre Eratostenes.pdf > Acesso em: 18 de fevereiro de

2021.

O uso da trigonometria facilitou, e muito, para tal medi¢ao. E cada vez mais foram
surgindo instrumentos mais precisos. O Teodolito foi um deles.

A invencao do teodolito, no século XVI, por 1571, Leonard Digges, contribuiu para
as construcgoes de estradas e medigao de grandes areas e também de medidas inacessi-
veis. Veja a seguir como construir um teodolito caseiro acessando o site:<http://clubes.obmep.
org.br/blog/brincando-com-trigonometria-oficinas-obtendo-medidas-inacessiveis / >.

O Exemplo 17 mostra o célculo da altura de uma torre usando trigonometria.

Exemplo 17. Para medir a altura de uma torre com uma caiza d’dgua usando um
teodolito, vamos medir o dngulo entre a base e o topo a uma distincia x da base com

um dngulo de 63° em seguida caminhando horizontalmente 10m teremos um angulo de
55°, conforme esquema na Figura 3.16

Figura 3.16: Torre caixa d’agua

(I

T B 10m C

Resolucao:

Seja # = AB, aplicando tangente nos angulos ABD e ACD, temos:

h
g 63° = — = = A
g T (A)
h — 10tg 55°
tg 55° = N (el il B
& zr10 " tg 55° (B)
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Substituindo a equacao (A) na equagao (B), temos:

h h—10tg 55°
tg 63° tg 55°

htg 55° = htg 63° — 10tg 55°tg 63° =

htg 63° — htg 55° = 10tg 55°tg 63° =

_ 10tg 55°tg 63°
 tg 63° — tg Hh°

Substituindo o valor da tangente de 63° e 55°, temos: h = 52,44m

Figura 3.17: Resolugao no GeoGebra
e - =

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

ol c
B |5 E 82 =[] (%) P4 N = :
» Janela de Algebra X | = Janela de Visualizagio X
A, =(17.32,0) A Cv
® B=(26:68,0)
® -4
A'=(6.7,39.2)
® a-63°
® g-44
C=(36.68, 0)
@ h,=10

® i:-39.2x-19.98y = -1045.86
B'=(30.94,8.19)

§Z9ET
LS
A 7

RRERERER

'§EEEEEE

Eowuwwnnunn
B

SN mALR

-0.04, 0)

eee eceesoee
IS

<TroEEERERER?

i
oo

qa B im ¢

Entrada:

Ao simular o problema acima no GeoGebra, inserindo todas as propriedades enun-
ciadas, tivemos o resultado desejado. Veja a resolucao do Exemplo 17 construida no
GeoGebra na Figura 3.17. Observe que o segmento AD = 52,44 & igual ao resultado
obtido anteriormente.

A seguir, vamos resolver o problema proposto na introducao da secao e que é bas-

tante conhecido, onde foi feito o calculo para medir o raio da terra.

69



Exemplo 18. Um fato interessante aconteceu mais ou menos a 2,3 mil anos, no posto
de fronteira cidade de Siene (hoje Assua), no dia 21 de junho, no solsticio de verdo,
quando o sol refletia diretamente no fundo de um poco ao meio dia. Pois Siene se
situa no hemisfério norte, praticamente sobre o Tropico de Cdncer. Pocos profundos e
estreitos somente podem ter o seu fundo iluminado pela luz solar se estiverem em lati-
tudes que ficam entre os dois paralelos dos tropicos. Um estaca cravada verticalmente
em Alexandria, ao meio-dia no solsticio, projeta uma sombra cerca de 8 vezes menor
do que a altura da estaca. Ou seja, a luz do sol ao meio dia tem uma orientacdo que
perfaz um dngulo de aproximadamente 50 vezes menor que o dngulo subtendido pela

circunferéncia, isto é, cerca de 7,2°.
Resolugao: Usando regra de trés, temos:

2 —— 360°
800 —— 7,2°

Dai,

2mr - 7,2° = 800 - 360°

288000
14,4

r = 6366, 198

Figura 3.18: Raio da terra

Alexandria

>

800 km Siene

3.3 Funcoes circulares e o GeoGebra

"As fungoes trigonométricas constituem um tema importante da Mate-

maética, tanto por suas aplicagdes (que vao desde as mais elementares, no
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dia-a-dia, até as mais complexas, na Ciéncia e na alta Tecnologia) como pelo
papel central que desempenham na Analise. A trigonometria teve seu inicio
na antiguidade remota, quando se acreditava que os planetas descreviam
orbitas circulares em redor da Terra, surgindo dai o interesse em relacionar
o comprimento da corda de uma circunferéncia com o angulo central por
ela submetido. Se ¢ ¢ o comprimento da corda, a ¢ o angulo e r o raio
da circunferéncia entao ¢ = 2rsen (%) Esta é a origem da palavra seno,
que provéem de uma tradugao equivocada do arabe para o latim, quando
se confundiu o termo jiba (corda)com jaib (dobra), cavidade, sinus em

latim).[Cfr. "Meu professor de Matematica", pag.187.]"

Lima, Elon Lages ...[et al.]. A Matemaética do Ensino Médio Volume 1. Sexta edicao.

Rio de Janeiro: SBM, 2003. P.213.

Nesta se¢ao, iremos mostrar como as fungoes circulares, seno, cosseno e tangente, se
comportam no circulo trigonométrico, avaliando o dominio, a imagem, o periodo o
crescimento e decrescimento, com o auxilio do GeoGebra.

No Capitulo 2 temos a definicdo do circulo trigonométrico. As razoes trigonomé-
tricas foram definidas na sessdo 1.2. Por hora, sabemos que sen?« + cos? o = 1. Desta
forma, os niimeros cos « e sen « sao as coordenadas de um ponto da circunferéncia de
raio unitario e centro na origem de R2. Seja C' essa circunferéncia, que chamaremos de
circulo unitdrio. Sendo assim, C' = {(z,y) € R* 2 + y* = 1}, representada na Figura
3.19.

Figura 3.19: Circulo unitario

A’

<

Y

Considere P(z,y) um ponto do circulo trigonométrico C, desta forma temos que
—1<zr<le-1<y<1.

Para definir as fungoes cos : R — R e sen : R — R, iremos associar a cada niimero
real t um angulo e estabelecer o cosseno e o seno deste angulo. Vimos no Capitulo 1

algumas maneiras de medir angulo, as unidades mais usadas sao o radiano e o grau.
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Definiremos as fungoes trigonométrica usando, como premissas, a funcao de Euler
E : R — C, que corresponde a cada numero real ¢ o ponto E(t) = (z,y) da circunfe-

réncia unitaria obtido do seguinte modo:
e E(0) = (L,0)

e se t > 0, percorremos sobre a circunferéncia C, a partir do ponto (1,0), um arco
de comprimento ¢, sempre no sentido positivo (anti-horario, ou seja, o sentido
que nos leva de (1,0) para (0,1) pelo caminho mais curto sobre C'). O ponto final

do caminho sera chamado E(t).

e set <0, E(t) sera a extremidade final de um caminho sobre C, de comprimento
|t], que parte do ponto (1,0) e percorre C' sempre no sentido negativo (isto é, no

sentido do movimento dos ponteiro de um relogio usual). [§]

"A funcao de Euler F : R — C pode ser imaginada como o processo de
enrolar a reta, identificada a um fio inextensivel, sobre a circunferéncia C'

(pensada como um carretel) de modo que o ponto 0 € R caia sobre o ponto
(L,0)e C."

Lima, Elon Lages ...[et al.]. A Matemética do Ensino Médio Volume 1. Sexta edicdo.

Rio de Janeiro: SBM, 2003. P.218.

Observe na Figura 3.20, que quando o ponto t descreve na reta um intervalo de

compimento [, sua imagem FE(t) também completa um arco de comprimento [ em C.

Figura 3.20: Fucao de Euler
/

\1/ 4
c 1t
E(t) E
—
—>> O 1

(10 “=z

Q

Como a circunferéncia C' tem raio unitario e comprimento 27, quando o ponto ¢
marcar um intervalo de comprimento 27, a imagem FE(t) completara uma volta sobre
C, voltando ao ponto inicial. Desta forma, para todo t € R, tem-se E(t) = E(t + 27),
que podemos generalizar como: para todo k € Z, tem-se E(t 4+ 2km) = E(t), pra todo
teR.

72



Figura 3.21: Angulo Central
A’ AE

B(-0.5) 4 05

Desta maneira, conseguimos associar a cada nimero real £ um angulo central AOB
em C' de medida t radianos, onde A = (1,0), B = E(t) e O = (0,0). Figura 3.21.

Sejam x = cost e y = sen t as funcoes cosseno e seno, respectivamente, com t € R,
entao E(t) = (cost,sen t), na circunferéncia unitaria.

Veja como fica a representacao grafica destas fungoes nas Figuras 3.22 e 3.23

Figura 3.22: Fucao Seno

Figura 3.23: Fucao Cosseno

Temos que a fun¢do y = sen t (e isso pode ser mostrado para o aluno através do
GeoGebra), é crescente no primeiro e no quarto quadrantes, decrescente no segundo e
terceiro quadrantes, positiva no primeiro e segundo quadrantes e negativa no terceiro
e quarto quadrantes, variando de -1 a 1, com um periodo de 27. Veja na Figura 3.24.

Enquanto a fungao y = cost é crescente no terceiro e quarto quadrantes, decrescente
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no primeiro e segundo quadrantes, positiva no primeiro e quarto quadrante, negativa

no segundo e terceiro quadrantes, variando de -1 a 1, com um periodo de 27.

Figura 3.24: Fugao Seno no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgfes Feramentas Janela Ajuda Entrar.

X P O AN 4 -
X [+ Janela de Visualizagao X

CLadl

k=1 t=112

=
H

Entrada 4

Observe na Figura 3.24 que os parametros k e a alteram a funcao seno, ampliando
ou reduzindo o periodo da fun¢ao, aumentando ou diminuindo o intervalo (imagem da

fungao) de variagao. O mesmo ocorre com a fungao cosseno.

De um modo geral, se f(t) = asen (kt), com a,k € R*, e P o periodo de f, entdo
2w

P

Veja na Figura 3.25 , o grafico da funcao seno de periodo 7.

Figura 3.25: Fucao Seno de periodo 7

a=1

—_————

P 05
M Q
h
Ay it
& 5 o s A 15 2 25 3 35 3 45 5 55 3 65 7 75 3
fos

O professor tem a liberdade de alterar o valor de k, usando o GeoGebra, mostrando
aos alunos a variacao do grafico da fungao.

Veja como fica o grafico da fungdo y = a cos(kt) na Figura 3.26 de periodo 7.

74



Figura 3.26: Fucao Cosseno de periodo 7

k

[l
N}

t=362
@

A liberdade de representar o grafico das fungoes seno e cosseno visualmente pro-
move uma interatividade do aluno com as diversas representagoes possiveis de maneira
dindmica e divertida, alternando os valores dos controles deslizantes a e k£ no aplica-
tivo GeoGebra. A seguir, temos um exemplo e resolveremos utilizando o GeoGebra,

mostrando as variacoes ocorridas na funcao proposta.

Exemplo 19. (UFPB - 2013) Sequnda série - Com o objetivo de analisar o consumo
de dgua de certa cidade, a companhia de dgua e esgotos solicitou a sua equipe de
engenheiros um estudo sobre a vazao de dgua nessa cidade. O estudo mostrou que essa

vazio V (t), em m3/h, na hora t, é expressa pela funcaio:

V(t) = 1000 [4 + 2sen? (%tﬂ , onde 0 < t < 24

Com base nessas informacoes, identifique as afirmativas corretas acerca da vazao de

dagua nessa cidade:

I A vazao minima é de 3000m3/h.
II A vazio mdzima é de 6000m?/h.
IIT A vazao é maior ou igual a 5000m®/h no hordrio das 3h as 9h e das 15h ds 21h.
IV A vazao em t = 12h é de 5000m3/h.
FEsti(ao) correta(s) apenas a(s) afirmativa(s):
1. Il elll
2. 11 eIV
3. 1,11 ¢ I11

4. IT

I6)



5. 1,11 e IV

Sabemos que a imagem da funcado f(z) = sen (z) pertence ao intervalo [-1,1], desta
forma, (sin(x))? pertence ao intervalo [0,1]. Dai, 4+ 2- (sen (z))? pertence ao intervalo
[4,6]. Entdo, V(t) = 1000 [4 + 2sen? (%tﬂ pertence ao intervalo [4000,6000]. Logo,
o item (I7) é verdadeiro e o item (I) é falso.

Como V(12) = 1000 [4 + 2sen? (% : 12)} — 1000[4 + 0] = 4000, logo o item (IV)
é falso.

Sabemos que para t = 3, temos V(3) = 1000 [4 + 2sen? (% . 3)] = 1000[4 + 1] =

5000 = V(15). E para t = 9, temos V(9) = 1000 [4 + 2sen? (% : 9)} — 1000[4 + 1] =
5000 = V'(21). Como o periodo de V'(t) ¢ 12, entao V(¢) ¢ méaximo para t = 6 e para
t = 18. Entdo, o item (/1]) é verdadeiro.

Logo, a alternativa correta ¢ 1. - Il e I1]

Analisando o grafico representado na Figura 3.27, feito no GeoGebra, temos que a
vazdo méxima é de 6000m?/h e que a vazao ¢ maior ou igual a 5000m?/h no horario das
3h as 9h e das 15h as 21h. Logo, as afirmativas que estao corretas sao: Il e [11. Obs.:
Para ter uma visualizacao melhor do grafico, desprezamos o valor 1000 na funcao, nao

comprometendo o comportamento do grafico.

Figura 3.27: Grafico da vazao de agua

V(1) = 1000 [/1 + 2sm'z(%/,ﬂ

Exemplo 20. (Universidade Federal do Parand - 2011)- Suponha que a expressao
P = 100 + 20sen (2nt) descreve de maneira aprozimada a pressio sanguinea P, em
milimetros de mercurio, de uma certa pessoa durante um tleste. Nessa expressao, t
representa o tempo em sequndos. A pressao oscila entre 20 milimetros de mercirio
acima e abairo dos 100 milimetros de mercurio, indicando que a pressao sanguinea da
pessoa € 120 por 80. Como essa funcao tem um periodo de 1 sequndo, o coracio da

pessoa bate 60 vezes por minuto durante o teste.

1. Dé o valor da pressao sanguinea dessa pessoa em t = 0s; t =0, 75s.

2. Em que momento, durante o primeiro sequndo, a pressao sanguinea atingiu Seu

minimo?
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A resolucao deste problema é bastante simples. No caso do item a) basta substituir

t=0et=0,75 na expressao acima.

No primeiro caso, P = 100 + 20sen (0) = 100. Para ¢t = 0,75 temos:

P =100+ 20sen (2-0,75) = 100 + 20sen (1,5) = 100 — 20 = 80

Logo, os valores sao: 100 e 80, respectivamente.

No item b temos que determinar o instante ¢ em que a pressao sanguinea atinge o

valor minimo. Para isso, P ser4 minimo quando seno for igual a —1. Ou seja:

3 3
sen (27r15):—1:>27rt:77r:>7§:Z

Logo,
t=20,7bs

Observe o resultado na Figura 3.28.

Figura 3.28: Grafico da pressao sanguinea

SITEEEES SHEEEEED SESSRSER EEEN) R

f(xz) = 100 4+20sen(2mx)

-0.5 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Exemplo 21. ACADEMIA DA FORCA AEREA - Rio e Janeiro 2012.
Uma piscina com ondas artificiais foi programada de modo que a altura da onda

, T X T T
varie com o tempo de acordo com o modelo y = 3sen (— + —> sen (—) sen (—)

2 4 4 2
em que y = f(x) € a altura da onda, em metros, e & o tempo, em minutos.

Dentre as alternativas que sequem, assinale a unica cuja conclusao NAO condiz
com o modelo proposto.

1. A altura de uma onda nunca atinge 2 metros.
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2. Entre o momento de detec¢ao de uma crista (altura mdzima de uma onda) e o

de outra sequinte, passam-se 2 minutos.
3. De zero a 4 minutos, podem ser observadas mais de duas cristas

4. As alturas das ondas observadas com 30, 90, 150, ... sequndos sao sempre 1guais.

Veja o grafico da onda, na Figura 3.29, conforme o modelo apresentado:

Figura 3.29: Grafico da altura da onda

t=05

®

y=seen( 47 s (p)sen(3)
Yy = oSen 2 1 sen 1 sen 2

7

=

Analisando o gréfico e observando os itens citados, concluimos que a tnica alterna-
tiva que nao condiz com o modelo proposto é a alternativa ¢, pois de zero a 4 minutos,
observamos apenas duas cristas.

A seguir, vamos definir a fungdo tangente e apresentar um exemplo relacionado a
esta funcao.

Seja y = tg t a fungdo tangente definida no intervalo I = {t € R|t # g + km, com
keZ}

O valor da tangente de um arco estd definida no circulo trigonométrico na Secao

2.2. Ao representar todos os pontos (¢,tg t) em R2, teremos o grafico a seguir:

T
Observe que o grafico tangencia a reta x = 5 pela direita e pela esquerda, indo para

. . T

—00 e +00, respectivamente, repetindo o mesmo comportamento quando x = 5 + km,
ke Z.

Agora, vamos apresentar um exemplo explorando a tangente na construcao de um

parafuso. Comecamos com algumas definigoes.

Definicao 3. Rosca
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Figura 3.30: Grafico da funcao tangente
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Rosca € uma saliéncia de perfil constante, helicoidal, que se desenvolve de
forma uniforme, externa ou internamente, ao redor de uma superficie ci-

lindrica ou conica. Essa saliéncia € denominada filete.
http://www.abraman.org.br/arquivos/72/72.pdf. Pdgina 13. Acessado em 02/04,/2021

Observe a ilustracao definida na Figura 3.31

Figura 3.31: Rosca interna e rosca externa

rosca
interna

filete

rosca
externa

<http://www.abraman.org.br/arquivos/72/72.pdf>

Definicao 4. Passo e hélice de rosca

Quando hd um cilindro que gira uniformemente e um ponto que se Mmove
também uniformemente no sentido longitudinal, em cada volta completa do
cilindro, o avango (distancia percorrida pelo ponto) chama-se passo e o

percurso descrito no cilindro por esse ponto denomina-se hélice.
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SENAI - Departamento Regional do Espirito Santo -
<http://www.abraman.org.br/arquivos/72/72.pdf >. Pdgina 13. Acessado em
02/04,/2021

O desenvolvimento da hélice forma um tridngulo retangulo, onde se tém:
a = angulo da hélice

P (passo) = cateto oposto

hélice = hipotenusa

D, (diametro médio) = cateto adjacente

Figura 3.32: Passo e hélice de rosca

digmetro média (D2)

-

passo
=

D2 . T = perimetro

<http://www.abraman.org.br/arquivos/72/72.pdf> Pagina 14

Usando as razoes trigonométricas, podemos determinar o didmetro médio, o passo ou

o angulo de qualquer rosca:

angulo da hélice = tg a =
D2 - T

P (passo) =tg a- Dy -7

A medida que o angulo da hélice aumenta, a forca de atrito atuando entre a porca e
o parafuso diminui, e podemos comprovar através do paralelogramo de forcas, exigindo
alguns critérios na aplicagao do passo da rosca.

T .

Usando a < 13’ teremos um aperto adequado em parafusos de fixacao.

FA = forca de atrito

FN = forca normal

FR = forca resultante

Na Figura 3.34 temos a representagao grafica da funcao P(x) = Dy - - tg =, onde
x ¢ o angulo da hélice da rosca do parafuso.

Observe que a "largura P" da rosca depende da medida do angulo x, com diametro
Dy dado. Neste caso, mantemos o diametro Dy do parafuso fixo e estamos variando o

angulo «, representado por x.
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Figura 3.33: Forca de atrito

= A
‘ ! \L_ N
FR

l__ perimetro

http://www.abraman.org.br/arquivos/72/72.pdf. Pagina 14

Figura 3.34: Forca de atrito

P(z) =Dy 7 tgx

|

Na Figura 3.35 temos um modelo da representacao do parafuso, seguindo as normas
técnicas especificadas anteriormente, feito no GeoGebra, o qual foram atribuidos os

valores do diametro Dy e do angulo «, enquanto que o passo P estd em funcao de D,

e Q.

No modelo apresentado anteriormente, retratamos um modelo geral, citando os

elementos basicos como diametro, hélice e passo. Temos

mais simples as mais complexas envolvendo outros elementos tais como filete da lamina,

didmetro interno e externo, altura do filete, etc. Veja alguns exemplos de roscas:

e Rosca fina

Usada na construgao de automoéveis e aeronaves, principalmente porque nesses

veiculos ocorrem choques e vibracoes que tendem a afrouxar a porca.
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Figura 3.35: Passo do parafuso em func¢ao do angulo
6 P=Dy 7 tga

4
Ip D,=27
@ '

e Rosca média (normal)
Utilizada normalmente em construgoes mecanicas e em parafusos de modo geral,
proporciona também uma boa tensao inicial de aperto.

e Rosca de transporte ou movimento

Possui passo longo e por isso transforma o movimento giratério num deslocamento

longitudinal bem maior que as anteriormente citadas.

Nao é nosso intuito esgotar todos os tipos de roscas muito menos tratar cada uma
delas. Apenas mostrar o quanto é importante o estudo das razoes trigonométricas nos

varios ramos da geometria.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

O estudo e aplicacao das razoes trigonométricas nas diversas areas do conhecimento
tem um papel importante, principalmente para resolver problemas envolvendo a relacao
fundamental da trigonometria, a lei dos senos e dos cossenos.

O uso de novas tecnologias facilitou o entendimento do contetido e mostrou o quanto
é importante criar uma cultura, dentro de sala de aula, principalmente na rede publica
de ensino, do uso de software na educacao como um todo.

A utilizacao do Geogebra, como ferramenta de apoio, contribuiu para demonstrar
o circulo trigonométrico e definir as razoes trigonométricas no circulo trigonométrico,
assim como nas representacoes graficas das funcoes circulares, fazendo animacoes e
aplicagoes contextualizadas.

A importancia de usar um software no ensino da trigonometria, no caso o Geo-
Gebra, ampliou as infinitas possibilidades em que podemos tratar um problema, as
vezes considerado até impossivel de se resolver, mostrando através de figuras e graficos
suas variacoes em diferentes contextos, estabelecendo padroes e relacionando proprie-
dades identificadas anteriormente. Fazendo com que contetdos considerados de dificil
entendimento se tornem claros e objetivos.

Desta forma, vimos o quanto é prazeroso estudar trigonometria e buscar problemas
sobre esse assunto, envolvendo e trabalhando de maneira dinamica no GeoGebra.

Este trabalho contribuiu muito para meu crescimento pessoal e proficional. Com
certeza continuarei a aprimorar e ampliar meus estudos sobre trigonometria e o uso do

GeoGebra.
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