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"Com a Modelagem Matematica, o objeto de conhecimento passa a ter concretude, pois o
modelo matematico concretiza o que era abstrato, o que pode tornar a aprendizagem mais
significativa'.

(Curriculo Paulista, p. 314)
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RESUMO

Neste projeto, propomos o estudo tedrico de topicos de Teoria dos Numeros, a fim de
produzir uma dissertagdo que possa ser utilizada como referéncia didatica por professores
de Matemaética do Ensino Bésico. O tépico principal a ser estudado ¢ o de ntimeros inteiros
que sao quadrados perfeitos, destacando suas propriedades e suas principais aplica¢gdes no
Ensino Baésico.

Palavras-chave: 1. Aritmética. 2. Quadrados perfeitos. 3. Ensino Bésico. 4. BNCC. 5.

Curriculo Paulista. 6. Rede Ptblica de Ensino. 7. Algebra. 8. Raciocinio logico.

ABSTRACT

In this project, we propose the theoretical study about Number Theory, for producing a
dissertation to be used as didatic reference by Mathematic’s teachers of the Basic Education.
The main topic to be studied is integer numbers called perfect squares, emphasizing its
properties and main aplications in Basic Education.

Keywords: 1. Arithmetic. 2. Perfect squares. 3. Basic education. 4. BNCC. 5. Paulista

Curriculum. 6. Public Education Network. 7. Algebra. 8. Logical reasoning.
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INTRODUCAO

A Teoria dos Numeros é a parte da Matemaética que se dedica ao estudo dos niimeros
inteiros e, em particular, dos niimeros primos. O conceito de niimeros inteiros ¢ um dos
mais antigos e fundamentais da ciéncia em geral, tendo acompanhado o homem desde os
primordios de sua histéria. Ainda hoje, a Teoria dos Ntimeros é uma area de pesquisa das
mais fascinantes, tanto do ponto de vista tedérico quanto do ponto de vista pratico. Em
especial, com o advento do computador, a Teoria dos Niimeros ganhou muito destaque. O
principal sistema criptografico computacional utilizado atualmente, o RSA, é baseado no
Teorema de Euler, que é um resultado classico de Teoria dos Numeros. A seguranca do
RSA esta baseada na atual inexisténcia de um algoritmo que fatore um ntimero inteiro
positivo como produto de niimeros primos em tempo polinomial. Decidir se um nimero
inteiro positivo é um ntimero primo ja é uma das grandes questoes a serem resolvidas.
O presente trabalho tem como objetivo principal estudar os ntimeros inteiros que sao
quadrados perfeitos. Dizemos que um ntmero inteiro positivo n é um quadrado perfeito,
quando ao fatorarmos n como um produto de niimeros primos n = p?l ...p?r, tivermos em
todas as poténcias de «;’s niimeros pares. O que motivou tal proposta foi que no ensino da
Matemaética no Brasil, principalmente na Rede Publica de Ensino, hé grande defasagem
quanto aos principais requisitos para a compreensao de conceitos basicos relacionados a
Aritmética, inclusive quanto aos niimeros naturais e suas propriedades, especialmente os
quadrados perfeitos. Estes, por sua vez, muitas vezes deixados de lado quando o assunto é
investigar e perceber suas peculiaridades e propriedades, visto que muito ha a ser abordado
dentro desse tema.

No primeiro capitulo, abordaremos a histéria dos quadrados perfeitos: histéria dos
quadrados perfeitos, passando principalmente pela matematica do periodo babilonico e
grego antigo; estudo sobre como os babildonicos buscavam aproximacoes de raizes qua-
dradas de niimeros inteiros e como resolviam problemas que atualmente caracterizamos
como equacgoes de segundo grau; estudo dos nimeros figurados pitagoricos, em especial os
triangulares e os quadrangulares e apresentacao de algumas proposicoes sobre quadrados
perfeitos; apresentacao de propriedades sobre quadrados perfeitos. No segundo capitulo,
abordaremos alguns tépicos a serem estudados como pré-requisitos importantes para a com-
preensao da proposta deste projeto, tais como propriedades de divisibilidade nos nimeros
inteiros, algoritmo euclidiano da divisao, conceito de maximo divisor comum, identidade de
Bézout, conceito de nimero primo, Teorema Fundamental da Aritmética, definicdo e intro-
dugao sobre nimeros quadrados perfeitos. No terceiro capitulo, serdo estudadas algumas
propriedades relacionadas a congruéncia de niimeros inteiros e propriedades de aritmética
modular; outras propriedades sobre niimeros quadrados perfeitos; quantidades e ordenagao

de divisores de niimeros quadrados perfeitos; propriedades envolvendo o maximo divisor



SUMARIO

comum entre nimeros quadrados perfeitos; aplicagoes do Algoritmo de Euclides. No quarto
capitulo, abordaremos o Pequeno Teorema de Fermat, enunciando-o e demonstrando-o,
apresentando duas consequéncias do referido teorema, uma delas relacionada a quadrados
perfeitos; exemplos de como calcular o resto da divisdo de uma poténcia grande por um
numero primo. No quinto capitulo, abordaremos a representacao de um inteiro positivo
por somas de quatro quadrados (incluindo o denominado “Teorema de Lagrange”, com
demonstragao), de trés quadrados e de dois quadrados. No sexto capitulo, apresentaremos
dicas e solugoes para cada um dos desafios propostos ao longo dos outros capitulos. No
sétimo capitulo, trataremos de informacoes importantes ao docente: a importancia da
pratica pedagogica e como ele deve desenvolver seu trabalho baseado neste projeto, tendo
em vista o cumprimento de todos os pré-requisitos por parte dos alunos, enunciando e
comentando algumas habilidades e objetos de conhecimento, segundo o Curriculo Paulista,
relacionados aos estudos desenvolvidos nesta dissertagao; e uma andalise generalista sobre a
pratica docente quando tratar das habilidades de niimeros, algebra e geometria no Ensino
Fundamental II. E no oitavo capitulo, apresentaremos as consideragoes finais, contendo

uma lista com fatos centrais desenvolvidos no texto.



A HISTORIA DOS QUADRADOS PERFEITOS

Neste capitulo, daremos inicio ao estudo de alguns conceitos estabelecidos no decorrer
da historia da Matematica — mais precisamente ligados a Geometria — que, de certa
forma, contribuiram, de forma grandiosa, para o estudo acerca dos niimeros inteiros, e
especialmente relacionados aos quadrados perfeitos. Abordaremos estudos realizados na
antiga Mesopotamia, inclusive utilizando o sistema de numeracao dos babilonios, até a
Grécia antiga, por intermédio dos estudos realizados por Platao e Pitagoras.

Quando resgatamos fatos importantes ao longo da historia da humanidade, em particular
o que se refere a Matematica, temos diante desse estudo inimeros conceitos e definigoes,
bem como procedimentos que precisam estar bem claros, principalmente sobre sua origem,
utilizacao e praticidade. A seguir, serdao destacados aqueles considerados de grande
importancia para a compreensao de tudo o que sera abordado neste capitulo e todos foram
extraidos do livro “Tépicos de Histéria da Mateméatica” [8].

O primeiro conceito importante é a escrita para representar os nimeros. Logo no
inicio do capitulo, temos a seguinte representacao 1,24;51;10. Essa forma de escrita tem
origem na Babilonia e seu significado tem muito a ver com o que hoje conhecemos como
sistema de numeracao decimal. No entanto, trata-se de um outro sistema de numeracao,
o sexagesimal, isto é, aquele composto por 60 simbolos ou algarismos distintos (de 0 a
59). A virgula separa a parte inteira da parte decimal e o ponto-e-virgula separa as casas

decimais, uma a uma. Observe a seguir:
1,24:51;10 = 1-60° +24-60~* +51-6072 4 10- 6073

Note que essa representacao acima ¢ muito similar a que utilizamos no sistema de
numeracao decimal.

As defini¢des que se fazem necessarias no decorrer desse mesmo capitulo sao:

(1) Colegbes de bolinhas: para os pitagéricos, tratam-se de representagoes de nimeros
por meio de pedrinhas.

(2) Esquadro: figura em forma de L invertido, que contém a quantidade de bolinhas
acrescentadas a um dado quadrado perfeito representando geometricamente, com relagao

a quantidade de bolinhas contidas no quadrado imediatamente anterior.

1.1 ORIGEM DO TERMO QUADRADO E ALGUNS PROBLEMAS

O termo quadrado se deve ao fato de podermos representar, geometricamente, um niimero

inteiro quadrado perfeito, por meio de um quadrado de area igual a esse niimero. Na se¢ao



1.1 ORIGEM DO TERMO QUADRADO E ALGUNS PROBLEMAS

1.2, traremos mais detalhes sobre a denominacao quadrados perfeitos. Apresentaremos, a
seguir, um pouco sobre a historia da Matematica, no que compete ao nosso tema.

Os quadrados foram, inicialmente, estudados na antiga Mesopotamia onde surgiram int-
meros problemas envolvendo a drea de quadrados [8, p.16-24], alguns dos quais abordaremos

a seguir.

(Problema 1) O calculo de raizes quadradas.

Figura 1: YBC 7289

No tablete YBC 7289, conforme a Figura 1, consta o exemplo mais famoso. Os
babilonios, entre os anos 2.000 e 1.600 a.E.C., construiram, nesse tablete, um quadrado de
lado I. Préximo a um dos lados do quadrado, vemos o niimero sexagesimal 30 (30 - 6071 =
1/2). Préoximo a uma das diagonais, encontram-se os nimeros sexagesimais 1,24;51;10
(1-60°4+24-60"1 4+51-6072 + 106073 ~ 1,414213) e 42,25:35 (42-60° 4+ 25-60~" +
356072 ~ 42,426).

A constante 1,24;51;10 encontra-se em uma tabela de coeficientes (as tabelas de
coeficientes eram essenciais na Matematica da Babilonia e continham listas de constantes
que ocorrem em varios tipos de problemas) e é chamada a diagonal do quadrado. Temos
que 30 x 1,24;51;10 = 42;25;35. Uma das conclusoes mais importantes é que a diagonal d
do quadrado ¢é igual a [ x 1,24;51;10. Os escribas babilonios sabiam que [/d =~ 1,24;51;10.
De fato, (1,24;51; 10)2 ~ 1,9999983, sendo, portanto, 1,24;51;10 uma boa aproximagao de
V2.

Os babilonios chegaram a esta raiz quadrada usando um método bastante interessante, o
qual permitia que fossem obtidos valores aproximados para raizes irracionais. Na linguagem
atual, esse procedimento se baseava no calculo da medida do lado de um quadrado de area
k, representado na Figura 2.

Se o segmento AE é cortado em um ponto B, o quadrado de lado AE é igual ao

quadrado de lado AB mais o quadrado de lado BE mais duas vezes o retangulo que contém

5
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vk
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Figura 2: Medida do lado do quadrado de area k

os lados AB e BE. Se AB medir a e BE medir ¢, trata-se da versao geométrica da igualdade

usualmente utilizada

(a+4¢)? =a® + & + 2ac. (1)

Se colocarmos, no interior do quadrado AEGK, o maior quadrado possivel cuja medida do
lado a é conhecida e usarmos o resultado geométrico acima, podemos aproximar a medida
do lado do quadrado AEGK por a, dado que

Vk=a+c. (2)

Uma aproximacao melhor do que a requer uma boa aproximacao para c. Para isso,
observemos a area da regido poligonal BEGKDC, na Figura 2, cuja area é igual a k — a?.
Por outro lado, a figura poligonal DCBEGK pode ser decomposta em dois retangulos de

lados a e ¢ e em um quadrado de lado ¢, de sorte que

2ac+ ¢ =k —a®. (3)
Note que, caso ¢ seja bem pequeno, podemos desprezar ¢2, e obtemos:
k — a?
c= 4
5 (4)
Consequentemente, teremos
k—a? 1 k
/
¢ =at i 2<a+a> 5

A partir de (23), temos que a’ & a + ¢ é uma aproximagao de vk melhor que a, conforme

podemos observar através da interpretacao geométrica aqui apresentada.
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3
Observacao 1.1. Através de duas iteracoes com a escolha a = o presume-se que esse

tenha sido o procedimento para encontrar uma aproximacao para \/§, como registrada no
tablete YBC' 7289.

Os babilonios também utilizavam de tabletes contendo procedimentos, semelhantes
ao que hoje chamamos de exercicios resolvidos, que resolvemos por meio de equacoes.
Equivocadamente, muitos historiadores chegaram a acreditar que os babilonios sabiam
resolver equagoes, através de uma certa “algebra”, que, posteriormente, teria sido expressa
geometricamente pelos gregos.

A seguir, serao apresentados dois problemas do segundo grau na Babilonia.
(Problema 2) “Adicionei a drea e o lado de um quadrado: obtive 0,45. Qual o lado?”

Solucao apresentada pelos babilonios:
Passo 1 — Tome 1

Passo 2 — Fracione 1 tomando a metade (= 0,30)

1
— Na base decimal, metade de 1 é 3

Passo 8 — Multiplique 0,30 por si mesmo (= 0,15)

11 1
Na base decimal, — - = = —.
== Nabase decimal, 5 -5 = 7
Passo 4 — Some 0,15 a 0,45 (= 1)
1
— Na base decimal, 1 + i = 1.

Passo 5 — 1 é a raiz quadrada de 1
— Na base decimal, /1 = 1.

Passo 6 — Subtraia os 0,30 de 1
1 1 30
Na base decimal, 1 — = = = = —.
=—>Na base decimal, 5=5= 80
Passo 7 — 0,30 € o lado do quadrado

Traduzindo para a linguagem atual, queremos resolver o problema

3
2
x4+ =-.
+ 4
Para resolver uma equacao do tipo
??+r=C

fazemos:
Passo 1 — Tome B =1
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Passo 2 — Divida B ao meio e obtenha Bl

B B
Passo 3 — Eleve 5 ao quadrado e obtenha (2) =

B? B*
Passo 4 — Some C' a 4 © obtenha 1 +C

B* | B?
Passo 5 — Extraia a raiz quadrada de 1 + C' e obtenha 1 +C
B | B? | B? B
Passo 6 — Subtraia — de \| — + C' e obtenha \| — +C — —
2 4 4 2
B? B
Passo 7 — Portanto, 1 +C - 5 € o lado do quadrado

(Problema 3) “Subtrai o tergo da area e depois somei o tergo do lado do quadrado a

area restante: 0, 20. Qual o lado do quadrado?”

Solugdo apresentada pelos babilonios:

Passo 1 — Tome 1

Passo 2 — Subtraia o terco de 1, ou seja, 0,20, obtendo 0,40
Passo 3 — Multiplique 0,40 por 0,20 obtendo 0,15;20
Passo 4 — Encontre a metade de 0,20 (=0, 10)
Passo 5 — Multiplique 0,10 por 0,10 (=0, 1;40)
Passo 6 — Adicione 0,1;40 a 0,13;20 (=0, 15)

Passo 7 - 0,30 ¢ a raiz quadrada

Passo 8 — Subtraia 0,10 de 0,30 (=0, 20)

Passo 9 — Tome o reciproco de 0,40 (+1,30)

Passo 10 — Multiplique 1,30 por 0,20 (<0, 30)

Passo 11 — 0,30 ¢ o lado do quadrado

Obviamente, na época em que esses estudos foram realizados, nao se escrevia uma
equacdo geral do tipo Az? 4+ Bx + C = 0. No entanto, os babildénios — embora nao
possuissem uma linguagem para expressar estes casos de modo genérico — eram dotados
de uma natureza primordialmente algébrica, visto que o modo de enunciar o procedimento
babilénio era para o caso geral de uma equacao de tipo Az? + Bz = C.

Assim, a solucio de uma dada equacio do tipo Az? 4+ Bz = C, conforme o procedimento

descrito acima — para o Problema 3 — seria traduzido, algebricamente, para encontrar a
Lo (B v ac- Byt (6)
S \V4 2 A

Passo 1 — Multiplique A por C e obtenha AC

raiz

no procedimento a seguir.
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Passo 2 — Divida B ao meio e obtenha —

B 2

B B
Passo 3 — Multiplique 5 por 5 e obtenha <2>
. B B
Passo 4 — Adicione AC a <2> e obtenha (2> + AC

B\? B\?
Passo 5 — Fxtraia a raiz quadrada de <2> + AC' e obtenha <2> + AC

Passo 6 — Subtraia 5 da raiz acima
1
Passo 7 — Tome o reciproco de A e obtenha 1

1
Passo 8 — Multiplique 1 pela raiz

| B? B\ 1
Passo 9 — O lado do quadrado é 1 + AC — ) X 1

1.2 PRIMEIROS ESTUDOS SOBRE OS QUADRADOS PERFEITOS

Segundo acabamos de ver na se¢do anterior, foram grandiosas as contribui¢des matematicas
atribuidas aos babilonios, em especial o que se deve a origem do nosso objeto de estudo: os
quadrados perfeitos. Ja nesta secao, traremos uma abordagem um pouco mais especifica
ao nosso objeto de estudo. Estudaremos agora a Matematica grega antes de Euclides, a
qual nos fornecerd a nocao de niimero dos pitagéricos e a geometria pré-euclidiana.

Atribui-se a Pitadgoras grande parte das contribuicoes dos gregos a Matematica e, por
isso, ele é frequentemente citado como o pai da Matematica grega. Embora sua teoria
tenha sido concreta — baseada em manipula¢oes de nimeros figurados — e sua aritmética
era indutiva e sem qualquer tipo de provas, muitas generalizacoes sobre sequéncias de
numeros podiam ser obtidas a partir de representagoes graficas.

Historicamente, as regras utilizadas para obten¢ao dessas sequéncias — como as dos
numeros quadrados, cubos e outros — eram construidas para uso pratico. Estudos mostram
que os gregos acreditavam que as propriedades dos niimeros estavam associadas a forcas
cosmicas. De fato, a concepcgao de Pitagoras sobre a natureza parte da ideia de haver uma
explicagao global para que se possa simbolizar a totalidade do cosmos, e ela se da através
dos niimeros. Com isso, os pitagéricos passaram a considerar que as coisas sao numeros,
elas consistem de niimeros. Notavelmente, isso se deve ao fato de as coisas poderem ser
organizadas e distinguidas. Como consequéncia disso, os gregos nos levam a concluir que
as propriedades aritméticas das coisas constituem o seu ser propriamente dito, e o ser de
todas as coisas ¢ o nimero.

Os pitagéricos utilizavam de pedrinhas dispostas em uma certa configuracao para
representar seus numeros figurados. O primeiro exemplo de ntimero figurado se da pelos
numeros triangulares. A Figura 3 é uma traducdo, em linguagem atual, dos quatro

primeiros desses nimeros pitagoricos (colegoes de bolinhas).

9
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A&A&

Figura 3: Os nimeros triangulares

Os nimeros triangulares (alguns representados na Figura 3) podem ser associados aos
nossos numeros 1, 3, 6, 10, 15 e assim por diante. Em linguagem matematica atual, temos

a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.2. /8, p.54] O nimero triangular de ordem n é dado pela soma da progressio
aritmética

|
1+2+3+~-+n:”("2+).

Na Figura 3, temos os nimeros triangulares de ordem 2, 3, 4 e 5, respectivamente.

®. T ©.0-0-0-0-0-0
0-0-0-000 | 000000e
H—

n 1

Figura 4: Soma de 1 até n

Os nimeros quadrados (alguns representados na Figura 5) podem ser associados aos
nossos numeros 1, 4, 9, 16, 25, 36 e assim por diante. Em linguagem matematica atual,

temos a seguinte definicao:
Definigdo 1.3. /8, p.56] O nimero quadrado de ordem n é dado por n?.

O termo quadrado perfeito se deve ao fato de se construir um quadrado cuja medida do
lado é representada por um nimero inteiro que é raiz quadrada de outro nimero inteiro, a

area desse quadrado.

Proposigao 1.4. /8, p.56] Todo quadrado perfeito de ordem n, paran > 1, é a soma de

dois numeros triangulares, de ordem n e n — 1.

Demonstracio. Considere o niimero natural n, tal que n? seja seu respectivo quadrado.

Manipulando algebricamente, temos que:

10



1.2 PRIMEIROS ESTUDOS SOBRE OS QUADRADOS PERFEITOS 11

w - - o
L2 - 0] i - @ ]
& assim
por diante
[ u—I ]
® . L] e = s >
1 4 2 16

Figura 5: Os nimeros quadrados

9 n2+n2 n2+n—n+n2
n- — = s

2 2

0 que nos permite reescrever n? da seguinte forma:

n2:n(n+1)+n(n—1)'
2 2

Logo, um quadrado perfeito de ordem n > 1 é a soma de um ntmero triangular de

ordem n com um nimero triangular de ordem n — 1. O]

Proposicao 1.5. A diferenca entre dois quadrados perfeitos consecutivos de ordem n + 1

en € o numero impar 2n + 1.

Demonstracao. Temos que
(n+1)?=n*+2n+1) <= (n+1)*—n*=2n+1. (7)

O

As triplas pitagoricas ou ternas pitagoricas, como chamamos hoje, estao associadas a
problemas cujo objetivo é determinar dois nimeros quadrados perfeitos cuja soma seja
também um nimero quadrado perfeito. Esses trés niimeros inteiros podem ser associados
as medidas dos lados de um tridngulo retangulo. Os pitagéricos chegaram a estas triplas
por meio do gnémon que era sinénimo dos nimeros impares, formados pelas diferencas
entre nimeros quadrados sucessivos. A Figura 6 nos permite calcular a sequéncia dos
quadrados perfeitos por meio de um deslocamento do esquadro, o que, em outras palavras,
significa que devemos somar a sequéncia dos niimeros impares.

Observando a Figura 6 e a igualdade (25), podemos concluir que a diferenca entre dois
quadrados perfeitos consecutivos serd um quadrado perfeito, se, e somente se, o maior dos

esquadros contiver um quadrado perfeito impar.

Embora tenhamos, geometricamente, uma boa explicacao para a abordagem dos
quadrados perfeitos como numeros figurados, vamos demonstrar que a soma dos n primeiros

fmpares é o quadrado perfeito n?.



1.2 PRIMEIROS ESTUDOS SOBRE OS QUADRADOS PERFEITOS

Figura 6: Esquadro de impares ao redor de (n — 1)

Antes, vejamos alguns exemplos:

12=1
22 =143
32=1+3+5

A2=143+547

52 =1+3+5+7+9

62=14+3+5+7+9+11

7?=14+3+5+7+9+11+13

82 =14+3+5+7+9+11+13+15

2 =14+3+5+7+9+11+13+15+17
102=1+3+5+7+9+11+13+15+17+19

112 =14+34+547+9+114+13+15+17+19+21
122=14+3+5+7+9+11+13+15+17+19+21 +23
132=14+34+54+7+9+114+13+15+ 17+ 19+ 21 + 23 + 25.

Proposicao 1.6. A soma dos n primeiros nimeros impares é o quadrado perfeito n>.

Demonstracio. Temos que todo niimero impar pode ser escrito como 2n + 1 com n € IN.

Agora a soma dos n primeiros niimeros impares é

1+3+---+(2(n—1)+1):nz_:l(mdrl)
1=0

n—1
=2 (Zz) +(I4+---+1)
1=0 n Vezes
n—1)n

=2 ( +n
2
=n’—n+4+n= n2,
n—1
como queriamos. Note que Z 1 ¢ a soma dos termos de uma progressao aritmética com

. i=0
razao 1. O

Para instigar ainda mais o estudo sobre os niimeros figurados de Pitagoras, sugerimos

a voceé leitor que tente resolver os desafios a seguir.

12
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OO0 O0O0O0O0O0O0O00 |

Figura 7: Soma dos n primeiros niimeros impares

Desafio 1.7. Mostre que, se k*> < 100 é um nimero triangular, entio k = 1 ou k = 6.

Desafio 1.8. Mostre, sem utilizar aritmética ou dlgebra, simplesmente reorganizando
diagramas de numeros figurados, que oito vezes um numero triangular mais um € igual
a um numero quadrado. Se o numero triangular tem ordem n, qual a ordem do nimero

quadrado obtido pelo processo acima? [8, p.64]

13



PRE-REQUISITOS IMPORTANTES

Neste capitulo, introduziremos conceitos e defini¢oes importantes que tornarao o leitor
mais familiarizado com o tema proposto. E de extrema importancia que toda a abordagem
dada aos quadrados perfeitos nos capitulos subsequentes torne a leitura mais agradavel, de
forma a facilitar a compreensao e, consequentemente, despertar o interesse nesse estudo.

Os conceitos e as defini¢oes apresentados encontram-se no livro “Aritmética” [3].

2.1 DIVISAO NOS INTEIROS

Defini¢ao 2.1. /3, p.2] Dados dois numeros inteiros a e b, dizemos que a divide b e

escrevemos alb quando existir um ndmero inteiro ¢ tal que b = c¢- a.
Os inteiros gozam das seguintes propriedades:
Proposicao 2.2. /3, p.3] Dado a € Z, temos que 1|a, ala e a|0.

Demonstracao. Temos que:

Proposicao 2.3. Dado a € Z, se a | 1, entdo |a| = 1.

Demonstragio. Se a | 1, entao existe k € Z tal que 1 = k- a. Assim, temos que k =1 e
a=1ouk=—1ea= —1. Portanto, |a| = 1. O

Proposigao 2.4. [3, p.3] Dados a,b,c € Z, sea|bec|d, entioa-c|b-d.

Demonstragio. Como a | b e c| d, temos que existem ki, ko € Z tais que

alb=b=k -a (8)

cld=d=ky-c (9)

14



2.1 DIVISAO NOS INTEIROS

Multiplicando (1) e (2), obtemos:
b-d=(k1-a)-(ka-c) = (k1 ko) (a-c).

Portanto, a-c | b-d.

Proposicao 2.5. /3, p.3] Dados a,b,c € Z, sea|beb]c, entdo a | c.

Demonstra¢io. Como a | be b | ¢, temos que existem ki, ko € Z tais que

alb=b=k -a

blc=c=ky-b.

Substituindo (3) em (4), obtemos:
c= (k1-ko)-a.

Portanto, a | c.

Proposigao 2.6. Dados a,b € Z, sea|beb|a, entao |a| = [b].

Demonstragio. Como a | b e b | a, temos que existem kj, ko € Z tais que

alb=b=k -a

bla=a=ky-b.

Substituindo (5) em (6), obtemos:
a = (k‘l-k‘g)-aik‘l-k‘QZL

Logo, temos que:
kg’lj‘kﬂ:l.

Como a | beb|a, temos |a| = |b).

Proposigao 2.7. [3, p.4] Dados a,b € Z, sea|b eb# 0, entdo |a| < |b].

Demonstra¢io. Como a | b, temos que existe k; € Z tal que

alb=b=k -a.

(12)

(13)

15



2.1 DIVISAO NOS INTEIROS

Dessa forma,
0] = k1] - |al.

Como, por hipétese, k1 # 0, entao |ki| > 1. Portanto, |a| < [b]. O

Proposi¢ao 2.8. [3, p.4] Dados a,b € Z, se a | b ea | ¢, entao a | (b-z+c-y),
Ve,y € Z.

Demonstragio. Como a | b e a | ¢, temos que existem ki, ko € Z tais que

alb=b=k -a (14)

alc=c=ky-a. (15)

Quaisquer que sejam os inteiros z e y, temos, de (7) e (8), que:
b-z4cy=(kr-a)- x4+ (ka-a)-y=(ki-z+ko-y)-a.

Portanto, a | (b-z+c¢-y), Va,y € Z. O

Teorema 2.9. [3, p.10/ Algoritmo euclidiano da divisao
Dados a e b inteiros e b > 0, existem um unico ¢ e um unico r inteiros, tais que a = b-q+1r

e <r<b, ondea é o dividendo, b € o divisor, q é o quociente e r é o resto.

Demonstragio. (1) A existéncia de g e r.

Seja S o conjunto de todos os inteiros ndo-negativos da forma a — b -z, com x inteiro.
Como b > 0, S possui ao menos um elemento. De fato, basta tomar = —|a| e notar que
b>1. Assim,

a—b-x=a+b-|a] >a+|a| >0.

Usando o Principio da Boa Ordenacao, existe o elemento minimo r € S, tal que:
r>0er=a—>b-q paraalgum g € Z, ou seja, a =b-q+r.
Note que r < b, pois, caso contrario, r nao seria o elemento minimo de .S, pois:
0<r—b=(a—b-q)—b=a—b-(¢g+1)<r.

Essa parte da demonstracao nos leva a concluir que, se r > b, entdo nao usamos ¢ suficiente
para a divisao de a por b.
(2) A unicidade de g e r.

Suponhamos que existam outros inteiros ¢; e 71, tais que:

a=b-q+ry,com0<ry <b.

16



2.1 DIVISAO NOS INTEIROS 17

Nesse caso, temos que:
a=b-qg+ri=b-q+r=ri—r=>b-(¢—q).

Note que:
—b<—1r<0 e 0<r;<b.

Assim:

—b<r—ri<be|r—ry|<b.

Como b | (r—r1) e |r—r1] <b, entdao r —r; = 0. Como b > 0, entdao ¢ — ¢1 = 0. Logo,

ri1 =r e qp = q. Portanto, ¢ e r existem e sao unicos. O

Definicao 2.10. /3, p.33] Dados dois nimeros inteiros a e b nao simultaneamente nulos,
o maior divisor comum de a e b sera chamado de mdximo divisor comum de a e b e

denotado por mdc(a,b).

Teorema 2.11. /3, p.41] (Identidade de Bézout). Dados dois inteiros a e b nao simulta-

neamente nulos, existem dois inteiros s e t tais que
mdc(a,b) =a-s+0b-t.

Demonstragio. Seja D = {n-a+m-b; m,n € Z}. Temos que D contém nimeros
positivos, nimeros negativos e também o zero. Sejam s e t inteiros tais que d = s-a+1t-b
seja 0 menor inteiro positivo de D. Vamos provar que d é o maximo divisor comum de a e
b. Mostremos que d | a e d | b. Suponhamos que d nao divide a. Neste caso, pelo algoritmo

euclidiano da divisdo, existem ¢ e r inteiros tais que a = q¢-d+r com 0 < r < d. Dali,
r=a—q-d=a—q-(s-a+t-b)=a-(1—q-s)+(—q-t)-b.

Disso segue que r € D, pois 1 —q-s e —q -t sdo inteiros. Como 0 < r < d e d é o menor
elemento positivo do conjunto D, temos uma contradigdo. Portanto, d | a. De forma
similar mostramos que d | b. Portanto, d é um divisor comum de a e b. Seja d’ um divisor
comum de a e b. Temos que existem nimeros inteiros z e y taisquea =z -d' eb=1y-d'.
Dai,

d=s-a+t-b=s-(z-d)+t-(y-d)=(s-x+t-y)-d.

Logo, d’ | d. Portanto, d = mdc(a,b). ]

Definigao 2.12. Dois inteiros a e b sio ditos coprimos se mdc(a,b) = 1.

Proposicao 2.13. /3, p.43] Dois nimeros inteiros a e b sao coprimos se, e somente se,
existem inteiros s et tais que

a-s+b-t=1.



2.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Demonstragio. Suponhamos que mdc(a,b) = 1. Pela Identidade de Bézout, existem
inteiros s e t tais que a- s+ b-t = mde(a,b) = 1. Reciprocamente, suponha que existam
inteiros s e t tais que a-s+b-t = 1 e seja d = mdc(a,b). Como d | a e d | b, entao
d|(a-s+b-t) =1. Logo, d =1, pois d = mdc(a,b) > 1. O

2.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Definicao 2.14. [3, p.79] Um nimero inteiro n, com |n| # 1, possuindo somente como

divisores positivos 1 e |n|, é chamado primo. Se n nao é primo, dizemos que é composto.

Proposigao 2.15. [3, p.79] Sejam p,a,b inteiros. Se p € primo e p | a-b, entdo p | a ou
plb.

Demonstragio. Se p ndo divide a, entdo mdc(a,p) = 1. De fato, se d = mdc(a, p), entao
d|aed]|p Comopéprimoed|p, entdod =1 oud = p. Como p nao divide a,
entao d = 1. Pela Identidade de Bézout, existem s e t inteiros tais que 1 = a-s+p-t.
Disto segue que b =">b-(a-s)+b-(p-t). Temos que p | p e p|a-b por hipdtese. Logo,
pl((a-b)-s+p-(b-t) =0

O

Corolario 2.16. /3, p.80/ Sejam p,ay, ..., ay inteiros. Se p é primo e p | aj---ay, entio

p | a; para algum 1.

Teorema 2.17. [3, p.80/ (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro n maior do
que 1 pode ser representado de maneira unica, a menos da ordem, como um produto de

fatores primos positivos.

Demonstragcdo. Se n é primo nao ha nada a ser demonstrado. Suponhamos n composto.

Seja p1 o menor dos divisores positivos de n diferente de 1. Afirmamos que p; é primo.

Isto é verdade, pois caso contrario existiria p com 1 < p < p; e p | p1. Entao, p | n,
contradizendo a escolha de p;. Logo, n = pj-n; com p; primo. Se n; for primo a

prova esta completa. Caso contrario, tomamos py como o menor fator de ny diferente de

1. Pelo argumento anterior, ps é primo e temos que n = pj - p2 - Ny com pi, p2 primos.

Repetindo esse procedimento, obtemos uma sequéncia decrescente de inteiros positivos
ni,na,.... Como todos estes inteiros sdo maiores do que 1, este processo deve terminar
e entdo n = p1 - p2---pi para algum k£ > 2. Como os primos pi,p2,...,Ppr NAO Sao,

necessariamente, distintos, n tera a forma

— X1 a2 at
n=mp; Py D -

Para mostrarmos a unicidade usamos indugdo em n. Para n = 2 a afirmacao é verdadeira.
Assumimos, que ela se verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e menores do que n.

Vamos provar que ela também é verdadeira para n. Se n é primo, nao ha nada a provar.

Vamos supor, que n seja composto e que tenha duas fatoragoes, isto é,

18
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n—=pi1-p2--Ps—=4q1-4q2" " -qr-
Vamos provar que s = r e que cada p; € igual a algum ¢;. Como p; € primo e divide o
produto qi1 - g2 - - - ¢, pelo Corolario 2.16 ele divide pelo menos um dos fatores gj. Sem
perda de generalidade podemos supor que p; | g1. Como sao ambos primos, isto implica
p1 = q1. Logo pﬂl =po--ps=¢q2---q. Como 1 <n/p; <n, a hipétese de inducao nos
diz que as duas fatoragoes sdo idénticas, isto é, s = r e, a menos da ordem, as fatoracoes

P1-P2-"DPs €q1-q2- - qr SA0 iguais. O

2.3 QUADRADOS PERFEITOS - ABORDAGEM POR MEIO DA OBSERVAQAO

No caso de termos que identificar caracteristicas especificas de um dado conjunto numérico,
¢ necessario, primeiro, que estejamos familiarizados com o que ele representa. Observe a

seguinte sequéncia numérical:

4,9, 16, 25, 49, 64, 81, 100, 121, 400

O que esses nimeros tém em comum?

Para responder isso, vamos escrevé-los de outra maneira. Observe:

4 =2%
9 = 3%
16 = 42;
25 = 5%
49 = 7%
64 = 82
81 = 92;
100 = 10?;
121 = 112
400 = 202

Dessa forma, é possivel percebermos que esses niimeros sao, na verdade, quadrados de

outros numeros. Em outras palavras, sdo denominados quadrados perfeitos.

Definicao 2.18. Seja n € IN. Dizemos que n é um quadrado perfeito se, e somente se,

existe a € IN tal que n = a>.

Uma caracteristica interessante desse tipo de niimero natural é que todos eles possuem
raizes quadradas exatas, o que s6 é possivel quando todos os primos que o compoem

possuem expoente par.

Assim, para que possamos identificar, por exemplo, que /5787 e /14722 nao sao

numeros naturais, devemos realizar as decomposi¢oes de 5787 e 14722 em fatores primos.

! Disponivel em: http://clubes.obmep.org.br/blog/quadrado-perfeito/
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Nestes casos, temos que ha pelo menos um primo em cada decomposicao que nao possui

expoente par. De fato,
5787 = 3% - 643!

14722 = 21 . 171 . 4331,

Além disso, no decorrer dos capitulos, estudaremos algumas propriedades relacionadas
aos quadrados perfeitos. Inclusive, apresentando proposicoes, teoremas e suas respectivas
demonstracoes. Ao final de cada se¢ao, traremos um desafio para o leitor. E no ultimo

capitulo, apresentaremos uma possivel solucao para cada um desses desafios propostos.
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ALGUMAS PROPRIEDADES DOS QUADRADOS
PERFEITOS

Neste capitulo, traremos estudos que complementam, de certa forma, o que estudamos
no capitulo anterior. Nosso objetivo é investigar as propriedades dos quadrados perfeitos,
quanto a sua divisibilidade. Todas as informagoes aqui contidas encontram-se no livro
“Aritmética” [3]. A principio, separamos algumas assertivas para serem demonstradas com
rigor matematico, utilizando, como referéncia, algumas propriedades do Maximo Divisor
Comum e do Minimo Multiplo Comum e alguns critérios de divisibilidade. A prioridade
neste estudo também ¢é investigar os quadrados perfeitos com énfase no conjunto dos
nimeros naturais (incluindo o zero). No entanto, é totalmente possivel expandirmos para

os inteiros tudo o que ¢é apresentado e demonstrado.

3.1 ALGUMAS DEFINICOES EM ARITMETICA MODULAR

Defini¢ao 3.1. /3, p.126/ Seja m > 1 wm nidmero inteiro. Dizemos que dois nimeros
inteiros a e b sao congruentes modulo m se a e b possuirem mesmo resto quando divididos

por m e simbolizaremos por
a =b mod m.
Quando a e b nao forem congruentes modulo m, escreveremos

a Z b mod m.

A menos que se diga o contrario, no que se segue m sera um numero inteiro maior do

que 1.

Proposigao 3.2. [3, p.127] Sejam a e b dois nimeros inteiros. Temos que a = b mod m

se, e somente se, m divide b — a.

Demonstragao. De fato, pelo algoritmo euclidiano da divisao, podemos escrever
a=mq +ryeb=mg+ry,

onde 0 <r; <me0<ry<m. Sem perda de generalidade, podemos supor r; < ry (se o
contrario ocorrer, basta considerar a — b ao invés de b — a na equagao a seguir). Assim,

podemos escrever

b—a=m(q—q1)+re—ri.
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Logo, temos que m divide b — a se, e somente se, m divide ro —ry. Por ser 0 <
ro —1r1 < m, segue que m divide b — a se, e somente se, ro —r1 = 0, ou seja, se, e somente

se, Ty = 11. ]

Proposicao 3.3. Se a e b sao inteiros, temos que a = b mod m se, e somente se, existir

um inteiro k tal que a = b+ km.

Demonstragio. Se a = b mod m, entdao m | (a —b) o que implica na existéncia de um
inteiro k tal que a —b = km, isto é, a = b+ km. A reciproca é trivial pois na existéncia
de k satisfazendo a = b+ km, temos km = a — b, ou seja, que m | (a —b) isto é, a = b

mod m. O

Proposigao 3.4. [3, p.127] Sejam a1, ag, by e be inteiros quaisquer. Se a; = by mod m e

az = by mod m, entao a1 + az = by + by mod m e a; — az = by — by mod m.

Demonstracao. De fato, como a1 = by mod m e as = by mod m, entdo m divide by — aq e

divide b — ao. Logo,
m divide (b1 — al) + (bg — ag) = (bl —+ bg) — (a1 + ag),

mostrando que by + by = a1 + a2 mod m. O caso a; — as = by — bo mod m é similar. [

Proposicao 3.5. [3, p.129] Sejam a,b,c,m € Z. Temos que:
a+c=0b+c modm se, e somente se, a =b mod m.

Demonstragdo. Se a = b mod m, segue imediatamente da Proposi¢ao 3.4 quea+c=b+c¢
mod m, pois ¢ = ¢ mod m. Reciprocamente, se a + ¢ = b+ ¢ mod m, entao m divide

(b+c¢) — (a+ ¢), o que implica que m divide b — a e, consequentemente, a = b mod m. [

Proposicao 3.6. [3, p.130/ Sejam ay,az, by e ba inteiros quaisquer. Se a; = by mod m e

az = by mod m, entao ayaz = b1ba mod m.

Demonstragio. De fato, como a1 = by mod m e as = by mod m, entdo m divide a; — by e

as — by. Por outro lado, como
araz — biba = ajas — biba + a1ba — arby = aj(az — b2) + ba2(a1 — by),

segue que m divide ajag — b1bg, 0 que prova o resultado. O

Corolario 3.7. [3, p.128] Se a = b mod m, entao a™ = b™ mod m, para todo n natural.
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3.1 ALGUMAS DEFINIGOES EM ARITMETICA MODULAR

Essas defini¢bes sao importantes para tornar claras e objetivas as investigagoes ne-
cessarias para compreensao deste capitulo e do capitulo 4, inclusive para tratar sobre o

Pequeno Teorema de Fermat.
Propriedade 3.8. Nenhum quadrado perfeito termina em 2, 3, 7 ou 8.

Demonstragdo. Consideremos inicialmente que a terminagao de um ntimero natural signi-
fica exatamente sua congruéncia modulo 10, isto é, o resto da sua divisao por 10. Queremos,
portanto, provar que nenhum quadrado perfeito é congruente a 2, 3, 7 ou 8, médulo 10.

Para isso, consideremos que todo niimero natural pode ser escrito na forma:

10k, 10k + 1, 10k + 2, 10k + 3, 10k + 4,
10k -+ 5,10k + 6, 10k + 7, 10k + 8 ou 10k + 9,
com k € N U{0}.

Efetuando o quadrado de cada uma dessas formas, obtemos:

(10k)% = 0 (mod 10), ou seja, termina em 0.
(10k + 1)? = 100k? + 20k + 1 = 1 (mod 10), ou seja, termina em 1.
(10k + 2)? = 100k? + 40k + 4 = 4 (mod 10), ou seja, termina em 4.
(10k + 3)? = 100k% + 60k + 9 = 9 (mod 10), ou seja, termina em 9.
(10k + 4)? = 100k? + 80k + 16 = 16 = 6 (mod 10), ou seja, termina em 6.

(10k +5)? = 100k% + 100k + 25 = 25 = 5 (mod 10), ou seja, termina em 5.
(10k + 6)? = 100k* + 120k + 36 = 36 = 6 (mod 10), ou seja, termina em 6.
(10k + 7)? = 100k% + 140k + 49 = 49 = 9 (mod 10), ou seja, termina em 9.
(10k + 8)? = 100k? + 160k + 64 = 64 = 4 (mod 10), ou seja, termina em 4.
(10k +9)? = 100k% + 180k + 81 = 81 = 1 (mod 10), ou seja, termina em 1.

Portanto, nenhum quadrado perfeito termina em 2, 3, 7 ou 8. O

Propriedade 3.9. Todo quadrado perfeito impar deixa resto 1 na divisdo por 8.

Demonstragdo. Qualquer nimero natural, quando dividido por 8, pode deixar os seguintes
restos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ou 7. Escrevendo-o de acordo com a divisao euclidiana, temos

naturais da forma:

8k,8k 4+ 1,8k 4 2,8k + 3,
8k + 4,8k + 5,8k + 6 ou 8k + 7,
com k € N U {0}.

Como queremos apenas os impares, utilizaremos somente os inteiros da forma:
8k+1,8k+ 3,8k +5o0ou8k+7.

Efetuando o quadrado de cada uma dessas formas, obtemos:
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(8k +1)? = 64k* + 16k + 1 =1 (mod 8)
(8k +3)2 = 64k + 48k + 9 =9 =1 (mod 8)
(8k +5)? = 64k* + 80k + 25 = 25 = 1 (mod 8)
(8k+7)2=49 =1 (mod 8).

Portanto, todo quadrado perfeito impar deixa resto 1 na divisao por 8. O

Propriedade 3.10. Se m e & sdo coprimos, entdo m? deiva resto 1 na divisdo por 3.

Demonstragcio. Se m e 3 sdo coprimos, entao m é da forma 3k + 1 ou 3k + 2, com

k € NU{0}. Efetuando o quadrado de cada uma dessas formas, obtemos:

(3k+1)2 =9k? + 6k +1=1 (mod 3)
(Bk+2)2=9k>+ 12k +4=4=1 (mod 3)

Portanto, se m e 3 sdo coprimos, entdo m? deixa resto 1 na divisao por 3. O
No que segue, vamos utilizar a notagao para representar o numero x - 10 + ¥,
com (0 <y <9.
Propriedade 3.11. Dado um nimero natural N = 10-a+b, com 0 < b < 9, temos que:

1. Se b <9, entdo
N? =T[a-(10-a+2-b)]- 10+ b*.

2. Seb?>9eb?=10-c+d, entio

N?=1la-(10-a+2-b)+¢]-10+d.

Demonstracao. Temos que

(10-a+b)*=100-a*+2-10-a- b+ b

(16)
=10-a-(10-a+2-b) + b°.

Note que, a partir de (16), podemos concluir que (10 -a + b)? = b% (mod 10) e de forma
geral, temos que qualquer quadrado perfeito é congruente ao quadrado de suas unidades

modulo 10. Vamos considerar dois casos:

e Casob? <9 (o que ocorre se, e somente se, b < 3). Neste caso, temos:

(10-a+b)2=[a-(10-a+2-b)| [0?] (17)

onde o primeiro quadro representa as dezenas e o segundo, as unidades.
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e Caso b®> > 9 (o que acontece se, e somente se, b > 3). Neste caso temos que
b2 = 10 - ¢ + d, pois qualquer nimero natural maior que 9, possui, no minimo, uma
dezena e isso deve ser considerado no primeiro quadro, dado que ele representa

exatamente as dezenas de N2 = (10 - a + b)?. Reescrevendo N2, teremos:

(10-a+b6)*=10-a-(10-a+2-b) +10-c+d
=10-[a-(10-a+2-b) +c] +d (18)
=la-(10-a+2-b)+ec.

]

Conforme mencionado na Propriedade 3.11, os digitos de um quadrado perfeito N?
tém relagdo com os algarismos que formam N.

Vamos analisar a seguir todas as possibilidades para o algarismo das unidades:

o Note que um nimero terminado em 0 é da forma 10k. Logo, seu quadrado é da

forma

(10k)% =100 - k2. (19)
e Para a forma 10k + 1 temos

(10-a+1)>=10-a-(10-a+2-1) + 1
=10-a-(10-a+2) + 1%

Portanto, quando o niimero original terminar em 1, seu quadrado sera:

a-(10-a+2)|[1] (20)

o Para a forma 10k + 2, teremos:

(10-a+2)>=10-a-(10-a +2-2) + 2
=10-a-(10-a+4) +4.

Portanto, quando o niimero original terminar em 2, seu quadrado sera:

a-(10-a+4)|[4] (21)

e Para a forma 10k + 3, teremos:

(10-a+3)*=10-a-(10-a+2-3) + 32
=10-a-(10-a+6) +9.
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Portanto, quando o niimero original terminar em 3, seu quadrado sera:

a-(10-a+6)|[9]

o Para a forma 10k + 4, teremos:

(10-a+4)>=10-a-(10-a +2-4) + 4>
=10-a-(10-a+8)+16
=10-a-(10-a+8)+10+6
=10-[a-(10-a+8) + 1] +6.

Portanto, quando o niimero original terminar em 4, seu quadrado sera:

a-(10-a+8)+1|[6].

e Para a forma 10k + 5, teremos:

(10-a+5)*=10-a-(10-a+2-5) +5°
=10-a-(10-a+ 10) + 25
=100-[a-(a+1)] +10-2+5.

Portanto, quando o niimero original terminar em 5, seu quadrado sera:

a-(a+1)+2([5]

e Para a forma 10k + 6, teremos:

(10-a+6)>=10-a-(10-a +2-6) + 6
=10-a-(10-a+ 12) + 36
=10-a-(10-a+12) +30+6
=10-[a- (10-a+ 12) + 3] +6.

Portanto, quando o niimero original terminar em 6, seu quadrado sera:

la-(10-a+12) +3][6]

(23)

(25)
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e Para a forma 10k + 7, teremos:

(10-a+7)?%=10-a-(10-a+2-7) + 72
=10-a-(10-a+ 14) +49
=10-a-(10-a+ 14) +40 +9
=10-[a-(10-a+14) +4] +09.

Portanto, quando o niimero original terminar em 7, seu quadrado sera:

a-(10-a+14) +4|[9] (26)

o Para a forma 10k + 8, teremos:

(10-a+8)2=10-a-(10-a+2-8) + &
=10-a-(10-a+ 16) + 64
=10-a-(10-a+ 16) + 60 + 4
=10-[a- (10-a+ 16) + 6] + 4.

Portanto, quando o niimero original terminar em 8, seu quadrado sera:

a-(10-a+16) +6|[4] (27)

o Para a forma 10k + 9, teremos:

(10-a+9)>=10-a-(10-a+2-9) +9°
=10-a-(10-a+ 18) + 81
=10-a-(10-a+18) +80+1
=10-[a-(10-a+18) + 8] + 1.

Portanto, quando o nimero original terminar em 9, seu quadrado sera:

a-(10-a+18) +8|[1] (28)

A partir das duas tltimas propriedades apresentadas e demonstradas, propomos a vocé

leitor um pequeno desafio.

Desafio 3.12. Usando as propriedades observadas, calcule o quadrado de:
(a) 61 (d) 54
(b) 92 (e) 85

(c) 113 (f) 106
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(g) 87 (i) 119
(h) 98 (j) 750
No item (j), vocé pode desprezar as unidades do nimero original e utilizar a Propriedade

3.11 somente para as dezenas do numero informado, bastando acrescentar ao final os dois

zeros correspondentes as unidades e dezenas do quadrado.

3.2 ALGUMAS CURIOSIDADES SOBRE OS QUADRADOS PERFEITOS

Os dois proximos resultados, atribuidos a Platao, elencam uma familia de quadrados

perfeitos que pode ser escrita como soma de outros dois quadrados perfeitos.

2 2
—1 1
Proposicao 3.13. /2, p.8] Dados v = n > 1 impar, y = n 5 er= net , temos que
24y = 22
Demonstracao. Temos que
s o mit-2%4+1 nt4+2m?41
— ¢ = —
Y 4 1
B nt*—2m24+1-—n*—2m2—-1
B 4
_ —4n?
4
— —n2 — —1‘2
Portanto, z2 4+ y? = 22. O
n? n?
Proposicao 3.14. /2, p.8] Dados x =n > 1 par, y = v lez= vy + 1, temos que
24y = 22

Demonstragcao. Temos que

4 2 4 2
9 9 M mn n
_2= D (B
A TR (16 Tt )
4 2 4 2
n n n
S LR LS S L 1
6 2 16 2
_ —2n?
2
= —n2 — —12

Portanto, 22 4 y? = 22. O

28



3.2 ALGUMAS CURIOSIDADES SOBRE OS QUADRADOS PERFEITOS

Através dessa proposicao, é possivel gerar os chamados ternos pitagéricos primitivos.

O préximo resultado, atribuido aos pitagéricos, elenca todos os quadrados perfeitos
que podem ser escritos como soma de outros dois quadrados perfeitos.
Proposicio 3.15. [2, p.7] Dados x = 2luv, y = l(u? —v?) e z = I(u® + v?), temos que
22 42 = 22,
Demonstracio. Para essa demonstracdo, basta efetuarmos z? + y? e compararmos o

resultado obtido, em funcdo de u e v, com z = [(u? + v?). Temos que

= 2uv = 2% = [*(4uv)? e
y = 1(u? —v?) = y? = Plu* — 2(uv)? 4+ v4].

Assim:
22 + 92 = P[(4uv)? + (u' = 2(ww)? + )]
= Plut + 2(uw)? + v
= P(u? 40 =22
Portanto, 22 4+ y? = 22, dadas as condi¢oes iniciais. O]

Apés os resultados anteriores, propomos a vocé leitor um pequeno desafio:

Desafio 3.16. Escreva sete exemplos de quadrados perfeitos que podem ser escritos como

soma de dois outros quadrados perfeitos.

Proposicao 3.17. Se entre os infinitos termos de uma progressao aritmética de inteiros
positivos existe um quadrado perfeito, entdo infinitos termos dessa progressio sao também

quadrados perfeitos®.

Demonstragio. Seja
S = (aj,a1 +r,a1+2r,a1 +3r,...)

uma PA infinita de inteiros positivos com razao r € IN, r > 0.

Dado a um ntéimero natural, suponha que a? seja um termo dessa PA, ou seja
S = (ay,a1 +7r,a1 +2r,a1 +3r,...,a%...)

Considere o niimero m = (a +r)? e observe que:

(i) m é um ndmero inteiro; (ii) m é um quadrado perfeito; (iii) m = (a +7)% =
a?+2ar + 1% = a®>+ (2a +7)r.

Note que (2a + r) é um ntimero natural.

Ao observarmos (i), (ii) e (iii), podemos concluir que m é um quadrado perfeito e é um
termo da sequéncia considerada.

Note que m > a®. Assim, temos

2 Disponivel em: https://www.tutorbrasil.com.br/forum /viewtopic.php?t=27313
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S = (a1,a1+7r,a1 +2r,a1+3r,...,a% ... (a+r1)% ...)

Podemos, inclusive, determinar mais alguns quadrados perfeitos dessa sequéncia S.

Observe:

(a+7)2 — ((a+7)+7)% = (a+2r)?
(a+2r)? — ((a+2r)+7)% = (a+3r)?
(a+3r)? — ((a+3r)+7)% = (a+4r)?
(a+4r)?> — ((a+4r) +7)? = (a + 5r)?

Logo, temos

S = (a1,a1+7r,a1 +2r,a1+3r,...,a% ..., (a+7)% ..., (a+2r)% ...,
(a+3r)% ..., (a+4r)? ... (a+5r)3...)

Portanto, se uma dada PA infinita possui um quadrado perfeito, ela possuira infinitos

quadrados perfeitos. O

Proposicao 3.18. [6, p.18] A soma dos n+ 1 primeiros quadrados perfeitos é dada pela

formula

N-(N+1)- (2N +1
WAL -CNFD _ g2 g2 4924 4 N2

N
S n? =
n=0

Demonstragao. Essa demonstragao se dara por meio do Principio de Indugao Finita.
Caso-base: para n = 0, temos:
0-(0+1)-(2-04+1)
6

Suponhamos que essa propriedade seja valida para N, isto é:

%n2:N~(N+1()3-(2N+1)

n=0

=0.

e essa sera nossa Hipdtese de Inducao.

Queremos demonstrar que essa propriedade é valida para N + 1.
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Primeiro, observemos que:

S =Yt (V12
" :T]L\j(-)(N+1é~(2N+1) V1)
_ N-(N4+1)-(2N+1)+6- (N +1)?
_ (N+1)-[N-(2N6+1)+6-(N+1)]
_ (N+1)-(2N2+]€\Sf+6]\7+6)
_ (N+1)-[(N+61)—|;31]~[2-(N—|—1)+1]

Logo, a propriedade ¢ valida para N + 1.

Portanto, a soma dos n primeiros quadrados perfeitos é dada pela férmula de recorréncia
N N-(N+1)-(2N +1
X o N-(N4+1)-(@N+1)

n=0 6

Proposicao 3.19. O numero 3 ¢ o inico nimero primo antecessor de um quadrado

perfeito.

Demonstracido. Se m é um quadrado perfeito, entdo m = n? para algum natural n. Dai,
m—1=n>~1=(n-1)(n+1).

Temos que m — 1 é primo se, e somente se, n—1 =1oun+1=1. Agora,n—1=1
se, e somente se, n = 2 en+1 =1 se, e somente se, n = 0. Logo, de n = 2 temos
m=4em—1=3. Den =0 temos m = 0 e neste caso, seu antecessor nao ¢ um nimero

natural. O

No que segue, vamos definir o que é nimero feliz.

(1) Inicia-se com qualquer niimero inteiro positivo.

(2) Esse nimero é substituido pela soma dos quadrados dos seus digitos.

(3) Repete-se o processo (2) até que o niimero seja igual a 1 ou ocorra num ciclo

infinito sem incluir um.

Os numeros no fim do processo de extremidade com 1, sdo conhecidos como ntimeros

feliz 3e aqueles que nio terminam com um 1 sdo nimeros chamados infelizes.

3 Disponivel em: https://pt.wikipedia.org/wiki/Ntimero_ feliz
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Definicao 3.20. Dado um nimero n = ng, define-se uma sequéncia ni,na, ..., €m que
nj+1 € a soma dos quadrados dos digitos n;. Entao n é wm niumero feliz se e somente se

existe ¢ tal que n; = 1.
Exemplo 3.21. 7 é um numero feliz, pois:

72 =49
42 +9%2 =97
92 + 72 =130
12432402=10
124+0%=1.

Exemplo 3.22. 10 é um numero feliz, pois:

102 = 100
1240240%2=1.

Exemplo 3.23. % ndo é um niumero feliz, pois:

32 =9
92 = 81
82+ 12 =65
62+ 5% =61
62+ 12 =37
324+ 72 =58
52 482 =89
82 4+ 92 =153
12+52+32=35
32452 =34
32 +42=25
22 452 =129
22+ 92 =285

82 4+ 52 = 89

A partir da dltima linha dos cdlculos efetuados, teremos uma repeticao infinita de 153, 35,
34, 25, 29 e 85, nesta ordem.

Desafio 3.24. Verifique se os numeros 28, 30 e 98 sao niumeros felizes.

3.3 DIVISORES DE UM QUADRADO PERFEITO

Nesta secao, estudaremos exclusivamente as propriedades dos niimeros quadrados perfeitos

relacionadas a seus divisores. Para isso, utilizaremos, como base, o Teorema Fundamental
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da Aritmética e os principais teoremas que tratam dos divisores. Sem perda de generalidade,

consideraremos apenas os divisores inteiros nao negativos.

Proposigao 3.25. /3, p.81] Seja N = pi*---pim um nidmero natural, onde p;’s sio

nimeros primos positivos distintos e a;; € IN para todo i. Se N' é um divisor de N, entdo
N’ =piteepin,

onde 0 < B; < «; para todo i = 1,...,r. Mais ainda, a quantidade de divisores de N é

(a1+1)~~~(an+1).

Demonstracio. Se N’ é um divisor de N e p? é a maior poténcia de um primo p que
aparece na decomposicao de N’, entdo p? divide N = pit - p2n. Como os primos p;’s
sao distintos e p é primo, entdo p? divide p;" para algum 7 e é coprimo com p?j para todo
j # i. Logo, B < «;. Como os primos p;’s sao distintos, pelo principio multiplicativo,

temos que a quantidade de divisores de N é (a3 +1)--- (ay, + 1). O

Propriedade 3.26. [3, p.82] Todo quadrado perfeito N = (p1)20‘1 : (p2)20‘2 e (pk)QO‘k,

possui uma quantidade impar de divisores positivos.
Demonstragao. Basta notar que neste caso a quantidade de divisores positivos de N é
(201 +1) -+ (20 + 1).

Como 2«; + 1 é fmpar para todo 4, temos que (2c; +1) -+ (2 + 1) é {mpar. O

Corolario 3.27. Seja N wm numero inteiro positivo formado pelo produto de quadrados
de niimeros primos positivos distintos entre si, ou seja, N = (p1)?- (p2)?--- (pr)?, com

pi # pj, 1 £ j. O nimero de divisores positivos de N é 3k,

Demonstracao. Neste caso, basta notar que a; = 2 para todo 7 e, entao, a; +1 =3. [

Observacao 3.28. Se considerarmos todos os divisores inteiros, basta multiplicar por 2 a

quantidade de divisores que acabamos de determinar, ou seja:
dz =2 (a1 +1) - (g +1)-- (e + 1),

onde dy € a quantidade de divisores inteiros de N.
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Proposicao 3.29. Para ordenarmos os divisores positivos dy de um quadrado perfeito N

.. drv—1 7. .
em ordem crescente, basta sabermos ordenar os primeiros =*5— divisores.

Demonstragio. Consideremos o quadrado perfeito

N = (p1)? - (p2)?@2 ... (py,) 2k,

onde a; € N e p; # pj, para i # jed,j € {1,2,3,...,k}. Temos que N = n?, onde
n=(p1)* - (p2)* - (pr)™*.

Temos também que se t é um divisor de N, entao N também o é.

Como a quantidade de divisores naturais de IV é impar, entao n ocupa a posi¢ao central
da lista de divisores naturais, ordenada em ordem crescente, pois ele é o tinico dos divisores
naturais de N que pode ser combinado com ele mesmo (N = n -n), ndo podendo, portanto,

aparecer mais de uma vez na lista, dado que o quociente de N por n é o préprio n. Logo,

antes e depois de n, ha exatamente divisores naturais ambos.

Suponha que ja ordenamos os % menores divisores de N como
d1 <d2 < - <ddN*1'
2

Perceba que o menor divisor natural de N é 1 e o maior de todos, é o préprio N. Dessa
forma, temos que dy =1 e dy N N. Para escrevermos em ordem crescente cada um dos

divisores de um quadrado perfeito, basta considerarmos que as posi¢oes equidistantes ao
dn —

centro sempre serao dy e 7. bara keNel<k<
k
Portanto, temos que

N
di<dy<dy< - <diay-1<n< —=< < — < — < —,
3 N2 % d3 do dq

¢ uma ordenacao para os divisores de N. O]

Exemplo 3.30. Agora, vamos determinar a quantidade de divisores naturais de 225 e,
posteriormente, escreveremos, em ordem crescente, cada um deles.

Decompondo 225 em fatores primos, temos que 225 = 32 -52. Note que N = 225 e
a1 = ao = 2. Logo:

dy = (a1 4+1) - (a2 +1)
=@2+1)-(2+1)
—3.3
=9
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Para escrevermos cada um dos divisores naturais de 225, consideraremos primeiro que
qualquer niumero natural, primo ou composto, é divisivel por 1 e por ele mesmo. Usando a
ideia proposta anteriormente, sabemos que os divisores naturais de N sao todos os numeros
possiveis de serem formados através combinacdo pelo principio multiplicativo de todas
as poténcias (p;)%, com s; € {0,1,2,...,0;} ei =1,2,..., k. Para N = 225, temos os

sequintes divisores:

30.50 30.51 30.52

31 . 507 7 31 . 52’

32.50 32.51 32.52

Isto é: 1, 5, 25, 3, 15, 75, 9, 45, 225.

O termo destacado em negrito é n =v/225.

E posstvel escrevermos, de forma ordenada, cada um desses divisores. Nesse caso,
consideraremos N = 225 e n =v/225 = 155. Assim, o menor divisor natural de 225 é 1; o
divisor que ocupa a posicao central da lista € 15; e o maior divisor, o proprio 225. Assim,

nossa lista ordenada de divisores de 225 é:

1, ; ; , 19, , , , 225.

E fdcil perceber que 3 e 5 também sio divisores naturais de 225 pois sio os fatores

primos, distintos entre si, que aparecem na sua decomposicao. Isto é:

1, 8,6, ,15 _ , , 225.

Para descobrirmos outros dois divisores de 225, basta obtermos os quocientes de 225
por 3 e de 225 por 5, ou seja, respectivamente, 75 e 45. Desse modo, temos jd os sequintes

divisores naturais de 225:

1, 3, 5, , 15, 45, 75, 225.

Para completar as duas lacunas da lista, basta observarmos que ainda ndo utilizamos
32.59 = 9. Logo, os dois divisores naturais que faltam para completar essa lista sdo: 9 e
o quociente de 225 por 9, que é 25. Portanto, a lista ordenada dos divisores naturais de

225 é a sequinte:
1, 3, 5, 9, 15, 25, 45, 75, 225.

Note que, antes e depois de 15, hd exatamente J divisores ambos.

Usando a Propriedade 3.26, é possivel determinar a quantidade de divisores naturais

de qualquer quadrado perfeito. Por isso, propomos a vocé leitor o desafio a seguir.

Desafio 3.31. Determine a quantidade de divisores naturais de 400 e 441 e escreva cada

um deles.
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3.4 MAXIMO DIVISOR COMUM ENVOLVENDO QUADRADOS PERFEITOS

Como vimos na se¢ao anterior, é possivel determinarmos a quantidade de divisores de um

dado niimero quadrado perfeito, inclusive escrevermos, de forma ordenada, cada um deles.

Nesta secao, estudaremos todas as propriedades referentes ao maximo divisor comum

envolvendo quadrados perfeitos.

Proposicao 3.32. /3, p.34] Dados a, b e n inteiros, temos que
mdc(a,b) = mdc(a,b—n-a).

Demonstragio. Consideremos d = mdc(a,b — n-a). Comod|aed|b— n-a, temos que
d|b=b—n-a+mn-a. Consideremos agora que ¢ seja um divisor comum de a e b. Logo,
claec|b—n-a. Isso garante que ¢ | d e, portanto, d = mdc(a,b).

Portanto, satisfeitas as condigoes iniciais, mdc(a,b) = mdc(a,b — n - a). ]

Teorema 3.33. [3, p.36/ (Algoritmo de Euclides)
Sejam r—1 = a, rg = b inteiros nao negativos com b # 0. Se o algoritmo da divisdo for

aplicado sucessivamente para se obter
ri-1 = qj+17j +rj+1, 0<rjp1 <7y

para j =0,1,2,-+- ,n—1 e rpt1 for o primeiro resto igual a zero, entao mdc(a,b) = ry,.

Demonstraciao. Suponhamos que 1 < b < a e que b nao divide a. Pela divisdo euclidiana,

temos que
a=>bq +r1,com0<r <bh.
(1) Se rq divide b, entao r; = mdc(b,r1) e, Pela Proposicao 3.32, temos que
r1 = mde(b,r1) = mde(b,a — q1b) = mdc(b, a) = mdc(a,b),
e assim se encerra o algoritmo.

(2) Se r1 nao divide b, pela divisdo euclidiana, temos que

b=r1qa+ 19, com 0 < 19 < 17.

(a) Se ro divide 71, entdo 19 = mdc(ry, r2) e, pela Proposigao 3.32, temos que
ro = mdc(ry, r2) = mde(ri, b — gar1) = mde(r1,b) = mdc(a — ¢1b,b) = mdc(a,b),
e assim se encerra o algoritmo.

(b) Se r nao divide 71, pela divisdo euclidiana, temos que que

r1 = roqs +r3, com 0 < r3 < ro.
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Utilizando sucessivas vezes esse procedimento, é certo que, em algum dado momento,
ele cessard, pois, caso contrario, teriamos uma sequéncia infinita de naturais tais que
b>ry>ry>rg>...,0quendo é possivel por conta do Principio da Boa Ordenacao.

Isso significa que, para algum dado n, existird ry, | r,—1, ou seja:
mdc(a,b) = 1.
m

Propriedade 3.34. Dois nimeros naturais coprimos tém seus quadrados também copri-

mos.

Demonstracio. Suponha que existisse um ntmero primo positivo p tal que p\az e p]bQ.
Como p é primo, entdo pla e p|b. Logo, mdec(a,b) # 1. Como temos, por hipdtese,

mdc(a,b) = 1, entdo nio existe tal primo positivo p. Portanto, mdc(a?,b?) = 1. ]

Propriedade 3.35. O mdximo divisor comum entre dois quadrados perfeitos é um qua-

drado perfeito.

Demonstragio. Sejam a e b dois quadrados perfeitos. Temos que

2 2
a _plal . 'pkak
e
2 2
b=pi" -,

onde p;’s sao nimeros primos positivos distintos e 0 < «;, 3; sdo ntimeros naturais para

todoi=1,...,k. Temos que

mdc ,

(a,b) = p%‘min{alﬁl} . .pZ‘min{akﬁk} _ <p71mn{6¥1ﬁ1} . _p;cnin{akyﬁk})z

que é um quadrado perfeito. O]

Propriedade 3.36. Os quadrados de dois nimeros naturais consecutivos sGo coprimos.

Demonstracao. Sejam a e b dois niimeros naturais consecutivos. Sem perda de generalidade,
tomemos b > a, isto é, b = a+ 1. Calculemos agora o mdc(a,b), dadas as condigbes

iniciais, ou seja:
mdc(a,b) = mdc(a,a+ 1)
Usando a Proposicao 3.32, temos que:

mdc(a,b) = mdc(a,a+ 1) = mde(a,a+1—a) = mde(a, 1) = 1.
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Portanto, os quadrados perfeitos de dois niimeros consecutivos sdo coprimos. O

Para calcularmos o méaximo divisor comum entre dois nimeros inteiros, podemos

utilizar a decomposicao em fatores primos e o Algoritmo de Euclides.

Exemplo 3.37. (1) Usando a decomposi¢io em fatores primos.

(a) Vamos calcular o mdzimo divisor comum de 36 e 81.

Note que 36 = 22-32 ¢ 81 = 3* = 32.32. Logo, 0 mdc(36,81) = 3% = 9.

(b) Vamos calcular o mdzimo divisor comum de 49 e 196.
Note que 49 = 7% ¢ 196 = 2272, Logo, 0 mdc(49,196) = 72 = 49.

(¢) Vamos calcular o mdzimo divisor comum de 64 e 100.
Note que 64 = 26 = 22.22.22 ¢ 100 = 22-52. Logo, o mdc(64,100) = 22 = 4,

(d) Vamos calcular o mdzimo divisor comum de 225 e 441.
Note que 225 = 32 -5% ¢ 441 = 32 -72. Logo, 0 mdc(225,441) = 32 = 9.

(e) Vamos calcular o mdzimo divisor comum de 25 e 144.
Note que 25 =52 ¢ 144 = 2% .32 = 22.22 .32, Logo, o mdc(25,144) = 1.

(2) Usando o Algoritmo de Euclides (Proposi¢io 3.33)
Para o Algoritmo de Fuclides, vamos utilizar também a Proposicao 3.32, desta se¢do.
(a) mdc(36,81) = 9. De fato, temos que

81=2-36+9 ¢
36 =4-9.

Portanto,
mdc(36,81) = mde(36,81 — 2 - 36) = mdc(36,9).
(b) mdc(49,196) = 49. De fato, temos que
196 = 4 - 49.
(¢) mdc(64,100) = 4. De fato, temos que

100 =1-64 4 36

64 =1-36+ 28

36 =1-28+38

28=3-84+4 e
8=2-4.

Portanto,
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mdc(64,100) = mdc(64,100 — 1 - 64) = mdc(64, 36)
mde(36,64) = mdce(36,64 — 1-36) = mdc(36,28)
mdc(28,36) = mdc(28,36 — 1-28) = mdc(28,8) e

mdc(8,28) = mdc(8,28 — 3-8) = mdc(8,4).

(d) mdc(225,441) = 9. De fato, temos que

441 = 1-225 + 216
225=1-216+9 ¢
216 = 24-9.

Portanto,

mde(225,441) = mdc(225,441 — 1 225) = mdc(225,216) e
mdc(216,225) = mdc(216,225 — 1 - 216) = mdc(216,9).

(e) mdc(144,25) = 1. De fato, temos que

144 =5-25+19

25=1-19+6
19=3-6+1ce
6=06-1.

Portanto,

mdc(144,25) = mdc(25,144 — 5 - 25) = mdc(25,19)
mde(19,25) = mde(19,25 —1-19) = mdc(19,6) e
mdc(6,19) = mdc(6,19 — 3-6) = mdc(6,1).

Ao utilizarmos o Algoritmo de Euclides para o calculo do maximo divisor comum entre
dois ou mais nimeros inteiros, estamos, na verdade, utilizando a divisao euclidiana e a
Proposicao 3.32 desta secao, dado que é necessario identificar a existéncia e a unicidade
da escrita de um numero inteiro, quando dividido por outro inteiro.

Para facilitar os calculos, sugerimos que as divisdes sejam realizadas na chave e sejam

destacados o resto e o quociente, em cada uma delas, conforme se pode observar na figura

a seguir.
quocientes —— 1 1 1 3 2
100 64 36 28 8 B - ultimo resto ndo nulo
restos — 36 28 8 4 “ mdc (100, 64)

Figura 10. Algoritmo de Euclides
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Primeiro, dividimos (na chave) 100 por 64 e obtemos 1 como quociente e 36 como
resto. Anotamos abaixo de 100 o resto e o quociente, acima de 64. Copiamos, ao lado
direito de 64, o primeiro resto obtido (36) e efetuamos a divisao de 64 por 36, anotando,
abaixo de 64, o resto obtido (28) e o quociente (1) acima de 36. E vamos repetindo esse
procedimento, até que, em um dado momento, a divisdo, na chave, deixe resto zero e
cessamos as sucessivas divisoes. Note que o ultimo quociente utilizado é, na verdade,
o ultimo resto nao nulo obtido por meio das divisdes sucessivas efetuadas. Esse valor
obtido é o maximo divisor comum entre os dois primeiros niimeros utilizados, ou seja, o

mdc(100,64). Na verdade, esse valor é o mdc entre quaisquer dos niimeros que aparecem
na linha central (100, 64, 36, 28, 8, 4).

Propomos a vocé leitor o seguinte desafio:

Desafio 3.38. Cualcule, utilizando o Algoritmo de Fuclides, o mdc de 196 e 1.225; de 484
e 900; e de 625 e 1.089.
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TOPICOS AVANCADOS DE ARITMETICA

Neste capitulo, traremos estudos mais aprofundados realizados durante o curso do PROF-
MAT, na disciplina de Aritmética. Este capitulo tem, como objetivo, apresentar peculi-
aridades dos quadrados perfeitos nao citadas, evidenciadas e demonstradas no capitulo
anterior. Todas as informacgoes aqui contidas encontram-se no livro “Aritmética”, da
SBM [3]. A principio, separamos algumas assertivas para serem demonstradas com rigor
matematico, utilizando, como referéncia, o Pequeno Teorema de Fermat. Deixamos para
este capitulo um estudo sobre sentencgas que, embora envolvam caracteristicas diretamente
ligadas aos quadrados perfeitos, precisam de maior cuidado e de um grande conjunto
de teorias elementares, para suas respectivas demonstragoes. A prioridade neste estudo
também é investigar os quadrados perfeitos com énfase no conjunto dos niimeros naturais,
incluindo o zero. No entanto, é totalmente possivel expandirmos para os inteiros tudo o
que é apresentado e demonstrado aqui.

Apresentamos, logo a seguir, os mais importantes teoremas que envolvem aritmética

modular e os quadrados perfeitos.

4.1 O PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Desde pelo menos 500 anos antes de Cristo os chineses sabiam que se p é um nimero
primo positivo, entdo o niimero 2P — 2 ¢é divisivel por p. Pierre de Fermat generalizou este
resultado no século XVII, provando que p divide a” — a para todo inteiro a.

Para o caso p = 2, temos que 2 | 2P —2 = 2. (2P~ — 1), pois, embora 2 nao divida
(27=1 — 1), é certo que 2 | 2.

Agora, se p > 2, embora p nao divida 2, podemos demonstrar que p divide (27~ — 1).
Vamos apresentar nesta sec¢ao.

Antes vamos enunciar e demonstrar o Pequeno Teorema de Fermat vamos precisar do
lema a seguir.

P),com0<z'<p, 540
1

Lema 4.1. [3, p.94] Seja p um nimero primo. Os nimeros (

todos divisiveis por p.

Demonstracao. Note que o resultado vale para ¢ = 1, pois ? ) = p.

pp=1)-(p=2)(p—itl)

€ N e

Vamos supor 1 < ¢ < p. Como (p ) =
i

mdc(i,p) = 1, entdo
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i (p=1)-(p—2)---(p—i+1)

e portanto

i 7!

(p):p,<p—1>-<p—2>---<p—z’+1>
p S e e .

Logo, ( . ) é divisivel por p.
1

m

Teorema 4.2. [3, p.94] (Pequeno Teorema de Fermat) Dados dois inteiros a e p,

com p primo, vale a sequinte propriedade:

af = a(mod p), ou seja, p | a? — a.

Demonstragdo. Se p = 2, o resultado é trivial, pois a> — a = a- (a — 1) é um nimero par.
Por isso, vamos supor que p seja um primo impar e, sem perda de generalidade, que
a > 0. Para essa demonstragao, utilizaremos o Principio de Indugao Finita (PIF) sobre a.

Para a = 0, temos
0P = 0(mod p) <= p | 0,

ou seja, a propriedade ¢ valida para a = 0.
Essa sera a nossa Hipdtese de Inducao.
Queremos demonstrar que a propriedade é valida para a + 1.

Considere que:

(a+1)p=ap+(f)ap—1+(§)ap_2+m+( pl)(ﬁ-l
p_

Subtraiamos, em ambos os lados, a 4+ 1. Logo:

(a+1)P—(a+1)=a’ —a+ Prlar14. 4 P a.
1 p—1
Queremos mostrar que p | (a + 1)? — (a+ 1), o que implica que teremos que mostrar
p

que p | a? —a+ P aP 4 a.
1 p—1

Vamos dividir em duas partes essa demonstracao. Por HI temos que p divide a? — a.

Assim, precisamos provar que:

1 p—1

Pelo Lema 4.1, temos que os niimeros ( p ), com 0 <7 < p, sao todos divisiveis por

7
p. Logo,
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p| p ap_1_|_ p ap_2+...+ p a2_|_ p a
1 2 p—2 p—1

Portanto, demonstramos que p|(a 4 1)? — (a + 1). E o resultado do Pequeno Teorema

de Fermat segue. O

O que pretendemos demonstrar nesta secao e que contribui para nosso estudo acerca

dos quadrados perfeitos é uma particularidade do Pequeno Teorema de Fermat:
Proposicao 4.3. [3, p.95] Toda vez que mdc(a,p) = 1, teremos que
a? = a(mod p) ep|aP~t — 1.

Demonstracao. Ja sabemos pelo Pequeno Teorema de Fermat que p divide a” — a. Portanto,
existe k£ € IN tal que

k-p=d’ —a=a-(a"1-1).

Como p é primo e mdc(a,p) = 1, entdo p divide a?~' — 1 (Corolario 2.16).

Observacao 4.4. Se p | a, entio p | aP~!.

A partir de agora, devemos ter todo o cuidado ao validarmos essa propriedade, pois

ela ndo é valida para qualquer a. Note que, por exemplo, no caso em que
10° = 10(mod 5).

Temos que 5 ndo divide 10* — 1. Isso acontece pois mdc(10,5) = 5 > 1.

4.2 ALGUMAS APLICACOES DO PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Na se¢ao anterior, enunciamos e demonstramos um teorema de grande importancia para o
nosso estudo sobre os quadrados perfeitos. O Pequeno Teorema de Fermat nos fornece
duas informagoes importantes:

(1) Se m é coprimo com 3, o quadrado de m deixa resto 1 na divisdo por 3.

Em outras palavras:

mdc(m,3) =1 = m? =1 (mod 3).

E mais ainda:
(2) Se m é coprimo com p, existirdo infinitas poténcias pares de m que deixam resto 1
na divisao por qualquer primo impar p.

Isso se deve ao fato de, pelo Pequeno Teorema de Fermat, termos que:
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mdc(m,p) =1 = mP~! =1 (mod p).

Assim, como p nao divide m, podemos garantir que:

mP~1 =1 (mod p)
(mod p)

Note que, como p é um primo impar, entao p — 1 é par.

A seguir, temos um exemplo de como isso funciona na pratica para poténcias pares e

impares.

22021

Vamos calcular o resto de na divisao por 17.

12 passo: p=17T=—=p—1=16.

29 passo: Pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que:

216 =1 (mod 17)
[216]2 = 232 = 1 (mod 17)
[216]3 = 248 = 1 (mod 17)
[216]% = 264 = 1 (mod 17)

[2161F = 1 (mod p).
39 passo: Dividir 2021 por 16 para determinar o maior expoente de 2, mas menor do

que 2021, cujo resto na divisao por 17 é também igual a 1.

2021 =126 - 16 + 5.

Logo, temos que:

[216]126 = 92016 = 1 (10d 17).

Note que:

92021 — [16]126 . 95

4° passo: Calcular o resto de 2° na divisdao por 17.
Como 22021 = 22016 .95 ¢ 35 sabemos o resto de 22916 na divisdo por 17, vamos entdo
calcular o resto de 2° na divisao por 17.

Note que, usando a divisao euclidiana, 2° = 32 = 1-17 4 15.
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Logo, 2° deixa resto 15 na divisdo por 17.

59 passo: Calcular o resto de 22921 na, divisdo por 17.

Para esse tltimo passo, basta lembrarmos que:

92021 — [916]126 . 95
Assim:
22021 = 92016.. 95 (1m0d 17).
De fato, como 22916 = 1(mod 17) e 2° = 15 (mod 17), entdo:
22021 = 1.15 = 15 (mod 17).

Portanto, o resto da divisao de 22921 por 17 é 15.

Propomos a voceé, leitor, o seguinte desafio:

Desafio 4.5. Calcule o resto de 20202°2! na divisio por 37.
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REPRESENTACAO DE UM INTEIRO POSITIVO POR
SOMAS DE QUADRADOS

Em um trabalho publicado em 1770, Waring® afirmou que todo inteiro positivo é a
soma de no maximo 4 quadrados, no maximo 9 cubos e no maximo 19 quartas poténcias.
Ele nao demonstrou tais afirmacoes e provavelmente as deduziu pela observacao de muitos
exemplos.

No mesmo ano de 1770, Lagrange demonstrou que todo inteiro positivo é a soma de no

maximo 4 quadrados.

Exemplo 5.1. Vamos ver alguns exemplos antes da demonstragcio. Temos que
57 = 7% 4 22 4+ 22 4 02,

218 = 142 + 32+ 324 2% ¢
539 = 23% + 3% + 1% + 0%,
Notemos que a decomposicdo de um inteiro positivo como soma de 4 quadrados ndo é
unica, pois
20=42+224+0%+0% e
20 =3%+3%+ 1%+ 1%
Proposicao 5.2. [9, p.131] (Identidade de Euler) O produto de nidmeros possuindo

representacdo como soma de quatro quadrados possui, também, representacao como soma

de quatro quadrados.

Demonstracao. Dados a,b,c,d,r,s,t e v nimeros inteiros, temos que

(A2 4+ 02+ 2+ d?) - (r* + s>+ t2 +0%) = (ar +bs+ ct + dv)?
+ (as — br — cv + dt)?
+ (at 4+ bv — cr — ds)?
+ (av — bt + ¢s — dr)?.

3 Disponivel em: https://www.ime.unicamp.br/~ftorres/ENSINO/MONOGRAFTIAS/EA_2011_MONOII.pdf
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De fato, expandindo cada lado da igualdade, temos que

+ d*r? + d?s* + &Pt + d*o?
e que
(ar 4 bs + ct + dv)* + (as — br — cv + dt)? + (at + bv — cr — ds)? + (av — bt + ¢s — dr)?
= a®r? + a?s? + a®t* + a*v? + b7r? + 0757 + b2 + b0 4 P 4 st 4 PR+ Bo?

+ &Pr? + s + P2+ d*2

Precisaremos dos lemas seguintes para demonstrar o teorema.

Lema 5.3. [9, p.95] Seja p um primo impar. O conjunto

{12 (modp), 2* (modp), ..., (p—1)* (modp) }
contém exatamente p%l elementos distintos.

Demonstragio. Consideremos os quadrados

—1\2
12,92 . (p>.
M ) M 2

Vamos mostrar que estes quadrados sao incongruentes moédulo p. Sejam x e y tais que
1 <,y < % e suponhamos 72 = y? (modp). Dai, 22 —y?> = 0(modp). Como
2?2 —y? = (x —y)(z +y), temos que (z —y)(z +vy) = 0(modp), ou seja, p divide

(x —y)(z +vy). Como p é primo, entdo p divide uma das duas parcelas do produto, ou seja,

pl(x —y) ou p|(x +y). Temos que p nao divide z + y, pois 2 < x +y < p. Logo, p|(z —y).
2

Portanto, 2 = y (mod p). Com isso, concluimos que os quadrados 12,22, ..., (%) s20

dois a dois incongruentes médulo p. Agora, notemos que
(p—k)? = k% (modp).

2 2

Portanto, 12 = (p — 1) (modp), 22 = (p—2)*(modp), .., (%51)" = (-7
2

(Z2)" (modp). O

Lema 5.4. [5, p.144] Para todo primo impar p existem inteiros a e b tais que

a? +b* +1 =0 (modp)
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Demonstragdo. Considere os conjuntos

-1
A= {a2 (modp); 0 <a < 192}

B:{—bQ—l(modp);Ogbggl}.

De acordo com a demonstragao do lema anterior, temos que os quadrados

12,22 (]H)Q
M ] M 2

sao incongruentes médulo p. Além disso, eles sdo incongruentes a 0 modulo p, pois se
a? = 0 (modp), entdo p|(a® —0), ou seja, pla. Como 1 < a < p%l, temos que p nao divide a.
Portanto, o conjunto A contém exatamente 1%1 elementos distintos. Mostremos agora que
os elementos de B sdo dois a dois incongruentes médulo p. Se —b% — 1 = —b2 — 1 (mod p),
entdo b3 = b3 (modp). Como 0 < by, by < %, temos que b7 ndo é congruente a b3 médulo
p. Portanto, o conjunto B contém exatamente p%l elementos distintos. Como cada
conjunto possui 1%1 elementos, entdo AN B # (), pois existem exatamente p elementos

incongruentes médulo p. Portanto, existem a e b tais que a®> = —b% — 1 (modp). O

Teorema 5.5. [9, p.131] [5, p.144] (Teorema de Lagrange) Todo inteiro positivo pode ser

escrito como soma de 4 quadrados.

Demonstracio. Vamos demostrar que todo niimero primo pode ser representado como
soma de quatro quadrados. Entao, usando o Teorema Fundamental da Aritmética e a
Identidade de Euler, é facil ver que todo ntimero inteiro positivo pode ser representado
como soma de quatro quadrados. Primeiramente, notemos que 2 = 12 4 12 4+ 0% + 02. Seja

p um primo impar. Pelo Lema 5.4, existem inteiros a, b e ¢ tais que
a? +b* + % = 0 (modp)

(tome ¢ = 1, por exemplo). Logo, existem inteiros a, b, ¢ e d = 0 e um inteiro positivo M
tais que
a? +0* + A+ d? = Mp.

Pelo Principio da Boa Ordem, temos que existe um menor inteiro positivo m tal que

existem inteiros a, b, ¢ e d tais que
a2+ 0?4+ d% = mp.

Queremos provar que m = 1. Vamos supor primeiro m par. E facil ver que para m par
necessariamente os inteiros a, b, c e d devem ser todos pares, dois pares e dois impares ou

todos impares. Em qualquer um destes trés casos podemos escolher a, b, ¢ e d satisfazendo
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que a e b possuem a mesma paridade e que ¢ e d também possuem a mesma paridade.

Assim,

2 2 2 2
m a—>b a+b c—d c+d
=) (7)) ()

Portanto, tomando m” = % < m, obtemos uma expressao para m'p como soma de quatro
quadrados, o que contraria a minimalidade de m. Temos entao que m é impar. Vamos
mostrar que a suposicao m > 1 nos leva a obtencao de um inteiro 0 < n < m o qual,
também nos fornece uma representacao para np como soma de quatro quadrados, o que

contradiz a minimalidade de m. Seja m > 1 impar. Sejam z,y, z, w inteiros tais que

w = a(modm)
z = b(modm)
y = c¢(modm)

z = d (modm)

onde x,y, z,w € (—%, %) Logo,

2
w2+x2+y2+z2<4~%:m2 e w4+ 2%+ y*+ 22 =0 (modm).

Portanto,

w2+x2+y2+22:nm com 0 <n < m.

Pela escolha de w, x, y, z, temos que os nimeros ax — bw — cz + dy, ay + bz — cw — dx e

az — by + cx — dw sao divisiveis por m e
aw + bx + cy + dz = a* + b? + 2 + d? (mod m).

Portanto, pela proposicao 5.2, temos que

1 1
np:—2~mp~nm:—2(a2+b2+c2+d2)(w2+x2+y2+22)
m m
_ (aw+br+cy+dz 2_'_ ar —bw — cz + dy 2
N m m
_|_<ay+bz—cw—d:c>2+(az—by—l—cx—dw>2
m m

é a soma de quatro quadrados. Concluimos entdao que m = 1, ou seja, o primo p pode ser
representado como soma de quatro quadrados de inteiros.
m
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Os préximos resultados, que serdo apenas enunciados, nos dizem sob quais condigoes

um inteiro positivo m pode ser escrito como soma de 3 ou 2 quadrados apenas.

Teorema 5.6. [5, p.146] Um inteiro m > 0 é soma de trés quadrados se, e somente se,
m ndo € da forma 4“(8b+7), com a,b € N.

Exemplo 5.7. O inteiro m = 48 pode ser escrito como soma de 3 quadrados, pois

48 = 42.(8-0+3). Temos que 48 = 42 + 42 + 42.

Teorema 5.8. [5, p.140][9, p.130] Um inteiro m pode ser representado como a soma de

dois quadrados se, e somente se, tiver fatoracao da forma

m = 2% 1p5? .. .p,‘f‘rqlﬁlq§2 P

ondep; =1 (mod 4) eq; =3 mod4,i=1,2,...,r, j=1,2,...,s e todos os expoentes

Bj sdo pares.

Exemplo 5.9. O inteiro m = 218 = 2-109 pode ser escrito como soma de 2 quadrados,
pois 109 = 1 (mod4). Temos que 218 = 13% + 72

Propomos a voceé, leitor, o seguinte desafio:

Desafio 5.10. Escreva como soma de quatro quadrados os numeros 31, 54, 93 e 119.
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Neste capitulo, encontram-se dicas e resolugoes para cada um dos desafios propostos ao
longo dos capitulos. E de extrema importancia para a compreensao do passo a passo que
envolve, por exemplo, a decomposi¢cao de um ntimero na base sexagesimal, o calculo de

um maximo divisor comum, entre outras aplicagoes.

e Secao 2.2
(1) Mostre que, se k? < 100 é um niimero triangular, entdo k =1 ou k = 6.

Basta calcular o valor de 12, 22, 32, 42, 52, 62, 72, 82 e 92 e perceber que os Unicos

numeros triangulares serao 1 e 36.

(2) Mostre, sem utilizar aritmética ou dlgebra, simplesmente reorganizando diagramas
de nimeros figurados, que oito vezes um numero triangular mais um € iqual a um
numero quadrado. Se o numero triangular tem ordem n, qual a ordem do niumero

quadrado obtido pelo processo acima?

Esse problema se resolve basicamente a partir da ideia de completar quadrados
ao reorganizar, em filas de mesmo comprimento, o 6ctuplo de bolinhas de um
numero triangular. Esse processo ¢ facilitado quando os niimeros triangulares estao
dispostos de maneira a formarem tridngulos retangulos isosceles. Assim, ao encaixa-
los convenientemente, teremos um quadrado quase perfeito, faltando apenas uma

bolinha para completa-lo.

Listamos a seguir quadrados construidos através desse processo.

81+1=09
8-3+1=25
8-6+1=49
8-10+1=281
8-154+1 =121
8~"'(”2+1)+1:(2n+1)2.

Se o numero triangular tem ordem n, o nimero quadrado obtido por esse processo

tem ordem 2n + 1.
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e Secao 3.1
Usando as propriedades observadas, calcule o quadrado de:
(a) 61
12 passo: 61 =10-6+ 1, onde a = 6.

29 passo: Usando a féormula (20), temos que:

612 =6-(10-6+2) [1]
=6-62[1]
= 372 [1]

= 3721.

(b) 92
passo: 92 =10-9+ 2, onde a = 9.

[\V) -t
1© 1©

passo: Usando a férmula (21), temos que:

922 =9-(10-9+4) [4]
=9-94[4]
= 846 [ 4]

= 8464.

(c) 113
12 passo: 113 =10-11+ 3, onde a = 11.

29 passo: Usando a féormula (22), temos que:

1132 = 11-(10-11 +6) [9]
=11-116 [9]
= 1276 9]

= 12769.

(d) 54
12 passo: 54 = 10-5+ 4, onde a = 5.

2¢ passo: Usando a féormula (23), temos que:
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542 =15-(10-5+8) +1[6]
=558 +1/[6]

= 291 [6]

= 2916.

(e) 85
12 passo: 85 = 10-8+ 5, onde a = 8.

29 passo: Usando a formula (24), temos que:

852 =8 (8+1) |25]

= 72[25]

= 7225.

(f) 106
12 passo: 106 = 10-10 4 6, onde a = 10.

29 passo: Usando a formula (25), temos que:

1062 = 10- (10-10 + 12) + 3 [6]
=10-112+3 6]

= 372 (6]

= 11236.

(9) 87
12 passo: 87 = 10-8+ 7, onde a = 8.

22 passo: Usando a férmula (26), temos que:

872 =8-(10-8+14) +4[9]
=8-94+4[9]

= 756 9]

= 7569.

(h) 98
12 passo: 98 =10-9+ 8, onde a = 9.

2¢ passo: Usando a férmula (27), temos que:
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982 =19-(10-9 + 16) + 6 [4]
=9-106+6[9]

= 960 [4]

= 9604.

(1) 119
19 passo: 119 =10-11+9, onde a = 11.

29 passo: Usando a formula (28), temos que:

1192 = 11-(10-11 + 18) + 8 [1]
=11-128+8[1]
= 1416 [1]

= 14161.

() 750

12 passo: 750 = 10- 75, onde a = 75.

29 passo: Usando a formula (19), temos que:

7502 = 100 - (752).

32 passo: Como 70 = 10-7 + 5, conforme a férmula (F), temos que:

752 =7-(7T+1)[25]

= 5625

= 5625.

Portanto:

7502 = 100 - 5625
= 562500.

Secao 3.2

Desafio: Verifique se os nimeros 28, 30 e 98 sao niumeros felizes.

(1) O ntmero 28 é um numero feliz, pois:
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282 = 784
72 4+ 82 + 42 =129
12 422 + 9% = 86
82 4+ 62 = 100
124+02+02=1

(2) O nimero 30 ndo é um numero feliz, pois:

982 = 9064
92 + 02 +62+4%2 =133
124+324+32=19

12 492 = 82
8% +2% = 68
6% + 8% = 100

124+02+0*=1
(3) O ntimero 98 é um numero feliz, pois:

302 = 900
92402402 =281

82+ 12 =65
6% + 5% = 61
62+ 12 = 37
3%+ 7% =58
5% +8% =89
82492 =153

12452432=35

32452 =34
324+42=25
22 +5% =29
22 +92 =85

8% +5% =89
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Note que, no caso do nimero 30, a partir da dltima linha da resolugao, teremos uma
repeticao infinita de somas de quadrados iguais a 89, 153, 35, 34, 25, 29 e 85, nesta

ordem.

Desafio: Escreva sete exemplos de quadrados perfeitos que podem ser escritos como

soma de dotis outros quadrados perfeitos.

Utilizando o primeiro método pitagorico, temos:

Exemplo 1: Tomemos r = 3. Assim:

r=3
32 -1
= = 4
Y=
3241
= =5.
T
Logo, temos que 32 + 42 = 52.
Exemplo 2: Tomemos r = 5. Assim:
T =295
5% —
Y = 5 = 12 e
5241
= = 13.
T
Logo, temos que 52 + 122 = 132,
Exemplo 3: Tomemos x = 7. Assim:
x=71
7 -
Yy = 5 = 24 e
741
= = 25.
T
Logo, temos que 72 + 242 = 252,
Exemplo 4: Tomemos x = 9. Assim:
=29
9% —
Yy = 5 = 40 e
92 +1
z = i = 41.
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Logo, temos que 92 + 40% = 412,

Utilizando o segundo método pitagorico, temos:

Exemplo 5: Tomemos | =2, u =3 e v = 2. Assim:

r=2-2-3-2=12
y=2-(32-22)=10e
z=2-(3%+2%) = 26.
Logo, temos que 242 + 10% = 262.
Exemplo 6: Tomemos [ =2, u =5 e v = 2. Assim:
x=2-2-5-2=40
y=2-(52-2%) =42
z=2-(52+2%) =58.
Logo, temos que 40% 4 422 = 582.

Exemplo 7: O exemplo a seguir é chamado de terno pitagérico raro, pois trata-se
de um quadrado perfeito que pode ser obtido a partir da soma dos quadrados de

dois ntimeros inteiros consecutivos.

1192 + 1202 = 1692.

Secao 3.3

Para calcular a quantidade de divisores naturais de 400, note que 400 = 2. 52,

Assim:
dyo0 = (4—{—1)'(24—1) =5-3=15.

Portanto, 400 possui 15 divisores naturais: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50, 80,
100, 200 e 400.

Para calcular a quantidade de divisores naturais de 441, note que 441 = 32 .72

Assim:
d441:(2—|-1)-(2—|—1):3-3:9.

Portanto, 441 possui 9 divisores naturais: 1, 3, 7, 9, 21, 49, 63, 147 e 441.
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e Secao 3.4

Calcule, utilizando o Algoritmo de Euclides, o mdc de 196 e 1.225; de 484 e 900; e
de 625 e 1.089.

(1) Usando o algoritmo de Euclides para calcular o mde(196, 1225):

1225 =6-196 449 e
196 = 4 - 49.

Portanto, mde(196,1225) = 49.

(2) Usando o algoritmo de Euclides para calcular o mdc(484,900):

900 = 1-484 + 416
484 = 1-416 + 68

416 =6-68 +8
68 =8-8+4¢
8§=12-4.

Portanto, mdc(484,900) = 4.

(3) Usando o algoritmo de Euclides para calcular o mde(625,1089):

1089 = 1-625 4 464
625 = 1-464 + 161
464 = 2-161 4 142
161 =1-142+419

142 =7-194+9
19=2-9+1e
9=9-1.

Portanto, mde(625,1089) = 1.

e Secao 4.3

Calcule o resto de 2020%°2! na divisdo por 37.

Como o niimero 37 é primo, podemos utilizar o Pequeno Teorema de Fermat. Assim:
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202037 = 2020 (mod 37).
Note que mdc(2020,37) = 1. Logo, podemos escrever que:
202036 =1 (mod 37).

Como 2021 = 56 - 36 + 5, entdo 2020202 = [202056]36 . 2020°.
Como 2020%% = 1 (mod 37), entdo [202050]36 = 1 (mod 37).

Usando o algoritmo de Euclides, temos que:
2020 = 54 - 37 4 22.
Logo, temos que:
2020 = 22 (mod 37).
Desse modo, reescrevemos:
2020° = 22° = 22222222 (mod 37).

Note que 222 = 484 = 13-37 + 3.

Logo, temos que:
222 = 3 (mod 37).
Assim:

22° = 3-3-22 (mod 37) e
22° =198 (mod 37).

Usando o algoritmo de Euclides, temos 198 = 5- 37 4 13.

Logo:

20202021 = 13 (mod 37).

Portanto, o resto da divisdo de 2020202! por 37 é 13.
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o Capitulo 5

Desafio: Escreva como soma de quatro quadrados os numeros 31, 54, 93 e 119.

Uma possivel solugao:

31=12+12422+5°
54 = 0% + 2% + 5% + 57
93 =224+2242249?
119 =12 4+ 32 + 32 + 10°

Note que, em ambos os casos, houve repeticao de quadrados.

60



INFORMACOES IMPORTANTES AO DOCENTE

Este capitulo servirda de guia para a pratica de ensino sobre o que trata o presente projeto.
Para isso, serao apresentadas informagoes contidas no “Curriculo Paulista” [1]. Cabe ao
docente dosar todas as informacoes aqui transmitidas, inclusive no que diz respeito ao
desenvolvimento do seu trabalho em sala de aula. Deve-se ter muita cautela no momento
de introduzir uma nova abordagem sobre os niimeros inteiros nao negativos, tendo em vista
que muitos alunos possuem grandes dificuldades na escrita matematica, principalmente
quando se trata da representagao desses niimeros. Por isso, antes de iniciar qualquer estudo
a respeito dos nimeros quadrados perfeitos e suas propriedades, o docente deve trabalhar,
como pré-requisito, algumas habilidades importantes, assim que o aluno ingressa para o

Ensino Fundamental II.

7.1 HABILIDADES A SEREM TRABALHADAS COMO PRE-REQUISITO

Segundo o “Curriculo Paulista” [1], de 26 de julho de 2019, na &rea de conhecimento que
trata sobre a Matematica e suas tecnologias, o docente deve ter seu trabalho, em sala de

aula, respaldado nas seguintes habilidades e seus respectivos objetos do conhecimento:

— 62 ano do Ensino Fundamental

(1) Habilidade EFO6MAO02 (lé-se Ensino Fundamental, 6° ano, Matematica,
habilidade 02) (Ntmeros): reconhecer o sistema de numeragao decimal como fruto de
um processo histérico e identificar suas principais caracteristicas.

Objeto do conhecimento: caracteristicas, leitura, escrita e comparacao de niimeros

naturais e de ntimeros racionais representados na forma decimal.

(2) Habilidade EFO6MAO03 (Numeros): solucionar problemas que envolvam cal-
culos com nuimeros naturais.
Objeto do conhecimento: adicao, subtracao, multiplicacao, divisao e potenciacao

com numeros naturais; Divisao euclidiana.

(3) Habilidade EFO6MAO04A (Ntmeros): reconhecer um fluxograma tendo, como
referéncia, sua estrutura e de seus elementos.
Objeto do conhecimento: determinar a paridade de um nimero natural; multiplos

e divisores de um ntimero natural; niimeros primos e compostos.

(4) Habilidade EF06MAO05 (Ntmeros): classificar nimeros naturais em primos e

compostos, identificar multiplos e divisores e estabelecer alguns critérios de divisibilidade.
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Objeto do conhecimento: determinar a paridade de um ntimero natural; multiplos

e divisores de um nimero natural; niimeros primos e compostos.

(5) Habilidade EFO6MAO06 (Numeros): resolver e elaborar situagdes-problema
acerca da ideia de multiplo e de divisor.
Objeto do conhecimento: determinar a paridade de um nimero natural; multiplos

e divisores de um ntimero natural; niimeros primos e compostos.

(6) Habilidade EF06MA14 (Algebra): reconhecer que a relacio de igualdade
matematica permanece inalteravel, quanto ao fato de adicionar, subtrair, multiplicar ou
dividir os seus dois membros por um mesmo ntmero e, com isso, ser possivel determinar
valores desconhecidos na resolugao de problemas.

Objeto do conhecimento: Propriedades da igualdade.

(7) Habilidade EFO6MA29 (Grandezas e medidas): analisar e descrever mu-
dangas no lado, no perimetro e na area de um quadrado, por meio da amplia¢ao/redugao.
Objeto do conhecimento: Perimetro de um quadrado como grandeza proporcional

a medida do lado.

No 62 ano do Ensino Fundamental, os nimeros inteiros sao abordados a partir da
historia da matematica, tendo como referéncia o sistema de numeracao decimal, os niimeros
primos, a divisao euclidiana, as principais operagoes aritméticas e a resolucao de problemas

que envolvem paridade, multiplos e divisores.

— 72 ano do Ensino Fundamental

(1) Habilidade EF07TMAO01 (Numeros): resolver e elaborar situagoes-problema
envolvendo as nogoes de divisor e de multiplo de um niimero natural, inclusive maximo
divisor comum ou minimo multiplo comum, sem aplicar algoritmos.

Objeto do conhecimento: Miiltiplos e divisores de um niimero natural.

(2) Habilidade EF07TMAO03 (Numeros): ler, comparar e ordenar nimeros inteiros
em diferentes contextos, associando-os a pontos da reta numérica.
Objeto do conhecimento: Numeros inteiros: usos, histéria, ordenacgao, associacao

com pontos da reta numérica e operagoes.

(3) Habilidade EF07TMAO04 (Numeros): resolver e elaborar situagdes-problema
acerca das operagoes com nimeros inteiros.
Objeto do conhecimento: Numeros inteiros: usos, historia, ordenacao, associacao

com pontos da reta numérica e operacoes.

(4) Habilidade EF07TMA13 (Algebra): compreender a ideia de varidvel, para
expressar relagao entre duas grandezas.

Objeto do conhecimento: Linguagem algébrica: variavel e incognita.
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(5) Habilidade EFOTMA14 (Algebra): classificar sequéncias em recursivas e nao
recursivas.

Objeto do conhecimento: Linguagem algébrica: varidvel e incognita.

(6) Habilidade EFOTMA15 (Algebra): utilizar a simbologia algébrica para identi-
ficar regularidades encontradas em sequéncias numéricas e representa-las.

Objeto do conhecimento: Linguagem algébrica: variavel e incognita.

(7) Habilidade EF07TMA16 (Algebra): reconhecer a equivaléncia ou nio equi-
valéncia entre duas expressoes algébricas que descrevem a regularidade de uma mesma
sequéncia numeérica.

Objeto do conhecimento: Equivaléncia de expressoes algébricas: identificagdo da

regularidade de uma sequéncia numérica.

No 79 ano do Ensino Fundamental, os nimeros inteiros sdo abordados a partir da ideia
de multiplos e divisores, sendo, posteriormente, associados a reta numérica, remetendo a
ideia de ordenacao. Inclusive, introduzindo conceitos relacionados a linguagem algébrica,

para classificar sequéncias numéricas e identificar regularidades nestas.

— 82 ano do Ensino Fundamental

(1) Habilidade EFO8MA06 (Algebra): resolver e elaborar situagoes-problema re-
lacionadas ao calculo do valor numérico de expressoes algébricas, utilizando as propriedades
das operacoes.

Objeto do conhecimento: Valor numérico de expressoes algébricas.

(2) Habilidade EFO8MAO07 (Algebra): associar equacoes lineares com duas incog-
nitas a uma reta no plano cartesiano.
Objeto do conhecimento: Associacao de uma equacao linear de 1° grau a uma reta

no plano cartesiano.

(3) Habilidade EFOSMA10 (Algebra): identificar a regularidade de uma sequéncia
numérica ou figural nao recursiva, construindo um algoritmo capaz de indicar os nimeros
ou as figuras seguintes.

Objeto do conhecimento: Sequéncias recursivas e nao recursivas.

(4) Habilidade EFO8MA11 (Algebra): identificar a regularidade de uma sequéncia
numérica recursiva, construindo um algoritmo capaz de indicar os nimeros seguintes.

Objeto do conhecimento: Sequéncias recursivas e nao recursivas.

No 82 ano do Ensino Fundamental, os niimeros inteiros sao abordados a partir da ideia
de classificar sequéncias numéricas e identificar regularidades nestas e, posteriormente,
trabalha-se com o conceito de equagoes lineares de 1° grau, sua problematizacao e suas

solugoes em Z ou, particularmente, em IN.

— 92 ano do Ensino Fundamental
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(1) Habilidade EFO9MAO09 (Algebra): compreender os processos de fatoragio de
expressoes algébricas, tendo, como base, as relagoes com os produtos notaveis.
Objeto do conhecimento: Expressoes algébricas: fatoracdo e produtos notaveis;

resolucao de equacgoes polinomiais do 2° grau por meio de fatoracoes.

(2) Habilidade EF09MA13 (Geometria): demonstrar relagoes métricas do tridn-
gulo retangulo, entre elas o teorema de Pitdgoras, através de estratégias diversas, como a
semelhanca de triangulos.

Objeto do conhecimento: Relagoes métricas no triangulo retangulo; Teorema de

Pitagoras: verificagoes experimentais e demonstracao.

(3) Habilidade EF09MA14 (Geometria): resolver e elaborar situagoes-problema
aplicando o Teorema de Pitagoras.
Objeto do conhecimento: Relagdes métricas no tridngulo retangulo; Teorema de

Pitagoras: verificagoes experimentais e demonstracao.

No 92 ano do Ensino Fundamental, os niimeros inteiros sao abordados a partir dos
processos de fatoracao de expressoes algébricas e, posteriormente, trabalha-se, no campo
da Geometria, com as rela¢gdes métricas no triangulo retangulo, usando, por exemplo, a
semelhanca de triangulos, para resolver problemas que tratam do Teorema de Pitagoras e

suas implicagoes.

7.2 A IMPORTANCIA DA PRATICA PEDAGOGICA

Conforme previsto pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), o Curriculo Paulista
de Matematica contém todas as habilidades a serem desenvolvidas ao longo do Ensino
Fundamental divididas em Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Proba-
bilidade e Estatistica. Ao que compete nosso estudo, tratamos somente das habilidades
referentes a Nimeros, Algebra e Geometria. O foco principal é o estudo relacionado aos
numeros inteiros nao negativos, quanto a abordagem algébrica e algumas representacoes
geométricas convenientes.

E de extrema importancia que todas as habilidades mencionadas na secdo anterior
sejam desenvolvidas durante o processo de aprendizagem dos alunos, para que a introdugao
aos quadrados perfeitos e suas propriedades se dé de forma natural e coerente com a série
e a idade dos alunos. Por exemplo, numa sala de 6° ano, ¢ possivel trabalhar algebra e
abstracao, ao mesmo tempo em que se trabalha com a percepg¢ao visual sobre os nimeros
inteiros nao negativos e, principalmente, a parte da geometria que trata da visualizacao de
elementos e suas propriedades importantes.

Quando o docente inicia seu trabalho no Ensino Fundamental II, é importante que seja
introduzido, abordado e desenvolvido um conjunto de ideias fundamentais. A primeira

delas é a Equivaléncia. Nesta, surge a necessidade de utilizar alguns conceitos e definigoes
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relacionados a equagoes e areas (como a do quadrado, que nos é relevante). A segunda
delas é a Ordem, presente nos conjuntos numéricos, na construcao de algoritmos e em
outros procedimentos, como sequéncias e organizacao. Nesse caso, tem-se ainda a inclusao
do raciocinio analdgico, isto é, utilizar os mesmos mecanismos para resolver problemas de
diferentes naturezas. A terceira delas é a Interdependéncia, que pode ser associada a ideia
de fungoes com ou sem uso de férmulas, como, por exemplo, em sentengas matematicas
do tipo “se p, entao q”. A quarta delas é a Representacgao, que diz respeito a percepc¢ao
e representagao do espaco, de formas geométricas existentes ou imaginadas; podendo,
inclusive, ser associada aos nimeros, as operagoes e a interdependéncia.

O objetivo do docente ao ensinar Numeros é desenvolver o pensamento numérico,
o que envolve desenvolver conhecimentos sobre os ntimeros e suas relagoes, bem como
a compreensao das operagoes e seus resultados, reconhecendo o significado ao operar
com um numero para obter outros. Essa parte da Matematica é iniciada a partir da
ideia de contagem e, posteriormente, a introducio do Sistema de Numeracao Decimal. E
imprescindivel levar o aluno a reconhecer as diversas fung¢oes sociais do ntimero e, por
isso, a importancia do letramento matematico para o desenvolvimento de habilidades
de leitura, da escrita e da ordenacao. Exatamente por esse motivo, é também objetivo
de ensinar Numeros valorizar o raciocinio intuitivo, e este deve ser desenvolvido desde
a Educacao Infantil até os Anos Finais, de forma a ter consolidado o calculo numérico
capaz de estabelecer a ordem de grandeza dos niimeros, bem como desenvolver o raciocinio
estruturado aditivo e o calculo mental, tornando possivel o desenvolvimento do raciocinio
e processos, como a investigagao e a capacidade de produzir argumentos convincentes.
E importante que se recorra & histéria da Matemdtica, ao tratar desse assunto, pois
proporciona-se uma abordagem significativa para o processo ensino/aprendizagem.

No que diz respeito ao ensino da Algebra, destaca-se que ele deve estar pautado no
desenvolvimento da capacidade de abstragao e generalizacao, auxiliando na resolugao de
problemas. Com isso, ocorre a ampliacao da capacidade de abstracao e, como consequéncia,
ha grandes chances de ocorrerem “saltos” cognitivos no raciocinio matematico. Esse tipo de
abordagem contribui para o processo de formagao do pensamento algébrico, principalmente
quanto aos processos mentais como analisar, estabelecer relagoes e comparagoes entre gran-
dezas e quantidades, argumentar e explicar relacoes proporcionais e compreender relagoes
multiplicativas. A isso tudo da-se o nome de raciocinio proporcional, considerado uma das
bases do pensamento algébrico. E quando o tema ¢é retomado no Ensino Fundamental II,
¢é de grande importancia que os estudantes sejam capazes de compreender os diferentes
significados das variaveis numéricas em uma expressao: estabelecer uma generalizacao de
uma propriedade; investigar a regularidade de uma sequéncia numérica; indicar um valor
desconhecido em uma sentenca algébrica; estabelecer a variagao entre duas grandezas.
Para tanto, é necesséario que os estudantes estabelecam conexdes entre incognita e equagao

e variavel e funcao.
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Por fim, a Geometria é um campo importante da Matematica, servindo instrumento
para outras areas do conhecimento. Através dela, é possivel haver a compreensdo do mundo
em que se vive, além de se desenvolver a capacidade de descrever, representar, localizar-se;
estudar sua posicao e deslocamentos; identificar formas e rela¢oes entre elementos de figuras
planas e espaciais, desenvolvendo, assim, o pensamento geométrico. Durante o processo de
desenvolvimento de habilidades, deve-se compreender a percep¢ao espacial, principalmente
a memoria visual, a percepcao de figuras planas e a discriminacao visual. Por esse motivo,
no Ensino Fundamental II, a Geometria deve ser vista como consolidagao e ampliacao das
aprendizagens, de forma que os estudantes sejam capazes de identificar elementos em cada
figura. Tudo isso contribui para a formacao do raciocinio hipotético-dedutivo.

Com a consolidacao de todos esses pré-requisitos, a abordagem que se da aos niimeros
inteiros nao negativos, de que trata o presente trabalho, torna-se um processo de aproxi-
macao entre os estudantes do Ensino Fundamental II, principalmente nas escolas da Rede
Publica de Ensino, bem como se podem alcancar melhores resultados quando ocorre de

maneira eficiente a abordagem dos pré-requisitos mencionados nesse capitulo.

7.3 PROPOSTA DIDATICA AO DOCENTE

Nesta secao, apresentaremos uma proposta didatica que servira de apoio ao docente que,
em dado momento de sua préatica de ensino, assim que julgar necessario, se dispuser a
abordar todo o contetido desta dissertacao. Para isso, traremos uma experiéncia vivenciada
em sala de aula, numa turma de 8° ano do Ensino Fundamental, pelo préprio autor.
A proposta se baseia em tépicos de Geometria, principalmente no que diz respeito a

demonstracao do Teorema de Pitagoras e suas implicagoes.

7.3.1 Abordando o Teoremas de Pitigoras

Uma das demonstragoes para o Teorema de Pitdgoras, usa simplesmente a reorganiza¢ao

de figuras poligonais [10, p.6].
— Elaboracao do plano de aula

Objetivo geral da aula: levar o aluno a perceber que a Geometria é o campo
matematico que mais permite a compreensao de algumas propriedades algébricas, como o
Teorema de Pitagoras.

Objetivo especifico da aula: levar o aluno a perceber que a area ocupada por um
conjunto de poligonos nao se altera conforme a disposicao deles.

Tempo necessario: 4 (quatro) aulas.

Material necessario: 16 folhas de sulfite impressas, contendo um quadrado de lado

medindo 17 cm, centralizado; 16 folhas de sulfite impressas, contendo quatro tridangulos
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retangulos, ambos de catetos medindo 5 cm e 12 cm, cada; 8 tesouras sem ponta; 8 kits de

lapis de cor; 8 tubos de cola branca ou em bastao.

—> Execugao do plano de aula

As duas primeiras aulas, por conveniéncia, devem ser ministradas no mesmo dia. Para
essas aulas, faga o seguinte:

(1) Apresente os conceitos referentes a geometria necessarios para a compreensao do
tema a ser desenvolvido;

(2) Apresente alguns exemplos de que o Teorema de Pitadgoras é uma relagao vélida
para nimeros naturais;

(3) Apresente uma demonstragao algébrica do Teorema de Pitdgoras, usando uma das
duas versoes apresentadas nesta dissertacao;

(4) Proponha aos alunos que realizem tentativas para descobrirem outros trés ternos

pitagoéricos, além dos ja apresentados em sala.

Para as duas proximas aulas, faga o seguinte:

(1) Divida a turma em até 8 (oito) grupos de, no maximo, 5 alunos;

(2) Distribua, para cada grupo, o material necessario: 2 folhas de sulfite contendo o
quadrado, 2 folhas de sulfite contendo os tridngulos retangulos e 1 unidade de cada um
dos outros materiais disponibilizados;

(3) Eleja um aluno para ser coordenar o grupo e os demais executarao as tarefas;

(4) Apresente em slide ou escreva na lousa as seguintes instrugoes:

Tarefa 1:

- Usando lapis de cor, na cor desejada, pintar dois desses triangulos retangulos de uma
mesma cor e, usando uma outra cor, pintar os outros dois (repetir 0 mesmo processo para
os tridngulos contidos na outra folha de sulfite);

- Com o auxilio da tesoura, recortar cada um desses tridngulos retdngulos (repetir o
mesmo processo para os tridngulos contidos na outra folha de sulfite);

- Com o auxilio da régua, medir cada um dos lados de cada um dos tridngulos retangulos
e anote-os em seu caderno (repetir o mesmo processo para os tridangulos contidos na outra
folha de sulfite);

- Usando, como referéncia, o quadrado de 17 cm de lado, contido na folha de sulfite,
dispor cada um desses triangulos, de modo que os catetos de cada tridangulo retangulo

sobreponha dois dos lados do quadrado de 17 ¢cm e o angulo reto (de 90°) de cada um

desses triangulos deve coincidir com o angulo reto do quadrado, conforme a figura a seguir.
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Figura 10. Teorema de Pitagoras (parte 1)

Convém ressaltar que, ao observarmos a disposicao dos quatro tridngulos retangulos
na figura 10, temos um espaco vazio em torno deles. Como todas as medidas dos lados
desses triangulos retangulos ja foi devidamente mensurada pelos alunos, temos entao a
formagao de um quadrado cujo lado mede 13 cm.

- Usando a cola disponivel, aderir os tridngulos retangulos a folha de sulfite.

Tarefa 2:

- Usando os outros quatro tridangulos retangulos recortados, repetir todos os procedi-
mentos da Tarefa 1, porém sem aderir os tridngulos a folha de sulfite;

- Levar o tridngulo da base (& esquerda) até o outro tridngulo de mesma cor (localizado
no topo a direita);

- Levar o tridngulo do topo (a esquerda) até a base, sem desloca-lo horizontalmente
nem gira-lo;

- Levar o triangulo da base (a direita) até o tridngulo que se encontra na base (a
esquerda), sem deslocé-lo verticalmente nem gira-lo.

Observe a figura a seguir.
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Figura 11. Teorema de Pitagoras (parte 2)

Convém ressaltar que, ao observarmos a disposicao dos quatro tridngulos retangulos
na figura 11, temos um espago vazio ao redor deles. Como todas as medidas dos lados
desses triangulos retangulos ja foi devidamente mensurada pelos alunos, temos entao a

formacao de dois quadrados cujos lados medem, respectivamente, 5 cm e 12 cm.

(5) Solicite aos alunos que, durante 5 (cinco) minutos, discutam entre os membros
de seus respectivos grupos sobre as tarefas que acabaram de realizar e o que é possivel
concluir, através das observagoes quanto as duas figuras assim formadas;

(6) Ao fim dos cinco minutos, solicite que cada representante exponha para a turma as

conclusoes a que chegaram durante a discussao.

E importante ressaltar que o objetivo especifico dessas duas primeiras aulas é que os
alunos tenham percebido que, como os quatro triangulos retangulos sdo congruentes entre
si e que, quando dispostos dentro do quadrado de 17 cm de lado, eles ocupem juntos
a mesma area, nao importando a disposicao deles. Assim, torna-se possivel cumprir o

objetivo geral: demonstrar geometricamente o Teorema de Pitagoras.

7.3.2  Descobrindo ternas pitagoricas primitivas

Esse tema ja foi abordado no Capitulo 2 desta dissertagao. Convém ressaltar que ha dois
métodos para encontrarmos ternas pitagoricas primitivas: o primeiro é atribuido a Platao
e o segundo, a Pitdgoras. Essa proposta encontra-se disponivel no Caderno do Aluno, do

Sao Paulo Faz Escola, de 2019, volume tnico.
—> Elaboracgao do plano de aula

Objetivo geral da aula: levar o aluno a perceber que as ternas pitagéricas primitivas

podem ser obtidas por meio de um algoritmo.
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Objetivo especifico da aula: levar o aluno a perceber que existem infinitas ternas
pitagéricas, primitivas ou nao.
Tempo necessario: 2 (duas) aulas.

Material necessario: caneta esferografica azul ou preta; lapis; borracha; apontador.

— Execuc¢ao do plano de aula

Essas duas aulas, por conveniéncia, devem ser ministradas no mesmo dia. Para essas
aulas, faga o seguinte:

(1) Apresente, como referéncia, a terna primitiva 3, 4 e 5 e solicite aos alunos que
verifiquem que 32 4 42 = 5%,

(2) Solicite aos alunos que multipliquem por um mesmo nimero natural cada uma
dessas medidas e verifiquem se a igualdade permanece (por exemplo: (3-2)%? + (4-2)% é
igual a (5-2)2?);

(3) Apresente o primeiro método atribuido a Platao sobre como determinar ternas
pitagéricas, descrevendo passo a passo, conforme a seguir:

- Escolha um nimero impar;

- Calcule o quadrado desse niimero impar;

- Subtraia 1 unidade ao quadrado obtido e calcule a metade;

- Some 1 unidade ao quadrado obtido e calcule a metade;

- Anote os trés niimeros na mesma ordem em que eles foram obtidos e calcule o
quadrado de cada um deles;

- Responda: A soma dos dois primeiros quadrados € igual ao terceiro quadrado?

(4) Apresente o segundo método atribuido a Platdo sobre como determinar ternas
pitagoricas, descrevendo passo a passo, conforme a seguir:

- Escolha um ntimero par;

- Divida-o por 4;

- Subtraia 1 unidade do resultado obtido no 2° passo;

- Some 1 unidade ao resultado obtido no 2° passo;

- Anote os trés nimeros na mesma ordem em que eles foram obtidos e calcule o
quadrado de cada um deles;

- Responda: A soma dos dois primeiros quadrados é igual ao terceiro quadrado?

(5) Proponha aos alunos que realizem, durante 20 minutos, tentativas para descobrirem
outros quatro ternos pitagoricos, para cada um dos dois métodos atribuidos a Platao, além
dos ja apresentados em sala.

(6) Ao fim dos 20 minutos, solicite aos alunos que, voluntariamente, escrevam na lousa

uma das ternas pitagoéricas que conseguiram obter usando os procedimentos fornecidos.

E importante ressaltar que o objetivo especifico dessas duas aulas é que os alunos
tenham percebido que existem infinitas ternas pitagéricas, primitivas ou nao. Assim,

torna-se possivel cumprir o objetivo geral: perceber que as ternas pitagéricas primitivas

podem ser obtidas por meio de um conjunto de instrugoes, o qual denominamos algoritmo.

70



CONSIDERACOES FINAIS

O presente estudo possibilitou uma investigacao a respeito dos nimeros quadrados perfeitos,
desde a origem do termo e as primeiras utilizagoes praticas até os conceitos mais atuais
acerca da Aritmética Modular e as propriedades inerentes ao tema. O que possibilitou

identificarmos alguns fatos curiosos sobre os quadrados perfeitos:

(1) Um quadrado perfeito de ordem n é a soma de dois nimeros triangulares, o primeiro
de ordem n e o segundo de ordem n — 1;

(2) Existem quadrados perfeitos que podem ser escritos como soma de outros dois
quadrados perfeitos (ternos pitagoricos) e é possivel calcularmos infinitos ternos pitagéricos;

(3) Um quadrado perfeito impar sempre deixa resto 1 na divisdo por &;

(4) E possivel obtermos o quadrado de um dado nimero natural utilizando apenas de
seus algarismos;

(5) O mdc entre dois ou mais quadrados perfeitos é sempre um quadrado perfeito;

(6) Através do Pequeno Teorema de Fermat, é possivel mostrarmos que existem infinitos
quadrados perfeitos que deixam resto 1 na divisao por um primo impar, desde que este
seja coprimo com a base;

(7) Se uma PA infinita possui um termo que é um quadrado perfeito, entao essa PA
possui infinitos quadrados perfeitos;

(8) E possivel escrevermos qualquer ntimero natural como soma de quatro quadrados

perfeitos.

Além disso, essas investigagoes tornaram possivel identificarmos algumas aplicagoes
para os quadrados perfeitos. Especialmente, no que diz respeito a geometria plana — onde
tudo comegou — e ao ramo da algebra, principalmente no uso das férmulas de recorréncia
(no caso da soma dos n primeiros impares e do ntimero triangular de ordem n) e na
demonstragao de proposi¢des que tornam ainda mais interessante a abordagem didatica
no estudo dos ntimeros inteiros, em especial os niimeros primos.

Com esse estudo, pretendemos incentivar professores de Matematica (especialmente da
Rede Publica de Ensino) a aprimorarem seus conhecimentos sobre tépicos em Ntmeros,
Algebra e Geometria, de forma a tornarem mais precisas e concisas as aplicacoes do tema,
durante suas aulas no Ensino Fundamental II, sendo de extrema importancia a abordagem
significativa de cada um dos pré-requisitos para o estudo tratado no presente projeto. Com
isso, aumentar a percep¢ao do aluno com relagdo aos nimeros inteiros, no que diz respeito
as suas propriedades, principalmente relacionadas aos niimeros primos e aos quadrados

perfeitos.
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