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Resumo

Nesse trabalho, objetiva-se apresentar alternativas didaticas que facilitem e pos-
sibilitem ao professor, ao aluno de matemética e ao aluno do ensino bésico, o apren-
dizado de métodos de justificar e demonstrar a validade da férmula do volume da
piramide. Procede-se a uma abordagem dessas justificativas e demonstragoes den-
tro de perspectivas de ordens geométrica, algébrica e ludicas no calculo da formula
do volume da pirdmide. Assim, em cinco capitulos, discorre-se acerca dos aspectos
historicos e algébricos da piramide. Realizamos uma pesquisa com professores sobre
como é abordado o volume da piramide em sala de aula. Apresentamos alguns dos
principais métodos usados para demonstrar a validade da formula do volume da pi-
ramide. Usamos o material concreto como ferramenta para verificacao intuitiva da
formula do volume da piramide, e, finalmente apresentamos alguns problemas que

envolvem o estudo do tema pirdmide presentes no ensino basico.

Palavras-chave: Geometria Espacial. Piramide, Volume.
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Abstract

This study aims to present alternative didactic that facilitate and make possible
the teacher, the student of mathematics and the student’s primary education, lear-
ning methods to justify and demonstrate the validity of the formula for the volume
of the pyramid. It proceeds to approach these reasons and demonstrations within
orders prospects for geometric, algebraic and ludic when calculating formula of vo-
lume of the pyramid. Therefore, in five chapters, we discuss the historical aspects
and algebraic pyramid,a survey of teachers on how we approach the volume of the
pyramid in the classroom. There are some of the main methods used to demonstrate
the validity of the formula for the volume of the pyramid. Solid material was used
as a tool to verify intuitive formula for the volume of the pyramid, and finally we

have presented some problems involving the subject in this pyramid education.

Keywords: Space Geometry, Pyramid, Volume.
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Introducao

A proposta desse trabalho é de, apds investigar a forma de como é abordado pelos
professores do ensino basico o calculo do volume de uma piramide, apresentar alter-
nativas didéaticas que facilitem e possibilitem ao professor, ao aluno de matemaética
e ao aluno do ensino basico, o aprendizado de métodos de justificar e demonstrar a
validade da féormula do volume da piramide. Nesse sentido, foram abordados mé-
todos com enfoque Geométrico, Algébrico e Ludico para diversificar a maneira de
apresentar o volume da piramide.

No primeiro capitulo desse trabalho, destacamos aspectos historicos e geométri-
cos da piramide, dando enfase a definicao, aos elementos, a classificacao, as areas ao
volume e ao tronco da piramide.

No segundo capitulo, foi registrada uma pesquisa com professores de escolas
publicas federais, escolas publicas estaduais e escolas particulares. O objetivo da
pesquisa era verificar a forma como o calculo do volume de uma piramide é abordado
em sala de aula. Os dados foram catalogados e registrados em graficos de colunas
com resultados percentuais.

Baseado no resultado da pesquisa, no terceiro capitulo, abordamos, o principio
de Cavalieri como o método mais usado pelos professores pesquisados para justificar
a formula do volume da pirdmide, além do calculo do volume de uma piramide,
usando integrais. No entanto, neste mesmo capitulo sugerimos passo a passo uma
alternativa de demonstrar a formula do volume da piramide, usando o método do
limite da soma de uma série geométrica. Julgamos que tal alternativa venha facilitar
a abordagem pelo professor do volume de uma piramide em sala de aula.

No quarto capitulo, procuramos diversificar os métodos ladicos para justificar a
validade da féormula do volume da piramide, utilizando material manipulavel. Um
dos métodos busca esclarecer como um prisma de base triangular é dividido em trés

piramides de mesma base e mesma altura. Da mesma forma um cubo se transforma



em trés piramides de base igual a face do cubo e altura igual a aresta do cubo. Para
facilitar o trabalho do professor, colocamos no final deste capitulo a planificacao das
trés piramides de base triangular que, quando unidas, formam um prisma de base
triangular e da mesma forma colocamos também a planificacao de trés piramides de
base quadrangular que, quando unidas, formam um cubo. Convém destacar também
que para enriquecer a demonstracao da férmula do volume da piramide através do
limite da soma de uma série geométrica visto no capitulo 3, foi apresentado um
material manipulavel formado por uma piramide de base triangular e 14 prismas em
que a soma de seus volumes de forma alinhada, representa uma série geométrica,
e quando colocamos os 14 prismas no interior da piramide, verificamos de forma
intuitiva que a soma infinita dos volumes dos primas é igual ao volume da piramide.

Por fim, apresentamos, no quinto capitulo, alguns problemas que envolvem o
estudo do tema piramide presentes no ensino béasico. Todas as questoes estao resol-
vidas com a finalidade de que o leitor aprenda ou aprimore mais sobre os conceitos

ou procedimentos envolvidos.
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Capitulo 1

Piramides: Aspectos Historicos e

(Geométricos

1.1 Aspectos Histéricos das Piramides do Egito

O Egito é o berco de uma das mais antigas civilizagoes, onde se desenvolveu ao
longo de uma extensa faixa de terra fértil que ficava na margem do rio Nilo.

Os historiadores dividem a historia do Egito em trés periodos: Antigo Império,
Médio Império e o Novo Império. Ao longo desses trés periodos, o Egito atingiu
o seu apogeu. Porém, a partir do século VII a.C., o Egito foi invadido por vérios
povos e perdeu o seu antigo esplendor.

O Egito Antigo desenvolveu-se no nordeste africano as margens do rio Nilo por
volta do ano 3.100 a.C., época em que as regioes do Alto e do Baixo Egito foram
unificadas, e termina no ano 30 a.C., quando a rainha Cle6patra VII foi derrotada na
Batalha de Acio, passando o Egito a ser uma provincia do Império Romano. Durante
esse periodo, a mais importante e fascinante civilizagao da antiguidade utilizava seus
conhecimentos para resolver problemas do cotidiano, tais como: controle das inun-
dacgoes, construcao de sistemas hidraulicos, preparacao da terra para a semeadura,

mumificacao de cadaveres, etc.
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CAprITULO 1
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Figura 1.1: Mapa antigo do Egito

A sua sociedade era extremamente rigida e estava dividida em varias camadas

composta por: o farad, que era a autoridade méaxima, Sacerdotes, militares e es-

cribas. Era sustentada pelo trabalho e impostos pagos por camponeses, artesaos e

pequenos comerciantes. Os escravos também compunham a sociedade egipcia e, ge-

ralmente, eram pessoas capturadas em guerras que trabalhavam apenas por comida

e agua.

Nesse trabalho destacamos as contribuigoes valiosas dos egipcios na matemé-

tica, desenvolvendo as quatro operacoes matemaéticas basicas - adigao, subtracao,
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multiplicacao e divisao. Inventaram o sistema numeragao totalmente desenvolvido,
usavam fracoes, calculavam volumes de caixas e piramides, além de calcularem areas
de retangulos, triangulos, circulos e até mesmo da superficie de esferas.

Porém, o maior destaque dos egipcios foi na construcao de piramides, tamulos,

erguidos como um monumento & memoria dos faraés ja mortos.

Fonte: http/wwrw infoescola com/historia‘piramides-do-egito/
Acesso em: 15 de junho de 2013.

Figura 1.2: Piramides do Egito

Ao falarmos de pirdmides, geralmente nos restringimos ao estudo dos trés gran-
des monumentos de Gizé: Quéopsﬂ Quéfrem e Miquerinos. As piramides foram
construidas pelos egipcios ha certa de 2.600 anos a.C., (desde o inicio do antigo
reinado até perto do periodo ptolomaico). Nota-se, a partir da construgao destas
piramides, o grande avanc¢o de engenharia e da matemaética nas construgoes do Egito
para a época.

Segundo consta, o erro relativo, envolvendo os lados da base quadrada ¢ inferior

a 14le e o erro relativo envolvendo os angulos retos dos vértices da base nao excede

5055 Em EVES (vide[d]).

Baseado neste e em outros dados, diversos matematicos fascinados com esses

dados dedicaram-se ao estudo da piramide.

'Uma das sete maravilhas do mundo antigo.
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Assim, vamos nos basear na demonstracao, dada pelo professor SARAIVA (vide[14])
denominada "As piramides do Egito e a razao aurea", vejamos:
Sabemos que um ponto B divide um segmento AC em média e extrema razao

quando:

Figura 1.3: Segmento de reta

Q

Considere ® = 4€,

Temos que:

AC  AB+ BC
b =— = S—— =
AB AB

A

Obtendo uma equacgao de segundo grau:

1
<I>:1+5:><I>2—<I>—1:0.

Resolvemos a equagao e encontramos duas raizes: ¢ =

S

1—

Desprezamos a raiz negativa, obtemos:

1
o +2\/5

=1,618...

A razao ¢ = %5 ¢ denominada razdao durea.
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Seja o retangulo ABC'D de lados a e b com (b < a) tal que o retangulo ADEF
de lados b e a — b seja semelhante ao retangulo ABCD.

4a

Figura 1.4: Retangulo dureo

Resulta que a — b < b e que § & igual a razao aurea. Um retangulo ABC'D com
estas propriedades é chamado retangulo aureo.

A equacgio ®? = ® + 1 nos mostra que um triangulo de lados 1, v® e ® ¢ um
triangulo retangulo com catetos 1 e v/® e hipotenusa ®.

Definicao 1 Um triangulo é dureo quando ele é semelhante ao tridngulo retdngulo
com hipotenusa ® e catetos 1 e V.

Proposicao 1 Um tridngulo retdngulo com hipotenusa a e catetos b e ¢ com (b > ¢)
b

€ dureo se, e somente se, . = VO = 1,272....
Definicao 2 Seja uma pirdmide reta de altura h com base quadrada de lado a e
seja H a altura de suas faces. Dizemos que a pirdmide € durea quando o triangulo

de lados H, h e § for um tridngulo dureo.

O historiador grego Herodoto (cerca de 500 a.C.) relata que aprendeu com os
sacerdotes que as grandes piramides do Egito satisfazem a seguinte propriedade:

(P) : A drea de cada face triangular é igual & drea de um quadrado cujo lado € a

altura da piradmide. SARAIVA (vide[14]).
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Com a notagao da definicao 2, uma piramide reta de base quadrada satisfaz a

propriedade (P) se e somente se % = h?,

Proposicao 2 Uma piramide reta com base quadrada satisfaz a propriedade (P) se,

e somente se, ela for uma pirdmide durea.
Demonstragao:

Suponha que a pirdmide é aurea, isto é, que o tridngulo retangulo com hipotenusa

H e catetos h e g,

Entao temos que:

supondo h > 2) é aureo.
( 2

aV/'®

h =
2 Y
=2
2

e portanto,

=)= ()

isto é, a piramide satisfaz a propriedade (P).
Reciprocamente, suponhamos que a piramide satisfaga a propriedade (P).

Das relagoes:

H>=n? 4+
+ 4
e
aH = 2h?
obtemos
2 4h4
R e
+ 4 AH?’

que implica
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Resulta que

ou =
— | =vao.
() - v
Logo,
2 H
h==—=Vo
a h

2 ¢ aureo (ver Proposigao 1).

e, portanto, o triangulo de lados H, h e 3

Voltando a historia da piramide de Quéops, considerada uma das sete maravilhas
do mundo antigo, de dimensoes (em metros): altura 146,59 e dimensoes de base
(230, 33 x 230, 33).

Para a piramide de Quéops temos que:

2h 2 x 146,59

= = 1,272.
a 230, 33

Portanto, a piramide de Quéops é, de fato, uma piramide durea (Proposigao 1).
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Agora abordaremos a definicao, os elementos, a classificagao, as areas, volume

da piramide e do tronco da piramide, segundo alguns autores contemporaneos.

1.2 Aspectos Geométricos da Piramide

1.2.1 Definicao, elementos e nomenclatura

Definicao 3 Consideremos um poligono convexo A;AsAs...A, situado num plano
a e um ponto V' fora de a. Chama-se pirdmide a reuniao dos segmentos com uma
extremidade em V' e a outra nos pontos do poligono. O ponto V € chamado de

vértice e o poligono A1AsAs... A, a base da pirdmide.

Figura 1.5: Piramide

Na Figura 1.5, temos que:

v'a distancia do vértice V' ao plano da base, que indicamos por h, é chamada
altura da piramide;

vos segmentos AV, AV, A3V, ..., A,_1V e A,V sao chamados de arestas
laterais;

v'e as regioes triangulares A; AV, Ay A3V, AsALV, ..., A, 1AV e A,_1 A1V sao
chamadas faces laterais da piramide.




Aspectos Geométricos da Piramide CAPITULO 1

Note que a piramide da defini¢ao possui uma base, n faces laterais (tridngulos),
n + 1 faces, n arestas laterais, 2n arestas e n + 1 vértices.

Vejamos alguns exemplos de piramides:

a) A b) A c)

Figura 1.6: Exemplos de piramides

A nomenclatura das piramides depende da sua base. Baseando-se na Figura 1.6

temos que:

v a piramide ABCDFE é chamada de piramide de base quadrangular (piramide
quadrangular), pois a sua base é um quadrilatero;

v’ a piramide ABCDEF é chamada de piramide de base pentagonal (piramide
pentagonal), pois a sua base é um quadrilatero;

v e a piramide ABCD é chamada de piramide de base triangular (piramide

triangular ou tetraedro), pois a sua base é um triangulo.

1.2.2 Piramide regular

Piramide regular ¢ uma piramide cuja base ¢ um poligono regular e a projecao
ortogonal do vértice sobre o plano da base é o centro da base. (Numa piramide
regular as arestas laterais sao congruentes, e as faces laterais sao triangulos isosceles
congruentes).

Definicao 4 Chama-se apdtema da base de uma pirdmide reqular a reta tragada do

centro do poligono da base até o meio de sua aresta.

Definigao 5 Chama-se apstema da pirdmide de uma pirdmide reqular a altura (re-

lativa ao lado da base) de uma face lateral.
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Na figura abaixo, ilustramos uma piramide hexagonal, destacando o apotema da
base, o apétema da piramide e a altura da piramide.

v

Altura (h)
Apé6tema da Pirdmide (ap)

Apétema da base (ab)

Figura 1.7: Piramide hexagonal regular

Na Figura 1.7, do tridngulo retangulo VV'M, em que VM = a, (ap6tema da
piramide), V'M = q; (apotema da base) e V'V’ = h (altura da piramide), concluimos
que:

al = a; + h?

Esta relagao vale em qualquer piramide regular.

Definigao 6 Um tetraedro regular (piramide triangular reqular) é um tetraedro que
tem as seis arestas congruentes entre si, ou seja, € uma pirdmide cujas 4 faces sao

tridngulos equildteros.

Figura 1.8: Tetraedro regular

10



Aspectos Geométricos da Piramide CAPITULO 1

Como todas as quatro faces de um tetraedro sao congruentes, qualquer delas
pode ser a base da piramide. Dessa forma, podemos obter a medida da altura do
tetraedro em funcao da medida de suas arestas.

Agora, vamos utilizar a relagao entre o apdétema da base, o apotema da piramide
e a altura da piramide para obter a altura de um tetraedro regular em funcao de

suas arestas.

Seja a a medida das arestas de um tetraedro regular. A base do tetraedro é um

triangulo equilatero e a medida do seu apotema é igual a um terco da medida de

sua altura, pois o ponto G, sendo o centro de um tridngulo equilatero, é o chamado

MG = %ap '
GBz%ap

baricentro, logo:

Note que

dai
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3a’  3a®
= 4 Rh=
4 36 *
)
3

Portanto, a altura de um tetraedro regular em funcao da medida de sua aresta a é
= a6
=

v Area da base:

. 3\ 1 2V/3
Sb:ﬂéSb:a-(a—>-§:>Sb:a\/_.

v Area da total:

2
S, =4.5,=5, =4. (“f) = S, = a2V/3.

v ' Volume:

12



Aspectos Geométricos da Piramide CAPITULO 1

1.2.3 Area lateral e area total de uma piramide

Definicao 7 A reuniao das faces laterais de uma pirdmide € chamada de superficie
lateral, sendo a sua drea indicada por S; e a reunido da superficie lateral com a
superficie da base, cuja drea € representada por (Sy), da pirdmide é chamada de

superficie total, sendo a sua drea indicada por S;.

Logo a area total da piramide é dada por:
Sy =5+

1.2.4 Volume de uma piramide

Teorema 1: O volume de qualquer piramide é um terco do produto da drea de
sua base pela medida de sua altura.

%

Figura 1.10: piramide

Logo, se a area da base da piramide é S, e a altura h, o volume, V', é dado por:

1
V==-8-h
3b

O foco principal do nosso trabalho é descrever justificativas (demonstragoes)
da validade do teorema da férmula para o céalculo do volume da piramide. Entre

as demonstragoes citaremos: o principio de Cavalieri, o método algébrico usando

13
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integrais e o método algébrico, usando o limite da soma de uma série geométrica

que serao apresentados no capitulo 3 desde trabalho.

1.2.5 Secgao transversal e tronco de uma piramide

Definicao 8 A sec¢ao determinada numa pirdmide por um plano paralelo a base é
denominada secgao transversal. FEssa sec¢ao transversal divide a pirdmide em duas
partes: a que contém o vértice, que também € uma pirdmide e a outra € denominada

tronco de pirdmide de base paralelas.

(! | Piramide

Secgdio Transversal

,&\ \
A I..I'.

/
.'X
)
/
I 4
F:
{
[ s
[

Tronco de Piramide

. D

o
I
,._\\__

fr

Figura 1.11: Seccao transversal e tronco de piramide

Consideremos que a piramide ABC' DV tenha altura h e a secgao transversal seja
feita a uma distancia d do vértice V.

Da Figura 1.12 temos que os triangulos VO'B’ e VOB sao semelhantes, pois
apresentam angulos congruentes e os triangulos VA'B" e VAB também sao seme-
lhantes, ou seja, AVO'B' ~ AVOB e AVA'B" ~ AV AB. Veja Figura 1.13.
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Figura 1.12: Piramide

B 0 B

> g

Figura 1.13: Triangulos semelhantes

Com a notacao indicada na Figura 1.12 e Figura 1.13, podemos tirar as seguintes
conclusoes:

I) Como AVO'B' ~ AVOB, entao:

vB' VO d
VB VO h
Logo, a razao entre duas arestas laterais correspondentes nas duas pirdmides €

e

IT) Como AVA'B' ~ AV AB, entéao:

15
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AB VA VB d

AB VA VB h
d

Logo, a razao entre duas arestas correspondentes nas duas bases € 3.

IIT) As bases A'B'C'D’ e ABCD sao semelhantes, entao:

area(A'B'C'D') Sy _ (d 2
drea(ABCD) S, \h/)

>

Logo, as dreas das bases das duas piramides estao na razao ( )2.
IV) Os volume das piramides VA'B'C'D" e VA'B'C' D’ sao:

Vivarpierpny = 38y - d
Vivasep) = 55, - h

Como ‘Z,—’: = (%)2, vem:
V(A/B/C/D/) _ %Sb/.d _ <g)2 ‘ g _ (g)3
ViaBep) %Sb.h h h h)

>

o . . 3
Logo, o volume das duas pirdmides estd na razao ( ) .

Observamos que a formula para o cdlculo do volume do tronco de piramide é
obtida, fazendo a diferenca entre o volume de pirdmide maior e o volume da pirdmide

obtida apds a secgao transversal que produziu o tronco, ou seja, Vironco = Vp — Vi
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Consideremos uma, piramide cuja base tem area Sp e cuja seccao, paralela a
base, & distancia h; da base, tem area Sj,. Vamos representar por d a distancia da

seccao ao vértice da piramide.

Figura 1.14: tronco da piramide

Colocando em funcao de sua altura e das areas de suas bases, a féormula para

calcular o volume do tronco V; é dado por:

V=V~ Vy =

1 1
Vi = gSB(d-l- ht) - §de (1.1)

Temos que:

Sy _ (A
Sy \d+h
d V'S,
d+ hy VSp
dv/Sg = dv/S,+hVb
d\/Sp —d\/Sy = hi/S,
(VS5 - V%) = VS
he/S,
VSs — VS,

d =
Substituindo d na equagao (1.1). Temos:
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Portanto, V; =

VS — /Sy \/_ VS,
g (ht\/gb‘i‘ht\/s__ht\/gb) 1g hi/'Sy
7 VSs — VS, VS5 — /5,
g hi/Sp hiv/Sy
PV85— VS 3785~ 5,
(SB\/S__Sb\/gb>
"\ VS-S
(5= )

SB< UED h> Lo fuv/oh

Sb

h

V55— /%
» (V55 = V/5) (S5 -+ VB35, + )
f VS5~ /%

%ht (SB +/SBSy + Sb) é o volume do tronco da piramide.

Wl Wl Wl Wl Wl Wle

Depois de conhecermos um pouco da histéria das piramides e suas caracteristicas,

iremos agora apresentar os dados referentes a uma pesquisa feira com professores do

ensino média das escolas publicas estaduais, federais e particulares.

18



Capitulo 2

Pesquisa com Professores sobre como
é Abordado o Volume da Piramide

em Sala de Aula

Considerando a importancia da tematica "A Pirdmide e seu Volume", desenvol-
vemos uma pesquisa com a finalidade de verificar a maneira que os professores do
Ensino Bésico abordam e quais os métodos por eles utilizados na abordagem desse
contetudo a seus alunos.

Para efeitos estatisticos, tomou-se como amostragem a quantidade de 30 profes-
sores, distinguindo-se quanto ao tempo de atuagao no cenario pedagogico.

O aspecto de maior relevancia dessa pesquisa foi certamente a divisao desses
profissionais quanto a area de atuacao na medida em que houve uma preocupacao em
seleciona-los em trés setores: Escolas Piblicas Federais, Escolas Publicas Estaduais
e Escolas Particulares, sendo o ntimero de pesquisados divididos em partes iguais

para cada um dos trés setores. Veja Quadro 1.

Tempo de Atuagao | Escola Publica | Escola Publica Escola
Federal Estadual Particular
De 0 a 5 anos 40% 50% 50%
De 6 a 10 anos 30% 30% 40%
Mais de anos 30% 20% 10%

Quadro 1: Tempo de atuagao dos docentes por setor de trabalho a que estao vincu-

lados
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No nosso questionario foram feitas as seguinte perguntas. Ver (Apéndice A.1).

O questionamento central da pesquisa, a abordagem do volume da piramide,
buscou identificar o método aplicado em sala-de-aula, procurando observar se ha
necessidade de mudancas e inovagoes com o proposito de facilitar o entendimento

do aluno. Vejamos resultados no Quadro 2 a seguir:
Método Escola Piublica | Escola Publica Escola

Federal Estadual Particular

Limita-se ao uso da férmula
e resolver problemas para 30% 70% 40%

aplicacao da mesma.

O professor ja enfrentou
questionamento dos 90% 50% 80%

alunos sobre a origem do 1/3.

Faz o uso do principio

de Cavalieri. 70% 20% 50%
Usa métodos préaticos:
manipulacao de 70% 50% 80%

material concreto.

Faz uso do método do limite
da soma de uma série 0% 0% 0%

geométrica para demonstragao.

Quadro 2: Método de abordagem do volume da piramide em sala de aula

Observacao: Como o item 4 da pesquisa, o professor poderia optar por mais
de uma afirmativa, constatamos que 20% dos professores pesquisados das escolas
publicas estaduais e das escolas particulares, mesmo atualmente limitando-se ao uso
da formula do volume da piramide e resolvendo exercicios para a sua aplicacao, es-
poradicamente faz uso de material manipulavel para justificar a validade da férmula

do volume da piramide.

O primeiro questionamento abordou sobre o método de o professor limitar-se ao
uso da féormula V = %S B - h para explicagao do assunto, inserindo, a partir de tal
explanagao tedrica, exercicios referentes ao uso da féormula sem qualquer outro tipo

de recurso metodologico.
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Constatou-se que dos professores pesquisados na Escola Publica Federal apenas
30% utilizam dessa didatica, enquanto que os pesquisados na Escola Publica Esta-
dual é de 70% e finalmente entre os da Escola Particular, o percentual ¢ de 40%.
Uma explicagdo da aproximacao percentual entre os pesquisados da Escola Federal
e da Escola Particular é que nessas esferas hé mais estrutura de laboratoério e mais
estimulos dos profissionais, que nao querem limitar-se a uma explicacao tradicional,

gerando dificuldades de entendimento para os alunos. Veja o grafico 1 a seguir:

Grafico 1: Limita-se ao uso da formula do volume da
pirdmide e apresenta exercicios de aplicagio.

T70%

60%

50%

40%%

30%

20%

10% |

0% : : s

Escola Publica Escola Pablica Escola Particular
Federal Estadual

Um outro tépico da pesquisa envolve o percentual de profissionais que enfretam
questionamento dos alunos sobre a origem da fracao % na formula do volume da
piramide. O resultado percentual entre os profissionais da Escola Publica Federal
e os da Escola Particular mais uma vez mostrou-se proxima 90% e 80% respectiva-
mente. Essa equivaléncia constitui novamente uma equiparagao qualitativa entre os
dois setores educacionais, pois apresentam, em seus quadros, estudantes que ques-
tionam e buscam explicagoes acerca do contetido apresentado em sala de aula. A
analise critica dessa tiragem revela a discrepante condicao entre os que estao inseri-
dos na Escola Publica Estadual (alunos com limitagoes de conhecimentos ou pouco
interesse) e os que estdo em escolar mais qualificadas — Centros Federais ¢ Rede

Particular de Ensino.
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Grafico 2: O professor jd enfrentou questionamento dos
alunos sobre a origem de 1/3.

90% |
80%% |
T0% |
60%a |
50%g
40%%a
30%s |
20%a
10%% |
0% | . i i
Escola Publica Escola Pablica Escola Particular
Federal Estadual

Na continuidade da pesquisa, pergunta-se sobre o uso do principio de Cavalieri
para esclarecer melhor o calculo do volume da piramide.

O retrospecto dessa abordagem foi surpreendente, pois demonstrou-se a explicita
disparidade entre os professores pesquisados. Na rede publica estadual, apenas 20%
utilizam o principio - esse porcentual constitui um ntimero infimo diante da impor-
tancia da explicacao de tal método, o que nos leva a uma analise de preocupacgao
sobre o perfil do matematico e sua habilidade tedrica e didatica.

Os niimeros referentes ao ensino privado nao atenuam o prognostico ja que apenas
50% dos entrevistados afirmaram usar o principio de Cavalieri.

O resultado mais expressivo e animador decorreu das amostragens do ensino
publico federal: 70% dos pesquisados utilizam o principio. Esse percentual revela o

grau de preparacao diferenciado desses profissionais e sua motivacao pela estrutura
que os envolve.
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Grafico 3: Faz uso do Principic de Cavalieri.

80%

T0%

60%e |

50%

40%%

30%
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10% I
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Escola Plblica Escola Puablica Escola Particular
Federal Estadual

Também se questionou acerca da manipulacao de objetos, que na pratica facili-
tam o entendimento da féormula do volume da piramide.

Novamente o ensino puiblico federal e a escola particular sustentaram-se num
grau de equivaléncia. De forma respectiva, houve apresentacao percentual de 70% e
80%, esses nimeros sao estimulantes, revelaram a preocupacao dos professores em
demonstrar para o aluno, de forma visual, conceitos tedricos.

A fuga de um ensino burocratico e conservador representou-se por tal analise, e
mesmo os resultados sendo animadores, ainda podem ser mais expressivos. Todavia,
o percentual de 50%, que foi dado a escola publica estadual posiciona-a num patamar
de limitacao. Os professores que a compoOem precisam ser estimulados a terem
uma metodologia mais inovadora e criativa, utilizando mais elementos praticos e da

vivéncia do aluno para gerar uma aprendizagem mais facilitada.

Grafico 4: Usa métodos praticos: manipulag3o de material

concreto.

90%

80%a

0% |
60% |
50% |
40%% |
3096 |
20%a |
10% |

0% | : i :
Escola Publica Escola Publica Escola Particular
Federal Estadual
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A demonstragao da férmula do volume da piramide usando o limite da soma de
uma série geométrica é o topico de maior relevancia da pesquisa, pois constitui objeto
direto desse trabalho diz respeito ao uso dos limites como método de demonstragao
que facilita, de forma didatica, o entendimento do aluno relacionado a férmula do
volume da piramide. Serda demonstrado que tal método é eficaz e gera resultados
de aprendizagem para o aluno como também representa uma ferramenta simples
e poderosa de ensino para o professor, apresentando uma demonstracao algébrica,
com conceitos matematicos, e inserindo simultaneamente a aplicacao pratica com
a manipulacao de objetos. O que se percebeu na pesquisa é que nenhum professor
pesquisado conhecia o método do limite da soma para poder utilizar em sala de aula.

O uso de tal estratégia sera um diferencial para abordagem do tema em questao.

Grafico 5: Faz uso do método do limite da soma de uma
série geométrica para demonstrago.

80%

T0%

60%

50%

40%

30%

20%

10%
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Escola Plblica Escola Publica Escola Particular
Federal Estadual
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Capitulo 3

Métodos de Demonstracao da

Formula do Volume da Piramide

Nesse capitulo, vamos descrever alguns dos principais métodos usados para de-
monstrar a formula do volume da piramide. Entre os métodos citaremos o principio
de Cavalieri, o método algébrico, usando integrais e o método algébrico, usando o
limite da soma de uma série geométrica.

Essas demonstragoes tém como finalidade que o leitor aprenda ou aprimore outros
métodos de demonstragao da férmula do volume da piramide.

Todos os métodos se baseiam nos métodos ja apresentados em livros didéticos ou
sites e foram citados como forma de apresentacao desse contetdo pelos professores

pesquisados.
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3.1 O Principio de Cavalieri e algumas aplicagoes

A forma mais comum apresentada no ensino médio para justificar a formula do
volume da piramide é a que utiliza o Principio de Cavalieri, que ja era conhecido
dos gregos, que o usavam para calcular areas e volumes.

E importante deixar claro que o principio de Cavalieri é um teorema, que pode ser
demonstrado, no entanto sua demonstragao nao ¢é feita no ensino médio por requerer
conceitos avangados de teoria da medida (se o professor tivesse que demonstré-lo,
seria muito mais pratico demonstrar a féormula do volume da piramide por meio de
integrais, sem se valer desse principio). Sendo assim, ele é apresentado por meio
de exemplos que tornem seu enunciado aceitavel aos alunos desse nivel de ensino,
conforme veremos em seguida.

Se pusermos em cima de uma mesa uma resma de papel perfeitamente arrumada,
ela formara um paralelepipedo retangulo, o qual podemos calcular seu volume sem
dificuldades. Empurrando as folhas que o compoem lateralmente, o paralelepipedo
retangulo que tinhamos ficara obliquo e, se deformarmos mais um pouco, teremos

ainda outros solidos, conforme Figura (3.1.) a seguir

Figura 3.1: Principio de Cavalieri (volume)

E natural intuirmos que o volume desses 3 s6lidos acima é o mesmo, pois nenhuma
folha foi retirada ou adicionada. Esse fato, que percebemos intuitivamente, pode ser

comprovado pelo principio de Cavalieri que diz:
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I) Se duas por¢oes planas sao tais que toda reta secante a elas e paralela a uma

reta dada determina nas duas porcoes segmentos de reta cuja razao € constante,

entao a razao entre as dreas dessas porcoes € a mesma constante.

Fonte: hityr /objetoseduc ac onaie) mec.gov brbitsreamhandle'mee/ 17046 TELA-
volume_de_pramides—guia_do_professor.pdffsequence=13
Acesso emy: 20 de agoste dz 2013,

Figura 3.2: Principio de Cavalieri (4rea)

IT) Se dois sdlidos sao tais que todo plano secante a eles e paralelo a um plano
dado determina nos solidos secgoes cuja razao entre as dreas € constante, entdo a

razao entre os volumes desses solidos € a mesma constante.

3.1.1 O Volume do Prisma

Definicao 9 Um prisma € todo poliedro convexo formado por uma face superior e
uma face inferior paralelas e congruentes (também chamadas de bases) ligadas por

arestas paralelas entre si.

Usando o Principio de Cavalieri para obter facilmente o volume de um prisma.

Para isso, vamos considerar um prisma de altura h, cuja base seja um poligono
de area S, contido e um plano horizontal «.

Construimos ao lado um paralelepipedo retangulo de mesma altura h e de forma
que sua base seja um retangulo de area S.

Se cortarmos esses dois prismas (o paralelepipedo também é um prisma) por um
plano horizontal, teremos secoes de area S; e S em cada prisma. Mas sabemos que
em todo prisma, uma segao paralela a base é congruente com essa base, portanto
tem &rea igual a S, ou seja, S; =9 = 5.

Assim, pelo Principio de Cavalieri, os dois prismas tém o mesmo volume, e como

o volume do paralelpipedo retangulo é V = Sh, temos que:

Volume do prisma = (area da base) x (altura).
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Figura 3.3: Prisma 1

3.1.2 O Volume da Piramide

Partindo também do Principio Cavalieri, podemos determinar a féormula do vo-
lume da pirdmide triangular, vejamos:

Considere uma piramide de base triangular ABC, altura H e vértice V. Seccio-
nando a piramide por um plano paralelo a base ABC' e a uma distancia h do vértice

V', temos a Figura 3.4 a seguir.

Figura 3.4: Piramide 1

Como DE é paralelo a AB os triangulos VAB e VDE sao semelhantes, assim

temos que

28
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VA VB AB
VD VE DE

para algum k.

Da mesma forma, nos triangulos VBC e VEF,

VB_VC’_BC_k
VE VF FEF

e ainda,

ve VA CA i
VF VD DF
Das igualdades acima concluimos que

AB BC CA k
DE EF FD
ou seja, os lados dos triangulos da secao e da base sao proporcionais a uma mesma

constante k, o que mostra que a se¢ao e a base sao figuras semelhantes.

Agora vamos determinar a razao entre H e h. Para isso tracemos um segmento de
reta que desce de V' perpendicularmente & base. Esse segmento determina dois pon-
tos, um sobre a sec¢ao e outro sobre a base, Denotemos por Y e X respectivamente.
Vejamos Figura 3.5 a seguir.

Figura 3.5: Piramide 2
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Da figura, temos os triangulos VX B e VY FE retangulos com alturas representa-

das por H =V X e h = VY respectivamente.
Note que esses tridngulos sao semelhantes (pois apresentam angulos congruentes)

e portanto temos

VX VB

VY VE
Como % = k, temos que:

VX H H

VWY b h

Como os triangulos ABC e DEF sao semelhantes, com razao de semelhancga k,

S(Base) — 12— (E>2
S(Seccéo) h

h 2
S(Seczo) = (E) * S(Base)-

Continuando com nog¢ao dedugao, considere agora duas piramides de base trian-

gular ABC' e mesma altura H, com vértices V; e V5. Veja Figura 3.6 a seguir:

segue que:

donde concluimos que

i oo |‘ _______
h
S1 | S2
H
A C
B

Figura 3.6: Piramide 3
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Note que se secionando essas piramides por um plano paralelo a base, a uma
distancia h dos vértices V7 e Vs, secgoes S e Sy obtidas tém mesma area, conforme

pudemos ver anteriormente, ou seja:

h 2
Sy = (ﬁ> + S(Base) = S(52);

2
S _ (£> < 1.
S(Base) H

Do fato de as areas das se¢oes S e Sy serem iguais, pelo principio de Cavalieri,

em que

podemos concluir que as piramides tém mesmo volume e ainda, que piramides de
mesma base triangular e mesma altura tém mesmo volume.

Com essa conclusao vamos agora mostrar que o volume de uma piramide de base
triangular ¢ a terca parte do volume do prisma de mesma base e mesma altura. Para

isso, considere o prisma de base triangular ABC' e altura h da Figura 3.7.

Figura 3.7: Prisma 2

Vamos agora dividir esse prisma em trés piramides de mesma base triangular

conforme Figura 3.8.

Figura 3.8: Piramides
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Se denotarmos por V' o volume do prisma e por Vi, V5 e V3 os volumes das trés
piramides. E mais, como as bases A’/AC = ACC’ = B'BC das piramides sao iguais,
ou seja, possuem a mesma area e além disso B’ 1 AA’AC = B' L. ANACC' = A L
AB'BC =e HD 1. AEHF, pelo principio de Cavalieri V; = V4, = V3 e com isso
V:V1+V2+V3,oqueimplicavlz‘/Q:Vg,:%V.

Lembrando que o volume do prisma é dado por V' = S(pgse) - (Altura) o volume

da piradmide fica determinado por:

1
V= gS(Base) - (Altura).

Vamos agora generalizar para uma piramide de base qualquer. Para isso, o
primeiro passo é observar que qualquer piramide pode ser dividida em piramides de
base triangular. Para fazer isso, basta que tracemos planos que passem pelo vértice
da piramide que queremos dividir e pelas diagonais da base dessa piramide, como

na Figura 3.9 a seguir.

Figura 3.9: Piramide 4

Chamando de S a area da base piramide e dividindo ela em n tridngulos (tantos
quantos forem suas diagonais) de areas Si,Ss, 53, ..., S,,. O volume da piramide fica

determinado pelo soma dos volumes das piramides triangulares, ou seja,

1 1
Siht g S ht ot g Su-h

(Sy-h+Sy h+..+8,-h)

=S h.

Wl W~k W|~
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Esse método é bastante aplicavel (e costuma ser usado) no ensino médio, no
entanto, nao podemos caracteriza-lo com uma demonstracao, pelo menos nao em
seu sentido completo, uma vez que fazemos uso do principio de Cavalieri, o qual nao

demonstramos.

3.1.3 O Volume do Cone

Definigao 10 Consideremos uma figura plana fechada situada em um plano o e um
ponto V' fora de ao. Chama-se cone a reuniao dos segmentos de reta com uma extre-
midade de V', denominada vértice do cone, e a outra na figura plana, denominada
base do cone.

Um cone, cuja base é um circulo serd denominado cone circular, veja figura 3.10

a seguir:

LB/

Figura 3.10: Cone Circular

Teorema 2: O wvolume de um cone € um terco do produto de sua altura pela
drea da base.

Usaremos o Principio de Cavalieri para demonstrar o teorema 2.

Dado o cone com altura H e area da base S, consideremos uma piramide qualquer
com a mesma altura e mesma area da base. Como mostra a figura 3.11, note que a

base da piramide e a base do cone estao em um mesmo plano.
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-

Figura 3.11: Volume do Cone

Se um plano paralelo ao plano que contém as bases intersectar os s6lidos a uma
altura h dos vértices destes solidos, obteremos figuras de areas S; e Ss.

As regioes S e S sao circunferéncias de raios R e r, respectivamente, ver figura
3.12.

Figura 3.12: Razoes entre as areas

Tracando a perpendicular V B no cone, obtemos os triangulos AVBC e AVDE

semelhantes.
Assim,
R H
T h
Entao o quociente entre estas areas é

S _ @R _ (R\'_ (HY
Sy w2 \r) \h)
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Portanto,
S (H\® S Lo g
S, \n) & TP
Pelo Principio de Cavalieri, os volumes dos solidos sao iguais, isto é,
Sh
Vpirémide = ‘/cone = ?

3.1.4 O volume da Esfera

Definicao 11 Uma esfera é formada pelo conjunto de pontos do espago que equi-
distam de um ponto dado, denominado centro da esfera. A distancia entre um ponto

P da esfera e o centro da esfera é chamada de raio da esfera.

A
Nz

Figura 3.13: Esfera

Considere um plano qualquer que secciona uma esfera de raio R a uma distancia

h do seu centro.

Figura 3.14: Area da seccio
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Para determinarmos a area da seccao, temos:

h? + d*> = R?

d* = R* — h”.

Entao a area da secgao seré dada por:

2
Aseccéo = md

= 7(R* - h?).

. . 3
Teorema 3: O volume de uma esfera de raio R é %.

Demonstracgao:

Considere uma cilindro de raio R com altura 2R e uma esfera de raio R, e que o
cilindro e a esfera estejam sobre um plano «. Devemos construir dois cones de raio
R e altura R ambos com vértice no centro do cilindro, cujas bases sejam bases do

cilindro.

Figura 3.15: Area da seccio

Tragamos um plano qualquer paralelo ao plano « intersectando os so6lidos a uma
altura R + h como mostra a figura 3.15.

Observe que como ja visto, a &rea da seccao da esfera é dada por Aseccso =
7(R* — h?).

A &rea da sec¢ao que intersecta o cone e o cilindro é igual a area de uma coroa
circular que é a diferenga entre a area do circulo de raio R e a area do circulo de

raio h, logo a area da coroa circular é dada por:
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Aoroa = TR — Th?

Acoroa = W(R2 - h2)

Notamos que o plano paralelo ao plano o determina sec¢oes que apresentam a
mesma area. Como as alturas dos solidos sao iguais, podemos concluir que, pelo

Principio de Cavalieri, os volumes dos solidos também sao iguais. Entao,

‘/iesfera) = ‘/(anti—clépsidra)

- ‘/(cilindro) - 2‘/(607’16)
1

= Abase -H—2- gAbase -H
1

= 7rR2-2R—2~§7rR2~R

2
= 27R’2R — §7rR3
4

= §7TR3.

Portanto, a formula do volume da esfera é %WRS.
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3.1.5 A area da Elipse

Utilizando o Principio de Cavalieri em dimensoes dois (versao bidimensional)
para calcular a area compreendida por uma elipse de semi-eixo a e b

Considere a elipse e a circunferéncia

1‘2 y2

StE=L
(§]

1’2 + y2 — CL2

vamos supor que a > b, veja figura 3.16.

Figura 3.16: Elipse e Circunferéncia

Escrevendo y como funcao de x e considerando os pontos positivos temos:

D=

_ Vo 9
%ww )

N|—

(2 2
y=(a" —x7)
Logo a razao entre suas ordenadas quaisquer da elipse e da circunferéncia e

b Portanto a razdo entre duas cordas verticais correspondentes da elipse e da

circunferéncia é g
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Pelo Principio de Cavalieri segue-se que

A(elipse) = : S(circulo)

Qo |

A(elipse) : (7TCL2) = abm.

Essas demonstracoes mostram que os Principios de Cavalieri representam ferra-
mentas poderosas para o calculo de area e volumes, além disso, sua base intuitiva

pode facilmente tornar-se rigorosa com o calculo integral moderno.
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3.2 O Volume de uma Piramide usando Calculo In-

finitesimal

Hoje, o método tido como mais geral e eficiente de se obter o volume é por
meio do céalculo infinitesimal. Usando integracao de fungoes elementares, podemos
demonstrar a féormula do volume da piramide para uma piramide de base especifica
dada. Faremos aqui a demonstracao para a piramide de base quadrada, no entanto
o raciocinio para chegarmos a formula é o mesmo para piramides com outras formas
de base. Vejamos o caso citado a seguir:

Para essa demonstracao, precisamos recordar o célculo do volume de sélidos para
os quais é possivel expressar a area de qualquer secao plana perpendicular a uma
reta fixa em funcao da distancia da secao plana a um ponto fixo da reta citada.

Imaginemos o sélido da figura 3.17, no qual vemos se¢oes perpendiculares ao eixo
x com uma area conhecida A(k7), sendo A(k) uma fungao integravel em [a, b], e uma
sequéncia de numeros xg, X1, Ta, ..., T, € |a,b] tais que a < xg < 11 < ... < T, = b
e os nameros ki, ko, ..., k, tais que k; é um ponto do intervalo [z;_1, ;] e sendo

y = Ax; = x; — x;_1 é a espessura da i-ésima parte do volume, com i = 1,2, .., n.

y

¥
i-ésimo elemento do volume

Figura 3.17:

O i-ésimo elemento de volume do sélido cuja base é a intersec¢ao do plano per-

pendicular a reta fixa em a; com o sélido é dado por:
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O Volume de uma Piramide usando Calculo Infinitesimal

Assim,
n

V= A(k’l)(l’l — $0) + A(k‘z)(l’g — 1‘1) —+ ...+ A(k‘n)(J?n — $n—1) = ZA(k’Z)Al'Z

=1

Portanto,

n b

mazAx;—0 4
=1
Vamos agora determinar o volume da piramide de base quadrada e altura h

Para isso vamos imaginar a piramide sobre o eixo xy, e com altura sobre o eixo y,

V=

conforme figura 3.18.

Figura 3.18: Piramide 5

Observemos que as secoes planas perpendiculares ao eixo y representam quadra-

dos e que os tridangulos AMN e AOB sao semelhantes.

Assim temos,

Da figura temos ainda que OB = 3 AO = he AM = AO — MO = h — k;,
substituindo na proporc¢ao anterior e isolando M N temos:

——  (h—ki)a

MN =
2h
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. R . T (h—ki
Assim o lado do quadrado que estamos & procura sera dado por 2M N = ( hl)a
e seu volume sera,

n . 2
Ve lim {Ul—_’ﬂ)a} Ay

marAx;—0 “— h
i

" (k= ki)a]? a? " 1
V= — | dy=— h* —2h Ndy = =a*h.
/O { . } V=02 ), ( y+y)dy = ga
De maneira mais usual podemos determinar o volume da piramide utilizando
nogoes basicas de geometria e calculo, a fim de dar maior agilidade ao processo, da

seguinte maneira.

Imaginemos a figura 3.18, nela, como ja vimos, os triangulos AMN e AOB sao
semelhantes. Assim na Figura 3.19, temos que:

e LR P -

=

Figura 3.19: Piramide 6

MN  AM
OB A0’
Chamando AM = d, AO = h a area do quadrado que contém OB de S, a érea

do quadrado que contém M N de Sy, todos da figura 3.19, e lembrando da geometria
plana que:

Assim,
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Chamando d = z,

Portanto,

h
"5 Syh
v_/o atds {3” .

Assim finalizamos a demonstracao do volume de uma pirémide de base quadrada.
Cabe aqui ao professor comentar com os alunos que essa demonstragao foi feita
para o caso piramide de base quadrada, mas, por raciocinio analogo, se pode chegar

a mesma féormula. O que caracteriza que o volume V' da piramide é dado por:
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3.3 Meétodo Algébrico usando Limite da Soma de

uma Série Geométrica
Apresentaremos a seguir um método diferenciado para o célculo do volume da
piramide.
Teorema 4: O volume de qualquer pirdmide € um terco do produto da drea de

sua base pela medida de sua altura, ou seja, V = %Sb - h.
Demonstragao:

Seja uma piramide de base triangular ABC', com o ponto D sendo o vértice, de

modo que a projecao ortogonal de D sobre o plano da base seja o vértice A.

D

Tetraedro: AD 1L ANABC

Sendo:

Area(AABC)= S.

h a medida da altura da piramide (h = AD).

Marcamos os pontos médios E, F', GG, H, I e J das arestas BD, DC, CB, AD,

AB e AC, respectivamente.
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o
IF'\'
lI .\-'l_
'\-.'..\.
| ﬂ'“.'_
fH N
Ef %, F
|.I. .'-'-"-
lI|l I .-"'Ilp:- "---_\___\1 ."-\.
e N
lI _.-"- i T
b “
= G

Tracamos os segmentos cujas extremidades sao os pontos médios E, F', G, H,
e J e os vértices da piramide A, B, C' e D.
Formaremos os segmentos: DH, DF, DE, EH, FH, EF, AH, AI, AJ, JI,

Formamos, assim, dois prismas a saber o de IJAHEJ vértices e o de vértices
IEFG e duas piramides triangulares iguais BIGE e EFHD, além disso EI L
ANIBGe HD 1. AEHF.

Vamos analisar como a Area(AABC) foi dividida:
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A area da base do triangulo ABC' foi dividido em dois triangulos e um paralelo-

gramo.

Pelo teorema da base média, temos que:

— BC
1J=—
2
e IJ//BC.
Portanto os triangulos AIJ e ABC' sao semelhantes, com razao de semelhanca
1

igual a 5. Lembrando que a razao das dreas de triangulos semelhantes ¢ igual ao

quadrado da razao de semelhanca. Segue que:

A(NALT 1\?  A(NALY) 1 1
AL (1Y A 1y
Como os triangulos AAIJ e AIBG sao congruentes (caso LLL). Segue que a
drea( AIBG) = 15.
Logo a area da base do triangulo ABC' foi dividida em dois tridngulos congruentes

e um paralelogramo, temos que:

Area(AAIJ) + Area(AIBG) + Area(IJCG) = Area(AABC)

is + is + Area(1JCG) = S

; 1 1
Area(1JCG) =S — ZS - ZS

Area([JCG) = w
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Método Algébrico usando Limite da Soma de uma Série Geométrica CAPITULO 3

_ 1
Area(1JCG) = 55.
Assim, a area do paralelogramo IJCG é %S :

Agora vamos analisar como a altura h = AD foi dividida:

A altura h = AD foi dividida pelo ponto médio H.
Logo,

HD+HA=AD=HD+ HD = AD

2HD:AD:>HD:A7D.

Agora sabemos que:

area(ANAIJ) =18
HD=1n"
Observamos que a piramide de base ABC com vértice D foi dividida em duas
piramides iguais e dois prismas, vejamos:

Piramides:
E D
G EZ
|:> B (1) (2)
Prismas:

H F
A F
E
J I
I C
(1) G (@
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CAPITULO 3

Vamos agora calcular os volumes dos dois prismas, temos:

Prisma (1): Prisma de base AAIJ.

F

A
[

Sabendo que AH = 1h. e drea(AAIJ) = 18.

1
4

Logo o volume do Prisma (1) ¢ dado por:

VPrisma(l) = ABase - AH
p 1
= Area(AALJ) - §h
1.1
e —S . —h
4 2
1

= -Sh.
8

Prisma (2): A metade de um paralelepipedo.

F

®
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Sabendo que a area do paralelogramo (IJCG) = %S eque FI =FJ =

Logo o volume do Prisma (2) é dado por:

h.

DO [

1 N
VPrisma(Z) = §ABase BT
1

1 1
Vi risma = | =S)-=h
Prisma(2) 2 (2 ) 2
1
VPrisma(Q) - gSh
De fato, provamos que ambos os prismas tém o mesmo volume, logo somando o

volume do Prisma (1) e Prisma (2), temos:

1 1
VPrisma(l) + VPTisma(Q) = §Sh + §Sh

2 1
Vprisma(l) + VP?“isma(2) = gSh = Z_J:Sh

Ainda temos as duas piramides iguais, onde EILA(IBG) e DHLA(HFE),
sendo que ET e DH sdo as alturas das piramides (1) e (2) respectivamente. Veja as

figuras a seguir:

Piramide (1) Piramide (2)

E D

B

Repetindo o procedimento de dividir cada piramide triangular em dois prismas

e duas outras piramides triangulares iguais.
Marcamos os pontos médios A, B', C', D', E' e F' das arestas BE, EI, EG,

BI, BG e GI, respectivamente.
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Piramide (1):

Vamos agora calcular os volumes dos prismas (3) e (4), temos:
Prisma (3): Prisma de base AD'F'I.

B 1

D (3)
Sabendo que B'T = 5 - (3h) = th e area(AD'F'I) = 1 - (35) = 155.
Logo o volume do Prisma (3) é dado por:

VPrisma(3) - 14Base'm

_ 1
VPrisma(3) = Area(AD’F’I) ' Zh

1 1 1
VPrisma(?)) = 1_65’ . L_lh = 6—45h
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Prisma (4): A metade de um paralelepipedo.

ol

E (4)

Sabendo que a rea do paralelogramo (D'F'CE') = L -area(ABIC) = 1. (15) =
tSeque DA =1-El=1-(ih) =1ih.
Logo a volume do Prisma (4) é dado por:

1 -
VPrisma(4) = EABase DA
1 /1 1
VPrisma(4) = 5 : (gS) : Zh

1
VPrisma(4) = aSh

Somando o volume do Prisma (3) e Prisma (4), temos:

1 1
VPrisma(3) + VPm'sma(4) = aSh + 6_45h
2
Vprisma(3) T Verismaa) = Gl Sh
1
VPrisma(3) + VPrisma(4) = ﬁSh
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Piramide (2):

Marcamos os pontos médios G', H', I', J', K’ e L' das arestas FD, DH, DF,
HE, FH e EF, respectivamente.

Vamos agora calcular os volumes dos prismas (5) e (6), temos:

Prisma (5) Prisma (6)
H I
G
[
GI
H
T
, K F
T L'

Como na piramide (1) EI 1 AIBG e na piramide (2) DH | AEHF.

Entao, o volume do Prisma (5) ¢ igual ao volumes do Prisma (3), ou seja,

1
VPrisma(5) = VPm'sma(?)) = 6_45h

E o volume do Prisma (6) é igual ao volume do Prisma (4), ou seja,
V =V, _ ! Sh
Prisma(6) — VPrisma(4) — 64 .
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Dai,
1 1
Verisma(s) + Verisma) = aSh + 6—43h
Verisma(s) + VPrismae) = 6_245 h
Verisma(s) + VPrismae) = 3—125 h.
Portanto,

1 1
Verisma(3) + Vprismag) + Vprisma(s) + Verismae) = 555h+ 555h

-

2
VPTisma(B) + VPrisma(4) +YPrisma(5) + VPrisma(6z = 3_25h

1
YPrisma(ig) + Vprisma(z;)/‘f’YPrisma(E)) + VPrisma(G) = 1—65h

Continuando esse procedimento na proxima etapa, terfamos 8 prismas cuja soma

dos volumes seria:

1
Soma [Verismas(7,89,.,14)] = 6_45h‘

Continuando esse mesmo procedimento, infinitamente o volume da piramide ori-
ginal (AD 1L AABC) correspondente a soma dos volumes de todos os prismas, ou
seja,

n 1 n
V(Piramide) = Z (Z) Sh.

i=1
A série é uma série geométrica, entao ela converge.

Assim,

VPirémide = YPrisma(l) + VPrisma(2)l+YPrisma(3) + VPrisma(4) + VPrisma(S) + VPrisma(G)}"’ s

-~ -~

1 1 1
Virémieg_ h —Sh —Sh
p d 45 +16S +64S +

1 1 1
VPirémide = (_ + =+ =—+.. ) Sh.
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Usando o Limite da Soma dos termos de uma série geométrica de primeiro termo

a; e de razao ¢ tal que |q| < 1 que é dado por 1%17 segue que:

Vpiramide = (1a_1 q) : Sh’>

1
ondealzieq:?:%:}l.
Logo,
1
VPirémide = ( 4 1) -Sh
1—4
1
VPirémide - (%) -Sh
1
1
VPirémide = g - Sh.

Isso demonstra que o volume de uma piramide de base triangular cuja projecao
ortogonal do vértice sobre o plano da base coincide com um dos vértices da base é
1
gAbase - h.

Para concluir que o volume de uma piramide de base triangular qualquer também
é %Abase - h devemos usar o principio de Cavalieri.

Finalmente no caso de ser uma piramide com base qualquer de n lados, po-
demos partir de um tnico vértice, dividindo esta base em triangulos e pecorrer a
demonstragao anterior.

Vejamos a piramide a seguir:
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Onde:
e Altura da piramide é igual a h;
e A area da base éigual a S, onde S =57+ Sy + S5+ Sy + ... + S,.

Neste caso o volume da piramide é dado por:

Vbiramide = %Slh + %SQh + %Sgh + %SJL + ...+ %th
Vbiramide = é (S1+ S+ S5+ S4+...+S,)h= %Sh.

Caro leitor, usando um procedimento analogo ao que foi usado neste trabalho
para demonstrar o volume da piramide, pode-se demonstrar também que Ve =
%Abase - h. Para maiores detalhes, veja o artigo do professor Vincenzo Bongiovanni
(vide[I]) que propde uma abordagem do célculo da férmula do volume do cone,
apoiado no conceito intuitivo de limite.

E que também é possivel demonstrar a féormula do volume da esfera, ou seja,

Vesfera = %WR3, como esté feito no livro Geometry. Em LANG (vide[9]).
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Capitulo 4

Métodos Ludicos para justificar a
validade da férmula do volume da

Piramide

Neste capitulo, vamos apresentar o uso de material concreto como uma ferra-
menta para verificagao intuitiva da formula do volume da piramide.

A utilizagao de material concreto torna as aulas mais interativas e atrativas,
assim como incentiva a busca, o interesse, a curiosidade e o espirito de investigagao,
instigando os alunos na elaboracao de perguntas, criacao de hipoteses e a descoberta
das proprias solugoes.

Utilizar o material concreto para mostrar o volume da piramide, por si s6, nao
garante aprendizagem. Assim, torna-se fundamental o papel do professor nesse
processo, enquanto mediador da acao e articulador das situacoes experienciadas

no material concreto e os conceitos matemaéticos, para uma posterior abstracao e

A- N

Figura 4.1: So6lidos manipulaveis

sistematizacao do assunto.
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4.1 Volume da Piramide como Parte do Volume do

Prisma

Vamos mostrar com o uso de material concreto que o volume de uma piramide de
base triangular ¢é igual & terca parte do volume do prisma de mesma base e mesma
altura, ou seja, V = %SB.h.

Para ver isto, consideremos o prisma da figura a seguir:

Figura 4.2: Prisma triangular

Seccionando o prisma, obtemos trés piramides triangulares (tetraedro), como

indica a figura a seguir:

Figura 4.3: Piramides de bases triangulares 1
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Notamos que:

Piramide 1 - Vermelha e Piramide 2 - Amarela tém bases congruentes e

alturas iguais.

Figura 4.4: Piramides de bases triangulares 2

De fato, os triangulos ABC' e DEF sao congruentes e a distancia de F ao plano
(ABC) éigual a distancia de C' ao plano (DEF) que corresponde a altura do prisma
original.

Portanto, as Piramides 1 - Vermelha e 2 - Amarela tém mesmo volume.

J& as Piramides 2 - Amarela ¢ 3 - Laranja também tém bases congruentes
e alturas iguais.

De fato, os triangulo C' DF' é congruentes ao triangulo (CDA), pois cada um deles
¢ a metade do paralelogramo (ACF D), e a altura de cada uma dessas piramides é
a distancia de £ ao plano (ACFD).

Figura 4.5: Sequéncia de posicao das pirdmides mostrando mesma base e mesma

altura

Portanto, as Piramide 2 - Amarela e 3 - Laranja tém o mesmo volume.
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Assim, Vpiramide 1 = VPiramide 11 € VPiramide 11 = VPiramide 111 €, Portanto, Vpiramide 1 =

VPirémide I = VPirémide II1-

Figura 4.6: Piramides com mesmo volume

Como
Vprisma = VPiramide 1 + VPiramide 11 + VPiramide 111

Figura 4.7: Volume do prisma ¢é igual ao volume das trés piramides

e fazendo
Vpiramide 1 = VPiramide 11 = VpPiramide 111 = V/, temos que:

Vi risma
VPrisma =3V=V= —P3 .

Como Vpiisma = S - h, temos:

Sg.h
V= VPirémide triangular — T

Portanto, o volume de uma piramide de base qualquer é dado por V = %S B - h.
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4.2 Volume da Piramide como Parte do Volume do
Cubo

Vamos verificar a mesma féormula experimentalmente, utilizando o prisma cubo.

Vejamos:

Temos o cubo sem tampa e trés piramide. Ver figura abaixo:

Figura 4.8: Cubo 1

Pegamos a piramide amarela e a acomodamos dentro do cubo.

Figura 4.9: Cubo 2

Pegamos agora a piramide azul e acomodamos dentro do cubo.
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Figura 4.10: Cubo 3

Repetimos também com a piramide vermelha e completamos o cubo.

Figura 4.11: Cubo 4

Concluimos que a férmula do volume da piramide corresponde a um terco do
volume do cubo (prisma). Como cada pirdmide possui uma base igual a uma face

do cubo e a altura relativa a essa base igual a altura (aresta) do cubo, segue que:

V=--Sgh
3 B
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4.3 Volume da Piramide usando Limite da Soma de

uma série geométrica

Apresentaremos a seguir uma sequéncia de figuras, mostrando passo a passo com
o uso de material manipulével a demonstracao da validade da férmula do volume da

piramide, usando o limite da soma de uma série geométrica.

li‘!! 1d RQ

Figura 4.12: (14) Prismas e (01) piramide

Figura 4.13: Prisma (1) colocado no interior da piramide correspondente a 1/8 de

seu volume
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II.I‘ IHIE L

Figura 4.14: Prisma (2) colocado no interior da piramide correspondente a 1/8 de

seu volume

Figura 4.15: O volume do prisma (2) corresponde a metade de um paralelepipedo
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il I‘ ll‘l

Figura 4.16: Cada um dos dois prismas colocado no interior da piramide corresponde

a 1/64 do volume da piramide inicial

Figura 4.17: Acrescentamos mais dois prismas onde cada um corresponde a 1/64 do

volume da piramide inicial
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Figura 4.18: Cada um dos quatro prismas colocado no interior da piramide corres-

ponde a 1/512 do volume da pirdmide inicial

Figura 4.19: Acrescentamos mais quatro prismas onde cada um corresponde a 1/512

do volume da piramide inicial

65



Volume da pirdmide usando limite da soma de uma série geométrica CAPITULO 4

A soma dos volumes dos prismas colocados no interior da piramide cuja area da

base triangular é S e altura h é aproximadamente calculada por:

.+‘

1 1 2 1

i WN

A4

1 1 1 1 4 1
.+l+.+‘+|+l+'+‘

5@Sh-l—ESh-{-ESh+ESh+mSh+5ﬁSh+mSh+5l—25h = 5ESh = —Sh
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Volume da pirdmide usando limite da soma de uma série geométrica CAPITULO 4

Dai, o volume da piramide é calculado pelo limite da soma da sequéncia geomé-

trica, ou seja:

1 1 1
V = é_lSh+1_6Sh+6_4$h+"'

11 1
= (=+—=+—+..)5n
(+ +ot )S

6
1
= 4 Sh
(i)

Apresentamos no (Apéndice A.2) modelo planificado, para o leitor que quiser
construir as trés piramides de base triangular e as trés de base quadrangular. Bastara
recortar os desenhos, dobrar e colar. A justaposicao das trés piramides de base
triangular para obter um prisma de base triangular e as de trés piramides de base

quadrangular para o cubo.
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Capitulo 5
Sugestao para sala de aula

Apresentaremos, nesse capitulo, alguns problemas que envolvem o estudo do
tema piramide presentes no ensino basico.

H& questoes originais dos concursos de vestibulares, do ENEM e de livros; ha
questoes que sofreram algum tipo de modificacdo para que pudessem servir mais
a aprendizagem dos leitores dentro do contexto em que foram inseridas. Todas as
questoes estao resolvidas com a finalidade de que o leitor aprenda ou aprimore mais
os conceitos ou procedimentos envolvidos.

A seguir, apresentamos e resolvemos questoes de carater abstrato ou situacao

problema sobre o assunto em estudo.
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Sugestdo para sala de aula CAPITULO 5

Questao 1) Usando um cubo mostre que a férmula do volume de uma piramide
(reta) de base quadrada ¢ V = £Sp - h.

Resolucao:

Inicialmente considere um cubo de aresta a.

Se ligarmos por segmento o centro do cubo com cada um dos seus 8 vértices,
formaremos 6 piramides congruentes cuja base corresponde a face do cubo e cuja

altura corresponde a metade da aresta do cubo. Assim:

‘/(Cubo) = 6"/(Pirémide)
CL3 = 6"/(Pirémide)
a®@ 1 ad’a
‘/(Pirémide) gzg T
1
V o= -.Sy-h
3 B

POiS S(pase) = a® € h = &.
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Sugestdo para sala de aula CAPITULO 5

Questao 2) Sabendo que a férmula do volume da esfera é dado por Vigsera) =
%ﬂ'R?’. Usando a féormula do volume da piramide, mostre que a formula da area da

superficie esférica é A = 4T R? .

Resolugao:

Inicialmente imagine que vocé desenhe sobre a superficie externa da esfera n
"poligonos regulares"congruentes entre si, por exemplo hexagonos regulares (que
nao sao planos, por estarem sobre a superficie da esfera) e em seguida, tomando o
centro O da esfera dada como vértice vocé construa n sélidos ligando o ponto O a

cada um dos vértices dos hexégonos, conforme ilusta a figura a seguir:

E claro que para cada um dos n hexagonos que foram desenhados sobre a superfi-
cie da esfera teremos um soélido cujo vértice é o centro da esfera e portanto o volume
da esfera corresponde a soma dos volumes destes n solidos, ou seja, se denotarmos

por Vi, Vs, .-+ V, os volumes destes n soélidos, teremos

Vvesfera:‘/l_’_‘/v?—'—""f—vn

Além disso, perceba que a medida que tomamos valores de n cada vez maiores,
duas coisas ocorrem: a primeira é que a altura de cada um dos n sélidos fica cada
vez mais proxima da medida R do raio da esfera e a segunda é que os hexégonos
regulares ficam cada vez menores e mais proximos de serem planos, e portanto cada
um dos n soélidos se aproxima da uma piramide cujo volume ¢ V; = %SZR onde S;
(com 1 < i < n) é a medida da area do i—ésimo poligono, o que intuitivamente,

sugere que:
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Sugestdo para sala de aula

CAPITULO 5

‘/esfe’/‘a: lim (‘/1+‘/2++Vn)

n—oo

1 1 1
- ] ht - A

n—oo

1

n—o0

Por outro lado,

4
‘/esfera - gﬂ'RS e lim (Sl + SQ + -+ Sn) = Aesfera
n—oo
Assim,

i R = iRy (S14+S2+--+85,) =

—Tr —_ - 1m PR n

3 3 e T2

47R? = lim (S;+ So+ -+ + S,) = Acspera = 4TR?

n—oo
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Sugestdo para sala de aula CAPITULO 5

Questao 3) (ITA-SP) Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretan-
gulo de vértice V', determinando um triangulo ABC' cujos lados medem, respectiva-
mente, v/10, V17 e 5¢m. O volume, em ¢m?, do solido VABC é?

(A) 2.

(B) 4.

(C) V17

(D) 6

(E) 5v/10.

Resolugao:

Vejamos a figura a seguir:

Consideremos a figura a seguir em que VA =a, VB =be VC =c.

Temos:

a4+ 12 = (VI7)°
a’?+c* =5 . (5.1)
b+ = (@)2

Somando as trés equagoes, obtemos:

2(a® + b* + *) =52 & a® + b + ¢ = 26,

e substituindo em (5.1), vem:

a’> =16 a=4
=1 << b=1.
=9 c=3

Consequentemente, o volume da piramide VABC é % . % -3 = 2cm?.

Portanto, V' = 2em?, alternativa (A).
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Sugestdo para sala de aula CAPITULO 5

Questao 4) Uma piramide chama-se regular quando a sua base ¢ um poligono
regular e a projecao do vértice sobre o plano da base é o seu centro.

Uma piramide regular de altura 4cm tem por base um quadrado de lado 6em.
Calcule o seu volume, sua area e os raios das esferas inscrita e circunscrita.

Resolugao:

v'Célculo do volume da piramide é:

1 1
V:§Abase-h:§-62-4:48cm3.

v Célculo da area total:

Atotal - Abase + Alateral
, 65 )
Aotal = 6"+ 4- Tl 96cm”.

v/ Célculo do raio da esfera inscrita:
Perceba que o centro da esfera inscrita é o ponto do interior da piramide que é

equidistante das suas quatro faces, conforme ilustra a figura a seguir:
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Sugestdo para sala de aula CAPITULO 5

B
4-r "/7 5
Il //\.
T 4 —r
3 5
5r = 12— 3r
& = 12
r = 1,5cm.

v Calculo do raio da esfera circunscrita:
Perceba que o centro da esfera circunscrita é o ponto da reta suporte da altura
da piramide que é equidistante das seus quatro vértices, conforme ilustra a figura a

seguir:

! \
# :.NEcm

Aplicando o teorema de Pitagoras no Triangulo O FC' obtemos:
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Sugestdo para sala de aula CAPITULO 5

(0C)? = (OF)*+(FC)?
R = @—RF+@¢@2
R = %:4@5

Note que R > 4cm, o que significa que o centro da circunferéncia circunscrita
estd, na verdade 0, 25¢m abaixo do ponto F'.

Assim, na verdade o desenho correto é:

dem /L

Note que o teorema de Pitagoras aplicado no triangulo OF'C' ficaria:

(0C)* = (OF)*+(FC)
R = @—RY+@¢@2

17
= — =4,25.
R 1 , 25

o que nao mudaria a respostal
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Sugestdo para sala de aula CAPITULO 5

Questao 5) Calcule o volume do sélido a seguir:

Resolucgao:

Vamos construir um cubo de aresta 3 cincunscrito ao solido dado.

Em cada um dos oito vértices do cubo, forma-se uma pirdmide externa ao solido
e interna ao cubo, cuja base é um triangulo retangulo e isosceles de catetos iguais 1

e altura também igual a 1, veja a figura a seguir:
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Sugestdo para sala de aula CAPITULO 5

1.1 1
S 1=2
6

W

1
‘/(Pirémide) = §S(base)h =

Logo o volume do sélido ¢é igual a:

Visslido) = V{cubo) — 8V(Piramide)

1
= 33_8.=
3
4
= 27— -
3
7
= 3

7

Portanto, o volume do sélido ¢ 5.

testes
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Apéndice A
Apéndice
Trazemos aqui resultados de complementagao do texto.

A.1 Questionario de Entrevista

1) Ha quanto tempo vocé esta atuando?
() De 0 a5 anos.

() De 6 a 10 anos.

() Mais de 10 anos.

2) Sua atuagdo é em:

() Escola Publica Federal.
() Escola Publica Estadual.
(

) Escola Particular.

3) Vocé ja ensinou o volume da Piramide?
() Sim.
() Nao.
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Questionario de Entrevista APENDICE

4) Se a resposta da questdo anterior for "SIM", de que maneira vocé apresenta
para seus alunos o volume da Piramide:

() Limita-se ao uso da formula V' = %S B.h e resolve problemas para aplicacao
da mesma.

() O professor ja enfrentou questionamento dos alunos sobre a origem de %?

() Faz uso do principio de Cavalieri.

() Usa métodos praticos: manipulagao de material concreto.

() Faz uso do método do limite da soma de uma série geométrica para demons-

tracao.
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Planificacio APENDICE

A.2 Planificagcao das trés piramides de bases trian-
gulares para formar um prisma de base trian-
gular

PLANIFICAGCAO DA PIRAMIDE DE BASE TRIANGULAR
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Planificacio APENDICE

PLANIFICACAO DA PIRAMIDE DE BASE TRIANGULAR
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Planificacio APENDICE

PLANIFICACAO DA PIRAMIDE DE BASE TRIANGULAR
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Planificacio APENDICE

A.3 Planificacao das trés piramides de bases qua-

drangulares para formar um cubo

PLANIFICAGAO DA PIRAMIDE DE BASE QUADRANGULAR

M e ————

~
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Planificacdo APENDICE

PLANIFICACAO DA PIRAMIDE DE BASE QUADRANGULAR

e e

Y
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Planificacio APENDICE

PLANIFICACAO DA PIRAMIDE DE BASE QUADRANGULAR

s
L —

/
~
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