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Resumo

SOUZA, Helington Franzotti Aratjo de. SISTEMAS DINAMICOS E A TEORIA
DO CAOS: UMA ABORDAGEM A PARTIR DO MAPA LOGISTICO E DO
SISTEMA DE LORENZ. 2021. 69 f. Dissertacao de Mestrado Profissional em Ma-
tematica em Rede Nacional - PROFMAT — UNIFAP — Fundacao Universidade Federal
do Amapa, Macap4d, 2021.

Este trabalho aborda a Teoria do Caos, um topico importante dentro da Ma-
temdtica, mais precisamente, na teoria dos sistemas dinamicos. O caos é observado em
muitos fenomenos na natureza, desde a evolucao de espécies e o crescimento populacional
em biologia, até o movimento de corpos celestes pelo universo. Sistemas dinamicos que
apresentam comportamentos cadticos podem ser analisados e caracterizados por meio de
teoremas e métodos de analise matematica, tanto analitica quanto numericamente, de-
pendendo da sua natureza. Um dos objetivos do estudo da Teoria do Caos é atuar no
controle de tais sistemas, por meio de previsoes sobre seu comportamento futuro com
base na medida dos parametros de um espaco de estados. Nesse sentido, neste trabalho
foi feita uma abordagem tedrica inicial e caracterizacao do caos por meio da andlise de
dois sistemas dinamicos: o Mapa Logistico e o Sistema de Lorenz. Foram utilizados os
expoentes de Lyapunov para analisar o comportamento cadtico no Mapa Logistico e uma
funcao de Lyapunov para mostrar que o sistema de Lorenz é dissipativo. A partir dai,

observou-se como tais sistemas evoluem para o caos em funcao de seus parametros.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos. Caos. Mapa Logistico. Sistema de Lorenz. Lya-

punov.



Abstract

This work deals with Chaos Theory, an important topic within Mathematics, more
precisely, in the theory of dynamic systems. Chaos is observed in many phenomena in na-
ture, from the evolution of species and population growth in biology, to the movement of
celestial bodies throughout the universe. Dynamic systems that exhibit chaotic behaviors
can be analyzed and characterized by means of theorems and methods of mathematical
analysis, both analytically and numerically, depending on their nature. One of the ob-
jectives of the study of Chaos Theory is to act in the control of such systems, through
predictions about their future behavior based on the measurement of the parameters of a
state space. In this sense, in this work an initial theoretical approach and chaos charac-
terization was made through the analysis of two dynamic systems: the Logistic Map and
the Lorenz System. Lyapunov exponents were used to analyze the chaotic behavior on
the Logistic Map and a Lyapunov function to show that the Lorenz system is dissipative.

From there, it was observed how such systems evolve into chaos due to their parameters.

Keywords: Dynamic systems. Chaos. Logistic Map. Lorenz system. Lyapunov.
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Introducao

Sao muitos os fendomenos observados no universo e na natureza que sao modelados
por meio de equagoes que evoluem com o tempo. Desde a antiguidade, os seres humanos
comecaram a idealizar a possibilidade de se fazer previsoes sobre o clima, sobre o movi-
mento dos corpos celestes, entre outros fenomenos naturais. Tais previsoes eram tteis,
pois a partir delas era possivel planejar a melhor época e os locais mais adequados para
o plantio de alimentos, por exemplo, ja que a agricultura era influenciada pelas cheias de
rios e pelas estacoes do ano.

Isto foi possivel, pela observagao durante milhares de anos que uma grande parte
dos fenomenos geralmente apresenta uma certa regularidade. A partir dessas regularida-
des, muitos estudiosos dedicaram esforco e tempo na busca pela compreensao das leis e
modelos que governam o universo, desde os gregos antigos com ideias e explicacoes sobre
o movimentos dos corpos celestes, Isaac Newton com a invencao do céalculo infinitesimal
e suas leis do movimento e da gravitacao universal, até cientistas mais contemporaneos
como Albert Einstein com a Teoria da Relatividade.

Um aspecto comum em todo o processo de descobertas e avangos na compreensao
das leis que governam a natureza ¢ a presenca essencial da matematica, por meio de
modelos e equagoes, sem a qual o estudo e compreensao do universo sob este ponto de
vista nao seriam possiveis. A area da matematica que estuda e elabora modelos que
evoluem com o tempo é chamada de Sistemas Dinamicos, tendo inicio com os estudos de
Pierre Simon Laplace! (1749 - 1827) e de Jules Henri Poincare? (1854 - 1912), sendo este
ultimo considerado um dos mais relevantes dentro deste campo de estudo.

Dentro desse contexto, historicamente emergiram duas correntes de pensamento na

ciencia: o Determinismo e o Indeterminismo. A concepcao deterministica, presente

'Matematico, astréonomo e fisico francés.
2Matemaético, fisico e filésofo francés.



sobretudo nos trabalhos de Laplace supoe que o universo é sempre previsivel e, portanto,
de posse do modelo adequado e das condic¢oes iniciais, seria possivel prever o futuro de
qualquer sistema, pois o estado presente seria um efeito dos estados passados e o futuro,

causado pelo estado presente.

Devemos considerar o estado presente do universo como efeito
dos seus estados passados e como causa dos que se vao seguir. Suponha-
se uma inteligéncia que pudesse conhecer todas as forgas pelas quais
a natureza é animada e o estado em um instante de todos os objetos
- uma inteligéncia suficientemente grande que pudesse submeter todos
esses dados a andlise -, ela englobaria na mesma férmula os movimentos
dos maiores corpos do universo e também dos menores dtomos: nada lhe
seria incerto e o futuro, assim como o passado, estaria presente ante os
seus olhos (Laplace. 1990, p. 326, apud. SILVEIRA, 1993, p. 138).

Esta ”inteligéncia” que seria capaz de prever o futuro bem como conhecer o passado
mencionada por Laplace ficou conhecida posteriormente como o deménio de Laplace
(SILVEIRA, 1993, p. 138) e é um exemplo do pensamento deterministico dominante na
época. Vale ressaltar que o determinismo era a concepgao mais aceita nao apenas na
matematica e nas ciéncias naturais como a fisica e a quimica, mas também nas ciéncias
sociais e humanas. Assim sendo, de posse do modelo adequado e do conhecimento preciso
das variaveis do estado presente, o futuro nao seria um mistério, o que contrariava a
percepgao da vida cotidiana, corroborada pelo senso comum (SILVEIRA, 1993).

De acordo com Moraes (2014), com o avango do conhecimento no inicio do século
XX, sobretudo nos estudos relacionados a mecanica quantica, ficou evidente que tanto as
medidas das grandezas quanto a tentativa de determinar o estado futuro de um sistema
eram tarefas limitadas em precisao. Assim sendo, pequenas imprecisoes nas medidas
das variaveis acarretavam grandes erros a longo prazo em um sistema nao linear. Um
dos precursores no estudo de tais sistemas, foi Jules Henri Poincare, ao perceber que
os sistemas nao lineares tinham grande sensibilidade as condigoes inicias, e que pequenas
mudancas nestas acarretavam diferencas drasticas de comportamento do sistema conforme
o tempo avangava. Iniciava-se entao a Teoria do Caos.

Como tema principal deste trabalho, a Teoria do Caos sera aqui apresentada no
estudo do comportamento de dois sistemas dinamicos especificos, o Mapa Logistico e o
sistema de Lorenz. Para atingir este objetivo, além desta introducao e das consideragoes

finais este trabalho esta dividido em trés capitulos organizados da seguinte forma:



No capitulo 1 apresentamos algumas definicoes de conceitos matemaéaticos que ser-
vem de base para a compreensao dos topicos abordados nos capitulos seguintes, comegando
este trabalho com uma revisao sobre as equacoes diferenciais, as equagoes de diferencas
e os sistemas dinamicos de forma geral. Como o objetivo deste trabalho nao é revisar e
discutir toda a teoria das equacoes diferenciais especificamente, tampouco das equagoes
de diferencas, muitos conceitos sao aqui apresentados de forma resumida e breve apenas
para que o leitor possa situar-se a respeito do assunto tratado, podendo este recorrer as
referéncias se houver a necessidade de um aprofundamento maior nestes temas. Finaliza-
mos o capitulo 1 com tépicos base da teoria dos sistemas dinamicos, abordando sistemas
continuos, discretos e o que caracteriza o comportamento cadtico de um sistema.

No capitulo 2 temos um estudo do Mapa Logistico, analizando seus parametros,
diagrama de bifurcacao, pontos fixos, sua estabilidade e caos. O estudo do comportamento
caotico no Mapa Logistico, foi feito com a aplicacao dos expoentes de Lyapunov.

O capitulo 3 trata do modelo conhecido como Sistema de Lorenz, famoso pela ex-
pressao "efeito borboleta”. Neste capitulo ha um estudo sobre este sistema, apresentando
algumas de suas propriedades e analizando a existéncia e estabilidade de pontos de fixos.
Por fim, novamente voltaremos ao estudo do compartamento cadtico simulando o atrator
estranho de Lorenz.

Finalmente, concluimos este trabalho com as consideracoes finais, vislumbrando
possiveis continuagoes e desdobramentos dentro da tematica. Ha também as referéncias
bibliograficas utilizadas na pesquisa e um apéndice com alguns resultados e teoremas que
julgamos necessarios, mas que optamos por apresentar apenas de maneira suscinta ao
final do trabalho, podendo o leitor recorrer a eles se achar necessario para a compreensao

de algum topico especifico.



1 EQUACOES DIFERENCIAIS,
EQUACOES DE DIFERENCAS E
SISTEMAS DINAMICOS

Neste capitulo sera feita uma abordagem das equagoes diferenciais, das equagoes de
diferencas e de alguns conceitos, defini¢oes e propriedades importantes sobre os sistemas
dinamicos, que sao necessarias para a compreensao dos capitulos subsequentes.

Em matematica uma das varidaveis mais presentes no estudo e modelagem dos
fenomenos é o tempo. Enquanto variavel independente, o tempo pode ser considerado
de duas formas: ha situagoes em que considerar um fluxo de tempo continuo é mais
adequado ao modelo a ser estudado, enquanto que em outras deve-se lidar com grandezas
que mudam temporalmente o seu estado nao de forma continua, mas discretamente. Isto
nao significa que o tempo passa de forma discreta, mas simplesmente que as amostras
do sistema analizado sao tomadas em intervalos de tempo distantes um do outro por um
certo intervalo At, ou seja, em instantes isolados e nao de forma continua.

Considere por exemplo o modelo para o calculo da velocidade instatanea de um ob-
jeto que se move no espaco em uma determinada dire¢ao. Pode-se expressar a velocidade
do objeto em um determinado instante pela equacao

dx(t)
0 (1.1)

v =

em que z(t) é a funcdo que descreve a posi¢ao do objeto no espago em func¢ao do tempo
representado pela variavel ¢, que neste caso é uma variavel continua.
Para exemplificar o caso discreto, consideremos dois exemplos clédssicos de situacoes

em que isto ocorre: primeiramente uma aplicacao financeira em que os juros sobre o



capital sao calculados em intervalos discretos de tempo, por exemplo, a cada meés e para
o segundo caso, pode-se citar o estudo do crescimento e decrescimento de uma populacao,
em que numero de individuos aumenta ou diminui nao de forma fluida, continua, mas
de maneira discreta, o que pode ser medido em instervalos adequados, como anualmente,
mensalmente, ou mesmo a cada hora ou minuto se for uma populacao de bactérias.

Para descrever fenomenos em que o tempo é considerado como continuo sao usadas
as equacoes diferenciais, e para os casos em que o tempo ¢ medido discretamente os
modelos sao elaborados geralmente por meio de equacoes de diferencas que sao objetos
matematicos adequados a modelagem no dominio discreto e que em muito se assemelham
as equacoes diferencias no dominio temporal continuo. Nos tépicos seguintes, sera feita

uma breve revisao sobre tais equacoes, pois elas sao a base dos sistemas dinamicos.

1.1 Equacoes diferenciais

Uma equacgao diferencial é uma equagao em que as incégnitas nao sao nimeros
como em uma equacao comum, mas fungoes que aparecem na equagao diferencial expressas
por meio de suas derivadas ou suas diferenciais, dai o seu nome. Por exemplo, a Equacao
1.1 é uma equagao diferencial, pois é dada em funcao da derivada % e £ nao é um nuamero,
mas a fungao horaria z(t) do espago, que descreve a posigao do objeto no decorrer do
tempo. E comum também usar-se a notacao & ou 2’ para expressar a derivada de x. No
decorrer deste trabalho utilizarmos as notacoes = = %, Y= %, z= %, e assim por diante;
derivadas de ordem superior sao denotadas com mais de um ponto ou apdstrofe sobre a
letra que representa a fungao, como a seguir:

i:x//:%;'j:x///:%

e assim por diante, o mesmo valendo para as variaveis y e z.

Se a incognita da equacao diferencial for uma funcao de apenas uma varidvel inde-
pendente, a equacao apresentara apenas derivadas ordinarias e serda chamada de equagao
diferencial ordinaria ou siplesmente EDO. Por outro lado, se a incégnita for uma fungao

de multiplas varidveis independentes, as derivadas serao parciais e, portanto, a equacao

serd chamada equagao diferencial parcial ou EDP.



Definicao 1.1.1. Seja x uma funcao de uma varidvel. Uma equagao da forma

dx d"x
F(t — ..., — | =0 1.2
( TR dt") (12)

em que T € a incognita € chamada equacgao diferecial ordindria de ordem n.

Exemplo 1.1.1. A equacdo F' = ma que expressa a Sequnda Lei de Newton pode ser
reescrita como uma equacao diferencial. Lembrando que a aceleracdo € a taxa de varia¢ao

da velocidade no tempo, isto ¢€,

dv
= — 1.3
T (1.3)
temos que
dv
F=m— 1.4

em que F' € a forca e m é a massa do corpo.

Definigao 1.1.2. A ordem de uma equacao diferencial € a ordem da mais alta derivada

que aparece na equagao.

Exemplo 1.1.2. A Equacdo 1.4 ¢ uma equacao diferencial ordindria de 1° ordem,
pois possui apenas derivadas ordindrias e a derivada de maior ordem da equacao € de 1°

ordem.

Exemplo 1.1.3. A equacao

EQ) | Q)

L
dt? dt

i+ é@(t) = E(t) (1.5)

¢ uma equacao diferencial ordindria de 2% ordem c ¢é usada para modelar um
circuito elétrico do tipo RLC em que R € a resisténcia elétrica, L € a indutancia e C' € a
capacitancia do circuito. Neste caso, Q(t) é a carga elétrica em Coulombs no capacitor e
E(t) € o campo elétrico.

4?Q(t)
dit2

Note que na Equacgao 1.5 a maior derivada é de 2* ordem,

EDO como de 22 ordem.

o que classifica a

Exemplo 1.1.4. Um exemplo de equagdo diferencial parcial é a equagao de continuidade

de Navier-Stokes para o escoamento de fluidos, abaixo

v, N % n ov,
Jdr Oy 0z

=0 (1.6)



Como v é uma fungao de trés varidveis, ou seja, v(z,y, z), as diferenciais que
aparcem na equagao sao derivadas parciais de v em relagao a cada uma das varidveis;
assim, a Equacao 1.6 ¢ uma EDP.

Além destas, as equacgoes diferenciais recebem ainda outras classificadas, como por

exemplo homogéneas e nao-homogéneas, e lineares e nao-lineares.
Definicao 1.1.3. Uma equacado diferencial linear de ordem n é da forma

d"x d"tx dx
po(t)—— +P1(t)W + +pn—1(t)E + pu(t)z = g(t) (1.7)

em que po(t), p1(t),... Pu_1(t), pu(t) e g(t) sdo funcoes lineares. Caso contrdrio, a equagao

diferencial € dita nao-linear.

Exemplo 1.1.5. A equacao

dx

g o oy—on (1.8)

é uma equacao linear, enquanto que a equagao

Bz AP dr

¢ nao-linear, devido ao termo :l:fli—f.

1.2 Sistemas de equacoes diferenciais

Dependendo do problema, ha situacoes em que apenas uma funcao é desconhecida,
enquanto que em outros casos hd mais de uma funcao a ser determinada. Fazendo uma
analogia com as equagao numéricas, ha aquelas de apenas uma incognita e outras de
duas ou mais incognitas. Da mesma forma que para resolver equacoes de mais de uma
incognita precisamos de um sistema de equacgoes, para resolver equagoes diferenciais em
que ha varias "funcgoes incognitas”, também serd necessario um sistema de equacgoes

diferenciais, pois neste caso apenas uma equacao nao sera suficiente.

Exemplo 1.2.1. Por exemplo, abaixo temos as equacoes de Lotka-Volterra conhecidas

como modelo predador-presa, que formam um sistema de equagoes diferenciais de duas



equagoes em que as fungoes incognitas sao x(t) e y(t) e a, o, ¢, ey sdo parametros.

T = ar— oy

y = —cy—ry

O sistema de equagoes mostrado no Exemplo 1.2.1 é nao-linear, pois apresenta os
termos azy na prmeira equagao e yry na segunda. No Capitulo 4 estudaremos o Sistema
de Lorenz que também é um sistema nao-linear de equagoes diferenciais.

Conforme ja mencionado anteriormente, neste trabalho nosso objetivo é o estudo
do comportamento dos sistemas dinamicos nao-lineares e sua sensibilidade as condigoes
inciais, o que pode levar ou nao ao caos, dependendo do valor dos seus parametros. Vale
ressaltar que aqui nao é o nosso objetivo discutir a existéncia ou nao de solugoes das
equacoes diferenciais ou dos sistemas, o que pode ser feito utilizando diferentes métodos,
dependendo do tipo de equagao. Por exemplo, algumas equacoes e sistemas podem ser
resolvidos com métodos analiticos, enquanto outras s6 podem ser resolvidas por métodos
numéricos, o que geralmente é feito com a implementacao de um algoritmo utilizando-se
técnicas computacionais; ha também equagoes e sistemas que simplesmente nao possuem
solucao. As discussoes a respeito da solucao das equagoes diferenciais podem ser encon-

tradas em detalhes em Boyce e Diprima (1999).

1.3 Equacoes de diferencas

Nesta secao iremos discorrer sobre alguns conceitos elementares das relacoes de
recorréncia ou equagoes de diferencas. Como ja mencionado no inicio deste capitulo,
tais equacoes sao uteis para estudar modelos em que as variaveis sao discretas, sendo as
equivalentes no dominio discreto das equagoes diferenciais estudadas nas se¢oes anteriores.
Apesar de serem chamadas também de relacoes de recorréncia, neste trabalho utilizaremos

o termo equacoes de diferencas.

Definicao 1.3.1. Fquacdo de diferencas € uma expressao ou equac¢ao que define cada
termo de uma sequéncia em func¢ao de um ou mais termos anteriores e pode ser represen-

tada matematicamente como



Tn = f(0,Tn1, Tp—2, s Tni) (1.10)
em que n € N.

Exemplo 1.3.1. A equacdo
Tp = Tp—1 — 5xn72 (111)

¢ uma equacgado de diferencas e, para calcular o termo x, € necessdrio que conhecamos os

dois termos anteriores, ou seja, Tp_1 € Tp_o.

Defini¢ao 1.3.2. Se f(n,x,—1,Tn_2, ..., Tn_k) € uma funcao linear em todas as varidveis
Tp_1 até T, entdo a equagdo T, = f(n,Ty_1,Tn_2,...,Tn_) € linear. Caso contrdrio,

ela serd dita uma equacgao de diferencas nao-linear.

Uma equagao de diferengas linear pode ser escrita como

Typ =p1(n)xy_1 4+ pa(n)Tn_o+ ... + pr(n)xy_ + pry1(n) (1.12)

onde os p;(n) sao os coeficientes da equagao.
e o termo independente da variavel x, isto é 1(n), for igual a zero, entao a
Se ot d dente d 1 x, isto é, pry , fi 1 , ent
equacao sera homogénea. Caso contrario, ela serd nao-homogénea. Uma equacao de

diferencas homogeénea de ordem k pode entao ser escrita da forma

Ty =p1(n)xy_1 +pa(n)xy_o+ ... + pr(n)x, g (1.13)

Exemplo 1.3.2. A sequencia de Fibonacci € dada por uma equacdo de diferencas linear,
sendo o primeiro e o sequndo termos ambos aguais a 1, isto €, xo = x1 = 1, e cada termo

a partir do terceiro € obtido pela soma dos dois termos imediatamente anteriores:
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T = 1
r, = 1
To = 1+1=2
r3 = 24+1=3

ry = 3+2=5

Ty = Tp_1t+ Tp_o.

Exemplo 1.3.3. O Mapa Logistico ¢ um modelo descrito por uma equacgdo de diferencas
nao-linear dada por

Tyl = ATy — Ay> (1.14)

em que ax,? € o termo ndao-linear da equagdo. O Mapa Logistico serd o objeto de estudo

do proximo capitulo.

Se o termo z,, de uma sequéncia ¢ dado em fun¢ao do termo anterior x,,_1, dizemos

que a equacao de direncas é de 1 ordem e é expressa por

Ty = f(n,x,_1) (1.15)

Se o termo z,, é dado em funcao dos dois termos anteriores x,_1 € x,_o, dizemos

que a equagao de direngas é de 2% ordem

Tp = f(n,Tp_1,2,_2) (1.16)

Definicao 1.3.3. Seja uma sequéncia recursiva em que o n-ésimo temo x, € dado em
funcdo dos termos x,_1 até x,_i. A equacao de diferencas que gera a sequéncia serd dada

por xp, = f(n, Tp_1,Tp_2,...,Tn_g) € serd de ordem k.

O Exemplo 1.3.3 apresenta o Mapa Logistico que é descrito por uma equagao de
diferencgas de 1*ordem, pois o termo z,.; é dado em funcao apenas do termo anterior z,,.
Por outro lado, o Exemplo 1.3.2 que mostra a sequéncia de Fibonacci trata-se de uma

equacao de diferencas de 2* ordem, ja que um termo qualquer da sequéncia é dado em
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funcao dos dois termos anteriores. Note que ambas sao homogéneas, pois nao apresentam

termos independentes da variavel x.

1.4 Pontos fixos de uma equacao

Em seu trabalho sobre sistemas dinamicos discretos, Jesus (2016, p.11) destaca a
importancia de determinar-se pontos fixos de uma equacao e classificar a sua estabilidade.
Citando exemplos na Biologia, a autora ressalta que parametros como a temperatura e a
salinidade de um habitat podem artingir pontos de equilibrio, favorecendo uma determi-
nada populagao. Contudo, como os seres vivos sao frageis e sensiveis a grandes mudangas
ambientais, conhecer a estabilidade de tais pontos fixos é de grande importancia para
prever mudancas bruscas que podem ocorrer, causando o desequilibrio do ambiente e,
consequentemente, acarretando na morte de muitos individuos de determinada espécie.

Apenas este exemplo de aplicacao citado no paragrafo anterior ja é sufiente para
justificar a relevancia do estudo dos pontos fixos, mas além disso, determinar pontos fixos
de uma equagao é uma técnica bastante 1til em diversos métodos numéricos e analiticos,
entre eles para determinar as raizes de equacoes, por exemplo. Mas, o que é um ponto

fixo de uma equagao? Vejamos a defini¢ao a seguir.

Definicao 1.4.1. Seja f uma funcao e x* um ponto de seu dominio. Se x* satisfaz a
equacio x* = f(z*), entdo ele é chamado de ponto fixo, estado estaciondrio ou

ponto de equilibrio da equacao.

A Definicao 1.4.1 é valida tanto para as equagoes numeéricas quanto no contexto
das equagoes diferenciais e de diferencas. De acordo com a definicao acima, um ponto
fixo é um valor que ao ser inserido como entrada na equacao a imagem é ele préprio.
E chamado também de estado estacionario, pois iterando-se a equacao varias vezes, a

reposta nao muda, permanecendo no ponto fixo.

Exemplo 1.4.1. Seja a aplicagio f : RT — R tal que f(x) = \/x. Temos que x =0 e
x =1 sdo pontos fizos de f, pois f(0)=+/0=0¢ f(1) =+/1=1.

Aqui devemos mencionar o fato de que encontrar um ponto fixo de uma equacao
nem sempre ¢ uma tarefa facil. Dependendo do modelo, pode inclusive acontecer que a

equagao nao possua pontos fixos. Existem teoremas que garantem a existéncia de pontos
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fixos em uma equacao dependendo de cartas condicoes; sao os chamados teoremas de
ponto fixo. Entre estes, hd o teorema de ponto fixo de Brouwer, o teorema de ponto fixo
de Schauder e o teorema de ponto fixo de Banach, mencionados em Trindade (2019, pp.
30-31), tendo sido feito um estudo mais detalhado do teorema do ponto fixo de Banach
pela autora.

Como um ponto fixo representa um estado estacionario de um sistema, se este
atingir o ponto fixo, permanecera nele para sempre. Mas o comportamento do sistema fica
interessante se obervarmos o que ocorre nas proximidades de um ponto fixo. Analizando
determinados modelos, uma das seguintes condi¢oes pode acontecer: o ponto fixo atrai
o sistema para si ou o repele. No primeiro caso o ponto fixo é chamado de atrator e
no segundo repulsor. Se um ponto fixo for atrator, dizemos que ele é estavel e se for

repulsor, diremos que ele é instavel.

Defini¢ao 1.4.2. Seja f(x) uma aplicagio e x* um ponto fizo de f. Se para todo € > 0
existir um § > 0 tal que |zg — z*| < § = |z, — z*| < €, para todo n € N, entdao o ponto

fixo x* serda chamado estdvel. Caso contrdrio, ele serd instdvel.

Definigao 1.4.3. Seja x* um ponto fizo e r > 0. Se |rg — z*| < r = lim,_, x, = =¥,

entao o ponto fixo é dito atrator.

Definicao 1.4.4. Um ponto fixo z* ¢é repulsor se existe ¢ > 0 e existe N € N tais que

|zg — 2*| < € = |z, — a*| > |9 — 2*|, V. > N.

Na Figura 1.1 temos representados os conceitos de pontos de equilibrio estavel e
instavel em que Jesus (2016, p. 13) faz uma descricao intuitiva: em (a) esta ilustrada
uma condic¢ao inicial, em que uma bolinha ¢ lancada do alto de uma colina em direcao ao
vale. Em (b) e bolinha esté equilibrada em um pico, posigao em que permanece parada, ou
seja, o0 pico possui uma posicao de equilibrio ou um estado estacionario. Todavia, qualquer
perturbacao que afete a posicao de equilibrio da bolinha, fard com que ela se afaste da
posicao de equilibrio, caindo no vale; logo, o pico representa um ponto fixo instavel.
Em (c) e (d) temos os dois vales que representam pontos fixos estaveis, pois qualquer
perturbagao na posicao da bolinha nao a afasta do ponto de equilibrio, retornando esta

novamente ao vale.
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Figura 1.1: Ilustragao dos conceitos de pontos de equilibrio estavel e instavel. Fonte:

Jesus, 2016, p.13.

NAVANAY,

(a) Condicio inicial, a bolinha é lancada do (b) Bolinha em um pico representando um
alto de uma colina. equilibrio instdvel, qualquer perturbacio
a afasta desta posicio.

FAVANAY)

(¢) Bolinha em um vale representando um (d) Outro equilibrio estavel, a bolinha tam-
equilibrio estdvel, caso ela sofra uma bém retorna a este ponto apos uma pe-
pequena perturbagio ela retorna exata- quena perturbagio.

mente ao mesmo ponto de equilibrio.

Pode-se dizer também que o ponto fixo representado pelo pico é repulsor e o re-
presentado pelo vale é atrator. Nos capitulos seguintes, serao analizados os pontos fixos
no Mapa Logistico e no Sistema de Lorenz; veremos que alterando-se certos parametros
dos sistemas, um mesmo ponto fixo pode ser estavel e perder a sua estabilidade causando
bifurcacoes no sistema. As bifurcagoes podem ir duplicando-se até chagar em um ponto

em que o sistema entra em regime cadtico.

1.5 Sistemas dinamicos

Um sistema dinamico é um modelo geral que evolui de acordo com uma regra que
associa o estado presente do sistema a estados passados. Dependendo do seu comporta-
mento e previsibilidade, os sistemas dinamicos podem ser classificados em estocasticos ou
deterministicos e quanto a variagao temporal, podem ser continuos ou discretos. Sistemas
dinamicos continuos sao aqueles em que a evolugao do tempo no modelo ocorre de forma

continua, sendo modelados geralmente por meio de equagoes diferenciais enquanto que
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os discretos sao aqueles em que a sua evolugao temporal é tomada em passos discretos,
sendo sua modelagem geralmente feita por meio de equagoes de diferencas.

Os sistemas dinamicos estocasticos nao tém um comportamento determinado ou
previsivel, isto é, se conhecemos seu estado inicial, nao podemos prever com certeza o
seu estado futuro. Mas é possivel obter a probalilidade de um estado futuro, baseado em
um conjunto de possibilidades chamado de espago amostral; tais sistemas dinamicos sao
modelados com base em equagoes estocasticas, que envolvem conceitos probabilisticos.
Por outro lado, sistemas dinamicos deterministicos possuem previsibilidade, ou seja é
possivel prever a resposta do sistema se forem satisfeitas duas condigoes: conhecermos o
seu estado inicial e possuirmos o modelo que o descreve.

Dentre os sistemas dinamicos deterministicos, ha aqueles que nao apresentam
grande sensibilidade as condigoes iniciais, por exemplo, os sistemas lineares. Isto significa
que nestes sistemas, uma variacao no seu estado inicial provoca uma resposta proporcional
em seu estado futuro. No entanto, observa-se na natureza um grande nimero de sistemas
dinamicos que possuem alta sensibilidade as condigoes iniciais, de modo que qualquer
mudanca em seu estado inicial, por menor que seja, é capaz de provocar comportamentos
totalmente diferentes com o passar do tempo.

Os sistemas que apresentam esta caracteristica, isto é, a alta sensibilidade aos esta-
dos inciais, sao denominados de sistemas cadticos e devido a impossibilidade de realizar-se
medidas com precisao absoluta, estes apresentam comportamentos irregulares, tornando-
se imprevisiveis ao longo do tempo. Isto nos parece como um paradoxo ja que o sistema
é em sua natureza deterministico, todavia ao mesmo tempo seu comprtamento é im-
previsivel. Mas este aspecto é verificado na realidade pelo fato ja mencionado, de ser
impossivel fisicamente obter-se medidas com precisao infinita dos estados de um sistema,
por exemplo pela limitagao dos instrumentos de medida. Em tais sistemas uma pequena
alteracao nas condicoOes iniciais ja é suficiente para acarretar respostas exponencialmente

distintas no decorrer do tempo.

1.5.1 Sistemas dinamicos continuos

No tépico 1.2 introduzimos o conceito de sistemas de equagoes diferenciais exempli-
ficando com um modelo conhecido como ”predador-presa”’ ou equagoes de Lotka-Volterra

(Ver a Equacao 1.2.1), que é um sistema dinamico de tempo continuo. Conforme ja
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mencionado, sistemas dinamicos continuos sao modelados por meio de equacoes diferen-
ciais, pois a sua evolucao ocorre de forma fluida, considerando-se o tempo uma varidavel
continua. Um sistema dinamico continuo pode ser descrito por uma equagao diferencial
apenas ou por um sistema de equagoes, como no exemplo anteriormente citado.

Considere o sistema dado por

&= F(tz(t)) (1.17)

em que F' é uma aplicacao que modela a dinamica de evolugao do sistema, ¢ é a variavel
independente de z(t) € R", que é o vetor das variaveis de estado. Pode-se reescrever

1.17 como

iil'l = f1<t,$1,...,flfn)
Tn = falt,z1, ... 2p).
Exemplo 1.5.1. O sistema
& = cos(x) (1.18)

¢ um sistema dinamico continuo de primeira ordem, formado por apenas uma equagao
diferencial em que f(x) = cos(x) e x = x(t). Apesar de parecer simples, este sistema é

nao-linear devido a funcdo cosseno.

Exemplo 1.5.2. O modelo a sequir é o Sistema de Lorenz (ou equagoes de Lorenz) que
serd estudado em detalhes no Capituo 3 e € um sistema dinamico de tempo continuo dado
pelas equagoes diferenciais

=0y —z)

Y=rr—y—T2

z=uxy — bz.

As equagoes de Lorenz compoem um sistema tridimensional, ou seja, cada ponto
no espago de estados possui trés coordenadas, X, v e z, que sao determinadas por cada

uma das equacoes diferencias , 3 e 2.
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1.5.2 Sistemas dinamicos discretos

Defini¢ao 1.5.1. (Sistemas dindmicos discretos) Dada uma funcio F : R — R,
um sistema dinamico discreto € uma sequéncia de numeros reais denotados por X,,, para
n=20, 1, 2, ..., onde cada termo da sequéncia apos o primeiro ¢ relacionado ao anterior
pela equacao

Xoir = F(X,). (1.19)

A aplicagao F(X,,) é chamada de densidade dependente e representa uma iteragao
sobre X,,. Note-se que o estado futuro do sistema, i.e., X, 1, depende de seu estado
passado X,,.

Suponha que na Equacgao 1.19, F(X,) = 0,5X,,. Dai, tem-se que X,,1; = 0,5X,,.
De acordo com o estado inicial do sistema, ou seja, quando n = 0, obtém-se uma sequéncia
de valores que sao obtidos iterando-se repetidas vezes o sistema por meio da aplicacao
F. Na Tabela 1.1 temos a evolucao do sistema para quatro estados iniciais diferentes:

Xo=10, 5, 2¢0,5.

X, | X0 =0,5X,

X, |10 5 2 0,5

X, |5 2.5 1 0,25

Xo |25 1,25 0,5 0,125

X5 | 1,25 0,625 0,25 0,0625

X, | 0,625 0,3125 0,125 0,03125
X5 | 0,3125 0,15625 0,0625 0,015625
Xe | 0,15625 0,078125 0,03125 0,0078125
X, | 0,078125 0,0390625  0,015625 0,00390625
Xs | 0,0390625 0,01953125  0,0078125  0,001953125
Xo | 0,01953125 0,009765625 0,00390625  0,000976563
Xy | 0,009765625  0,004882813 0,001953125 0,000488281

Tabela 1.1: Comportamento do sistema descrito pela Equacao 1.19 para quatro estados

iniciais.

Note que o sistema mostrado na Tabela 1.1 é modelado por uma equacao de di-

ferencas linear de 1* ordem. A seguir definiremos dois conceitos importantes que nao
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foram mencionados no subtépico sobre as equacoes de diferencas, que sao as orbitas e os

mapas.

Definicao 1.5.2. (Orbita).' Chamamos de orbita do ponto X, a sequéncia de nimeros
reais (Xo, X1, Xa, ...), que € gerada pelas iteragoes sucessivas de uma equagdio de dife-

rengas. Dado um ponto Xo, denotaremos a drbita de Xy por O (x)-

Observando a Tabela 1.1, tem-se que a érbita de Xy = 10 é a sequéncia (10, 5, 2.5, 1.25,
0.625, ...).
Para Xy, = 5 a érbita é a sequéncia (5, 2.5, 1.25, 0.625, 0.3125, ...), e assim por

diante.

Definig¢ao 1.5.3. (Mapa) Dada uma equagao de diferencas, um ponto Xy e a sua orbita,
denomina-se mapa o conjunto de pontos (n,X,), com n€ N, em que X,, é o n-ésimo

termo da drbita O(x,).

Um mapa pode ser representado de varias maneiras. As duas principais sao por
meio de valores organizados em uma tabela, ou por graficos que podem ser de linhas,
colunas, pontos (tembém chamados gréficos de dispersao), entre outros. A representagao
grafica tem a vantagem de fornecer uma visualizagdo imediata sobre o comportamento
dos sistemas dinamicos, sendo uma ferramenta indispensavel nas analises.

Neste trabalho, usaremos sempre graficos do tipo linha ou graficos de dispersao
para representar os mapas dos sistemas estudados. Na Figura 1.2 tem-se a representacao
do mapa das quatro orbitas da Equagao 1.19, apresentadas na Tabela 1.1. Os pontos em
azul correspondem ao valor incial Xy = 10; os pontos na cor vermelha correspondem a
orbita para o estado incicial Xy = 5; na cor magenta, para Xy = 2 e na cor amarela, para
Xo = 0,5. Nota-se que este sistema aproxima-se de zero a cada iteracao, independente do
seu estado inicial. De fato, zero é um ponto fixo da Equacao X, .1 = 0,5X,,, e, pontanto,

um ponto de equilibrio do sistema exemplificado.
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Figura 1.2: Grafico do mapa da Tabela 1.1. Fonte: O autor.

n+1

Observacgao 1.5.1. A orbita de um ponto também € chamada de trajetéoria do ponto.

Nos sistemas dinamicos é importante determinar a existéncia de pontos de equilibrio.
Um ponto de equilibrio é um estado em que o sistema atinge a estabilidade, ou seja,
iteracoes sucessivas aplicadas ao sistema nao mais alteram o seu estado futuro. Deter-
minar os pontos de equilibrio de um sistema dinamico equivale a encontrar pontos fixos
das equagoes que o modelam. Os pontos de equilibrio de um sistema dinamico podem
ser estaveis ou instaveis conforme as defini¢coes anteoriormente apresentadas para os
pontos fixos de uma equagao. No sistema exemplificado, zero é um ponto de equilibrio

estavel.

1.5.3 Comportamento caético de um sistema nao linear

Durante muito tempo acreditou-se que a previsibilidade do estado final de um sis-
tema nao era afetada por pequenas mudancgas ou incertezas em relacao ao seu estado
inicial ou presente. A titulo de exemplo, em seus trabalhos sobre astronomia em que

estudou o sistema solar, Laplace afirmou que este era estavel e que os planetas manteriam
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para sempre as suas distancias médias em relacao ao Sol, o que na época era um pro-
blema em aberto para a ciéncia (LAPLACE, 1829; SILVEIRA, 1993). Entretanto, outros
pesquisadores discordavam dessa hipdtese. Vejamos o que menciona Silveira (1993) sobre

o que achava Newton a respeito do sistema solar:

Newton pensava que ele fosse instavel, a ponto de que Deus
devesse intervir para manter a ordem (Verdet, 1991); os cartesianos
discordaram de Newton, argumentando que Ele, infinitamente perfeito,
teria criado o universo sem necessidade de ter que intervir posterior-
mente.(SILVEIRA, 1993, p. 140).

Neste contexto fica evidente que as duas correntes de pensamento, a saber, o
determinismo e o indeterminismo eram corroboradas por importantes cientistas da
época. Contudo, ainda nao tinha sido elaborada uma teoria com os alicerces matematicos
para a correta compreensao do comportamento indeterminado aparentemente observado
na natureza, como por exemplo, no objeto de estudo mencionado, o sistema solar. Além
disso, a ideia de um mundo indeterminado, cadtico, ia de encontro a questoes religiosas,
o que contribuiu para que a concep¢ao determinista fosse mais proeminente.

Posteriormente, com os trabalhos de Henri Poincaré, sobretudo no que se refere ao
famoso problema dos trés corpos, ficou provado que imprecisoes nas medidas ou pe-
quenas variagoes nas condicoes iniciais de um sistema, impossibilitavam qualquer previsao

futura sobre o seu comportamento.

Se conhecéssemos perfeitamente as leis da natureza e a situagao
do universo no instante inicial, estariamos aptos a predizer a situacao do
mesmo universo em um instante subseqiiente. Mas mesmo quando as leis
da natureza nao sao um segredo para nés, podemos conhecer a situagao
inicial apenas aproximadamente. Se tal nos permitisse prever a situagao
subseqiiente com o mesmo grau de aproximagao, isto seria tudo o que
desejariamos e dirfamos que o fenémeno foi previsto, que ele é regido por
leis. Mas nao é sempre assim; pode acontecer que pequenas diferencas
na situagao inicial produzam grandes diferencas nos fendmenos finais;
um erro antecedente pode produzir um erro enorme depois. A predicao
se torna impossivel e temos um fenémeno fortuito (Poincaré, 1990, p307,
apud. SILVEIRA, 1993, p. 146).

A esta alta sensibilidade de um sistema as condigoes iniciais deu-se o nome de caos.
Em um sistema dinamico, o comportamento cadtico esta relacionado a caracteristica

da nao-linearidade. Sua sensibilidade as condigoes iniciais gera instabilidade, o que o
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torna praticamente imprevisivel no longo prazo. Nesse sentido, qualquer imprecisao nas
medidas dos parametros de um sistema, poderia resultar no caos. Segundo proposto
por Werner Karl Heisenberg! (1901 - 1976), ”as precisoes de medidas simultaneas de
variaveis fisicas conjugadas, como posicao e momento, estao vinculadas por uma relagao
de desigualdade que estabelece um limite inferior para o produto das precisoes dessas
medidas.” (MONTEIRO, 2006, p. 19). Este é o conhecido principio da incerteza de
Heisenberg.

Segundo este principio, nao ha como eliminar totalmente a incerteza de uma me-
dida, como caracteriza Monteiro (2006, p. 19): ”Se Az e Ap sdo as precisoes das medidas
da posicao x e do momento p, respectivamente, o principio de Heisenberg expressa-se
pela relacao AxAp > h/4m, sendo h ~ 6,63 x 10731 J, a constante de Planck”. Assim,
por exemplo, nao ha a possibilidade de aumentar-se indefinidamente e simultaneamente
a precisao das medidas da posicao e do momento de um corpo ou particula, pois o au-
mento na precisao de uma das medidas acaba acarretando um erro na outra; portanto,
sempre havera erros associados a posigao (z(tp)) ou ao momento (p(tp)), pelo principio
da incerteza.

Neste caso, se o sistema for cadtico, ou seja, altamente sensivel as condic¢oes iniciais,
fica impossivel fazer-se previsoes conforme o tempo avanca, pois as distor¢oes devido as
medidas imprecisas do estado do sistema comecam a crescer exponencialmente, divergindo

drasticamente do esperado.

IFisico tedrico aleméo, sendo um dos criadores da Mecanica Quantica; recebeu o prémio Nobel de
Fisica de 1932.



2 O MAPA LOGISTICO

Neste capitulo, sera feito um estudo do Mapa Logistico que, dependendo das

condicoes iniciais de seus parametros, pode apresentar o comportamento cadtico.

2.1 Equacao logistica e mapa logistico

A equacao logistica ou modelo de Verhulst foi proposta pelo biologista e matemético
Pierre Francois Verhulst! (1804 - 1849) para descrever a dinamica populacional de espécies
biolégicas. Na equacao logistica, sao consideradas as taxas de natalidade e mortalidade
dos individuos da populacao, além de um fator atenuante de crescimento que é verificado
quando o numero de individuos ultrapassa um determinado limiar em que comeca haver

disputa por recursos naturais, territério, alimento, etc.

Definicao 2.1.1. O mapa logistico € caracterizado por um sistema dinamico que associa

a um numero real X,, o numero real X, 11 por meio da equagao
Xpi1 = aX,(1 - X,). (2.1)

O parametro « representa a taxa de crescimento da populagao (também chamado
potencial bidtico) e X,,, o nimero de individuos em um determinado instante. Note que
X411 € o tamanho da populacao apés um determinado periodo, que pode ser caracterizado
por ciclos de reproducao e depende do nimero de individuos do ciclo anterior e da taxa

de reproducao ou crescimento. A Equacao 2.1 pode ser reescrita como:

Xp = aX, —aX? (2.2)

Matemético belga, Verhulst foi um estudioso da dindmica populacional e propos o modelo logistico,
que também leva o seu nome.
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O termo linear X, representa a tendéncia de crescimento da populacao, enquanto
que o termo nao linear —aX? (quadrdtico neste caso) representa a tendéncia de decres-
cimento. Note que quanto maior o tamanho da populagao, mais relevante é o termo
correspondente ao decrescimento na dinamica populacional. No Mapa Logistico, a po-
pulacao deve ser considerada normalizada, ou seja, é considerada sempre uma porcenta-
gem da populacao total; por exemplo, se X,, = 0,4, significa que X,, corresponde a 40%
da populagdo maxima. Assim, a populagao fica inserida no intervalo [0, 1] e além disso,

resolvendo a equacao 2.2 tem-se:

—Q 1
de:v = = dea: = 3 2.3
—2a 2 ( )
e o valor maximo de X,, 1 é dado por:
a? a
Xotimes = — = — 2.4

A equagao descreve um arco de pardbola no intervalo [0, 1] cuja concavidade estd
voltada para baixo, conforme o grafico da Figura 2.1. Observe no grafico que a funcao
assume valores nao-negativos no intervalo [0, 1], sendo que nos extremos a fungao se anula,
0 que representa a extingao da populacao. Para o = 3,2, o valor méaximo da funcao é
a _ 3.2

1 = = 0,8, como mostrado no gréfico.

Figura 2.1: Gréfico da Equagao 2.1 para a = 3,2. Fonte: O autor.
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2.1.1 Pontos fixos e estabilidade

Para entender o comportamento do modelo logistico é necessario verificar a ex-
siténcia de pontos fixos e sua estabilidade. Para isso, considere X* tal que F'(X*) = X*;
tem-se que X* é um ponto fixo da equagao e, desde que o sistema atinja tal ponto, a sua
orbita permanecera nele para todas as futuras iteragoes. Nos interessa, entretanto, saber
0 que ocorre com o sistema mediante uma entrada muito préxima a X*, deslocada por
uma distancia 6, ou seja, consideremos a érbita X,, = X* 4§, e verificaremos se o ponto

fixo a atrai ou repele. Note-se que:
X* 4+ 0p41 = Xp1 = F(X* 4 0,) = F(X*) + F'(X*)d, + O(82).
Como por hipétese X* é um ponto fixo entdao F(X*) = X* e, pontanto, obtem-se:
On1 = F'(X*)0, + O(62).

Desprezando os termos O(42), resulta que 6,11 = F'(X*)d, e observa-se que:

a) Se |F'(X*)| < 1, conforme n — oo a distancia ¢,, — 0 e portanto, o ponto fixo
¢ linearmente estavel;

b) Se |F'(X*)| > 1, conforme n — oo a distancia ¢,, aumenta e portanto, o ponto
fixo é instavel.

c) Para o caso marginal em que |F’(X*)| = 1, nao hé conclusao a respeito da esta-
bilidade do ponto fixo, devendo ser utilizados os termos desprezados O(d?2), que fornecerao
a estabilidade local do ponto. (STROGATZ, 1994.)

Para o modelo logistico, temos que
FI(X*) = (aX*(1 - X)) = (aX* — a(X*)*) = a — 2aX*". (2.5)

Os pontos fixos do modelo logistico satisfazem F'(X*) = X*. Consequentemente,

devemos ter X* tal que X* = aX*(1 — X*). Dai,

X* = aX* — a(X*)?
= —a(X*)?+aX*—X*=0
= —a(X*)?+ (a—1)X* =0
= —(X*)2+ X =0

—1
a
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= X"=0o0u X" =

=1-—-. (2.6)

Com base na Equacao 2.6, nota-se que a origem, isto é, X* = 0 é sempre um ponto
fixo, independentemente do valor de a. A outra raiz da equacao, ou seja, o outro ponto
fixo, é dada em funcao de a. Note-se que para todo X* > 0, implica que 1 — i >0e,
portanto, a > 1. Verifiquemos a estabilidade dos pontos fixos com base na Equagao 2.5,

que é a funcao derivada do mapa logistico, analizando caso a caso:

i) Para X* = 0, tem-se que F'(X*) = F'(0) = a — 2a0 = . Entao, para a < 1, 0

ponto fixo é estavel e para a > 1 ele é instavel.

ii) Para X* =1 — 1, temos que F/(X*) =a—-2a(l-1)=a—-2a+2=2-q.

Logo, para que o ponto fixo seja estavel, devemos ter |2—a| < 1, ou seja, —1 < (2—a) < 1.
Consequentemente,

—1-2<-a<l1l-2=-3<-a<-1l=1<a<3. (2.7)

Assim, a Equacdo 2.7 nos diz que se a € [1, 3] entdo o ponto fixo dado por X* =
1— é, ¢é estavel. Do contrario, ele ¢ instavel.

Nas figuras a seguir, temos representadas varias érbitas do mapa logistico usando
diferentes taxas de crescimento, por meio de graficos de tempo vs populacao. Como
o modelo que estamos trabalhando é discreto, a representacao esta feita por meio de
graficos de dispersao, sendo cada iteracao representada por pontos no respectivo grafico.
Contudo, sem perda de rigor e usando de uma pequena liberdade, optamos por ligar os
pontos do grafico apenas para que o leitor possa ter uma melhor visualizacao da evolugao
do sistema.

Na Figura 2.2 esta representada uma érbita a partir de um estado inicial Xy = 0,4
e taxa de crecimento o = 0,79. Apds algumas iteragoes observa-se que a érbita aproxima-
se cada vez mais do ponto fixo X* = 0, como era esperado, visto que o < 1, o que nos diz
que o ponto fixo é estavel e a cada iteragao a drbita é atraida para ele. O mesmo ocorre
na Figura 2.3 em que a condicao inicial é a mesma, todavia com um valor de a = 0,995
que é um pouco maior do que o anterior e mais proximo de 1. Novamente o ponto fixo

da origem atrai a orbita, desta vez mais lentamente.



Figura 2.2: Orbita do mapa logistico para Xy =0,4 e a = 0,79. Fonte: O autor.
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Figura 2.3: Orbita do mapa logistico para Xy = 0,4 e a« = 0,995. Fonte: O autor.
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O que essas duas figuras evidenciam, com base nos resultados mostrados anteri-
ormente, é que sempre que a taxa de crecimento « for menor do que 1, o sistema ira
aproximar-se cada vez mais de 0, que é o tinico ponto fixo nestas condigoes e representa a
extincao da populagao. A rapidez com que a populacao é extinta depende do parametro
Q.

Nas duas figuras anteriores mostramos dois casos em que a taxa de reproducao é
menor do que 1, intervalo dentro do qual o ponto fixo da origem é estavel. Aumentando-se
a taxa de reproducao, a partir do ponto em que o > 1, o ponto fixo da origem perde a sua
estabilidade e surge entao outro ponto fixo conforme o resultado da Equacao 2.6. Para
observar o que acontece nesse caso, veja a iteracao do mapa logistico com o mesmo estado
inicial das Figuras 2.2 e 2.3, ou seja, Xy = 0,4, mas desta vez com « = 2, apresentado na

Figura 2.4.

Figura 2.4: Orbita do mapa logistico para Xy = 0,4 e « = 2. Fonte: O autor.
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Note que a orbita nao é mais atraida para a origem, visto que X* = 0 perdeu a
sua estabilidade. Entretanto, apds algumas iteracoes a populacao cresce e estabiliza-se
em X,, = 0,5. Conforme mostrado na Equacao 2.7, desde que 1 < ao < 3, este ponto fixo

é estavel (ou atrator). De fato,
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Usando a Equacao 2.5, obtém-se que
|F'(X*)|=|F'(0,5)]| =12—2%x2x0,5|=10] <1

e, portanto, o ponto fixo é estavel. Vale ressaltar que o ponto fixo nao depende da condi¢ao
inicial do sistema, mas unicamente de seu potencial bidtico, ou seja, do parametro «.
Analisando agora a oOrbita mostrada no grafico da Figura 2.5 nota-se um fato
interessante: apds algumas iteragoes a populagao comeca a oscilar entre dois valores
apresentado periodicidade. O estado incial é o mesmo usado anteriormente e desta vez o
parametro a = 3. Como mostra o grafico, o ponto fixo nao é mais estavel, ocorrendo a
primeira bifurcagao local. Neste caso, a érbita é periddica de periodo 2, ja que a populagao

oscila entre entre dois valores conforme as iteragoes acontecem.

Figura 2.5: Orbita do mapa logistico para Xy = 0,4 e « = 3. Fonte: O autor.
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De fato, vejamos o que ocorre para a = 3:
* 1
X =1-3.

Usando a Equagao 2.5 calculamos F'(X*):
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FX*) = F'(1-4)=3-2x3x(1-1) =—1=|F(X" =1

Aqui, temos um caso marginal |F’(X*)| = 1 em que nao é possivel fazer afirmagoes
sobre a estabilidade local do ponto fixo utilizando o médulo da sua derivada. Para tanto,
deve-se recorrer a outro método. O valor dos dois pontos em que a Orbita oscila pode ser
determinado iterando-se o mapa logistico duas vezes, que representaremos por F?(X,,), e
a partir dai, pode-se determinar a sua estabilidade.

Assim,
F2(X,) = FIF(X,)] = aF(X,)(1 = F(X,,))
= F?(X,) = afaX,(1 — X,)][1 — (aX,(1 — X,,))]
= F*(X,) = a?X,(1 — X,))[1 — (aX,(1 — X,,))]
= I[?(X,) = (*X,, — ?X2)(1 — aX, + aX?)
= F2(X,) = a?X,, — X2+ 3 X3 — o? X2 + 3 X3 — o* X}

= F?(X,) = -’ X} +2° X2 — (o® + o)) X2 + X, (2.8)

Usando o fato que se X* é um ponto fixo, entdo X* = F(X*) = F?(X*), podemos
rescrever a Equacao 2.8 da seguinte maneira:
X* = _a3X*4 + 2043X*3 _ (CK?’ —|—062)X*2 —FO(QX*
= —OéSX*4 +2063X*3 _ (043 +a2)X*2 +a2X* —X*=0
= -’ X"+ 20X — (&® + )X+ (o - 1)X* =0 (2.9)
A Equacgao 2.9 possui quatro raizes, pois é do 4° grau, sendo cada raiz real um
ponto fixo do sistema.

Uma das raizes, que denotaremos por X7 ¢ a solucao trivial, ou seja, X; = 0. Para

calcular as outras raizes, resolvemos o polinomio de terceiro grau em X*:

—a*X* +20°X? — (0® + o)X+ (a* - 1) =0 (2.10)

Dividindo a Equagao 3.17 por o e multiplicando por (—1), resulta

1 1
X —2X*? 4 (1 - —) (— - —) (2.11)
(0] «
1

Usando o resultado da Equacao 2.6, tem-se que (1 — a) é raiz da Equacao 2.11,

pois é ponto fixo do mapa logistico e portanto satisfaz F?(X*) = X* automaticamente
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(STROGATZ, 1994). Para determinar as outras raizes, fatoramos a Equagao 2.11 por

X*— (1= 1)] obtendo a seguinte expressio
= -3

(D)) (o))

e portanto,

RO R e N R

Resolvendo o polindémio do segundo grau em (2.13), tem-se:

G V() ISR CRES

() & e g (e
- 2

a+1+/(a+1)2—4(a+1)
2

a+l+va?+2a+1—4a—14

2a
a+1l++va?2—-2a—3

2¢

a+1+/(a+1)(a—23)
200

(2.12)

(2.13)

Portanto, as raizes da Equacao 2.9, e que correspondem aos pontos fixos do sistema,

Sa0:

Xik _ 0; X; —1_ é; Xék _ o¢+1+\/(20;+1)(a—3). XZ _ a+1—v/(a+1)(a—3)

’ 2

Note que a condigao de existéncia das raizes Xj e Xj é que (a+1)(a—3) >0e

portanto, a < —1 ou a > 3. A primeira condicao, ou seja, o < —1, nao faz sentido para

a descrigdo de uma populacao real, pois a € [0,4] e por este motivo nao serd considerada

(JESUS, 2016.). Neste caso interessa-nos a segunda condi¢do o > 3, caso em que, como

mostrado anteriormente, o ponto fixo (1 — i) perde a sua estabilidade. Note ainda que
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para a € [0, 3] as raizes X e X sdo complexas, o que mostra que nao existem ciclos de
perfodo 2 para o < 3 (STROGATZ, 1994, p. 359).
Entao, analisemos a estabilidade dos pontos fixos X3 e Xj. Para oo = 3,
a+1

* * 2 *

Conforme observado por Strogatz (1994), o resultado da Equacao 2.14 que denota
a igualdade entre os pontos fixos X3, X3 e X mostra que o ciclo de periodo 2 se bifurca
continuamente a partir do ponto fixo se « = 3. A partir dai, deve-se verificar a estabilidade
do ciclo de periodo 2 e analisar para que valor de a ocorre uma nova bifurcacao. Para

isso, usando a regra da cadeia calculemos a derivada de F?(X) nos pontos fixos Xj e X}.

(F*(X)) = (F(F(X)) = F'(F(X))F'(X) (2.15)

Como X3 e X sao pontos fixos do mapa de periodo 2, satisfazem as equagoes
F(X3) = X; e F(X}) = X3. Assim, usando a Equacao 2.15, calculemos a derivada do

ponto fixo X3:

(F*(X3)) = (F(F(X3)) = FI(X])F'(X3) = (o — 20X]) (o — 20.X3)
= a(l —2X})a(l — 2X3)
= a?(1 = 2X;)(1 — 2X3)
=a?(1 —2X} —2X; +4X;X2)
=a?(1—2(X; + X3) + 4X5X3)

o2 [1 s (a+1\/(a+1)(a3) n a+1+\/(a+1)(a3)> 4 (a+1\/(a+1)(a3) y a+1+\/(a+1)(a3)>:|
2a 2a0 %0 %0

= at[1-2 () +4 ()]
=ao?—2a(a+1)+4a+4
=a’ -2 - 2a+4a+4
=—a’+2a+4 (2.16)

O ciclo de perfodo 2 serd estavel se | — a? + 2a + 4| < 1. Dai, tem-se:

|—a?+2a+4<1=-1<-a’+2a+4<1
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= -a’+20+5>0 ¢ —a’+2a+3<0 (2.17)
Resolvendo as inequagoes, obtemos:

—a?+20+5>0=1—-vV6<a<1++6

—a?+2a+3>0=>a<—-loua>3

Como no mapa logistico o é sempre positivo, desconsideramos os intervalos em
que a < 0 e dai, concluimos que o intervalo de estabilidade do ciclo de periodo 2 ocorre
para 3 < a < 1+ V6. Consequentemente, quando oo = 1 + V6 0s pontos fixos perdem a
estabilidade e ocorre nova bifurcagao. O mesmo ocorre para o ponto fixo Xj. Portanto,
a partir desse valor da taxa de crescimento, o mapa logistico passa a apresentar um ciclo
de periodo 4.

O grafico da Figura 2.6 apresenta uma orbita de periodo quatro. Isto significa que
a cada quatro geragoes o ciclo se repete, sempre oscilando entre os quatro valores. O
periodo-4 ocorre quando a érbita de periodo 2 perde a estabilidade e cada um dois valores
se bifurca novamente em outros dois. Este fato acontece para um valor de a no limiar da
estabilidade da orbita de periodo 2, que como foi mostrado anteriormente, corresponde

ao valor 1+ /6.

Figura 2.6: Orbita de periodo 4 obtida iterando o mapa logistico para o = 1+ /6. Fonte:

O autor.
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Até aqui os exemplos apresentados tém tido um comportamento previsivel, esta-
bilizando em um ponto fixo atrator ou oscilando entre valores periddicos. Vejamos agora
dois casos em que isto nao acontece. Nas Figuras 2.7 e 2.8, observa-se dois exemplos
em que o mapa logistico apresenta Orbitas que nao sao peridédicas. Na primeira figura, o

parametro o adotado é de 3,9 e na segunda tem-se o = 4.

Figura 2.7: Orbita do mapa logistico para a = 3,9. Fonte: O autor.
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Nestes dois casos o sistema nao converge para um ponto fixo, tampouco apresenta
orbita periddica. Na verdade, nestes dois exemplos o comportamento do mapa é cadtico,

o que detalharemos no tépico a seguir.
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2.2 O caos no mapa logistico

De acordo com o que ja foi mencionado neste trabalho, a ideia de caos esta associada
a grande sensibillidade de um sistema dinamico as condicoes inciais. Portanto, dadas
duas ou mais condigoes iniciais muito préximas umas das outras, um sistema cadtico
apresentara Orbitas completamente divergentes para cada condicao inicial conforme o
tempo passa, por menor que seja a diferenca entre seus estados inciais.

Para exemplificar, na Figura 2.9 iterou-se o mapa logistico com taxa de crescimento
a = 3,9 e duas condicoes inciais distintas, porém muito proximas. A primeira condicao,
representada pelos pontos e linha na cor azul foi a mesma utilizada para gerar o grafico
da Figura 2.7, ou seja, Xy = 0,4. A segunda orbita foi gerada aplicando-se um erro da
ordem de 107 na condicao inicial, que passou a ser Xop- = 0,399999999, representada
pelos pontos e linha na cor vermelha. Nota-se que, incialmente, as duas oOrbitas sao
praticamente idénticas, nao havendo discrepancias significativas nas respostas do sistema
as duas entradas. Entretanto, conforme o tempo avanca, observa-se que a partir da
28* iteragao as Orbitas comegam a apresentar valores completamente diferentes uma da
outra. Isto mostra que um pequeno erro inicial é suficiente para descrever uma evolucao

totalmente inesperada no futuro, o que caracteriza o comportamento cadtico.

Figura 2.9: Orbitas cadticas no mapa logistico. Fonte: O autor.

n+1
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Uma maneira de observar como o mapa logistico se comporta em fungao dos valores
da taxa de crescimento « é por meio do seu diagrama de bifurcagao, mostrado no grafico
da Figura 2.10. Utilizaremos simplesmente a expressao mapa logistico sempre que nos
referirmos a esta representacao grafica. No eixo vertical vertical tem-se o tamanho da

populacao normalizada e no eixo horizontal, a taxa de crescimento .

Figura 2.10: Diagrama de bifurcacao do Mapa Logistico. Fonte: O autor.

08 -
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Por esta imagem é possivel observar que para 0 < o < 1, o ponto fixo da origem
é atrator, indicando que a populacao se extingue, conforme ja mencionado nas analises
feitas com base nas érbitas mostradas nas Figuras 2.2 e 2.3. Se 1 < a < 3, entao a
populacao estabiliza-se em um tnico valor, pois para este intervalo de «, a origem perde
a sua estabilidade e um outro ponto fixo estavel surge (Ver a Figura 2.4).

Quando « > 3, o mapa comeca a apresentar bifurcacoes locais. A medida que «
aumenta, novas bifurcagoes locais vao surgindo em decorréncia da perda de estabilidade
dos pontos fixos que duplicam-se, surgindo assim orbitas de periodo 4, 8, 16, 32, e assim,
sucessivamente.

Cada nova bifurcacao no mapa acontece mais rapidamente em relacao a anterior

até chegar a um ponto em que o nuimero de bifurcacoes é infinito e portanto, o atrator
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passa a ser um conjunto infinito de pontos. Neste caso, nao ha mais periodicidade e o
sistema entra em caos.

O valor de a em que o caos ocorre ¢ conhecido na literatura como ponto de acu-
mulagao; é indicado por ai, € corresponde a v, = 3,569946... &~ 3,57. Tal valor numérico
¢ determinado experimentalmente utilizando-se métodos computacionais para a sua esti-
mativa (STROGATZ, 1994, p. 355; MAY, 1976, p. 461).

Naturalmente, um questionamento pode surgir sobre o que acontece com o mapa
logistico se aumentarmos ainda mais o valor de «. Intuitivamente, uma das possibilidades
para esta questao é supor que uma vez que o sistema atinja o caos, permaneca cadtico se

o parametro a aumentar. No proximo topico abordaremos esta situacao.

2.3 Janelas peridodicas

Algo muito interessante e contraintuitivo acontece no mapa logistico para a >
(. Para alguns valores especificos de a ocorrem ciclos peridédicos, também chamados
de janelas periodicas que surgem em meio ao comportamento cadtico do sistema. Se
aproximarmos a imagem do diagrama de bifurca¢do (como em um zoom) serd possivel
notar a existéncia de regioes esbranquigadas e vazias, correspondendo a ciclos de periodo

3, 5 e etc. (Ver a Figura 2.11.)

Figura 2.11: Janelas periddicas no mapa logistico. Fonte: O autor.
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Ja que janelas periddicas aparecem no mapa para valores maiores do que a,,, cOmo
entao saber se uma Orbita aparentemente aperiddica é cadtica ou nao? No proximo tépico
abordaremos este problema com a aplicagao dos expoentes de Lyapunov, que correspon-

dem a um indicador do caos.

2.4 Expoente de Lyapunov

Conforme observado, o mapa logistico pode apresentar 6rbitas periddicas e aperiddicas
de acordo com o valor dos parametros. Para que seja possivel afirmar que uma dada érbita
aperiddica é cadtica, é necessario que o sistema apresente alta sensibilidade as condigoes
inciais, como ja mencionado anteriormente. Deve haver, todavia, uma maneira de medir-
se 0 quanto o sistema ¢é sensivel as condicoes inciais e por meio desta afirmar se ele tem
comportamento cadtico ou nao. Isto pode ser feito utilizando-se a técnica de linearizagao
(Ver Strogatz, 1994.) ou entao por meio dos expoentes de Lyapunov, que definiremos

a seguir.

Definicao 2.4.1. Considere uma condi¢ao inicial Xy e um ponto Xg + dg na vizinhanca
de Xq, tal que Oy seja tdo pequeno quanto se queira. Seja o, a separacao apos n iteracoes.

Tomando |6,| = |do|e™, entdo \ € o expoente de Lyapunov.

Observacao 2.4.1. O sinal do expoente de Lyapunov, indica se o sistema se comporta
de forma cadtica ou nao. Se A > 0 o sistema € cactico. Se A < 0 o sistema € periodico e

se A =0 o sistema € dito quase periodico.

On
16, = |ole™ = ™ = | =
9o
Usando propriedades de logaritmos, obtem-se:
0. 1 0.
Ine™=In|"|=n\=In|"|= A~ —In|-="
ne n 5 n n 5 " n 50‘

Perceba que pela Defini¢ao 2.4.1, 6, = f™(Xo+do)— f"(Xo) e, portanto, o expoente

de Lyapunov é dado por

(X0 +do) — f"(Xo)

1
A~ —1
n %

n

(2.18)
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Como por hipdtese dp pode ser infinitamente pequeno, fazemos 6y — 0 e dai, a

Equacao 2.18 torna-se
1 . fM(Xo+ o) — f(Xo) 1

A~ —In|l =\~ —1 "Y(X 2.19
~in | lim ; Sl (219)

Conforme Strogatz (1994), o logaritmando da Equagao 2.19 pode ser expandido

utilizando-se a regra da cadeia para derivadas, resultando na seguinte notacao:
n—1

(2.20)

(f'(Xo) =[] F(x)

1=0

Substituindo a Equacgao 2.20 na Equacao 2.19 e usando as propriedades de loga-
(2.21)

n—1

[1r 0

ritmos, temos:

n—1

1 1
A~ —1 = A~ — Inl|f (X,
n 22l )

n 5
=0
Se existir o limite da Equacao 2.21 quando n — o0, entao este limite sera o

expoente de Lyapunov da érbita gerada a partir da condicao incial X, ou seja:
(2.22)

{%mem}

A = lim
O expectro do expoente de Lyapunov esta representado na Figura 2.12 para valores

n—oo

de o entre 3 e 4. Se a < 3 o sinal do expoente é sempre negativo, pois a drbita é

convergente para o ponto fixo atrator.
Figura 2.12: Expectro do expoente de Lyapunov para o mapa logistico. Fonte: O autor
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Na Figura 2.13, temos na parte superior o expectro do expoente de Lyapunov e
na parte inferior o diagrama de bifurcacao do mapa logistico onde é possivel observar
que sempre que o expoente de Lyapunov for positivo, o mapa é cadtico e na direcao das
janelas periddicas, o expoente de Lyapunov é negativo. Como mostrado na figura, o sinal
do expoente de Lyapunov permanece negativo enquanto o mapa logistico for periédico.
A partir de @ > a, que corresponde a o, & 3,57 o sinal fica positivo, indicando o
inicio do caos. Conforme o valor de @ aumenta, observa-se a ocoréncia de algumas quedas
bruscas no valor de A, que pasa a ser momentaneamente negativo, correspondendo as

janelas periddicas que aparecem em meio ao caos.

Figura 2.13: Espectro do expoente de Lyapunov sobreposto ao diagrama de bifurcacao

do mapa logistico. Fonte: O autor.
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Nestas simulagoes do expoente de Lyapunov temos no grafico um pouco do compor-
tamento trasiente, o que pode ser "filtrado” aumentando-se consideravelmente o nimero
de iteracoes para cada valor de «, por exmeplo, 10.000 ou 100.000 iteragoes. Este melho-
ramento do algoritmo exige contudo um aumento significativo no esforco computacional,

0 que aumenta em muito o tempo para a geragao do expectro.

2.4.1 Calculo do expoente de Lyapunov

O calculo do expoente de Lyapunov para a maioria dos sistemas dinamicos, nem
sempre ¢é possivel analiticamente, sendo muito comum recorrer-se a métodos numéricos e
recursos computacionais para a sua estimacao. Para isso podem ser desenvolvidos algorit-
mos em liguagens de programacao como C, C++4, Python, e etc. Dentre os softwares mais
difundidos para este tipo de aplicacao estao o MATLAB e o Octave. Para exemplificar, a
seguir estimamos o expoente de Lyapunov referente a trés 6rbitas do mapa logistico, duas
ja apresentadas anteiormente nas figuras 2.5 e 2.7 e outra mostrada na Figura 2.15 que
corresponde a uma janela periddica em que a = 3.82999 . Foi utilizado o software Octave
para a estimacao do expoente de Lyapunov destes exemplos e na Figura 2.14 tem-se o

algoritmo desenvolvido.

Figura 2.14: Algoritmo para a estimacao do expoente de Lyapunov do mapa logistico.

Fonte: O autor.

1 clear all

2 clc

3. X{(l) = imput | )
4. r© = input | )
2 n = input | Vo
& [-]for i=l:in

T Xii+l)y=r*xX(1i)*(1-X(1))

8 dX (l)=r-2*r*X (1) :

] dX (i41l)=r-2*r*X (i+l)

10 1(l)=1logiabs (dX(1))):

11 lii+l)=logiabs(dX{i+l))})

12 z=sum(l) * {1/n)

13 Lend |

Exemplo 2.4.1. Estimar o expoente de Lyapunov da orbita apresentada no grdfico da

Figura 2.5.

A populagao inicial é Xg = 0,4 e o parametro a = 3. Portanto, para essa orbita o



40

mapa fica da forma X, ;; = 3X,,(1 — X,,). Escolhemos n = 10000, o que significa que o
algoritmo ira fazer 10000 iteragoes, o que exigira um considerdvel esforco computacional,
visto que a complexidade do algoritmo é exponencial.

Ap6s o programa rodar, o valor estimado do expoente de Lyapunov da érbita é
A = —0,0010050, o que mostra que, como ja esperado, o comportamento nao é cadtico

haja vista que A < 0.

Exemplo 2.4.2. Estimar o expoente de Lyapunov da orbita apresentada no grdfico da

Figura 2.7.

Para este exemplo, mantém-se o valor do estado incial do exemplo anterior, ou seja,
Xo=0,4ea=39. Assim, a equacao resulta em X, ;1 = 3,9X,(1 — X,,). Novamente
escolhemos n = 10000 e rodamos o programa. O expoente de Lyapunov estimado é

A =0,50121. Como neste caso A > 0, o comportamento é cadtico.

Exemplo 2.4.3. Estimar o expoente de Lyapunov do mapa logistico para a condi¢ao incial

Xo=0,4 e taxa de crescimento o = 3,82999.

Nesta situagao o sistema é dado por X, 11 = 3,82999.X,,(1 — X,,) e sua 6rbita estd
representada no grafico da Figura 2.15. Analisando o grafico, percebe-se que apés algumas
iteragoes o mapa torna-se ciclico de priodo 3. Portanto, conjecturamos que para este valor
de a o sistema deve estar evoluindo em uma janela periddica, ja que a > .

Apos executar o algoritmo, obtivemos a estimacao do expoente de Lyapunov da
orbita que é igual a -0,36417. Consequentemente, conclui-se que o comportamento nao é

caotico, pois A < 0 e, portanto, este valor corresponde a uma janela periédica.
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Figura 2.15: Janela periédica quando a = 3,82999. Fonte: O autor.
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Com o exposto até aqui, pode-se perceber que sistemas relativamente simples, como
é o caso do Mapa Logistico, podem apresentar comportamentos complexos. As aplicacoes
do mapa logistico sao intimeras e vao desde o estudo de dinamica populacional, circuitos
elétricos e microeletronica, mecanica, economia e muitas outras.

No préximo capitulo, serd estudado o sistema de Lorenz que, diferentemente do
mapa logistico, trata-se de um sistema dinamico de tempo continuo composto por trés
equacoes diferenciais e que possui propriedades interessantes e também pode evoluir para

O caos.



3 O SISTEMA DE LORENZ

"Pode o bater das asas de uma borboleta causar um tornado no Texas?”. Esta é
uma famosa frase que esta listada entre os acontecimentos que deram origem a conhecida
expressao efeito borboleta, que tem tudo a ver com a teoria do caos e com o conteido
deste capitulo.

Em 1963 um meteorologista do MIT! publicou um artigo sobre hidrodinamica
intitulado Fluzo Deterministico Nao-periodico em um jornal chamado Jounal of the At-
mospheric Sciences, um periédico dos Estados Unidos; seu nome era Edward N. Lorenz
(1917 - 2008), um matematico e meteorologista norte-americano. O objeto de estudo do
trabalho de Lorenz era um sistema de equagoes diferenciais que poderia ser utilizado como
um modelo ideal, isto é, simplificado, para estudos envolvendo fluxos for¢ados de camadas
de convecgao atmosféricas (STROGATZ, 1994, p. 301, LORENZ, 1962, p. 130).

Lorenz observou que para certos valores dos parametros o sistema era altamente
sensivel as condigoes inicias, de maneira que uma diferenca minima em duas condigoes
inciais resultavam em trajetorias totalmente divergentes, o que sugeriu que o clima é
caotico e consequentemente, nao é possivel fazer-se previsoes com exatidao a longo prazo.
Neste contexto surgiu a expressao efeito borboleta, ou seja, ela remete a ideia de que até
mesmo a interferéncia das asas de uma borboleta no ar, por mais insignificante que possa
parecer, poderia desencadear um ciclone ou um tornado do outro lado do mundo, por
exemplo.

O sistema posteriormente ficou conhecido como Sistema de Lorenz e possui
grande aplicabilidade e relevancia dentro da teoria de sistemas dinamicos, nao limitando-
se apenas a estudos atmosféricos, mas a outras aplicacoes também, como por exemplo
em engenharia, telecomunicagoes, economia, biologia, e muitas outras, especialmente nos

estudos mais recentes sobre a Teoria do Caos como veremos nos topicos a seguir.

'Massachusetts Institute of Technology.
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3.1 Sistema de Lorenz

Definigao 3.1.1. O Sistema de Lorenz (ou equagoes de Lorenz) € um sistema de equagdes
diferenciais dado por

=0y —x)

Y=1rr—y—TZ

z=uxy—bz
em que o, r,b sao numeros reais positivos chamados de parametros, sendo ¢ o ntimero
de Prandtl e r é o nimero de Rayleigh. O parametro b nao possui um nome especifico e

¢ dado de acordo com certas caracteristicas do problema em cada caso.

As equagoes de Lorenz formam um sistema nao linear, pois apresentam duas nao-
linearidades: zy e xz. Vejamos a seguir algumas propriedades e caracteristicas importan-

tes deste sistema.

3.2 Propriedades do sistema de Lorenz

O sistema de Lorenz possui certas propriedades que resultam em resultados im-
portantes sobre o comportamento do sistema. A seguir serao destacadas duas dessas
propriedades, a saber: a simetria das solugoes em x e y e a contracao dos volumes no

especo de estados.

3.2.1 i. Simetria das solugoes em (z,y) — (—x, —y).

Esta propriedade nos diz que se o sistema possui uma solucao (z(t),y(t), z(t)),
entdo (—x(t), —y(t),2(t)) também é uma solugdo. Note que, substituindo = e y nas
equacoes diferenciais do sistema por —z e —y, obtém-se:

—t=o0(-y—(-2))=0(—y)=—-0o(y—2z)=>i=0(y— )

—g=r(—x)—(—y)—(—2)z=—re+y+az=—(re—y—xz) =y =re—y—az

Z=(—z)(—y) — bz = xy — bz.

Como pode-se perceber, & inverte o seu sinal assim como o(y — x); ¥ também tem
o seu sinal invertido da mesma forma que (rx —y — xz) e, além disso, Z nao altera o seu

sinal. Consequentemente, para toda solugao (z(t), y(t), z(t)) haverd outra simétrica dada

por (—x(t), —y(t), 2(1)).
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3.2.2 ii. Contragao do volume no espacgo de estados

Antes de explanar o significado da pripriedade (ii) vamos definir alguns conceitos
importantes para a sua compreensao.

Os sistemas dinamicos podem ser conservativos, dissipativos ou expansivos
dependendo de como a energia do sistema evolui, ou seja, se ela é conservada, dissipada,
ou ainda absorvida pelo sistema. Uma maneira de saber se um sistema é dissipativo ou
conservativo, € pelo calculo do divergente de um campo vetorial caracteristico do sistema.
Por nao ser o objetivo deste trabalho, nao sera feito aqui um estudo aprofundado sobre
elementos da teoria de espacos e campos vetoriais. Tais conceitos podem ser encontrados
em Hoffman (1971), Boldrini et. al. (1980), Stewart (2007), Leithold (1994) e Guidorizzi
(2013). No apéndice A estao definidos o operador diferencial ?, o divergente de um campo
vetorial além do teorema da divergéncia, que serd usado para mostrar a propriedade da
contragao do volume do sistema de Lorenz.

Feitas estas consideracoes, pode-se retornar ao enunciado da propriedade para
compreendé-la. Esta nos diz que dado um volume definido no espaco de estados, este se
contrai, a medida que o sistema evolui no tempo, o que significa que o sistema de Lorenz
é dissipativo.

Para mostrar que isto acontece, considere uma superficie fechada S(t) cujo volume
¢ V(t) tomada arbitrariamente no espaco de estados. Considere também que os pontos
de S sao condigoes iniciais para trajetorias do sistema. Fazendo o sistema evoluir por um
instante infinitesimal de tempo dt, a superficie S(t) evolui para S(t + dt). Aqui faz-se
necessario calcular o volume desta nova superficie, i.e., V(¢ + dt).

Entao, seja 7 anormal & superficie S e 7 a velocidade instantanea dos pontos de
S, tem-se que o produto escalar ? T corresponde a componente normal da velocidade.
Portanto, no tempo dt uma area infinitesimal dA gera um volume infinitesimal dado por

(7 . ﬁdt) dA. Logo, o volume total decorrido o tempo dt é igual a
V(t+dt) =V (t)+ (somatério de todos os volumes infinitesimais na superficie dA).

Assim, reescrevendo V(¢ + dt) na forma de integral de superficie, tem-se:
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V(t+dt) = // ndt

Vit+dt)-V(t) = / / —>dt dA
V(t+dt) - V() _ //7%%

dt

V(t+dt)—V(t)
dt
teorema da divergéncia, resulta que

Notando que =V, tem-se que V = // 7 - THdA e, usando o
s

/// Y. Fav. (3.1)

Para o sistema de Lorenz, ? =(o(y—x), rx—y—xz, xy—>bz)e portanto, o

divergente é dado por

?-7:%[o(y—x)]—ir%[m—y—xz]vL%

~V-f=-0-1-0b (3.3)

Como os parametros o,7,b > 0, segue da Equagao 3.3, que ? . ? < 0 e conse-

[zy — bz] (3.2)

quentemente, pela Defini¢ao 4.3.3 (Ver o Apéndice 4) o sistema de Lorenz é dissipativo.

Como a divergéncia do campo é constante, entao a Equagao 3.1 resulta em

Vo= ///V?-%zv
///(—0—1—b)dv
- 0—1—5///dv

= (—o—1-0)V

Separando as varidveis e resolvendo a equagao diferencial V' = (—o — 1 — b)V,

obtém-se:
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dv
e
o (—o b))V
d
= VV = (-0 —1-="b)dt. (3.4)

Integrando ambos os membros da Equacao 3.4, resulta que

LN (R——
=WV = (—o—1-bt+k keR

- V(t) _ 6(—cr—l—b)t-l—k
= V(t) = el7o 170t ok
- V(t) _ 67(a+1+b)t i ek

Para t = 0, V(0) = e*. Portanto, a soluciao é
V(t) = V(0)e (@HH0L (3.5)

A Equacao 3.5 mostra que o volume no espaco de estados converge exponencial-
mente para zero no sistema de Lorenz a medida que o tempo avanca. De fato, analisando

o limite do fator exponencial quando t — 400 , resulta que

lim e~(o+H0t — ¢ (3.6)

t——+o0

e consequentemente, V (¢) — 0 quando t — +00.

A propriedade da contracao do volume do sistema de Lorenz é comparada por
Strogatz (1994, p. 313) com o que ocorre com um balao inflado do qual o ar é sugado
de seu interior: imaginando que o volume V'(0), correspondente as condigoes inciais do
sistema, seja tal balao cheio de ar, & medida que o tempo passa e o ar é expelido do balao,
o seu volume diminui.

O mesmo acontece com qualquer volume que represente uma condicao incial para
o sistema de Lorenz: todas as trajetorias convergem para um conjunto limitante cujo

volume é zero. Tais conjuntos podem consistir de pontos fixos, ciclos limites ou um
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atrator estranho (STROGATZ, 1994).
Na proxima secao serao abordadas algumas consideragoes sobre pontos fixos no

sistema de Lorenz.

3.3 Pontos fixos do sistema de Lorenz

Para determinar pontos fixos no sistema de Lorenz vamos lembrar, dos capitulos
anteriores, que um ponto fixo representa um estado em que o sistema nao varia desde que
o atinja e, consequentemente, como nao ha variagao alguma, as derivadas no ponto fixo
devem ser iguais a zero, ja que um dos significados fisicos da derivada é a taxa de variagao
de uma grandeza no tempo.

Com base nesta ideia, vamos resolver o sistema igualando as diferenciais a zero:

T = 0=0(y—a)=0; (1)
y = 0=>rr—y—axz=0; (2)
2 = 0=ay—bz=0. (3)

Notemos que a origem (z,y,z) = (0,0,0) é uma solucao trivial de (1), (2) e (3)
quaisquer que sejam os valores dos parametros o, b e r. Consequentemente, a origem ¢é
sempre um ponto fixo do sistema de Lorenz. Vejamos entao a existéncia de outros pontos
fixos situados fora da origem.

De (1), resulta que

oly—z)=0=y=ux. (3.7)

Substituindo (3.7) em (2), temos:
re—y—xz=0=>rcr—r—rz=0=>zz=rr—x=(r—lx=z=r—1. (3.8)
Fazendo a substuigao de (3.7) e (3.8) em (3), tem-se que

vy —bz=0=2"-b(r—1)=0=x=2b(r—1), r>1 (3.9)
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De maneira andloga e fazendo as mesmas substituigoes em (3), segue que
y==+b(r—1), r>1 (3.10)

Assim, os pontos fixos (z*,y*, 2*) do sistema de Lorenz correspondem a origem
(0,0,0) para quaisquer valor dos parametros e, se r > 1, surgem outros dois pontos fixos:
(v/b(r —1),4/b(r —1),7 — 1) e (—y/b(r — 1), —/b(r — 1),r — 1), chamados por Lorenz
de CT e C~ (STROGATZ, 1994, p. 314), notagao que utilizaremos neste trabalho.

No capitulo anterior, foi feito um estudo sobre a estabilidade dos pontos fixos
do mapa logistico para diferentes valores da taxa de crescimento «. Analogamente, é
necessaria uma analise sobre a estabilidade dos pontos fixos do sistema de Lorenz, com
o objetivo de entender o comportamento das trajetérias de acordo com os valores dos

parametros o, b e r. Isto serd feito no tépico a seguir.

3.4 Estabilidade dos pontos fixos do sistema de Lo-
renz

A estabilidade em torno de um ponto de um sistema dinamico pode ser estudada
utilizando-se diversas técnicas. Dentre estas, para o sistema que esta sendo discutido
neste capitulo, o estudo serd feito a partir da linearizagao do sistema e com o auxilio de
uma funcao de Lyapunov.

A linearizacao fornece a estabilidade local do ponto, pois apresenta boas apro-
ximagoes para valores muito préximos do ponto em questao, baseando-se na inclinacao da
reta tangente a curva no ponto dado. Por outro lado, uma funcao de Lyapunov mostra a
estabilidade global do ponto, sendo uma abordagem mais abrangente.

Para melhor compreensao do que sera desenvolvido a seguir sugerimos que o leitor
revise alguns conhecimentos prévios de algebra linear, sobretudo aqueles realacionados as
propriedades de matrizes e determinantes, bem como de sistemas lineares. Além disso, é
necessaria uma revisao dos sistemas de equacoes diferenciais lineares, em que aplicam-se os
conceitos de autovalores e autovetores, estudados na teoria de matrizes e espacos vetoriais.
Como estes sao temas extensos e nao fazem parte do objetivo desta dissertagao, deixamos

algumas referéncias onde todos esses topicos podem ser revisados. Tais referéncias estao
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em Hoffman (1971), Boldrini et. al. (1980) e Boyce e Diprima (1999).

3.4.1 Estabilidade da origem

Para estudar a estabilidade dos pontos fixos do sistema de Lorenz, é necessario
analisar caso a caso. Primeiramente, sera estudando o ponto fixo da origem, ou seja,
(z*,y*,2*) = (0,0,0) e depois os outros pontos. Para linearizar a origem, deve-se descon-

siderar os termos nao lineares do sistema de Lorenz, resultando no sistema reduzido

i = o(y—ux)

o= re—y
z = —bz
Note que % s6 depende de z e a sua solugao ¢ 2(t) = z(0)e™™, o que mostra

que a direcao z tende exponencialmente para 0 conforme ¢t aumenta. Vejamos entao o
comportamento do sistema em relagao as dierecoes = e y. Para isso, devemos analisar o

sistema resultante:

r = —ox+oy

Yy = rr—y.

Reescrevendo-o na forma matricial obtemos

O trago da matriz A dos coeficientes do sistema é T(A) = —0 — 1 = —(c + 1) e,
portanto, T'(A) < 0. Além disso, o seu determinannte é detA = o —ro = o(1 —r). Para
r > 1 tem-se detA < 0 e portanto, a origem é um ponto de sela. De fato, calculemos os
autovalores da matriz A dos coeficientes. Pela Defini¢ao 4.5.2 (Ver o Apéndice 4), o seu
polindmio caracteristico é dado por

—0— A o

P(\) =det(A—N) = det (3.11)
r —1-A



20

=P\ = (mo—=N(-1=X)—r0o
= o4+ oA+ AN+ N =710

= N+ (e+DA+(1-7)o

Para determinar os autovalores, devemos calcular as raizes de P(\) (Ver a Ob-

servacao 4.5.1 no Apéndice 4.). Assim, devemos resolver a equagao
M4 (@e+DA+(1-r)o=0 (3.12)

que nos da

—(o+ 1)+ /(e +1)2—4o(1—71)

2
—(c+1)+ Vo2 +20+1—40+4dor
2
—(c+1) £ Vo2 —20+1+4or
2

—(o+ 1)+ /(60 —1)2+ 4or
5 .

Note que (o — 1)2 + 4or > 0, o que implica que A\; # Xy e A\j, Ao € R. Para analisar o

sinal dos autovalores retomemos a Equacao 3.12:

—(oc+1)++/(c+1)2—40(1—r)

P
2
_ —(0+1)i\/(0+1)2—40(1—r)
2 2
—(oc+1) (c+1)2 4do(1-—r)
- Ti\/ B

4
- L (Y
()

Como para r > 1 o determinante da matriz A é negativo, a expressao dentro da

raiz é maior do que 0. Além disso, nestas condicoes

DY aa >

T(A)
T‘ (3.13)
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e, consequentemente, \; e Ay tém sinais contrarios, sendo um deles positivo e o outro
negativo. Assim, a cada um desses dois autovalores, correspondem dois autovetores line-
armente independentes que definem duas diregoes no espago de estados em que o sistema
de Lorenz evolui sobre duas retas, cuja direcao é dada pelos autovetores mencionados.

Ao autovalor positivo, corresponde um comportamento em que o sistema de afasta
da origem na direcao da reta associada ao autovetor correspondente e ao autovalor ne-
gativo, ocorre o contrario, ou seja, o sistema se aproxima da origem seguindo a dire¢ao
dada pela reta direcionada pelo outro autovetor. Portanto, temos duas direcoes: uma
repelindo o sistema para fora da origem e outra atraindo-o para ela. Este comportamento
caracteriza a origem como um ponto de sela.

Vejamos agora o que acontece caso tenhamos r < 1. Neste caso detA > 0 e a

()7 e

pode ser positiva, negativa, ou igual a zero. Assim, podemos ter dois autovalores reais

expressao

e diferentes, porém com o mesmo sinal do traco da matriz A, um par conjugado de
autovalores complexos ou ainda dois autovalores reais e iguais.

Como ja visto anteriormente, T'(A) < 0. Consequentemente, os autovalores serao
reais e negativos, o que indica que ambas as retas dadas pelas direcoes dos autovetores
associados a cada autovalor sdo trajetorias atraidas pela origem. Assim, qualquer tra-
jetoria no espaco de estados é atraida também, o que mostra que a origem neste caso
é um ponto classificado como sumidouro. De acordo com o que foi visto na analise da
Equagao 3.12, para o sistema de Lorenz a expressao dentro do radical da Equagao 3.13 é
sempre positiva, o que nos leva a concluir que a origem é um no estdvel para r < 1.

Notemos que até aqui a prova da estabilidade da origem serve apenas para condi¢oes
inciciais muito préximas dela. Esta é uma limitacao do método de linearizacao utilizado,
pois se a condicao inicial estiver muito afastada do ponto critico, nao se pode aproximar o
sistema por outro que seja linear, justamente pelo fato de que as trajetorias podem estar
muito distantes da do ponto critico e, devido ao comportamento nao linear do sistema,
sabe-se que as ferramentas para sistemas lineares nao se aplicam.

Para verificar o que ocorre se a condicao incial estiver distante da origem, deve-se
estudar a estabilidade global do ponto critico, o que pode ser feito utilizando uma func¢ao

de Lyapunov.
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3.4.2 Funcgao de Lyapunov

O estudo da teoria da estabilidade dos sistemas dinamicos teve grandes contri-
bui¢oes do matemético russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857 - 1918), sendo seus
resultados aplicados atualmente em muitos campos do conhecimento, como por exem-
plo na engenharia de controle, na robdtica e também na analise de sistemas dinamicos
caoticos.

No capitulo anterior, aplicamos os expoentes de Lyapunov para identificar quando
uma 6rbita do mapa logistico é cadtica ou nao. Agora o que faremos é utilizar uma funcao

de Lyapunov para verificar a estabilidade global da origem no sistema de Lorenz.

Definigao 3.4.1. Seja x* um ponto de equilibrio e V(x) uma fun¢do com as sequintes
propriedades:

(a) V(x) e todas as suas derivadas parcias sao definidas e continuas, ou seja, V é

de classe C1;
(b) V(z*)=0;
(c) V(z) >0, para todo x # x*;
(d) V <0, para todo x # z*.
Se a funcao V existir, ela serda chamada fung¢ao de Lyapunov e o ponto de equilibrio

x* serd globalmente estavel.

Como destaca Strogatz (1994, p. 201), ndo existe uma maneira sistematica para
encontrar-se uma funcgao de Lyapunov, o que pode ser feito por tentativas. Para o estudo
da estabilidade da origem no sistema de Lorenz usaremos a funcao de Lyapunov sugerida

pelo autor que descreve o elipsoide

1
Viz,y,z) = ;a:z + 9%+ 22 (3.14)

Calculemos a derivada V de V (z,y, z) como segue:

. 1
V = —2zz+2yy+ 222
o

1
= 2 (—:m' +yy + zz)
o
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Substituindo &, ¥ e 2 de acordo com o sistema de Lorenz, temos
1. 1
§V = —zo(ly—x)+ylre —y —xz) + z(zy — bz)
o
= xy—x2+r:py—y2—myz—l—xyz—b22
= xy—a® +ray —y? — b2?

= (r+Day —2® —y* — b2*.
Fazendo o completamento de quadrados nos dois primeiros termos, resulta:

1. 1\’ 1\°
§V = (r+1):cy—x2—y2—622+(r—5 > y2—<r—; ) y?

1 2
_y2+(i> y2_bz2
r+1 2
— 1=
()
1_<r+1)2
2

Se (x,y,2) = (0,0,0), entdo V = 0 o que ja era esperado, pois como sabemos, a

1\ 2
—2? + (r+ Day — <%) y?

1\ 2
= — x2—(r+1)xy+(i> y?

2 2
iy
2 y o=

Y — b2

origem é um ponto fixo do sistema. Note que para r < 1 e (x,y,z) # (0,0,0), temos
[1 — (%1)2] > 0 e consequentemente, V < 0, pois V é uma subtracio de quadrados e,
além disso, por definicao do sistema de Lorenz, b é um ntmero real positivo.

Para mostrar a estabilidade global da origem, devemos provar que a igualdade s6
acontece na origem e que fora dela V' é estritamente negativo.

De fato, supondo que V =0, temos que cada termo desaparece separadamente, o
que implica que ¥y = 0 e z = 0 pelos segundo e terceiro termos de V', pois, por hipGtese,
tanto o coeficiente de y? quanto de 22 sao positivos. Além disso, analisando o primeiro

termo devemos ter

1 2
—{x—(rg )y] =0=—2"=0=1=0. (3.15)

Portanto, V = 0 = (z, y, z) = (0,0,0). Caso contrario, V é estritamente negativo,
0 que prova que a origem é globalmente estavel para r < 1, pela Definicao 3.4.1. Isto

significa que nestas condig¢oes qualquer trajetoria converge para a origem independente-
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mente da condicao incial do sistema. Consequentemente, nao hé ciclos limites e nem

comportamento cadtico, para valores de r < 1.

3.4.3 Estabilidade dos pontos fixos CT e C~

Neste subtopico, iremos estudar para que valores de r, onde r > 1, os pontos fixos
C* e C~ perdem a sua estabilidade, tornando-se instdveis e originando nova bifurcacao.
Vimos anteriormente que para r > 1 surgem outros dois pontos fixos no sistema
de Lorenz além da origem, sendo estes: CF = (1/b(r —1),/b(r —1),r — 1) e C~ =
(—y/b(r — 1), —/b(r —1),r — 1). Assim, em 7 = 1, tem-se a primeira bifurcagao do

sistema, que passa a apresentar trés pontos fixos; além disso, para este valor de r a
origem perde a sua estabilidade.

Pode-se aqui fazer um paralelo lembrando do que ocorre com o mapa logistico
estudado no capitulo anterior em que, para valores especificos da taxa de crescimento «,
ocorriam bifurcagoes em que os pontos fixos duplicavam-se. Um comportamento parecido
acontece com o sistema de Lorenz, a medida que o parametro r vai sendo modificado.

A matriz jacobiana J do sistema de Lorenz é

or Oz O .
D 8_y EP o o 0
= 9% 9% 9| =|,_, 1 —
J or Ody 0z r < 1 €
02 0%z 02
dxr Oy Oz Y r —b

e o seu polinomio caracteristico é dado pelo calculo do determinante

—0— A o 0
P\) =det(J—MN)=det | r—z —1-2\ —x
Y x —b—A

PO) = (=0 = (L= A)(=b= ) = oy = [~2*(=0 = ) + o{r = 2)(~b = )

=N —(o+b+ DN =b+o(l+b—r+2)+ 2\ —ofzy +2° +b(1 —r+2)] (3.16)

Para encontrar os autovalores aplicamos os pontos fixos C* e C'~ na Equacao 3.16

e resolvemos P(\) = 0, o que resulta
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N —(c+b+ 1)\ - lb+a(1+b—r+(r—1))+( b(r—l))Q]A—

- \/b(r—l)\/b(r—l)—i—( b(r—l))2+b(1—r+(r—1))} ~0

XN e+ b+ DN —b+o(l+b—r+r—1)+b(r—1)]\—20b(r —1

)
= XN —(c+b+ DN —[b+ob+br—bX—20b(r—1) = 0

= N —(c+b+ 1A —[ob+br] X —20b(r — 1)

)

(
(
(
= -\ — (0 +b+1)A? — (0 +7r)bXA — 20b(r — 1
o que é equivalente a

N4 (0 4+ b+ 1A+ (0 +7)bA + 20b(r — 1) =0 (3.17)

Ao resolver a Equagao 3.17, Lorenz observou (LORENZ, 1963, p. 136) que para
r > 1, o polindmio possui uma raiz real negativa e duas raizes complexas conjugadas,
sendo imagindrios puros se o produto dos coeficientes de A% e \ forem iguais ao termo

independente, isto é, se

(c4+b+1)(c+7r)b=20b(r—1). (3.18)

Isolando o parametro r, temos

r = ‘z(;j—bbjf)) (3.19)

que corresponde ao valor critico de r para o qual o sistema perde total,mente a estabi-
lidade, tornando-se cadtico. Na proxima secao faremos algumas simulagoes atribuindo
valores numéricos aos parametros o e b e utilizaremos a Equacao 3.19 para calcular o

valor critico de r.

3.5 Simulacoes das trajetorias no Octave

A seguir temos algumas simulacoes do sistema de Lorenz feitas com um algoritmo
no software Octave em que é possivel observar como as trajetorias comportam-se de acordo

com os parametros do sistema, no decorrer do tempo. Os valores de ¢ e b escolhidos para
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estas simulagoes sao os valores classicos que Lorenz utilizou em seu trabalho e que tém sido
utilizados em tabalhos posteriores (LORENZ, 1963; STROGATZ, 1994; THOMPSON, J.
M. T. STEWART, H. B., 2002), ou seja, 0 = 10 e b = 8/3. Usando a Equagao 3.19

calculamos o valor critico de r, que correponde a:

o(oc+b+3) 10010+ 5 +3)
(c—b—1)  (10—%-1)

~ 24, 74, (3.20)

Em nossos testes o parametro r sera modificado em cada simulagao, pois é ele
que determina a estabilidade dos pontos fixos e o surgimento de bifurcagoes até que o
sistema atinja o caos. Na Figura 3.1 abaixo temos o algoritmo desenvolvido para fazer as

simulacoes que se seguem.

Figura 3.1: Algoritmo desenvolvido no Octave para simular o sistema de Lorenz.

E
r
b f3:

dy dt = @(t, ¥} [-P*¥{(l}+P*v{2):...

ooy (L) -w{Z) - ll) *v(3) ...

W =] o ol W R

y(l)*y(2)-b.*y(3)]:

w

10 odeopt = odeset | i i - - ¥ 5 ¥ Y&
11

12 [t,¥] = oded45(dy dt, [0 2 1. [O 3 § ] ,odeopt) :|

1 B

g plot3{vi{:, L}, v{:,2),v{:,3}, ¥ r }r mlabel( 1+ vlabel( }rzlabel ( X

Na Figura 3.2 tem-se a trajetoria que representa o comportamento do sistema ao
longo do tempo para uma condigao inicial igual a (1,1,1) e na Figura 3.3 temos a sua
projeccao no plano xz. Nesta simulagao temos r = 0,9 e, como ja esperado, a trajetoria
converge para a origem, pois neste caso, como r < 1, ela é o inico ponto fixo do sistema
e, nestas condigoes, é estavel. Assim, dada uma condicao incial arbitraria, a trajetéria é

sempre atraida para a origem.
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Figura 3.2: Sistema de Lorenz para ¢ = 10, b = 8/3, r = 0,9 e condigao incial (1, 1, 1).

Fonte: O autor.
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Figura 3.3: Projegao da trajetéria do sistema de Lorenz no plano xz para o = 10, b = 8/3,
r =0,9 e condigao incial (1, 1, 1). Fonte: O autor.
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Vejamos agora o que acontece para r = 15. Foi atribuido este valor, por ser maior
do que 1 e menor do que 24,74, que é o valor critico calculado anteriormente. Nas Figuras
3.4 e 3.5 temos novamente a trajetéria no espago tridimensional e sua projecao no plano
xz, respectivamente, sob as mesmas condigoes iniciais anteriores, ou seja, (1,1,1). Neste
caso, nota-se que a origem nao mais atrai o sistema para si, sendo este levado a convergir

para outro ponto fixo. De acordo com o que foi explanado na Secao 3.4, como r > 1, a
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origem nao é mais um ponto fixo atrator, perdendo a sua estabilidade e repelindo a érbita

que é atraida para outro ponto fixo do sistema.

Figura 3.4: Sistema de Lorenz para ¢ = 10, b = 8/3, r = 15 e condigao incial (1, 1, 1).

Fonte: O autor.
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Figura 3.5: Projegao da trajetéria do sistema de Lorenz no plano xz para o = 10, b = 8/3,

r = 15 e condigdo incial (1, 1, 1). Fonte: O autor.
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Observados estes dois exemplos de como o sistema de Lorenz se comporta conforme
o parametro r ¢é variado, interessa-nos saber o que acontece para r igual ou maior do que
o valor critico. Nas duas figuras a seguir temos o sistema para r = 24,74. Aqui as
trajetérias nao sao atraidas para nenhum ponto fixo, tampouco sao periddicas, mas ficam

contidas em um conjunto denso cujo volume é zero, chamado de atrator estranho.

Figura 3.6: Sistema de Lorenz para ¢ = 10, b = 8/3, r = 24,74 e condi¢ao incial (1, 1,
1). Fonte: O autor.
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Figura 3.7: Projegao da trajetéria do sistema de Lorenz no plano xz para o = 10, b = 8/3,
r = 24,74 e condicdo incial (1, 1, 1). Fonte: O autor.
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Em seu trabalho Lorenz utilizou r» = 28 por ser um valor um pouco acima dos
24,74 calulados. Na Figura 3.8 temos a simulagao utilizando as mesmas condigoes inicias
anteriores e alterando-se apenas o parametro r em que observa-se novamente o atrator

estranho no espaco 3D e na Figura 3.9, temos a sua projecao no plano zz.

Figura 3.8: Atrator estranho de Lorenz; o = 10, b = 8/3, r = 28 e condigao incial (1, 1,
1). Fonte: O autor.
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Figura 3.9: Projec@o no plano zz do atrator estranho de Lorenz; o = 10, b = 8/3, r = 28

e condigao incial (1, 1, 1). Fonte: O autor.
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A o6rbita no atrator estranho jamais retorna a um ponto onde ja passou, ou seja,
nao ha cruzamento entre duas trajetorias durante a evolucao do sistema. Apesar de pa-
recer contraintuitivo devido ao fato do volume do conjunto convergir para zero, conforme
mostrado anteriormente, pois o sistema ¢ dissipativo, isto acontece pois o atrator estranho
de Lorenz é um conjunto compacto e cuja area é maior do que zero. Vale ressaltar que
devido ao fato de nao ser o objetivo deste trabalho, nao abordamos os conceitos de topo-
logia. Entretanto, sobre compacidade de espacos topoldgicos e conjuntos, veja o Apéndice
4.

Note a semelhanca da projegao do atrator no plano xz com as asas de uma borbo-
leta, o que também contribuiu na época em que o trabalho de Lorenz foi publicado para a
ideia da expressao efeito borboleta. associada ao que foi mencionado na introducao deste
capitulo.

Apesar de ter sido idealizado para modelar o clima, atualmente o sistema de Lorenz
possui muitas outras aplicacoes, conforme ja destacado. Sobretudo no que se refere a
andlise de sistemas nao-lineares e seus comportamentos cadticos, as equagoes de Lorenz
configuram-se um importante modelo a ser estudado, tanto para sua aplicagao direta em
problemas de modelagem, quanto para servir de base em um estudo introdutoério dobre
a teoria do Caos, partindo-se porsteriormente para sistemas mais complexos, envolvendo

um numero maior de variaveis e parametros.



CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foi feita uma abordagem elementar da teoria do caos, em que foram
analizados dois modelos de sistemas dinamicos, o Mapa Logistico e o Sistema de Lorenz.
O comportamento cadtico caracteriza-se pela alta sensibilidade dos sistemas as condigoes
iniciais, o que pode levar um sistema que é em sua esséncia deterministico a trajetérias
totalmente imprevisiveis diante da impossibilidade de se medir grandezas com precisao
absoluta. De acordo com os resultados apresentados, verificou-se que sistemas dinamicos
(até mesmo os mais simples) podem evoluir para o caos depedendo dos valores de seus
parametros. O Mapa Logistico foi utilizado como um exemplo de um sistema dinamico
discreto bidimensional que, apesar de consistir de um modelo bem simples do ponto de
vista matematico, pode evoluir para comportamentos imprevisiveis, devido a sua nao-
linearidade, até atingir o caos. Ja o Sistema de Lorenz, foi utilizado para mostrar como o
caos é observado em um modelo de sistema dinamico continuo, neste caso, tridimensional.

Por tratar-se de um tema relativamente atual e que estda ainda em fase de no-
vas descobertas, muitas sao as questoes sobre este assunto que necessitam de um olhar
cientifico e, portanto, hd um campo vasto para novos trabalhos relacionados ao tema
Teoria do Caos. Dentre os possiveis desdobramentos que possibilitem uma continuac¢ao
deste trabalho, pode ser feito um estudo a partir da Teoria de Controle para verificar
a possibilidade de controlar-se o caos em sistemas dinamicos semelhantes aos abordados
nesta pesquisa. O controle é geralmente implementado fazendo o sistema convergir para
uma 6rbita escolhida de forma conveniente dentre as infinitas érbitas do sistema cadtico
em questao, de modo que a dinamica do sistema permanceca dentro de um limite espe-
cificado. Estes conceitos podem ser aplicados em varios campos do conhecimento, como
por exemplo, na engenharia elétrica, mecanica, eletronica, genética, e etc.

Outra consideracao que julgamos pertinente, diz respeito a possibilidades didaticas.

Apesar do tema central deste trabalho nao fazer parte do curriculo do ciclo basico do
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ensino de Matematica, é possivel também fazer-se uma abordagem introdutoria deste tema
para alunos do Ensino Médio. Até mesmo nos cursos de graduacao em Matemdtica ou
Fisica estes temas sao pouco explorados, pois geralmente nao compoem a grade curricular
obrigatoria dos cursos, o que acaba ficando apenas dentro de disciplinas optativas ou
mesmo por inciativas individuais, por exemplo, em projetos de pesquisas ou nos trabalhos
de conclusao de curso.

Ao trabalhar este tema em sala de aula, o professor de Matematica pode iniciar
os alunos em algoritmos computacionais, ja que todas as simulacoes mostradas neste
trabalho foram feitas utilizando linguagem de programacao estruturada, que geralmente
¢ o primeiro contato de quem inicia em légica de programacao. Vale ressaltar que as
simulagoes mostradas nesta pesquisa foram realizadas com o software Octave que é um
programa gratuito e que em muito assemelha-se ao MatLab e pode ser utilizado em sala
de aula pelo professor como ferramenta didatica sem custos extras para a escola.

Ao mesmo tempo que exercita a andlise grafica de uma maneira mais aprofundada
com os mapas bi e tridimensionais, o professor pode introduzir a modelagem matematica
e computacional nas praticas escolares dos alunos do ciclo basico, sendo inclusive possivel
realizar atividades interdisciplinares como por exemplo, junto com as disciplinas de Fisica,
Biologia e Informatica. Além disso, a Teoria do Caos pode ser trabalhada juntamente com
a Geometria Fractal, o que pode ser usado para conectar o ensino de geometria com o de
sequéncias, tais como as progessoes aritméticas e geométricas, por exemplo, ja que fazem
parte do curriculo do ensino médio.

Estas atividades de aplicacao sugeridas em ambientes de ensino e aprendizagem
nao puderam ser realizadas neste trabalho, devido ao ano atipico vivido em 2020 por todos
nos, em meio a pandemia causada pelo Coronavirus, a Covid-19. Isto impossibilitou que
houvesse a aplicagao e experimentacao em sala de aula destas atividades com alunos do
ensino médio, haja vista que tal proposta parece carecer da presenca fisica do professor
como mediador para a construcao destes conhecimentos, que geralmente nao fazem parte
da vida escolar dos alunos.

Assim, deixamos estas consideracoes como sugestao aos futuros pesquisadores que
porventura desejem debrucar-se sobre esta tematica e esperamos que este trabalho possa
de alguma maneira contribuir para a evolucao do conhecimento cientifico, sebretudo den-

tro deste ramo da Matematica.
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4 APENDICE A

4.1 Meétrica e espagos métricos.

Definigao 4.1.1. Dado um conjunto M, com M # 0, uma métrica em M € uma fungdo
d:MxM — R, que associa a cada par ordenado (x,y), em que x,y € M, um nimero
real d(z,y), chamado a distancia de x a y tal que para quaisquer z,y,z € M devem ser

satisfeitas as sequintes condicoes:
D1. d(x,x) = 0;

D2. Se x # y entao d(z,y) > 0 (a distancia de x a y é sempre um numero real nao

negativo);
D3. d(z,y) = d(y, z) (propriedade simétrica da distancia);

D4. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (propriedade da desigualdade triangular).

Pelas propriedades D1. e D2. tem-se que a distancia d(z,y) > 0 e a igualdade s6

é valida quando = = y, ou seja, d(x,y) =0 < x = y.

Defini¢ao 4.1.2. Chamamos de espago métrico o par (M, d), em que M é um conjunto

e d é uma métrica em M.

A natureza dos elementos de um espago métrico qualquer pode ser arbitraria, como
por exemplo: pontos, vetores, matrizes, conjuntos, ntmeros, etc. Chamaremos estes
elementos simplesmente de pontos do espaco métrico, adotando a nomenclatura sugerida

por Lima (1983).
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4.2 Definicao de compacidade

Definicao 4.2.1. Seja X um espacgo topologico e seja B C X. Uma cobertura de B é

uma familia C' = (Cy)rer de conguntos Cy C X tais que B C |J C\. Isto significa que
AEL
para todo x € B, existe algum \ € L tal que x € C).

Definicao 4.2.2. B C X ¢ compacto quando toda cobertura aberta de B admitir uma
subcobertura finita. Se X for compacto, entao dizemos que X € um espag¢o topologico

compacto.

Definigao 4.2.3. (Definicao de atrator) Seja B um conjunto compacto. Se B satisfaz

as quatro propriedades a sequir, entdo B é um atrator de fluro ®(t,x):
e B ¢ invariante sequndo o fluro ®;
e B tem uma vizinhanca contraente;

e O fluxo ® € recorrente, ou seja, qualquer trajetoria de estado incial em qualquer
subconjunto aberto de B, volta a esse subscobjunto para valores de t suficientemente

grandes;

e O fluxo ® nao pode ser decomposto, ou seja, B € conexo.

4.3 O operador diferencial ? e o divergente de um

campo vetorial

Definicao 4.3.1. O operador diferencial ? ¢ um vetor que envolve as derivadas parciais
tomadas em cada varidvel de um espaco vetorial de dimensdo finita. No espaco euclidiano

tridimensional, o operador ? ¢ dado por
(4.1)

Definicao 4.3.2. Seja ? um campo vetorial de n dimensoes dado por 7 = (f1, fay - fn)-
O divergente de 7, representado por dz’v? ou ? . 7, ¢ definido como

o o Of 0fh  Of
dw?—?-?— A + o1 +...8xn. (4.2)
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No espaco euclidiano tridimensional, o divergente é dado por

dw? V. 7 af$+%—|— E (4.3)
Oy "0z

O divergente de um campo vetorial corresponde a um escalar que representa o

fluxo de um vetor caracteristico deste campo por unidade de volume.

Definicao 4.3.3. Se ? . 7 = 0 entdo o campo vetorial é conservativo. Se ? . 7 <0, o0

campo é dissipativo e se ? . ? > 0, o campo € dito expansivo.

4.4 Teorema da divergéncia ou de Gauss

Teorema 4.4.1. Seja V um sélido no R? limitado por uma superficie S suave e regular,
ou reqular por partes, fechada e orientada pela normal unitdria exterior . Seja D C R3
um aberto contendo V' e seja ? . D — R® um campo vetorial tridimensional dado por
?(w,y,z) = fﬂx,y,z)?> + folx,y, 2)7 + f3(z,y, Z)? tal que suas componentes f1, fa,

fs sejam de classe C* em D. Entdo,

//sz-ﬁdsz///vﬁﬂzv. (4.4)

4.5 Autovalores e autovetores de uma matriz

Definigao 4.5.1. Seja a matriz A € M,(R) e seja A € R. O nimero A é chamado

autovalor da matriz A, se existir K # 0, com T € R™, tal que
AT =\, (4.5)

Defini¢ao 4.5.2. Seja a matriz A € M,(R). O determinante P(\) = det(A — XI) em

que I € a matriz identidade, é chamado de polindmio caracteristico da matriz A.

Observacao 4.5.1. As raizes do polinomio caracteristico P(\) sdo os autovalores de A.



