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RESUMO

SOLERA, MARLI. Artefatos para o Ensino e Aprendizagem das Cbnicas em Sala
de Aula. 2021. 88p. Dissertacdo (MESTRADO PROFISSIONAL) — Universidade

Federal do Mato Grosso do Sul, campus de Trés Lagoas, Mato Grosso do Sul, 2021.

Este trabalho sugere um estudo das secdes conicas: elipse, hipérbole e parabola,
através de cortes no cone e utilizando calculos algébricos estudados no ensino médio
como: multiplicacdo de matrizes, trigopnometria e sistema linear. Também apresenta
construcbes com artefatos para estabelecer uma relacdo geométrica e algébrica
dando enfoque na geometria euclidiana. O final desde trabalho, destaca uma
aplicac@o deste conteddo em uma sala da terceira série do ensino médio usando os

cinco niveis hierarquicos do conhecimento segundo Van Hiele.

Palavras-chave: Conicas. Elipse. Hipérbole. Parabola,



ABSTRACT

SOLERA, MARLI. Artifacts for Teaching and Learning Conics in the Classroom.
2021. 88p. Dissertation (PROFESSIONAL MASTER'S DEGREE) — Federal University

of Mato Grosso do Sul, Trés Lagoas campus, Mato Grosso do Sul, 2021.

This paper suggests a conic sections study: ellipse, hyperbola and parabola, through
cuts in the cone and using algebraic calculations studied in high school such as matrix
multiplication, trigonometry and linear system. It also presents constructions with
artifacts to establish a geometric and algebraic relationship focusing on Euclidean
geometry. The end of this work highlights an application of this content in a last year

of high school using the five hierarchical levels of knowledge according to Van Hiele.

Keywords: Conics. Ellipse. Hyperbole. Parabola
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INTRODUCAO

Diz a lenda que no século IV a.C. em Atenas uma peste devastava a cidade,
0S gregos ao consultarem o oraculo de Delfos, receberam o seguinte conselho:
deveriam duplicar o altar de Apolo para que a peste fosse amenizada. A forma desse
altar era cubica, fazer essa ampliacdo parecia ser facil, para isso duplicaram todas as
medidas do local. Desta forma, a acdo obteve um efeito contrario ao esperado e a
peste se alastrava cada vez mais. Sem saber como agir, 0S construtores recorreram
aos matematicos da academia de Platdo para que o projeto fosse revisado.

Os matematicos constataram que ao duplicar as arestas desse cubo seu
volume ficou octuplicado. Descobriu-se que a peste se intensificou ao ampliar o templo
ao invés de fazer as profilaxias para tratar e evitar a propagacédo da doenca. Surgiu
assim um interessante desafio matematico, o famoso problema da "duplicacdo do
cubo”, que, no fundo, consiste em construir um segmento de reta cuja medida seja
raiz cubica de dois.

Meneacmus, um dos discipulos de Eudoxio, membro da academia de Platéo,
foi um dos matematicos que tentaram resolver o problema da "Duplicacdo do cubo".
Suas tentativas e abordagens levaram a descobrir as se¢fes conicas: elipse, parabola
e hipérbole.

Meneacmus ndo dispunha do recurso de uma notacdo algébrica. Haja vista
gue na Grécia antiga a abordagem matematica era essencialmente geométrica, o
problema se tornou mais desafiador, levando-se em consideracao o fato descoberto
em 1837, quando o francés Pierre L. Wantgel demonstrou que o problema com o uso
de régua e compasso apenas, ndo admite solucao.

As abordagens de Meneacmus para solucionar o problema culminaram na
descoberta das secbes coOnicas, introduziu essas curvas usando trés tipos de
superficies conicas ilimitadas de uma folha: com secdo meridiana aguda, reta ou
obtusa. Interceptando cada superficie dessas com um plano perpendicular a uma de
suas sec¢bes meridianas, obtinha respectivamente uma elipse, uma parabola ou uma
hipérbole. Fica evidente a partir dessa definicdo o porqué da designacdo secdes
conicas para essas curvas. Mas os nomes elipse, parabola e hipérbole foram

introduzidos por Apolénio de Perga (262-190 a.C).
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Natural de Perga, colénia grega ao sul da Asia Menor, Apolonio estudou
matematica em Alexandria, onde passou também algum tempo ensinando. Ensinou
ainda em Pérgamo, cuja biblioteca, na época, somente era excedida pela de
Alexandria. Conhecido como "o grande gedmetra”, sua obra maior € Secdes conicas,
em oito livros, dos quais restaram 0s sete primeiros, a saber, A secao da relacao, A
secdo do espaco, Secdo determinada, As inclinagbes, Os lugares planos, Os
contatos e Okytokion (onde se determina um sistema de numeracdo mais pratico do
gue o de Arquimedes) o oitavo foi perdido.

Ao contrario de Menaecmus, Apolénio obtinha todas as se¢des conicas numa
Unica superficie conica circular genérica de duas folhas, mediante inclinacdes
convenientes dos planos de seccéo.

Assim, através de um estudo integrado dessas curvas, conseguiu em sua obra
resultados de grande alcance e originalidade. De fato, Se¢des conicas, em suas 487
proposicdes, praticamente esgota 0 assunto sob o ponto de vista teérico e, com justa
razao, € considerado o ponto alto da geometria grega.

Apolbnio buscou os nomes elipse, parabola e hipérbole na matematica da
escola pitagorica, no problema da aplicacdo das areas em suas trés formas: por falta
(elipse), simples (parabola) e por excesso (hipérbole). De fato, em coordenadas as
trés curvas admitem uma equacéo geral da forma y? = 2px + qx? (p > 0). Ocaso g <
0 fornece elipses; o caso g = 0, parabolas; e g < 0, hipérboles. Embora sem usé-las,
Apolbnio tinha o sentido das coordenadas.

Depois de um longo periodo sem que apresentasse um matematico do nivel
dos antigos, surgiu na Grécia um gedmetra de génio que se debrucou sobre os
problemas das conicas, Pappus de Alexandria (300 — 350 d.C.). Na maior parte dos
seus trabalhos, Pappus se refere aos estudos de seus antecessores.

Pappus é considerado um grande comentador das obras matematicas de seus
antecessores, e foi em uma dessas compilagbes que apareceu pela primeira vez a
propriedade de foco, diretriz das cénicas, que ele atribuiu a Euclides e nao a Apolénio.

Pappus tentou generalizar o chamado Problema de Apoldnio, sobre
tangéncias, obra em dois volumes, hoje perdida. A obra sobre tangéncias foi
novamente resolvida no fim do século XVI por Adriaan van Roomen, usando
interseccdo de conicas, e, muito pouco tempo depois, por Francgois Viéte, que o
resolveu utilizando apenas régua e compasso, e acabou assim dando sua principal

contribuicdo a geometria, discutindo o problema do lugar geométrico de trés e quatro


https://pt.wikipedia.org/wiki/Arquimedes
https://pt.wikipedia.org/wiki/C%C3%B3nica
https://pt.wikipedia.org/wiki/Constru%C3%A7%C3%B5es_com_r%C3%A9gua_e_compasso
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linhas, e seus estudos posteriores para mais linhas. A solucéo do problema &, como
concluiu Apoldnio, uma secéo conica. Para as versdes do problema com 5, 6 ou mais
linhas, devido ndo haver solucdo com o uso de apenas régua e compasso, 0 que
Descartes vai provar no século XVII, Pappus encontrou solu¢cdes aproximadas.

J& no século XVII, num movimento caracterizado por uma busca de inspiracédo
nos autores classicos, apos recuperar os textos de Pappus, Descartes atacou o entdo
chamado “Problema de Pappus”, o problema das quatros linhas. Inspirado por novas
ideias, apoiado por uma algebra mais maleavel, Descartes desenvolve os embribes
da geometria Analitica, e resolve o problema de 4 linhas na geometria de 1637,
mostrando que esse era redutivel a solucdo de uma equacédo de segundo grau, tendo
como caso particular linear o problema de 3 linhas, mas também mostra que, para 5
linhas, a solucao correspondente a resolver uma equacao de terceiro grau, impossivel
portanto, construir a figura correspondente com régua e compasso. Descartes fez
linhas corresponder a equacdes, inclusive as de graus mais elevados, e assim nasce
0 método cartesiano.

Vemos assim que as conclusdes de Pappus foram diretamente ponto de partida
para a invengao da geometria analitica por Descartes, aproximadamente treze séculos
depois. Portanto, podemos perceber na mateméatica de nossos dias a influéncia das
coOnicas.

Pelas interessantes aplicacdes que envolvem as cbnicas e de sua importancia
histérica para a matemaética, este trabalho surge como produto de reflexdo mediante
as dificuldades crescentes que os professores do ensino médio encontram para
trabalhar, de forma menos abstrata, a geometria analitica nas escolas publicas. Um
dos fatores que mais interfere nesse processo é o curto periodo destinado a estas
aulas, que atualmente de acordo com o Curriculo do Estado de Sdo Paulo séo
restringidas ao primeiro bimestre da terceira série do ano letivo, sendo que as conicas
fecham este conteddo. Outro problema, é que as aulas que poderiam ser usadas para
dedicacdo as cOnicas sdo utilizadas para revisar conceitos de geometria plana,
conteudo este que fica sempre para o final do periodo e nem sempre sdo ministradas.

A sequéncia de trabalho propostas por muitos livros didaticos para o ensino das
cOnicas se reduza as equag0des analiticas a partir da caracterizacéo bifocal e esbogo
de suas formas geométricas identificando seus parametros.

O objetivo deste trabalho é sugerir ao professor um material de apoio didatico

que estimule maior interesse nos alunos em se aprofundar no tema obtendo maior
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base tedrica e préticas através de uma forma ndo usual de tratamento das coénicas,
ou seja, que nao predomine simplesmente o calculo algébrico, mas que associa
algumas construcfes com alguns artefatos.

Assim, este texto foi desenvolvido com uma parte tedrica essencial das trés
coOnicas, elipse, hipérbole e parabola, como secdo de um cone, o trabalho no plano
cartesiano definindo e construindo suas equacdes partindo de suas respectivas
definicbes, as demonstracdes das simetrias destas curvas e por fim alguns exemplos,
no primeiro capitulo.

No segundo capitulo evidenciamos as equac¢des das cdnicas com 0S eixos
transladados e rotacionados; analisando as equacdes do segundo grau em R?. No
terceiro capitulo mostramos alguns artefatos para a construcéo das conicas. Usando
a geometria euclidiana provamos a veracidade das cobnicas. No quarto capitulo
apresentamos uma aula aplicada aos alunos da terceira série do Ensino Médio, onde
foi desenvolvido os cincos niveis hierarquicos do conhecimento, segundo Van Hiele,

para o estudo das cénicas.
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1 CAPITULO 01

1.1 ELIPSES

Antes do estudo da elipse no plano, é interessante mostrar sua origem a partir
de intersecdes de plano e cone. Um cone pode ser gerado a partir da rotacdo de uma
reta (geratriz) ao redor de outra concorrente (eixo de rotacdo) como ilustrado na Figura
1.1. Assim, quando um determinado plano secciona este cone perpendicularmente ao
eixo de rotacdo, obtemos uma circunferéncia (Figura 1.1A). Porém, ao inclinarmos o
plano de tal modo que néo fique paralelo a geratriz e que a secao seja apenas num
dos cones, esta sera uma elipse (Figura 1.1B) e, se 0 plano passar apenas pelo
vértice, consideramos a elipse degenerada, ou seja, um ponto, mas se for paralelo a

geratriz, e passar pelo vértice, a intersecdo sera uma reta.

Figura 1.1. Circunferéncia e Elipse.

Geratriz

Geratriz

Fonte: A autora.

A seguir, iniciamos o estudo da elipse no plano de maneira formal, todavia de
forma gradativa.
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1.1.1 Definicdo Geométrica da Elipse

Definicdo 1.1: A Elipse € é formada pelos pontos P no plano tais que a soma das

distancias de P a dois pontos fixos F; e F, é constante.

Denotando d(F,,F,) = 2c, entdo a elipse € o conjunto de todos os pontos P tais
que:
d(P,F;) +d(P,F,) = 2a,coma > c.

Figura 1.2. Elipse e seus elementos.

Fonte: A autora.

Terminologia:
> Eixo focal: € o segmento de extremidades A; e A, de comprimento 2a.
> Eixo néo focal: é o segmento de extremidades B; e B, de comprimento 2b
perpendicular ao eixo focal.
> Centro: é o ponto C gerado pela intersecdo dos eixos focal e ndo focal da
elipse.
> Veértices: Sao os pontos A; e A, que indicam as extremidades do eixo focal e,
0S pontos B; e B, que indicam as extremidades do eixo nao focal.
> Focos: Sao os pontos F; e F, situados sobre o eixo focal A;4,. Estes séo
equidistantes dos vértices e do centro da elipse. O valor 2¢, representa a distancia

focal.

- - yd 7 C
> Excentricidade: € o nimero e = —.
a
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A excentricidade é um numero que mostra quanto os pontos da elipse estédo
préximos de uma circunferéncia ou de um segmento de reta. Fixada a medida 2b do
eixo menor, temos: quanto mais proximos estiverem os focos, mais proximos de uma
circunferéncia estardo os pontos da elipse, e quanto mais distantes estiverem 0s
focos, mais préoximos de um segmento de reta estardo 0os pontos da elipse.

Observamos na Figura 1.3:

Figura 1.3. Excentricidade da Elipse.

| .

K Fp
__--'"/

Fonte: A autora.

Assim, quanto mais proximo de zero estiver o numero e = 2 mais proximos de

uma circunferéncia estardo os pontos da elipse, e quanto mais proximo de 1 estiver o
namero e mais proximos de um segmento de reta estardo os pontos da elipse.

O numero a € a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, b é a
distancia do centro aos vértices sobre a reta nao focal e c é a distancia do centro aos

focos.

Propriedade 1.1 — A elipse £ é simétrica em relacdo a reta focal, a reta ndo
focal e ao centro.
Vamos mostrar que a elipse é simétrica a reta focal. Seja P € € e P’ simétrico

de P em relagdo a reta focal.



Figura 1.4. Simetria de € em relacéo a reta focal.

yy
1
Fl/ ~ l.""lll F2 f
Al S - C Q A 2
~ .
B, P’

Fonte: A autora.
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Observamos que os triangulos AF,PQ e AF,P'Q sao congruentes pelo caso de

congruéncia LAL, ja que PQ = QP’, pois P é simétrico a P', os angulos PQF, e P'QF,

sdo congruentes e QF, é comum aos triangulos. A congruéncia implica que PF, =

P'F,. Agora, os triangulos AF,PQ e AF; P'Q também s&o congruentes pelo mesmo caso

de congruéncia, visto que o lado QF,; € comum aos triangulos.
Assim, obtemos:
|F1P| = |F,P'| e |F,P| = |F,P'|.
Portanto,
2a =d(P,F,) +d(P,F,) =d(P",F) +d(P',F,) = P' € €.

Adiante, demonstraremos que a elipse € simétrica a reta nao focal.

Sejam P € £ e P’ simétrico de P em relacdo a reta nao focal.
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Figura 1.5. Simetria de € em relacdo a reta nao focal.

£f

Fonte: A autora.

Notamos que os triangulos APQR e AP'QR s&@o congruentes pelo caso de
congruéncia LAL, pois PQ = QP’, pois P é simétrico a P’, os angulos POR e P'QR sdo
iguais e QR é comum aos tridngulos. A congruéncia implica que PR = P'R. Também
temos a congruéncia dos triangulos AF;RC e AF,RC pelo mesmo caso de congruéncia,
posto que o lado RC é comum aos triangulos, os angulos F,CR e F,CR s&o iguais e
F,C = CF,. Assim temos:

|P'R| = |PR| e |F;R| = |F,R].

Verificamos que os tridngulos AF,;P'R e A F,PR sao congruentes também pelo
caso de congruéncia LAL, em raz&o dos angulos P'RF, e PRF, serem iguais, opostos
pelo vértice, e os lados P'R =RP e F,R = RF, devido a congruéncia anterior. E

compreensivel notar que:

P'F, = PR + RF, = PR + RF, = PF,.
Portanto,
2a =d(P,F,) +d(P,F,) = d(P'"F,) + d(P',F,) = P' € €.

Em seguida, explanaremos que a elipse é simétrica em relagédo a origem. Se
P € €e P" é simétrico de P em relagdo ao centro, entéo, pelo caso LAL de congruéncia
de tridangulos, temos que os triangulos APCF, e AP"CF, sdo congruentes.

De fato, PC = CP” pois P é simétrico P"', os angulos PCF, e P"CF,, sdo

opostos pelo vértice, e F,C = CF,. A congruéncia implica PF, = P"F,. Observamos a



25

congruéncia dos triangulos AF;CP e AF,CP" também pelo caso de congruéncia LAL,

pois os angulos PCF, e P"CF, s&o congruentes.

Figura 1.6. Simetria de € em relagéo ao centro.
f!

P’ B,

Fonte: A autora.

Desta forma, obtemos:
|FiP| = |F,P"| e |F,P| = |F,P"|.
Portanto,
2a = d(P,F,) +d(P,F,) =d(P",F,) +d(P", F,) = P" € €.

1.1.2 Forma canénica da elipse

A partir da definicdo da elipse, vamos obter sua equacédo em relacdo a um
sistema de eixos ortogonais OXY para alguns casos especiais.
Elipse € com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo 0X.
Nesse caso, temos:
Fy = (=¢,0), Ay = (=a,0), By = (0,-b),
F, = (¢, 0), A, = (a,0), B, = (0,b),
onde 0 < c < a eb =+Va? — c2. Substituindo na definicéo da elipse, obtemos:
P=(xy) €& <dPF)+d(PF,) =2a,

JE—0)2 +y2+/(x + )2 +y% = 2aq,

JEx+0)? +y2=2a—+/(x—c)?+y2 11

Elevando ambos os membros da equacao 1.1 ao quadrado, temos:
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(x + )% + y? =4a2—4a\/m+(x—c)2+y2,
X% + 2xc + c? + y? = 4a% — 4a\/(x — ©)? + y? + x% — 2xc + ¢ + y?,
4xc = 4a® — 4a\/m,
a? —xc = a/(x — c)2 + y2. 1.2
Agora, elevando ambos os membros da equacgao 1.2 ao quadrado, obtemos
que:
(a® —cx)? = a®*((x — ¢)* + y?),
a* — 2a%cx + ¢?x? = a?(x? — 2xc + c? + y?),
(az _ Cz)xz + a2y2 =a* —a2c? = az(az _ CZ)’
b%x? + a*y? = a?b?, 1.3
pelo fato de termos a #0 e b # 0, entdo podemos dividir ambos os membros da

equacao 1.3 por a?b? e assim, chegamos a equacao:
2 2
A AR 1.4
a’? b?
A equacéo 1.4 € a forma candnica da elipse de centro na origem e reta focal

coincidente com o eixo 0X.

2 2
Figura 1.7. Esbogo de €: ~ + 7 = 1.

¥

=

’
y

Fonte: A autora

Elipse € com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY.
Nesse caso, temos:
F, = (0,—0), A; = (0,—a), By = (—b,0),
F, =(0,0), A; =(0,0), B, = (b,0),
onde0<c<aeb=vVaz—-c2.
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De forma anéloga ao caso anterior, temos que a equacao da elipse neste caso

é dada por:
2 2

x= Yy
ﬁ + ; = 1. 1.5
A equacao 1.5 é a forma candnica da elipse de centro na origem e reta focal

coincidente com o eixo 0Y.

x2 yZ
Figura 1.8. Esboco de E: mtZ= 1.

by

o
™

Fonte: A autora.

Elipse € com centro € = (x,y,) € reta focal paralela ao eixo 0X.

Isso posto, temos:

C = (x0'y0)1
F; = (xo — ¢,Y0)» A1 = (X0 — a,¥0), By = (x0,y0 — b),
F, = (xo + ¢, ¥0), Ay = (X0 + a,¥0), By = (x0,y0 + b),

onde 0 < c <a eb =+Va? — c? Desta forma, temos que:

P=(xy €& dP F)+d(PF,) =2a,
VIx = Go =P + 0 =20)* +VIx = (xo + P + 0 —y0)* = 24,
VIx—x0+cP + 0 =yo) +x—x0—cP+ - y)* =2,

VI —x0+c]? + (= ¥) =2a—[x—xp—c]* + (¥ — y0)?.

Convém fazer as seguintes mudancas de variaveis para facilitar os calculos,
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X—Xog=1U 1.6
{y —Yo =7V 1.7

Assim, temos:
J+c)? +v2 =2a-— m, 1.8

elevando ambos os membros da equacao 1.8 ao quadrado, obtemos:
u? + 2uc + ¢ + v? = 4a? — 4a/(u—c)? + v2 + u? — 2uc + c? + v?,
4uc = 4a® — 4a/(u — ¢)? + v?,
a? — uc = a\/(u — ¢)? + v2, 1.9
elevando ambos os membros da equacéo 1.9 ao quadrado, chegamos a:
(a? —uc)? = a?((u — )% + v?),

a* — 2a’uc + u?c? = a®>(u? - 2uc + c? + v?),

a?(a? — c¢?) = u?(a? — c?) + a®v2.
Como b =Va? — c2, entdo b? = a® — ¢?, assim:
a’b? = u?b? + a?v?. 1.10
Dividindo ambos os membros da equacéo 1.10 por a?b? (a # 0 e b # 0) temos:
Z_j + Z_j =1. 1.11
Agora, substituindo 1.6 e 1.7 em 1.11 obtemos a equacao,

(x —x0)* | (v —¥0)*
= + = 1. 1.12
que é a forma canbnica da elipse de centro C = (x,,Y,) € reta focal paralela ao eixo

0X.

Figura 1.9. Elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados.

JLY

Yo|=====~-

Ll Ly ]
o i

|
L]
-
(=]

0 Xo Xg +c

Fonte: A autora.
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Elipse € com centro € = (xq,yo) € reta focal paralela ao eixo 0Y.

Por conseguinte, temos:

C = (xO'yO)’
F; = (x0,Y0 — €), Ay = (X0, Y0 — a), By = (xo — b, ¥0),
F, = (x0,y0 + ©), Ay = (x,y0 + @), By = (%o + b,¥o),

onde0<c<a eb=+va?—c? De forma andloga ao caso anterior temos que a
equacao dessa elipse é:
(x—x)% (V=0
3 + " =1. 1.13

A equacéo 1.13 é a forma candnica da elipse de centro C = (x,,y,) € reta focal

paralela ao eixo 0Y.

Figura 1.10. Elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados.

Fonte: A autora.

Analisando as equacdes 1.12 e 1.13 observamos a ocorréncia do parametro
a?, ora como denominador de x2?, ora como denominador de y?, e isso esta
diretamente associado a posicdo da elipse em relacdo ao sistema de coordenadas,
isto €, quando a reta focal é paralela ao eixo OX o parametro a € denominador de x?2,
Figura 1.9, e quando a reta focal é paralela ao eixo OY o parametro a € denominador
de y2, Figura 1.10.

Notamos que, a = b pois a? = b? + ¢? e como a pertence a reta focal podemos

concluir que o denominador maior é o parametro a. Agora, se a = b temos uma

circunferéncia.
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Exemplol.1. Determinar todos os elementos da elipse € dada por:

€:25x% + 16y% — 150x — 32y — 159 = 0.

Solucéo: Completando os quadrados da equacédo, obtemos:

25x2 — 150x + 16y% — 32y = 159,
25(x%2 —6x+9) +16(y* -2y +1) =159 + 225 + 16,
25(x — 3)% + 16(y — 1) = 400,

— )2 —1)2
<=3 G- _

16 25 L

Portanto € representa uma elipse, com:

>

YV V V V V V¥V

¢ =(3,1);

a=5b=4 ec=3;

Vértices sobre a reta focal: A; = (3,—4) e A, = (3,6);
Vértices sobre a reta nao focal: B, = (—1,1) e B, = (5,1);
Reta focal: ¢: x = 3;

Reta ndo focal: ¢': y = 1;

Focos: F, = (3,-2) e F, = (3,4).

Figura 1.11. Elipse €: 25x% + 16y% — 150x — 32y — 159 = 0.

Az

5

By B,

Fonte: A autora.

Exemplo 1.2. Pela primeira lei de Kepler, a trajetdria da Terra é eliptica e o Sol ocupa

a posicao de um dos seus focos. Calcular o periélio e o afélio da Terra (que séo,

respectivamente, a menor e a maior distancia da Terra ao sol), adotando os valores
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aproximados: distancia focal da trajetoria da Terra 0,5 107 km; medida do eixo maior,
30107km
Solucéo:

Figura 1.12. Trajetéria da Terra em torno do Sol.

Terra

Al SOI A2

Periélio Uﬁ\félio

Fonte: A autora.

Sabendo que:
FF, =2c = 0,5.107 = ¢ = 0,25.107.
A A, =2a =30.10" = a = 15.107,
temos que o periélio é dado por F;A; = a — ¢ = 15.107 — 0,25.107 = 14,75.10” e 0
afélio F;A, = a + ¢ = 15.107 + 0,25.107 = 15,25.107 km.

Exemplo 1.3. Escrever a equagéo reduzida da elipse com centro na origem, (0,v40)

€ um foco e o ponto (\/g %) pertence a elipse.

Solucéo: Temos que o centro é dado por C = (0,0) e como F; = (0,—V40), entdo

F, = (0,4/40). A equag&o da elipse sera da forma:

2 2

y
E!—+?=1,

pois 0Y é a reta focal. Como P = (\/ﬁ %) € €, entdo:

1442
5" (3)

+ =1
b2 a? ’
5,19

b2 + 9a2 L

ou ainda,
196b?% + 45a% = 9a?b?. 1.14
Pelo fato de que a? = b2 + ¢ e ¢ = V/40 entdo,
a? = b? + 40. 1.15
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Substituindo a equacgao 1.15 na equacao 1.14, obtemos:
196b2 + 45(b% + 40) = 9(b? + 40)b?,
196b2 + 45b% + 1800 = 9b* + 360h2,
9b* + 119h% — 1800 = 0,
que é uma equacdo biguadrada onde a solucdo é dada por b =3 e
substituindo em 1.5 obtemos a = 7.

Desta forma, a equacao da elipse sera:

2

s-x2+ =1
"9 49 7

1.2 HIPERBOLES

Nesta secdo abordaremos uma analise similar ao descrito no item 1.1, tendo
como meta a conica hipérbole. Assim, quando um determinado plano obliquo ao eixo
de rotacdo secciona os dois cones de revolug¢do, obtemos uma hipérbole, Figura 1.13
A. Entretanto, se este plano passar pelo vértice e tiver a mesma direcao do eixo de
rotacdo, a se¢do obtida caracteriza uma hipérbole degenerada pela unido de duas

retas concorrentes, Figura 1.13 B.

Figura 1.13. llustracé@o da hipérbole como secao conica.

Fonte: A autora
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A posteriori, iniciamos o estudo da hipérbole no plano.

1.2.1 Definicdo Geométrica da Hipérbole

Definicdo 1.2: A Hipérbole £ € o conjunto dos pontos do plano tais que o modulo da
diferenca das distancias a dois pontos fixos € constante e menor que a distancia entre
eles.
Se d(F,,F,) = 2c, entdo a hipérbole é o conjunto de todos os pontos P tais que:
|d(P,F,) —d(P,F,;)| =2a, coma<c.

Figura 1.14. Hipérbole e seus elementos.

Fonte: A autora.

Terminologia:
> Eixo focal: € o segmento de extremidades A; e A, de comprimento 2a.
> Eixo ndo focal: é o segmento de extremidades B, e B, de comprimento 2b,

perpendicular ao eixo.

> Centro: € o ponto C gerado pela intersecdo dos eixos focal e ndo focal da
hipérbole.
> Vértices: Sao os pontos 4, e A, que indicam as extremidades do eixo focal e,

0Ss pontos B, e B, que indicam as extremidades do eixo n&o focal.

> Focos: Sao os pontos F; e F, situados sobre o eixo focal A;A,. Estes sé@o
equidistantes dos vértices e do centro da elipse. O valor 2c, representa a distancia
focal, ou seja, d(F;, F,) = 2c.

> Retangulo da base: E o retangulo cujos lados tém 4;, A, B, e B, como pontos

médios, também chamado de retadngulo fundamental.
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> Excentricidade: € o nUmero e = 2 Notamos que e > 1, pois ¢ > a.

Ao contrario da excentricidade da elipse que pertence ao intervalo ]0,1[, a
excentricidade da hipérbole é sempre maior que 1.
De fato, dividindo ambos os membros da relacéo c? = a? + b? por a? obtemos

c\?2 p\?2 . , , . , . b,
(E) =1+ (E) e podemos concluir que se e € um ndmero muito proximo de 1, - &

muito proximo de 0, indicando que a altura do retangulo fundamental € muito menor
. . b , p: A
gue sua base. Agora, se e for muito maior que 1, - também é, e o retangulo

fundamental tem altura muito maior que a base.

Figura 1.15. Excentricidade da Hipérbole.

=

(@) (b)

Fonte: A autora.

Ainda sobre excentricidade temos que quando e se aproxima de 1 o grafico da
hipérbole tem os ramos mais fechados nas proximidades dos vértices e abrem
lentamente a medida que |x| cresce, Figura 1.15 a. Por outro lado, se e for muito maior
que 1 os ramos da hipérbole, nas vizinhancas do vértice, quase se confundem com
as retas x = a e x = a e seus pontos afastam-se lentamente delas a medida que |x|
cresce, Figura 1.15 b.

> Assintotas: Sao as retas que contém as diagonais do retangulo da base, essas

., . . ~_ b b ~ A
retas passam pelo centro da hipérbole e tem inclinacao —e—-em relacdo a focal.
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Propriedade 1.2: A hipérbole é simétrica em relacdo a reta focal, a reta néo focal e
ao centro.
Primeiro vamos mostrar que a hipérbole € simétrica em relacao a reta focal. Se

P € H e P' é o ponto simétrico de P em relagdo a reta focal.

Figura 1.16 Simetria da hipérbole em relag&o a reta focal.

£i

Fonte: A autora.

Verificamos que os triangulos AF,PQ e AF,P'Q sédo congruentes pelo caso de
congruéncia LAL, ja que PQ = QP', pois P é simétrico a P', os angulos PQF, e P'QF,
sdo congruentes e QF, é comum aos triangulos, a congruéncia implica que PF, = P'F,.
Repare que os triangulos A F, PQ e AF; P'Q também sdo congruentes pelo mesmo caso
de congruéncia, visto que o lado QF,; é comum aos triangulos.

Assim, temos:

|F1P| = |F,P'| e |F,P| = |F,P'|.
Portanto,
|d(P',F,) —d(P',F,) = |d(P,F,) —d(P,F,)| =2a = P' € H.
Em seguida, demonstraremos que a hipérbole é simétrica a reta ndo focal.

Seja P € H e P’ simétrico de P em relacdo a reta néo focal
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Figura 1.17. Simetria de H em relacdo a reta nao focal.

ft!

Fonte: A autora.

Notamos que os triangulos APQR e AP'QR sdo congruentes pelo caso de
congruéncia LAL, pois PQ = QP’, pois P é simétrico a P’, os angulos POR e P'QR s&o
iguais e QR é comum aos triangulos, a congruéncia implica que PR = P'R. Também
temos a congruéncia dos triangulos AF;RC e AF,RC pelo mesmo caso de congruéncia,
visto que o lado RC é comum aos triangulos, os angulos F,CR e F,CR s&o iguais e
F,C = CF,.

Constatamos que os triangulos AF; P'R e AF,PR s&o congruentes também pelo
caso de congruéncia LAL, em raz&o dos angulos P'RF,; e PRF, serem iguais, opostos

pelo vértice, e os lados P'R =RP e F,R = RF, devido a congruéncia anterior. E

concebivel notar que:

Portanto,
2a = |d(P,Fy) — d(P,F;) = |d(P',F;) —d(P', Fy)| = P' € 1.
Adiante, explanaremos que a hipérbole é simétrica em rela¢éo ao centro.

Sejam P € H e P" o ponto simétrico de P em relacéo ao centro.
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Figura 1.18. Simetria da hipérbole em relagao ao centro.

‘E!'

Fonte: A autora.

Pelo caso LAL de congruéncia de triangulos, temos que os triangulos APCF, e
AP'"'CF; sao congruentes.

De fato, PC = CP” pois P é simétrico P"', os angulos PCF, e P"CF,, sdo
opostos pelo vértice, e F;C = CF,. A congruéncia implica PF, = P"F,. Analisemos a
congruéncia dos triangulos AF;CP e AF,CP" também pelo caso de congruéncia LAL,
pois os angulos PCF, e P"CF, s&o congruentes.

Portanto,

|d(P”,F2)_d(P”,F1)| = |d(PlF1) _d(P'FZ)I = Za =P” Ej-[

1.2.2 Forma candénica da Hipérbole

Vamos obter a equacao da hipérbole em relagdo a um sistema de eixos
ortogonais 0XY para alguns casos especiais.
Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo 0X.
Nesse caso, temos:
Fy = (=¢,0), A; = (=a,0), B, = (0,-b),
F, = (c,0), A; = (a,0), B, = (0,b),
logo,
P=(xy)eH < |dP,F)—d(P,F,)| = 2a,
(P,F) —d(P,F,) = +2a,

\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2=i2a,

JEx+0)? +y2=42a+(x—c)?+y2 1.16

Elevando ambos os membros da equacao 1.16 ao quadrado, obtemos:
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(x+c)?+y2=4a®+4a/(x — )2 +y2 + (x — )> + 72,
X%+ 2xc + c? + y? = 4a® + 4a\/(x — ©)? + y? + x% — 2xc + ¢ + y?,
4xc = 4a* + 4a\/m,
xc—a?=+a\/(x—c)? +y2. 1.17
Elevando agora ambos os membros da equacéo 1.17 ao quadrado, temos:
(xc —a?)? = a®((x — ¢)* + y?),

c?x? — 2a%cx + a* = a®(x? — 2xc + c? + y?),

(@ — c®)x? + a?y? = a* — a?c? = a?(a® — ¢?),
e pelo fato de ¢? = a? + b?, entdo a® — c?

= —b?, vemos que:

— b%x?% + a%y? = —a?b>. 1.18

Dividindo ambos os membros da equacédo 1.18 por —a?b? (a # 0 e b # 0),
constatamos que:

x2 y2

—-3= 1. 1.19
A equacéao 1.19 é a forma candnica da hipérbole H de centro na origem e reta

focal coincidente com o eixo 0X. Como as assintotas de H séo as retas que passa

. . . ~ b b ~ . ~
pela origem e tem inclinagéo —e——em relacédo ao eixo 0X (reta focal), suas equacgdes
Sado bx —ay =0ebx +ay =0.

2 2
Figura 1.19. Gréfico de H: = — 2
a

b2

=1.

' Gréficode

Fonte: A autora.
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Hipérbole H com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY.
Nesse caso, temos:
Fy =(0,-0), A; = (0,—a), By = (=b,0),
F, = (0,0), A; = (0,a), B, = (b,0),
onde c¢? = a? + b2.
Desenvolvendo como no caso anterior, podemos verificar que a equacédo 1.18
€ a equacao canodnica da hipérbole,

y X
a? b

cujas assintotas sdo as retasax —by =0 e ax+ by = 0.

2 2

1, 1.20

Figura 1.20. Grafico de £: 2 1.

a? b2

A, N
a Graficode K
B; C b B,
Aq
Fy

Fonte: A autora.

Hipérbole com centro € = (xo,y0) € reta focal paralela ao eixo 0X. Nesse

caso, temos:
C = (%0, ¥0),
Fy = (x0 — ¢, ¥0), A; = (xo — a,¥), B, = (x0,¥0 — b),
F, = (xo + ¢, ¥0), Ay = (xo + a,¥), B, = (x0,¥0 + b),

onde b? = ¢? — a?.



Figura 1.21. Hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados

Hy
\\ /
B
\ L/
\ /
\x Bl N ff
Fpoola, (A, F,
Yof====mm=a= T ---Jllp- -_-f:‘ |:'I r:_—_.—'

Fonte: A autora.

Desta forma, temos:

P=(xy) EXH < |d(P,F,)—d(P,F)| = 2a,
VIx =G = O + 7 —y0)* =Ix = (o + O + (7 = y0)* = £ 20,
VIx =x0+¢]2 + (7 = y0)? =[x —x0 — ] + (y = ¥0)? = % 2a,
VIx —=x0+¢c]2 + (y = y0)? = £2a +/[x —xo — c]> + (¥ — ¥)?,
convém fazer as seguintes mudancas de variaveis para facilitar os célculos:
{x —Xg = U,

1.21
Y —Yo ="V. 1.22
Assim, obtemos:

@F P 77 = 420 — J@ = ¥ 2.

1.23
Elevando ambos os membros da equacao 1.23 ao quadrado, logramos:

u? + 2uc + c2 + v? = 4a? + 4a/ (u—c)? + v% + u? — 2uc + c? + v?,

4uc = 4a? + 4a/(u — ¢)? + v2,
a? — uc = +a/(u — c)? + v2. 1.24
Elevando ambos os membros da equacao 1.24 ao quadrado, alcangamos:
(a? —uc)? = a?((u — c)? + v?),

a* — 2a%uc + u?c? = a?(u? — 2uc + c? + v?),

a?(a? — c?) = u?(a® — c?) + a?v?,
e como b? = c? —a?, entdo — b? = a® — c?. Assim:

—a®b? = —u?b? + a®v?. 1.25

40
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Dividindo ambos os membros da equacéo 1.25 por (—a?b?), (a # 0e b # 0),

temos:

u? v?

ﬁ_ﬁzl' 1.26

Substituindo 1.21 e 1.22 em 1.26 concluimos:

— 2 _ 2
a? b?

A equacgédo 1.27 é a forma candnica da hipérbole H de centro no ponto (xg, ¥o)

e reta focal paralela com o eixo 0X. Como as assintotas de H sao as retas que

. . ~_ b b x .
passam por C = (x,,y,) € tem inclinagdo ~ e ——em relacdo ao eixo 0X, suas
~ ~ b b .
equacdes sdo  y —yo =~ (x—xp) ey—yo= —-- (x — xp), ou seja:

b(x —x9) —a(y —yo) =0e b(x —xp) +a(y —y,) =0.

Hipérbole #Hcom centro € = (x,,y,) € retafocal paralela ao eixo OY. Nesse

caso, temos:
C = (%0, ¥0),
Fy = (x0,¥0 — ©), Ay = (x0,¥0 — @), By = (xo — b, ¥0),
F, = (x0,¥0 + ), Ay = (x0,y0 + @), By = (xo + b,¥0),

onde b? = ¢? — a?.

Procedendo como no caso anterior, verificamos que a forma candnica da
hipérbole H com centro no ponto C = (x,,y,) € reta focal paralela ao eixo 0Y, é dada
por:

_ 2 _ 2
a? b? ’

e as assintotas de H séo as retas que passam por C = (x,,Y,) € tem inclinacao % e

—% em relacdo ao eixo 0X , suas equacdes s&o: y —y, =%(x—x0) e y—y,=

—%(x —Xp),0useja:a(x —xy) —b(y—yo) =0ealx—x,) +b(y—y,) =0.
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Figura 1.22. Hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados.

Xo

Fonte: A autora.

Acentuemos que nas equacdes 1.27 e 1.28 o termo com sinal positivo no
primeiro membro da equacdo candnica indica o eixo que contém os focos, e o
denominador desse termo, em qualquer dos dois casos, € a? (ndo se trata mais de
verificar, como no caso da elipse, qual dos denominadores é o maior, pois a pode ser
maior, menor ou igual a b). No caso em que os focos estdo em OY ou em uma reta
paralela a 0Y, os dois ramos da hipérbole caracterizam-se pory >a (H,) ey < —a
(#H,). Observamos a diferenca entre os coeficientes angulares das assintotas nos

casos das hipérboles das equacdes 1.25 e 1.26, notamos que, no primeiro caso 0s

.. p ~ b ..
coeficientes angulares das assintotas sdo m = + — jano segundo casom = + %.

Exemplo 1.4. A equacdo dada descreve uma hipérbole de focos em alguns dos eixos

coordenados, especificar e determinar seus parametros geomeétricos:
T
(xsen8)? — (ycos8)?> +1 =0 (O <0< E)

Resolucao: Escrevendo a equacgéo na sua forma candnica, obtemos:

X2 y2
1 tT1 —t
sen?0 cos?8
yZ xZ

sec?0 cossec?6

Logo, a = secl e b = cossecH, e por c? = a® + b?, concluimos:
o__ 1,1
sen?@  cos?0

c
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5 cos?0 + sen?6
C =

sen?0 cos?0
2 _ 1
sen?0 cos?0

c = secl cossecH
Analisando a equagdo canbnica da hipérbole observamos que os focos

pertencem ao eixo 0Y, e séo F; = (0, — secO cossecO) e F, = (0,secO cossech).

Exemplo 1.5. Encontrar o lugar geométrico dos pontos cuja distancia ao ponto (0,6)
éigual a ; de sua distancia a reta y —g =0.

Resolucao:

Figura 1.23. Esboco do problema.

'0=(0,8

P=(xy)

S awr
E(J)

r:y=28/3

Fonte: A autora.

__laxg+byo+c|

Sabemos que d(P,Q) = J(xp —x0)*+ (yp — yQ)Z e d(P,r)= Jazipz
podemos escrever:

3
d(P,Q) = 5d(P,7),

8
JG— o6 - 3]
x — —-6)?2 = —,
Y 2 Jo+1
9 16 64
2 _ 2 _ Z 2 _ R
¥ t0-6) 4(y 3y+9>’

2 2 9 2
x“+y —12y+36:Zy — 12y + 16,

5
2 ——y2 = 20,
X 4_')/
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5 1
a2 2=
g0” ~20% TV
2 xZ
Y _ X 4
16 20

Portanto o lugar geométrico € uma hipérbole de centro na origem e reta focal

coincidente com o eixo OY.

1.3 PARABOLA

No mesmo linear a introducdo das outras cbnicas, podemos reconhecer a
pardbola como uma secéo conica. Assim, quando um determinado plano paralelo a
geratriz secciona um dos cones de revolugéo, vislumbramos uma parébola, Figura
1.24 A. No entanto, se este plano passar pelo vértice com a mesma direcao da geratriz
do cone, a se¢do obtida é uma reta, Figura 1.24 B, logo uma parabola degenerada.

A sequir, iniciamos o estudo da parabola no plano de maneira formal.

Figura 1.24. llustragdo da parabola como sec¢éo conica.

Fonte: A autora.
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1.3.1 Definicdo Geométrica da Parabola

Definicdo 1.3: Sejam r uma reta e F um ponto do plano n&o pertencente a r. A
parabola de foco F e diretriz r € o conjunto dos pontos do plano cuja distancia a F é
igual & sua distancia a r, ou seja:

SeP ePentdaod(P,F) =d(P,r).

Figura 1.25. Parabola no plano cartesiano.

Fonte: A autora.

Terminologia:
Foco: é o ponto F.
Reta focal: (¢) é a reta que contém o foco e & perpendicular a diretriz.

Vértice: (V) é o ponto que pertence a reta focal sendo equidistante de F e r.

vV V VY V

Parametro: € o numero 2p = d(F,r).

Proposicédo 1.3: Toda parabola é simétrica em relacéo a reta focal.
De fato, seja P uma parabola de foco F, vértice V, diretriz r e reta focal £. Seja
P € P e P' 0 simétrico de P em relagéo a reta £. O segmento PP’ é perpendicular a

reta focal £ e a intersecta em um ponto Q que é o ponto médio do segmento PP’.
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Figura 1.26. Simetria de P em relacéo a reta focal.

B X

Al v b \F ¢
Qe

B!
PF

Fonte: A autora.

Como os triangulos APQF e AP'QF sé&o congruentes pelo caso LAL, pois PQ =
P'Q, P' e P sdo simétricos, o segmento QF é comum aos triangulos e por fim os
angulos FQP e FQP' sdo congruentes. A congruéncia desses triangulos implica que
d(P,F) =d(P',F).

Além disso, d(P,r) = d(Q,r) = d(P',r), pois BPQA e AQP'B’ sdo retangulos.
Isto posto, d(P',F) = d(P,F) = d(P,r) = d(P’',r) e, portanto, P’ € P.

1.3.2 Formas canofnicas da Parabola

Vamos obter as formas candnicas da pardbola em relacdo a um sistema de
coordenadas OXY. Trataremos dos casos em que o vértice € um ponto qualquer e a

reta focal é paralela a um dos eixos coordenados.

Parabola com vértice V = (x,y,) € reta focal paralela ao eixo 0X.

Caso |. O foco F esta a direita da diretriz r.
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Figura 1.27. Parabola P: (y — y4)? = 4p(x — x).

bocdbomee AP = (o)

Yo[~~~"=""73

—————————

FX

Xg=P X NXotP

Fonte: A autora.

O vértice da parabola P € V = (x,y,), entdo o foco & o ponto F = (x, + p,¥,)
e a diretriz é aretar:x = x, — p, onde 2p = d(F,r), desta forma, temos:
P=(xy €P<dP,F)=d(P,r),
VIx = (o + )12 + (v = y0)? = |x = (xo — p)I. 1.30
Elevando ambos os membros da equagéo 1.30 ao quadrado, temos:
[x — (xo + P)I* + v — ¥0)? = [x — (xo — P)]?,
x? = 2x(x +p) + (o +p)* + (v —¥0)? = x* — 2x(x9 — p) + (xo — P)?,
—2xx9 — 2xp + x& + 2xop + P2+ (y — y0)? = —2xx0 + 2xp + x% — 2x4p + P?,

(y — ¥0)? = 4xp — 4x,p,
(v —¥0)* = 4p(x — xo).

Caso Il. O foco F esta a esquerda da diretriz r.
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Figura 1.28. Parabola P: (y — y,)? = —4p(x — x).

Yo

Fonte: A autora.

Nesse caso, temos V = (xqyy), F = (xo —p,¥,) € adiretrize aretar: x = xy +
p, onde 2p = d(F,r). Desta forma, temos:
P=(xy) €EP<d(PF)=d(P,r),
VIx = (o = )12+ v = y0)? = |x = (xo + p)I. 131
Elevando ambos os membros da equacao 1.31 ao quadrado, temos:
[x — (o = P)* + O —¥0)* = [x — (xo + D)I?,
x? = 2x(xg —p) + (xo —P)* + (v —¥0)? = x* — 2x(xo + p) + (%0 + p)?,
—2xxo + 2xp + x% — 2x0p + P2+ (y — y0)? = —2xx5 — 2xp + x& + 2x4p + P?,

(y — ¥0)? = —4xp + 4x,p,
(v —¥0)?* = —4p(x — xo).

Trataremos agora a parabola com vértice V = (x,,y,) € reta focal paralela
ao eixo OY.

Caso |. O foco F esta acima da diretriz r.
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Figura 1.29. Pardbola P: (x — x0)? = 4p(y — ¥,)-

\

Yo+ P

Yo

Yo =P

Fonte: A autora.

Pelo fato do vertice da parabola P ser V = (x4 y,), temos que o foco € o ponto
F =(xq,y0+p) € a diretriz € a reta ry=y,—p, onde 2p =d(F,r). Assim
concluimos, que:
P=(xy) eEP<d(P,F)=d(P,r),
VE =)+ [y = 0o + P12 = [y = (o — P)I. 1.32
Elevando ambos os membros da equacao 1.32 ao quadrado, temos:
(x—x0)? + [y — o +P)* =y — (o — P,
(x—x)2+y? =2y(yo +p) + 0o +P)* = ¥* = 2y(yo — ) + (o — P)*,
(x —x0)* — 2yyo — 2yp + ¥§ + 2yop + p* = —2yyo + 2yp + ¥§ — 2yop + p?,
(x —x0)* = 4yp — 4yop,
(x —x0)? = 4p(y — ¥o)-

Caso Il. O foco F esta abaixo da diretriz r.
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Figura 1.30. Pardbola P: (x — x¢)? = —4p(y — ¥,)-

Yo+
Yo

Yo—P

Fonte: A autora.

Nesse caso, V = (x¢Yo), F = (x9,y0 —p) € adiretrizé aretar:y = y, + p, onde
2p =d(F,r).
Portanto,
P=(xy) eEP<d(P,F)=d(P,r),
V@ =x0)2 + [y = 0o =)I? = |y = (o + P)I- 1.33
Elevando ambos os membros da equacao 1.33 ao quadrado, temos:
(x—x)*+ [y — o —p)I*> =1y — o+ )%
(x—x)2+y? =2y(o—p) + 0o —P)* = ¥*> = 2y(yo + ) + (o + P)?,
(x —x0)? — 2yyo + 2yp + ¥§ — 2yop + p* = —2yyo — 2yp + ¥§ + 2yop + p?,
(x — x0)* = —4yp + 4y,p,
(x —x0)% = —4p(y — ¥o).
Nos casos particulares onde o vértice € a origem, ou seja, V = (0,0) e a reta

focal € um dos eixos coordenados as formas candnicas da parabola ficam da seguinte
forma:
Caso I. A reta focal coincide com o eixo 0X.
)] O foco F esta a direita da diretriz r.

y? = 4px



Figura 1.31. Parabola P:y? = 4px.

Fonte: A autora

i) O foco F esta a esquerda da diretriz r.

y? = —4px

Figura 1.32. Parabola P: y? = —4px.

Fonte: A autora.

Caso ll. A reta focal coincide com o eixo 0Y.
)] O foco F esta acima da diretriz r.

x? = 4py

51
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Figura 1.33. Parabola P: x? = 4py.

Fonte: A autora.

ii) O foco F esté abaixo da diretriz r.
x? = —4py
Figura 1.34. Parabola P: x? = —4py.

ty
(0,p) r

Fonte: A autora.

Exemplo 1.6. Sdo dados, o foco F = (3,1) e a diretriz r: y + 3 = 0 de uma parabola.
Obter uma equacéao algébrica de segundo grau em x e y que todo o ponto (x,y) da

pardbola deve satisfazer:

Resolucédo: Seja P = (x,y) € P entdo d(P,F) = d(P,r),
|0x + y + 3|

x—3)2+W—-1)2° =—,

V( ¥+ (-1 NSE
(x=32+@-1D*=u+3)?
x2—6x+9+y2—-2y+1=y2+6y+9,
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x2—6x—8y+1=0,
x2—6x+9=9—-1+8y,
(x —3)% = 8(y + 1).

Figura 1.35. Pardbola P: (x — 3)? = 8(y + 1).

Ay

N

Fonte: A autora.

Exemplo 1.7. Encontrar as equacdes das parabolas cuja reta focal € paralela a um
dos eixos coordenados, tem vértice no ponto V = (2,1) e pardmetro 2p = 3 sendo uma
das coordenadas do foco maior que 2. Mostrar que o outro ponto onde as parabolas
intersectam-se pertence aretax —y —1 = 0.
Resolucdo: Como uma coordenada do foco é maior que 2, as parabolas podem ser
escritas das seguintes formas:

Py (¥ — ¥0)? = 4p(x — xo),

Po: (x = x0)* = 4p(y — ¥o)-

Pelo fato de que 2p = 3, obtemos:

3
Py —17%= 45(96 —-2),
(y—1%?=6(x-2).
3
P (x=2)’ =450 -1,
(x—2)2=6(y—1).
Agora, analisemos a interse¢do das parabolas.
Py NP,

(3'—1)2_6_(96—2)2
x—2 y-1
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—1°%=(x-2)°
y—1=x—-2.
Portanto, r:x —y — 1 = 0 € a reta que contém o outro ponto onde as parabolas

intersectam-se, e mais, esse ponto é P = (8,7).

Figura 1.36. Parabolas P;: (y —1)2 =6(x —2)e P,:(x —2)?=6(y—1Deretar:x—y—1=0

Py

P

/‘V = (1)
L

A\

Fonte: A autora.

Abordamos neste capitulo os conceitos tedricos das conicas: Elipse, Hipérbole
e Parabolas com reta focal coincidente ou paralelas aos eixos 0X e 0Y, a seguir
trataremos dos conceitos tedricos das conicas, mas com 0s eixos rotacionados e a

equacao geral do segundo grau em R2.
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2 CAPITULO 02

2.1 Rotacao dos eixos coordenados

Seja 0XY um sistema de eixos ortogonais no plano e seja 0XY o sistema de
eixos obtido girando os eixos 0X e 0Y deum angulo 8,0 < 0 < % no sentido positivo
(que vai de 0X para 0Y) em torno da origem O.

Sejam (x,y) e (x,¥) as coordenadas de um ponto P nos sistemas 0XY e 0XY,

respectivamente, ¢ o angulo que o vetor OP faz com o semieixo positivo 0X e r =
d(P,0).

Figura 2.1. Sistemas OXY e OXY.

Fonte: A autora.

Entao, utilizando as propriedades das fun¢des trigonométricas, obtemos:

X
cos(6 + @) =— = x =rcos(6 + ¢),

r
y
sen(9+<p)=; =y =rsen(0 + @),
X _
cosq)=7=> X =T71COoSQ,
y o _
sen @ = - = y =rsen .

Podemos relacionar as coordenadas (x,y) com as coordenadas (x,y) da

seguinte forma:



x =rcos(6 + @),
x =1 (cos @ cos @ —senf sen @),
X =1rcosfcos@ —rsenfsenq,

X =Xcosf —ysenf.

y =rsen(0 + @),
y =r(senf cose + sen ¢ cos ),
y =rsenf cosg + rsengcosb),
y=Xxsenf + ycosb,

y =ycosf + xsenb.

De 2.1 concluimos que:
X =XcosO—ysend,
Xcosf =x+ ysend,
_ x+ysen#@
X=—-:
cosd

Substituindo 2.3 em 2.2, obtemos:
x+ysen@
.sen@,

=Yy 0
y=YycosO + 050

cos @

_ ycos®6 xsenB ysen’d

Y cos @ cos @

cos? 0 + sen?6

x sen @
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2.1

2.2

2.3

y=y< cos @ )

y =ycosf — xsend.

Agora, substituindo 2.4 em 2.3, chegamos a:

cosf’
2.4

x+ysenf x+ (ycosf —xsenf)send

cos @

X =
cos @

x +ycosf.senf — x sen? 0

X =
cos @

x (1 —sen?0) +ysen6.cosf

X =
cosf

X =xcosf + ysenb.

Dessa forma, temos:
{x=9?c059—)75en9 {JZ=
y =Yycosf +xsenf y=

x
y

2.5

cosf + ysenf
cosf —xsenf
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Tais equacdes sdo as expressdes de mudangas de coordenadas pela rotacao
de um angulo 8 do sistema ortogonal OXY para o sistema ortogonal 0XY ou a

mudanca inversa.
A mudanca de coordenadas pela rotacdo de um angulo 6 dos eixos 0X e 0Y

(

)

podem ser escritas da seguinte forma:
x) _ (cos 0 —sen 0) (f)
y sen @ cos8/ \y/)
e a inversa é dada por:
(f) _ ( cosf  sen 9) (X
y —senf cosB/\y/’

Conicas Rotacionadas

2.2
ortogonal OXY por um angulo 6, no sentido anti-horario em torno da origem 0 = (0,0).

Seja um sistema de eixos ortogonais 0XY, obtido rotacionando o sistema
Seja a elipse € cuja reta focal ndo € paralela aos eixos coordenados, ou seja,

a reta focal forma com os eixos coordenados um angulo 6. Logo, a reta focal € paralela

a um dos eixos logrados rotacionando o sistema 0XY por um angulo 6.
No sistema ortogonal 0XY, podemos escrever a equacgio candnica da elipse

da seguinte forma:
RES A
E: = + i 1,

ycos® —xsen6)? )

b2

e no sistema ortogonal OXY:
x cos 6 + y sen 6)?
& ( > ) +(
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Figura 2.2. Elipse nos sistemas 0XY e 0XY.

Fonte: A autora.
Notamos que a reta focal da elipse pode ser tanto o eixo OX quanto o eixo 0Y.

Nessa perspectiva, também podemos visualizar a forma candnica da hipérbole

no sistema ortogonal 0XY:
2 5
®_r_

(ycos6 —xsen6)®

e no sistema ortogonal OXY:
(x cos @ + ysen)?
. - b2

a?

Figura 2.1. Hipérbole nos sistemas 0XY e 0XY.

Y by

sistema

Fonte: A autora.
Por fim, podemos apresentar a forma candnica da parabola no

ortogonal 0XY:
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P:x? = +4py,
P:y? = +4px,
no sistema ortogonal 0XY:,
P:(xcosB +ysenf)? = +4p(y cos§ — x sen H),
P:(ycosh —xsenB)? = +4p(x cos O + ysenb).

Figura 2.4. Parabola nos sistemas 0XY e 0XY.

A

Fonte: A autora.

2.3 Reducao de uma equacédo do segundo grau a sua forma candnica

Agora, daremos um tratamento unificado as curvas planas que podem ser
descritas por equacdes de segundo grau em duas variaveis, entre elas a elipse, a

hipérbole e a parabola.
Fixado um sistema ortogonal, chamamos cénica o lugar geométrico dos pontos

P = (x,y) que satisfazem uma equacao de segundo grau f(x,y) = 0 em que

f(x,y) = Ax* + Bxy + Cy> + Dx + Ey + F. 2.6

A condicdo sobre o grau significa que ao menos um dos nuameros A4,B,C é

diferente de zero. Dizemos que:
Ax*+ Bxy +Cy*+Dx+Ey+F =0, 2.7
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é uma equacéo da conica; Ax?, Bxy e Cy? sdo os termos quadraticos e para distinguir

Bxy dos outros dois referimo-nos a ele como termo quadratico misto. Por sua vez, Dx
e Ey séo os termos lineares e F é o termo independente.

Vamos apresentar um método que permita, conhecida a equacéao da coénica,
identifica-la e fazer seu esbo¢o. Sabemos que se os coeficientes B, D e E sdo nulos
recaimos em equacdes reduzidas de elipse, hipérbole e parabola, agora, se esses
coeficientes ndo sdo nulos vamos fazer uma mudanca de variaveis que transformem
a equacao da conica em outra que ndo apresente o termo quadratico misto. Nesse
processo, utilizaremos a rotacao dos eixos.

Apo6s uma rotagdo positiva de um angulo 6, dos eixos 0X e 0Y, obtemos um
novo sistema de eixos ortogonais 0X e 0Y. As coordenadas (x,y) e (x,y) de um ponto
P do plano nos sistemas 0XY e 0XY, respectivamente, estao relacionadas da seguinte
maneira:

X =cos6x—senfy, 2.8
y =senf x+senfy. 2.9

Substituindo 2.8 e 2.9 na equacéo 2.7, obtemos:

A(cos8 x —sen8 y)2 + B(cos@ x —sen B y)(senf x + sen B y) + C(senf X + sen 8 y)?
+ D(cos@ x —senf y) + E(senf X +senfy) + F =0,
A(cos?0 x? — 2 cos O sen O Xy + sen?8 y2) + B(cos 0 sen 0 x? + cos?0 Xy — sen’0 xy
— cos Osen 0 y?) + C(sen?0 x?
+ 2 cos 8 sen 0 Xy + cos?0 ) + D(cos @ X —sen 0 y) + E(sen 0
+cosfy)+F =0,
%2(Acos?0 + Bcos 0 sen 8 + Csen?0) + xy[2(C — A)cos 0 sen 6 + B(cos?8 — sen?0)]
+ y?(Asen? 8 — Bcos 0 sen 8 + Ccos?0) + x(Dcos 6 + Esen 6)

+ y[(—Dsen 8) + Ecos 0] + F = 0,
Ax*+ Bxy+ Cy*+ Dx+Ey+F = 0. 2.10

A equacéo 2.10 é a equacao do segundo grau nas variaveis x e y, onde
A = Acos?0 + Bcos 0 sen 0 + Csen?6,
B =2(C — A)cos 0 sen 8 + B(cos?0 — sen?0),
C = Asen? 0 — Bcos 0 sen 0 + Ccos?0,
D = cos 6 + Esen 0,
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E = —Dsen 8 + Ecos 9,
F=F.
Observando as equacgdes, podemos escrevé-las na forma matricial.

A BJ2 =(cosH senH)(A B/2>(c059 —sen@) 211
B/2 C —senf cos@/ \B/2 C ) \sen® cos6 '

Notamos que o termo misto Xy indica que o sistema de coordenadas esté

rotacionado.
Determinemos o angulo 6,0 < 6 < g para o qual o coeficiente B da equacio

nas variaveis x e y seja igual a zero e desta forma, poderemos escrever a equacgao

na sua forma candnica.

Desta forma, obtemos
B =2(C—A)sen6 cosf + B(cos?8 — sen?8) = 0,

B = (C — A) sen(26) + B cos(26) = 0,
B cos(260) = (A — C) sen (20).
Se 6 = 45° entdo A = C. Agora se 6 # 45° e A # C entdo podemos escrever:
B sen(26)
A—C cos(20)’

B

Portanto,
)] 0 =45° se A =(C;

i) 20 = arctg (ﬁ), sed #C.

Como 0 < 26 < m temos que tg 26 e cos 260 tem 0 mesmo sinal e pela relacdo

trigonométrica 1 + tg2(26) = Fl(zg) , concluimos:

2 _ 1
cos*(20) = 1+tg2(26) ’

assim, podemos escrever:
1
COS(ZH) = \/TZ(ZB)’ tg(ZB) > 0,

— -, £g(26) < 0.

COS(Z@) = W
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Além disso, temos a relacdo fundamental da trigonometria e a relacdo do
cosseno de arco duplo, isto é,

sen?0 + cos?0 =1 = sen?6 =1 — cos?6, 2.12
e
cos(260) = cos?6 — sen?. 2.13
Assim substituindo a equacédo 2.12 na equacéo 2.13, podemos escrever:
cos(20) = cos? 8 — (1 — cos? ) = 2cos? 6 — 1,
1 + cos(26
cos?0 = #,
2
’1 + cos(26)
cosf = |——,
2
e
cos(20) = (1 — sen? 0) — sen?8 = 1 — 2sen? 6,
1 — cos(26
sen’f = #,
2
1 — cos(26)
senf = |[———.
2
Desta forma, a equacdo do segundo grau nas coordenadas x e y, pode ser
escrita:
Ax?>+ Cy*+Dx+Ey+F =0, 2.14
onde:
</T O) _ ( cosf sen 9)( A B/2> (COSQ —sen 9)
0 C —senf cos@/\B/2 C J\sen8 cos@ /’
e

(8)=Coens cone) (&)

O numero real I = B? — 4AC, chamado indicador da equacéo 2.7, estabelece
se a equacao representa uma elipse, uma hipérbole, ou uma parabola, degeneradas
ou ndo, antes de reduzirmos a equacao a sua forma canénica.

Assim, a equacao geral do segundo grau 2.7 representa:

e uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio se I < 0;
e uma hipérbole ou um par de retas concorrentes se I > 0;

e uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio se I = 0.
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Exemplo 2.1 Seja € a elipse que tem vértices nos pontos (4,4) e (3,1), e reta focal
L:x—y=0.
a) Determinar os outros vértices, os focos, o centro e a reta ndo focal.
b) Obter a equacéo €.
c) Fazer um esboco de €, indicando todos seus elementos.
Resolucdo: A reta nao focal ¢’ é perpendicular a reta focal ¢: x —y = 0 e passa pelo
vértice V = (3,1), entao,
mp.my, =—1 = my =-1,
(Y — o) = my (x — xo),
-1 =-(x-3),
iy +x=4
O centro de € € a intersecao das retas focal e néo focal, assim,
Nt
—x+4=x,
x=2ey=2,
logo, C = (2,2). Sejam A, = (4,4), B, = (3,1), C =(2,2), a=d(A,,C) e b =d(B,;,C).

Assim,

d(4,,C) =/(4—2)2+ (4—2)2 =/8=2v2,

d(B;,C) =+ (3—-2)2+(1—-2)2=2.
Considerando o sistema de eixos ortogonais 0XY obtidos rotacionando o
sistema ortogonal OXY por um angulo de 45°, podemos escrever,
e —;ﬁ)z Neal)
onde, C = (xq,y0) = (2\/2 O), a=2vV2eb=12.

Agora, no sistema ortogonal 0XY, temos:

1,

[(xcosO + senfy) — x4]*> [(vcosO — xsenB)]?
E: ) + b2 =

1,

()] (88
+

2

E: =1,

| NS



1 1
7(x+y)2—4(x+y)+8+7(x—y)2_

1,
8 2

1 2 2 1 2 1 2

s +2xy+y°) —4x -4y +8 Sx*—xy+5y
+ =1,

8 2

x2+2xy+yz—8x—8y+16+4x2—8xy+4yz_1
16 16 -

5x% 4+ 5y? — 6xy — 8x — 8y + 16 = 16.
Portanto:
E: 5x% + 5y% —6xy —8x — 8y = 0.

Figura 2.2 £:5x% 4+ 5y? — 6xy — 8x — 8y = 0..

Fonte: A autora
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Exemplo 2.2. Identificar a cbnica e, quando for o caso, obtenha seus parametros

geomeétricos (a, b, c ou p) e determine, em relacdo ao sistema inicial, os elementos

geométricos principais: centro, focos, vértices, eixos, assintotas, diretriz.

a) 7x2+ 24xy — 256x — 192y + 1456 = 0.

Resolucao: Os coeficientes da equacgéo sdo: A=7, B=24, C =0, D = -256, E =

—192e F = 1456 e seu indicador é I = B2 — 4AC = 576 > 0. Portanto, a equacio

representa uma hipérbole ou um par de retas concorrentes.

Seja 0XY o sistema de eixos ortogonais obtido rotacionando os eixos 0X e 0Y

de um angulo 6 € (0, g), no sentido positivo de modo a obter a equacdo canbnica nas

coordenadas x e y.

Como A # C temos que:

B
20) =——=— .
tg(26) 1-C 7>0
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Desta forma, temos:

(26) ! ! d >0
cosS = = = — ,
J1+1tg2(26) \/@5 25
49

de onde obtemos:

/1 + (20) /—32 4
_ coS _ |25 _*%
cos O = "5 5
/1 (26) ’—18 3
_ — COoS _ |25 _3
sen @ = — =J5 "%

Assim, as equacfes de mudanca de coordenadas sao:

=

Il
x|

|
<

_ 4 3
X==-x+=z-y
e 5 5
_—i _Ex
Yy=3Y75

<

Il
[GE G RN
<

+
nlwu|w
=

A equacéao do segundo grau nas coordenadas x e y, fica na forma:
Ax?>+ Cy*+Dx+Ey+F =0,
onde:

(/T 0)=(Cost9 senG)(A B/Z)(Cose —sen@)
0 C —senf cos@/\B/2 C )\sen® cos8 /’

(g g‘): ’ <172 102)

ull wull
vl

—
o x
[ K=
~—
Il
/—\U'llw
N (@)
NN
w Yl ¢
w0 |
|
U1l W

(2)=Coons tone) (&)

(Tiog):

YN
Ty |
N——
I
w1
w
ull A U] W
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() =C%")
Entdo, A=16, C=-9,D=-320, E=0 e F=1456 a equacgdo nas
coordenadas x ey é
16x? — 952 — 320x + 1456 = 0.
Completando os quadrados, temos:
16(x — 10)? — 9y2 = 144,

E-10° 5y _
9 16 ’

que é a forma candnica de uma hipérbole.
A equacéo representa uma hipérbole H com a =3, b =4 e ¢ =5 que, has
coordenadas ¥ e ¥, tem centro C = (10,0), reta focal £: 5 = 0, reta ndo focal #': ¥ = 10,

vértices sobre reta focal 4; = (7,0) e A, = (13,0), vértices sobre reta ndo focal B; =
(10,—4) B, = (10,4), focos F; = (5,0) e F, = (15,0) e assintotas y = i% (x — 10).
Entdo, pelas equacdes de mudanca de variaveis obtemos, a reta focal £: y =
%y—%x:O =§y—§x=~ 3x —4y =0, reta ndo focal f':f=§x+§y=> 10 =§x+
%y = 4x + 3y =10, cetro C = (gf —%37,337 +§9€) = (8,6), focos F;, =(43) e F, =
(12,9), vértices sobre reta focal A; = (?%) e, = (55—2§) vértices sobre reta ndo
focal B; = (5?2%) eB, = (?4?6) e assintotas x = 8 e 7x + 24y — 200 = 0 da hipérbole

nas coordenadas x e y.
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Figura 2.6. Hipérbole.

y

Bz_ F;

Az

1 B,

Fonte: A autora.

b) x% + 2v/3xy 4+ 3y? +8V3x — 8y + 32 = 0.
Resolucéo: Os coeficientes da equacéo sdo: A=1, B=2V3, (=3, D =83, E =
—8e F = 32 e seuindicador é I = B?2 — 4AC = 0. Portanto, a equacgao representa uma
pardbola, um par de retas paralelas, uma reta ou o conjunto vazio.
Seja 0XY o sistema de eixos ortogonais obtido rotacionando os eixos 0X e 0Y

de um angulo 8 € (0, g), no sentido positivo de modo a obter a equacao canbnica nas

coordenadas x e y.

Como A # C temos que:

B 2V3
tg(ZH)—m—_—z——\/?<0.

Logo,
1 1 1

JT+tg?(20) Vi+3 2

’1
1 + cos(260 5 1
cosf = /%: %:?
3
1 — cos(26) 2 V3
senf = |—————= | =—.
2 2 2

Assim, as equag¢des de mudanca de coordenadas sao:

cos(260) = —

de onde obtemos:
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1_ 3_ _ 1 V3
X==-xXx——Yy X=—x+_y
2 2 e 2 2

1_ V3 _ _ 1 V3
y=3y+t-x y=Jy—oXx

Desta forma, a equacédo do segundo grau nas coordenadas x e y, fica na forma:

Ax* + Cy*+Dx+Ey+F =0,

onde:
(ff 0):(C059 sen@)(A B/2> cos 8 —sen@)
0 C —senf cos@/\B/2 C J\sen® cos@ /'
1 3 1 V3
(A Q): 2 2 (1 \/§) 2 2
0 C V3 1 |W3 3/{v3 1 [
-7z \7 3
1 V3
(A Q):<2 2@) 2 2
0 C 0 o0/(v3 1 [
\7 7/
A 0\_(4 O
(0 5)_(0 0)'
e
D\ _( cos@ sen6\ (D
(E) B (—Sen @ cos 9) (E)'
1 V3
(§)= 2 2 (8\/5)
E V3 1 |\-8
2 2
D\_( O
(E)_(—m)
Entdo,A=4, C=0,D =0, E=—16 e F = 32 a equacao nas coordenadas x

ey é dada por:
4%% — 16y +32 =0,
X% =4y - 2),
gue é a forma candnica de uma parabola.
A equacao representa uma pardbola P que, nas coordenadas x e y, tem vértice

V = (0,2), foco F = (xy, ¥, —p) = (0,3,), reta focal £: x = 0 e diretriz r:y =y, —p =
y = 1.

<
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Entdo, pelas equacdes de mudanca de variaveis obtemos, vértices V =

(—V3,1), foco F = (%52) reta focal £:x +v/3y = 0 e diretriz r: ?x —%+ 1=0da

parabola nas coordenadas x e y.

Figura 2.7. Parabola.

P by

Fonte: A autora.

Discorremos neste capitulo os conceitos das cobnicas: Elipse, Hipérbole e
Parabolas rotacionadas, a seguir explanaremos sobre artefatos na construcdo de tais

cOnicas.
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3 CAPITULO 03

3.1 Métodos de construcéao

Particularmente nos séculos XV e XVI, a presenca de sistemas articulados na
Geometria se acentuou e ganhou densidade. Com o passar dos anos, surgiu uma
pluralidade de mecanismos que possibilitaram tracar curvas mais refinadas e
acuradas. Vale notar que alguns instrumentos podem ser construidos pelos alunos
em sala de aula, com a ajuda do docente, sendo que tal feito representa uma
alternativa de instrucdo relevante devido a possibilidade de visualizar o tracado da
curva, realizado de forma dinamica. Acreditamos que tais construcdes, realizadas com
o emprego de madeira, parafusos e lapis, podem ser executadas em uma aula de
laboratério de uma escola, tendo como objetivo produzir uma atividade para
acompanhar o estudo das cbnicas na Geometria ou Geometria Analitica do ensino
médio.

Nesse linear, apresentaremos alguns aparatos que desenham secdes conicas.
A justificativa de conceituacdo e funcionamento de cada um deles sera fundamentada

na caracterizacdo geomeétrica ou analitica das conicas.

3.2 Elipsografo

O elipsografo € um instrumento que permite desenhar elipses. Ha diversos
mecanismos que desenham elipses e nesta segcdo vamos compreender o

funcionamento de um modelo descrito na foto da Figura 3.1.



71

Figura 3.1. Elipsdgrafo.

Fonte: Pereira e Bonfim, S/Ano.

Na Figura 3.1 visualizamos o formato do elipségrafo elaborado em madeira. O
instrumento em questdo € composto por uma haste fixa e quatro hastes de mesmo
tamanho, formando um losango.

Um dos vértices desse losango, que chamaremos de P, é ligado a um ponto
fixo, o0 qual é o centro de uma circunferéncia de raio r, em posicdes predeterminada e
iguais ao longo dos lados do losango cujo vértice € o P, fixamos um trilho onde estes
pontos podem deslizar.

No vértice oposto ao P colocamos um lapis que descrevera a elipse. Desta
forma, quando o ponto P descreve a circunferéncia os pontos prefixados séo
obrigados a deslizar sobre o trilho e o lapis desenhara a elipse.

Agora, a Figura 3.2 mostra a representacdo do mesmo elipsografo no

geogebra, onde vamos mostrar que a curva desenhada é uma elipse.
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Figura 3.2. Elipsdgrafo no geogebra.

tn

ESHN
i
i
1
i
i
.
S

Fonte: A autora.

Pelo fato de as hastes possuirem o0 mesmo tamanho, temos entao que AQBP é
um losango, digamos de lado L. O vértice P do losango é vinculado a um ponto fixo M,
visto que se trata do centro de uma circunferéncia A de raio PM = r, representada na
Figura 3.1, pelo “pestilo”. Os pontos E e F, fixados nos lados do losango PA e PB,
respectivamente, sdo escolhidos a uma mesma distancia do ponto P e podem mover-
se sobre o trilho horizontal, o qual podemos visualizar na figura 3.1 e como consta na
Figura3.2 é areta g.

Vamos mostrar que, quando P percorre a circunferéncia 1, os pontos E e
F movem-se obrigados a escorregar sobre o trilho g, o vértice Q do losango (local onde
o lapis esta fixado) reproduz uma elipse, visto que possui um semieixo igual ao raio
da circunferéncia 1 e o outro semieixo com comprimento dependendo da escolha dos
pontos E e F.

Notamos que, PA = PB = QB = QA = | pois AQBP é um losango e PE = PF =
d. Assumimos um referencial cartesiano sendo o eixo x sobre a reta g e 0 eixo y
passando pelo ponto M e perpendicular a reta g, conforme Figura 3.2. Nesse sistema
de coordenada, consideremos P = (a,b) e Q = (x,y).

Tragcamos os segmentos PQ e AB, cujo encontro ocorre no ponto R. Indicamos

por S o ponto de interse¢édo da reta g com o segmento PQ.
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Note que os triangulos APSF e APRB sdo semelhantes pelo caso de
semelhanca A4, ja que os angulos PRB e PSF sdo congruentes e o angulo RPB é
comum aos triangulos. A semelhanca implica que:

PF PB d l — b
PS PR b PR T

Isto posto, se torna basilar determinar a medida do segmento QS para obter a
ordenada do ponto Q:

QS=RS+QR=PR—PS+ QR =PR—PS+PR=2PR—-PS
zz(E)_b:mb_bd:b(ZI_d)_
d d d

2l—-d p: . ~
Fazendo ——=co0 qgual € uma constante que depende apenas das dimensdes

do instrumento e da posi¢do dos pontos fixos E e F, temos que, QS = cb.
Como os pontos P e Q tém mesma abscissa, temos x = a. A ordenada, y, de
Q no sistema escolhido é —QS = —cb.
A distancia do ponto P = (a, b) ao ponto M = (0,h), é r. Portanto,
r2 =a%+ (b — h)?, 3.1

fazendo a substituicdo, x =ae b = —% em 3.1, obtemos:

x> (y+ch)? .
r2 c2rz
Diante do exposto, podemos concluir que o ponto Q descreve uma elipse de
semieixo igual ao raio da circunferéncia e o outro igual a ¢ - r que contém a reta focal
cujo comprimento € variavel devido as medidas do instrumento e da escolha dos
pontos E e F, ou seja, elipse de centro C = (0, —ch) e a distancia do centro aos vertices

saorec-r.
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3.3 Hiperbolografo

A Figura 3.3 representa um hiperbolografo, instrumento que desenha hipérbole.

Figura 3.3. Hiperboldgrafo.

Fonte: Pereira e Bonfim, S/Ano.

O hiperbolégrafo em questéo é construido por duas hastes fixas e quatro hastes
iguais, que forma um losango, e possui dois segmentos em seu interior, articulados
em um ponto o qual desliza sobre a reta r. Com o movimento deste ponto, os dois
vértices que estdo ligados com os segmentos deslizam sobre uma reta fixa, ao passo
que os outros dois vértices contém o lapis que desenhara os ramos da hipérbole.

A representacdo grafica do mecanismo articulado construido é ilustrada na

Figura 3.4. Vamos justificar que a curva desenhada é uma hipérbole.
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Figura 3.4. Hiperbolografo no geogebra.

Fonte: A autora.

Seja ABCD um losango de lado a com vértices A e C vinculados a um trilho
vertical s, o ponto M se move sobre a reta r e ainda CM = AM = b, onde b < a. A
posteriori, demonstraremos quando o ponto M percorre a reta r, 0s pontos A e C
deslizam sobre a reta s e os pontos B e D (acoplados com pontas de lapis) descrevem
os dois arcos de uma hipérbole.

Devemos partir do referencial que O € o ponto de intersecao das retas r e s.
Determinado um referencial cartesiano com origem O e 0 eixo y coincidente com a
reta s, sejam M = (m,n) e D = (x,y) 0 ponto que percorrerd uma parte do ramo direito
da hipérbole.

Na figura, CD =a, CM =b, PM =m e PD = x. Aplicando o teorema de
Pithgoras aos triangulos ACPM e ACPD, obtemos:

CM? = CP? + PM?, 3.2

CD? = CP? + PD?, 3.3
substituindo 3.2 em 3.3, temos que:

CM? — PM? = CD? — PD?,

nessa perspectiva, percebemos que:

b? —m? = a? — x?,
ou seja,

m? = x? — (a? — b?).

Fazendo, a? — b? = ¢?, ficamos com m? = x? — ¢2.
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A reta r tem equacao da forma y = kx e, como o ponto M = (m,n) pertence a
essa reta, temos n = km, ou, ainda,
n? = k*m?. 3.4
Sabendo que os pontos M e D tém mesma ordenada, fazendo as substituigdes:
m? = x? —c? e n = y em 3.4, obtemos:
y? = k*(x* = c?),

2 2

X y 1
2 (ke)2
que é a equacao de uma hipérbole. Interessante observar que como B € simétrico de

D em relagdo a 0, quando D percorre o ramo direito da hipérbole, B transita pelo ramo
s - P .y p k
esquerdo. Na mesma légica, uma das assintotas dessa hipérbole é a reta y = ?Cx =

kx, que é areta r.

3.4 Parabolografo

No parabolégrafo o lapis que desenhara a parabola esta na interseccéo de dois
segmentos, o ponto P. A extremidade de um desses segmentos desliza por uma reta
r, permanecendo sempre perpendicular a mesma que € a diretriz da parabola,
enguanto o outro segmento possui 0s dois vértices opostos de um losango flexivel.

O vértice do losango oposto ao que desliza na reta r é fixo e conforme o ponto
desliza em r o ponto P descreve a parabola. O mecanismo articulado construido &

ilustrado na Figura 3.5.
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Figura 3.5. Paraboldgrafo.

Fonte: Pereira e Bonfim, S/Ano.

Na figura 3.6, as retas r e s sdo paralelas. Os pontos C e C’ deslizam sobre r
e s, respectivamente, de forma que o segmento CC' seja sempre perpendicular a essas
paralelas. ABCD é um losango articulado, o vértice A do losango é fixo. O vértice C,
oposto ao vértice A, desliza sobre r. Os outros dois vértices, B e D, determinam a reta

d, que intersecta o segmento CC’ no ponto P.

Figura 3.6. Esboco de Parabolégrafo.

c' s

Fonte: A autora.

Ao passo que C resvala sobre r, 0 ponto P descreve uma parabola com foco A

e diretriz r. De acordo com o raciocinio que sera exposto a seguir, tal instrumento foi
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habilmente tecido de tal maneira que ao se afastar o mecanismo sobre uma reta
(diretriz), o ponto P (em que se acopla o lapis) desenha uma parabola.

Fundamentamos esse processo em questdo através da congruéncia dos
tridangulos APAB e APCB pelo caso de congruéncias LAL, tendo em vista que 0S
angulos ABP e CBP sé&o congruentes, o lado BP é comum aos triangulos e os lados
AB e AC sé&o congruentes, lados do losango. A congruéncia implica PA = PC. Dessa
forma, o ponto P € equidistante de um ponto fixo A e de uma reta fixa r, isto é, seu
lugar geométrico é a pardbola de foco A e diretriz r.

Concebemos que a construcdo dos sistemas articulados engloba a percepc¢éao
de movimentos, a manipulacdo e a experimentacéo, sendo assim conquista a atengao
e aguca o raciocinio dos discentes em compreender 0s conceitos envolvidos na
construcdo e, conseqguentemente, impossibilita a aprendizagem vaga e rasa na
abordagem das conicas. Finalmente, propomos a utilizacédo de softwares de geometria
dindmica para robustecer as ideias nos processos de construcdo, nos quais ndo ha

limitagcOes.
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4 APLICACAO DIDATICA

Na Educacéo Bésica, o estudo relativo as se¢des conicas normalmente € feito
somente sob o ponto de vista algébrico, fazendo com que, muitas vezes, os alunos
desconhecam a relagéo entre as secdes conicas e a geometria euclidiana.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais para Ensino Médio:

As habilidades de visualizag&o, desenho, argumentac¢éo l6gica e de aplicagédo
na busca de solu¢des para problemas que podem ser desenvolvidas com um
trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa usar as formas e
propriedades geométricas na representacéo de partes do mundo que o cerca.
(PCNs, 1999. p. 257)
Com o estudo dessas habilidades € possivel entdo construir as conicas,
entender suas propriedades e chegar em suas expressoes algébricas.
A teoria de Van Hiele para o desenvolvimento do pensamento geométrico vem
sendo ao longo dos anos analisadas e pesquisadas por varios educadores em
Educacdo Matematica entre eles Lilian Nasser. A autora nos relata como os alunos

progridem de acordo com esta teoria:

De acordo com Van Hiele, os alunos progridem segundo niveis hierarquicos
de conhecimento quando aprendem geometria. Estes niveis podem ser
descritos como: Reconhecimento (visualiza¢éo) andlise, abstragéo (sintese)
deducdo e rigor. Van Hielle estabelece que o progresso de nivel depende da
experiéncia de atividades especialmente preparadas pelo professor, com
essa finalidade, e passa por cinco fases de aprendizagem. Portanto o0 modelo
de Van Hiele incorpora ao cognitivo um aspecto didatico (NASSER, Anais VI.
1998).

Para Nasser (1998) a teoria de Van Hiele sugere cinco niveis hierarquicos, no
sentido de que o aluno soO atinge determinado nivel de raciocinio apos passar por

todos os niveis inferiores. A seguir enumeramos esses hiveis e suas caracteristicas:

= Nivel basico: Reconhecimento.
Identificacdo, comparacdo da nomenclatura de figuras geométricas, com base em sua

aparéncia global.
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= Nivel 1: Andlise.
Andlise das figuras em termos de seus componentes, reconhecimento de suas

propriedades e uso dessas propriedades para resolver problemas.

= Nivel 2: Sintese ou abstracao.
Percepcéo da necessidade de uma definicao precisa, e de que uma propriedade pode
decorrer de outra; argumentacao logica informal e ordenacdo de classes de figuras

geométricas.

=>» Nivel 3: Deducdo.
Dominio do processo dedutivo e de demonstracdes; reconhecimento de condicdes

necessarias e suficientes.

= Nivel 4: Rigor.
Capacidade de compreender demonstracbes formais. Capacidade de entender

axiomas, mesmo na auséncia de modelos concretos.

A ideia de implementar estratégias didaticas diversificadas confere ao ensino
subsidios que atraem a atencéo e a motivacdo dos alunos. Apenas atividades de lousa
e livro n&o sio suficientes para a compreensio e o despertar pelo saber. E essencial
que os materiais didaticos aplicados ao ensino sejam selecionados, adaptados e
criados de acordo com cada contexto em que serd inserido, e conforme 0s objetivos
estabelecidos.

O modelo de Van Hiele conduz o aluno ao nivel da visualizacao de um conceito
geometrico, em seguida ao nivel da analise, depois ao da ordenacao l6gica, mais
adiante ao nivel da deducéo e, por fim, a atingir o nivel do rigor da conceituacdo. Neste
ponto, 0 aluno torna-se capaz de entender e relacionar conceitos abstratos.

Abaixo, descreveremos as fases necessarias para organizar o ensino de
acordo com o modelo sugerido por Van Hiele, segundo JAIME (1993); FOUZ e de
DONOSTI (2005) e VARGAS e ARAYA (2013).
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Fase 1 — Informacgaol/interrogacao.

O professor deve identificar os conhecimentos prévios que os alunos possuem
sobre o assunto a ser trabalhado.

Fase 2 — Orientagao dirigida.

O ensino precisa ser direcionado através de atividades concretas, que
respeitem uma sequéncia didatica.

Fase 3 — Explanagao.

Esta fase é baseada em experiéncias anteriores, 0s alunos devem ser capazes
de expressar através da linguagem oral ou escrita os resultados obtidos a partir de
suas experiéncias e argumentar sobre estas com o professor e os outros alunos.

Fase 4 — Orientagao livre.

Os estudantes devem utilizar os conhecimentos adquiridos para resolver
atividades e problemas diferentes dos anteriores.

Fase 5 — Integragao.

Os alunos reveem e sintetizam o que aprenderam com o objetivo de formar
uma visdo geral e uma nova rede interna de conhecimentos aprendidos.

Esse roteiro metodoldgico é fundamental para que o aluno avance para um
nivel posterior.

Ainda de acordo com Nasser (1998):

Para Van Hiele, cada nivel é caracterizado por relacdes entre os objetos de
estudo e linguagem préprias. Consequentemente, ndo pode haver
compreensdo quando o curso é dado num nivel mais elevado do que o
atingido pelo aluno.

Do que foi exposto acima, concluimos que uma das dificuldades apresentadas
pelos alunos na aquisicéo de conceitos geométricos, é a de passar de um nivel inferior
para um mais elevado sem passar pelas experiéncias dos niveis intermediarios.

O enfoque do tema, cbnicas, se deu em aulas ministradas em uma sala da
Terceira Série do Ensino Médio de uma escola publica, classe essa com quarenta
alunos, para que os niveis de desenvolvimento da teoria de Van Hiele sejam
observados, primeiramente, nos cortes do cone para identificagdo da nomenclatura
das conicas: Elipse, Hipérbole e Pardbola (Nivel Basico). Vejamos na Figuras 4.1
uma das alunas realizando o corte, com o equipamento especifico para cortar isopor
(cortador a pilha modelo memo-corte junior), no cone de isopor para visualizacédo da
elipse. Esse mesmo procedimento foi feito com outros cones para constatar a

hipérbole e a parabola dependendo da inclinagdo do cortador.



82

Figura 4.1. Alunos fazendo cortes no cone.

!I.

Fonte: A autora.

Apbs o corte os alunos realizaram a pintura das areas das cdnicas com tinta

guache. Conforme apresentado nas Figuras 4.2 e 4.3.

Figura 4.2. Cones cortados para visualizacdo da Elipse, Hipérbole e Parabola.

Fonte: A autora.
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Figura 4.3.Elipse, Hipérbole e Parabola nos cortes do cone.

Fonte: A autora.

E possivel observar, Figura 4.4, a medicéo e conferéncia dos parametros das
conicas, a,b e c, andlise de suas propriedades, riscar a reta focal e a reta ndo focal
(Nivel 1).

Figura 4.4.Medicao dos parametros da Elipse.

Fonte: A autora.

Em um segundo momento foi usado alguns artefatos para a construgdo das
cOnicas sabendo e usando suas definicbes a partir da caracterizagao bifocal (Nivel 2).
Analisamos as medidas realizadas em momento anterior e 0s alunos trocaram suas
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experiéncias. Com raio laser, Figura 4.6. e com o aparato para a parabola ficou visivel
seu foco, foram citados varios exemplos do dia a dia como por exemplos a antena

parabdlica.

Figura 4.5.Construcdo das cbnicas usando artefatos.

Fonte: A autora.

Fonte: A autora.

Em momento subsequente, a partir da definicdo das conicas, foi aplicado véarias
atividades com diferentes graus de dificuldades e através da correcdo observamos as
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respostas dos alunos, a autonomia na resolugdo e se conseguiram abstrair 0s
conceitos (Nivel 3). Pelas respostas de varios alunos foi possivel perceber que muitos
conseguiam resolver os exercicios com grau de dificuldade pequena, mas o
percentual dos alunos que resolveram todos foi baixa. Muitos tém dificuldades
acumuladas desde o ensino fundamental, como produtos notéveis, fatoracao,
Teorema de Pitagoras entre outros.

Desta forma, o correto € continuar no mesmo nivel de Van Hiele com mais
atividades e revisdo destes conteudos falhos para depois passar para o ultimo nivel
com as demonstragdes formais e fazer a rotacao das conicas, mas, devido a pandemia
causada pelo virus SarsCov2, e as medidas de isolamento social, foi impossivel
continuar com as aulas presenciais e dar continuidade ao presente projeto.
Infelizmente, no ambiente remoto, ndo conseguimos avancar com as analises devido
as dificuldades apresentadas pelos alunos quanto a observacgdo, construgdo e
demonstracdo das cbnicas e a falta de recursos tecnolégicos como aparelhos

eletrbnicos e internet.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Utilizando-se apenas de sistemas, trigonometria e multiplicacdo de matrizes,
conteldo este ministrado no ensino médio, onde observamos qual é a cbnica
representada por uma equacdao geral do segundo grau.

A organizacao desta dissertacdo sugere uma abordagem diferenciada sobre o
tema “cbnicas”. A dissertacdo em questéo visa auxiliar ao trabalho dos professores,
bem como dos alunos da terceira série do ensino médio, tendo em vista a dificuldade
de abstracdo por meio de instrumentos articulados que desenham cénicas e cortes no
cone para obtencdo delas. A ideia de explorar esses instrumentos geomeétricos
reafirma a importancia da geometria no ensino da matematica. Nos dias atuais ha uma
valorizacéo do estudo algébrico sobre o geométrico. Fato este confirmado na retirada
do ensino da disciplina desenho geométrico da grade curricular e na forma de pensar
de nossos educandos que demonstram necessidade por férmulas para resolver os
mais variados exercicios e problemas da matematica.

Exatamente por reunir geometria analitica, trigonometria, matrizes e sistemas
de equacdes, trabalhar com a rotacao e a translacéo de curvas no plano pode ser uma
das atividades enriquecedoras para os alunos, além de poder ser utilizado para revisar

estes assuntos.
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