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RESUMO

O presente projeto tem como principal finalidade a apresentacdo das ditas Somas de Newton, cujo
intuito fundamental € para a resolu¢ao de problemas de Olimpiadas Matematicas mundo afora,
os quais abordam soma de poténcias de nimeros complexos. Para tal, apresentaremos conceitos
iniciais abordando polindmios e alguns de seus teoremas bdsicos, de modo a apresentarmos,
logo apds, os casos de Somas de Newton com 2 e 3 parcelas, cujas ideias dependem inteiramente
na andlise feita sobre polindmios. Por fim, apresentaremos e demonstraremos o caso geral das
Somas de Newton com n parcelas, a partir de onde faremos problemas retirados de diversas
Olimpiadas de Matemaética para mostrar a robustez da teoria abordada. Concluimos, assim, o
raciocinio sobre as Somas de Newton e o uso de ideias de sua teoria do caso geral para situagdes
onde ndo se tem necessariamente a soma de poténcias de nimeros complexos, como sera feito
em alguns dos exercicios. O valor disso estd em como esta abordagem pode servir de introdugdo
para a andlise dos chamados Polindmios Simétricos, assunto o qual é ainda mais profundo no

estudo dos polindmios.

Palavras-chave: Somas de Newton. Polindmios. Resolucdo de Problemas.



ABSTRACT

The present project has as its main goal the presentation of the said Newton’s Sums, whose
fundamental purpose is for worldwide Mathematical Olympiads problem solving, which tackles
the sum of powers of complex numbers. For such, we’ll show initial concepts about polynomials
and some of its basic theorems, so as to present, right after, the cases of Newton’s Sums with 2
and 3 summands, whose ideas depends entirely in the analysis made over polynomials. Finally,
we present and demonstrate the general case of Newton’s Sums with » summands, from where
we’ll solve problems taken from miscellaneous Mathematical Olympiads to show the strength of
the theory addressed. We conclude, that way, the reasoning about Newton’s Sums and the use
of ideas from the theory of its general case for situations where we don’t necessarily have the
sum of powers of complex numbers, as will be done in some exercises. The value of this resides
on how this approach might serve as an introduction to the analysis of the called Symmetric

Polynomials, subject which is deeper in the study of polynomials.

Keywords: Newton’s Sums. Polynomials. Problem Solving.
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1 INTRODUCAO

O problema do qual estamos abordando pode-se ser retirado a partir da pergunta
“Como podemos resolver problemas que envolvem soma de poténcias de nimeros complexos?”.
A partir disto, tem-se a problemadtica que se apresenta em como deduzirmos uma teoria com a
qual utilizar para a resolu¢ao de questdes que abordam soma de poténcias de niimeros complexos.

A justificativa pela qual se d4 este projeto € exatamente a auséncia em grande parte
da apresentacdo das chamadas Somas de Newton para a resolu¢do de tais problemas matematico,
pois encontra-se poucas referéncias brasileiras sobre elas. Além disso, pelas interagdes com as
quais tive com meu filho, ex-aluno de turma ITA/IME e olimpiadas matemadticas, este era um
assunto do qual ele me falava com entusiasmo e com o qual me interessei, de modo que tentei
ir atrds sobre o assunto e encontrei escassas referéncias brasileiras sobre tal. Dessa maneira,
pensei em como poderia contribuir para acrescentar mais contetido para o publico brasileiro
sobre o assunto, abordando a teoria necessaria para deduzir o caso geral das Somas de Newton
e como utilizar partes de tal prova para resolver problemas mais gerais os quais ndo envolvem
necessariamente soma de poténcias de nimeros complexos.

Tem-se como objetivo geral do projeto a apresentacdo, dedugdo e aplicagdo das
Somas de Newton e algumas de suas generalizacOes mais simples. Como objetivos especificos,
tem-se em primeiro lugar apresentar defini¢des relativas a polindmios e provar teoremas cldssicos
acerca deles. Em segundo lugar, a andlise de casos mais simples de Soma de Newton, as quais
envolvem apenas somas de poténcias com duas e trés parcelas para, logo apds, provar o caso
geral. Por fim, a aplicacdo dos conhecimentos adquiridos das Somas de Newton para a resolucio
de problemas que advém de Olimpiadas Matematicas mundo afora.

A metodologia deste projeto € focada na pesquisa bibliogréfica em suas referéncias,
cuja abordagem € em sua maior parte quantitativa na anélise e dedugdes de teoremas e resultados
de polindmios para se chegar a prova do caso geral das Somas de Newton. Isto fora feito
com o estudo em diversas fontes para o embasamento nos varios conceitos necessarios para
compreender profunda e intuitivamente as ideias das somas de Newton.

O percurso metodoldgico faz-se por meio da andlise dedutiva sobre polindmios, suas
defini¢des e consequéncias, para ser adquirido o alicerce necessdrio para se provar as Somas
de Newton, ao particularizar o estudo para polindbmios com coeficientes no corpo dos numeros
complexos. Para tal, sdo vistas definicdes e provas de teoremas classicos relativos a polindmios

no segundo capitulo. Logo apds, no terceiro capitulo, analisamos os casos mais simples das
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Somas de Newton, os quais sdo os mais importantes, para depois provarmos o caso geral delas.
Por fim, no quarto capitulo, ha a aplicagdo dessa teoria para a resolugdo de problemas, tanto
relativos as Somas de Newton de verdade como para situagdes que nao necessariamente sao
Somas de Newton, mas se pode aplicar o mesmo processo da prova do caso geral delas para a
resolugdo desses problemas. No quinto capitulo, ha a conclusao do texto, onde falamos como
toda esta andlise pode ser considerada como uma introducao ao estudo dos polindmios simétricos,
dado que as Somas de Newton usam, implicitamente, um de seus principais resultados, como
exposto em (BRILLIANT, [201-]). Dessa maneira, incita-se leitores a se motivarem e irem atras
de tal contetido por conta prépria pela profundidade de resultados interessantes relativos aos

polindmios simétricos, finalizando assim a dissertagao.
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2 POLINOMIOS

Nos préximos subtdpicos faremos uma breve abordagem sobre anéis, corpos e
dominios de integridade, de modo a, logo apds, falarmos de polindmios com coeficientes em um
anel ou em um corpo, para, por fim, particularizarmos a anélise aos niimeros complexos, com o
intuito de mostrarmos as relacdes de Girard.

Toda a andlise aqui feita em cada subtdpico estd produzida de maneira mais aprofun-

dada e exemplificada em (HEFEZ; VILLELA, 2018).

2.1 Anel, Corpo e Dominio de Integridade

Primeiramente, para estudarmos a ideia do que seria a definicdo de um anel, devemos
definir o que € uma operacao, partindo de algumas defini¢cOes preliminares:

Sejam os conjuntos A e B, definimos o produto cartesiano de A e B pelo conjunto
A X B dos pares ordenados (a,b) coma € Aeb € B.

Dessa maneira, sendo K um conjunto, temos que K x K representa o produto car-
tesiano de K com ele mesmo e, desse modo, definimos uma operagdo (x) em K como uma

funcdo:

*x  KXK—=K

(a,b) — axb

Dito isso, seja tal conjunto K possuidor de duas operagdes (+) e (-) chamadas
adi¢do e multiplicacdo, respectivamente. Chamamos K de anel se tais operacdes obedecerem as
subsequentes propriedades:

a) As operacdes de adicdo e multiplicacdo sdo comutativas, ou seja, para quaisquer

x,y € K, temos que:
Xt+y=yt+xex-y=y-x

b) As operacdes de adi¢do e multiplicacdo sdo ambas associativas, ou seja, para

quaisquer x,y,z € K, temos que:
x+(+z)=x+y)+zex-(y-z)=(xy)-z

¢) As operagdes de adicdo e multiplicacdo possuem elementos neutros, ou seja,
existem elementos O e 1, respectivamente, em K tais que para qualquer x em K,

temos:
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x+0=xex-1=x

d) A multiplicagdo € distributiva com relacdo a adicdo, ou seja, para quaisquer

x,y,z € K, temos que:
x-(y+z)=x-y+x-z

e) Todo elemento x € K possui um inverso aditivo, isto €, existe —x € K tal que

x+(—x)=0"1

Por essa defini¢do, vemos que conjuntos como os dos nimeros inteiros (Z), racionais
(Q), reais (R) e complexos (C) se enquadram como anéis dadas suas operagdes usuais de adi¢do
e multiplicacao.

Além dessas propriedades, se o conjunto K for tal que suas operacdes também
obedecem a:

+ Todo elemento x € K — {0} possui um inverso multiplicativo, isto &, existe x~! tal que
xx =12
dizemos que K € um corpo. Por essa definicdo, vé-se como todos os exemplos de conjuntos
numéricos anteriores seguem essa propriedade, exceto Z 3.
Vamos agora mostrar um lema que nos ser4 util:
Lema: Sejaa € K, onde K € um anel, tem-se portanto 0-a =a-0 = 0.
Prova:

Veja inicialmente que 0-a = a - 0 pela propriedade comutativa do anel A. Logo, basta
mostrarmos que a -0 = 0.

Note que, pelas propriedades de elemento neutro da adi¢do em A, temos 0 =0+ 0 e,
dai,a-0=a-(0+0).

Pela propriedade distributiva da multiplicacao sobre a adi¢dao em A, temos portanto
a-0=a-0+a-0.

Por fim, pela propriedade do inverso aditivo em A e pela propriedade associativa
em A, a-0 possui inverso aditivo —a -0 tal que a-0+ (—a-0) = 0 e somando-se pela direita
dos dois lados da igualdade —a -0, temos a-0+ (—a-0) = (a-0+a-0)+(—a-0) =a-0+ (a-
0+ (—a-0)) <= 0=a-04+0 <= a-0=0, pela propriedade do elemento neutro em A,

demonstrando-se assim o lema.

I Este inverso aditivo é dnico.

Este inverso multiplicativo € tnico.

3 Os tnicos elementos que possuem inverso multiplicativo em Z sio os nimeros 1 e —1
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Além disso, vamos definir o que é um dominio de integridade:

Um anel A € dito dominio de integridade quando:
VabcA,a-b=0=a=00ub=0
Ou, equivalentemente,
Sea,b € A—{0},entdoa-b#0

Note que todo corpo K € um dominio de integridade, pois, como todo elemento
diferente de O € K possui inverso multiplicativo, necessariamente se a,b € K e ab = 0, devemos
ter a = 0 ou b = 0, dado que, por exemplo, se a € K — {0}, existe a~! de forma que a~ ! (ab) =
a ' 0= (a"'a)b=0=1-b=0= b=0 (pelas propriedades associativa, inverso multiplicativo,
elemento neutro da multiplicacdo em K e pelo Lema).

Se a =0, temos ab = 0-b =0, pelo Lema.

Dessa maneira, vemos como todo conjunto que € um corpo é também um dominio
de integridade.

Mas a reciproca ndo € verdadeira, isto é, nem todo dominio de integridade € corpo.
De fato, o conjunto Z € um dominio de integridade, pois a inica maneira com a qual ab = 0 para
a,b e Zésea=0oub=0. De fato, como Z C Q, temos entdo que a,b € Q com ab = 0, desse
modo, devemos ter a = 0 ou b = 0 dado que QQ é dominio de integridade (por ser um corpo). No

entanto, Z nao € um corpo.
2.2 Definic¢oes iniciais

Seja A um anel e a : N — A uma fung¢do de nimeros naturais N ={0,1,2,...,n,...}
para o conjunto A. Chamamos uma tal funcdo "a"de sequéncia de termos (ou coeficientes) em
A e a representamos por (a(0),a(1),a(2),...,a(n),...) = (ag,ay,az,...,a, ...) = (an)nen, onde
a(j) =a; € A,Vj € N. Denotaremos, por simplicidade, essa sequéncia como (a,) e outras
de modo andlogo. Consideraremos doravante que as sequéncias terdo dominio igual a N e
contradominio igual ao anel A para nossa andlise.

Vamos definir um polindmio como uma sequéncia (a,) com uma quantidade finita
de elementos ndo nulos em sua representagdo. Isto €, apds certo g € N, temos a; = 0 € A para
todo j > q.

A partir dessa defini¢do de polindmio, podemos definir a adicdo e multiplicagcdo de

dois polindmios:
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Sejam (ay) e (b,) dois polindmios, definimos (a,) + (b, ) como a sequéncia (a, +by,),
isto &, para cada j € N, temos que o j-ésimo elemento de (a,) + (b,) é igual a a; +b;, onde
usamos adi¢do no anel A.

Note que (ay,) + (b,) também serd um polindmio, dado que, como (a,) e (b,) sdo
polindmios, existem q1,g> € N tais que a; = 0,Vj > g1 e b; = 0,V > g3, logo, tomando g =
max{q1,q>}, onde max{x,y} representa o maior valor dentre x e y, teremos a;+b; =0,V > g,
jdque j > g implica j > g1 e j > g» por ¢ 0 miximo dentre os dois valores.

A partir disso, iremos mostrar a seguinte propriedade:

Propriedade P1 (Comutatividade da adic¢do): Sejam (a,) e (b,) dois polindmios. Temos
portanto (ay,) + (b,) = (by) + (an).
Prova:

Pela defini¢do da soma de dois polindmios, temos (c¢,) = (a,) + (b,) com ¢; =
aj+b;,Vj €N, no entanto, pela comutatividade da adi¢do no anel A, temos c; =a;+b; =
bj+aj,VjeN < (c;) = (bp)+ (an) <= (an)+ (bn) = (by) + (an), como queriamos.

Definiremos também a multiplica¢do (ou produto) entre os dois polindmios (ay,) - (b,)

como a sequéncia (c,) definida por:

(cn) = (i akbn—k>
k=0

Essa defini¢do faz uso, portanto, da soma e multiplicacdo do anel A, de modo que os

termos do produto (a,) - (b,) fiquem da seguinte forma:

co = aobo
c1 = agb1 +a1bg

¢y = agby +a1b; +axby

Cj :aobj+a1bj_1 +a2bj_2+...—l—aj_1b1 —I—ajb()

Nota-se, como anteriormente, que (ay) - (b,) € também um polinémio. De fato, como
(an) € (b,) sdo polindmios, existem ¢,g> € N tais que a; = 0,Vj > gi(x) e bj =0,V > go(xx).

Tomando g = g1 + g; € analisando os termos c¢; com j > g, temos:

j
cj=Y abjx= Y, aabp
k=0 a+p=j
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Onde fizemos a troca na varidvel de somatorio para ter duas varidveis no lugar de &,
em que as duas estdo correlacionadas entre si e a j.

O motivo dessa mudanga € que, como j > g = g1 + g2, ndo podemos ter & < g; €
B < ¢, pois, caso o fosse, teriamos & + 8 = j < g1 + g2 = ¢, que ndo € o caso. Logo devemos
ter ¢ > gy ou B > qo.

Desse modo, caso & > g1, temos necessariamente ay = 0 por (x) e caso f8 > ¢a,
temos necessariamente bg = 0 por (*x).

Dessa maneira, como em ambos 0s casos iremos ter que agbg = 0 para ot +f§ = j,
necessariamente teremos Y., g—jdabpg = 0, ou seja, ¢; = 0,Vj > g.

Apo6s ambas as defini¢des de operacdes entre 2 polindmios, vamos agora provar uma
propriedade das duas em conjunto:

Propriedade P2 (Distributiva): Dados 3 polindmios (ay,), (b,) € (cn), temos que (ay) - ((by) +
(cn)) = (an) - (bn) + (an) - (cn).
Prova:

Pelas definigdes, temos que ((b,) + (¢,)) serd o polindmio (d,) tal que d; = b; +
¢j,Vj € N. Logo, (an) - ((bn) + (¢4)) = (an) - (dn) serd o polindmio (e,) tal que e; = Zi:oak‘
dik =Y _oar (bjx+cj—r) =Xh_olar-bjr+ag-cj—t) =Li_oax-bjix+Li_gax-cjiVj €
N pela propriedade distributiva e associativa no anel A.

Vejamos os polindmios (ay) - (b,) e (a,) - (cn):

(an) - (by) serd o polindmio (I(n)) tal que [; = Zizoak bj_,VjENe (ay)-(cn)
serd o polindmio (p,) tal que p; = Zi:o ai - cj—i,Vj € N. Assim temos portanto que e; =
403 €N <= (en) = () + (pn) <= (@)~ ((bu) + (en)) = (@) - (bu) + (an) - (en). 0
que conclui a prova.

Vamos agora definir o polindmio x = (xp,x1,x2,...,Xs,...) = (0,1,0,0,...,0,..), onde
apenas o segundo termo, x1, é o elemento neutro da multiplicacdo em A e os restantes sdo o
elemento neutro da adicdo em A. Vamos analisar o que ocorre ao multiplicarmos o polindmio x
por ele mesmo:

x-x=(c,)emquec; = Zizoxkxn_k,Vj eN.

Dessa forma, como apenas x; = 1 e x; = 0,Vj € N— {1}, apenas o termo ¢, possui
parcela x;x; = 1, enquanto todos os outros vao ter suas parcelas de soma zeradas. Logo, ¢c; = 1

enquanto ¢; = 0,Vj € N—{2}. Ou seja:

x-x=(0,0,1,0,0,...,0,...)
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Com isso, podemos definir recursivamente x/ = x/ —1.x, onde convencionamos x! = x.

Desse modo, temos:

)CZZ)CI'X:X X
X3=X2 X
x4:x3 X

2 — x-x, temos entio x> = (0,0,1,0,...,0,...).

Como x

Fazendo-se o célculo de x> pela definicdo dada e pelo produto de polindmios en-
contraremos x> = (0,0,0,1,0,...,0,...) onde apenas o quarto termo ¢ igual a 1 e todo o res-
tante é nulo. Dessa maneira, procedendo analogamente para cada x/, j > 2, encontraremos
x/ = (0,0,...,0,1,0,...), onde apenas o (j+ 1)-ésimo termo & igual a 1 e todo o restante é nulo.
Cada j serd chamado poténcia de x.

Além disso, pode-se verificar pela definicao da multiplicagdao de polindmios que ao

a+b cuja consequéncia

fazermos o produto x* - x, onde a,b € N — {0} obteremos exatamente x
serd vista mais adiante.*.

Vamos nesse momento definir o que significa multiplicarmos uma sequéncia de
termos em a por uma constante k no anel A, ou seja, k € A:

A multiplicagdo da constante k por (a,), isto é, k- (a,) = k(ay), pode ser definida
como a sequéncia (c,) = (kay), isto é ¢c; =k-a;,Vj € N. Veja que, se (a,) € um polindmio,
entdo k(a,) também serd, dado que se a; = 0,Vj > g para algum g € N, entdo k-a; =0,Vj > ¢
pelo lema da secdo 2.1.

Com isso, vamos provar a proxima propriedade:

Propriedade P3: Sejam & (a,) e k»(b,) dois polindmios, com k;,k, € A constantes, temos entao
que ki(an) - ka(bn) = kika((an) - (bn))
Prova:

Seja (cp) =ki(an) e (dn) =ka(by),isto é, cj =kja;,Vj e Ned;=kob;,Vje N, dai
temos:

ki(an) - ka2(bn) = (cn) - (dy), 0 qual serd o polindmio (e,) tal que e¢; = Zi:o crdj_k =
Zi:o(kl ap)(kabj_y) = Zi:o kikoapb i = kika Z/{:o arbj_x,Vj € N, pelas propriedades associ-

ativa e comutativa do anel A.

4 Aqui exclufmos o 0 pois x° ainda ndo foi definido, no entanto, apés sua definicio, tal expressdo continua valendo
mesmosea=0oub=0



18

Dessa maneira, temos entdo e; = kik Zizo agbj_i,VjeN <= (en) = kika((an) -
(by)), ou seja, ky (an) - ka(bn) = kika((an) - (bn)), como queriamos.

Como tltimas defini¢des, vamos definir x° = 1 = (1,0,0,...,0,...), 0= (0,0, ...,0,...)
ea=a(l,0,0,...,0,...) = (a,0,0,...,0,...),a € A, de modo que nos serd ttil para o seguinte
teorema:

Teorema: Todo polinémio (a,) = (ag,ay,a,...,a,,...) pode ser escrito na forma (a,) = ag +
aix+ax*+ ...+ a,,x"°, onde ng representa o grau do polinomio e é o menor natural com a
propriedade que a; = 0,V > ny.

Prova:

Por (a,) ser um polindmio, temos que existe algum ¢ € N tal que a, = 0,Vn > q.
Como o conjunto dos naturais com essa propriedade € limitado inferiormente, ele vai possuir um
natural minimo com tal propriedade. Chame-o de ng, ou seja, temos a, = 0,Vn > ng e ng € o
menor natural com tal propriedade.

Assim, o polindmio (a,) na realidade pode simplesmente ser representado por
(ag,ai,ay, ...,an,,0,0,...), onde apds a (ng + 1)-ésima posigdo teremos apenas 0. Dessa maneira,
pela defini¢do de soma de polindmios, vamos escrever o polindémio (a,) como uma soma de
outros polindmios do seguinte modo:

(ag,ay,az, ...,an,,0,0,...) = (ap,0,0,...,0,...) + (0,a1,0,...,0,...) + (0,0,a2, ...,0, ...) + ... +
+(0,0,0,...,0,ap,,0,0,...)

Pela definicao de multiplicagdo de uma sequéncia por uma constante em A, podemos
reescrever a expressao acima:

(an) =an(1,0,0,...,0,...)+a(0,1,0,...,0,...) +a2(0,0, 1, ...,0,...) +...+a,, (0,0,...,0,1,0, ...),
onde 1 estd na (ng + 1)-ésima posicao para a dltima parcela.

Pelas defini¢des e resultados de a = («, 0,0, ...,0,...) =a(1,0,0,...,0,...),x= (0, 1,0,
,0,...,0,...) e x/ para j > 2, teremos portanto:

(an) = ap +arx + axx* + ... + ayx"0, como querfamos.

Dessa maneira, x ndo pertencente ao anel A serd chamado de uma indeterminada
sobre A. 3

Dessa maneira, pelo teorema, podemos chamar um polinémio de f(x) em vez de
(ax) (trocamos n por k para ndo causar confusdo, mas () néo deixa de ser o polindmio definido

pelo seus respectivos termos) para simplificar a escrita e temos:

> Em préximos tépicos abordaremos a ideia da funcio polinomial, em que x, o qual pelas definicdes anteriores era

uma sequéncia, ird ser trocado por valores de algum anel, como dos conjuntos numéricos, em lugar da sua ideia
de sequéncia.
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(ak) = f('x) = Aap +a1x+ —l—an_xn = 2720 ajxj

Onde, por simplicidade, em vez de usarmos ny usamos n no lugar e utilizamos as
convencdes explicitadas mais acima para x° e x!.

Cadaaj € A com j€ {0,1,2,...,n} é chamado coeficiente do polindmio f(x), as
parcelas a jxj sdo ditas termos e os termos a jxj tais que a; # 0 sdo mondmios de grau j do
polindmio f(x). O coeficiente ag é chamado de termo independente. °

Chamamos A[x] o conjunto de todos os polindmios com coeficientes no anel A, ou

seja:
A[x] — {ao—i—alx—i—...—i-anx";aj EA,O S .] S n,n < N}

Dizemos que f(x) = ap € um polinémio constante e quando f(x) =0=(0,0,...,0,...)
chamamos f(x) de polindmio nulo. Note que o polindmio nulo € tal que a; = 0 para todo j € N.
Quando a; = 0 costuma-se ndo se escrever o termo a jxj quando houver termo ndo nulo no
polindmio, jd que a;x/ = (0,0,...,0,...) = 0 e quando fazemos (a;) + 0, obtemos (ay).

Além disso, podemos dizer que que o polindmio f(x) = ag+ajx+ ... +anx" € Alx]
pode ser escrito como f(x) = ag 4+ ajx+ ... + a,x* +0x" 1 +0x"*2 + ... + 0x™ para qualquer
natural m > n, dado que, pela simplificagdo que tomamos que de n representa ny € como
aj=0,Yj > ng. Assim, ao comparar dois polindmios f(x),g(x) € A[x] podemos supor que
ambos t€ém a mesma quantidade de termos (embora o coeficiente de determinados termos possa
ser nulo para algum dos polindmios).

Dois polindmios f(x) = ag+ajx+ ... +a,x" e g(x) = bg+ byx+ ... + b,x", ambos
em A[x], sdo ditos polindmios iguais se, e somente se, aj=bjpara 0 < j <n, de modo que
escrevemos f(x) = g(x).

Com a notagdo de f(x), chamamos o grau de f(x) de gr(f(x)), isto &, gr(f(x)) =n,
e dizemos que a, € o coeficiente lider de f(x). Se o coeficiente lider do polindmio for igual a
1, ele € dito polindomio ménico. Observe que, pelo que fora dito, o grau do polindmio nulo nao
estaria definido, no entanto, doravante tomaremos gr(0) = —eo como convengao, pois isso nos
serd util para uma propriedade na proxima se¢do. Além disso, temos que se gr(f(x)) =0, entéo
f(x) =a=(a,0,0,...,0,...) ja que a maior poténcia de x de termo nio nulo de f(x) é 0.

Exemplos: f(x) =+ ex+5x4+1/3x3, g(x) = 1 +2x'0 + /523 +-1ogr (3)x7, h(x) =
T4+ x+x2+23 +x4, s(x) = 25x19 — 15x° +20, 1(x) =20 — 15x° +25x1%, p(x) =9

6

Pois ele est4 junto a poténcia nula de x, isto é, x° = 1 = (1,0,0,...,0,...).
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Vé-se que f(x),g(x) € R[x] e h(x),s(x),l(x), p(x) € Z[x]. Note que podemos dizer
que cada polindmio pertence a C[x] se quisermos, no entanto, dependendo do contexto, pode
ser que seja melhor considerar um anel menos abrangente para andlise ou considerar, de fato, o
contexto geral.

Podemos escrever os mondmios do polindmio em qualquer ordem com a qual
desejarmos, mas considerando-se as poténcias de x, pelo que definimos, temos, por exemplo,
que s(x) = I(x), pois seus coeficientes nos respectivos termos sao iguais, temos que os termos
independentes de f(x),g(x),h(x),s(x),l(x) e p(x) sdo, respectivamente, 7, 1,1,20,20 ¢ 9 e seus
coeficientes lideres sio v/3,2,1,25,25 e 9, respectivamente, o que caracteriza apenas h(x) como
polindmio monico.

Nota-se que, do exposto anteriormente, podemos dizer que gr(f(x)) =3, gr(g(x)) =
10, gr(h(x)) =4, gr(s(x)) = gr(l(x)) = 10 e gr(p(x)) = 0 ja que observamos o coeficiente lider

de cada polindmio no seu respectivo termo.

2.3 Outra perspectiva sobre soma e multiplicacido de polinomios

As operagdes de adicdo e multiplicacdo de polindmios ja foram definidas anterior-
mente na se¢do anterior, no entanto, vamos olhé-las pela perspectiva de f(x) e g(x) em vez da
perspectiva de sequéncia propriamente dita:

Sejam f(x) =}i_ga;x’ e g(x) = ¥i_objx/, ambos em A[x], pela defini¢do da soma

de polindmios, temos naturalmente:
f(x)+g(x)=Y"_ycx/,emquec;=a;+bjpara0< j<n

Ou seja, para somar dois polindmios, basta somar seus respectivos coeficientes para
cada mondmio de grau j.

Pela defini¢do que demos, é vdlida a propriedade gr(f(x)+g(x)) <max{gr(f(x)),gr(g(x))}.
A igualdade ¢ vdlida sempre que os graus de f(x) e de g(x) forem distintos, pois, dessa maneira,
nao é possivel anular o coeficiente do mondmio de maior grau dentre f(x) e g(x) ao se realizar a
soma. Caso f(x) =0 ou g(x) =0, ja que o grau do respectivo polindmio nulo serd —oo, sempre
teremos que o grau do outro polindmio serd maior ou igual que isso e logo teremos a igualdade
novamente. Se os graus dos polindmios forem iguais a n, a igualdade ainda pode ocorrer, mas
apenas se os coeficientes dos mondmios de grau n de f(x) e de g(x) ndo sdo inversos aditivos

emA.
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Pela defini¢do que fora dada para o produto de dois polindmios e pela propriedade

b= x4*P g, b € N citada anteriormente, pode-se ver que pela perspectiva de

de poténcias x“x
f(x) e g(x) como serd o produto de um pelo outro pelas operagdes de soma e multiplicagdo do
anel A:

Dados os polindmios f(x) = Yi_gax/ e g(x) = L7 objx/, ambos em A[x], sua

multiplicacao sera:

f(x)-g(x) = LjZ5 cjx/, em que:
co — aob()
¢1 = apby +aibo

¢y = aoby +a1by + axbg
Ccj= aobj+a1bj_1 —|—...—1—aj_1b1 +ajb0 = Za_,_lg:jaabﬁ,a,ﬁ eN

Cntm = Anby

De fato, essa perspectiva faz sentido, podendo-se mostrar com um exemplo a partir
das propriedades P1, P2 e P3 da secdo passada e da propriedade de poténcias:

Exemplo: f(x) = ag +a1x+ ax* +azx’ e g(x) = bg + byx + byx?, temos:
f(x)-g(x) = (ao + a1x + ax* +azx’) (bg + b1x + byx?)
Pela propriedade P2 e P3:

f(x)-g(x) =
ao(bo + b1x 4 bax?) 4+ arx(bg + byx + bpx?) + axx? (bg + by x + bax?) 4 azx (bo + b1x + byx?)
f(x)-g(x) = agby + agh1x + agbyx* + aybox + ayb1x - x + aybax - x* + axbox® + axby x* - x +

arbox? - x* + azbox® + azb x> - x + azbyx - x2

Utilizando x4 - x? = x@t0:

f(x) . g(x) = apbg + apb1x + a0b2x2 +a1box + a1b1x2 + a1b2x3 + a2b0x2 + a2b1x3 + a2b2x4 +

azbox® + azb1x* + azbrx®
Por fim, reagrupando por poténcias de x pela propriedade P1 e P2, temos:

f(x) -g(x) = aopbo + (a0b1 + albo)x+ (Clob2 +aib; +a2b0)x2 + (mbz +arb +a3b0)x3 +
(a2b2 +a3b1)x4 —|—a3b2x5
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Note que a4 = a5 = b3 = by = b5 = 0 pelas nossas convengdes, de modo que podemos

reescrever:

f(x)-8(x) = aobo + (aoh1 + arbo)x + (aohy 4 arby + azbo)x* + (aobz + a1by + azby +
a3bo)x3—%(aob44—alb34—a2b24—a3b14—a4b0)x4—k(a0b5%—a1b44—a2b34—a3b24—a4b14—a5b0)x5

Desse modo, vemos como faz sentido a perspectiva de somatorio para o termo geral
c; pela definicao dada na segdo anterior e a atual, mesmo para valores de & e B maiores que
o grau de f(x) ou de g(x), pois temos daf que aq = 0 ou bg = 0, ndo influenciando em nada
no coeficiente ¢;. Assim, na pritica, podemos ter momentos em que nem ¢ nem f3 zeram em
alguma parcela da soma ao aplicarmos o somatdério com coeficientes nao nulos.

Vamos agora enunciar uma importante propriedade relativa ao grau do polindmio
que representa o produto de dois polindmios com coeficientes num dominio de integridade:
Propriedade P4: Sejam f(x) e g(x) polindmios em A[x] — {0}, em que A é um dominio de
integridade. Se os coeficientes lideres de f(x) e de g(x) sdo a, e by, (ou seja, gr(f(x)) =ne
gr(g(x)) = m), respectivamente, pela definicdo de produto, temos que o coeficiente lider do
polindmio f(x) - g(x) é anby,.

Prova:

Como a, e by, sdo os coeficientes lideres, eles sdo ndo nulos, logo, a,,b,, € A — {0},
o que significa, pela definicdo de dominio de integridade, que a,b,, # 0. Pela defini¢cdo da
multiplicacao de dois polindmios, temos:

Cntm = Za+ﬁ:m+n aabﬁ

Note que ndo podemos ter @ < n e B < m, pois, caso o fosse, &« +f < m+n, o
que ndo convém. Logo ¢ >nou B >m. Temos a =n <= B =mpor a+f =n+m.
Além disso, temos também o > n <= B < m para termos @ + 3 = m + n. Analogamente,

B >m <= a < n. Logo, podemos separar o somatério acima em 3 somatdrios menores:

Cnam = Z agbg + Z agbpg + Z agbg,a+p =n+m
o=n

a>n oa<n

Mas pelas equivaléncias acima, temos Y o, dabg = Lg>mdabg € Lo—ndabp =

anby,, 0 que nos gera:

Cnam = Z agbg + anby + Z agbg,a+p =n+m

o>n B>m
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No entanto, como para @ > n temos ay = 0 por n ser o grau de f(x) e como para
B > m temos bg = 0 por m ser o grau de g(x), teremos portanto que a soma acima simplesmente

se torna:

Cn4m = anby,

Temos assim, pelo que fora mencionado no inicio, que ¢, 4, # 0.

Vamos analisar ¢; para j > n+m:

Cj= Z aabﬁ
oa+p=j
Note que se @ < ne 3 <m, teremos &+ = j < n+m, que ndo é o caso. Logo
devemos ter @ > n ou > m para termos j > n+m. Note que se & <n <= f > m ja que
uma das duas afirmacdes anteriores devem ser verdadeiras, logo se a primeira € falsa, a segunda

tem de ser verdadeira, assim, podemos separar o somatdrio em 2 somatorios:

cj= Z agbg + Z agbg, 00+ = j
o>n oa<n
No entanto, pelo que fora explicado anteriormente, temos que ). o<, dabp = Y.g>mdabp-

Assim, c; se torna:

cj= Z aebpg + Z agbg, 00+ =j
a>n B>m
Mas, como exposto anteriormente, temos ag = 0,Vot > ne b/g =0,V > m, logo, em
ambos 0s casos temos agbg = 0, assim os somatdrios irdo se anular e teremos ¢; = 0,Vj > n+m.
Como ¢ty = apby # 0, temos portanto que n+m é o grau de f(x) - g(x) e seu coeficiente lider
é a,by,.

Dessa maneira, retiramos o importante resultado:

gr(f(x)-g(x)) = gr(f(x)) +gr(gx))

Essa propriedade € chamada de propriedade multiplicativa do grau. Uma observacao
importante a ser feita é que a condicdo de que A seja dominio de integridade nao € a tnica

condic¢do que causa a propriedade multiplicativa do grau:
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Proposicao: Se A € um anel que nao € dominio de integridade, mas algum dos dois polindmios
f(x) ou g(x) possui coeficiente lider com inverso multiplicativo em A, entdo a propriedade
multiplicativa do grau continua a ser vélida.
Prova:
Sem perda de generalidade, podemos supor que @, possui inverso multiplicativo em
A e by, € A—{0}, entdo a,by,, # 0, pois, se a,b,, = 0, como a, possui inverso multiplicativo,
entdo existe a € A tal que a-a, = 1, dessa maneira, multiplicando pelos dois lados por a na
equagdo, ficamos com a - (a,by,) = (aayn) by = 1-by, = by, = a-0 =0, pelo Lema da sec¢do 2.1
e propriedades de anéis, o que ndo pode ocorrer pois b,, € A — {0}. Isto prova a proposi¢ao.
Pelas defini¢des dadas de soma e multiplicacdo de polindmios, podemos mostrar que
Alx] possui as propriedades que o tornam um anel, isto é:
Para quaisquer f(x),g(x) e h(x) em A[x], temos que as seguintes propriedades sdo
validas:
a) Associatividade: (f(x)+ g(x)) +h(x) = f(x) + (g(x) + h(x)) e (f(x) - g(x))-
hx) = f(x)- (g(x) - h(x))
b) Comutatividade: f(x) +g(x) = g(x) + f(x) e f(x) - g(x) = g(x) - f(x)
c¢) Distributividade: f(x)-(g(x)+h(x)) = f(x)-g(x)+ f(x) - h(x)
d) Existéncia do elemento neutro (adi¢do): O polindmio nulo € tal que f(x)+0=
f(x),V f(x) € Alx]
e) Existéncia do inverso aditivo: Dado f(x) = Yioa jxj , seu inverso aditivo €
—f(x) = Lh_o(—a;)/
f) Existéncia do elemento neutro (multiplicacdo): O polindmio constante 1 € tal
que 1- f(x) = f(x),V f(x) € A[x]
As Demonstracdes para algumas dessas propriedades podem ser encontradas em
(HEFEZ; VILLELA, 2018), assim como as propriedades P1 e P2 da sec¢do anterior representam

provas de parte de algumas das propriedades mencionadas acima.

2.4 Divisao Euclidiana de polinomios

Neste topico iremos mostrar que polindmios possuem divisdo euclidiana de maneira
extremamente similar ao conjunto dos inteiros, em que podemos fazer a divisao de modo
tinico com resto controlado em A[x], sempre que o coeficiente lider do divisor possuir inverso

multiplicativo em A.
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Sejam f(x) e g(x) em Alx]. Se existir um polindémio A(x) € A[x] tal que f(x) =
g(x) - h(x), dizemos que f(x) é mdltiplo de g(x). Nessa situagdo, se g(x) ndo for o polindmio
nulo, dizemos que g(x) divide f(x).

Assim, podemos enunciar um lema para demonstrar a divisdo euclidiana, fazendo-se
uso da propriedade multiplicativa do grau em Alx]:
Lema: Sejam A um anel e f(x),g(x) € Alx] — {0}, temos que se g(x) possuir coeficiente lider
com inverso multiplicativo em A e g(x) for divisor de f(x), temos que gr(g(x)) < gr(f(x)).
Prova:

Como g(x) # 0 divide f(x) # 0, entdo existe h(x) € Alx] tal que f(x) = g(x) - h(x),
note que h(x) # 0 pois, caso o fosse, pelo Lema da se¢do 2.2 aplicado ao anel A[x], terfamos
f(x) =0, que ndo é o caso. Pela propriedade multiplicativa do grau e pela Proposic¢do da se¢ido

anterior, dado que o coeficiente lider de g(x) possui inverso multiplicativo, nos implica:
gr(f(x)) = gr(g(x)h(x)) = gr(g(x)) +gr(h(x)) > gr(g(x))

Pois como f(x) # 0 e h(x) # 0, temos gr(f(x)) # —oo e gr(h(x)) # —eo, logo
gr(f(x)),gr(h(x)) € N e assim podemos ter a desigualdade acima.

Com tal lema, agora somos capazes de provar a existéncia e unicidade da Divisdo
Euclidiana:

Teorema:(Divisao Euclidiana)

Seja A um anel e sejam f(x),g(x) € A[x] com g(x) # 0 e coeficiente lider com
inverso multiplicativo em A. Entdo existem g(x) e r(x) em A[x], ambos tnicos, tais que f(x) =
9(x)g(x) +r(x) € r(x) = 0 ou gr(r(x)) < gr(g(x)).

Prova:

Seja g(x) = bo +b1x+ ... + b,,x™, em que b, possui inverso multiplicativo b,,! € A.

Primeiro, provaremos a existéncia:

Se f(x) = 0, basta tomarmos g(x) = r(x) = 0.

Suponhamos agora que f(x) # 0. Dai, seja n = gr(f(x)), logo temos f(x) = ap+
arx+ ...+ ayx", coma, # 0.

Se n < m, basta tomarmos ¢g(x) =0e r(x) = f(x).

Se n > m, devemos fazer indugéo sobre n (ou seja, sobre o grau de f(x)):

Sen =0, entdo 0 =n > m = gr(g(x)), entdo temos m = 0, pois m € N, com f(x) =
ag # 0 e g(x) = by com b, ' € A. Dai, temos entdo que f(x) = ap = ap(b, 'bo) = aoh, 'g(x),

dessa maneira temos g(x) = agb, ' e r(x) =0
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Logo, o resultado € vélido para o caso inicial. Suponhamos vélido agora o resultado
para polindmios de grau menor do que n = gr(f(x)), de forma a mostrarmos que o resultado é
vélido para o polindmio f(x).

Nesse momento, nossa ideia principal é de forcar cair o grau do polindmio f(x)
utilizando algum polindmio formado a partir de g(x) para utilizar a hipétese de indugdo no novo
polindmio de grau menor.

Desse modo, defina i(x) € A[x] por h(x) = f(x) — a,b,,'x" ™g(x). Note que isso
¢ um polindmio vélido em A[x], pois, n —m > 0 e os coeficientes de f(x) e g(x) estdo em
A e a,b,' € A. Dessa maneira, vé-se que o polindmio a,b, 'x" ™g(x) tem grau n (pois

=,y — x') e coeficiente lider a,,b;llbm = ay, logo, ao subtrair tal polindbmio de f(x), temos

X
que h(x) possuird grau menor que 1, pois 0s termos a,x" cancelam, podemos entdo aplicar a
hipétese sobre ele:

h(x) = qo(x)g(x) 4+ ro(x), em que ro(x) = 0 ou gr(ro(x)) < gr(g(x)), dessa maneira:

f() = h(x) +anby,' ¥ "g(x) = (qo(x)g(x) +ro(x)) + anby, ' " "g(x) =

F) = (qo(x) +anby,' X" )g(x) + 1o (x)

Onde foram utilizadas a igualdade para h(x) e as propriedades comutativa, associativa
e distributiva do anel A[x]. Daf, tomando g(x) = go(x) +a,b,,'x " e r(x) = ro(x) e terminamos
a prova da existéncia.

Agora, provando a unicidade:

Suponhamos agora que f(x) possa ser escrito de duas formas distintas pela divisdo
euclidiana, isto é, exista g1 (x),r1(x),q2(x),r2(x), com (r1(x) = 0 ou gr(r;(x)) < gr(g(x)))(x) e
(ra(x) = 0 ou gr(ra(x)) < gr(g(x)))(++) tais que:

F(x) = q1(x)g(x) +r1(x) = g2 (x)g (x) +r2(x) = (g1 (x) — g2(x))g (x) = r2(x) =1 (x)

Se q1(x) # g2(x), entdo g (x) — g2(x) # 0, e como g(x) possui coeficiente lider com
inverso multiplicativo em A, entdo (q;(x) — g2(x))g(x) # 0 (pois possui coeficiente lider ndo
nulo), logo rp(x) —ri(x) #0

Dessa maneira, pelo lema que provamos, temos:

gr(8(x)) < gr(ra(x) — ri(x))(x % %)

Mas, se ry(x) # 0 (que significa que —r1(x) # 0) e rp(x) # 0, por (x), (**) e pela
propriedade da soma de polindmios, temos que gr(ra(x) —ri(x)) = gr(ra(x) + (—r1(x))) <
max{gr(rs(x)),gr(~r (x))}

Como o grau de um polindmio € igual ao grau do seu inverso aditivo em A[x], temos

gr(—ri(x)) = gr(ri(x)) e como max{gr(ry(x)),gr(—ri(x))} é gr(r2(x)) ou gr(r;(x)) e ambos
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sdo menores que gr(g(x)), de (x* ), tiramos:

gr(g(x)) < gr(g(x)), um absurdo! Logo, como supor que g (x) # g2(x) nos levou
a um absurdo, devemos portanto ter g;(x) = g2(x), dai, g;(x) — g2(x) = 0 e temos (g1 (x) —
q2(x))g(x) = 0, pelo Lema da sec@o 2.1 aplicado ao anel A[x|.

Logo, como (g (x) —g2(x))g(x) = 0, temos entdo rp(x) — ri(x) = 0= rp(x) = ri(x)
neste caso.

Se r1(x) =0 ou ry(x) = 0, temos gr(ra(x) —ri(x)) = gr(r2(x)) no primeiro caso
e gr(ra(x) —ri(x)) = gr(—ri(x)) = gr(r;(x)) no segundo caso (dado que ndo podemos ter ao
mesmo tempo 7 (x) = rp(x) = 0 ja que ry(x) — r(x) # 0). No entanto, em ambos, temos que
gr(ra(x) —ri(x)) < gr(g(x)) por (x) e (xx), de modo que, novamente, teremos gr(g(x)) <
gr(g(x)) e logo um absurdo. Dessa maneira como anteriormente, teremos g (x) = g2(x) e
r1(x) = ry(x), o que termina a prova da unicidade.

Dessa maneira, sendo f(x),g(x),q(x) e r(x) definidos da maneira como estd no
Teorema da Divisdo Euclidiana, chamamos f(x) de dividendo, g(x) de divisor, g(x) de quociente

e r(x) de resto.

2.5 Algoritmo de Briot-Ruffini

Neste subtdpico iremos apresentar o algoritmo de Briot-Ruffini, o qual nos permite
encontrar o quociente € o resto de uma divis@o polinomial cujo divisor é da forma x — o, em
que @ = (,0,0,...,0,...) € Alx] e & € A nesta tltima sequéncia. Seja f(x) = a,x" +a, 1"~ +
..+ aix+ap € Alx], com a, # 0. Logo, pela Divisdo Euclidiana, temos que existe g(x) € Alx] e
r, respectivamente, o quociente e resto da divisdo de f(x) por x — & (note que o resto s6 pode ser
r =0 ou, como gr(x— &) = 1, devemos ter grau 0 para ele, ou seja, ¢ um polindmio constante),

daf:
f(x) =q(x)(x— o) +r, com gr(g(x)) = n— 1 (propriedade multiplicativa do grau)

Dessa maneira, escrevendo g(x) = g, 1x" ' +¢qn_2x" ">+ ... + q1x+qq e realizando

a multiplicag¢do termo a termo:

Fx) = (gn1X " g o 2+ qixtqo)(x—a) Fr=
F(x) = gu1X"+ (gn-2 — Aqu—1)¥""1+ ... + (g0 — g1 )x + (r — aqo)

Como f(x) e o polindmio a direita sdo iguais, isso significa que os respectivos

coeficientes de cada termo sdo iguais, logo:
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an = (4n—1
ap—1 = qn—2 — 0gp—1

ap—2 = qn-3 — 0gp—2

a =q1— 0qs

ar =4qo—0q
[ 90 =T—0q0
O que nos implica:
.
dn—1 = an

gn—2 = an—1 + 0qn—1

qn-3 = a2+ 0qu—2

q1=ax+Qaqp
qo = a1 + aq
r=ap+0qo

Dessa forma, com tal algoritmo conseguimos encontrar o quociente e o resto de
f(x) pela divisdo por x — ¢. O utilizaremos na deducio das somas de Newton para o caso geral
em que o indice da soma de Newton é menor que o grau do polindmios cujas raizes estamos

analisando.

2.6 Polinomios vistos como funcoes

A partir de agora, iniciaremos o tratamento de polindmios da perspectiva de fungdes

num corpo K para ele mesmo, isto €, em vez de olhar f(x) = }}_ga jx/ € K[x] como dependente

2

de sequéncias x,x%, x>, etc, vamos trocar a respectiva sequéncia x/ por uma poténcia x/ € K de

um valor x € K por meio da seguinte fungio:’

f:K—K

n
xr—>Zj:0ajxf

7" No caso que x = 0 € K, consideremos, apenas por convengio, que 0° = 1, pelo simples motivo de continuarmos

a usar a notacdo de somatdrio, embora ndo seja necessdria esta consideracio caso ndo escrevamos em tal notagdo.
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Note que essa perspectiva é vélida, pois, como f(x) € K[x], todos seus coeficientes
estdo em K e, utilizando x € K em vez da ideia de sequéncia, usamos as operagdes de adi¢ao
(4) e multiplicacé@o (-) em K, levando portanto elementos de K x K para K. De fato, temos a
aplicacdo de multiplas adi¢des e multiplicacdes em K, em quantidade finita, irdo levar x € K um
valor em K bem definido.

Por simplicidade, iremos utilizar a mesma nota¢do f(x) para representar tanto a
func¢do definida acima como o polindmio propriamente dito.

Uma importante observacdo a ser feita € que todos os resultados que nds provamos
ou definimos anteriormente como a propriedade multiplicativa do grau, a divisdo euclidiana,
algoritmo de Briot-Ruffini, etc, continuam vélidos com a perspectiva do polindmio como fungao.
Isso se dé pois tais consequéncias advém principalmente da anélise de um polindmio na sua forma
ap—+ayx+ ... +ayx" junto a propriedades de anel (tanto de A como A[x] das se¢des anteriores).
Assim, ao considerarmos K um corpo, podemos fazer uso de tais resultados naturalmente com a
visdo do polindmio como funcao, em que ele vale para qualquer x € K sem outras restri¢des.

Com essas consideragdes, dizemos que xo € K é raiz de f(x) se, e somente se,

f(X()) =0.
2.7 Quantidade de raizes de um polinémio

Agora, neste topico, consideraremos que os coeficientes de um polindmio pertencem
a um corpo K e, dessa maneira, provaremos o seguinte Teorema e um lema:

Teorema de D’Alembert: « é raiz de f(x) se, e somente se, x — o divide f(x). Ou seja, existe
um polindmio g(x) tal que f(x) = (x — at)g(x).
Prova:

Ao utilizar a Divisdo Euclidiana de f(x) por x — ¢, temos que existe g(x) e r tais que
f(x)=(x—a)g(x)+r. Como f(a) =0 por « ser raiz, temos entdo 0 = f(a) = (@ — a)g(a) +
r=0-¢q(x)+r=r=0 pelo lema da segdo 2.1 aplicado a K. Portanto f(x) = (x — ot)g(x), isto
é, x — o divide f(x).
Lema: Seja f(x) € K[x] e suponha que gr(f(x)) = n. Entdo a fun¢do f(x) terd no maximo n
raizes distintas em K.
Prova:

A prova se faz por indu¢do em n. Para n = 1, temos que f(x) = ap + ajx, com

a; € K —{0}, o qual sempre terd raiz, dado que f(x) =0 < x = —aoal_], pois a; possui
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inverso multiplicativo por K ser um corpo e esse elemento nao ser nulo.

Suponha agora que o lema seja vélido para polindmios de grau n — 1. Se f(x) ndo
possuir raizes em K, estd terminado. Do contrdrio, se f(x) possuir uma raiz o em K, pela
Teorema de D’ Alembert provado acima, temos que f(x) = (x — @)g(x).

Logo, gr(¢q(x)) =n— 1 pela propriedade multiplicativa do grau (pois 1 possui inverso
multiplicativo em K). Além disso, se B # « é outra raiz de f(x), entdo 0= f(B) = (B — a)q(B),
o que implica que ¢(B) =0por B —a #0e B —a € K. Ou seja, raizes de f(x) distintas de o
devem ser raizes de g(x).

Como pela inducdo ¢(x) tem no maximo n — 1 raizes distintas, entdo f(x) tem no
maximo # raizes distintas, como queriamos.

Corolario: Seja f(x),g(x) € K[x] e gr(f(x)) = gr(g(x)) =n. Se f(a;) = g(0;) para n+ 1
elementos distintos ¢; com i € {1,2,3,...,n,n+ 1}, entdo f(x) = g(x).

Prova: De fato, ao aplicarmos o lema acima para o polindmio f(x) — g(x), como gr(f(x) —
g(x)) <max{f(x),g(x)} pela propriedade de adi¢do de polindmios ja discutida, como gr(f(x)) =
gr(g(x)) = n, necessariamente gr(f(x) —g(x)) < n, o que significa que, ao ter n+ 1 raizes dis-
tintas, deverd portanto ser o polindmio nulo para nao ir de encontro ao lema (dado que grau nao

estd definido para o polindmio nulo), logo f(x) —g(x) =0 < f(x) = g(x).
2.8 Particularizando para os complexos

Nesse momento, consideraremos que o conjunto K serd o conjunto C dos nimeros
complexos, pois este conjunto em especifico serd o foco da nossa andlise para a dedugao das
férmulas das somas de Newton, devido ao Teorema Fundamental da Algebra, o qual se pode
encontrar a prova em (HEFEZ; VILLELA, 2018) e possui o seguinte enunciado:

Teorema Fundamental da Algebra:

Todo polindmio ndo constante com coeficientes complexos possui uma raiz com-
plexa.

A partir de tal Teorema, podemos provar o seguinte:

Teorema da fatoracdo polinomial: Seja f(x) € C[x], com gr(f(x)) =n > 1. Entdo existem

X1,%2,...,X, € C, ndo necessariamente distintos, e a € C — {0}, tais que
fx)=alx—x1)(x—x2)...(x —x),Vx € C

Prova:
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A demonstragdo se da por indugdo sobre o grau n de f(x). Se gr(f(x)) = 1, entdo
f(x) =ax+b,comac C—{0}ebcC,logo, f(x) =a(x+a"'b) (pois C é corpo) e x; = —a~'b.

Sejan > 1 e suponhamos que a propriedade seja valida para polindmios de grau n.
Dessa maneira, seja f(x) € C[x] com gr(f(x)) = n+ 1. Pelo Teorema Fundamental da Algebra,
f(x) tem umaraiz o € C. Logo, pelo Teorema de D’ Alembert, temos f(x) = g(x)(x— &), Vx € C.

Pela propriedade multiplicativa do grau (dado que C é um corpo e, portanto, dominio
de integridade), temos gr(g(x)) = n e, dessa maneira, aplicando a hipdtese de inducdo, podemos
fatorar g(x) como g(x) = a(x—x;)(x—x2)...(x — x,), 0 que, substituindo na identidade para f(x)
nos confere f(x) =a(x—x1)(x—x2)...(x —x,) (x — &)

Basta entdo tomarmos x,,+1 = ¢ e a prova segue por inducdo.

2.9 Relacoes de Girard

Agora temos o contetido suficiente para provar as relacdes de Girard, isto é:
Relacoes de Girard:
Dado f(x) =ap+ajx+...+aux" € Clx] com a, € C—{0} e sendo x1,x2, ..., x, suas

raizes, temos:

— _ an—1

e1 =Y xi= —Z—n

_ __ ap—2

er=) XiXj = Zn
_ v _ __ Gn-3
€3 =Y Xix X = a

a,_
€ = ZHk—mizesxl = (_1)k2_nk

—ndag

en =Xx1X2..%, = (—1) o

Onde cada somatdrio € feito sobre as varidveis de somatdrio em ordem crescente, isto
¢, por exemplo, no segundo somatdrio temos 1 <i < j <neno terceirotemos 1 <i< j<t<n.
O produtério no interior do somatério € feito tal que fazemos multiplicacdes de k raizes e
somamos sobre cada multiplicacdo utilizando o que fora explicado acima.

Prova:

Pelo Teorema da fatoracao polinomial e pela definicao de polindmio, sabemos que:

fx) =a"+a, 1 X"+ Fapx® Faix+ag=alx—x1)(x—x3)...(x —x,,),Vx € C

Dessa maneira, podemos dar um argumento combinatorio para encontrar o polindmio

do lado direito ao multiplicar todos os termos nos paréntesis do seguinte modo:
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Note que temos n paréntesis e, necessariamente, um termo apds todas as multipli-
cagdes terem sido feitas terd um fator de cada paréntesis, o que significa que, por exemplo, se
quisermos o termo independente do polindmio, basta escolhermos de cada paréntesis os termos
sem x, o que nos daria (—xp)(—x2)...(—x,) = (—=1)"x1x2...X,.

Se quisermos um termo que tem apenas um fator x, podemos escolher o paréntese
que possui x e todos os outros paréntesis escolhemos os outros termos para a multiplicagcdo, por
exemplo, se escolhermos x do primeiro paréntesis, adquirimos o termo x(—x2)(—x3)...(—x,) =
(—1)""xx3...x,x, enquanto se escolhermos o x do dltimo paréntesis, ficamos com (—x1)(—x;)
(—x3)ee (=X 1)x = (= 1)" Txpxoxs...,_1x

Dessa maneira, ao percorrermos todos os paréntesis escolhendo x de apenas um para
gerar um termo, geraremos n termos que, ao somarmos, nos dio ((—1)"~! Y= 1)—raizes X1)X

Da mesma forma, se quisermos os termos com x2, devemos escolher 2 dos n parénte-
sis para usarmos o fator x e o restante dos paréntesis usamos os outros fatores, por exemplo, se es-
colhermos x no primeiro e segundo paréntesis, teremos o termo x-x(—x3)(—x4)...(—x,—1) (—x,) =
(—1)"2x3x4...x,x%, de tal modo que, ao percorrermos as (g) possiveis escolhas de paréntesis, ge-
ramos a mesma quantidade de termos que, a0 somarmos, nos dio ((—1)"2 ZH(n_z)_mizesxl)xz

Prosseguindo de maneira andloga, encontramos portanto que:

a(x_xl)(X—)Q)...(x—xn) =

a(xn - (le_)xn—l + (inxj)xn—Z +.t ((_1)n—l ZH(n—l)—raizesxl)x+ (_l)nx()xl ...Xn)

Logo,
X" +ay 1 X"V apx® +ax+ag = alx—x1)(x—x3)...(x —x,),Vx € C =
ap X" +ay 1 X" apx® Fax+ag = a(x' — (Lx)x" !+ (Zx,-xj)x”_z 4.+
+ (1" 2T 1= 1)—raizes ¥0)% + (=1)"x0x1...%0), Vx € C

Como tal equacgdo é vélida para qualquer x € C, devido ao Teorema da fatoracio
polinomial, ao se perceber que apenas desenvolvemos as multiplicagcdes do lado direito, temos,
em particular, que essa equacdo tem n+ 1 solugdes complexas distintas para x (como, por
exemplo, x =0,x=1,x=2,...,x =n— 1 e x = n sdo solugdes). Disso e pelo corolério provado
na secdo 2.7, implica-se que os polindmios a esquerda e a direita da igualdade sdo iguais, ou

seja, cada um de seus respectivos coeficientes sdo iguais, isto é:

a, =a

an—1 = —a(y.x;)
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ap—2 = a(zxixj)
an—k — (_1)ka(znk—raizesxl)

ay = (_ 1)n_]a(ZH(m—l)—raizesxl)

ap = (—1)"axpxy...x,

Trocando a primeira linha nas outras, sabendo que a, possui inverso multiplicativo
a, ' = o e percebendo que ((—1)%)~" = (= 1)k, pois (—1)¥(=1)* = (=1)* = ((=1)})f = 1% =
1, segue as relagdes de Girard.

Precisaremos dessas relagdes para simplificar nossa andlise do polindmio para
encontrar as somas de Newton, pois a usaremos para fazer com que ele se torne um polindmio
monico. De fato, definiremos um novo polindmio tal que ele é %)f) para trocarmos cada
coeficiente desse novo polindmio por cada ey, para k € {0,1,2,...,n}.

Desse modo, fazemos aparecer a férmula de recorréncia que representa tais somas,
para o caso em que o indice da soma de Newton € menor que o grau do polindmio. Caso o
indice dela seja maior ou igual, a prova s6 precisara dividir o valor do polindmio calculado em
uma de suas raizes (dita x;) por a,, sem precisar definir um novo polindmio a ser tratado em seu

lugar, pois o polindmio, ao trocarmos x pela raiz, € igual a 0. Por fim, para terminar, aplicamos

somatorio sobre as raizes.



34
3 SOMAS DE NEWTON
3.1 Somas de Newton para polinomios de grau 2

Aqui consideraremos polindmios da forma f(x) = ax? + bx+c, em que a € C —
{0},b,c € C. Dessa maneira, pelas relagdes de Girard, sendo x| e x; raizes, temos:

e1=x1+x= —27 e =xx="

Vamos supor também que ¢ # 0, de modo a evitar que alguma das raizes seja nula
(pois, caso uma delas fosse nula, poderiamos reduzir o grau do polindmio e fazer a mesma
andlise para apenas a raiz nao nula).

Defina §; = x’f —|—x’§ (k-ésima Soma de Newton). Dessa maneira, vemos que Sy = 2
(pois ambas as raizes sio nio nulas e temos x” = 1 para x nio nulo) e S; = e; e vejamos o que
acharemos a partir de S3:
S, = x% —|—x% = (1 +x2)% = 2x 110 = (x1 +x2) (x1 +x2) — 2x1x2

Logo, temos que 57 = e151 — €250.

E se quisermos S3? Podemos seguir um raciocinio parecido, em que usamos uma
incognita y para encontrarmos o termo que devemos subtrair da multiplicacdo de e pela Soma
de Newton anterior (pois queremos gerar uma equagao recorrente):

Logo,

S3=x+x =e1S—y = (x1 +x)(x] +x3) —y =

y= (x? +x% +x%x2 +x1x%) — (x? +x§) =x1x(x] +x2) = €28

Logo, trocando na equacdo inicial, encontramos S3 = €15, — e2S].
Assim, vemos que um padrao esta ocorrendo para as férmulas dos Sy parak =2 e
k = 3, sera que tal padrdo continuard o ocorrer para qualquer k > 2? A resposta € sim, pois, de

fato:

Sc=xj+x=eSe1—y=(n+n) 5 —y=

y= (x]{ —}-x’é —|—xlf_1xz +x1x§_l) — (xlf —|—x§) = xle(xllc—Z —|—x§_2) = eS8k_2

Portanto, temos de fato que S; = e;Sy_1 — e25r_» ao trocar y na equacdo inicial, o
que nos mostra que a recorréncia continua a ocorrer para qualquer S; com k > 2.

Dessa maneira, vemos que, tendo os coeficientes de f(x), conseguimos encontrar a
soma Sy a partir deles por sempre acharmos ey, e, Sp € S; e utilizar as equacdo de recorréncia.

Equivalentemente, tendo as raizes x| e x,, conseguimos montar tais 4 termos para formarmos as
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equacdes de recorréncia e achar as k-ésima Soma de Newton a partir das 2 somas anteriores, e €
ey pelas equagdes montadas.

Além dessa forma de observar, se nos forem dadas equagdes que envolvem alguns
Sk, podemos montar um sistema para colocarmos em fungdo de e; e e, para, logo apds, encontrar

o valor pedido pelo problema.

3.2 Somas de Newton para polinomios de grau 3

De maneira andloga 2 anterior, seja f(x) = ax® +bx> +cx+d,coma,d € C— {0} e
b,c € C para que seja um polindmio de grau 3 e nao possua 0 como raiz.

Logo, sendo x1, x» € x3 suas raizes, definimos a k-ésima soma de Newton como
Sy = x’l‘ +x'72C —1—1613C €e; =x1+x2+x3= —g, €) = X1X2 +X1X3 + XpX3 = fl € e3 = X1XpX3 = —%,
pelas relagdes de Girard.

Desse modo, temos entdo que So = 3 (pois ndo hd raiz nula), S| = e;.

Para encontrarmos S, = x% + x% —l—x%, teremos de notar que:

(x1 +x+x3)> = x% —I—x% —|—x§ +2(x1x0 + X163 + X2X3) = So = (x1 +x2 +x3)% —2e2,
e portanto temos que S = e1S; — 2e; (pois S| = e1)

Para S3 = x? +x3 —|—x§, faremos uma estratégia parecida com a das Somas de Newton

para grau 2, em que utilizamos e; multiplicado pela Soma de Newton anterior subtraido de um y,

que desejamos encontrar:

Si=x+5+x5=e1S—y=>y=(x1+x2+x3)(F+x3+x3) — X+ +x3 =

y= (3 +x53 +3+x0 (3 +23) + 020 +33) (6 +23)) = (] +5+53) =

y= xlx% -I-xlx% +xzx% -I—xzx% +x3x% +X3x% = xlx% -I—x%xz —l—xlx% +x%x3 -l-xzx% +X%X3 =
y =x1x2(x1 +x2) +x1x3(x] +x3) + 203 (X2 +x3) =

X120 (X1 + X2 +X3) — X123 + X123 (X1 + X2 +X3) — X123 + X3 (X1 + X2 +X3) — X1X0%3 =
y = (X102 +x1x3 +x2%3) (X1 + X2 +x3) — 3x1%2%3

y=exS1 —e35

Portanto, ao trocar y na equacao inicial, nos temos:
S3 =e152 — eS8 + e35).

De maneira andloga, podemos pensar Sy:

Sa :xi‘+x§+x§ =e1S53—y=

y=(x1+x +X3)(x? —|—x% +x§) — (x‘f —Hc‘z1 +x§) =
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y= T+ 4+ x5 +x103 +x3) +x2( +13) +x3(6 +x83)) —xf + 15 + x5 =

y= x1x3 —l—xlxg +x2x? —|—xzx§ —|—x3x? +X3x§ = x?xz —|—x1x§ —|—X?X3 +x1x§ —|—x§x3 +xzx§ =
_ 2, .2 2., .2 2, .2

y = x1x2(x7 +x5) +x1x3(x7 +x3) +x0x3(x5 +23) =

y = x1x2 (%7 +23 +x3) —x12003 + 123 (xF + X3 4 x3) — x1x3x3 + 203 (xF + 43 +x3) — X703 =
_ 2., 2.2y

y = (x1x2 +x1x3 + x23) (] + x5 +x3) — x1x0x3 (X1 +x2 +x3) =

y = e85, —e35)

Dessa forma, ao trocarmos y na equacao inicial, encontramos:

Sy = €183 — xSy + 35

Desse modo, percebemos um certo padrao que estd aparecendo a partir das terceira e
quarta Somas de Newton e, de fato, esse padrio ocorre para todas a equacdes de recorréncia que

envolvem as k-ésimas Somas de Newton para k > 3, pois:

Se=x+5+xy =15 —y=

y=(x1+x +x3)(x’1‘_1 +x§_1 +x’§_1) _ (x’f _|_x15 _|_xl§) .

y= ok (BT AT T AT (AT ) - (S ) =
y= x1x§‘1 +x1x'3‘_1 +x2x]f_1 +x2x§_l +x3x'1‘_1 —|—x3x§_1 =

D P B e e S

Yy =X1X2 (xlf_2 +x§_2) +x1X3 (x]f_2 +x§_2) +Xox3 (x§—2 +x§_2) N

y=xn( P ) — g (g g — g s

a3 (2 482+ A — o nxg =

y = (ovra - xizs o) (2 k2 ) i (k)

y=e38;_2—e35,_3

Portanto, da mesma maneira como antes, chegamos a:
Sk =e1Sk—1 —e2Sk—2+e3Sk_3,k >3

Desse modo, mostramos que, a partir dos coeficientes do polindmio (isto é, a,b,c e
d) podemos montar a recorréncia para a k-ésima Soma de Newton pelas relacoes de Girard e
pelo que fora desenvolvido.

Assim como podemos, de modo andlogo ao caso de grau 2, montar sistemas a partir
de informacdes dadas de Somas de Newton no problema para encontrarmos o que se € pedido,
e, como outro problema possivel, caso nos sejam fornecidas as raizes, poderemos construir a

equagao de recorréncia que precisarmos.
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3.3 Somas de Newton para polinomios de grau n > 2

Vamos mostrar que um resultado andlogo aos anteriores ocorre ao considerarmos
f(x) com grau n > 2 em C[x] com coeficiente lider a,ay # 0, o qual possui n raizes complexas
(ndo nulas) pelo que fora provado na secao 2.8. No entanto, para mostrar as equagdes de
recorréncias, iremos recorrer as secoes 2.9, 2.5 e ao apéndice 5.

Seja f(x) = ax" + a, 1 X" '+ ... +ax+ag = a(x —x1)(x — x3)...(x —x,,). Logo,
suas raizes sio xp, Xxp,..., X, todas nao nulas ao supormos que agy # 0.

Definimos S; = a’l‘ + a’§ + ...+ a =Y, a como a k-ésima Soma de Newton. Para
encontrarmos as equacdes de recorréncia, devemos dividir o nosso problema em 2 casos:

1° caso) k > n:

Primeiramente, devemos perceber como o método com o qual estdvamos abordando
o problema agora se torna um tanto quanto problematico, vide a quantidade de termos que

teriamos que reagrupar em nosso "y". Dessa maneira, vamos partir para outra abordagem mais
simples:

Notando que para qualquer x;, como este € raiz, temos:

axl + an_lx;l_] + an_zx?_z +...+ azx2 +aixi+agp=0

Multiplicando ambos os lados por x " (dado que k —n > 0), temos:

ax +a,_ 1xk +a,_ 2xk 2. +a2xf~‘*”+2 +a1xf.‘*”+1 +aoxi.‘*” =0

Dividindo os dois lados por a, temos:

xig+an(;1xfg—l+ana2 k— 2+ +a2xk n+2+a| k n+1 Zoxf

Pelas relacdes de Girard, temos que:

e = ———

Dai, temos portanto que
xk_elx -|-62xk 2 _..+(_1)n 2€n 2xk n+2+<_1)n leni1 k— n+1_|_( 1) enxk n_0
Aplicando somatério sobre i = 1 até n, nds teremos, ja que cada (—1)¥e; para

k€ {1,2,...,n} ndo dependem de i:

Zx —elzxk 1+622xk 2. (—1)”_2en,zzn:xf_”+2+
i=1

i=1
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n
—I—(—l)"_len_l fo_"ﬂ +(—1)"ep Zx{.‘_” =0
i=1

Dai, pela definicdo de Si, temos:

Sk—e1Si—1+erSia — oA (= 1) PenaSi—nia+ (—1)" " ex—1Suip1 + (—1)"enSi—n =0

O que nos gera a equacao de recorréncia para k > n.

No préximo subtépico, falaremos do quao importante é essa abordagem para
resolucao de problemas.

2°caso) k <n

Este caso é mais complicado que o anterior e iremos, nesse momento requerer o que

fora explicitado no Apéndice 5 para o polindémio Q(x) = @:

Ox) =x"4 oty d2yn=2 4 4 @y Uyt D = (x—xp)(x—x2)...(x —x) =
Q(x) =x"—e1xX" 14 epx™ 2 — 4+ (=1)"2e, o + (= 1) le, 1x+(—1)"e, =

(x—x1)(x—x2)...(x —xp)
Derivando Q(x) pelas consideragdes do Apéndice 5:

Q(x)=nx""1—(n—Dex 2+ ... +2(—=1)" e, ox+ (—1)"le,_ | =
=x—x)(x—x3)...(x—x) + (x—x1)(x—x3)cc(x—x0) + ...+ (x—x1) (X —x2) . (X —2p—1) =
(x—x1)(x —x2)...(x — x) (= +x+x2+--'+ 1 ):Q(x)(#+x%xz+...+ L) =

xX—x] X—Xp xX—x] X—Xp

Qo) 4 20y 400

X—X1 X—X2

Temos portanto que:

a1 — (n— l)elx"_z—i— +2(—1)"_26n_2x+ (—1)”_16,,_1 — Q) + () 4.+ o) _,

T ox—x X—X2 X—Xn
P (n— l)elxniz + ... +2(_1)n72€n72x+ (_1);1716”71 - ?Zl XQ*(Q

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini para a divisdo do polindmio Q(x) por x — x;,

temos:
O(x) = (x—xj)(gn1x" "+ gnox" 24 ...+ q1x+qo) +r

Em que:
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(

Gn—1 =1
qn—2 = —€1 +Xjqn—1
qn-3 = €2+ Xjqn—2

(—1)"2en_n+xq2

qgo=(—1)"e,_1 +x;q1

q1

r=(—1)"e,+xjqo
Trocando cada um em cada linha abaixo, ficamos com:

p

qn—1 =1
qn—2 = —e1+x;

2
4n-3 = €2 —e1Xj +X;

g1=(=1)"2e, o+ (—1)"3e,_ 3+ (—=1)"" Yo, 4x + .. +ezx” 4 ex’]’._3+x;?_2
go=(—1)"le,_ 1 +(=1)"2e,_ 2Xj+ .. +ezx” e x;? 2—|—x;? !
| = (et (1) e ax (1) ey xS ot eax = e a0 = Q(x)) = 0

Note que, desse modo, temos que cada ¢; = g;(j)(isto é, cada coeficiente é uma

funcdo de j, pois depende de x;) parai € {0,1,2,...,n— 1}, isto é,

(

dn—1 = Qn—l(j)

Gn—2 = qn-2(J)

qn-3 = Qn—S(j)
a1 =q1(J)
g0 = qo(J)

\

Cujas expressoes ja foram vistas acima. Dessa maneira, temos:

Q,(fci. = g1 X" g2 P @1+ g0 = G (DX a2 ()X 24 g1 () x4+ qo())

Aplicando o simbolo de somatério de j = 1 até n nos naturais, temos:

L

iqn 1D+ guaa ()2 + o+ i ()x+qo(f) =
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n

L 20 = B )+ Lo o B+ L

s Rty J=1 /=
-i XQ( f () a2 Z] (qn_zH...Hil (@) + ; (a0())
J= J=1 = = ”

Note que A0<i<n-—1, pode sair do somatério por ndo depender de j.
Aplicando o somatério para cada ¢; = ¢;(j) do sistema acima, para0 </ <n—1e

trocando Z?:M]; =Sy para0 <k <n—I[—1, temos:

(

7:1 qn-1(J) = So
Yio1dn—2(j) = —e1S0+Si
Yi1qn-3(J) = e2So —e1S1 +52

1 q1(J) = (=1)"%ep2So+ (—1)"Pen3S1+ (= 1)" tep-aSa+ ..+ e2Sy 4 — €153+ 52
" 1q0(j) = (=1)" Tep 180+ (=1)" 2en 281+ ...+ e2Sn 3 — €182+ Sn1

\

Note que pudemos retirar cada respectivo e; de dentro dos somatdrios em cada
parcela de soma pois ele depende apenas dos coeficientes do polindmio f(x) e ndo da varidvel j

do somatorio.

Dessa maneira, como temos nx" ! — (n — 1)ex" 2+ ... +2(—1)""2e,_x+
(=) e, = ']Z 1 XQ( x) e as igualdades acima, como tais polindOmios sdo iguais para todos

x € C em que o polindmio esteja definido (em particular, em n valores distintos), podemos

portanto igualar os coeficientes dos respectivos termos polinomiais de cada lado, nos gerando:

n=._.p
—(n—1)e; = —e1Sp+ 54
(n—2)er = e2So—e151+ S
—(n—3)es = —e3S0+e2S1 — €152+ S3

(—D*(n—k)ex = (—1)*exSo+ (— 1) ex_1S14 ... + e2Sk—2 — 151 + Sk
2(=1)"2epr = (—1)"2ey2S0+ (—1)"Pep—3S1 + (= 1)" *en_aSo+ ...+ €284 — €153+ Sn—2
(=) ey = (—1)"le,1So+ (= 1)"2ep281 + ... + €285-3 — €18u-2 + Su_1

\
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Levando todas as parcelas para o lado esquerdo, exceto a dltima parcela da soma
a direita e agrupando os termos que possuem o0 mesmo e; na k + 1-ésima linha e trocando a

primeira linha nas outras, teremos:

S()Zl’l
S| =¢
Sy =e151 —2e;

S3 = €152 — e8]+ 3e3

Sk=e1S1—eaSia+ ..+ (=D 151 +k(=1) e

Sp—2=e1S—3—exSy—a+...+ (—l)n_zen,ygl + (n — 2)(—1)'1_16”,2
So—1=e1S,-2—exS,_3+...+ (—1)”‘1en_251 + (n — 1)(_1)nen_1

\
Desse modo, encontramos todas as equagdes de recorréncia necessdrias para encon-

trar qualquer Soma de Newton S; que desejarmos.

3.4 O grande ponto chave

O importante passo que devemos prestar maior atencao na deducao das Somas de
Newton para um polindmio de grau n € quando temos que o indice k € maior que n. Isso se da
pela maneira com a qual utilizamos para montar a equacao de recorréncia poder ser utilizada para
construir relagdes de recorréncia mesmo para expressdes que envolvam as raizes do polindmio
(com expoentes k) em formato possivelmente distinto da soma das k-ésimas poténcias.

Além disso, a deducdo como fora feita para os casos de grau 2 e 3 também possui seu
valor de importancia, dado que muitas questdes envolvem especificamente as somas de Newton
de 2 e 3 parcelas, e muitos resultados podem ser adquiridos da andlise desses 2 casos.

Faremos diversos exemplos desse tipo de caso nos problemas, onde seré percebida,
de forma muito expressiva, o poder de como fora feita as dedugdes das somas de Newton nos
casos citados.

Uma importante observacao a ser feita sobre as somas de Newton € que suas equagdes
continuam validas mesmo que alguma das raizes seja nula, bastando nao definirmos Sy e
utilizarmos S, = €1S,_1 — 25,2+ ... + (= 1)"e,_ 1S + (—1)" e, - n.

No entanto, muitas vezes nos problemas, queremos separar o caso de alguma das
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raizes (ou solucdes de um sistema) ser nula do caso que todas sdo diferentes de 0. Isto se da
por termos de lidar com e,, que, no primeiro caso, serd nulo enquanto que no segundo ele sera
diferente de 0, o que pode causar problemas quanto a divisdo por e, ou a multiplicacdo de
alguma equacao por e,. Por isso, no decorrer das questdes, analisamos primeiro a possibilidade

de ocorrer alguma raiz nula para depois utilizar as Somas de Newton.
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4 PROBLEMAS

Vamos iniciar a andlise com alguns problemas que sdo utilizagdo direta do que fora
provado para as somas de Newton:

1. (Bulgaria) Sejam x e y nimeros reais que satisfazem as equagdes:

Ache o valor de x* +y*.

a) 2

b) 3

c) 4

d) 4v2

e) ndo pode ser determinado.
Solucao:

Primeiro, temos que checar se x = 0 ou y = 0, notando-se que x =y = 0 ndo é
solucdo pois x> +y? = 0 # 2 em tal situacdo, logo néo seria solugio para o sistema.

Se x =0, temos y> =2 e y* = 2v/2 = (1/2)3, 0 que significa que y = v/2, logo x = 0
e y = v/2 é solugdo para o sistema, o que nos gera x* +y* = (\/5)4 =4

Um tratamento anédlogo para y = 0 também pode ser feito, o que nos implicaria que
x=+2 e, da mesma maneira, teriamos x* + y4 =4

Poderiamos pensar em parar aqui e dizer que estd terminada a questdao, no entanto,
temos de notar que é possivel que haja alguma solugdo tal que x # 0 e y # 0 de tal modo que
a soma das quartas poténcias de x e y possa ndo dar 4. Logo temos de checar se existem tais
solugdes nos reais.

Como nessa situagdo temos x #= 0 e y # 0, podemos aplicar o que aprendemos sobre

somas de Newton, sendo Sy = xK +y¥, e; =x+ye e; = xy:

SQ =2= 6151 —62S0
Sy = 2V2 = e15> —exS|

Como sabemos que Sy = 2, §1 = e € S = 2, temos portanto o sistema:
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226%—262

2V2 = 2e1 —ejen

Como Sy = €153 — e25> = 2v/2e] — 2es, podemos multiplicar a primeira equacio do

sistema acima por —e; e a segunda equagdo por ej, 0 que nos gera:

—2ey = Ze% — e%ez

2V2e; = Ze% — e%ez

Somando as duas equagdes, temos entdo Sy = 2(e? + €3 — eler)

Como e% =2+ 2ey, pela primeira equagdo do sistema antes da multiplicacdo, temos:
S4=2(2+2e2+€3—(2+2er)ez) =2(2—¢3)

Dessa maneira, sé precisamos encontrar e €, para isso, vamos voltar a0 nosso

sistema que envolve apenas e; € e;:

226%—262

2V2=re;(2—e))

Vamos fazer e; ser substituido por elevar a segunda equacao ao quadrado e trocar a

primeira equagdo (rearranjada) na segunda:

e% =2+42e
8=e1(2—e2)?=(2+2¢2)(2—e2)?

Desse modo, teremos a equagdo em e; que queriamos:
2(1+ex)(e3—der+4)=8 < e3—3e3=0 < €3(e2—3)=0 < e;=00ue =3.

Note que e, = xy = 0 implicaria x = 0 ou y = 0, por R ser dominio de integridade,
mas como ambos sdo nio nulos, ndo precisamos analisar tal caso.

Se e; = 3, terfamos ¢ (2 —ey) = —e; = 2V2 <= e; = —2/2, o que concorda
com a primeira equagao pois e% =8=24+6=2+2¢

No entanto, tendo e; = 3 e e; = —2+/2, podemos montar o polinémio f(p) =
p? +2v2p + 3 cujas raizes seriam x e y ao se utilizar as relagdes de Girard. No entanto,

A= (2\/5)2 —4.3=8—-12=—4 <0, ou seja, o discriminante da equacao do segundo grau
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P> +2v2p+3 =0 é menor que zero, logo, as raizes de f( p) tém de ser pertencentes a C — R, o
que vai contra o que o enunciado diz, isto €, x,y € R. Portanto, e; # 3

Dessa maneira, para x € y serem reais, podemos apenas ter S4 = 4 como haviamos
calculado no comego, o que nos dd o item (c¢) como resposta.

2. (Peru/2001) A partir de

x+y+z=1
K+ +72=9
Sy =1

4 5 )
O valor de A € igual a:

a)%
b &
c)%
d 8
e)%

Solucao:
Vejamos que xyz % 0. Caso contrario, por simetria, seja z = 0. Dessa maneira, o

sistema se tornaria:

x+y=1
x> +y>=9

Dai, elevando a primeira equacdo ao quadrado, temos x> + 2xy 4+ y> = 1, como
x> +y? = 9 pela segunda equacio, temos portanto que 2xy = —8, o que nos gera xy = —4

Mas como x> +y3 = (x+y) (x> —xy+y?), terfamos x> +y> = 1- (9 — (—4)) = 13 £ 1,
logo a terceira equacdo ndo € satisfeita e, portanto, nao podemos ter solug@o para esse sistema ao
se supor z = 0.

Analogamente, x = 0 ou y = 0 também ndo serdo possiveis. Desse modo temos, de
fato, xyz # 0.

Dessa maneira, agora ao notar que nenhuma das varidveis sdo nulas, podemos
aplicar o que conhecemos sobre Somas de Newton, dessa maneira, definindo e; = x+y+z,

er = xy+xz+yz, e3 = xyz e Sy = x* +yF + ¥, pelas relacdes de Newton, temos:
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S3=e15—exS1+e350=1

Sy =e1853—e38+e35] =e; —9er +e3

Pela terceira equacdo, utilizando a segunda, temos e, = —4 e, pela quarta equagao,
utilizando o que acabamos de encontrar e a primeira e segunda equacdes, encontramos e3 = —4,
o0 que nos garante que S4 =1 —9-(—4)+(—4) =33

Portanto, temos que

4 4 4
Ayt s, 33

O que nos concede que o item correto é o item (c).

3. (Olimpiada Americana - adaptada) Se (a,b,c) sdo raizes do sistema de equagdes:

x+y+z=3
P +y?+72=3
By +7=3

Determine o valor de 202! 4 p2021 | 2021

Solucao:
Para aplicarmos o que conhecemos sobre somas de Newton, vamos primeiro checar
se a,b e ¢ sao nao nulos, dessa maneira:

Suponha, sem perda de generalidade, que z = 0, dessa maneira o sistema se torna:

x+y=3
X +yr=3

Mas da primeira equacao, ao eleva-la ao quadrado e usar a segunda equagao, temos
X242y +y? =9 < 3+4+2xy=9 < xy=3.
No entanto, pela terceira equacio, como x> +y> = (x+y) (x> —xy+y?) =3-(3—-3) =

3.0 =0+ 3, logo ndo podemos ter que ¢ = 0
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Analogamente, ndo podemos ter a = 0 ou b = 0.
Desse modo, podemos aplicar, finalmente, o que aprendemos sobre Somas de New-
ton, ao definire; =a+b+c, e =ab+ac+ bc, e3 =abc e S; = a* + b* + ¢k, como a,b e c sdo

solugdo do sistema, nds temos, pelas Somas de Newton:

So=3
51261:3
5226151—262:3

S3=e185 —exS1+e350=3

Rearranjando o sistema acima e trocando as primeiras equacdes nas proximas, nds

temos:

3=¢
3=3e; —2e;
3 =3e; —3ep;+3e3

Desse modo, encontramos portanto que:

61:3
62:3
e3=1

Dessa maneira, podemos montar a equacao de recorréncia para k > 3 como S; =
e1Sr_1 —eaSk_» + 35,3 pelas somas de Newton. Temos portanto que Sy = 38,1 — 382+
Sk—3

A partir de tal equagdo, vamos provar, por inducdo que S, = 3,Vk € N:

Casos iniciais: Como vimos pelas equacdes, temos So = §1 = S = 53 =3.

Hipotese de indugdo: Para k < n temos Sy = 3.

Passo indutivo: Vamos mostrar que para k = n € vélido que §,, = 3.

De fato, pela hipétese de indugdo, como n—3,n—2,n— 1 < n, temos entdo que
Sn—3 =38,-2 = 8,-1 = 3. Pela equacdo de recorréncia, temos que S, = 3S,,_1 —3S,—2+S,_3,
logo, pelas igualdades que temos da hipétese, temos portanto que S, =3-3—3-3 43, 0 que

significa que S,, = 3, como queriamos.
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Portanto, como a questdo pede o valor de a?%?! + p?0%1 4 (2021

= S021, temos
$2021 = 3.

Importante Observacao: Um aluno atento poderia notar que x =y = z = 1 seria solu¢@o para
as trés equacdes e tentar justificar a partir de tal observagio que a?%%! + 5?9?21 + 2021 =3 Com
essa ideia, seria necessario apenas as duas primeiras equacdes para tal, pois, pela desigualdade
de Cauchy-Schwars:

Desigualdade de Cauchy-Schwars: Sejam ay,a»,...,a,,b1,bs, ..., b, nimeros reais quaisquer,

temos a seguinte desigualdade:
(a1by +asby + ...+ ayb,)* < (@3 + a3+ ...+ ) (b7 + b3+ ...+ b2)

,cuja condigdo de igualdade se dd quando existir k € R tal que a; = kb;,Vj € {1,2,...,n}
No caso desta questdo, tomando n =3, by = by =b3 =1eay =a,a, = b,a3 =c,

temos:

(a-14b-14c-1)2 < (P4 +A)(1P+12+1%) <= (a+b+c)* <3(@®+b*+?)

Mas como a + b + ¢ = 3 e a* + b* + ¢> = 3 pelas duas primeiras equacdes, temos a
ocorréncia da igualdade na desigualdade acima, o que significa, pela condi¢do de igualdade, que
existek c Rtalquea=k-1=k,b=k-1=k,c=k-1,0useja,a=b=c.

Assim, como a + b+ ¢ = 3, temos portanto que a = b = ¢ = 1 pelo exposto acima.
E, de fato, tal solucdo é vélida para a terceira equacdo e se faz ser unica pelas duas primeiras
equagdes do sistema.

4. (EUA/2003) Considere os polindmios p(x) =x0 —x> —x3 —x? —xe Q(x) =x* —x3 —x? — 1.
Sabendo que z1,22,23 € z4 sdo as raizes de Q(x) = 0, entdo encontre p(z1)+ p(z2) + p(z3) + p(z4).
Solucao:

Primeiramente, note que z1,22,23 € z4 sdo todos ndo nulos (dado que o termo inde-
pendente de Q(x) é ndo nulo e por Girard) e logo, pelas Somas de Newton, podemos definir e} =
21 +22+23 124, €2 = 2122 +2123 + 2124 + 2223 +2224 + 2324, €3 = 212223 + 212224 + 212324 + 222324,

e=nnnueSi=r+E+E+4 =y

—lo

Pelas rela¢des de Girard, nés temos que e} = —_Tl =1,ep = _Tl =—1l,e3=—3=0

664:%1:—1

Agora, escrevendo p(z;) para algum i € {1,2,3,4}:

p(zi) = x8 —x) —x} —x? —x;. Aplicando somatério sobre i de i = 1 até 4, nds

teremos:
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4 4 4 4 4 4 4
Yra) =Y (o —x—x - —x)= Y pa) =Y -y -Yx-Y-Yx
i=1 i=1 i=1

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Pela defini¢cdo de Sy, temos portanto:

p(z1) +p(z2) + p(23) + p(za) =S¢ — S5 — S3 — S, — S

Como temos um polindmio do quarto grau, as equacdes de recorréncia das Somas

de Newton serdo dadas por:

So=4
Sl = €]
Sr =¢e151 —2ey

S3=e152 — eS| +3e3

Sk =e1Sk—1 —exSk—2+e3Sk3—e4Sk4,k >4

Dessa maneira, trocando ej, ez, e3 € e4 que encontramos, teremos:

So=4
Si=1
S, =
S3=4
| Sk=Sk1+Sk 2+ Sk 4,k >4

Dessa maneira, vamos calcular Sy, S5 e Sg pelas equacdo de recorréncia:

S4=834+8S+S90=4+3+4=11
S5 =S4+S53+S1=114+4+1=16
Se=S85+84+S5=16+11+3=30

Logo, trocando as respectivas somas de Newton que encontramos para achar o valor

da soma que queremos:

p(Z1)+p(Z2)+p(Z3)+p(z4) =8¢—S5—83—85,—95] =30—-16—-4—-3—-1=
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= p(z1) +p(z2) + p(z3) + p(z4) =6

Portanto, o valor pedido € 6.

x! +y7 +77

5.(Croacia - adaptado) Se x +y+z = 0 e o valor da expressao pove e

pode ser escrito da
forma ’7;, onde p e g sdo nimeros primos entre si. Entdo o valor de p + ¢ € igual a:

a) 5

b) 6

c) 7

d) 8

e) 9
Solucao:

Primeiramente, deve-se notar que xyz(x* +y* 4+ z*) # 0 para que a fragdo esteja bem
definida, o que nos implica xyz # 0 <= x # 0,y # 0,z # 0. Desse modo, podemos aplicar as

somas de Newton para resolver esse problema, definindo-se e = x+y+z, ex = xy +yz + zx,

e3=xyze S, =x"+y"+7"

So=3
51261
Sr=¢e151 —2ep

S3 =e152 —exS1 + €395,
S4 =e183 —epSr +e3S)
Ss =e184 — 353 +e35;
S = €185 — e84 + €353

S7=1e15¢ — €255+ 354

Desse modo, pelo enunciado, temos S| = ¢; = 0, 0 que muda nosso sistema do

seguinte modo:
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So=3
Si=e1 =0
Sy = —2es
S3 = e35)
Sy = —e2$>

S5 = —erS3+e35>
S¢ = —e284 + €353

§7=—exS5+ e384

O qual, trocando cada Soma de Newton anterior nas proximas, se torna:

So=3
Si=e =0
Sr = —2ey
S3 = 3e3
Sy =2e3

S5 = —3epe3 —2epe3 = —Sese;

Se = —26% + 3e§

S7= 56%63 + 26%63 = 7e%e3

. ~ ) - ‘- S
Dessa maneira, a fracdo pedida, pelas definicdes que demos, € igual a ﬁ que, pelas

equagdes acima, se torna:

x7+y7+z7 _ 7e%e3 B z
xyz(xt+y4 24 2edes 2

Desse modo, como % estd no formato § com p e g primos entre si, podemos tomar
p="T7e g =2 de modo que, por fim, temos p+ g = 9 que confere o item (e¢) como correto.

A partir das proximas questdes, vamos abordar outros modos mais gerais de ver
as somas de Newton. Iremos considerar outras formas de somas ou subtracdes de poténcias
das raizes, mas que, de qualquer modo, continuam a seguir a mesma equagao recursiva quando
as poténcias sdo maiores do que a quantidade de nimeros complexos utilizados (ou, equiva-

lentemente, maiores que o grau do polindmio que possui tais complexos como raizes). Sera
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apenas necessario se modificar os valores iniciais necessarios para definir unicamente a equagao
recursiva.
6. (India) Sejam a, b e ¢ as raizes positivas de x> —x*> +4x—1=0.

Sabendo que:

V2 pV2, V2
\ S= (e ) b )

Entdo a soma dos algarismos de S € igual a:

a) 1

b) 2

c)3

d) 4

e) 5
Solucao:

Primeiramente, se a, b e ¢ sdo raizes do polindmio p(x) = x> — x> +4x — 1, note que
todas as raizes sao nao nulas pelo termo independente ser nao nulo (e, pelo enunciado, temos

que todas 3 sdo positivas), logo, definindo g(x) = x* —4x? 4 x — 1, note que:

1y 1, 1 1 11 —a*+a*>—4a+1  —p(a)
= (=) —4(- N-l== b+ -——1= = =0
)= P =40 () 1= 5 —d— 4 e pe

Q(Z) == 0
q(%) = _l;(c) =0

Logo, as raizes de ¢(x) séo %,l—l) e % Obviamente temos que tais raizes sdo nao nulas.

Definindo agora Sy = (£)¥+ (1) + (1)* =a~*+b~*+c7*, vamos tentar simplificar

o primeiro paréntese de S a partir do polindmio g(x) ao se aplicar as suas raizes e depois

calculemos S5:
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1 1
L-4b+l-1=0
m—4m+3—1=0
% 4L +1-1=0

Multiplicando a primeira equagao por a\/i, a segunda por bV2 ¢ a terceira por V2
(note que podemos elevar tais nimeros por um expoente irracional pois eles sdo positivos),

temos:

f—4“2+a a/?=0
—4—- B2 pvV2
c3 —455 +£—cﬁ:0

c

Agora, somando as 3 equacgdes e usando a notagdo que nos fora dada no enunciado:
0—4B+a—(aV2+bV2+cV) =0 = (@2 +bV2+cV)+4B =0 +6
Note que oo > 0 e 6 > 0 ja que a,b e ¢ sdo positivos, logo a + 6 > 0 e portanto,

podemos dividir os dois lados por tal expressdo, o que nos gera:

(@2 4+bV2 4 V) 4B
a+6 B

Dessa maneira, a expressao de S simplifica para:

S=a?+b2+c =S5,

Desse modo, precisamos apenas calcular S;, o que pode ser facilmente feito a partir
das Somas de Newton ao se definir e; = é + % + % eey= ah + -+ b , precisando apenas das

seguintes equagdes:

Si=e;
Sz = €1Sl —262
Veja que, por Girard no polindmio g(x), temos que e; = —_T4 =4ee = % =1,0

que nos gera Sy =15 —2ey =7 —2ep =4 —-2-1 =14
Portanto, S = S, = 14, cuja soma de algarismos é 5, conferindo o item (e) como

correto.

Da questdo anterior, vemos como tivemos que transformar o polindmio que nos foi

dado de modo a adaptar as raizes do polindmio anterior para aplicar a "soma de Newton'"nelas
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(embora os expoentes sejam, em tese, negativos). No entanto, ndo tivemos de utilizar a equacgdo
recursiva geral, dado que 2 é menor que a quantidade de ndmeros complexos utilizados para
definir a Soma de Newton (3 complexos).
7. dIT - india) Sejam ry e rp raizes da equagio x2—6x—2=0,comr| >r.Sex,= rf—r;
entdo o valor de m na expressdao m = "'%92)‘3 ¢ igual a:

a) 1

b) 2

c) 3

d) 4

e) 5

Soluciao: Como ry e r, sdo raizes, temos:

r2—6r—2=0

r§—6r2—2:0

Multiplicando a primeira equacao por r’l‘_z e a segunda equacao por rg‘_z, temos:

=%

— 6r’f*1 — 2r’1’*2
-6 20

0
0
Subtraindo a segunda equagdo da primeira e lembrando que x, = r{ —r3, temos:
Xp—6x, 1 —2%x, 20=0 << x, =6x,_ 2+2x, >
Dessa maneira, para n = 10, temos:
X10 = 6x9 +2x3 <= x10 — 2xg3 = 6x9
Como r| > rp, entdo r; # rp e logo x, # 0,Vn € N, temos, portanto:
x10 — 2x8
m=_——_ "% _

3
ZX9

Logo, o item correto € o item (c).
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Dessa questdo, pode-se ver que, em vez da soma de poténcias das raizes, nds
definimos a "Soma de Newton"como a subtracdo das poténcias das duas raizes (a qual, na
realidade, nao € realmente uma Soma de Newton da forma como definimos inicialmente no
que fora tratado). Nota-se disto que, como dito, a equacao recursiva € idéntica a da Soma de
Newton para quando n > 2. Isso seu deu por aplicarmos o que usamos na prova do caso geral
das Somas de Newton ao adaptar o polindmio ao x,, e depois limitarmos ao caso particular que
necessitivamos.

8. (Canada) Se a, b e ¢ sdo raizes da equacio x> —x> —x— 1 =0.
I. Mostre que a, b e ¢ sdo distintas
II. Mostre que
q1982 _ pl1982 1982 _ 1982 1982 _ 1982

a—>b + b—c + c—a

¢ um nimero inteiro.
Solucao:

I. Seja p(x) um polindmio de grau 3 tal que este possui 2 raizes iguais a @ e uma
distinta f3, logo, pelo que provamos na Se¢@o 2.8, temos:

plx) =alx—a)(x—a)(x—B) =alx—a)*(x—B)

Logo, temos, ao derivar, pelas observacdes do Apéndice 5:

P (x) =2a(x— a)(x— B) +a(x — a)?, o que nos gera que p'(c) = 0.

Logo, se & é uma raiz dupla do polindmio p(x) (isto é, duas das raizes do polindmio
sdo iguais), temos que p’(ot) = 0 (esta propriedade € vélida para polindmios de grau qualquer,
apenas ilustramos com o caso de um polindmio do terceiro grau).

Dessa maneira, se encontrarmos 7 tal que p(y) =0 e p’(y) = 0, necessariamente y
deve ser raiz dupla.

Isso se dd porque, se ndo fosse, ndo poderiamos ter p’(y) = 0, pois, no caso em que
o grau de p(x) é 3 e sendo @, B e ¥ suas raizes, teriamos p'(y) = a(y— a)(y— B) # 0, dado que
¥ ndo seria raiz dupla, contrariando que p’(y) = 0.

Dessa maneira, para averiguarmos se a,b e ¢ sdo distintas no polinémio f(x) =
x> —x* —x — 1, basta derivarmos-o, encontrar as raizes da derivada e testar se alguma delas zera
o polindmio original. Caso o zere, temos portanto raiz dupla e logo alguma delas sdo iguais entre
si. Desse modo:

fl(x) =32 —2x—1=3(x—1)(x+1),logo f'(x) =0 <= x=1oux=—1, da:

f()==2#0ef(-3)=—5 #0
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Logo, temos que a, b e c sdo distintas, dado que ndo ha a presenca de raiz dupla em
f().
II. Como a,b e ¢ sao raizes (note que elas sdo nao-nulas pois o termo independente

do polindmio é —1), temos:

A—at—a—1=0
BP—b —b—-1=0

A—c?—c—-1=0

Multiplicando a primeira equagdo por a3, n > 3, a segunda por b" 3 e a terceira,
"3, temos:
a' — an—l o an—2 o an—3 0

b — bnfl o bn72 _ bn73 =0

Subtraindo a segunda equagdo da primeira, a terceira da segunda e a primeira da

terceira e substituindo as respectivas equagdes que foram subtraidas, temos:

0
(bn_cn)_<bn—l_cn—l)_(bn—2_cn—2)_(bn—3_ ):0
0

Comoa#b#c#a,temosa—b#0,b—c#0,c—a#0, logo, dividindo a primeira

equagdo por a — b, a segunda equagdo por b — c e a terceira equagao por ¢ — a, temos:

a'—b" . a'— 1 _p 1 . an—27bn—2 . an—3 bn—3 . O
a—b a—b a—b a—b

b—ch b 1 " —1 bn 2 —ch -2 hn73_61173 O
b—c b—c b—c - b—c -
Mgl . N 1 —a" —1 . N 2 —a" -2 . cn73 an73 _
c—a c—a c—a c—a

_ n__.n n__n ~
Definindo S, = < 2 + 2 o~ + =~ e somando as 3 equagdes, temos, por fim, uma

equagao de recorréncia:

Sn—=81-1—8S2—8,-3= 0 Sn=8n-1+S8-2+8,-3
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De maneira bastante parecida com a recorréncia decorrente das Somas de New-

ton, conseguimos deduzi-la por um processo quase idéntico ao utilizado no caso geral delas.

. . . a1982_b1982
Acabamos, assim, por ter quase tudo que precisamos para confirmar que Sjogy = “——p—

p1982 _ 1982 1982 __ ;1982

h—c C_Z ¢ inteiro, precisando apenas checar os valores Sp,S1 € S, € ver se os trés

sdo inteiros. Caso os 3 valores iniciais sejam inteiros, por indugdo temos que S, € inteiro para
qualquer n > 0 e, desse modo, particularmente temos Sy9g> sendo inteiro.

De fato: (Sp estd definido pois as trés raizes sdo nao-nulas)

So=t= 4=y Ly Il Ll
S1= b e e = i e =3
Sy=C o @ (g b)Y (b+c)+(c+a) =2(at+btc) =2(—71) =2

De onde esta pendltima igualdade advém das relagdes de Girard no polindmio f(x).
Logo, vamos provar por indugdo que S, € inteiro paran > 0:
e Casos iniciais: Ja feitos! (mn=0,n=1en=2)
* Hipotese de indug@o: Suponha que Sy € inteiro para 0 < k < n,n >3
* Passo indutivo: Vamos provar que S, € inteiro.
Como S, = S,,-1+S,—2+S,_3,Vn > 3, pela equacdo de recorréncia, € como n —
1,n—2,n—3 < n, pela hip6tese de inducdo, temos S,_1,S,-2,S5,—3 € Z, logo, tem-se que S, é

inteiro pela soma de trés inteiros ser inteiro. Por fim, S9g, € inteiro e o resultado segue.

9. (Cone Sul/1988) O produto das raizes inteiras da equacdo irracional v/13x + 37 — v/13x — 37 =

V2 é igual a:
a) 7
b) -7
c) 49
d) -49
e) 14
Solucio:

Chame a = v/13x+37 e b = /13x—37. Note que a =0 +—= x:—?—g e, daf,
a—b=—-b—= —\3/—_747é V2. Analogamente, b =0 <= x = 1;,tem ssca—b—a—= \/ﬂ;ﬁ V2.
Veja também que nao se pode ter a = b, pois teriamos 37 = —37, o que claramente € falso.

Portanto, ndo podemos tera =0, b =0oua =b. Definaa+b = e e ab = e;, temos

portanto um polindmio f(y) = y*> — e1y + e, com raizes a e b. Dessa maneira, temos:
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a’?—eja+e =0

b*—eib+e=0
Multiplicando a equacio de cima por "2 e a de baixo por "2, para n > 2, temos:

a'"—ed" 4+ ead" =0

b —e b 4 e 2 =0

Definindo S, = @" — b" e subtraindo a segunda equagdo da primeira, temos:

Sp—e1S_1+esS, =0« §,=¢15,_1—e25,2,Vn>2

Logo, para definirmos a sequéncia de "Somas de Newton adaptadas”, devemos achar
So e S1 (note que Sy esta definido pois a #0 e b # 0 e S; £ 0 também pois a #~ b)

Vejaque S =a’ —bh=1—1=0e S| = a—b = /2 pelo enunciado.

Note que pelas defini¢des de a e b, temos a’—b3=174,isto é, S3 = 74

Portanto, pelo que mostramos para a equacdo de recorréncia de S,,, temos:

So=0

S1=v2

Sr=e1S1 —exSo =e1 V2
S3=e15, — eS| = \3/2(6% —e)

Desse modo, temos de encontrar um modo de achar e; ou e; de forma que possamos
encontrar uma solugdo para x, para isso, vamos ver a definicao de Sy:
Si=a—b=~2= (a—b)?=a*+b*—2ab=a*+2ab+b>—4ab= (a+b)*—dab=e? —4de; =
Vi

Dessa maneira, temos as duas equagdes que precisamos para encontrar a0 menos um

dos valores dentre ¢ € e;:

S%:e%—4ezz V4
Sy = V2(e2 —ey) =74

Que se torna:

e%—4ez = /4
e%—ez =37v4
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Subtraindo a primeira equagdo da segunda, nos gera:
3ep = 36\3/Z < ey = 12\3/4_1
Pela defini¢io de ey = ab = v/13x+37 - v/13x — 37 = /(13x)2 =372 = 12v/4, 0

que nos gera: 169x> —372 =123 .4 < 169x> = 8281 <= x> =49 <= x=Toux=—7
Portanto, o produto das raizes inteiras da equacao irracional é igual a 7- (—7) = —49,
0 que nos provém o item (d) como correto.

10. Sejam x, y niimeros complexos nio nulos satisfazendo x> + xy +y*> = 0. Determine

X 12001 Y 2001
(—)7 +(==)
X+y X+Yy

Solucio:

Chame a = eb— Logo temos a+b = e; = 1. Note que a # 0 e b # 0 pois
x#0ey+#0. Definae, = ab eSn =a"+b". (Logo temos S| = 1)

Pela equagdo x>+ xy + y2 = 0, dividindo ambos os lados por (x -+ y)z, temos:

=0 = E)P+EE)EE)+(E5)=0 «—= o+

Yy
+or xX+y x+y/ \x+y x+y

Eor i B T
ab+b* =0 < >+ b*=—ab < S, = —e,
Logo, como S, representa um formato para soma de Newton, podemos utilizar suas

equagoes:

So=2
S1:€1:1

Sp=e185,-1—e28,2,Vn>2

Desse modo, para n = 2, temos S» = €151 — e85y = e1 2e) = —ep pelo que encon-
tramos acima, portanto, e1 =e) < e =1

Logo, a equacdo de recorréncia se torna apenas S, = 5,1 —S,—».

X )2001+( Y )2001

Como a questdo pede (15 paes

= S2001, temos que checar algum padrao

para os numeros. Vamos ver os S, para 0 < n < 7 para checarmos se achamos algo de interesse:



60

So=2

Si=1
Sp=8-S=1-2=-1
S3=8 -8 =-1-(1)=-2
S4=83—S=-2—(—1)=—1
Ss=84—S3=—1—(-2)=1
Se=S5—S4=1—(—1)=2
S7=8—Ss=2—1=1

Desse maneira, como S¢ = So =2 e §7 = §1 = 1, temos que a sequéncia se tornard
periddica de periodo 6 dado que S,, depende apenas de seus 2 termos anteriores, isto €, S,,_1
Sn—2. Logo, ao repetir 2 termos seguidos de n — 1 e n — 2 com dois termos seguidos anteriores
n—7 e n— 8 da sequéncia, vamos ter que os respectivos S, irdo ser iguais a S,,_¢, de tal modo

que podemos dizer certamente que, para k > 0, tem-se:

Sep =2
Sek+1 =1
Sek+2=—1
Sek+3 = —2
Sekra = —1
Sek+s5 =1

Como 2001 = 6-333 + 3, tomando k = 333, temos 2001 = 6k + 3, o que nos garante

que S2001 = Ser+3 = —2.
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5 CONCLUSAO

Com isto, conclui-se esta pesquisa com a abordagem, prova e aplicacao das Somas de
Newton para a resolu¢@o de diversos problemas advindos de olimpiadas matemadticas. Tendo-se
em mente que o principal ponto chave das Somas de Newton é o processo com o qual se utiliza
para o caso em que o indice da soma é maior ou igual a quantidade de poténcias de complexos a
serem somadas, pode-se ver a sua importancia. Um motivo subsequente de tal anélise pode-se
dar pela possibilidade de estendermos esse mesmo processo ndo s6 para soma de poténcias de
ndmeros, mas também para subtracdes ou outras expressdes que envolvam as raizes de um certo
polindmio dado ou podendo ser definido pelo enunciado da questdo. Além dessa andlise, demos
um tratamento especial para os casos de somas de 2 e 3 parcelas pois essas duas situacdes sao,
no geral, bem mais cobrados em questdes que os casos com mais parcelas.

Além dessa possivel extensao para outros formatos, tal anélise pode servir como
porta de entrada para um aluno olimpico curioso para os chamados polindmios simétricos. Como
se nota pelas somas de Newton, € possivel de se encontrar todas as somas de poténcias k € N de
raizes de um polindmio por meio de equacdes de recorréncia, de onde, tendo-se os respectivos e;
parai € {1,2,...,n}, poderia-se descobrir todos os valores da sequéncia dos S pela recorréncia
(exceto 0 Sp, que meramente era dependente da quantidade de termos). Ou seja, apenas possuindo
cada e;, poderiamos encontrar todas as somas de Newton relativas aquele polindmio em funcao
deles.

Isto seria capaz de fazer o aluno se indagar: "Mas essa propriedade de expressoes
dependerem dos e; vale apenas para as somas de Newton? Isso € vdlido para situagdes distintas
dessa? Quais sdo as condicdes para que algo desse género possa ocorrer?", de onde, a0 menos,
as duas primeiras foram respondidas com a resolu¢do de algumas das questdes no capitulo
4. Quer-se dizer, as Somas de Newton ndo sdo as unicas expressoes que podem ser escritas
em funcao dos e;, tendo-se os termos iniciais bem definidos. No entanto, a terceira pergunta
permanece um mistério com o qual o aluno possa se sentir interessado a ir mais atrds de fontes
que falem sobre esse assunto, acabando por se deparar com os polindmios simétricos e seu
"Teorema Fundamental para Polindmios Simétricos". Tendo-se em mente a possibilidade deste
trabalho poder incitar uma busca por mais conhecimento por parte do discente sobre outros
assuntos e um desenvolvimento de sua aptiddo matematica, de longe excederia as expectativas

criadas no decorrer do que fora feito aqui.
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APENDICE A - SOBRE TEOREMAS DE CALCULO

As defini¢Oes e provas neste apéndice se baseiam nas ideias apresentadas nas se¢oes
3.2,33,39,7.2,7.3e7.7de (GUIDORIZZI, 2001).

Definicao de limite:

SendoA,BCRe f:A— Bdefinida por y = f(x), dizemos que lim,_,, f(x) =L € R
se, e somente se, dado € > 0, existe § > 0 tal que, sex €A, tem-se 0 < [x—a| < d = |f(x) —L| <
€

Intuitivamente, isso significa que, se o limite € igual a L, dado uma "margem de
erro"€, podemos fazer com que f(x) fique préximo a L por uma diferenga (em médulo) menor
que € (ou seja, f(x) se aproxima de L), contanto que o argumento x esteja proximo a a por
uma diferenga (em médulo) menor que é (ou seja, quando x se aproxima de a). Note que, pela
defini¢do dada, se exclui a necessidade da anélise quando x = a, considerando-se a possibilidade
que a funcdo nem mesmo esteja definida para tal ponto, por exemplo.

Por tal definicao, pode-se provar as propriedades de limites, donde suas provas
podem ser encontradas na se¢do 3.9 de (GUIDORIZZI, 2001):

Se k for uma constante real, lim,_,, f(x) = L; e lim,_,, g(x) = Ly, entéo

a)
lim (f(x) + g(x)) = Ly + Ly = lim f(x) + lim g(x)
b)
)lci_rgkf(x) = kL, :k-)lci_rgf(x)
9)

lim f(x)g(x) = L1 = (tim () (lim g(x)

xX—a xX—a

d) Se L, # 0, entdo

lim f(x) _ l;l _ lim, ., f(x)
xsag(x) Ly limy,g(x)
Defini¢ao de continuidade num ponto:

Dados A,BCR, f:A— Bcomy= f(x) ea € A, dizemos que a fungio é continua

em a se, € somente se,

X—a
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Note que, para essa definicao fazer sentido de fato, temos ainda 2 condi¢des sobre
ela, as quais sdo a necessidade de estarem bem definidos f(a) e lim,_,, f(x).

Por essa defini¢cdo, temos propriedades andlogas as 4 anteriores para funcdes conti-
nuas num ponto a.

Dessa maneira, como lim,_,, x = a (bastando tomar f(x) =xe § = €), temos portanto
que lim,_,,x" = a" aplicando a terceira propriedade n € N vezes seguidas com o primeiro
limite, limy_,, a,x" = a,a”" pela segunda propriedade com a, € R e, por fim, lim,_,, Y )" ja,x" =

n_oana" aplicando-se a primeira propriedade m + 1 € N vezes seguidas.

Desse modo vé-se que qualquer fungao polinomial no corpo dos reais é continua
em todos os seus pontos, dado que n, m e a; para j € {1,2,...,m} e a € R sdo todos nimeros
arbitrarios.

Definicao de derivada:

A derivada de uma func¢io é uma nova fungdo f' : A’ — R, onde A’ C A e é definida

por

i JEHA) —fX)
h—0 (x+h)—x h—0

fx+h) - fx)
- :

Por tal defini¢do, podem ser provadas, como foram feitas na secdo 7.7 de (GUIDO-
RIZZ1, 2001), as seguintes propriedades:

Dado que f e g sdo funcdes definidas e derivdaveis em A C R, suas derivadas tém
como dominio A’ e definindo-se as fungdes f+ g, kf (k € R) e fg como (f+g)(x) = f(x)+g(x),
(kf)(x) = kf(x) e (f8)(x) = f(x) - g(x), temos que:

a)
(f+8)(x)=f(x)+ ¢ (x),Vxe A
b)
(kf)'(x) = kf'(x),Vx € A'.
)

(fg) (x) = f'(x)g(x) + f(x)g (x),Vx € A".

Derivada da func¢ao f(x) = x™:

Pela defini¢@o de derivada, tendo f : R — R definida por f(x) = x", temos:



65
/ T (x—i—h)”—x"
P = e —x

Definindo ¢t = x + h, quando & se aproxima de 0, t se aproxima de x e temos que o

limite se torna:

" —x"
/ T
f(x)—}gr; t—x

Como 1" —x" = (t —x)(t" '+t 2x + 1" 3% 4+ 23 2 4 41, entdo
% =" 2 R L 20 2 X" para t # x, que € o caso no limite,
pois embora ¢ se aproxime de x, ele ndo ird se igualar a x pela definicao de limite.

Desse modo,

f’(x):}i_r>nt"’1+t"’2x+t"’3x2+...+t2x"’3+tx”’2+x”’1.
X

Como tal fun¢do € uma funcao polinomial em ¢ € acabamos de ver que todo polindmio

no corpo dos reais € continuo, temos portanto que

)= (n— v,

Importante observacao: Aqui consideramos que x € 4 eram numeros reais, no
entanto, para as consideracdes que fizemos sobre polindmios no corpo dos nimeros complexos,
deveriamos estender a derivada para tal corpo, e isto pode ser feito simplesmente ao se considerar
que x,h € C e adaptarmos a defini¢do da derivada para que, em vez de h tender a zero, seja |h|
(médulo do complexo /) que tenda a O pois assim limitamos a liberdade das duas coordenadas
de & no plano de Argand-Gauss e a prova segue andloga.

Derivada da funcéo polinomial f(x) =}"_qa s

Aplicando sequencialmente as propriedades anteriores de derivada e usando a deri-
vada que acabamos de provar, temos:

(%) = (ag+arx+ax® +...ap_ 1 X" '+ a,x") = (ag)' + (a1x+ax® +...a,_1 X"+
a X)) = (ag) + (a1x)' + (apx®* + ...ap_ 1 X"V +ax®) = ... = (ap)' + (a1x) + (ax*) + ...

+ (a1 XN + (@) = (ag) +a1(x) +ar(x?) + ...+ ap_1 ("1 +a,(x") =04ay +2a0x+
i (n=1Da,_ 1% +nax" .
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Portanto, temos entio que f(x) = na,x" ' 4+ (n— a,_1x" 2+ ... + 2ax +ay.
Derivada da funcao g(x) = (fif2...fn) (x):
Para encontrar tal derivada, vamos usar inducao em n:
1. Casos iniciais:
n=1: g(x) — £(x), logo g'(x) = f(x).
n=2:g(x) = (fif2)(x) = fi(x)- fo(x) que, pela propriedade 3 de derivada, tem-se g’ (x) =
[ f2(x) + f1(x) f3(x).
2. Hipdtese de indugdo: Suponha que, para n = k € N, temos:
8'(x) = f1(x) f2(x) - fim1 (6) fie (%) + f1 (%) f (%) o fiem1 (%) fie(X) 4 oo 4 1 () f2 (X)L (%)
Je@) + fi(0) fo(x)... fi1 (%) f (%)
3. Passo indutivo: Vamos provar que, para n = k+ 1 é valido o resultado:
¢/ () = F1(0) F20) e fi () i (6) - A () L5 0) i () i (6) e 1 () 20 )
Jier1 () + f1(2) 2 (). fie(3) Sy (%)
De fato, se g(x) = f1(x) f2(x)... fi(x) fit 1 (x), chamando g1 (x) = f1(x) f2(x)... fi(x), temos
8(x) = g1(x) fir1 (%)
Aplicando o caso inicial, temos que g'(x) = g’ (x) fir1(x) +g1(x) fio | (%) = g1 (x) few1 +
J1(0) f2(x). fie(x) fi g (%)
Pela hipétese de inducdo, temos g (x) = f1(x)fa(x)... fx(x) + f1(x) f3(x)... fr(x) +
f1(x) f2(x)... f(x), de onde, por fim, temos o resultado:
8'(x) = f1(x) f2(x) - fie (%) fier 1 (¥) + f1 () [ (0) - fie () fie 1 () + o 4 1 (30) 2. (). f (%)
Jir1 (%) + f1(0) o). fie (%) fr 41 (%)
Dessa maneira, o resultado segue por indugdo e temos (f1 f2...f»)'(x) = f{(x) f2(x)...
o)+ fi(x) (). fie(x) + oo+ f1(x) fo (). £l (x).
Derivada da fun¢ido Q(x) = (x —x1)(x —x2)...(x — xp)
Aplicando o que fora visto anteriormente, definindo fj(x) =x—x; paral < j <n,

temos:

(%)

/

Q %

X

Q'(x) = f{( ) f2(%)-e fu () + F1 (0) f3 (%) fr (%) + oo f1 () f2(2)- S (%) =
Q'(x) = 1- f2(x). fu(x) + f1(x) - 1+ fu () 4 oo+ S1 () f2(2) - fra (x) - 1 =
() =

O (x)=(x—x2)(x—x3)...(x —xp) + (x—x1) (x—x3).. (x—x) + .+ (x—x1) (x—x2) ... (X —X5—1).
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