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RESUMO

Desde o inicio do Ensino Fundamental, aprendemos que “a ordem das parcelas nao
altera a soma”, o que é valido sim para somas com um nimero finito de parcelas. Mas, uma
vez que a matematica é uma ciéncia precisa e rigorosa, essa frase classica, a menos que seja
seguida de “numa soma com uma quantidade finita de parcelas”, geralmente é falsa. Visto
que nem sempre os livros académicos que tratam de séries numéricas infinitas abordam de
forma completa as séries condicionalmente convergentes, este trabalho tem como objetivo
complementar esse estudo nos cursos de graduacao em matematica e areas afins, trazendo
alguns teoremas que tratam da convergéncia de rearranjos especificos da série harmonica
alternada, e também servir como estimulo aos alunos que ainda nao comecgaram o estudo
de séries apresentando uma introducao ao assunto, uma sequéncia pedagogica que visa
facilitar a compreensao e ilustrar o comportamento de alguns rearranjos e questionando

a famosa frase “a ordem das parcelas nao altera a soma’.

Palavras-chave: Séries. Série Harmonica. Comutatividade. Rearranjo.



ABSTRACT

From the early stages of Elementary School, we are taught that “the order of the terms
doesn’t alter the result of the sum”, which is, indeed, valid in the case of a finite series.
However, because mathematics is a precise and rigorous science, the classic saying stated
above is generally false, unless it ends with “in a finite series”. Because academic textbooks
on infinite series don’t always address the conditionally convergent series in a thorough
manner, the present work aims to complement the research in undergraduate mathematics
level studies and related fields, focusing on some theorems that deal with convergency in
specific rearrangements of the alternating harmonic series. This dissertation also intends
to provide support for undergraduate students that have not yet begun their studies, by
presenting an introduction on the subject, and adding in a pedagogic sequence intended
on facilitating the comprehension and illustrating how some rearrangements work, while
questioning the famous statement “the order of the terms doesn’t alter the result of the

bb

sum.

Keywords: Series. Harmonic Serie. Commutativity. Rearrangement.
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1 INTRODUCAO

Desde os anos iniciais do ensino fundamental comecamos o estudo das somas. Partimos
das somas em N, em seguida em 7Z,Q,R e finalmente C. J4 nas primeiras séries do
ensino bésico estudamos algumas propriedades da adigao entre elas a comutatividade.
Aprendemos no decorrer de nossos estudos na escola que “a ordem das parcelas nao altera
a soma”, uma frase que se nao estiver bem contextualizada é falsa. De fato, é necessario
complementar essa afirmacao. No inicio descobrimos que, dados x e y nimeros reais
quaisquer, vale a igualdade:

r+y=y+uz

Facilmente podemos generalizar essa ideia e provar, utilizando o Principio da Inducao,
que quaisquer xi,xs,s,...,Tr, € R, com n € N, a soma desses nimeros nao se altera,
mesmo que se faca uma reordenacao qualquer das parcelas. Mas esses sao todos casos
em que hd um nimero finito de parcelas. No ensino médio, ao estudarmos progressoes
aritméticas e geométricas, calculamos a soma dos n primeiros termos de uma P.A. ou
de uma P.G. Um aluno mais atento pode se questionar, ao observar que uma P.A. (ou
uma P.G.) possui infinitos termos, o que aconteceria se somassemos todos os termos dessa,
sequéncia. A resposta, considerando os conhecimentos esperados de um aluno de ensino
médio, poderia parecer 6bvia, “ora, ao somarmos infinitos termos o resultado é infinito”.
Sabemos, é claro, que isso nao é tao simples.

A nocao de infinito pode até ser complexa, mas é fundamental e ja é utilizada desde
o principio nas escolas regulares quando ouvimos falar em reta na geometria ou quando
dizemos que o conjunto dos ntimeros naturais nao tem fim. Tendo em vista todo o
questionamento que pode surgir a respeito de infinito e “somas infinitas”, nao no sentido
do resultado ser infinito mas sim que ha uma infinidade de parcelas, é razoavel que o
professor do Ensino Médio tenha um certo conhecimento acerca de somas com infinitas
parcelas. Além disso, desde que um graduado em Licenciatura em Matematica também
deve ser qualificado para dar aulas inclusive num curso de graduacao, a necessidade de se
entender um pouco melhor questoes como essas se mostra ainda maior.

A grosso modo uma soma de infinitos nimeros é chamada Série Numérica. O estudo
das séries numeéricas a nivel de graduacao geralmente se resume a andlise da convergéncia
ou da divergéncia da mesma sem se preocupar tanto com o resultado da soma, conforme
pode-se verificar nas referéncias 6], [7], [5] e [9]. Os principais resultados a respeito de
séries que vemos na graduacao sao os critérios de convergéncia, uma condicao necessaria
para a convergéncia (ou uma condigao suficiente para a divergéncia) e os tipos de conver-
géncia: absoluta, quando a soma dos valores absolutos das parcelas converge, condicional,
quando a série converge mas nao absolutamente, e incondicional, quando a série converge
mesmo alterando-se a ordem de suas parcelas.

Como ja foi descrito anteriormente, a frase classica “a ordem das parcelas nao altera a



soma” nao é verdadeira em todos os casos. De fato, provamos que as séries absolutamente
convergentes satisfazem essa afirmacao, mas as condicionalmente convergentes nao, como
pode ser visto em [6].

Também em [6] é demonstrado o teorema que motivou a pesquisa da comutatividade
das séries: Teorema de Riemann sobre rearranjos que garante a equivaléncia entre as
séries absolutamente convergentes e as comutativamente convergentes (que convergem
independentemente da ordem das parcelas). Em [1], podemos encontrar o Teorema de
Ohm que nos d& um algoritmo para gerar qualquer soma do tipo In(2) + % In <§>, em que
p e g sao numeros naturais quaisquer, alterando para isso a ordem das parcelas da série

harmonica alternada. Eis seu enunciado:

Teorema 1.1 (Teorema de Ohm): Sejam p,q nimeros inteiros positivos. O rearranjo
da Série Harmonica Alternada denotado por ) aswmy, colocando os p primeiros termos
positivos, depois 0s q primeiros negativos, em sequida 0§ proximos p positivos depois 0s q

ProTimos negativos e sucessivamente, como Seque,

1 1 11 1 1 1 1
D s = 3oyl 274 g py 1 a3 a1
p t;;mos q te\r'mos p t;;mos
1 1 1
_\2q+2_2q+4_..._4—q1
q termos

converge, €

1

Ainda em [1] e também em [3] temos uma generalizagdo do Teorema de Ohm, o
Teorema de Pringsheim que afirma quando um rearranjo da série harmonica alternada

converge € pra que valor converge nesse caso:

Teorema 1.2 Seja ) agy wm rearranjo da SHA de tal modo em que ag() < Gpnik), kK €
N, sempre que ¢(n) e ¢(n + k) forem ambos pares, ou ambos impares. FEsse rearranjo

converge para um numero real estendido se, e somente se,

existe. Nesse caso tem-se

1 n
Zaqg(n) :1n2—|—§nli_>rgo {ln (n]jp )] )

Além disso, [1] apresenta uma generalizagio para outras séries que satisfazem certas

condigoes fixadas nao necessariamente a série harmonica alternada. Seu enunciado é:
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Teorema 1.3 (Teorema de Pringsheim): Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais que
satisfaz |a;| > |a;| sempre que i < j,i,j € N, lim a, =0, e agg—1 > 0 > ag, com k € N.
n—oo

Temos:

1. Se lim n|a,| = oo, entdo hd um rearranjo ) aym, da série Y a,, com densidade
n—oo

assintotica % tal que Y agm)y = S, sendo S um nimero real qualquer.

2. Se lim na, = 0, entdo qualquer rearranjo Y aym, da série Y a,, cuja densidade
n—oo

assintotica o existe e 0 < o < 1 possui soma igual a série original, isto €, Y apmn) =

> ap.

Assim, no primeiro capitulo apresentamos alguns resultados importantes como pré-
requisitos para os capitulos seguintes. Introduzimos a ideia de rearranjo e trazemos o
primeiro dos resultados que motivam esse estudo: o Teorema de Riemman. Os capitulos
3 e 4 trazem o Teorema de Ohm e dois Teoremas de Pringsheim, com a demonstragao
dos dois primeiros, sendo que o tltimo generaliza os dois anteriores e ainda garante que a
Série Harmoénica Alternada possui algumas propriedades em relacao as suas reordenagoes
um pouco diferentes das outras séries que satisfazem seu enunciado, como dito em [2].

O desfecho do referido trabalho consiste na elaboragdao de uma sequéncia pedagogica
sobre o Teorema de Ohm com o objetivo de complementar o estudo de séries numéri-
cas na graduacgao, tendo como publico alvo os académicos do curso de Licenciatura em

Matemaética.
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2 SEQUENCIAS E SERIES

Neste capitulo faremos uma introducao ao estudo de sequéncias e séries apresentando
alguns dos principais resultados sobre o assunto dando foco principal aos teoremas e

defini¢oes necessarias para a compreensao de rearranjo de séries.

2.1 Sequéncias

O estudo de séries depende completamente da teoria a respeito de sequéncias. Sequén-
cias sao estudadas ja muito cedo na escola, falamos sobre a sequéncia de niimeros naturais
por exemplo, ou, até mesmo, quando os alunos sao ordenados em fila estamos montando
uma sequeéncia.

Uma sequéncia ¢ um conjunto cujos elementos podem ser indexados com nimeros
naturais, em outras palavras, podemos dizer qual é o primeiro elemento, o segundo, e
assim por diante. Sendo um pouco mais rigoroso, uma sequéncia em um conjunto A é
uma funcao cujo dominio é o conjunto dos niimeros naturais, se esta for infinita, ou um de

seus subconjuntos, se for finita, e o contradominio é o conjunto A, como segue a defini¢ao:

Definicao 2.1 Seja A um conjunto nao vazio. A qualquer aplicacao x : N — A, com
N C N, damos o nome de sequéncia de elementos de A. Se N for finito, dizemos que a
sequéncia € finita e se N for infinito, dizemos que a sequéncia € infinita. Dadon € N,
o elemento x(n) de A é denotado por x,. Além disso, podemos denotar essa sequéncia

como (Tp)nen, ou simplesmente, (x,) se nao houver possibilidade de ambiguidade.

Caso o contradominio seja o conjunto dos niimeros reais, a aplicacao = : N — R é dita

uma sequéncia de nimeros reais.

Exemplo 2.1 A funcao, v : N — R tal que para cada n natural associa o seu quadrado,
2

i.e., x(n) =n*, é uma sequéncia.

Uma vez que nosso objetivo é estudar somas com infinitos termos, nesta secao vamos
nos ater apenas nas sequéncias infinitas, ou seja, sequéncias (z,),eny onde N C N é
infinito. Além disso, nos interessa principalmente as somas cujas parcelas sao nimeros
reais, portanto vamos apresentar resultados a respeito de sequéncias reais.

A convergéncia de uma sequéncia é o assunto mais pertinente no nosso estudo. Que-
remos saber se a partir de um certo indice os termos da sequéncia se aproximam de um
niumero real fixo (nesse caso a sequéncia converge) ou nao (e dizemos que ela diverge).

Rigorosamente, temos a seguinte definicao.

Definigao 2.2 Seja (x,)neny uma sequéncia de nimeros reais. Se existe | € R tal que
para todo real ¢ > 0, existe ng € N de modo que para todo n € N, se n > ng entao

|z, — 1| < e, dizemos que (z,,) converge e que seu limite quando n tende ao infinito € [.
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Nesse Caso, escrevernos

. n
lim z, =loux, —
n—oo

para denotar que x, converge para [.

n+1

Exemplo 2.2 A sequéncia x,, = log( ) € convergente pois existe | = 0 tal que,

dado € > 0 existe ng = (ﬁ} Y tal que, para todo n € N, se n > ng, entio

1 1 1
S c10r -1
”>hm—ﬂ>1m—1:’n<0

_ 1
= 107°—1<—-—<10° -1

n
1

= 107°<1+—-<10°
n
1

L e

n

(n—l—l)
= —e<log|— ) <e¢
n

1
log<n+ )—0
n

Qualquer sequéncia que nao seja convergente é dita divergente.

= 107° <

=

< €.

A convergéncia de uma sequéncia implica numa propriedade muito 1til em algumas
demonstragoes. Observando a Definicao 2.2, a partir de um certo indice, os termos de
uma sequéncia convergente ficam dentro de um intervalo delimitado por [ — e e [ + €.
E como se tivesse uma barreira que limita a variacio da sequéncia a partir de um certo

ponto. Isso nos motiva a definir o conceito de sequéncia limitada.

Definigao 2.3 Uma sequéncia (z,)nen € dita limitada se existe um nimero real M > 0,
tal que |x,| < M para todo n € N.

A seguinte proposi¢ao é uma consequéncia imediata da convergéncia de uma sequéncia.
Proposicao 2.1 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao: Seja (x,)n,eny uma sequéncia convergente cujo limite é [ € R. Da defini-
¢ao, para todo £ > 0 existe ng € N tal que |z, — [| < & sempre que n > ng. Fixando ¢,
podemos tomar M = max{|l —¢|, |l + €|, |z1], |z2|, |z3], ..., |Tne| } de modo que |z,| < M,
Vn € N. Logo (z,)nen ¢ limitada. O

Um questionamento que pode surgir quase que imediatamente apds a definicao de

convergéncia ¢ se, caso uma sequéncia x, convirja para um determinado ntmero real [,

TA funcio teto [-] : R — Z tal que [2] = min{y € Z;z < y}. Essa fun¢do toma um numero real z e
retorna o menor inteiro que seja maior ou igual a x. Por exemplo, [1,00001] = 2.
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este [ ¢ Unico, i.e., se uma sequéncia pode ou nao convergir para mais de um limite.
A seguinte proposi¢ao, cuja demonstracao pode ser encontrada em [6], responde esta

pergunta.

Proposicao 2.2 Se existe | € R tal que lim x, = [, entao esse | € unico.
n—oo

Muitas vezes o estudo da convergéncia de uma sequéncia (z,,) é facilitado pelo estudo
da convergéncia de outras sequéncias, cujo conjunto de seus termos é um subconjunto do
conjunto dos termos de (x,), i.e., sequéncias restritas a um subconjunto do dominio da

sequéncia (x,). A essas sequéncias chamamos subsequéncias.

Definigao 2.4 Sejam N C N e (x,)nen uma sequéncia. Uma subsequéncia de (x,)nen €

uma sequéncia (T,)nens, em que N’ C N.

Na definicao acima, definimos subsequéncia de uma forma mais geral. Neste trabalho
trataremos apenas de sequéncias e subsequéncias infinitas, i.e., considerando a defini¢ao
anterior, em que N, N’ sao infinitos e N/ C N.

Nem sempre o calculo do limite de uma sequéncia ¢ simples. Nao é simples calcular o
limite da sequéncia
11121331
(1,2, 2,2, 2,2, =, =y =y ),

2°3'2°5°3 783
ou decidir se ele existe. Mas podemos simplificar esse problema observando suas sub-
sequéncias, como veremos no exemplo 2.3.

Algumas vezes pode ser mais util estudar as subsequéncias da sequéncia em questao.
Calcular o limite de uma sequéncia pode nao ser o mais adequado pois esta pode na
verdade divergir. Se existirem subsequéncias que convergem para limites diferentes, a

sequéncia original nao converge. De fato, isso é consequéncia imediata da

Proposicao 2.3 Seja (z,)nen uma sequéncia. Se (x,)nen converge para um determinado

numero real [, entao qualquer subsequéncia sua também converge para [.

Demonstragao: Seja (7,)n,eny uma sequéncia que converge para [ € R e suponha que
exista uma subsequéncia (xy)ren, com N C N, que ndo convirja para [. Nesse caso, existe
e > 0 tal que para todo ng € N, existe n € N, com n > ng e |z, —l| > . Mas isso implica
que existe ¢ > 0 para todo ng € N tal que, para algum n € N, n > ng e |z, — | > ¢, ou
seja, (Tn)nen ndo converge para [, o que é um absurdo. Logo, se (z,)n,en converge para

[ € R, todas as suas subsequéncias também convergem para . [l

Muitas vezes usamos a contrapositiva dessa proposicao para mostrar que a sequéncia
diverge. Com efeito, seja (x,),en @ sequéncia tal que z, = (—1)", para todo n € N.

Ora, as sequéncias (a,) = (22,) € (b,) = (24,) sdo subsequéncias de (x,) que convergem
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para o mesmo limite, a saber, 1. No entanto, (x,) diverge, uma vez que (y,) = (z2,4+1) €
subsequéncia de (x,) e seu limite quando n tende ao infinito é —1.

Contudo, as subsequéncias de uma dada sequéncia nao servem apenas para confirmar
se a mesma é divergente. A seguinte proposi¢ao nos d4 um método que pode facilitar o

calculo do limite de uma sequéncia usando o limite de suas subsequéncias.

Proposicao 2.4 Uma sequéncia (x,)nen de nimeros reais converge para um real | se,
e so se, existem Ni, Na, ..., N, com k € N, subconjuntos de N tais que UleNi =Ne

(Tn)neny s (Tn)neNgs - (Tn)nen, convergem para L.

Demonstracdo: Seja (x,),en uma sequéncia de nimeros reais que converge para um
real [. Da Proposicao 2.3, a primeira implicacdo segue. Por outro lado, se (z,)nen
é uma sequéncia de nimeros reais e existem Ny, N, ..., Ni, com k € N, subconjuntos
de N tais que U\ N; = N e (Zn)neny, (Tn)neNss - (Tn)nen, convergem para [, entdo,
para todo € > 0 existe n; € N;, i € {1,2,3,...,k}, tal que, para todo n € U N, se

n > max{ni, ng, ng, ..., Ng } entao
|z, — 1] <e.
Logo, (,)nen converge para . O

Vamos utilizar essa tultima proposicao no Capitulo 4 para mostrar o Teorema de Ohm
usando o Teorema de Pringsheim. Para isso vamos “dividir” uma determinada sequéncia
em varias subsequéncias de modo que satisfacam a Proposicao 2.4 e entao poderemos
encontrar o limite da sequéncia desejada. Vejamos como calcular o limite de uma sequéncia

usando essa proposicao.

).

Wl
ol
ol

Exemplo 2.3 Calcular o limite da sequéncia (z,)nen dada por (1, %, ,%,

)

As sequéncias (yx) = (xax) € (2) = (wax—1), k € N, sdo subsequéncias de (z,,). Observe
que yi = % e zp = % para todo k € N e ambas convergem para % Dai, pela Proposicao
2.4, o limite de (z,) ¢ 1.

Precisamos de apenas mais duas proposi¢oes para a proxima secao. Suas demonstra-
¢oes podem ser encontradas em [6], [7] e [9]. Uma das proposi¢oes afirma um resultado
sobre sequéncias mondtonas e limitadas.

O termo monoétono significa que se mantém sempre com o0 mesmo comportamento,

nao varia. Nesse sentido,

Definicao 2.5 Uma sequéncia (x,)nen € dita mondtona se for crescente, isto € a, < a1

para todo n € N, ou decrescente quando a, > ani1 para todo n € N.

Proposicao 2.5 Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.
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1 1
Exemplo 2.4 A sequéncia (x,)nen dada por x, = — é convergente. Observe que — >
n n

DI Vn € N, ou seja, a sequéncia € decrescente. Além disso, —1 < — < 1, Vn € N,
n n

1
entao existe M € R, a saber M = 1, tal que |—| < M, ¥Yn € N. Isso mostra que (x,) é
n

mondtona e limitada, entao, da Proposicao 2.5, (x,) € convergente.

A ultima proposicao que vamos utilizar d4 uma condi¢ao necessaria e suficiente para

a convergéncia de uma sequéncia. Antes disso precisamos da

Definigao 2.6 Uma sequéncia (z,,) € dita de Cauchy, se satisfaz
Ve > 0,3ng € Nyn,m € Nyon,m > ng = |z, — x| < e.

Uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais é um tipo de sequéncia que nos permite
deduzir sua convergéncia sem necessariamente calcularmos seu limite pois, intuitivamente,
a partir de um certo indice os termos de uma sequéncia de Cauchy ficam sempre muito
proximos uns dos outros e nao sé isso, ficam tao proximos quanto quisermos. Isso ja déa
uma boa nog¢ao (nao proval!) da veracidade da proxima proposigao, cuja demonstragao

pode ser encontrada em [6].
Proposicao 2.6 Uma sequéncia é convergente se, e somente se, for de Cauchy.

Com isso, podemos comecar as preliminares a respeito de séries numeéricas.

2.2 Séries

As séries numéricas sao utilizadas na matematica ja ha muito tempo. Indiretamente
Arquimedes [14] calculou o valor da soma 1 + %l + (5)2 + (%1)2 + --- que resulta em
% no problema da quadratura da parabola. Ele nao utilizou o conceito de limite mas
sim o chamado Método da Exaustao. Antes mesmo da teoria de séries ser estabelecida,
principalmente com os trabalhos de Cauchy, outros matemaéticos ja usavam somas infinitas
para determinar o valor de 7 por exemplo, como o matematico indiano Madhava [13|
no século XIV. Ja no século XVII Euler [8] utiliza as somas infinitas para calcular a
soma dos inversos dos quadrados perfeitos. Euler também introduziu o conceito de série
hipergeométrica.

Nesta secao apresentamos alguns dos principais resultados envolvendo séries numéri-
cas, dando prioridade aqueles que serao utilizados no decorrer deste texto.

Naturalmente, devemos comecar pela definicao de série.

Definicao 2.7 Uma série, ou série infinita, € a soma dos termos de uma sequéncia infi-
nita de nimeros reais, ou, equivalentemente, o limite da sequéncia de somas parciais dos

termos de uma sequéncia infinita de nimeros reais, i.e.,
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n—oo

ixn:x1+x2+x3+---: lim zn:xk,
k=1

n=1
em que (x,) € uma sequéncia.

Também podemos denotar a série da sequéncia (x,) simplesmente por > .

Observe que podemos escrever a soma das n primeiras parcelas de uma sequéncia como
n

E xg. A essa soma damos o nome de soma parcial de ordem k da série Y | x,, e denotamos
k=1
muitas vezes por S,. Assim, a série »  x, nada mais é que o limite de S,, quando n tende

ao infinito. Logo, tudo o que vale para sequéncias também vale para as somas parciais
facilitando muito alguns célculos por exemplo. Isso implica que podemos estudar uma
série olhando para a sequéncia de suas somas parciais (5,).

O estudo de séries numéricas num curso de graduagao tem como objetivo principal
apresentar os principais resultados a respeito de convergéncia, se preocupando mais em
descobrir se uma determinada série converge do que saber para qual valor ela converge,
caso esta convirja. Como podemos ver em [6], [7] e [9], h&4 muitos critérios de convergéncia
de séries. Aqui, vamos apresentar apenas o Critério da comparacao e o Critério de Leibniz,

uma vez que estes serao os inicos necessarios no decorrer deste texto.

Teorema 2.1 (Critério da comparagao) Dadas duas séries numéricas »  x, € Y Yn,
com Tn,Yn > 0,Yn € N, caso existam um real positivo ¢ e um natural ng de modo que

sempre se tenha x, < cy, para todo n > ng entao Y x, converge s€ Y Y, CONVErgir.

Demonstracao: Sejam c € R%, ng € Ne )z, e )y, séries, tais que z,,y, > 0,Vn € N

e x, < cy, para todo n > ng. Se >y, converge, entdo, da Proposi¢ao 1.1, a sequéncia
n n

de suas somas parciais, E Yk, ¢ limitada e, portanto, s/, = E yr também é. Dali,
k=1 k=no+1
n
a sequéncia s, = E xy € limitada, e uma vez que x, > 0, para todo n € N, (s,) é
k=no+1

n
mondétona. Logo, da Proposicao 1.4, (s,) converge para algum [ € R e Zxk converge
k=1

no
para [ — Z T O
k=1

Da mesma forma que ocorre com sequéncias, mostrar que uma série diverge pode ser
muito mais simples que tentar verificar se ela converge. Uma condi¢ao necessaria para a

convergéncia de uma série é dada pelo

Teorema 2.2 Seja Y x, uma série qualquer. Se Y x, converge, entio x, tende a 0

quando n tende ao infinito.
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Demonstragao: Seja ) x, uma série convergente. Tomando S € R como seu limite,

vem que
n n—1 n n—1
lim E T = lim g T+ Tp = lim E rr = lim E rr + lim z,
n—o0 n—0o0 n—o0 n—o0 n—oo
k=1 k=1 k=1 k=1
= S=5+4 lim z,
n—oo
= lim z, =0.
n—oo
Como queriamos demonstrar. O

Isso significa que se > x,, € uma série convergente, a sequéncia (x,) fica tdo pequena,
no sentido de se aproximar de 0, quando n tende ao infinito, quanto quisermos. Vamos
utilizar tal raciocinio durante a demonstracao do teorema sobre rearranjo creditado a
Riemann.

A Série Harmonica Alternada (SHA), definida por ) |

jetos de estudo deste trabalho. Uma das formas mais simples de se verificar a convergéncia

(_1 n+1
, ¢ um dos principais ob-

dessa série é usando o

Teorema 2.3 (Critério de Leibniz) Para que a série > (—1)""z, seja convergente é

suficiente que (x,) seja uma sequéncia decrescente de niumeros positivos com limite igual
a 0.

Demonstragdo: Seja (x,) uma sequéncia decrescente de ntimeros positivos tal que
2n

lim z,, = 0. Ora, do Principio da Inducao Finita, é imediato que ss, = Z(—l)k+1mk é

uma sequéncia crescente e limitada por x1, logo, da Proposicao 1.4, converge, além disso,

2n 2n—1
lim —zy, = lim E (=) — E (—1)* 1y,
n—oo n—oo
k=1 k=1
2n 2n—1
= lim Y (—=1)""z, — lim (—1)* 1y
n—oo n—oo
k=1 k=1
= lim sy, — lim s9,_1,
n—oo n—oo

e, como lim z, =0, lim sy, = lim s9,_1. Uma vez que (sg,) € (S2,—1) sdo subsequéncias
n—oo n—oo n—oo
n

de s, = Z(—l)k“xk, pela Proposigao 1.3, o resultado segue. 0
k=1

Nos préximos capitulos os conceitos de série absolutamente convergente e condicional-

mente convergente sao essenciais. A convergéncia absoluta é definida como segue.

Definigao 2.8 Seja Y x, uma série qualquer. Dizemos que > x, € absolutamente con-

vergente se a série do valor absoluto de x,, é convergente, i.e., se Y |r,| é convergente.
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Finalizando esse capitulo, vamos apenas observar que toda série absolutamente con-

vergente é também convergente, no entanto, a reciproca nem sempre ¢ valida.

n
De fato, se > |z,| é convergente, entdao a sequéncia dada por s, = E |z)| € uma
k=1

n
sequéncia de Cauchy. Portanto, tomando s, = Z x e usando a desigualdade triangular,

k=1
temos que, para todo € > 0, existe ng € N tal que, se n > m > ng, entao

e > s —s |
|Zma1| + |Tmae] + |Tmas| + - + |24

= |Tms1| + |Tmso| + [Tmas| + - 4 |z

v

|Tmt1 + T2 + Tmgs + -+ + T

= |Sn — Sml-

Logo, (s,) é uma sequéncia de Cauchy, portanto, da Proposi¢ao 1.5, convergente.

Um contraexemplo para a reciproca deste teorema é

1
Exemplo 2.5 Vimos que a série Z(—l)"ln (1 + —) é convergente pelo Critério de
n

1
Leibnitz, uma vez que o limite de In (1 + —> quando n tende ao infinito € zero. Por
n

outro lado,
> (=1 A | > In 141
n n
= 1 ”1 !
= Jwm ) {14y

lim z”: In (k+1) —In(k)]

= lim {[In(2) ~ n(1)] + [In (3) — In(2)
+ @) —In@)]+ -+ n(n+1)—Inn)}
= lim [In(n + 1) — In(1)]

n—oo

= 00.
- 1 L
Logo, a série Y (—1)"In ( 1+ — | ndo é absolutamente convergente.
n

Este exemplo mostra a existéncia de séries condicionalmente convergentes. Uma sé-
rie é dita condicionalmente convergente se for convergente mas nao for absolutamente

convergente.
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3 REARRANJO DE SERIES

A comutatividade é uma propriedade que nos permite realizar operacoes sem nos
preocuparmos com a ordem dos termos. No ensino bésico, a maioria das operagoes que
estudamos sao operacoes binérias, i.e., que envolvem dois termos, por exemplo, a adicao,
a multiplicacao e a subtracao sobre R. A adicao sobre R é uma operacao comutativa, i.e.,
dados dois ntmeros reais = e y, a soma de x com y ¢é igual a soma de y com z. Isso pode
ser generalizado para uma quantidade n € N de termos utilizando o Principio da Indugao
Finita. No entanto, quando tratamos de quantidades infinitas isso ¢ um pouco diferente.

Nesse capitulo vamos apresentar tanto somas com uma infinidades de termos que
podem comutar entre si e ainda assim manter o valor da soma quanto somas também com
uma infinidade de termos cuja comutatividade nao é valida, ou seja, cujo valor se altera
de acordo com a organizacao das parcelas.

A essa reorganizacao dos termos de uma soma infinita, série, damos o nome de re-
arranjo. Dadas uma sequéncia (z,)neny € uma série > z,, um rearranjo dessa série é
qualquer série Y y,, onde (y,)nen é uma sequéncia obtida de (z,),eny por meio de uma

reordenacao de seus termos, em outras palavras, ¥, = T(n), sendo ¢ : N — N uma bijegao.

3.1 Séries Comutativamente Convergentes

Como ja foi dito, algumas somas infinitas podem ter seus termos reorganizados sem
que o valor da mesma nao seja alterado. Uma vez que uma soma infinita nada mais é
que uma série, chamamos essas somas cujo valor nao se altera mesmo ao se reordenar
seus termos de séries comutativamente convergentes. Formalmente, uma série > x, é
comutativamente convergente se » . x, = > Y, qualquer que seja a bije¢do ¢ : N — N em
que Y, = Tgn), 1 € N.

O préximo resultado garante que toda série absolutamente convergente é comutativa-

mente convergente.

Teorema 3.1 Se > x, é uma série absolutamente convergente, entao »_ x, é comutati-

vamente convergente e Y Tn = Y Ty, sendo ¢ : N = N uma bijecdo qualquer.

Demonstragao: Sejam ) x, uma série absolutamente convergente e ¢ : N — N uma,
bijecao. Vamos dividir a demonstracao em duas partes. A primeira abrange o caso de x,,
ser nao negativo qualquer que seja n € N. Na segunda parte demonstraremos o caso geral
usando a primeira parte.

Sendo assim, considere o caso x, > 0, para todo n € N. Como ) x,, é absolutamente

convergente, temos:

Ve > 0,dmg € Nym > mg = |s,, — s| < &, (3.1)



20

m m
em que S, :an :Z|:}jn|’m€ N, € S:Zl’n.
k=1 k=1

Mas, uma vez que ¢ é uma funcao bijetora, para todo m € N, existe n € N tal
que {1,2,3,...,m} C {¢p(1),#(2),9(3), ..., ¢(n)}, basta observar que qualquer elemento de

{1,2,3,...,m} é imagem de algum natural por ¢. Dai, tomando s/, = Z%(k)’
k=1

(VmeN,In eN) (s, <, & —s, < —sp, & s—5, < s— ) (3.2)

Como z,, é sempre nao negativo, (s,,) e (s,,) sdo crescentes, dai s é o supremo de {s;; k €
N}, ou seja, s, < s,¥Vm € N. Além disso, s, < s, para algum p € N, basta tomar
p = max{¢(1), ¢(2),¢(3),...,0(n)}; logo s, < s. Usando isso em (3.2), segue que, para

todo m € N existe ng € N, n > nyg,
|s] —s|=s—5, <s—5n=|sm— s,
entao, por (3.1),
Ve > 0,3ng € Nyn >ng = |s), — s| < s, — s| <e.

Logo, lim s), = s, ou seja, @, = Y Ty(n), Para toda bijecao ¢ : N — N.

Issg_)rfl(z)stra que uma série convergente de parcelas nao negativas ¢ comutativamente
convergente.

Considere agora (x,),en uma sequéncia qualquer tal que >z, seja absolutamente

convergente. Tome

Ty, S€ x, >0
p g
" 0,se:1:n§0’

0, se z, >0
dn = -
" —Xp, se x, <0

Observe que Y @, = > .pp — >.qn € que p,,q, > 0 para todo n € N. Logo, pelo
que provamos na primeira parte dessa demonstracdo, Y p, e Y_ g, sdo comutativamente
convergentes. Além disso, qualquer permutacdo dos termos de (z,) pode ser reescrita
como uma permutac¢ao dos termos de (p,) e (¢,). Sendo ¢ : N — N uma bijecdo, basta
tomar ¢1, ¢ : N — N bijecoes tais que ¢1(i) # ¢1(j) e ¢pa(i) # ¢2(j), para todos i,j € N
com i # j, e

$p1(n) = ¢(n), se zgm) >0, e
P2(n) = ¢(n), se x4m) <0,
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dal, To(n) = Por(n) — doo(n)-
Entao a convergéncia comutativa de Y p, e > ¢, implicam na convergéncia comuta-

tiva de )z, ndo s6 isso, Y T, = Y Ty(n), para toda bijecao ¢ : N — N. O

Note que nao nos preocupamos com a convergéncia de Y p, e > g, na demonstragao.
Na verdade ambas sao convergentes. Da definicao de p, e ¢,, temos que para todon € N
Py Gn < |z,]. Logo, uma vez que estamos supondo que > |z,| é convergente, do Teorema

1.1, > pn € Y g sd0 convergentes.

3.2 O Teorema de Riemann

O teorema da secao anterior nos d4 uma condigao suficiente para uma série ser comu-
tativamente convergente. No entanto, como ji deve ter ficado claro, nem todas as séries
satisfazem essa propriedade.

J& no século XIX Dirichlet encontrou um exemplo de rearranjo da Série Harmonica
Alternada que nao convergia para o mesmo valor da série original. Esse se tornou um
exemplo classico que pode ser encontrado em [6], [7], [4]. Esse exemplo consiste em

mostrar que a soma

1+1 1+1+1 1+1+1 1+
3 2 5 7 4 9 11 6
éiguala%do valor da soma
] 1+1 1+1 1+1 1+1+ (3.3)
2 3 4 5 6 7 8 9 ‘ '

De fato, suponha que (3.3) convirja para s (ja sabemos que é convergente pelo Teorema

2.3), ou seja

SRR S S S S S S S O 3.4
5= 273 475 67 89 ’ '

1
dai, multiplicando ambos os membros da igualdade (3.4) por 5 vem que

e, adicionando zeros antes da primeira parcela e entre duas parcelas quaisquer na igualdade

anterior, temos

E 1 1 1 1 1
S Z40-= Z40- = e 3.5
5 O+5+0—740+-+0—c+0+ 55+ (3.5)
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Somando membro a membro as equagoes (3.4) e (3.5), segue que:

3 1+1 1+1+1 1+1+1 1+
—S = _ — = — [ —_ _ = ..
2 3 2 5 7T 49 11 6
: e
Ou seja, o valor da série > ~———— & alterado ao se reordenar seus termos de uma
n

forma conveniente.

Riemann também estudou os rearranjos de séries. Ele provou o teorema que garante
que qualquer nimero real pode ser obtido por meio de uma soma infinita. Nao s6 isso,
dada uma série condicionalmente convergente, ao se rearranjar de forma adequada os seus

termos a soma resultante ¢ igual a um ntmero real qualquer dado previamente.

Teorema 3.2 (Riemann) Dados um nimero real S fizo e uma série »_ x,, condicional-
mente convergente, existe uma reordenac¢io Y yn da série Y Ty, L€, D Yp = D T(n),

em que ¢ : N — N € uma bijecao, de modo que >y, = S.

Demonstracao: Seja »_ x, uma série condicionalmente convergente. Nesse caso, as
sequéncias, p,, dos termos positivos, p, = x,, se x, > 0, caso contrério, p, = 0, e g,, dos
termos negativos, ¢, = x, se z, < 0 e ¢, = 0 se x, > 0, de x,, sao tais que »_p, = +00
n n ~ A n
e Y. g, = —00, uma vez que » ., Pp € » ., qr s40 monoétonas (>, _, py crescente e
n ~ A . ~ .
> h—1 Gk decrescente), p, e |g,| sdo subsequéncias de |z,| e Y |z,| ndo é convergente.

Considere o seguinte rearranjo de > x,:

Prtp2t P @ttt Gy T Pyt T P2 o
Pra + a1+ G2 0 g (3.6)

em que ny, e My sao tais que a soma parcial, s), , desse rearranjo até o termo p,, satisfaz

/

/ . / . , .
Sp, = S e s, 1 < S5 easoma parcial, s, , desse rearranjo até o termo ¢, satisfaz

Sy, < S e s, 1 > 5, para todo k € N. Dali, para todo k € N, se ng, < i < nygy,

S+ ¢m, <, <S+py,,. Ignorando os termos nulos de p,, e g,, as sequéncias resultantes

sao subsequéncias de x,, portanto, como Y x, é convergente, lim p, = lim ¢, = 0.
n—oo n—o0

Tomando ny < ¢ < ngy1, se k tende ao infinito, 0 mesmo acontece com 7, sendo assim

S = klim S+ G, < lim s < klim S + pn, = S, ou seja, (3.6) converge para S como
—00 1—00 —00
desejavamos. 0

,

Esse ¢ um teorema é classico, e aparece em muitas das referéncias que tratam de
rearranjo de séries.

Sua demonstracao nos da uma ideia de como proceder para que a soma de uma série
condicionalmente convergente seja igual a um s € R desejado. No entanto, tendo um
rearranjo de alguma série condicionalmente convergente, nao temos uma maneira de saber

qual sera o valor resultante do rearranjo.
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Por exemplo, se quiséssemos saber o valor da série

1—1—1 1+1+1 1+
3 2 5 7 4

o Teorema 3.2 nao nos da qualquer pista. Nem mesmo para calcular o valor da SHA. De
n C_1>k71

fato, ao calcularmos algumas de suas somas parciais, s, = Z PR temos:
k=1
s1 = 11
Sy = g =0,5
S3 = 67 =0,83
Sy = E =0,583
55 = g =0,783
S6 = o5 = 0,616

o que nao nos da qualquer dica da convergéncia dessa série.

1
Ja sabemos no entanto que ela é convergente, desde que lim — = 0, o Teorema 2.3

n—oo M

garante que existe lim s,. Vamos utilizar uma estratégia parecida com o que faremos na

n—oo
demonstracao do teorema do proximo capitulo para encontrar o valor da SHA. Observe

- (D -
que a sequéncia dada por s, = Z —p ¢ subsequéncia de (s,) e
k=1
i L 1 1
k - 2k —1 2k
k=1 k=1

Agora, observe o grafico da Figura 3.1 que ilustra a seguinte desigualdade:

n+p+1 dr 1 ntp o
/ < < / )
n+p xz n+p n+p—1 Zz
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para quaisquer n,p € N.

Figura 3.1: Hustragao da desigualdade entre a (n + p)-ésima parcela da série harmonica e
as integrais da funcdo propor¢ao inversa nos intervalos [n+p—1,n+p| e [n+p,n+p+1].

n+p—1 n+p n+p+1

Fonte: O autor.

Dai,
n

n+p+1 n n ntp
S, TeXanex), T
n+p X :n+p _ 133

p=1

0 que equivale a

IN

/2n+1 dx 2n 1 - /2n dx
ntl T ~ k), =

< In@2n+1) —In(n+1)

2n
2n + 1 1 2n
| < — <1 —
@n(nﬂ) < Y i< (n)

e, fazendo n tender ao infinito

VAN
=
VAN
B
&)
S
|
E
S

2n

) 1
< 1n(2) < 7}1_{210 kZH z < In(2).

Dai, e da igualdade (3.7), s9, converge para In(2) e, consequentemente, a SHA converge
k-1

-1
para In(2), i.e., Y % =In(2).
Finalizando esta secao, observamos que uma série é comutativamente convergente
se, e somente se, for absolutamente convergente. Com efeito, suponha que ) x, seja

uma série comutativamente convergente. Obviamente ) x, nao é divergente (> zy(n) €
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convergente para toda bijecdo ¢ : N — N, em particular, ¢(n) = n), entdo so6 pode ser
condicionalmente convergente ou absolutamente convergente. Se > z,, for absolutamente
convergente nao h& o que fazer. Suponha entdo que ) x, convirja condicionalmente
para um numero real [ fixo. Ora, do Teorema 3.2, existe uma bijecao ¢ : N — N tal
que Y Ty = [ — 1, 0 que é um absurdo pois ), é comutativamente convergente. A

reciproca segue do Teorema 3.1.
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4 TEOREMA DE OHM

O nome Ohm é muito conhecido no meio da Fisica devido as Leis de Ohm formuladas
pelo fisico e mateméatico alemao Georg Simon Ohm (1789-1854) e pela unidade de medida
que leva seu sobrenome, ohm, denotado geralmente por {2, em homenagem ao mesmo. Ja
seu irmao talvez nao tenha tanta fama, mas também foi matematico e é o responsavel pelo
teorema que da nome a este capitulo. Martin Ohm, conseguiu seu doutorado em 1811 pela
Universidade de Erlangen-Nuremberg. Anos mais tarde, foi professor na Universidade de

b

Berlin, onde desenvolveu a teoria geral de exponenciais a” com a,b € C e pode ter sido o

primeiro a usar o termo “segmento dureo”.

4.1 O Teorema de Ohm

Relembrando o que vimos na secao 3.2 do capitulo anterior, o Teorema 3.2 é um
resultado surpreendente, uma vez que nos mostra que a ordem das parcelas de uma soma
infinita nao s6 influencia no resultado como podem gerar qualquer nimero real. No
entanto, o algoritmo usado na demonstracao nao ¢ 1til caso queiramos calcular o valor de
um rearranjo dado.

O teorema que seré apresentado nesse capitulo resolve justamente esse problema, nos
dando o valor exato da soma para determinados rearranjos da Série Harmoénica Alternada.

Doravante, denotaremos por ) aen), sendo ¢ : N — N uma bijecao especifica, o

rearranjo da SHA de acordo com o enunciado do proximo teorema.

Teorema 4.1 (Teorema de Ohm): Sejam p,q nimeros inteiros positivos. O rearranjo
da Série Harmonica Alternada denotado por ) aswm), colocando os p primeiros termos
positivos, depois 0s q primeiros negativos, em sequida 0§ proximos p posilivos depois 0s q

ProzTimos negativos e sucessivamente, cOmMo SEJUE,

Z 1 1 11 1 n 1 1 1
a n = 14—4-- —_———— e —
o) T T2 Ty Top 1 23 Tap—1
P t;g?zos q te)?nos P t;;ws
1 1
20+2 2¢+4  4q
qt;;ws

converge, e

1
Z Ag(n) = 111(2) + § In (g) .

Introduziremos agora algumas notagoes necessarias para a demonstracao desse teo-

rema. Sejam H/ = Z % a n-ésima soma parcial da SHA, S, = Z ag(k) & n-ésima

k=1 k=1
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oo

soma, parcial de Z agr) © Rn(p,q) a n(p + ¢q)-ésima soma parcial de Z Ag(n), 1.€.,
k=1
R“n@:1+%+"“+mi1_§&““%
D t(:r?nos ah q t(?r?nos .
1 1 1
T 2(n—1)p+ 1+2(n —1)p+ 3 Tomp— 1
) D t;r?nos ’
1 1 1
T 2ln—1)g+2 2(n—1)g+4  2ng’
h q te},mos

p,q,n € N.

Devido a sua extensao, a demonstracao desse teorema sera dividida em trés partes,
uma para cada possibilidade a seguir:

)p=gq

2)p>q

) p<aq.

Em cada caso provaremos que existe uma fun¢ao f: N — N e uma sequéncia (7, )nen

tais que R,(p,q) = H}(n) + rp, e entao demonstraremos que

hm,RAnq)zln@)+lln<g>.

n—00 2 q

4.2 O rearranjo R(p,q)

4.2.1 Casop=gq

Nesta segdo provaremos que se p,q € N e p = ¢ entdo R,(p,q) = H}(n) + r, sendo

f N — N funcao tal que f(n) = 2pn e r, = 0 para todo n, implicando que o rearranjo

N . L B (=11
Y Gg(n) DAO altera a soma, ou seja, » | agm) = nh_)lrrolo R.(p,p) = Z —

Primeiro, vejamos um exemplo:

Exemplo 4.1 Mostrar que lim R,(4,4) = lim H,.

n—oo n—oo
Demonstracao:
Ora,
1 1 1 1
Ri44) =1+ -+-to—mmm = =l -t -— -t ot —=H, = H
) =1tgts+7-571 3 37157 6" 8 = Ha1



Suponha que R, (4,4) = H{, para algum n € N.
Da defini¢io de R,(p,q) vem que:

8(n+1) 8n 8(n+1)
Ropi(4,4) = D sy = > agmy + D o
k=1 k=1 k=8n+1
1 1 1 1
— R, (4,4
( )+2n-4+1 +2n-4+3+ 2n-4+5+2(n—|—1)-4—1

1 1 1 1
2442 2444 2m-4+6 2(n+1)-4

Como supomos que R, (4,4) = H{, para algum n € N,

1 1 1 1
Ryi1(4,4) = H! _ _
#(44) st o A+l omodt2 2m-413 2m-d+4
1 1 N 1 1
2n-4+5 2n-446 2n+1)-4—1 2(n+1)-4

+
= Hé(n—i—l) :

Logo, pelo Principio da Indugdao Finita, R,(4,4) = H{, para todo n € N.

Desde que (HY, )nen € subsequéncia de (H))nen, seque que

In(2) = lim H) = lim Hg, = lim R,(4,4).
n—oo

n—oo n—oo

Provemos agora o caso geral com p,g € Nep =q.

Teorema 4.2 Seja p inteiro positivo. Para todo n € N, temos:
I) Rn(p7p) - Hépru

) -1 n—1
II) ) age = lim Ru(p,p) =) %

Demonstragao:

I) Rn(p’p) = Hépn:
Para n = 1 temos:

1 1 1 1

R — 4+ - ... -
1 1 1 1 1

=1—-=-4=—= S

23 4 w—1 2p

28
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Suponha que R,(p,p) = Hy,,, para algum n € N. Dai, e da definicao de R,(p,q),

vem:
Bt (pp) = Bulp,p) + 5+ o o =
1 1 1

T 2mp+2 2mpt+4 2(n+1)p

, 1 1 1
:H2n+ - +
P np4+1 0 2np+2  2np+3
1 . n 1 1
2np 44 2(n+1)p—1 2(n+1)p

= Hé(n—i—l)p'

Assim, pelo Principio da Indugdo Finita, R, (p,p) = Hy,, para todo n € N.

) -1 n—1
IT) Y agm = lim Ru(p.p) =) %1

De I), uma vez que (Hj,,)nen € subsequéncia de (H),)nen, segue que lim R,(p,p) =
n— o0

: I (_1)n_1 T . . .
7}13010 H, = Z ———. Resta mostrar que Z%(") = nango R, (p,p), ou seja, kh_)rgo S =
Tim Ry, (p, p).

Sejam n, k € N tais que 2pn < k < 2p(n+1) e dy, = Sp,—R,(p,p). Dai, k—2pn < 2p—1.

De 1), R,(p,p) = Hy,,, assim:

dp = Sk — Ru(p,p) = Sk — Hyp,, = Sk — Sapn

Portanto, dj, ¢ a soma de k& — 2pn parcelas, ou seja, existem @1, %9, ..., Tr—2pm € R
Vi € {1,2,....,k — 2pn}. Mas

tais que dp = x T s Tp_opn € x| < ;
q k 1+ T2 + + Tp_2p ||_2pn+1

k—2pn < 2p—1, logo

2p—1
|di| = |21 + 2o + -+ -+ Tpgpn| < @] + @2 + 0+ |Thogpn] < 2pn + 17

Dai, e do fato de que n — oo se, e s6 se, k — 00,

. 2p—1 : o 2p— :
0= ot SRS By 07 =0

Portanto lim Sy = lim R, (p,p).
n—oo

k—o0

—1)n-t! 1
Concluimos entdo que Z%(") = nh_{](r)lo R,(p,p) = Z % =In(2) + 3 In (i) =

In(2), em que p=¢qeN
U



4.2.2 Casop>q

Vejamos inicialmente um exemplo do caso p > gq.

Exemplo 4.2 Mostrar que

1 1

R, (4,2) = Hj, , + ( + 4.

2.-n-2+2 2-n-2+4

Demonstracao: Observe que, pela definicao de R, (p,q),

1 1 11
Ru(p,q) = (1+§+”'+2p_1)_<§+1+"'

1 1
i (Q(n—l)p+1+2(n—1)p+3+"'+2np—1>

1 1
Bl (2(n—1)q+2+2(n—1)q+4+”'

para todos n,p,q € N. Dali,

1 1 1 1 1

1

1

2nq

)

1 1 1 1
* (2~4(n—1)—|—1+2-4(n—1)—|—3+2'4(n—1)+5+2~4n—1
1 1
a (2-2(n—1)—|—2+2-2n)
35 7 2 ' 4
1 1 1 1
* (2-4(n—1)+1+2 An—1)+3 2-4n—-1)+5 2-4n—1
1 1
a (2 2n—1)+2 2 Qn)
1 1 1
* (2 2 22014 T

1 1 1
* (2-2n+2+2-2n+4+"'+2-4n)

1 1 1
- H e
“"Jr(2-2n+2+2-2n+4Jr o

30
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Teorema 4.3 Sejam p e q inteiros positivos com p > q. Para todo n € N:

1 1 1
I) R,(p,q) = H} ,
) Bnp, ) 2p”+<2-qn+2+2-qn+4+ +2-pn)

1
1) Za¢(n) = nh—>nc>10 R.(p,q) =In2+ 51][1 (g)_

Demonstracgao:
I) Da defini¢do de R, (p,q) temos:

R.(p,q) = (1+1+--- ! )—(1—1—1—1- +—)+
’ 3 % — 1 2 "1 2
1 1
- (2(n—1)p+1 2(n—1)p+3 2np—1>
1 1
B (2(n—1)q+2 2(n—1)g+4 %)
= (1—|—1+"'+ ! )—<1+1+ +—)+
3 1 2 "1 2
1 1
i (Q(n—l)p—l—l 2(n—1)p+3 2np—1>
1 1 1
a (%n—Dq+2 2(n—1)g+4 Zﬁ)
1 1 1
+ (_an+2_2nq+4_ _%
1 1 1
+ 2mHQ+2nq+4+---+2—@). (4.1)

Na igualdade acima, adicionamos e subtraimos as parcelas negativas de modo a ter-
mos a mesma quantidade de parcelas positivas e negativas, no entanto isso gera parcelas

positivas extras que estao entre o terceiro e quarto paréntese na proxima igualdade. De
(4.1),

1 1 1 1 1
Rup,q) = [1—=+4+-—-14... _
(p-4) ( 2 3T i T — mm)
Lo
2nqg+2  2nqg+4 2np

= H,, + + TR
o T 2ng+2  2ng+4 2np )

: L. (p
IT) Mostraremos agora que Z%(") = T}LrgoRn(p, q) = In2 + Eln (a) De 1),

1

R, (p, - H! + S
(p.q) 2p”+(2-qn+2 2-qn—|—4+ +2-pn

quencia de H/ que nés ja sabemos que converge para In2 quando n — oo, resta mostrar

) e, como Hy, & uma subse-
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I I S L (2
ue lim =—In|=].
e s 2-gn+2 2-gn+14 2-pn 2 q

Ora,

1 N 1 P 1 1 1 N 1 n +1
2-qgn+2 2-gn+14 2-pn) 2\gn+1 qn+2 pn

1 1 1 L
+ +--+— ] < —dz.
gn+1 gn—+2 n g T

Provemos essa desigualdade.

mas

Qualquer que seja x € R,z > —1 tem-se !

X

<In(1
r+1~ n(l+ )
dai, como qn > 1,
1
1 i qn
N 1
gn+1 14—
qan

(qn + 1)
= In
qn

= In(gn+1) —In(gn)
qn+1 1 qn 1

= / —dx —/ —dx
1 r 1 T
gn+1 1 1 1

= / —dx —i—/ —dx
1 T g T
qn—+1 1

= / —dx.
qn x

Suponha agora

1 1 1 gtk
+ + < —dzx
gn+1  gn+2 an + k m T

para algum £ € N.

LA fungdo f : (—=1,4+00) — R tal que f(z) = In(1 + ) — f—l tem derivada positiva para x > 0 e
x
negativa para —1 < x < 0, mas f(0) = 0, entdo o resultado segue.
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Dai, usando o mesmo argumento anterior

1
1 _ qn+k
- 1
gn+k+1 1+
qn + k

1
< In(1+
( qn+k:)

(qn+k+1>
= o (TR TC
an + k

= In(gn+k+1) —In(gn + k)

gn+k+1 1 qn+k 1

= / —dx — / —dx
1 xz 1 x
qntktl | 1y

= / —dx + / —dx
1 xr qn+k x
qn+k+1 1

= / —dzx.
qn+k Z

Mas,

qn+k+1 1 qn+k 1 gn+k+1 1
/ —dxr = / —dz + / —dx
qn T qn T qn+k T

entao, da hipotese de inducao,

1 1 1 1 qn+k qn+k+1
( - +o - > < / —da:+/ ~dx
gn+1  gn+2 gn+k gn+k+1 am T otk T

qn4k+1
1
= —dx.
an x

Logo, do Principio da Inducao,

1 1 1 1 gntk+l
+ +o + g/ —dx
gn+1 gn+2 gn+k qn+k+1 an x

para todo £ € N. Uma vez que pn = gn + k, com k € N, pois p > ¢, entao

1 1 1 e
+ +--+— ] < —dz.
gn+1  gn+2 n g T

Dai, temos que

1 1 1 1 /M1
+ +-+— <z —dz, (4.2)
2gn+2  2qn+4 2pn 2 ) T

como desejavamos.
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Por outro lado, para todo z € R,z > —1, tem-se !
In(1+2) <z

1
Entao, fazendo z = —, sendo x e R,z > 1
x

x+1 1
/ ;dy = In(z+1) — In(z)
I (:ic + 1>
x
= In (1 + 1)
x
1

<

xZ

e, em particular, fazendo x = gn + k,com k € N,

gn+k+1 1 1
—dx <
qn-+k T an + k

dai

pn+1 1 qn+2 1 qn—+3 1 pn+1 1
/ —dxr = / —d:zt/ —dr + -+ / —dx
qgn+1 r qgn+1 r qn+2 x pn T

1 1 1
gn+1 gn+2 pn
o que implica
1/pn+11d < 1 + ! + -+ ! (4.3)
— —_— x’ DY — . .
2 g1 T \2qn+2  2gqn+4 2pn
Assim, de (4.2) e (4.3),
1 [ 1 1 1 1 [
— —dx < R —dx. 4.4
2/qn+1 xx_(2qn+2+2qn+4+ +2pn)_2/qn xx (44)

Observe que

pn+1 1 1
/ —dlen(pn—i-l)—ln(qn+1):111<pn+ )
gn+1 T gn +1

LA fungdo f: (=1, +o0) — R tal que f(z) = 2 —In(1+x) tem derivada positiva para x > 0 e negativa
para —1 < z < 0, mas f(0) = 0, entdo o resultado segue.
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Lf%w:m@m—m@m:m<%>:m(®.

Dai, e de (4.4), segue que

1 1 1 1 1 1
L (Pt o n bood— ) <om(2). (4.5)
2 qn +1 2qn+2  2qn+4 2pn 2 q

Sendo assim,

.1 pr +1 1 p
lim = In =—In(=].
z—00 2 qgr + 1 2 q
Entao, pelo Teorema do Confronto e por (4.5),

1 1 1 1 P
Tii(mn+2+2ww4*_ +2m) QD(Q) o

1 1 1
Uma vez que R,(p,q) = Hy,, + (2~qn+2 +2-qn+4+'”+m> e Hj,, converge

para In2 quando n — oo, concluimos entdao por (4.6) que

1
Za¢(") = nh_{go Rn(p, Q) =In2+ 5111 <§> )

4.2.3 Casoq>0p

1
Ja provamos que lim R, (p,q) = In(2) + 5 In (2—9) para p = q e p > q. Resta provar
n—oo q
entao o caso q > p, o que faremos nesta se¢ao. Mas, como fizemos nas se¢oes anteriores,

vamos verificar o que acontece num caso particular e entao provamos o caso genérico.

1 1 1
Exemplo 4.3 Provar que R, (1,3) = H}, 5 — (2 1 + 13 +--+ 2n—3l>
n . J—

Demonstracao: Observe que, pela defini¢ao de R, (p,q),

Rpg) = (142441 =S I
)= 3 2 —1 24 2

1 1 1
+ (Q(n—l)p—i—l+2(n—1)p+3+.”+2np—1>

1 1 1
- (mn—nq+2+2m—1m+4+'”+iﬁ)
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para todos n,p,q € N. Dali,

11 1 1
1 = 1—(Z4+=4+=
R,(1,3) (2+4+6>+ +<2n_1)

1 1 1
B <2(n—1)3+2+2(n—1)3+4+2n.3)'

Como queremos que aparega Hj, 5, somamos e subtraimos as parcelas com denomina-

dor fmpar que faltam de modo a gerar o Hj, 5:

1 1 1 1
1 = 1—-(Z4+Z4=
R,(1,3) (2+4+6)+ +<2n_1)

1 1 1
a (2(n—1)3+2+2(n—1)3+4+2n-3)
+ Loy oy
2n+1 2n+3 2n-3—1

Ly oy
2n+1 2n+3 n-3—1)°

Reorganizando algumas parcelas, obtemos

R,(1,3) = (1 1+1 1+ + L L
A - 2 3 4 n-3—1 2n-3

L + L + + L
2n+1 2n+3 2n-3—-1

= H, ! + ! + !
- s m+1 2n+3 m-3—1)°

Vamos agora para o caso geral.

Teorema 4.4 Sejam p e q inteiros positivos com q > p. Para todo n € N:

1 1 1
I Rn ’ :H/ - DY s
) Ru(p,q) = H,, <2pn+1+2pn+3+ +2qn_1)
1
1I) Z(lqb(n) = nh—>nolo R.(p,q) =In2+ 5111 (g)_

Demonstracgao:

I) Da defini¢ao de R, (p,q) temos:

1 1 1 1 1
R.p,q) = (1+-+-- =+ =)+
(p,q) (+3+ +2p_1) <2+4+ +2q)+

1
i (Q(n—l)p—i-l+2(n—1)p+3+”'+2np—1>
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1 1 1
B (Q(n—1)q+2+2(n—1)q+4+"'+%)

para todos n, p, ¢ € N. Dai, como ¢ > p e queremos escrever R,(p,q) em fungdo de Hyyp,
somamos e subtraimos as parcelas em funcao de p, i.e., com denominador impar, que

faltam para completar Hyg,, isto €,

Ro(pq) = (1454 =S
) = 3 %1 2" 4 2

1 1 1
- (2(n—1)p+1+2(n—1)p—|—3+.”+2np—1>

1 1 1
B (z(n—l)q+2+2(n—1)q+4+"'+%)

1
(2pn—|—1+2pn—|—3+.“+2qn—1)

1 1 1
B (2pn—|—1+2pn—i—3+.”+2qn—1)'

Reorganizando algumas parcelas, temos

11 1 1
Rip,q) = [(1—=+=+--. _
(.q) ( SR L Pr— 2qn)
1 . 1
2m+1  2pn—+3 2qn — 1

1 1
= H), — :
2qn <2pn—|—1 +2pn—|—3+ +2qn—1)

IT) Vamos agora calcular o limite de R, (p,q) e, como fizemos no caso p > ¢, mostrar

1
que > ag(m = lim R, (p,q) =1In2 + 5n <§

. Mostremos entao que

. 1 1 1 1 P
lim — + 4+ =—In(=].
n—o0 2pn+1  2pn+3 2qn — 1 2 q

Ora, qualquer que seja x € R, x > —1,

T

<In(1 . 4.7
:c—l—l_n( +2) (4.7)
1
Dai, tomandokeNex:—l,umavez que p,n > 1, temos:
pn—§
1
1 n — L (4.7) 1
=T ln(1+ 1)
pn+ 5 1+ . pn — 3

m—5
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n+ 1
- ()
pm—5
anr% 1
= / —dzx.
pm—3 L

1
Usando o mesmo argumento, temos, tomando x = o 1’ k€ NU{0},
pn +

n 4 2kt
= In (P T
pn + ==
2k+1
2

pn+ 1
= —dzx.
pnt 2k2—1 x

1 2k — 1
Como q > p, entao gn = pn+Fk, para algum k € N, o que implica qn—§ = pn+ 5
donde:
( 1 n 1 n . 1 ) 1 1 n 1 n N 1
_ - - - 0 gt
2pn+1  2pn+3 2qn — 1 2 et pn+o an — ~
2 2 2
i1 43
(4.7) 1 pn -+ - - =
> —3 In % + In %
=3 pn—{—§
1
qn — 5
+ -+ 1In %
n_ —
"=y

1 pn+% 1 pn+% 1
= -= / —d:c+/ —dz + - --
2 -t T pmtl T

_1

m (2 (4.8)
qn — 3
2
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Por outro lado, dado z € R, x > —1,

In(l+2x) <uz.
- 1
Entao, tomando z = ————, com k € N,
pnt 75
pn+%1 n_f_%_'i'l 1
pt 2t T pn+ =5 pn+ 5=
(4<9) 1
T A
1 2k —1
Dai, como qn—gzpn—i— , para algum k € N,
1 n+ 3 1 [P
—ln(p %) = —/ —dz
2 qn + 3 2 g+l T
1 (™21
- __/ L
2 Jpnst X

= Lo o (4.9)
n 2pn+1  2pn+3 2qn —1)° '

1 _ 1 1 1 1 1 + 3
T pn % < + et < =-ln p % . (4.10)
2 qn — 5 2m+1  2pn+3 2qn — 1 2 qn + 5
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dai, de (4.10), pelo Teorema do Confronto,

I G S L (2
im — —— T
n—00 2pmn+1  2pn+3 2gn — 1 2 q

Entéao, por I), dados p,q € N,

1
D> o) = Jim Ry(p,q) =In2+ 7 ln (g) _

0

Dos Teorema 4.2, Teorema 4.3 e Teorema 4.4, concluimos o que desejavamos,

ie.,

. L. (p
Z Ag(n) = lim Ry(p,q) =In2+ 5 In (5)
para todos p,q € N.
Isso prova que uma soma nem sempre ¢ a mesma se comutarmos as parcelas. De fato,
o Teorema de Ohm mostra que podemos usar a série harmonica alternada e reordenar

seus termos de modo que a soma seja qualquer nimero que se possa escrever na forma

1
In2 + 3 In ]—9, com p e q inteiros positivos.
q
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5 TEOREMA DE PRINGSHEIM

Alfred Pringsheim [10] (2 Setembro 1850 a 25 Junho 1941) foi um matematico alemao
de familia judia que trabalhou principalmente com funcgoes reais e complexas. Graduou-se
em Berlim em 1868 e submeteu sua tese de doutorado a Universidade de Munich em 1877,
onde trabalhou durante toda a sua carreira.

Entre seus principais trabalhos ha um critério analitico para uma funcao C'*° em um
intervalo ilimitado, cuja prova original de Pringsheim possuia um erro que foi corrigido
posteriormente. Também publicou muitos trabalhos sobre analise complexa com foco na

teoria da somabilidade de séries infinitas.

5.1 O Teorema de Pringsheim para a Série Harmoénica Alternada

O Teorema de Ohm nos da uma maneira de rearranjar os termos da Série Harmonica
Alternada de modo a se conseguir qualquer soma na forma In 2+ 5 In Z—?, com p e q inteiros
positivos. Mas, e quanto a outras séries condicionalmente convergentes? Poderiamos
rearranjar os termos de alguma outra série que nao a harmoénica alternada e obter uma
formula parecida com a de Ohm? E isso que pretendemos estudar nesse capitulo.

Doravante, dada uma série ) _ a4(,) que € um rearranjo da SHA como definido no enun-
ciado do Teorema 5.1 a seguir, denotaremos por p, a quantidade de elementos positivos

do COIljllIltO {a¢(1), Ap(2)5 Ap(3)y -+ a¢(n)}.

Teorema 5.1 Seja ) ayn) um rearranjo da SHA de tal modo em que ay() > Gp(nik), k €
N, sempre que ¢(n) e ¢(n + k) forem ambos pares, ou ambos impares. FEsse rearranjo

converge para um numero real estendido se, e somente se,

. p'!L
lim —
n—oo M

i (2 )]

existe. Nesse caso tem-se

1
Za¢(n) =In2+ = lim

Antes de provarmos esse teorema vamos analisar alguns itens necessarios para tal.

A sequéncia (E,) definida por:

1
E, = . Inn,neN
k=1
é decrescente.
1 1 F1
De fato, para todo k£ € N, el f:ﬂ de < 0, somando ; e In £ em ambos os

membros dessa desigualdade vem que
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k+1

i 1 k+1 g i 1 i
R Sdr <Y S —lnk & Y - -I(k+1) <Y < —lnk
P A /k xx_izli t £ n(+>_i:1i n

=1
< By < Ey.

k
1 1
Além disso, (E,) é convergente. Como, para todo k € Nk > 2, / —dzr < T
k=1 % -
dai

k

i L L
;/_lgd:ﬂggi_l & 1nkg;i_1

k:—ll
& Ink< Z—,
=1

1
k—1
1 1
& Ink < — 4 =
n _;i+k
Pl
& hnk < -

k
1
& 0< g - —Ink.
1
i=1

Entao Ej > 0, para todo k > 2. Mas E; =1 > 0. Logo E} > 0, para todo k£ € N. Ou
seja, (E,) é uma sequéncia monotona (decrescente) e limitada, a saber, |E,| < 1,Vn € N.
Logo, (E,) é convergente, pela Proposi¢ao 2.5.

Mais do que isso, como E,, pode ser reescrito como

n

E —Z l—/k ld

k=2
o0 k
- , - - - 1 1 )
entao (F,) é a sequéncia das somas parciais da série E - —dx | que é abso-
k—1 %
k=2

lutamente convergente. Provemos isto:

Dado k£ € N,k > 2, temos

SR VN Y (S VI D .
k=, k-1 =/ k= k

1T - 1
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3

(]
| =
|
?N
| >
—

K| —
I~H
S

AN

|
Il |
— —
7N
x>

+ | =
—_

|

x| =
~

1 ko1 1
& - — —dr| < —-[—--1
ka b1 T n
1 ko1
——/ —dz| < lim (1—1)
k b1 T n—00 n

1 ko
__/ Lo <1,
k k:lx

converge, como desejavamos.

Logo, Z ——/ de
k—1

O ]1m1te de E,, quando n tende ao infinito é chamado de constante de Euler-Mascheroni,

ou simplesmente constante v de Euler devido ao fato de ele ter sido o primeiro a defini-la.
A importancia dessa constante nao serd discutida aqui, vale observar no entanto que a
mesma aparece no calculo de algumas integrais envolvendo a fungao exponencial e* e tem
relacao com a funcdo Zeta de Riemann.!

Agora podemos demonstrar o Teorema 5.1.
Demonstragao:[Demonstragao do Teorema 5.1]

Seja ) ag(n) um rearranjo da SHA como no enunciado do Teorema 5.1.

Uma vez que ha p, parcelas positivas em Z%(k)’ entao a quantidade de parcelas

k=1
negativas nessa soma é ¢, = n — p,. Portanto, uma vez que as parcelas positivas sao da

forma ST k € N e as parcelas negativas sao da forma % k > 1, podemos escrever
n Pn dn
1 1
Za¢(k)—22k_1_ ok
k=1 k=1 k=1
Mas,
Pn Pn Pn
1 1 1
2 2%k -1 2 P SE TS
— k k=1 =1
& &1
N k 2k
k=1
Pn 1

LConsulte [15]
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i)
3

1 1
= By, +10(2p) - 5>
k=1
1
= FEyp, +1n(2p,) — b (Ep, +1In(pa)) -
qn
Da mesma forma, podemos reescrever Z 1 como segue
7 k:1 2k7
dn 1 B 1 qn 1
2k 24~k
k=1 k=1
1
Dai, uma vez que lim FE, = 7, obtemos
n—oo
lim zn:a p = lim |FEy —I—ln(2p)—l( + In(p ))—l(E +1In(q,))
00 ¢( ) T 00 Pn n 2 Pn n 2 dn n

1 1 1 1
= v+ lim [In2+In(p,)] — =y — lim —=In(p,) — =7y + lim —=In(g,)

n—oo 2

1 1
= In2+ lim [5 In(p,) — §1n(qn)}

n—o0

1
= In2+4+ - lim {ln (&)]
2 n—oo qn

1
= In2+4+ - lim {ln( Pr )]
2 n—oo n— Pn

0

O limite de 22 quando n tende ao infinito é chamado de densidade assintdtica dos
n

termos positivos do rearranjo ) ag(n). Tomando lim P _ (, uma vez que Pn_ _

n—oo M ’I’L—pn

Pn
(3

1_ o
n

, se a € R, entao o Teorema 5.1 garante que

1
Z%(”) :1n2+§ {ln (1 fa)} .

Verifiquemos que esse teorema realmente generaliza o Teorema de Ohm (uma prova

alternativa pode ser encontrada em [12]). Suponha que fagamos um rearranjo da SHA

colocando as p primeiras parcelas positivas, depois as ¢ primeiras parcelas negativas, entao
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as p proximas positivas, em seguidas as ¢ proximas negativas, e assim por diante, ou seja,

Z 1 1 11 1 n 1 1 1
a n = 14— —_——_————
o S T T 2 T Tt p 3 T ap—1
D te:r,mos q te;rrmos p te‘r,mos
1 1 1
_ _ + .
20 +2 2q+4 4q
qte??nos

Precisamos calcular a densidade assintotica das parcelas positivas desta série. Para

simplificar, vejamos um exemplo de como fazer isso.

Exemplo 5.1 Tomando p =2 e q =3, o rearranjo da SHA ficaria da sequinte forma:

po 1 2:1-1 p-l—(p—1)

11 5-1-4 (p+q)-1—(p+q)—1)

pp_ 2 21 p-1-(p—2)

2 2 5-1-3 (p+q)-1-(p+q -2

ps. 2 2-1 p-1—(p—2)
T3 5:-1—-2 (p+q)-1—(p+q) —3)

po 2 21 pl-(p-2

4 4 5.1—-1 (p+q)-1—((p+q)—4)

ps _ 2_2-1_ p-1—(p—2)

5 5 51 (p+q)-1-((p+q —5)

pe _ 3 _2-2-1 p-2—(p—1)
6 5-2—4 (ptq)-2—(p+q) —1)

pro_ 4 22 p-2-(p-2)

7 7 5-2—-3 (p+q)-2—((p+q) -2

ps 4 2-2 p-2—(p—2)

8 8 5:2-2 (p+q)-2—((p+q —3)

py _ 4 2.2 p2-(p-2

9 9 5.2-1 (p+q)-2—(p+q) —4)

Pio i_Q 2 p-2—(p—2)

10 10 52 (p+q)-2—((p+q) —5)

pu 95 2:3—-1 p-3—(p—1)

1 11 53-4 (p+q)-3—(p+a) —1)

p2 6 23 p-3—(p—2)

12 12 53-3 (p+q)3—(p+tae) —2)
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2n—1 2n 2n
5n—4’ 5n—37 bn—2’

Ou seja, podemos dividir a sequéncia 2 em 5 subsequéncias, a saber,

n_ o g—".Om,
n

Sn—1
. 2n—1 2 P
lim = —=—
n—oo Hn — 4 5 p+tgq
i 2n 2 [
lim = —=—
n—oo HN — 3 5 p+gq
2n 2 P
lim = - = —
n—oo Hn — 2 5 p+gq
. 2n 2 P
lim = —-=—
n—oo hn — 1 5 ptgq
. 2n 2 P
lm — = - =—.
n—oo ON 5 ptgq

Logo, pela Proposicao 2.4, a densidade assintotica das parcelas positivas do rearranjo

(9N
(S]]

Outro exemplo para fixar a ideia:

Exemplo 5.2 Tomando agorap =1 e q =2, a sequéncia 2 fica

ppo_ 1 1 p-1-(p=1

1 1 3:-1-2 (p+q-1-(p+tqg—1)
pp _ 1 _ 1 p-1-(p-1

2 2 3-1-1 (p+q)-1-(p+q -2
ps _ 1_ 1 p-1-(p-1)

3 3 31 (p+q)-1-(p+q9—3)
ppo_ 2 2 p-2—(p-1)

4 4 3-2-2 (p+tqg-2-(p+qg-1)
pso_2_ 2 _ p-2—(p—1)

5 5 3:2-1 (ptq)-2—(p+q9 -2
ps _ 2_ 2 _ p-2—(p-1)

6 6 32 (p+tq)-2—(p+q —3)
pr_ 3 _ 3 p-3-(p-1

7 7 3:3-2 (p+q)3-(p+g -1
ps _ 3 _ 3 p-3—-(p=1

8 8 3:3-1 (ptq)-3—(p+q9 —2)

As sequéncias 537, 337 € 35 S0 subsequéncias da sequéncia %+ e todas convergem

1
para 3 Logo, pela Proposicao 2.4, a densidade assintdtida do rearranjo da SHA para

p=1leqg=2 é%.
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Nos dois exemplos que acabamos de apresentar, a estratégia para se calcular a densi-

dade assintotica das parcelas positivas do rearranjo da SHA foi encontrar subsequéncias

de z, = 2* que cobrem todos os elementos de (z,) e cujos limites podem ser calculados
facilmente.
Considere entao um rearranjo da SHA como nos exemplos anteriores com p e ¢ naturais

quaisquer. Nesse caso as sequéncias

pn—(p—1) pn—(p—2) pn—(p—3)
p+an—(p+q-1)"p+gn—(pP+q—2) (p+gn—(p+q—3)""
pn—(p—(p—1)) pn pn pn
p+an—(p+q—(-1)) @+an—() p+gn—(¢-1)" p+gn—(¢—2)"""
pn pn
[§]

(p+gn—(¢—(—-1) ((@+qgn

sao subsequéncias da sequéncia 2%, e todas convergem para —*-. Entdo, da Proposicao

pt+q’
2.4, a densidade assint6tica das parcelas positivas desse rearranjo é

1' pn_ p
m — = —-—-.
n—oo N p—l—q

Logo, pelo Teorema 5.1, o rearranjo converge para

1 P 1. (p
n2+-In| 22— ) =In2+-In(=),
2 1--2 2 q
p+q

como desejavamos.

5.2 O Teorema de Pringsheim Generalizado

O teorema da secao anterior ainda se aplicava apenas a Série Harménica Alternada,
mas ele mostra que o valor do rearranjo depende da sua densidade assintotica. No entanto,
isso nao vale para outras séries. E isso o que diz o proximo teorema cuja demonstracao

pode ser encontrada em [11].

Teorema 5.2 (Pringsheim) Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais que satisfaz
la;| > |a;| sempre que i < j,i,7 € N, lim a, = 0, e agr—1 > 0 > ag, com k € N.
n—o0

Temos:

1. Se lim n|a,| = oo, entdo hd wm rearranjo ) asn) da série Y a,, com densidade
n—oo

assintotica % tal que Y agm) = S, sendo S um nidmero real qualquer.

2. Se lim na, = 0, entdo qualquer rearranjo ) aspy da série Y a,, cuja densidade
n—oo

assintotica o existe e 0 < a < 1 possui soma igual a série original, i.e., Y Gpn) =

> ay,.
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Simplificando, ha séries que ao serem rearranjadas de forma a manter a densidade as-
sintotica ainda podem ter resultados diferentes, ou rearranjos com densidades assintoticas
diferentes ainda podem ter a mesma soma.

Observe que o Teorema 3.1 d4 uma forma de descobrir a soma de uma reordenagao
da SHA em que as parcelas sao reordenadas de uma forma muito especifica colocando
as p primeiras parcelas positivas, em seguida as primeiras ¢ parcelas negativas, entao as
proximas p parcelas positivas, dai as proximas g parcelas negativas, e assim por diante.

Ja o Teorema 4.1 da uma formula para encontrar a soma de qualquer rearranjo da
SHA onde a subsequéncia das parcelas positivas do rearranjo é igual a subsequéncia das
parcelas positivas da SHA e subsequéncia das parcelas negativas do rearranjo é igual a
subsequéncia das parcelas negativas da SHA, ou seja, é mais geral que o Teorema 3.1.

Também é garantido pelo Teorema 4.1 que a soma de determinados rearranjos da SHA
dependem exclusivamente da densidade assintotica do mesmo. Enquanto isso, o Teorema
4.2 mostra que isso nao ocorre com varias outras séries condicionalmente convergentes,

ou seja, a SHA é um caso diferenciado.
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6 PROPOSTA DE UMA SEQUENCIA PEDAGOGICA

Apresentamos neste capitulo uma sequéncia pedagogica desenvolvida com o objetivo
de apresentar aos alunos a ideia de rearranjo de séries, mostrar que existem somas cujas
parcelas nao satisfazem a propriedade comutativa, apresentar o Teorema de Riemann e
o Teorema de Ohm para séries condicionalmente convergentes e verificar a vantagem do
Teorema de Ohm sobre o Teorema de Riemann para se calcular o valor de um rearranjo
dado. Separamos essa proposta em duas secoes, uma com as questoes a serem trabalhadas

com os alunos e outra com as respostas esperadas.

6.1 Sequéncia Pedagogica

Piblico alvo: Graduandos dos cursos de Matemaética e areas afins.

Problematizacao: Uma soma finita se comporta da mesma forma que uma soma infi-
nita? A propriedade comutativa é valida para somas com qualquer niimero de parcelas?
Sempre que se altera a ordem das parcelas a soma existe? Se existe, ha como determina-la?
Contetdos: Séries condicionalmente convergentes, série harmonica alternada, Teorema
de Riemann para séries condicionalmente convergentes e o Teorema de Ohm para a série
harmonica alternada.

Objetivo: Construir uma base solida no entendimento de topicos relacionados com reo-
denacao de séries, em especial na aplicacao do Teorema de Ohm para a série harmonica
alternada.

Recursos: Lapis ou caneta, quadro, folha com o procedimento descrito abaixo, compu-

tador, celular ou tablet e o software Geogebra.

Procedimento:
1) Com o auxilio do programa Geogebra, construa o grafico da sequéncia cujo termo ge-

ral é a n-ésima soma da série harmoénica alternada, ou seja, da sequéncia (x,), em que

n
-1 k+1 .
Ty = Z % E possivel intuir a convergéncia de (x,)? Construindo o grafico da
k=1

reta z = In(2), intuitivamente, é possivel verificar a convergéncia de (x,,)?

2) Escolha um namero real s, com |s| < 10, e construa o grafico da reta z = s. Construa

entao o grafico dos 10 primeiros termos da sequéncia (a,) cujo primeiro termo é igual a

oo
-1 n+1
soma das primeiras parcelas positivas da série harmonica alternada (SHA) Z % na
k=1

ordem em que aparecem até a primeira parcela em que ocorre a; > s, o segundo termo é
igual ao primeiro mais a soma das primeiras parcelas negativas da SHA na ordem em que
aparecem até a primeira parcela em que ocorre a, < s e assim por diante com ag, ay, ....

Apenas com base no grafico construido responda:
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a) ha algum padrao de comportamento dos termos de (a,,)?

b) os termos da sequéncia (a,,) parecem se aproximar de algum valor & medida em que
n aumenta?

¢) pode-se intuir se (a,) converge, ou nao?

d) se a sequéncia (a,) converge, ha alguma forma de se calcular seu limite?

3) Construa agora o grafico da sequéncia (b,,) sendo

S UL S ! + ! + !
"7 35 2 4 6 6(n—1)+1 6(n—1)+3 6(n—1)+5

1 1 1

6(n—1)+2 6(n—1)+4 6(n—1)+6

Apos a construcao do grafico, responda:
a) é possivel verificar se a sequéncia (b,,) se comporta da mesma forma que a sequéncia
(ay) construida na questao anterior?

b) pode-se intuir a convergéncia de (b,,)?

4) Verifique que para n = 1, a sequéncia (b,,) da questao anterior é igual a sexta soma par-

cial da SHA. Verifique também que para b, é igual a décima segunda soma parcial da SHA.

6n (_1)k‘+l
5) Mais genericamente, verifique que b,, = —_
) g que q ; .
6) Considere agora a sequéncia (y,) com
g 1 R 1 11 1 T 1 1 1
Yn=273 -1 24 T2 Sn—1p+1 2mn—Dp+3 Tomp—1
D te\r,mos p te:"rmos p te;lr,mos
1 1 1
2n —p+2 2(n—1)p+4  2np’
D te\r,mos

sendo p um inteiro estritamente positivo qualquer fixo.

Sabendo que a SHA converge para In(2) e que (y,) pode ser obtida da SHA apenas
comutando seus termos de uma forma conveniente, pode-se intuitivamente concluir algo
sobre a convergéncia de (y,)? Podemos entdo concluir que a comutatividade é valida para

a SHA, i.e., ao reordenar as parcelas da SHA a soma nao é alterada?

7) Da questdo 3) a questdo 4), o termo geral das sequéncias consideradas nada mais sdo
que somas parciais da SHA com a ordem das parcelas alteradas somando-se as p primei-

ras parcelas positivas, em seguida p as primeiras parcelas negativas, entao as p proximas
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parcelas positivas, dai as p proximas parcelas negativas, e assim por diante. Ou seja, so-
mamos sempre um mesmo nimero de parcelas positivas e negativas. E se, ao invés disso,
somassemos uma quantidade p de parcelas positivas e uma quantidade ¢ de parcelas ne-
gativas, com p # ¢, a sequéncia resultante ainda seria convergente? Pode-se, usando o

Teorema de Riemann verificar isso facilmente?

8) A sequéncia (y,) da questdo 6) é um caso particular de

1 1 11 1 1 1
Bulpq) =14 344 5= 17271 T2 p 1 2 p+ 3 Tamp -1
p te;lr,mos q te},mos h D t;r?nos
1 1 1
_?(n —1)g+2 2(n—1)g+ 47”.72nq/7
qte}rmos

em que p e ¢ sdo inteiros quaisquer maiores ou iguais do que 1 fixos. Sendo (z,,) a sequéncia

definida na questao 1) calcule o que se pede:

¢) R3(2,2) — x19;
d) Ri(2,1) — z3;
e) Ra(2,1) — z¢;
f) R3(2,1) — xq.

9) Pelos célculos feitos na questao 8), pode-se concluir que qualquer rearranjo da SHA

converge e, além disso, para o mesmo limite da SHA?

10) O Teorema de Ohm garante que R, (p, ¢), em que p e ¢ sdo inteiros quaisquer maiores
1
ou iguais do que 1 fixos, converge para In(2) + Eln ]—9>. Sendo assim, encontre p e g
q

inteiros tais que R,(p,q) converge para:
a) In(2);

1 1
b) In(2)+ -In{ = |;
i) + 51 (5
1
11) Usando o Teorema de Riemann tente encontrar o limite de R, (15,4) quando n tende

ao infinito.

12) Usando o Teorema de Ohm faga o mesmo que na questao 10), ou seja, tente calcular

o limite de R, (15,4) quando n tende ao infinito.
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6.2 Respostas esperadas

1) Nao se tem um indicativo claro, mas a sequéncia parece se aproximar de um valor
desconhecido. Com o grafico da reta x = In(2) tem-se a impressao de que os valores da

sequéncia se aproximam cada vez mais de In(2), indicando uma possivel convergéncia.

2) a) Os termos de (a,) parecem “rodear” o grafico da reta x = s, se aproximando por
cima até um certo indice, entao por baixo, e repetindo isso;

b) Sim, parecem se aproximar de s;

¢) Pode-se intuir a convergéncia de (a,) para s, mas nao h& qualquer garantia de
convergéncia uma vez que é uma sequéncia infinita;

d) Se a sequéncia convergir, provavelmente converge para s.

3) a) Nao;
b) O comportamento da sequéncia (b,) nao apresenta um padrao claro, portanto nao

é possivel intuir sua convergéncia.

4) Da definigao de b,

b 14 1_+>1 1 1 1

- 3'5 2 4 6
_ 1 +_1 1 +_1 1
N 2 3 4 5 6
o :’CG

e?
b~ 14 1_+ 1 1 1 1 +_1 +_1 . 1 1 1 1
S 3'5 2 4 6 ' 79711 8 10 12
_ 1_+_1 1 +_1 1 +_1 1 1 1 1 1
N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
= T12
5) Da defini¢ao de b, segue que,
6 k41
E:“D S A I U Ly
ko 3 4 6 ~ 35 4 6 !

Supondo valida a igualdade para algum n € N temos:

6(n+1) (—1)k+ 6n (—1)k+1 6n+6 (—1)k+1
R

k=1 k=6n-+1
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P 1 1 . 1 1 N 1 1
" 6n+1 6n+2 6n+3 6n+4d 6n+5 6n+6
o 1 N 1 N 1 1 1 1
" " 6n4+1 6n+3 6n+5 6n+2 6n+4 6n+6
- bn—i—l-

Pelo Principio da Inducao Finita, a igualdade ¢ valida para todo n € N.

6) Nao ha um padrao simples no comportamento dos termos de (y,,) sendo dificil intuir
qualquer coisa a respeito de sua convergéncia. Nao é possivel concluir sobre a veracidade

da comutatividade para a SHA.

7) Da mesma forma que na questdo 6) nao é possivel descobrir um padrao simples que
indique a convergéncia dessa reordenacao. Nao, o Teorema de Riemann nao da pistas

sobre a convergéncia da mesma.
8) Em todos os itens a resposta é 0.

9) Nao se pode concluir que qualquer rearranjo da SHA converge para o mesmo limite,
nem mesmo se este converge. Mas, intuitivamente, alguns rearranjos parecem convergir

para o mesmo limite.

10)a)p=1leq=1;
b)p=1leq=2
c)p=leq=2_;
11) O Teorema de Riemann nao indica o valor de um rearranjo. Portanto, ndo é possivel

calcular o limite de R, (15,4) com n — oo.
12) Pelo Teorema de Ohm, temos:

1 1
lim R,(15,4) =1In(2) + §ln (—5> :

n—oo
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A propriedade comutativa de uma operacao tem grande importancia na Matematica.
Em &lgebra, por exemplo, um grupo abeliano é munido de uma operagao que deve ser
comutativa, o mesmo vale para um anel, onde a “adicao” deve ser comutativa. Uma vez
que no Ensino Médio professores de matematica devem trabalhar com sequéncias como as
progressoes aritmética e geométrica, e estas podem ser infinitas, a compreensao de somas
infinitas, ou séries, é necesséaria para um maior dominio do contetido e, consequentemente,
para um melhor ensino do mesmo.

Com este trabalho pudemos ver que a comutatividade da adi¢ao nao é valida para
qualquer soma com um ntmero infinito de parcelas usando o Teorema de Riemann para
séries condicionalmente convergentes. Além disso, possivelmente complementando um

curso de séries numeéricas, com o Teorema de Ohm encontramos uma forma mais deta-
. L. (p

lhada de como se conseguir somas especificas da forma In(2) + 3 In{=), comp,q €N,
q

reordenando os termos dessa série de forma a termos p parcelas positivas, entao g parce-
las negativas, e assim por diante, sempre repetindo isso com as parcelas em cada “bloco”
aparecendo na mesma ordem que na SHA.

Com o Teorema de Pringsheim para a SHA vimos uma espécie de generalizacdo do
Teorema de Ohm, no sentido em que descobrimos o limite de rearranjos mais gerais
que do teorema anterior, podendo calcular a soma de alguns rearranjos cujo nimero
de parcelas positivas e negativas em cada “bloco” nao sao necessariamente 0s mesmos
bastando descobrir a densidade assintotica das parcelas positivas, isto é, ILm &, em que

n o
pn € 0 nimero de parcelas positivas na n-ésima soma parcial do rearranjo. Apr%sentamos
ainda uma generalizacao desse teorema ainda creditada a Pringsheim que, juntamente com
o teorema anterior, garante que a SHA tem um corportamento diferente de outras séries
condicionalmente convergentes cujas somas nao dependem unicamente de suas densidades
assintoticas enquanto a SHA depende.

Finalmente, desde que um dos principais objetivos deste trabalho ¢ de auxiliar na
formacao de professores de Matemaética, apresentamos uma sequéncia pedagogica que
pode ser usada nos cursos de Calculo Diferencial e Integral como forma de enriquecer o
contetido de séries e ainda mostrar a utilidade dos teoremas de Ohm e de Pringsheim para
a SHA, uma vez que o Teorema de Riemann nao nos da pistas de qual o valor da soma

dado um rearranjo especifico.
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