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RESUMO

O estudo dos nimeros primos é algo que pode ser encontrado até mesmo nos primeiros
registros matematicos que se tem noticias. Euclides dedicou um tempo de sua vida para
esse estudo, e desde entao, diversos outros matematicos proeminentes também o fizeram,
descobrindo cada vez mais perguntas que ainda hoje encontram-se em aberto. No fim do
século XX, Stein, Ulam e Wells [14] apresentaram uma importante representacao pictorica,
dos niimeros primos que revelou certos padroes entre eles, e nesse trabalho, o objetivo foi
encontrar uma generalizagao dessa representacao como forma de incentivo para o ensino

dos niimeros primos na educacao basica.

Palavras-chave: 1. Numeros primos. 2. Espiral de Ulam. 3. Teoria dos niimeros.

ABSTRACT

The study of prime numbers is something that can be found even in the first mathematical
records that have news. Euclid dedicated a time of his life on it, and since then, several
other prominent mathematicians have done so, discovering more and more questions that
are still open. At the end of the 20th century, Stein, Ulam and Wells [I4] presented
an important pictorial representation of prime numbers that revealed certain patterns
between them, and in this papper, the objective was to find a generalization of this
representation as a way of encouraging the teaching of prime numbers in education basic.

Keywords: 1. Prime numbers. 2. Ulam’s Spiral. 3. Number’s theory.
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INTRODUCAO

Os inteiros maiores do que 1 que possuem exatamente dois divisores positivos sao
denominados primos. Gragas ao Teorema Fundamental da Aritmética, sabe-se que os
nimeros primos sao os tijolos fundamentais na construcao de toda a Teoria dos Numeros,
o ramo da matemadtica que se ocupa do estudo das propriedades dos ntimeros inteiros. E
dificil precisar quando teve inicio o estudo sistematico das propriedades desses niimeros, no
entanto, pode-se dizer que foi Euclides (300 a.C.) quem formalizou os conceitos até entao
conhecidos sobre os primos e apresentou algumas importantes propriedades, incluindo
uma demonstracao de sua infinitude.

Existem muitos problemas relativos aos primos que, mesmo apds muito esforgo ao
longo dos séculos, continuam sem solu¢ao. Um dos grandes mistérios envolvendo tais
numeros e que tem desafiado os matematicos é o estudo da distribuicao dos primos entre os
numeros naturais. Deseja-se, pois, explorar a seguinte questao: como os niimeros primos
estao distribuidos? Se por um lado existe a Conjectura dos primos gémeosE]7 segundo a
qual existem infinitos pares de primos gémeos, por outro lado, existem sequéncias tao
grande quanto se queira de inteiros consecutivos, todos compostos, bastando tomar, para

k > 1, a sequéncia de k inteiros compostos:
(k+Dt+2,(E+1)!+3,...,(k+ 1)+ (k+1).

O ensino basico no Brasil promove um primeiro contato com os niimeros primos no ini-
cio dos anos finais do ensino fundamental, e este conhecimento normalmente é associado a
operacao de encontrar o minimo multiplo comum entre dois ou mais niimeros, expressando
assim a ideia de que com os primos pode-se construir todos os outros naturais.

H& também a possibilidade de introduzir os primos por meio de uma abordagem geo-
métrica, observando as diversas representacgoes retangulares dos nimeros, evidenciando
que os primos s6 tém uma representacao retangular possivel, na qual uma de suas dimen-
soes equivale a exatamente uma unica unidade de comprimento, quase que a definicao de
primos exposta por Roque (2012) em [I3], nas palavras da autora, um nimero é primo
quando nao é medido por nenhum nimero, somente por 1 (essa é, alids, a definicao de
Euclides em [4]).

Em alguns materiais didaticos, segundo [5], os autores costumam trazer testes de pri-
malidade, sendo os mais comuns o Crivo de Eratostenes e o método das divisoes sucessivas.
Insistem nisso para construir na mente do aluno a ideia de niimeros primos, visto que eles
acompanham toda trajetoria matematica do educando. Esses nimeros estao presentes no

processo de fatoracao e decomposicao numérica, operagoes com fracgoes, calculos de radi-

L primos gémeos sido pares de primos que diferem por exatamente 2: 3 e 5, 17 e 19, 101 e 103, etc.
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ciacao entre outros. Assim, na escola, estes tijolos fundamentais se mostram realmente
importantes.

O mistério por tras dos niimeros primos pode ser uma frutifera fonte de conhecimento.
E possivel explorar tal mistério para ensinar os conceitos que os permeiam. A Espiral de
Ulam é um bom exemplo, algo simples que permite verificar muitas propriedades, como:
a densidade de primos @, na qual 7(z) é a fun¢do contadora de primos, sendo entao
seu valor a quantidade de primos até z; polindmios do tipo 22 + x + ¢ que sdo ricos
em primos, isto é, polindmios que contém em suas imagens, valores primos; existéncia
de primos gémeos; grandes intervalos sem primo algum; entre outras propriedades que
podem ser notadas simplesmente ao olhar tal representacao pictérica.

O objetivo desse trabalho é apresentar uma generalizacao de representacoes pictoricas
para nimeros primos e, introduzir isso em sala de aula como uma forma de explorar os
nimeros primos e seus mistérios. No primeiro capitulo serao abordadas algumas demons-
tragoes da infinitude do conjunto dos niimeros primos. O segundo capitulo trata sobre
alguns testes de primalidade e teoremas classicos envolvendo primos. O terceiro capitulo
nos traz um panorama sobre a distribuicao dos primos e avancos importantes no ultimo
século. Esses trés primeiros capitulos fornecem uma boa base para apreciar o quarto capi-
tulo, que traz a Espiral de Ulam, discute sobre o assunto, e aborda ideias de generalizacao
da mesma. Por tltimo, ha uma proposta didatica destinada a apresentagao dos niimeros
primos para os alunos do 6° ano do ensino fundamental. Finalizando o trabalho temos as
conclusoes dessa dissertacao, referéncias para quem busca aprofundar-se no assunto e o

apéndice, fornecendo um material complementar para a proposta didatica.



EXISTEM INFINITOS PRIMOS....

“Ao infinito... e além!”

- Lightyear, B.

Esse capitulo é dedicado a mostrar que existem infinitos primos, algo conhecido desde
a época de Euclides e que ao longo da historia foi se refinando e ganhando novas demons-
tragoes que serao mostradas aqui, todas foram interpretadas a luz de [12] que traz essas

e outras demonstragoes mais complexas.

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior do
que 1 ou € primo ou pode ser escrito de forma unica, a menos da ordem dos fatores, como

produto de numeros primos.

Demonstragdo. Seguiremos essa demonstracao pelo principio da inducgao finita. Seja n €
IN e suponha como hipoétese de indugao que todo niimero natural menor que n possa ser
decomposto como produto finito de fatores primos.

Dessa forma ou n é primo, e a nossa demonstragao se encerra, ou entao n = m - k,
com m < n e k < n. Nesse segundo caso, segue da hipdtese de inducao que m e k sdo
produtos de fatores primos e, portanto, n também o é. Assim, pelo principio da Inducao,
concluimos que todo nimero natural é produto de niimeros primos.

Mostremos, utilizando o principio da inducao finita, que tal decomposicao ¢ tnica.
Considere n € IN e suponha como hipotese de inducao que a decomposicdo em fatores
primos de todo nimero natural menor que n seja tinica, exceto pela ordem dos fatores.

Se n for primo, ndo ha o que provar. Caso contrario, como n se decompoe como
produto de fatores primos, podemos escrever n = p- ¢, em que p é primo. Como ¢ < n,
temos pela hipétese de indugao que ¢ admite uma tnica decomposicao em fatores primos
e, assim, a decomposicao de p-¢q também ¢é tnica. Mas como n = p-q, segue que a
decomposi¢ao de n é unica. Portanto, pelo principio da indug¢ao, conclui-se que todo

numero natural se decompoe de modo tinico como produto de fatores primos.
]

Teorema 1.2. FExistem infinitos nimeros primos

Muitos matematicos célebres ja demonstraram que existem infinitos primos, algumas
provas sao parecidas entre si, outras tomam uma abordagem totalmente diferente. Uma

das mais difundidas é a elaborada por Euclides.

Demonstragio de Euclides para o Teorema[I.3. Seguiremos nossa demonstragdo por ab-

surdo. Para isso, consideremos que o conjunto P dos primos seja finito, com P =



EXISTEM INFINITOS PRIMOS....

{p1,p2,-.. P}
Agora, podemos construir um niimero N € IN tal que N = py-pg----- Pn, perceba que N é

composto, e, a partir dele, tome o seu sucessor, isto ¢é N + 1.
Note que, ao tentarmos dividir N + 1 por qualquer elemento de P teremos um resto
1, ou seja, N 4 1 nao pode ser decomposto em fatores primos. Pelo Teorema Fundamen-
tal da Aritmética isso é um absurdo, pois N + 1 deveria ser decomposto como produto

de elementos de P. Logo esse conjunto nao pode ser finito. O

E um exercicio vélido checar o que acontece para cada valor de n € IN neste caso, isto
é, se n = 1 terlamos P = p; = 2, portanto N = 2 e N 4+ 1 = 3, temos aqui entdo um
primo fora do conjunto P descrito. Confira a Tabela[l] note que dado P com n elementos,

chamaremos P# o produto de todos os elementos de P (este é definido como Primorial).

Definicao 1.3. Se n € IN, entao o primorial de n, denotado por n# serd dado pelo
PESN

sequinte produto n# = H Pi , onde pi € o k-ésimo primo. Por defini¢io 0# = 1.
k=1
m(n)
Mais tarde ficara claro que podemos definir n# também como n# = H pi, em que
i=1
7(n) é funcao contadora de primos.

Exemplo 1.4. 6# =2-3-5=30;5# =2-3-5 =30

Observagao 1.5. Se n for composto, entio n# = (n —1)#

Tabela 1: Valores de P# + 1 fatorados.

n | P# P# +1 | Fatoracdo prima de P# + 1
112 3 3

2123 7 7

312-3-5 31 31

412-3-5-7 211 211

512-3-5-7-11 2311 2311

612-3-5-7-11-13 30031 59 - 509
712-3-5-7-11-13-17 510511 | 19.97-277
812-3-5-7-11-13-17-19 | 9699691 | 347 - 27953

Sobre a demonstracao de Euclides para o Teorema (1.2} existem alguns problemas em
aberto, dois deles sao os seguintes: Serd que P# + 1 é livre de quadrados? Isto é, ao
decompor esse nimero, havera algum elemento repetido duas vezes? E o outro problema
é se existem infinitos primos da forma P# + 1. Para esse segundo questionamento, é
possivel ver que P# + 1 é primo para n = 0,1, 2, 3, 4, 5, 11, 75, 171, 172, 384, 457, 616,
643, 1391, 1613, 2122, 2647, 2673, 4413, 13494, 31260, 33237.

Sobre o Teorema [1.2] em 1878, Kummer, analisando a demonstracao proposta por

Euclides, elaborou algo simples e elegante, confira a seguir



EXISTEM INFINITOS PRIMOS....

Demonstragio de Kummer para o Teorema[I1.4 Eleja o mesmo conjunto P finito proposto
por Euclides em sua demonstragao. Com ele tem-se N = py-pg----- Pn, além disso, o
nimero N — 1 que tem pelo menos um fator primo p; em comum com N, entdao p; di-

vide N e N —1, logo divide a subtragao desses dois valores, ou seja, N — (N — 1) =

Di - (g — %) =pi- % =pi- 1% = 1 o0 que é um absurdo pois isso implica que p;
divide 1. O

Goldbach, em 1730, também elaborou uma prova que consiste em encontrar uma
sequéncia infinita de ntimeros primos entre si, isto é, que nao tenham fatores primos
em comum. Talvez a maior dificuldade dessa demonstracdo seja encontrar ou definir
tal sequéncia. Goldbach, sagazmente, utilizou os nimeros de Fermat. Demonstremos

algumas afirmacgoes antes de mostrar a demonstracao elaborada para o Teorema [1.2
Definig¢ao 1.6. O n-ésimo nimero de Fermat € definido por F,, = 22" 4 1,n > 0.
Lema 1.7. F,, —2=Fy-F1-...- F,_ o-F, 1, paran > 1

Demonstragdo. A prova sera feita por indugao.

Para n = 1 temos
21 20
F1—2=2* 41-2=4-1=3=2" +1=F
Tome como hipdtese de indugao que para todo k& < n,k € IN tem-se
Fp,—2=Fy-F1-...-Fp_o-Fp_1=F,=Fy-F1-...-Fp_1+2
Mostremos que vale para Fi,:

FQ-F1~...-Fn,2-Fn,1—|—2:(
=@ 122 1) +2
_ (22n _ 1)(22n,—1 + 1) + 2

anl _Q)anl +2

0 que completa a demonstragao.
m

Definigao 1.8. Dados dois inteiros a e b tais que mdc(a,b) = 1, isto €, em fatoragdo
prima, eles nao possuem nenhum fator primo em comum, dizemos que a e b sdo coprimos,

ou primos entre si.

Teorema 1.9. Os nimeros de Fermat F, = 22" + 1 sdo dois a dois coprimos.



EXISTEM INFINITOS PRIMOS....

Demonstragio. Suponha por Absurdo que dp € N tal que p|F,, e p|Fy,, com n < m.
Usando o Lemano qual F,, —2=Fy-Fy-...-F,-...- F,_1, entao tem-se g1, qs €

IN taisquep-q1 —2=p-qo,logop-q1 =Fnep-q=Fy-Fr-...-Fp-...- Fj—1. Dessa

forma, pode-se isolar o natural 2 e colocar em evidéncia o primo em comum, ganhando a

seguinte igualdade envolvendo um produto de inteiros, que resulta em um n natural:

Pl —q2) =2

Como p > 2, mesmo que tivéssemos (q1 — ¢g2) = 1, isso implicaria p = 2, o que é um
absurdo, pois assumimos que p|F, e p|Fy,,. Mas F; é impar Vi € IN, o que completa a

demonstracgao. O
E agora podemos analisar a demonstracao proposta por Goldbach.

Demonstragio de Goldbach para o Teorema[1.Z Suponha que exista um nimero finito n
de primos, tome a sequéncia de nimeros de Fermat composta por n + 1 nimeros. Como,
pelo Teorema [1.9] eles sao dois a dois coprimos, existem pelo menos n + 1 primos, o que

é um absurdo. O

Euler realizou uma prova indireta da infinitude dos primos partindo de uma série

geométrica.

Definigao 1.10. Uma progressao geométrica (P.G.) € uma aplicagio x : IN* — R em que
z(n), escrito como xy,, € o n-ésimo termo da sequéncia () e € definido como x,, = x1-q",

onde q ¢ chamada a razdo da P.G.

Exemplo 1.11. Seja x1 =1 e ¢ = 1/2 tem-se (z,) = (1,3, 1, % o)

Teorema 1.12. A soma finita dos n primeiros termos de uma P.G. é dada por S,, onde

n . B r1(1 = g"
Sp=> a1 ' =w1+agtad+.. .+ = 1(1;).
i=1 o
Demonstracio. Tome S, = xg + 2oq + 20q°> + . .. + xo¢"™, multiplicando ambos os lados

da igualdade por ¢ tem-se ¢S, = zoq + £0¢> + 20q> + ... + z0¢" ! de tal modo que

n—+1 _ xO(lfqn+1) ]

qSn — Sp = xoq" " — xg e, portanto, S, = =

Teorema 1.13. A soma infinita dos termos da P.G., definida como Série Geométrica,

quando —1 < q < 1, € dada por

[e.9]
. x
Soo =3 g =m gt md+. g+ = 1q
i=1 -
Demonstragcdo. Tome o limite de S,, com n — oo:
1 — g n
i Sy = fim ST o, g, e m
n—00 n—00 1_q n—>ool_q n—)ool_q n%ool_q 1_q



EXISTEM INFINITOS PRIMOS....

Agora, com estes teoremas e defini¢oes estabelecidos, podemos comecgar a avangar no

argumento de Euler. Defina uma série geométrica SP com x1 =1 e ¢ = 1/p, sendo p um

00 1 i—1 1
primo qualquer, teremos entao SP = Z () =7

—\p — =

! 1 P

quanto maior for p, mais préximo de 1 a soma se aproxnna pois q = o1 Note que

podemos realizar esse mesmo raciocinio para um primo r obtendo uma nova série S, e,

ao multiplicar essas duas séries, obtém-se

s 5 (;)1 )

i=1 i=1 T
Cp o opr pr o2 e ph a2
1 L p T

1— 1—-

= =

1 _ _
5 p—1 r—1

Observe que aqui temos a soma do inverso de todos os naturais n que quando decom-
postos exibem apenas fatores primos p, ou ambos, de modo que n = p"r* h >0,k > 0.

Com todos esses parametros estabelecidos, observe a demonstracao elaborada para o
Teorema [[.2

Demonstragio de Euler para o Teorema|[I.9. Suponha que existe um nimero finito n de

primos. Para cada j = 1,...,n tome a seguinte igualdade:
00 ( 1 )i—l 1
Z . - 1
i=1 \Pj 1=

Multiplicando todas essas igualdades tem-se

() )=

O lado esquerdo da igualdade, gera a soma do inverso de cada um dos infinitos niimeros

naturais, que possuem fatoracao prima de forma unica. Logo, os niimeros naturais que
aqui surgem aparecem apenas uma unica vez de forma que temos, portanto, o somatério
do inverso de todos os niimeros naturais. Obtém-se, dessa forma, nesse lado esquerdo da
igualdade, o que é chamado de uma Série Harmonica, definida por S = 3>7°,(1/n), e a
mesma diverge, e, portanto, é infinita, enquanto do lado direito, tem-se um produto finito
de n termos, que é a quantidade de primos que haviamos suposto no inicio. Portanto o

valor desse produto converge. Logo, um absurdo. O]



VOCE VIU MEU PRIMO POR AIl?

“Onde estao meus primos?”
- Calcanhotto, A.

Esse capitulo aborda teoremas classicos referentes a nimeros primos, como o Pequeno
Teorema de Fermat e o Teorema de Wilson, além de trazer ferramentas importantes para
concluir se um nimero é primo ou nao. Esses testes foram extraidos do livro [12] que
debate outros testes e mais referéncias sobre o assunto.

Os estudos dos nimeros primos datam de séculos atras, e a partir do momento em
que a investigacao desses numeros peculiares iniciou-se, muitas descobertas foram feitas
e varios pensamentos tomaram forma, como o crivo de Eratéstenes por exemplo, que
consiste numa maneira intuitiva de se encontrar niimeros primos, e que pode revelar
algumas propriedades interessantes, partindo desde premissas basicas, como, o nimero 2
ser o Unico primo par, a até conclusoes mais técnicas como a de que existem 25 primos
entre 2 e 100.

A construgdo de um crivo de Eratostenes de 2 a 100 é simples: Escreve-se em forma
de uma tabela 10 x 10 os nimeros de 2 a 100, ignorando a primeira célula, de cima para
baixo, da esquerda para direita, e entao para cada p primo, risque todos os multiplos dele

que sao maiores do que ele, faca isso enquanto p? < 100.

S
11 12 13 M 1§ 16 17 18 19 20
Momomowomomomomomom
o mow wwm o s wmw
T
Bm s b S s %
ot o2 e o4 en so o7 b W o
nomow oW m e W
Womom oM m s w s 8w
B T )

Algumas pessoas talvez se perguntardo o porqué de fazer essa iteragao apenas até que

p? < 100. Acontece que se n nao for primo, entdo n = a-b, tendo em mente que

10
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n=+/n-y/n,entdo, paraa # leb # 1, a < y/n ou b < y/n, pois caso contrario, a-b > n,

entdo, caso n seja fatoravel, pelo menos um de seus fatores serd menor ou igual a /n.

Nesse caso, como /100 = 10, temos que para p = 11,p> > 100. Logo, s6 precisamos
eliminar os multiplos dos quatro primeiros primos 2, 3,5, 7.
A fim de verificar alguns teoremas fundamentais sobre nimeros primos, trabalharemos

a seguir com congruéncias.

Definic¢ao 2.1. Para a,b,n € Z, dizemos que a e b sao congruentes modulo n se n|a — b,
e escreve-se a = bmod n. Consequentemente, isso implica dizer que 3 k € Z tal que
nk = a — b, podendo-se associar essa igualdade a uma divisdo com dividendo igual ao
termo a, divisor com valor n, resto b e quociente k. Caso as condigoes de congruéncia

nao sejam satisfeitas, dizemos que a € incongruente a b modulo n, e denotamos como

a #Z b mod n.

A notagao modulo pode ser muito 1til quando se quer identificar o resto da divisao de
um numero em relagao a outro. Por exemplo, quando utilizamos um relégio que segue o
modelo 24h, algumas pessoas tendem a calcular a hora atual médulo 12 para ter o mesmo
hordrio no sistema AM/PM. Uma das formas de se fazer isso é dividindo o horario no
formato 24h por 12, verificar o resto da divisao, associar o quociente 0 para AM e 1 para
PM. Caso fosse 18 horas por exemplo, teriamos resto 6 e quociente 1 indicando 06h00
PM, com a notacao de médulo obtém-se 18 = 6 mod 12.

Na programacao de computadores, o médulo pode ser usado para criar um algoritmo
simples que identifica se um nimero é par ou nao, uma vez que dado n € IN tem-se
n = 0 mod 2 caso n seja par e n = 1 mod 2 caso nao. Como exemplo, tome n = 8, como
pelo algoritmo da divisao euclidiana 8 = 2 -4 + 0, isto é, deixa resto 0 na divisao por 2,
dizemos que 8 é par, o mesmo nao acontece com 63, pois 63 = 2-31 + 1, indicando que
63 deixa resto 1 na divisao por 2, logo 63 é impar.

As vezes, quando se fala em equacdes envolvendo congruéncias valores desconhecidos
sendo multiplicados, como ax = 1 mod b, nem sempre havera uma solugao, uma vez que
é possivel enxergar a congruéncia como uma equacao diofantina e verificar o teorema a

seguir.

Teorema 2.2 (Teorema de Bézout). Dados inteiros a e b, nao ambos nulos, existem
nteiros m e n tais que
am 4 bn = mdc(a,b).

Demonstragio. Seja B = {am + bn|m,n € Z}, tome ng e mg tal que ¢ = amg + bng seja
o menor elemento positivo de B, mostremos que c|a. Nosso objetivo é mostrar que o valor

de m e n procurados sao m = mg e n = ny.

11
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Suponha que ¢{a. Logo 3 r,q € Z, com 0 < r < ¢ tais que

gc+1r =a
r=a-—qc
= a — q(amgy + bng)
= a — gamgy — gnng

= a(1 —gqmo) + b(—qno)
implicando em
0 < a(l—gmo) + b(—qno) < ¢ = amq + bno.

Logo r < cer € B, o que contraria a hipotese de que ¢ é o menor elemento de B.
Analogamente é possivel mostrar que ¢|b, o que nos resulta em ¢ < mdc(a,b).

Seja d = mdc(a,b) entdo pode-se escrever a = dk; e b = dkg, entdo ¢ = (dky)mo +
(dka)ng = dk com k = kymg + kang. Com isso, ¢ é um multiplo de mdc(a,b) logo
mdc(a,b) < c.

Pode-se entdo concluir que ¢ = mdce(a, b). O

Do Teorema fica claro que dados niimeros inteiros tais que ax + by = ¢, entao c é

um multiplo de mde(a, b) e, portanto, pode-se obter mdc%a K + mdclza Y = 1. Com isso,
e dados p,q € Z tais que px + qy = 1 entao mdc(p,q) = 1.

Teorema 2.3 (Pequeno Teorema de Fermat). Se p € primo e a € Z, entdo a? = a mod p.

Em particular, se p fa entao a?~! =1 mod p.

Demonstragdo. Para p = 2 o resultado ¢é simples pois a> —a = a(a — 1) e 2|a(a — 1) uma
vez que a € Z e a ou a — 1 é par. Para os outros casos, assumir-se-4 p um primo impar e
realizaremos uma inducao para a > 0.

Para a = 0, o resultado é trivial, uma vez que p|0,Vp € IN. Assumindo como hipdtese
de inducao que, para a < k,k € IN, tem-se a” = a mod p e verificar-se-a4 a validade para
a+ 1, ou seja, que (a+ 1) =a+ 1 mod p.

Pelo bindmio de Newton, tem-se (a+1)? = a” + (})a? ™1 + (§)a? 2 + - - + (pfl)a1 +1,

. . —1)...(p—i+1
mas no lado direito dessa igualdade, dado que () = p- w

, entao, todas as
parcelas acompanhadas de (¥),1 < i < p—1 sao divisiveis por p, de modo que (a + 1)P
quando dividido por p tem o mesmo resto que a? + 1 na divisao, isto é, p|(a 4+ 1)P — (a? + 1)
ou seja, (a4 1) = a? + 1 mod p. Mas da hipétese de indugao, tem-se a? = a mod p e,
portanto, pode-se concluir que (a + 1)? = a + 1 mod p.

Caso p { a, sabemos que p|aP — a, ou seja, pla(a?~' — 1), e como p { a entdo plaP~ — 1,

isto é, a?~! =1 mod p. O

bnfl —

A reciproca deste teorema nao ¢é vélida, isto é, dado n € IN, se = 1 mod n, isso

nao garante que n seja primo. Os niimeros que respeitam essa expressao sao chamados de

12
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numeros de Carmichael, sendo 561 um exemplo. Esses nimeros podem aparecer também

sob o nome de pseudoprimos.

Definicao 2.4. Dados os inteiros n e b, tais que eles sejam coprimos e n € composto,

bn—l —

dizemos que n é um numero de Carmichael se = 1 mod n.

Note que, com o Teorema [2.3] pode-se ter uma boa nogao de inverso multiplicativo
na aritmética modular ao calcular o valor de X para que aX = 1 mod p, dado que p 1 a,
com p primo e a € Z.

Seja aX = 1 mod p. Do Teorema temos que a?~! = 1 mod p e, portanto, aX =
aP?~! mod p, ou seja, aX —aP~! = 0 mod p. Logo a(X —aP~2) = 0 mod p, mas como p 1t a
entdo X —aP?~2 = 0 mod p, que implica X = a?~2 mod p. Note que a?2 = a”-a~2 e como
do Teorematem—se @’ =amod p,entdoa? 2 =a?-a?=a-a2mod p=a! modp,
ou seja, X = a~! mod p.

Perceba que a=! # é uma vez que estamos tratando de aritmética modular aqui,

1

devemos interpretar = como o inverso multiplicativo de a dado um médulo n qualquer.

1 1

Definicao 2.5. Dado numeros inteiros tais que a-a~ - = 1 modn € dito que a™* € o

inverso multiplicativo de a médulo n (a mod n).

Nesse contexto, nem sempre um nimero possui inverso multiplicativo modular. Por
exemplo, dado n = 8, nao existe X € Z tal que, dado a um ntmero par, tenha-se a. X =
1 mod 8. Suponha por absurdo que exista tal valor para X, terifamos entdao aX —1 =
8k, k € Z e como a é par, entdo a = 2m € Z, logo 2mX — 1 = 8k = 2(mX —4k) = 1,
o que ¢ um absurdo visto que do lado esquerdo da igualdade obtém-se um nimero par e
do lado direito um nimero impar.

A partir do Teorema [2.3] se p é primo, temos que
1Pt gor=t 3l (p—1)P7 = —1 mod p.

Segundo [12], em 1950, Giuga perguntou se a reciproca da afirmagiao acima é verdadeira,
ou seja, se n > 1 satisfazer 171 427"t 4 37=1 4 ... 4 (n —1)"~1 + 1 é maltiplo de n,
entao n é primo. Os nimeros compostos que atendem a essa caracteristica sao numeros

de Carmichael, pois se enquadram na Defini¢ao [2.4]

Defini¢ao 2.6. Um conjunto de inteiros {ri,r2,...,rm} € chamado de sistema completo
de residuos médulo n se Vk € Z 3 r; tal que k = r; mod n, além disso, r; # rj para todo

1 =J e, mais do que isso, esses valores sao todos dois a dois incongruentes modulo m.

Definicao 2.7. Dado um sistema completo de residuos T mddulo n, define-se como sis-

tema reduzido de residuos todos os elementos de T que sdo coprimos com n.

Note que se n for primo, o sistema completo de residuos gera sempre um sistema
reduzido de residuos. Além disso, o nimero de elementos do sistema reduzido de residuos

modulo m serd representado por ¢(m) e, portanto, por definicao, p(m) < m — 1 para

13
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todo m > 2. Usualmente, p(n) conta o niimero de inteiros positivos menores do que ou

iguais a n que sao coprimos com n. Esta funcdo é chamada funcao fi de Fuler.

Exemplo 2.8. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} é um sistema completo de residuos mdodulo 12
e {1,5,7,11} € o sistema reduzido de residuos mddulo 12. Observe que p(12) = 4 pois

{1,5,7,11} contém apenas 4 elementos.

Dados os inteiros 1,73, ...,7 elementos de um sistema reduzido de residuo médulo

p(m)
m, entao:
a) mdc(r;,m) =1 para todo 1 < i < ¢p(m);
b) r; # r; mod m, se i # j;

¢) Para cada n € Z tal que mdc(n,m) = 1, Ji tal que n = r; mod m.

Proposigdo 2.9. Sejam a > 0 e m inteiros tais que mdc(a,m) = 1. Se A = {r1,..., 7y}
¢ um sistema reduzido de residuos mddulo m, entao o conjunto B = {ary,..., arso(m)}

também € um sistema reduzido de residuos modulo m.

Demonstragio. Note inicialmente que em B ha ¢(m) elementos. Em seguida, como
mdc(a,m) = 1 e mde(r;,m) = 1, entdo mdc(ar;,m) = 1, para i = 1,...,¢(m). Além
disso, se ar; = arj mod m, como mdc(a,m) = 1, entdo r; = r; mod m, o que implica
i=7. O
Proposigdo 2.10. Se A = {a1,...,a,(m)} € B = {b1,...,by(m)} sdo dois sistemas
reduzidos de residuos modulo m, entao cada elemento de A € congruente a exatamente

um elemento de B.

Demonstragao. Inicialmente, completamos o conjunto B até obtermos um sistema com-
pleto de residuos médulo m: C = {by,..., bo(m)s Op(m)+1s - - - bm}. Logo, cada a; € A
¢ congruente a exatamente um elemento de C'. Suponhamos que a; = b; mod m com
j€{e(m)+1,...,m}. Como mde(bj,m) > 1, entdo mdc(a;,m) > 1, o que seria uma
contradi¢do. Portanto, a; é congruente a algum b; € C' com 1 < j < p(m), isto é, a; é

congruente a exatamente um elemento de B. O

Teorema 2.11 (Teorema de Euler). Se m é um inteiro positivo e a é um inteiro com
mdc(a,m) =1, entdo

a?™) =1 mod m.

Demonstragio. Seja {ry,... 7T¢(m)} um sistema reduzido de residuos médulo m. Como
mdc(a,m) = 1, entdo, pela Proposi¢ao , {ary, ... ary ()} é também um sistema
reduzido de residuos médulo m. Logo, pela Proposicao [2.10, cada ar; é congruente a

exatamente um dos r;j. Entao,

ariarg - ...-ar =rirg.... 7T mod m,

p(m) p(m)

ou seja,

a‘P(m)rer e Tcp(m) =riro-...- T@(m) mod m.

14
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Como mdc(ry«...-r m) = 1, segue que a®(™) =1 mod m. O

p(m)>

Note que o Pequeno Teorema de Fermat (Teorema [2.3)) é um corolario do Teorema de

Euler que acabamos de provar, pois ¢(p) = p— 1 se p é primo.

Definigao 2.12. Dados a,m,k € IN tais que a > 1 e m > 1, com mdc(a,m) =1 e sendo
k o menor inteiro positivo tal que a* = 1 mod m, dizemos entdo que a ordem de a médulo

m €k, e denota-se isso por ordy(a) = k.
Exemplo 2.13. ordis(5) = 2 pois 52 = 25 ¢ 25 = 1 mod 12.
Observagao 2.14. Seja ord,,(a) = k, entdo, pelo Teorema k< p(m).

Lema 2.15. Dados inteiros a,m com m > 1 e mdc(a,m) = 1 entdo a™ = 1 mod m se, e

somente se, ordy,(a)|n.

Demonstragio. Inicialmente, suponha que n = r - ord,,(a) entao

a” = a"dm(e) = (qordm(a))" = 1" mod m = 1 mod m.

Agora, supondo que ¢ = 1 mod m. Da divisdo euclidiana sabe-se que n = ¢ - ord,,(a) +
r,0 < r < ordmp(a). Suponha por absurdo que r # 0, entdo a” = qaordm(@)+r —
arordm(a) . qr — (aordm(“))q -a” = a" mod m. Mas a” = 1 mod m entao, " = 1 mod m,
o que é um absurdo j& que 0 < r < ordy,(a) e ordy(a) é o menor inteiro i tal que

a’ = 1 mod m. [
Corolario 2.16. Dados inteiros a e m tais que mde(a,m) = 1, entdo ordy,(a)|e(m).

Teorema 2.17 (Teorema de Wilson). Se p é primo, entdo
(p—1)!=—1mod p.

Demonstragio. Como (p—1)!=(p—1)(p—2)(p—3)-...-2-1, e os fatores dessa multi-
plicagao formam um sistema completo e reduzido de residuos médulo p. Isso garante que
para cada 1 <i<p—1lexiste 1 <k <p—1tal que (p—1i)(p—k) =1mod p. Note que
para i = 1 tem-se k = 1 e para i = (p— 1) obtém-se k = (p — 1).

Isso ocorre pois dado [ inteiro tal que 12 = 1 mod p entdo [ = 1 ou | = p — 1, pois
p|l> =1, logo I|l + 1 ou |l — 1, implicando [ = p+ 1 oul = 1.

Omitindo os valores t = 1ei =p—1 tem-se 2-3----- (p—2) = 1 mod p, ou seja
(p—2)! = 1 mod p, multiplicando ambos os lados por p — 1 o resultado é (p —1)! =
p—1mod p, como (p—1) = —1 mod p entdo (p —1)! = —1 mod p. O

Com o terreno ja bem definido, conseguimos agora trabalhar em alguns testes de
primalidade além do crivo apresentado no inicio dessa se¢do. O Teorema [2.17]nos da uma
boa caracterizagdo dos primos, mas exige um demasiado processo computacional devido

ao calculo do fatorial. Em planilhas eletronicas comuns, por exemplo, o teste costuma

15
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falhar para p > 17. Mostremos que a reciproca do Teorema de Wilson garante ser um
teste valido.

Teste 1 (Reciproca do Teorema de Wilson). Dado n € N tal que
(n—1)!'=—-1modn

entao m é primo.

Demonstracio. Suponha que n nao seja primo. Nesse caso, é possivel escrever n = a - b,
sendo a,b € IN tais que 1 < a < b < n (se a pudesse ser 1, teriamos b = n, o que contraria

a hipétese de n ser composto). Entao tem-se a|n e bjn. Dado que aln ¢ a < n obtém-se

que al(n —1)!.

Seja (n—1)!=a-gen=a-b. Como (n—1)! = —1mod n, entdo (n—1)!+1=mn-t.
Pode-se escrever a-q+1=n-t =a-b-te, portanto,a-¢g—a-b-t = —-1=a(b-t—q) =1
o que implica @ = (b-t —¢q) = 1. Um absurdo ja que a > 1, logo n nao pode ser
composto. L]

Exemplo 2.18. Vamos verificar se o nimero 6 € primo utilizando o Teste [1:
Seja n = 6. Calculemos (n —1)! = (6 —1)! = 5! = 120, como 120 = 6-20 entao
120 = 0 mod 6. Logo (6 —1)! # —1 mod 6 e portanto 6 nao é primo.

No século XIX, Lucas nos forneceu um teste de primalidade que mais tarde foi apri-

morado. Inicialmente o teste era o seguinte:
Teste 2. Seja m inteiro. Se existir um inteiro a,1 < a < m, com mdc(a,m) =1 tal que

a™ ' =1modm

¥ #1modm, V1 <k<m—1

entao m € primo.

Demonstragio. Sabemos da hipétese que ord,(a) = m — 1. O Corolério nos diz
que m —1 < ¢(m), mas da Definicdo 2.7, ¢(m) < m — 1, ou seja, nesse caso tem-se

¢©(m) = m —1, o que implica que m ¢é primo. O

Exemplo 2.19. Vamos verificar se o nimero 11 € primo utilizando o Teste [J:
Primeiro, devemos definir um valor a inteiro tal que mde(a,11) = 1, seja a = 2, como
nao existe nenhum primo que divida tanto o 11 quanto o 2, sabemos que mdc(2,11) = 1.

Calculemos a™ 1

. nesse caso, 21171 = 219 note que em mddulo 11, uma vez que
22 = 4 = 4 mod 11 entdo 2'0 = (22)° = 45 mod 11. Dessa forma, sabendo que 45 = 1024

e que 11-93 = 1023, podemos afirmar que 4° = 1 mod 11, e assim temos 2'° = 1 mod 11.
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Agora resta verificar se a® £ 1 mod m,V1 < k <m —1.

22 = 4 mod 11
23 =8 mod 11
24 = 5 mod 11
25 = 10 mod 11
20 = 9 mod 11
27 =7 mod 11
28 = 3 mod 11
29 = 6 mod 11

Portanto, 11 é primo.

Observacao 2.20. No Teste @ caso a™ ' = 1 mod m mas a* = 1 mod m para algum
1 < k<m-—1, nao implica que m é composto, indica apenas que devemos escolher outro
candidato para a. Paraa =5 em = 1 por ezemplo, 511 =1 mod 1, mas 5° = 1 mod 11,
sendo que 1 < k =5 < 10. Quanto mais candidatos testarmos, mais certeza teremos do

resultado.

Note que, a partir do Lema [2.15] podemos simplificar o Teste[2] de modo a nao precisar

mais analisar cada valor de k < m — 1. Obtém-se entao:
Teste 3. Seja m inteiro. Se existir um inteiro a,1 < a < m, com mdc(a,m) =1 tal que

m—1 _

a 1 mod m

a® £ 1 mod m, tal que djm —1
entdo m € primo.

Exemplo 2.21. Vamos verificar se o nimero 23 € primo utilizando o Teste[3:
Primeiro, devemos definir um valor a inteiro tal que mde(a,23) =1, seja a =5, como
nao existe nenhum primo que divida tanto o 5 quanto o 23, sabemos que mdc(2,11) = 1.
Calculemos 5™~ L, nesse caso, 5>3~1 = 522, note que em mddulo 23, uma vez que
52 = 25 = 2mod 23 entio 5% = (5%)! = 21 mod 23. Dessa forma, sabendo que
211 = 2048 e que 23 -89 = 2047, podemos afirmar que 21 = 1 mod 23, e assim temos

522 = 1 mod 23.
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Agora resta verificar se a® # 1 mod m, tal que dm — 1. Note que nesse caso d pode

assumir os valores 1,2,11,22.

5! = 5 mod 23
52 = 2 mod 23
51 = 22 mod 23

Portanto, 23 € primo.

Mas existe uma maneira de refinar ainda mais esse teste. De fato, em 1967, Brillhart

e Selfridge flexibilizaram ainda mais o teste de Lucas:

Teste 4. Seja n>1. Assuma que para cada fator primo p de n — 1 exista um natural
a=a,>1el<a<n tal que:

a" ' =1modn

n—1
a ? # 1 modn.
Entao n € primo.

Demonstragio. Vamos mostrar que n — 1|p(n). Ja que ¢(n) < n — 1, entdo uma das
consequéncias serd p(n) =n — 1.
Suponha por absurdo que n —1 1 p(n), isso implica que existe um p primo tal que

n—1

pln—1ep fp(n),r€N. Sejaa, € Ncoma? ' =1modneap’ #1modn. Logo

ne
P
em ordp(ap)|n—1 e ordy(ap) { "le.

Note que se a”~! = 1 mod n, entdo 3q € Z tal que ap(a"_Q) —nq = 1 e pelo Teorema

p P
sabemos que mdc(ap,n) = 1. Como ordp(ap)ln —1 entdo n —1 = k- ordy(ap)
T_1|M, e como ordy(ap) {

P
entdo p 1 k, consequentemente p”|ordy(a,). Do Teorema [2.11f temos a;f(”)

para algum k. Logo p"|k - ordy(ap), o que implica em p
k-ordn(ap)
P

1 mod n. Logo, ordy,(ap)|e(n). O que implica que p"|¢(n), logo n — 1|¢(n) , contrariando

a hipdtese inicial e, portanto, p(n) = n — 1, logo n é primo. O

Exemplo 2.22. Mostremos que o 7 € primo utilizando o Teste[f] Tome a = 3, como
36 = 729 = 1 mod 7 basta verificar se a sequnda condicdo serd satisfeita também. Como

os fatores primos de 6 sao 2 e 3, entdo

N

=33=927=6mod 7
32232:952mod7

3

e portanto, 7 é primo.

O leitor atento deve ter reparado em um problema similar nos ultimos trés testes

apresentados, algo tao incomodo quanto no crivo de Eratéstenes: Dado n qualquer, a
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necessidade de saber fatorar n — 1. E isso muitas vezes pode ser um problema. Existem
testes feitos a partir de Sequéncias de Lucas, uma sequéncia que pode ser definida de
maneira similar a sequéncia de Fibonacci, mas com termos iniciais 2 e 1 respectivamente,
e esses testes exigirdo em sua maioria a necessidade de saber fatorar n + 1. Para o leitor
curioso, o capitulo 2 de [12] aborda com detalhes esse tema.

Existem testes que testam se n é primo e outros que testam se n é composto, como,

de acordo com [10], o teste probabilistico de Miller-Rabin a seguir.

Teste 5. Dado n impar, tome n — 1 = 2¥¢, ¢ impar. Se

a? 1 modn

a2iq§é —1modn parai=20,1,... k—1,
para algum a € (1,n — 1) tal que mde(a,n) =1, entdo n é composto.

Demonstragdo. Seguiremos nossa demonstragao por contrapositiva. Tome p um primo
impar. Considere os seguintes elementos, todos em relagdo a médulo p:
2 k—1 k
a?,a®.a* 4, ... ;a*> 94a%> Tmod p.
k ~ 2kq - ,
Como 2"qg = p — 1 entdo o elemento a“ ¢ é congruente a 1 moédulo p pelo Teorema [2.3] e
todos outros valores, com excecao do primeiro, sao o resultado do valor anterior elevado
ao quadrado. Como essa sequéncia é finita e, a partir de determinado momento, seu valor
é 1, temos duas possibilidades: ou a? = 1 mod p ou a®? = —1 mod p para algum i < k.
Visto que dada a congruéncia 22 = 1 mod p as tGnicas solucdes sdo = 1,2 = —1 mod p,

entao, por contrapositiva, n é composto.

]

Exemplo 2.23. Vamos verificar se n = 53 é composto. Tome n —1 = 53 —1 = 2213,
entio k =2 e g = 13. Usaremos a = 2.

Note que a? = 2'3 = 8192 = 30 mod 53. Verifiquemos agora a sequnda condigdo.
Para i = 0 temos a2'9 = 22°13 = 213 = 8192 = 30 mod 53 eparat =k—1=2—-1=1
temos a? = 22'13 = 226 — §7 108 864 = —1 mod 53, e portanto 53 nao é composto.

Observagao 2.24. Nem todo valor n que falhar no Teste [5 € necessariamente primo, e

esses valores que falham e ndo sao primos sao conhecidos como Pseudoprimos fortes.

Exemplo 2.25. Seja n = 2047, note que 2047 = 23 -89, ou seja, ele é composto, mas
falha na primeira condi¢io do Teste@ pois temos ¢ = 1023, e 21023 = 1 mod 2047.

Existem ainda mais testes, e inclusive testes especificos para diferentes tipos de niime-
ros, como nimeros na forma 2¥ 4 1, com k natural. Para mais testes, a leitura de [2], [12]

e [I0] pode trazer alento ao leitor. Em diversos trabalhos sobre testes de primalidades
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nao encontraremos um teste bom o suficiente para todo e qualquer niimero, e quando se

define isso, toma-se como base o poder computacional que executara o algoritmo de teste

de primalidade de um niimero, tomando como base a taxa de acertos e tempo de célculo.

Assim, para niimeros pequenos, o crivo de Eratostenes pode ser a melhor alternativa em
maos e conforme a quantidade de contas aumentar, precisa-se ter em maos outros testes
que usem menos calculos e nos garantam um resultado em tempo hébil.

Para exemplificar o que é considerado um niimero grande, até o momento de publicagao

~ , 127 , . ~
desse texto nao se sabe se o niimero 22~ ~! — 1 é primo ou nao.
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“A resposta certa, nao importa nada: o essencial é que as perguntas estejam certas.”

- Quintana, M.

Esse capitulo trata sobre a distribuicdo dos niimeros primos entre os naturais, além de
trazer alguns avancgos proeminentes alcancados no tltimo século sobre algumas fungoes
especificas e primos gémeos. Os resultados mostrados aqui foram considerados de certa
forma relevantes para este trabalho, que foram interpretados a partir de [12].

A esse ponto, ja vimos que existem infinitos primos, como também formas de saber se
estamos olhando para um primo ou ndo, mas o que mais podemos fazer com eles? Serd
que eles tém algum padrao de distribuicao?

Os nimeros pares, por exemplo, tém um padrao bem definido. No intervalo entre 1 e
100 temos exatamente 50 nimeros pares. Entre 1 e 1 000, sdo 500. O padrao continua,
mas e se nao estivermos falando sobre niimeros pares? Quantos primos existem entre 1 e
100? E entre 1 e 1 000? Vamos definir essa contagem como 7(n), que é a fungao contadora,

de primos até n.

Defini¢ao 3.1. Dado n € N, define-se w(n) como a quantidade de nimeros primos no

conjunto {i,0 <i<n ei € N}.

Dessa forma, uma vez que entre 1 e 100 hd 25 primos entao 7(100) = 25, analogamente
temos 7(1 000) = 168 e m(10 000) = 1 229. Enfim, parece nao haver um padrao bem
definido, mas nos da uma boa dimensao da densidade dos ntimeros primos em relagao aos
naturais.

E interessante discutir na densidade da distribuicio dos primos, isto é, estudar o
comportamento de 7(z)/x. Por exemplo, 25% dos 100 primeiros naturais sao primos,
mas essa taxa cai quanto mais nimeros naturais analisarmos. De fato, de acordo com
[12], @)

m(x
500 z/In(x) T
mas embora tenhamos essa igualdade, e com isso podemos pensar em maneiras de traba-
lhar aproximagoes para 7(x), existe outra fun¢ao que aproxima bem o valor de 7 (z), a

funcao integral logaritmica, definida por Li = [5 lo‘i]lﬁ' Temos, entao

. 7(x)
1 =1.
w00 Li(z)

A fungao Li(x) é bem melhor para uma aproximacao do nimero de primos até um

certo z. Mais sobre o assunto pode ser encontrado em [1], assim como a tabela [2]
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Ainda que essas duas igualdades estejam retratadas como limites, elas sao em verdade

m(z)
T In(zx)

z tende ao infinito. O mesmo ocorre com as fungdes w(x) e Li(x).

aproximagoes assintoOticas, isto é, as fungoes

(S

sao de mesma ordem quando

Tabela 2: Comparativo entre fungdes iguais a m(z) quando x — oo e a razao com 7(z).

v () Li(z) e m(@)/Li(z) 7(2)/ (55)

10 4 5,12 4,34 0,78 118 0,92 103
102 25 29,08 21,71 0,85 967 1,15 129
103 168 176,56 144,76 0,95 149 1,16 050
104 1229 1 245,09 1 085,74 0,98 708 1,13 195
10° 9 592 9 628,76 8 685,89 0,99 618 1,10 432
106 78 498 78 626,50 72 382,41 0,99 837 1,08 449
107 664 579 664 918,00 620 420,69 0,99 949 1,07 117
108 5761455 5762 209,03 5 428 681,02 0,99 987 1,06 130
109 50 847 534 50 849 234,70 48 254 942,43 0,99 997 1,05 373

Muitos matematicos estudaram os primos ao longo da historia. Muitos levantaram
perguntas e, algumas, ja inclusive foram respondidas, como o postulado de Bertrand,

demonstrado posteriormente por Tschebycheff.

Teorema 3.2 (Bertrand-Tschebycheff). Entre todo inteiro n > 2 e 2n, hd sempre um

numero primo.

Uma demonstragao para esse teorema pode ser encontrada em [7].

Ou seja, sabe-se que 7(2x) — 7(z) > 1, um resultado proeminente na discussao sobre
a distribuicao dos primos entre os naturais. Uma situacao peculiar e intrigante sao os
casos em que 7(z + 2) — w(x) = 1, que define os primos gémeos (r = 3 ou x = 5 por

exemplo). Esses primos foram caracterizados por Clement em 1949 [3].

Teorema 3.3. Uma condicdao necessaria e suficiente para que dois inteiros, n en+2,n > 1,

sejam ambos primos é que
4[(n—1)!'+1]4+n=0mod n(n+2)

Demonstracio. A suficiéncia é trivial, uma vez que as divisoes por n e n + 2 separada-

mente se reduzem ao teorema de Wilson:

4[(n—=1)!'+1]4+n=0modn

4[(n=1)!+1] =0mod n

mdc(n,4) =1, pois se n = 2,n + 2 nao é primo, logo n # 2.
(n—1)!'+1=0modn

(n—1)!'=—-1modn
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De modo similar,

4[n—1)!'+14+n =0 modn+2
22(n—=1)!'+1]+n+2 =0 modn+2
22(n—=1)!'+1] =0 modn +2

Note que mdc(n,2) = 1, pois se n = 2,n 4 2 ndo é primo, logo n # 2.

2n—1)!+1 = modn + 2
m+2)(n—1)(n—1)!'+2(n—1)!'+1 =0 modn+2
(n*+n)(n—1!'+1 =0 modn+2
(n+1)(n)(n—1)!'+1 =0 modn+2

(n+1)+1 = modn + 2

(n+1)! =—-1 modn+2

A reciproca do teorema parte diretamente do Teorema de Wilson, onde, dados n e n + 2

primos, a partir de

(n=1)!'+1 = Omodn (1)
(n+1)!'+1 = 0modn+2, (2)

usando temos:

(n—1!'4+1 = Omodn
4[(n—1!'+1]4n = 0modn, (3)

agora, nos apoiando sobre o Teorema de Wilson, e focando na equagao , note que

n+2 =0modn+2
n+1 =-1modn+2 (4)
n =-—2modn+ 2. (5)

A partir de e () temos entao

n+D!'=n+1)nn—1)=(-1)(-2)(n—1)! mod n+ 2
=2(n—1)!' mod n + 2. (6)

Note que
A(n=D+1]+m=2(n—-D!+2(n=1)+2+m+2,
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usando @ é possivel verificar que

2n—1)!42(n—1)!4+24n+2 = (n+1)!+n+1)!+2modn+2
(n+1)!'+1+(n+1)'4+1modn+2

e pelo Teorema de Wilson,
2(n—1)!'+2(n—1)1+24n+2 = 0modn+2 (7)
Como n é impar, mde(n,n +2) = 1 e portanto de e (7)) temos:
4{(n =14+ 1] 4+ n =0 mod n(n+ 2).

O que completa a nossa demonstracao. O

Se por um lado existem os primos gémeos, por outro é possivel determinar um d
natural qualquer de modo que 7(x + d) — w(z) = 0, isto é, d naturais seguidos que sao

compostos.

Teorema 3.4. O intervalo de nimeros inteiros [(d+ 1)!+2,(d 4+ 1)! + (d + 1)], com

d € IN, nao contém nimeros primos.

Demonstragio. Seja (d+ 1)+ com 2 < i < d+ 1 o i-ésimo elemento do intervalo
definido. Note que (d+ 1)! +i = i((dﬂ)! + 1), logo, (d+ 1)! + i é composto Vi no

1
intervalo definido. O

E interessante notar que esse teorema nao nos mostra o primeiro intervalo com d
numeros compostos consecutivos. Ele também nao garante que o intervalo encontrado é
limitado por primos. Nao hé, portanto, garantia de que (d+ 1)!+1e (d+ 1)! + (d+2)
Sao0 primos.

Exemplo disso é para o caso d = 3, que entrega o intervalo [26, 28], pertencente ao
conjunto de compostos [24, 28], com 5 compostos tangidos pelos primos 23 e 29. Se o que
se quiser for um intervalo com exatamente 3 compostos, nao é preciso ir muito longe, uma
vez que [8,10] j& satisfaz essa condigao, mas essa ¢ uma busca por forga-bruta.

Para o leitor atento, ja esta claro que esses conjuntos de espacamento possuem cardi-
nalidade impar, uma vez que dados os primos p, € pp+1, 0 nimero de compostos entre

eles serd pp4+1 — pn — 1, vamos chamar esse nimero de g(p,,). Simplificando, temos:
Definigao 3.5. g(p) € o nimero de inteiros compostos consecutivos de p.

Isso ¢é algo que pode levantar algumas questoes como: serd que para todo m natural

fmpar existe p, tal que g(p) = m? Segundo [12], essa pergunta ainda estd em aberto.
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- 1
Euler, ao estudar o comportamento de m(z), observou que a série 300 —, paraoc > 1
n

é convergente. Mais tarde esse somatorio foi definido como a fungao zeta ((o).

> 1

(o) =>. v

n=1
Euler mostrou que
> 1 1
((o)=> —= 7> para o >1 (8)
n=1" j 2 [—
pCT

estabelecendo assim uma relacdo entre a funcao zeta e os nimeros primos. Para mostrar

temos que

=l4+—+—+—+... 9)

1 1 1 1
no 20 ' 30 " Yo

1
Multiplicando ambos os lados da igualdade (@} por o obtemos

1 11 1 1
—(lo)=—F — 4 —+ —+... 1
w0 =t ettt (10)

Efetuando @ — encontramos um resultado proeminente

1 111
1— — Sl 11
( QU)Q(U) T T T ™ (11)

Note que, em nao ha mais no lado direito da igualdade o inverso de quaisquer multi-
plos de 2. Efetuando raciocinio analogo com o préximo valor primo, 3, de fato concluimos

0 que queriamos no inicio:

1 1 11
(1—30) (1—20><(0)=1+50+70+110+...

Estendendo esse raciocinio para todos os primos obtém-se

(R () (- 3) =
(1;[1—;0)5(0) =1
C(U) = H 1 (12)

Euler conseguiu calcular também que a soma do inverso dos primos é divergente. A

demonstracao a seguir seguira a luz de [12].

Teorema 3.6. A soma dos inversos dos nimeros primos € divergente: 3>, — = 00
p
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Demonstragio. Seja N € IN qualquer. Todo n € Z,n < N pode ser escrito de forma

tnica como um produto de niimeros primos p < n. De mesma forma, para cada primo p

considere a série geométrica 3352 ) — de razao ¢ = —. Logo
p p

i 1
— =
k=0P 1— 1
p
Entao
N o0
1 1 1
) g (Z k) =1l —
n=1"" p<N \k=0P PN 1— =
p
Mas,
1
log H —T =~ Z log(l—)
p<N 1— — p<N p
p
5 x / —1 00 n
Observe que, dada uma fungdo y = log(1 — ), entao y' = T = — > oz 2", para
mn—i—l n
|z| <1, e, portanto, log(1 —z) = — Y02, ntl o1 o Dessa forma, tome x = %

e para cada primo p,

1 © 1 1 1({&1
—10g<1—> = — < -+ —
p mgl P p P (hz_:oph>
B S NS
p o 1 p o pp-1)
p
_1,
(p—1)
Entao,
N1 1 1
log > — < log ] <D o+ 2
n=1"m p<N1—- p<NP p<N(p_1)
p
1

A
N

Mas a série > 02 ¢ convergente. Como esses cdlculos independem do valor de N e

n2
/. A e o0 7 . ~ o0 1 A .
a série harmonica )2 | — é divergente, entao log ) )2 — = 0o e, como consequéncia, a
n n

1
série 3, — ¢ divergente.
p
O
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1 2
Dentre os varios resultados que Euler divulgou, um deles foi que (2) = 02 — = n
n

chegando também a uma solu¢ao mais geral para ¢(2k):

R )2k
o) = 3 o = (- G,

onde B,, é um nimero de Bernoulli, que de acordo com [§], pode ser definido como

1, sen=20
—%, sen =1

Bn = n Q(n)l

(-1)2*t. anmt(n), sen €{2,4,6,8,...}

0, sen € {3,5,7,9,...}.

Legendre também teve éxito em seus estudos com a func¢ao m(z), em 1808, utilizando o

crivo de Eratostenes. Ele conseguiu mostrar que

w(N) = m(/(N) = 1+ @) [ 5]

onde o somatorio se refere a todos os divisores d do produto de todos os primos p < vV N e
p(n) é fungao de Mdobius, ela pode ser usada para encontrar naturais livres de quadrados.
De acordo com [12], a fungao de Mobius pode ser definida a partir da decomposi¢ao em

k
fatores primos de n = H p?j € IN, de modo que
j=1

1, sen =1
p(n) =< (=1)%, se a; =1 para todo j

0, se a; > 1 para algum j

Foi s6 Tschebycheff, no entanto, quem conseguiu determinar a ordem de grandeza ().
Em 1850, ele conseguiu mostrar que existem constantes C' e C’, com 0 < ' < 1 < C,

tais que

; X
C <7r(a:)<010gx,

log 2 para x > 2.
Tschebycheff, inclusive, calculou valores para essas constantes. Além disso, ele trabalhou
com a funcao 0(z) = > p<z10gp. Funcao essa que recebeu seu nome e, que traz, em seu
dmago, ferramentas para se trabalhar o mesmo propédsito de m(z). Esta fungdo, porém, é
mais simples de ser manipulada algebricamente.

A fungdo 7(x) reserva ainda muitos mistérios. Até a data de publicagio deste trabalho,

as afirmacgoes a seguir ainda nao foram demonstradas:
L. 7(N?2+ N) > 7(N?) > 7(N? - N),VN > 1 (Conjectura de L. Opperman, 1882)

2. m(p2q) — m(p2) > 4,Vn > 2 (Conjectura de H. Brocard, 1904).
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3. 7((N+1)?) —7(N?) > 2,VN > 1
4. \/Pnt1 — /Pn < 1,¥n > 1 (Conjectura de D. Andrica, 1986).
5. 7((N+1)?) —7(N?) > 1,Vn>1

Mesmo sem demonstragoes, em [12], é mostrado que as implicagoes (1) = (2) e (1) =
(3) = (4) = (5) sado verdadeiras.
Por ltimo, ainda por acrescentar informagoes relevantes nesta se¢ao, Dirichlet provou

um famoso teorema sobre niimeros primos em progressoes aritméticas:

Teorema 3.7 (Teorema de Dirichlet). Em uma Progressio Aritmética (P.A.) de nimeros

naturais, com primeiro termo e razdao primos entre si, existem infinitos niumeros primos.

Existe uma bela demonstracdo para esse teorema que, infelizmente, nao cabe aqui.
Nao por conta de seu tamanho, mas por sua complexibilidade algébrica e, dependéncia
do uso da teoria analitica dos nimeros. Mesmo assim, para alguns casos particulares essa
demonstragao se faz mais simples. Em [0] nos é apresentada uma demonstragao para a

P.A. 4n + 3, e a seguir encontra-se uma com argumentos analogos para 6n + 5.

Proposicao 3.8. Na progressdo aritmética 5,11,17,...,6n+ 5, ... existem infinitos ni-

MEeros primos

Demonstragao. Note que todo niimero primo diferente de 2 ou 3 pode ser escrito na forma
6n + 1 ou 6n + 5. Mostraremos que existem infinitos primos da forma 6n + 5. Observe
que o conjunto A = {6n + 1;n € IN} é fechado pela operagao de multiplicagdo. Suponha,
entao, por absurdo que existam finitos primos 3 < p; < --- < pp da forma 6n + 5.
Desse modo, o ntimero a = 6(pi-2-... pr) + 5 nao é divisivel por nenhum dos primos
3,p1,p2, ...,k €, por conta disso, s6 podera ser decomposto em primos da forma 6n + 1,

o que é um absurdo, pois a é da forma 6n 4+ 5. n

Em [12] o autor cita que dada uma P.A. definida por a + dn, é facil demonstrar que
para os seguintes valores tém-se progressoes com infinitos primos: a = led =4; a =1
ed=6;a=1led=3;a=350u7ed=8;, a=57oulled=12.

Além de provar que existem infinitos primos, Goldbach também estabeleceu uma me-

moravel conjectura que permanece em aberto até hoje.

Conjectura 3.9 (Conjectura de Goldbach). Todo nimero par maior do que J é a soma

de dois niumeros primos.

Poucos avangos foram feitos na tentativa de demonstracao dessa conjectura, que ja foi
até tema de ﬁlmeEL em que um dos personagens a teria supostamente provado. Embora
sem demonstragao, essa conjectura ¢ um bom incentivo e ponto de partida para conversas
sobre niimeros primos e problemas matematicos em aberto com o publico da educacao

bésica.

! La habitacién de Fermat(2007); dirigido por Luis Piedrahita e Rodrigo Sopena
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Segundo [12], Goldbach havia escrito para Euler, em 1742, a seguinte afirmagao: "Todo
inteiro n > 5 ¢ a soma de trés numeros primos', da qual obteve a resposta de Euler,
afirmando que tal afirmacdo era equivalente a dizer que "Todo inteiro par 2n > 4 é a
soma de dois ntimeros primos"

Note que assumindo a segunda afirmacao verdadeira, para n > 3, 2n — 2 = p+ ¢, com
p e q primos, logo 2n = 24+p+qge2n+1 = 3+ p+ ¢, o que demonstra a primeira
afirmagao.

A reciproca é trivial, pois, assumindo a primeira afirmacao como verdadeira, e tendo
2n > 4, entao 2n+2 = p+q+r, onde p,q e r sdo primos, implicando que um desses
primos é par, tomando r = 2 temos 2n = p +q.

Atualmente, a melhor maneira de explorar essa conjectura é por meio de métodos
analiticos finos e da teoria dos crivos, esta tultima sendo uma area que buscar estudar o
tamanho de conjuntos formados por niimeros inteiros.

De acordo com [12], Ramaré foi quem encontrou o melhor resultado atual para essa
conjectura, demonstrando que todo inteiro par pode ser escrito como a soma de no maximo

6 nimeros primos.
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A MANIFESTACAO DOS PRIMOS

“Primzahlen aller klassen, vereinigt euch![l]

Este capitulo tem, como intuito, trazer uma das representagoes pictéricas mais conhecidas
no estudo de nimeros primos: a Espiral de Ulam. Além de discutir um pouco sobre ela
e suas variagoes, pretende trazer, como sugestao, uma generalizacdo mais abstrata dessa
espiral, capaz de reproduzir qualquer outro padrao pictorico ou gerar novos. As referéncias
aqui sdo diversas, mas tudo parte do artigo [14] escrito por M. L. Stein, S. M. Ulam, e M.
B. Wells.

Em [I4], é apresentado um dos mais belos padroes pictéricos com ntimeros primos,
conhecido como Espiral de Ulam. Organizamos os niimeros em uma disposi¢ao retangu-
lar bem definida, como num tabuleiro de xadrez infinito, e, a partir de seu centro (0,0),
estabelece-se uma bijecao entre cada casa do tabuleiro e um niimero natural. Seguindo o
padrdo em espiral, os primeiros valores sao: (0,0) — 1,(1,0) — 2,(1,1) — 3,(0,1) —
4,(-1,1) = 5,(-1,0) = 6,(—-1,—-1) = 7,(0,—1) = 8,(1,-1) = 9,(2,—1) — 10,(2,0) —

11, (2,1) — 12,(2,2) — 13, etc. Entdo coloca-se em destaque apenas os nimeros primos.

1001 99 | 98 | 97 | 96 | 95 | 94 | 93 | 92 | 91

65 | 64 | 63 | 62 | 61 | 60 | 89 | 58 | 57 | 90

66 | 37 | 36 | 35 | 34 | 33 | 32 | 31 | 56 | &9

67 | 38 | 17 | 16 | 15 | 14 | 13 | 30 | 55 | 88

68 | 391 18| S 4 3 |12 |29 | 54 | &7

69 | 40 | 19 | 6 1 2 |11 |28 ]33 | 86

70141120 | 7 8 9 |10 | 27| 52| 8

71|42 |21 | 22| 23 | 24| 25| 26| 51 | 84

72 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 83

73 74| 75| 76| 77 | 78 | 79 | 80 | 81 | 82

Figura 1: Espiral de Ulam com 100 primeiros valores.

Fonte: Figura de autoria prépria

Do alemao: “Ntmeros primos de todas as classes, uni-vos!”
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O interessante da espiral de Ulam ¢é que para grandes tabuleiros, certos padroes comecam

a aparecer, veja a figura [2]

Figura 2: Espiral de Ulam com 40 000 ntimeros.

Fonte: Figura de autoria prépria

Antes que se diga que quaisquer valores aleatorios apresentariam um padrao, eis uma

espiral feita com as mesmas disposi¢oes da espiral de Ulam, porém, em destaque, temos

In(z)

evidente que nao ha padroes locais, diferente da espiral original, onde se evidenciam

apenas numeros impares aleatorios, respeitando a densidade , de modo que fica

alguns primos em diagonais.
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Figura 3: Espiral com 40 000 ntimero, tendo impares aleatorios em evidéncia e densidade

de pontos m

Fonte: Figura de autoria prépria

Definigao 4.1. Cada linha subjacente constitui um novo anel na espiral de Ulam, de tal
forma que, sendo A(n) o conjunto representando cada anel, tem-se: A(1) = {1}, A(2) =
{2,3,4,5,6,7,8,9}, A(3) = {10,11,12,13, 14, 15,16, 17, 18,19, 20, 21, 22, 23,24, 25}, .... Por
conta da disposicao poligonal do anel, € possivel defini-lo pela quantidade de elementos em

cada lado.

Teorema 4.2. Qualquer elemento de uma diagonal escolhida ao acaso da Espiral de Ulam

pode ser definido por y; = 4t> + bt + ¢, com constantes b e ¢ inteiras.

Demonstragio. Seja #A(n) a quantidade de elementos em cada anel da Espiral de Ulam,

esse valor é uma diferenca de quadrados, em que para n # 1, #A(n) = (2n —1)% — (2n —
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3)2. Logo #A(n) = 2n—1+2n-3)2n—1-2n+3) = (4n—4)(2) = 8n—8. E
possivel concluir, entdao, que #A(n+ 1) — #A(n) = 8, isto é, a cardinalidade do préximo
anel serd igual & do anterior acrescida de 8, com exce¢ao de A(2). Essa constante 8 é
divisora da diferenca de segunda ordem para quaisquer 3 termos que se encaixem em uma
linha na espiral, seja essa linha horizontal, vertical ou diagonal. Seja entao y; um valor

numa diagonal qualquer, temos a seguinte recorréncia:

(Yer2 = yer1) — (o1 —y) =8
Yt+2 = 2yt+1 +yr = 8. (13)

Para resolver essa recorréncia, tome como equagao caracteristica r2—2r+1=0, cujas

raizes sao r; = r9 = 1, portanto a solucao homogénea é dada por h, = bn + c¢,b,c € IN.

Seja t, = kn? solucdo particular da recorréncia original. Substituindo em , obtemos
k(t+2)% —2k(t+1)% + kt? = 8 que implica k[t? + 4t + 4 — 2t2 — 4t — 2+ 2] = 2k = 8,

dessa forma k = 4, portanto, a solucdo da recorréncia original é y; = 4t> + bt + c. O]

Algumas diagonais na espiral de Ulam sao ricas em niimeros primos e, ao se alterar
o valor inicial da espiral, as diagonais se deslocam. Para o valor inicial 41, tem-se em
evidéncia, em uma das diagonais principais, os primos do polinémio de Euler, definido
por n? —n +41.

140 | 139 | 138 | 137 | 136 | 135 | 134 | 133 | 132 | 131

105 | 104 | 103 | 102 | 101 | 100 | 99 | 98 | 97 | 130

10677 | 76 | 75 | 74| 73| 72| 71| 96 |129

107 | 78 | 57 | 56 | 55 | 54 | B3 | 70 | 95 | 128

1081 79 | 58 | 45 | 44 | 43 | 52 | 69 | 94 | 127

109 80 | 89 | 46 | 41 | 42 | 51 | 68 | 93 | 126

110 | 81 | 60 | 47 | 48 | 49 | 50 | 67 | 92 | 125

111 82 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 91 | 124

1121 83 | 84 | 8 | 8 | 87 | 88 | 89 | 90 | 123

113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120 | 121 | 122

Figura 4: Espiral de Ulam com centro 41.

Fonte: Figura de autoria prépria
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Ao longo dos tempos foram estudados polinémios do tipo 22 4+ x + ¢ que apresentam
primos. Segundo [12], o polindémio citado acima foi descoberto em 1772 por Euler. Tal
polinomio toma valores primos para k = 0,1,...,39, estabelecendo um recorde de nu-
meros primos sucessivos gerados a partir de um polinémio. FEuler estudou outros tipos
de polinémios que gerassem primos, mas nenhum foi tdo eficiente quanto n? —n + 41.
Outros recordes sdo o polindémio 36n2 — 810n + 2753 descoberto por R. Ruby, em 1990,
e apresenta 44 nimeros primos, se considerado valores absolutos. Ha também, os polino-
mios 103n2 — 3945n + 34381, descobertos por R. Ruby; e 47n? — 1701n + 10181, desco-
berto por G. Fung, que resultam em 43 valores absolutos primos iniciais. O polinémio
f(n) = n?—79n+ 1601 nao é mencionado em [I2], pois embora apresente 80 primos para
n=20,1,...,78,79, eles se repetem, de modo que f(n) = f(79—n),0 < n < 79. Mais
detalhes sobre isso podem ser encontrados em [12].

Ha diversos fatores que podem modificar a Espiral de Ulam original, como mudar o
valor inicial, mudar o sentido entre horario e anti-horario, basear-se em outras figuras
além de quadrados, como heptdgonos ou formato circular (Espiral de Sacks), deixar em
evidéncia nuimeros compostos em vez de primos, ou mesmo pseudoprimos... Existem
varias possibilidades. David Rainford estabelece em [I1], pardmetros para se classificar
quaisquer espirais baseadas na espiral de Ulam. As Figuras [5] [f] e [7] foram elaboradas
por Rainford. Elas tém como caracteristicas em comum o fato de terem incremento de 2
unidades de lado para cada anel sucessor, menor nimero de cada anel aparecendo em seu
primeiro vértice, este é posicionado imediatamente a direita do ponto central e anel A(2)

de lado 3.

Figura 5: Espiral baseada em Poligono de 4 lados e 50 000 niimeros.

Fonte: Disponivel em [IT]. Acesso em 18/05/2021.
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Figura 6: Espiral baseada em Poligono de 5 lados e 165 000 niimeros.
Fonte: Disponivel em [I1]. Acesso em 18/05/2021.

Figura 7: Espiral baseada em Poligono de 6 lados e 150 000 nimeros.

Fonte: Disponivel em [IT]. Acesso em 18/05/2021.

O que sera tratado nesse documento é uma outra forma de desenvolver essa espiral,

generalizando a ideia original, promovendo uma ideia que retine diversas possiveis espirais
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em um unico algoritmo, o Caminho. Seja um tabuleiro infinito com centro de coordenadas
(0,0), estabelece-se:

1. uma bijecao entre cada coordenada desse tabuleiro e um niimero natural,
2. pontos de destaque,

3. uma dire¢ao de inicio,

4. um angulo a de rotagao,

5. se caminhos se cruzam ou nao.

A imagem da bijecao é chamada de caminho. Sempre que a imagem da bijecao for um
ponto de destaque, o caminho contera uma curva com angulo a. Caso o caminho encontre
a si mesmo, de acordo com , ha duas opcoes, uma de, na coordenada de encontro,
adicionar uma unidade a cota para cada sobrescricao e, outra de ignorar o caminho a
frente, avancando uma nova coordenada no tabuleiro até encontrar uma coordenada vazia
até entdo. Cada coordenada com um valor definido é chamada de passo.

Por padrdo, fica definido que a coordenada (0,0) recebe o valor 1. Os pontos de
destaque sao os numeros primos. A direcdo de inicio sendo logo a direita do primeiro
ponto, angulo a = 90° e o caminho nao sobrescrevendo coordenadas que ja contenham
algum valor.

Na figura |8 encontra-se um exemplo de Caminho padrao com 50 passos.
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31 30 29

32 28
33 27
34 26
17 16 15 5 4 3 14 13 25
18 6 1 2 12 24

19 20 21 7 8 9 10 11 22 23

47 35 46 45 44 43

48 36 42

49 37 38 39 40 41

50

Figura 8: Caminho padrao com 50 passos.

Fonte: Figura de autoria prépria

Na figura [9 h4 um caminho com as mesmas especificagoes da figura [§, porém, sobres-

crevendo passos ja dados.

31 | 30 | 29
32 28
33 27
34 26

17 | 16 | 47 | 46 | 45 | 44 | 43

18| 1 | 48 24 42

19 1 20 | 49 | 38 | 39 | 40 | 41

30

Figura 9: Caminho padrao de 50 passos com sobrescricao.

Fonte: Figura de autoria préopria
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A ideia do Caminho é produzir qualquer espiral. Caso os pontos de destaque sejam,
por exemplo, o valor 2 em conjunto com as imagens de a(n) = 4n? —10n+ 7, b(n) =
4n? 41, c(n) = 4n® —6n+3, d(n) = 4n® +4n + 1, com pardmetros padrdes, o resultado
serd a espiral de Ulam. Isso ocorre, pois a(n),b(n),c(n) e d(n), para n € N representam
as diagonais principais da espiral de Ulam.

Com o uso da programacao de computadores, fica facil construir grandes Caminhos
com as caracteristicas desejadas. O primeiro algoritmo para um Caminho padrao foi
elaborado para a linguagem Virtual Basic for Applications (VBA), pois, por ser integrado
a uma planilha eletronica, o resultado visual ficava muito claro e facil de ser trabalhado.

Essa ¢, inclusive, uma sugestao de como introduzir a espiral de Ulam ou outros padroes
pictoricos para alunos da educacao basica, pois necessita apenas que os alunos tenham
acesso a uma planilha eletronica com recurso integrado de programacao. O desenvolvi-
mento dessa aula pode ser feito inicialmente para que os alunos criem a Espiral de Ulam
manualmente, e depois, que sejam introduzidas as nogoes de programagao na planilha
eletronica, inicialmente como uma ferramenta para formatar as células e identificar au-
tomaticamente ntimeros primos e posteriormente, com um algoritmo para construir a

Espiral de Ulam de maneira iterativa. A seguir o algoritmo original feito em VBA.
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Public direcao As Integer

Sub Caminho_padrao ()

Dim numero As Integer

direcao = 3 ’Classifica em qual direcao o caminho deve ir
numero = O ’numero inicial para as iteracoes

Do While numero < 5 ’valor maximo de iteracoes

Call rotina ’funcao que determina para onde o caminho vai
numero = numero + 1 ’acrescenta uma unidade a cada iteracao
Loop

End Sub

//

Sub rotina ()

Dim valor_inicial As Integer, prim As Boolean

valor_inicial = ActiveCell.Value ’recebe o valor da celula ativa
Call primos(valor_inicial, prim) °’funcao para checar se um numero e primo ou nao
If prim = True Then direcao = direcao + 1 ’Se for primo, a direcao muda
’Sao 4 direcoes possiveis

If direcao Mod 4 = 0 Then

Do While ActiveCell.Value <> ""

ActiveCell.Offset (0, 1).Select ’cima

Loop

ActiveCell.Value = valor_inicial + 1

End If

If direcao Mod 4 = 1 Then

Do While ActiveCell.Value <> ""

ActiveCell.Offset (-1, 0).Select ’esquerda

Loop

ActiveCell.Value = valor_inicial + 1

End If

If direcao Mod 4 = 2 Then

Do While ActiveCell.Value <> ""

ActiveCell.Offset (0, -1).Select ’baixo

Loop

ActiveCell.Value = valor_inicial + 1

End If

If direcao Mod 4 = 3 Then

Do While ActiveCell.Value <> ""

ActiveCell.Offset (1, 0).Select ’direita

Loop

ActiveCell.Value = valor_inicial + 1

End If

End Sub

//

Sub primos(num As Integer, primo As Boolean)

’algoritmo para checar se um numero e primo

’baseado no crivo de Eratostenes

primo = True

For div = 2 To Sqr (num)

If num Mod div = O Then

primo = False

End If

Next

If num = 1 Then primo = False

If primo = True Then ActiveCell.Interior.Color = vbGreen ’Verde se o numero for primo
If primo = False Then ActiveCell.Interior.Color = vbBlue ’Azul se o numero for composto
End Sub

Figura 10: Algoritmo em VBA para gerar um caminho padrao em uma planilha eletronica.

Fonte: Autoria propria

Os resultados a seguir foram feitos com linguagem Python utilizando o software Sage-

Math.
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Figura 11: Caminho padrao de 10° — 1 passos.

Fonte: Figura de autoria prépria
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Figura 12: A esquerda um Caminho padrdo de 109 — 1 passos e a direita um Caminho
com sobrescricao de 10 passos.

Fonte: Compilagdo do autor a partir de figura de autoria prépria e figuras de [9]

Figura 13: Caminho padrao de 107 — 1 passos.

Fonte: Figura de autoria propria
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Sobre o Caminho padrao, algumas perguntas podem ser feitas, como: H&a algum pa-
drao? H& coordenadas que nunca receberao passos? Qual é a maior distancia sem curvas?
Caso o caminho se sobrescreva, é possivel determinar quantas vezes ele passard por uma
mesma coordenada?

Encontrar um padrao no Caminho seria encontrar um padrao para os niimeros primos.
Essa questao, portanto, ainda estd em aberto e, consequentemente, fica inviabilizado
discutir se uma coordenada em especifico sera visitada ou nao. Sobre a maior distancia
sem curvas, isso se deve a funcao g(p) da Defini¢ao . Logo, fica evidente que a menor
distancia sem curvas tem comprimento 3 para primos gémeos e a maior distancia é algo

tao grande quanto se queira, de acordo com o Teorema |3.4].
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“Tenho apenas duas maos e o sentimento do mundo ”

- de Andrade, C. D.

Como proposta didatica, foi pensado uma sequéncia didatica de matematica do 6° ano do
Ensino Fundamental, mas que pode ser aplicado a qualquer turma, visto que o objetivo é
incentivar o estudo dos niimeros primos.

Foi idealizada uma aula introdutéria ao assunto, definindo os niimeros primos e evi-
denciando as observagoes feitas por Euclides sobre isso, além de mostrar alguns dos ma-
tematicos que provaram que existem infinitos nimeros primos. Em seguida, apresentar
“métodos praticos” para se encontrar nimeros primos e métodos nao tao praticos assim,
apenas como curiosidade. Apods essa introducgao, trazer o uso cotidiano desses nimeros,
fechando com as espirais de Ulam e outros modelos pictoricos possiveis.

Os objetivos gerais da aula sdo de compreender a definicdo de niimeros primos e
sua importancia, identificado suas caracteristicas, e, abordando a complexabilidade do
tema, exemplificando que até mesmo computadores superpotentes, caso nao sejam bem
programados, enfrentam dificuldades em calculos envolvendo niimeros primos.

Como objetivos especificos, espera-se que o aluno seja capaz de definir niimeros primos
(e consequentemente, niimeros compostos), entender que existem infinitos deles, e, que
existem também diversos testes de primalidade, além de conhecer o uso de niimeros primos
em tempos contemporaneos e explorar padroes pictoricos formados a partir de primos.

A habilidade BNCC (Base Nacional Curricular Comum) associada a essa aula é a

EF06MAO5:

(EFO6MAO05) Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer
relacoes entre nimeros, expressas pelos termos “é multiplo de”, “é divisor de”,
“é fator de”, e estabelecer, por meio de investigagoes, critérios de divisibilidade
por 2, 3,4, 5,6, 8,9, 10, 100 e 1000.

Para a aula, sera necessario organizar uma apresentacao. Um exemplo pode ser en-
contrado no apéndice desse trabalho, contendo 4 topicos principais: nimeros primos;
identificagao; uso cotidiano e representacoes pictéricas.

Para o primeiro tépico, sobre ntimeros primos, dever-se-a apresentar inicialmente as
ideias de Euclides, mostrando principalmente que, ao tomar um quadrado como uma
unidade e, ao tentar representar os nimeros de forma retangular, de tal modo que esses
retangulos sejam compostos pelo quadrado previamente definido, alguns niimeros tém re-
presentacio tnica. E importante definir esses retdngulos tinicos como os blocos fundamen-

tais de todos os nimeros, pois ou um nimero é representado por esse bloco fundamental,
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e entao ele é chamado de niimero primo, ou ele é formado por dois ou mais blocos, e entao
ele é chamado de niimero composto.

E interessante deixar claro para os alunos que Euclides percebeu essa interessante
propriedade entre os niimeros primos e compostos, e ainda em sua época, cerca de 300
a.C., conseguiu provar que existem infinitos niimeros primos. A demonstragao desse fato
pode ser feita junta aos alunos, caso surja a necessidade, seguindo a primeira demonstragao
do Teorema[1.2] e frisar que, além de Euclides, ao longo dos tempos, outros matematicos
também estudaram o assunto e chegaram a mesma conclusao de Euclides, porém com
argumentos diferentes. Vale citar os nomes de Kummer, Goldbach (e cabe aqui um
comentério em aula sobre a Conjectura de Goldbach) e Euler, que usou um argumento
tao relevante para a demonstragao da infinitude dos primos que o mesmo argumento pode
ser trabalhado para se transformar num problema que ja tem 160 anos sem solucao, a
hip6tese de Rienman{||

No segundo tépico, sobre a identificacdo de niimeros primos, é importante comecar o
assunto com o crivo de Eratostenes, e pedir para os alunos o construirem até determinado
nimero. B comum a construcao do crivo até o valor 100, mas dependendo do nivel de
atencdo da turma sobre o assunto, é possivel pedir a construcao até 200, e introduzir,
como curiosidade, a funcdo 7(z), pedindo para os alunos calcularem 7(100) e 7(200).
Depois, deve-se mostrar em forma de tabela, os valores de 7(x) para as centenas de 100
a 1000, mostrando que quanto maior os nimeros, menos primos sao encontrados a cada
centena.

Frise com os alunos a importancia do crivo de Eratostenes, pois ele fornece uma tabela
com todos niimeros primos até determinado valor, e essa é uma das maneiras mais eficien-
tes para saber se um ntimero é primo ou nao, e que outras maneiras podem ser demasiado
complexas. Nesse momento vale a pena, com o uso de uma planilha eletrénica, que o
professor programe o Teorema de Wilson, pois ele é um teste confidvel de primalidade,
mas que exige muitas contas. Por isso, mesmo computadores que podem fazer varias
contas por segundo falham ao tentar apurar se um nimero é primo usando o Teorema de
Wilson. Em planilhas eletronicas comuns, o teste costuma falhar para n > 17. Vale aqui
ressaltar que existem outros testes de primalidade, e que todos acabam recorrendo ao que
se chama de forca-bruta. Alguns, porém, sao mais eficientes que outros para determinados
nimeros. Nao necessariamente precisamos compreender esses testes, mas é interessante
saber da existéncia deles, senao acaba até parecendo algo magico: uma pessoa pergunta
se um numero é primo e um matematico da o veredito.

No terceiro tépico, sobre usos cotidianos, ndo tem como nao abordar criptografia. E
claro que nao cabe no 6° ano falar sobre métodos de criptografia avancada, mas cabe
explicar o processo que a criptografia toma. Esse processo consiste em usar um nimero

primo muito grande, com vdrias classes numéricas (mencione por exemplo o primo de

Belfegor: 100 000 000 000 006 660 000 000 000 000 1, um nonilhao, sessenta e seis

I Despretensiosamente falando, essa hipétese teria contribuicdes sobre a possibilidade de a distribuicio de
numeros primos nao ser aleatéria.
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quatrilhoes, seiscentos trilhoes e um), e na existéncia de diversos niimeros primos enormes,
que sao a base da criptografia. Um bom exemplo é usar a operagao de potenciagao para
exemplificar a situacdo. Escolha um ntmero qualquer mostre-o para os alunos. Eleve,
entdao, esse nimero a um certo expoente e divida o resultado dessa poténcia por algum
valor conhecido. Entao apresente o resto dessa divisao, explique que a criptografia consiste
em descobrir qual era o expoente ao qual o niamero foi elevado, conhecendo apenas a base
da poténcia, o valor pelo qual o resultado foi dividido e o resto da divisao. Isso pode ser
uma tarefa extremamente dificil quando o expoente for um niimero primo, ainda mais um
nimero primo muito grande.

Tratemos, entao, do ultimo tépico, em que serao abordadas representagoes pictoricas
de nimeros primos. Cabe ressaltar que o crivo de Eratostenes pode ser encarado como
tal, mas que o foco aqui sera a espiral de Ulam. Incentive os alunos a construirem uma
espiral de Ulam iniciando com o nimero 41 e tomando pelo menos 5 camadas (uma espiral
iniciando em 41 e terminando em 104). Explique que o padrao visto se perpetua apenas
até a vigésima camada e que tal padrao pode ser descrito pelo polinémio de Euler. Ainda
que polindmios sejam um assunto aprendido apenas no 8° ano, vale a pena citar isso
como incentivo. Para encerrar o assunto, mostre que existem outras possibilidades de
representacoes pictéricas de niimeros primos. Sugira, por exemplo, os Caminhos padroes
apresentados nesse trabalho, e incentive os alunos a criarem um novo padrao pictorico
usando nimeros primos.

E ideal que o professor faca uma aula expositiva e dialogada, sempre trabalhando na
contextualizacao de problemas. Nesse caso, havera uma aula pratica de construcao dos
nimeros primos. E sugerido o uso de computador, projetor multimidia, pincel, quadro,
folha quadriculada e lapis para essa aula que pode se estender conforme necessidade.

Uma sugestao de avaliagdo ¢ a analise do comportamento individual de cada aluno

assim como sua devida participagao e desempenho nas atividades propostas.
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A ideia principal desse trabalho surgiu em meados de setembro de 2017 e, por meio
de uma programacao simples de planilha eletronica, o que era uma descomplicada ideia,

tomou forma, como podemos ver na figura

¢ # Gabriel Delgado adicionou um novo video.
] 2 de setembro - &

Desenvolvi algo chamado "Caminho de Delgado”® no Excel , para
tentar encontrar padroes entre os nimeros primos, ndo deu em nada
mas ficou bem legal o resultado

12 comentanios 2 compartilhamentos

Curtir ] Comentar & Compartilhar

Figura 14: Postagem em rede social sobre os Caminhos padroes.

Fonte: Figura de autoria prépria

Engracado pensar que, como a historia do desenvolvimento do Calculo, que teve como
protagonistas Leibniz e Newton, desenvolvendo ferramentas parecidas praticamente ao
mesmo tempo, segundo [15], em meados de janeiro daquele 2017, um usuério de um férum
de matemética teve praticamente a mesma ideia (figura . No entanto, ele pensou com
uma infima diferenga: permitir que o caminho cruzasse a si proprio, algo que inicialmente
os Caminhos nao levavam em consideracao. O interessante é que, com essa possibilidade,
novas perguntas poderiam ser feitas, como, por exemplo: quantas vezes o Caminho se

cruza numa mesma coordenada?
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Help with a prime number spiral
which turns 9o degrees at each
prime

Asked 4 years, 1 month ago  Active 1 month ago  Viewed 11k times

I awcke with the following puzzle that I would like to investigate,
but the answer may require some programming (it may not
278 either). I have asked on the meta site and believe the question to

be suitable and hopefully interesting for the community.

I will trv to explain the puzzle as best I can then detail the
questions I am interested in after.

Imagine squared paper. In one square write the number 1.
Continue to write numbers from left to right (as normal) until you
reach a prime. The next number after a prime should be written in
the square located 90 degrees cloclwise to the last. You then
continue writing numbers in that direction. This procedure should

be continued indefinitely.

Figura 15: Postagem em férum sobre os caminhos que se cruzam baseados em primos.

Fonte: Figura de autoria prépria

O desenvolvimento dessa ideia nao pode ser dissociado da programacgao. Sem ela, essas
ideias viveriam no mero rascunho, e, embora a ambigdo original fosse encontrar algum
padrao entre os nimeros primos, o que se encontrou foi um belo caminho a se trilhar para
tentar compreender a natureza desses niimeros.

Mesmo sem uma aplicacao pratica, o estudo dos Caminhos intriga e é um bom incentivo
para o ensino dos niimeros primos, pois mostra que ideias simples podem tomar propor¢oes
desmedidas. Mais interessante do que isso, o trajeto tomado nesse estudo se revelou uma
boa forma de apresentar os niimeros primos no ensino basico: uma forma instigante.

Os alunos matriculados no inicio dos anos finais do Ensino Fundamental trazem em si
uma curiosidade inerrante. Assuntos diferentes do livro didatico chamam a atencao deles,
principalmente se for algo que eles possam reproduzir. Entao, falar sobre nimeros primos
e introduzir que esse assunto tem mais de 2 milénios de estudos e mesmo assim conta com
varios problemas em aberto, é algo muito instigante. A melhor parte é poder convidar as
pessoas a fazerem perguntas que nao necessariamente seremos capazes de responder nesse
momento, mas que precisam ser feitas.

Uma sugestao para ampliar esse trabalho seria estudar diferentes Caminhos possiveis,

com diferentes movimentagoes, inclusive tridimensionais. Essa era uma das ideias iniciais,
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mas a necessidade de saber programar algoritmos mais avangados impossibilitou tal pra-
tica. Além disso, outra sugestao seria catalogar as diferentes ideias parecidas com essa
que se encontram na internet, onde essa discussao de fato atinge muito mais pessoas e

alcanga um nivel democratico em que todos podem contribuir.



APENDICE

® UMA BREVE FALA SOBRE NUMEROS PRIMOS

1. Nimeros primos

o Euclides (Alexandria. 300 a.C.) ja sabia dos ntimeros primos e deixou isso

anotado em seu livro "Os elementos"

Figura Al: Ilustracdo do retrato de Euclides.

Fonte: Figura em dominio publico. Disponivel em https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Euklid-von-Alexandria_1.jpg. Acesso em 18/05/2021.

Eis o que Euclides percebeu: Alguns nimeros s6 podem ser medidos com uma

Unica unidade.
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Ou seja, existem certos niumeros
que sO tem uma Unica representacdo retangular

| -
it b

o

10

Figura A2: Representacao retangular dos nimeros de 1 a 10.

Fonte: Figura de autoria prépria

o Euclides é o primeiro matematico que se tem registro que demonstrou que
existem infinitos ntimeros primos.
— Depois de Euclides, outros matematicos mostraram isso também, alguns
deles:

* Kummer (Ernst Eduard Kummer. Zary, 1810-1893)
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Figura A3: Retrato de Kummer.

Fonte: Figura em dominio publico. Disponivel em https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Ernst_Eduard_Kummer.jpg. Acesso em 18/05/2021.

« Goldbach (Christian Goldbach. Konigsberg, 1690-1764)
Curiosidade: Por algum motivo nao identificado, ao pesquisar por ima-
gens de Goldbach, o resultado que encontramos é o retrato de Hermann
Grassman (1809-1877), matematico que viveu em uma era diferente da
de Goldbach, uma época em que, diferente do século XVII, ja existia a
fotografia. Avise os alunos sobre esse fato, o senhor no retrato abaixo
NAO E GOLDBACH. (Por vezes, em vez de Grassman, a pesquisa

retorna um retrato de Georg Friedrich Bernhard Riemann.)
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Figura A4: Este nao é um retrato de Goldbach, mas de Hermann Grassman.

Fonte: Figura em dominio publico. Disponivel em https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Hermann Gra%C3%9Fmann.jpg. Acesso em 18/05/2021.

Goldbach também ficou conhecido pela sua famosa conjectura: Qual-
quer nimero par maior ou igual a 4 pode ser expresso como a soma de
dois primos.

« Euler (Leonhard Paul Euler. Basiléia, 1707-1783)

Figura A5: Ilustracao do retrato de Euler.

Fonte: Figura em dominio publico. Disponivel em https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Leonhard_Euler. jpg. Acesso em 18/05/2021.

52


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hermann_Gra%C3%9Fmann.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Hermann_Gra%C3%9Fmann.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Leonhard_Euler.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Leonhard_Euler.jpg

APENDICE

O modo como Euler demonstrou isso, oferece uma imensa contribuicao
para a hipétese de Rienmarﬂ um problema que ja tem 160 anos e
ninguém até agora conseguiu provar se ¢ verdadeira ou falsa, no ano
2000 o Clay Mathematics Institute anunciou que pagaria o prémio de
US$ 1 milhdo ao primeiro matemético que fosse capaz de resolver esse

problema.
2. Como saber se um nimero é primo?

e (Crivo de Eratdstenes

s
iy |
=
=]
 al
[
=

",

81 82 83 B4 85 86 87T 88 80 00

" . " ™

DL B2 93 B4 9a 96 97 98 B9 160

"

Figura A6: Crivo de Eratostenes até 100.

Fonte: Figura de autoria propria

+ Teorema de Wilson: Se p é primo, entdao (p —1)! = —1 mod p.

— Se pegarmos um nimero qualquer, 6 por exemplo, subtrairmos uma uni-
dade, entao 5, desse 5, multiplicamos ele por todos os niimeros que vem
antes dele, entao 5-4-3-2-1 = 120 e esse resultado, se, ao somar uma
unidade novamente, ele for divisivel pelo nimero original, entdo o nimero
original é primo, como nesse caso temos 121 e 121 nao ¢é divisivel por 6, 6

nao é primo.

I Despretensiosamente falando, essa hipétese teria contribuicdes sobre a possibilidade de a distribuicdo de
nimeros primos nao ser aleatoria.
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- -

1 FALSO
2 VERDADEIRO
3 VERDADEIRO

4  FALSO
5 VERDADEIRO
6  FALSO
7 VERDADEIRO
8  FALSO
9  FALSO
10  FALSO
11 VERDADEIRO
12 FALSO
13 VERDADEIRO
14  FALSO
15  FALSO
16 FALSO
177 #NUMI
18" #NUMI
19" #NUMI
20" #NUM!
217 #NOMI

Figura A7: Tabela com teste de primalidade em uma planilha eletronica utilizando o
teorema de Wilson.

Fonte: Figura de autoria prépria

o Teste de Lucas: Dados inteiros tais que mdc(a,m) =1 se a™ ! =1 mod m e
a* # 1 mod m,¥1 < k < m —1 entdo m é primo.

e Teste de Lucas refinado: Seja n > 1. Assuma que para cada fator primo p de

n—1

n — 1 exista um inteiro a = a;, > 1 tal que: a" '=1modnea » #1modn
entao n é primo.

o (Teste probabilistico de Miller-Rabin para verificar se o nimero é composto)
Dado n fmpar, tome n — 1 = 2¥g, ¢ impar. Se a? # 1 mod n e a?'d % —1 mod
nparai = 0,1,...,k — 1 para algum a tal que mdec(a,n) = 1, entdo n é

composto.
3. O que fazer com ntimeros primos?

« Criptografia
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BACANA

VER QUE

A TURMA
CONTINUA
UNIPA.

MEREN

VERDAPE!
E UMA GALERA QUE
NAO SE PEIXA PVIPIR
POR QUALQUER

SAUPAPES, VOCE PIZ
PRIMO. VOCE 1SS0 PRA TOPO

E UM CARA MUNPO AGLI NA
MPAR!

CIENTIRINHAS #1u3

VOCE SABE
QUEM E AQUELE
SUJEITO?

OWVI PIZER QUE
ELE TRABALHA COM
CRIPTOGRAFIA.

TAMBEM
NAO CONHEGO. E UM
PRIMO PISTANTE.

0
7
U
.
>
m
o
&

@QUADRINHORAMA + @DRAGOESDEGARAGEM

Figura A8: Tirinha sobre niimeros primos.

Fonte: Figura disponivel em https://dragoesdegaragem.com/cientirinhas/
cientirinhas-143/. Acesso em 18/05/2021.

Hoje em dia existem alguns sites que ajudam a entender o processo da crip-
tografia, um deles é o https://www.cs.drexel.edu/~jpopyack/IntroCS/HW/
RSAWorksheet.html, uma calculadora RSA que usada junto com um conversor
ASCII (http://www.unit-conversion.info/texttools/ascii/)) pode aju-

dar a encriptar algumas mensagens.
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Tenho uma mensagem pra ve 19-g9

Mensagem: 93
Chave publica: 11
Chave privada: 13 19:10

Figura A9: Exemplo de mensagem codificada.

Fonte: Figura de autoria prépria

o Teste computacionais

Existem varios métodos para averiguar a poténcia de super computadores, um
deles é verificar quanto tempo o computador leva para averiguar a primalidade

de um determinado conjunto de ntimeros.
4. Representacoes pictéricas

o Espiral de Ulam

@36—35—34—33—32@

38 16—15—14 30

30 18 @- 4—

=t

¢ 20 @ 8— 9—10 27
2 2223)-24— 25— 26

44——45——46-.—48——49. 2

Figura A10: Construcao da Espiral de Ulam.

Fonte: Figura produzida por Pubart. Disponivel em
<https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ulam-Spirale2.png>. Acesso  em
18/05/2021.
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Figura A11: Espiral de Ulam com 40 mil niimeros, primos em evidéncia.

Fonte: Figura de autoria propria

e Caminhos diferentes
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50

Figura A12: Construcdo de um caminho padrao até 50.

Fonte: Figura de autoria préopria
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Figura A13: Caminho padrao com 999 999 passos.

Fonte: Figura de autoria prépria
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Figura A14: Caminho com sobrescrigao com 10 000 000 passos.

Fonte: Figura disponivel em [9]. Acesso em 18/05/2021.
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