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Resumo

Neste trabalho apresentamos os conceitos do Célculo Diferencial e Integral ne-
cessarios para modelar matematicamente alguns conceitos de fisica voltados ao mo-
vimento. Apresentamos também situacoes fisicas que sao possiveis de modelar com
o ferramental matematico do ensino médio, além de sugestoes de ideias matematicas
de contetido do ensino superior que poderiam ser colocadas para os alunos do ensino
médio enriquecendo estes de meios para discutir problemas mais complexos da fisica

do movimento.

Palavras-chave: Calculo, Fisica, Leis de Kepler.



Abstract

We present the concepts of Differential and Integral Calculus needed to mathe-
matically model some physics concepts geared to the movement. We also present
physical situations that are possible to model the mathematical tools of high school,
as well as suggestions for ideas mathematical content of higher education that could
be posed to high school students enriching media to discuss these problems more

complex physics movement.

Keywords: Calculus, Physics, Laws of Kepler.
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Introducao

Datam de 2400 a.C., os registros mais antigos de mateméatica. Os homens pas-
saram a refletir cada vez mais sobre seus conhecimentos e, dessa forma, buscaram
uma evolucao cada vez maior do raciocinio matemético, a fim de buscar maneiras

de contribuir para uma evolucao social.

No comeco as tribos s6 se preocupavam com problemas simples, tais como con-
tagens, medidas de comprimento e areas simples. Com o passar do tempo a vida
passou a exigir cada vez mais conhecimento e capacidade de solucao de problemas
mais complexos. Com isso a mateméatica evoluiu com o tempo se tornando cada vez

mais eficiente quanto as aplicacoes.

O grego Euclides foi um dos primeiros a mostrar de forma organizada a constru-
cao e provas de teoremas da geometria que sao utilizados até os dias atuais. Uma
ciéncia que fez com que a matemaética evoluisse bastante foi a Astrologia devido
a exatidao cada vez maior na localizacao dos astros. Sendo assim, a matematica
comegou como uma ciéncia que se preocupava apenas com contagem e medigoes e
passou cada vez mais a formular modelos mais complexos afim de resolver problemas

até entao insoliveis com a matemaética conhecida.

O calculo diferencial e integral é um exemplo do avanngo da matemética a fim de
auxiliar outras ciéncias. Com os estudos de Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried
Leibniz (1646-1716), passou-se a solucionar uma grande quantidade de problemas
que antes eram dificeis ou impossiveis de serem solucionados e que preocupavam

grandes pensadores da época.



A maior qualidade do calculo diferencial e integral é a de ser uma 6tima ferra-
menta capaz de resolver problemas de tangéncia, quadratura, retificagao de arcos
e outros que ja haviam surgido e seguem sendo tteis até os dias atuais. Newton
trabalhou nesta construcao por querer resolver problemas de mecanica relacionados
ao movimento, por outro lado, Leibniz se inspirou em conceitos geométricos do tra-

balhos de Pascal e Cavalieri.

Para encontrar retas tangentes a curvas, assunto que ja perturbava a muito tempo
os pensadores os estudos de Newton e Leibniz foram fundamentais para a solucao
deste problema. O Calculo diferencial e integral auxiliou muito os conhecimentos

de Fisica.

Esta area de conhecimento, a Fisica, tem como principal objetivo, a compreensao

dos fenomenos naturais.

Assim, teorias fisicas sao construcoes que tém por base os fend6menos naturais
observados tendo como finalidade explica-los e, neste caso, a matemaética é a ferra-

menta capaz de explicar os resultados esperados.

A utilizagao da matemética como uma ferramenta no apoio ao estudo da fisica,
embora pareca 6bvia, é recente historicamente. Tem-se registros de que Arquimedes
usou um pouco de matematica a fim de enriquecer alguns estudos em fisica, mas
o real inicio de um tratamento intenso e moderno da matemaética como uma ferra-

menta que auxilia a fisica para os estudos de Galileo Galilei e Isaac Newton.

Primeiramente a matemaética auxilia a fisica no tratamento numérico das grande-
zas. Como a matemaética, a fisica também era uma ciéncia simples a principio e nao
necessitava de uma matemaética muito complicada, sendo assim, certas contagens ou
medicoes de comprimento, tempo, velocidade ou temperatura ja ajudavam bastante
na qualificacao de sistemas fisicos. Os fisicos tinham assim um resultado numeérico
para suas grandezas que poderiam ser analisados e comparados com o intuito de

entender melhor o funcionamento dos fendmenos e leis fisicas.
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Com as exigéncias da fisica e de outras ciéncias, a matematica foi evoluindo e
tornando-se cada vez mais importante nestas areas de conhecimento. No caso da
fisica, modelos matematicos cada vez mais sofisticados podem fazer com que novas
leis ou sistemas aparecam derivados de sistemas béasicos e funcionem somente ba-
seados em evidéncias experimentais ja estudadas e numa logica matematica capaz
de prestar auxilio aos experimentos. Por fim, ainda pode-se construir uma teoria
mais abrangente a partir de alguns principios que sejam capazes de agregar, em uma
determinada situacao, leis empiricas conhecidas dentro de um determinado sistema,

a partir do ferramental matematico disponivel.

A teoria fisica da gravitacao de Newton é um grande exemplo do que foi citado,
pois dela derivam todas as leis referentes a queda de corpos e dela também pode-se

obter com exatidao as leis de Kepler sobre o movimento dos planetas.

O célculo diferencial e integral descoberto com o intuito de resolver problemas
de mecanica terminou por inspirar outros fisicos da época que estudaram assuntos

bastante diversos daqueles estudados por Newton e Leibniz.

Jean-Baptiste Joseph Fourier, matematico e fisico francés, ficou muito famoso ao
aplicar na resolucao de problemas de conducao de calor as séries que foram batiza-
das com o seu nome. Andre-Marie Ampére (1775-1836), fisico, filosofo e matematico
francés, foi de fundamental importancia ao descobrir a regra que determina o sen-
tido do campo magnético gerado por uma corrente elétrica. Também foi ele quem
descobriu que atracao e repulsao magnéticas também ocorrem entre correntes elé-
tricas em condutores paralelos. Ampére teve talento para compreender fendmenos
magnéticos e foi muito importante para a evolucao do estudo da eletricidade, visto
que através dos seus estudos em eletromagnetismo abriu-se um grande caminho para

os estudos de eletricidade.

Johann Friedrich Gauss (1777-1855), matemaético, astronomo e fisico alemao, for-

mulou uma lei muito importante no estudo de eletromagnetismo baseada na ideia de
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fluxo do campo elétrico. Gauss, através de pensamentos abstratos conseguiu cons-
truir uma férmula através da qual ele calculou o fluxo do campo elétrico gerado por
uma ou mais particulas eletricamente carregadas através de uma superficie fechada.
O céalculo acima citado se assemelha ao céalculo do piblico de um estadio, tendo
como base de calculo o fluxo de saida de pessoas. A grande ideia de Gauss faz da
sua lei uma extraordinaria ferramenta para o estudo do campo elétrico além de ter
inimeras aplicacoes tedricas e praticas. Através da lei de Gauss podemos deduzir a
lei de atracao e repulsao de Coulomb ou calcular o campo elétrico gerado por uma

placa carregada de dimensoes infinitas.

James Clerk Maxwell (1831-1879), Fisico e Matemético, britanico, considerado
o iniciador da fisica matematica é responsavel pela interpretacao moderna de vérios
fenomenos. Dedicou-se mais ao eletromagnetismo e ao estudo das ondas eletro-
magnéticas publicando o livro "A Treatise on Electricity and Magnetism", no qual
apresenta a formulagao matemética das leis do eletromagnetismo conhecidas como

Equacoes de Maxwell.

Assim se nota que a fisica e a matematica sao ciéncias que evoluiram juntas, uma
apoiando a outra. Quando na fisica surgiam novos problemas sem solugao pratica, a
matemaética precisava evoluir para atender a "demanda'e a matematica, evoluindo
com suas abstracoes também deixou modelos em aberto que posteriormente foram

usados pelos fisicos. Por este motivo pode-se notar que varios dos maiores matemé-

ticos antigos eram também fisicos.

Modelos fisicos, em algumas oportunidades sao muito complexos e exigem que
eles sejam fundamentados em termos altamente abstratos, e com isso a matematica
se mistura cada vez mais com a fisica. Encerramos com as citagoes:

Segundo Galileu Galilei, “a natureza estd escrita em caracteres mateméticos” .

Para Francis Bacon “a medida que a Fisica avanca cada vez mais e desenvolve

novos axiomas, ela exige uma ajuda pronta da Matematica”.
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O Fisico John Polkinghorne, de Cambridge, escreveu em 1986: “A Matemética

¢ a chave abstrata que abre as portas do Universo fisico”.

Neste trabalho, serd feito um estudo preliminar de alguns conceitos de Calculo
Diferencial e Integral e de Geometria. Depois estes conceitos serao utilizados no
intuito de construir modelos matemaéticos capazes de definir conceitos fisicos de Mo-
vimento, Trabalho e Energia para que no final seja possivel, através deles, abordar

as Leis de Kepler do movimento planetario.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo sera apresentado um breve resumo de alguns conceitos do Célculo

Diferencial e Integral que serao utilizados no decorrer do trabalho.

Sempre serao utilizadas fungoes definidas num intervalo ou numa uniao finita
de intervalos nao degenerados (ou seja, intervalos que nao se reduzem a um tnico

ponto).

1.1 Limites

1.1.1 Ideia Intuitiva de Limite

Seja f uma fungao, se os valores de f(x) puderem ser tao proximos quanto
quisermos de L, fazendo z suficientemente proximo de b, entao escrevemos:

lim f(x)=1L

r—b

Ou seja, o limite de f(z) quando = tende a b é igual a L. De outra forma, isso
significa que os valores de f(x) ficam cada vez mais proximos do nimero L & medida
que x tende ao nimero b, mas x # b.

Visto que é preciso que x # b, entdo a f(x) nao precisa ser definida no ponto

x =b.
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Y Y Y

(a) (b)

Figura 1.1

Nas trés funcoes acima o limite quando x tende a a é igual a L, e podemos notar

que no segundo grafico f(a) # L e no terceiro nao existe f(a).

1.1.2 Definicao Formal de Limite

Definicao 1.1 Seja f : I — R uma funcao definida num intervalo I CR e a € R,
tal que (a —~y,a+~y)N1 # @ para todo v > 0. Dizemos que o limite de f(x) quando

x tende a a € igual a L € R quando para todo € > 0 ezistir 6 > 0 tal quer
O<|z—a|<dxzel=|f(x)—L|e
Exemplo 1.1 Prove que lim 4o —5=171.
z—3

Solugao: Dado € > 0, tome § = i Assim se 0 < |z — 3] < § entao |(4dx —5) = 7| =

|4(x — 3)| < €, 0 que prova que linil)’ 4oy —5=1.
z—

1.1.3 Propriedades Operatoérias dos Limites

Teorema 1.1 Seja lim f(x) = L, lim g(x) = K e c € R, temos que:
r—a

T—ra

1. lim .(c.f(x) £ g(z)) = c.L £ K.

r—a

2. im[f(x).g(x)] = L.K

Tr—a

| f@)] L
3. lim [—1 =% com K # 0.

Tr—a
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Demonstragao: Demonstraremos apenas a primeira propriedade, as demais po-
dem ser encontradas em [12]. Por hipotese lim f(x) = L, limg(z) = K e ¢ € R,
r—a r—a
inicialmente provemos que lime.f(z) = c¢.L. Se ¢ = 0, c.f(z) = 0 para todo
r—a

x € Dy, logo lime.f(z) = 0 = c.lim f(z) = c.L. Se ¢ # 0, dado € > 0 existe
Tr—a T—a
€

lal

le.f(z)—c.L| < e = c.|f(x)—L| < e. Agora mostra-se que: iliri[f(:v)—l—g(x)] =L+K
|f(z) +g(z) — (L+ K)| < |f(x) — L| + |g(z) — K|. Dado € > 0 existe § > 0 tal
que: 0 < |z —al] <0 = |f(r)-Ll<5elglz) - K|<5=>0<|v—al <0=
[f(x) = LI+ |g(x) — K| <.

Com isso:

d > 0tal que: 0 < |z —a|l < = |f(x)—L| < 0 < |z—a <6 =

lim(c.f(x) £ g(x)) =c.L £ K.

T—ra

1.2 Continuidade

1.2.1 Ideia Intuitiva de Continuidade

Intuitivamente, dizemos que uma funcao é continua quando seu grafico nao apre-
senta interrupcoes, isto é, para que uma funcao f seja continua em um ponto z = b
¢ necessario que a funcao esteja definida em b e que os valores de f(z), para z

proximos de b, estejam proximos de f(b).

1.2.2 Definicao Formal de Continuidade

Uma funcao f é dita continua num ponto b se:

lim f () = f(b).

z—b

Observacao 1.1 Se uma func¢ao nao € continua em um ponto b, dizemos que ela €

descontinua neste ponto.

1.2.3 Continuidade em um Intervalo

Uma funcao f é continua em um intervalo aberto (a,b) se for continua em to-

dos os valores de x contidos neste intervalo. f é dita continua no intervalo fechado

3
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[a,b] se for continua no intervalo aberto (a,b) e além disso lim f(z) = f(a) e

lim f(x) = (D)

r—a+

1.2.4 Propriedades da Continuidade

1.

Toda funcao polinomial é continua em todos os reais.

Toda fungao racional (quociente de polinomiais) é continua em seu dominio.

. As fungoes f(z) = sen(z) e f(x) = cos(z) sdo continuas para todo nimero

real z.

. A fungao exponencial f(z) = e” é continua para todo ntimero real x.

Se f e g sao fungoes continuas em um ponto b, entao:

(a) f+ g é continua em b;
(b) f — g é continua em b;
(c) f.g é continua em b;

(d) 5 é continua em b, desde que g(b) # 0;

Sejam f e g fungoes tais que lim f(z) = b e g é continua em a, entao:

lim g[(2)] = gltim /()

Se f & continua em a e g é continua em f(a), entdo a fun¢ao composta gof é

continua em a.

Seja y = f(z) definida e continua em um intervalo real I. Seja J = Im(f). Se
f admite uma funcao inversa f~!: J — I entdo f~! é continua em todos os

pontos de J.

Observagao 1.2 Devido a esta propriedade, a fungao f(x) = In(x) € continua em

todo o seu dominio uma vez que € a inversa da funcao exponencial, que € continua.
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1.3 Derivada

1.3.1 Definicao de Derivada

A derivada de uma fungao f em um ponto a, denotada por f’(a), é definida por

) pim L0 = S @)

h—0 h ’

se o limite existir.
Escrevendo z = a + h, teremos uma segunda forma de escrever a definicao de

derivada.
f’(a) — lim f(il)) - f(a)

rT—ra Tr — a

Exemplo 1.2 Encontre a derivada da funcdo f(x) = 4x® —2x + 3 em a.

Solucao:

oy flath) — fla)

fia) = lim h
2 _ —_ 42 —
f(a) = lim [4.(a+h)* —2(a+h)+ 3] —4a® +2a — 3
h—0 h

, AR? + 8ah — —2h
fia) = lim h

. h(4h+8a—2)
fia) = lim h

f'(a) = }lgrll)(élh + 8a — 2)
f'(a) =8a —2
n

Teorema 1.2 Se f € uma funcao derivdvel em um ponto a entao f € continua em

a.

Demonstracao: Como f é derivavel em a, temos lim —f(x) — fla) = f'(a). Sendo
T—a T —a
r #a, f(z)— fla) = %f:(a)(z — a), com isso:

lm[f(z) — f(a)] = lim M(m - a)] = lim {M} lim(z — a).

r—a r—a Tr—a r—a Tr — a r—a
Portanto,
. . . ! .
lim f(a) = lim f(a) = /()0 =0
Assim,

lim f(x) = f(a)

r—a



Preliminares CApriTULO 1

1.3.2 Interpretacao Geométrica da Derivada

A reta tangente a y = f(x) em (a, f(a)) é a reta que passa em (a, f(a)) e que

tem inclinagao igual a a derivada de f em a, que é f'(a).

fla+h) —f(a) £(a) = lim f(x) = f(a)
h

] s
f (ﬂ) _}tl_% x—a x —a

Figura 1.2

Se f'(a) > 0 em I entdao f(a) é crescente. Caso f'(a) < 0 em I entao f(a) é

decrescente.

1.3.3 Derivada da Funcao Constante

O grafico da fungao constante f(z) = ¢ é uma reta horizontal y = ¢, cuja

inclinacao é 0. De fato,

Py =t LEED @) e

h—0 h h—0 h
1.3.4 Derivada da Funcao Poténcia
Proposigao 1.1 Seja a funcdo f(x) = a™, tem-se que f'(a) = n.a™ L.

Demonstracdo: Tem-se que: f'(z) = ’1111% f(x) = fa) _ h- ) r—a
— r—a -0 T —a

Note que: 2" —a" = (z —a)(z" '+ 2" 2a+ ... + z.a" 2+ a" 1)

Com isso:

f'(a) = }lLiLr(lJ(a:”’l +a2" %a+ ... +xa" P+ a")

=d"'+a" %2a+ ... +aad" +a"!
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1.3.5 Propriedades Operatoérias da Derivada

Teorema 1.3 Sejam f, g duas funcoes e c € R, tem-se que:
1 [e.f(z) £ g(a)] = c.f'(x) £ ¢'(2).

2. [f(2).g(@)] = f'(x).g9(x) + f(z).g'(x).
Ou seja, a derivada do produto de duas fungoes € igual ao produto da derivada

da primeira funcao com a sequnda funcao, somado ao produto da primeira

funcao com a deriwada da sequnda funcgao.
{ﬂﬂy:f@ﬁ%@—ﬂ@d@)
9(x) lg(z)]? ‘

Ou seja, a derivada do quociente de duas fungoes € igual ao produto da derivada

da primeira funcao com a sequnda funcao, menos o produto da primeira fun¢ao
com a deriwada da sequnda, isso tudo dividido pela sequnda funcao elevada a

dois.

Demonstragao: Demonstraremos apenas (2) e (3), uma vez que a prova de (1) é

mais simples e sera deixada para o leitor.

h(x + Az) — h(x)

h/(x) - Ahrgo Az
~ lim flz+ Az).g(x + Az) — f(z).g9(x)
A0 Az

Subtraindo e somando f(z + Az).g(x) ao numerador resulta em:

B(z) = lim flz+ Az).g(x+ Ax) — f(z + Azx).g(x) + f(z + Azx).g(x) — f(z).g9(x)
Az—0 Ax
= lim {f(x+Am).g<x+Ax)_g($) . f(x—l—Ax)—f(x)}

Az +9(@). Az
$+A@—g@q

Az—0 Az Az—0

~ lim {f(wa).g( f(“m“)—f(”f)}

+ lim [g(;p).

. i 96+ AD) — g(a)
B v

li 1
+ lim g(z). lim Av

Lembrando que toda funcao derivavel num ponto também é derivavel nesse

ponto, concluimos que

W(z) = fx).g'(z) + f'(x).9(z)
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3. Sendo h(x) = g(—g, tem-se que:

h(z + Ax) — h(x)

h'(z) = lim

= lim
Az—0 A:C
— lim flx + Ax).g(x) — f(x).g(x + Az)

Subtraindo e somando f(x).g(x) no numerador resulta em:

Wiy =t L AD) = [(2).90) — J(@) 9o+ A2) + f(2)9(2)
Az—0 Azx.g(z).g9(x + Azx)
[g( ). f(w+AA90) f(x] [f(x) 9(1’+AA90) (1‘)}
= A, o(2)-9( + Az
flz+Az) — f(x) . . g(z +Ax) — g(z)
Aim g(@). limg Az — Jim f@). limg A

limaz—0 g(x). lima, 0 g(x + Ax)
9(z).f'(z) — f(z).9'(x)
g9(z).9(z)

Chegando assim ao resultado de que:

(o) — 90 @) = 1) ()

lg(x)]?
n
1.3.6 Derivada de Funcoes Trigonométricas
Teorema 1.4 Se f(x) = senz e g(x) = cosx entao:
1. f'(x) = cosx
2. ¢'(z) = —senx
0 0—1
Demonstracao: Usando o fato de que lim 257 — e lim 227~ ~ 0 (A
0—0 0 =0 0

demonstracao pode ser encontrada em Stewart [9], pagina 210. ) Temos que:
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1.
. flz+h) - f(x)
/ —_
flz) = ho h
iy SO0 (x +h) —senzx
h—0 h
senx cos h + coszsen h — senx
= lim
h—0 h
1 cosh —1 n sen h
= hli% sen T . CcOS T .
. . cosh—1 . . senh
= limsenz. lim ——— 4+ lim cos z. lim
h—0 h—0 h h—0 h—0
0 1
f'(z) = cosx
2.
B) —
() = im gz +h) —g(x)
h—0

. cos(z+ h) —cosz
= lim
h—0 h
cosz cos h — sen xzsen h — cos x

= lim

h—0 h
. [cosz(cosh —1) senzsenh
= lim —
h—0 h h
) . cosh—1 . . senh
= lim cos z. lim ——— — lim sen z. lim
h—0 h—0 h h—0 h—0
—_——
0 1
f'(x) = —senx

1.3.7 Regra da Cadeia

Teorema 1.5 Sejam y = h(u) e u = g(x) duas fungoes derivdveis, com I'm g C Dy,
e consideremos a fungao composta y = f(x) = ho g = hlg(z)]. Entao f é derivdvel

e f'(x) = h'(g(x)).¢ (x), Yo € D,.
d dh du
Na notacgao de Leibniz teriamos: —f = —.—.
dr  du dx
Demonstracao:  Vamos demonstrar o teorema apenas no caso em que existe

um intervalo (z — §,z + §) em torno de x tal que, g(z) # ¢g(y) para todo y €
(x — 6,z 4+ 6){z}. Seja u= g(z), e defina Au = g(z + Az) — g(z).

9
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Assim, Au # 0, desde que Az esteja bem proximo de zero, mas diferente de zero.
Além disso Au — 0, quanto Az — 0.

Dessa forma, g(x + Azx) = g(x) + Au = u + Au e podemos escrever:

h(g(x)) = h(u) e h(g(z + Azx)) = h(u + Au)

Com isso, lim — = lim fllu + Au) - h(u)
Az—0 Ax  Az—0 Ax
Como Au # 0, para Az # 0, podemos escrever,

h(u+ Au) — h(u)

Algilo Az Arso Az
.. h(u+Au) —h(u) Au
AT Au A
. h(u+ Au) — h(u) g(x + Az) — g(x)
= lim .
Az—0 Au Ax
= h'(u).¢'(x).

O que conclui a prova do Teorema neste caso. O leitor interessado na prova do

caso geral pode consultar [9)].

Exemplo 1.3 Determine a derivada de F(x) = sen(x® + 22?)

Solugao: Considerando que: f(z) = senx e g(x) = 23 + 222, aplicando a regra da

cadeia, tem-se:

F'(z) = cos(z® + 22%). (2% + 222

= cos(x® + 22%).(32” + 4x)

1.3.8 Reta Tangente

Definicao 1.2 Seja y = f(z) wma fungao derivdivel em um ponto a € Dy, a reta
tangente ao grdfico de y = f(x) no ponto (a, f(a)) é a reta que passa em (a, f(a))
cuja inclinagao € igual a f'(a).

Assim, usando a equacao da reta, tem-se que a equacao da reta tangente a curva

y = f(x) no ponto (a, f(a)) € dada por
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Exemplo 1.4 Encontre a equacdo da reta tangente a pardbola y = x> — 8x + 9 no

ponto (3, —6).

Solugao: Note que f/'(z) = 2x — 8. Assim, f'(3) =2.3 -8 = -2,
Sendo assim, a equacao da reta tangente sera dada por y — (—6) = —2(z — 3),

isto é y = —2x.

1.3.9 Maximos e Minimos de uma Funcao

Uma das aplicacoes mais importantes do calculo diferencial sao em problemas
de otimizacao. Esses problemas podem ser resolvidos encontrando os valores de
méximo e minimo e onde ocorrem de uma funcao.

Uma fun¢do f tem um méaximo absoluto em ¢ se f(c) > f(x) para todo x em
Dy, onde Dy é o dominio de f. O nimero f(c) é chamado de valor maximo de f em
Dy. Analogamente, f tem um minimo absoluto em ¢ se f(c¢) < f(z) para todo z em
Dy, e o numero f(c) é chamado de valor minimo de f em D;. Os valores maximos
e minimos de f sao chamados de valores extremos de f.

Uma fun¢do f tem um méximo local em ¢ se f(c) > f(x) quando x estiver
proximo de ¢. Analogamente, f tem um minimo local em ¢ se f(¢) < f(x) quando

x estiver préoximo de c.

Teorema 1.6 (Teorema de Fermat) Se f possuir um mdzximo ou minimo local

em c, e f'(c) existir, entao f'(c) = 0.

Entao, pelo Teorema de Fermat, encontra-se os candidatos a ponto de maximo ou
de minimo da funcao, caso ele exista, derivando a funcao e igualando-a a zero. Para
descobrirmos se o ponto encontrado é de maximo ou minimo, temos que analisar as
derivadas nas proximidades do ponto encontrado.

Pode-se ver a analise nas figuras abaixo, sabendo que f’(¢) =0

11
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¥

flix) = (\ /f )= 0
o I i
[

0 c x

(c,f ())& um ponto de minimo local

Figura 1.3

0

(c.f(c)) ndo é ponto de maximo nem de minimo local

Figura 1.4

flix) = u/ \fn )< 0

1
|
|
|
|
-

0 x

(c.f(c)) € um ponto de maximo local.

Figura 1.5

1.4 Antiderivada

1.4.1 Definicao de Antiderivada

Uma funcao F' é chamada antiderivada de f sobre um intervalo I se:
F'(z) = f(z), Vx e L.

12
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Exemplo 1.5 F(X) = 12® ¢ uma primitiva de f(z) = 2°.

Nota-se também que se adicionarmos uma constante a F(x), esta nova func¢ao
continuard sendo uma antiderivada de f(z). Com isso temos que f(x) tem uma
infinidade de antiderivadas todas no formato F'(z) + C onde C' é uma constante
arbitraria. Pode-se dizer que f(z) possui uma familia de antiderivadas. Na figura

abaixo pode-se visualizar alguns membros desta familia.

|

-3 - 0 1 2 3
X
i
Rathl
-3
4]

Figura 1.6

e

Com isso a solugao serd F'(z) = x*> + C, onde C é uma constante arbitraria.

Observacao 1.3 Denotemos a partir de agora o simbolo / para denotar a operacao

de antidiferenciacao.

1.4.2 Propriedades da Antiderivada

1. /da::x—l—C’.

2. /a.f(x)dx = a./f(m)dm, ondea é uma constante.

w

1@+ g@ds = [ saydn+ [ gy

a:n—i—l
4. /x"dx:n+1+C'sen7é—1.

13



Preliminares CApriTULO 1

1.4.3 Integral Definida

Se f é uma funcao de z, entao a sua integral definida esta restrita a valores em
um intervalo especifico, digamos a < x < b. O resultado é um nimero que depende

apenas de a e de b, e nao de .

Defini¢ao 1.3 Seja [ uma fungao continua no intervalo [a,b]. Suponha que este
b—a

intervalo seja dividido em n partes iguais cada um com largura Ax = e seja
x; um nimero pertencente ao j-ésimo intervalo, para j =1,2,3,4,..,n. Neste caso,

a integral definida de f em [a,b] € denotada por:
b b n

/a f(z)dz € dada por/a fz)dx = xh_}rg() [Zl f(x;)
J:

Pode-se mostrar que se a fungao y = f(z) é continua no intervalo [a, ], entdo

Azx, se este existir.

ela ¢ integravel em [a, b].

1.4.4 Soma de Riemann

Suponha que y = f(z) seja continua e positiva em um intervalo [a, b]. Dividimos

este intervalo em n sub-intervalos de comprimentos iguais, ou seja, de comprimento

Ap — b—a
n

qualquer no sub-intervalo [ax_1,ax], K = 1,2,3,...,n. Construimos em cada um

de modo que a = ap < a1 < az < ... < a, = b. Seja z; um ponto

desses sub-intervalos retangulos com base Az e altura f(z;) , conforme a figura

abaixo:

fxh r ] ry

Figura 1.7

A soma das areas dos n retangulos construidos é dada pelo somatorio das areas

de cada um deles, isto é:

Ax

Aretangulos = [Z f(l‘])]
j=1

14
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Nota-se que a medida que o nimero de subintervalos cresce, os intervalos ficam
cada vez mais finos, visto que o valor de Ax diminui e consequentemente o somatorio
anterior converge para a area da regiao limitado pelo grafico da fungao positiva, pelo

eixo x e pelas retas © = a e x = b. Portanto a area da regiao é dada por:
n
li ;
lim [2; f(z)]
]:

Observacao 1.4 Na definicao de integral definida consideramos uma fungao conti-

Az = /abf(x)dx

nua qualquer, que pode assumir valores negativos. No caso da interpretacao geomé-
trica da integral dessas funcoes, teriamos que colocar que a drea € igual ao oposto
do resultado da integral. Portanto, se f(x) < 0 para x € [a,b], entao a drea limitada

pela fungao, o eizo x e as retas x = a e x = b € dada por:

A= —/abf(x)dx

Observacao 1.5 O cdlculo de uma integral definida através de sua defini¢ao pode
ser muito trabalhosa para algumas fungoes. Portanto nao se utiliza para calcular
integrais definidas, e sim um teorema que € considerado um dos mais importantes

do Cdlculo, o qual enunciamos a sequir.

1.4.5 Teorema Fundamental do Calculo

Teorema 1.7 Se f for integrdvel em [a,b] e se F' for uma primitiva de f em [a,b],

entao

/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Demonstragao: Supondo que f seja integravel em [a, b] e que admita uma primi-
tiva F'(z) em [a,b], isto é, F'(z) = f(x) em [a,b]. Seja P:a=x) < a1 < X9 < -+ <
x, = b de [a,b], uma parti¢ao qualquer de [a, b], podemos escolher, pelo Teorema do
Valor Médio, ¢; em [x;_q, ;] tal que

n

F(b) = F(a) =Y F'(G)Az; = F(b) — F(a) = > _ f(&)Ax;

i=1 =1

Se, para cada particao P de [a, b] escolhermos convenientemente os ¢;, teremos

lim Z f(e)Ax; = F(b) — F(a)

maz{Az;}—0

15
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portanto,

Teorema 1.8 Seja [ uma fungdo continua em um intervalo fechado [a,b], se de-

finirmos a funcao G por
:/ f(t)dt,Vz € [a, b
entao G é uma antiderivada de f em |a,b.

Demonstracdo: Sendo a > ¢ > b e [ integravel em [a,b] temos / f(z)dx =

/f dxe/f dx—/f dx—l—/f

Sejam = e = + h pertencentes a [a, b], entao:

G(Hh)—a(x):/j+hf(t)dt—/;f<t>dt:/:+hf(t)dt+/;f(t)dt
logo,
T aeenow= [roas [ rou= [ 1o

Consequentemente, se h # 0,

G(LE‘I—h / £(8)

Sem perda de generalidade, se h > 0, entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe

um nimero z no intervalo aberto (z,x + h) tal que

x+h
/ F(t)dt = f(2).h

G(z+h) — G(x)
h

Como = < z < x + h, tem-se da continuidade de f que

e portanto,

= f(2)

lim f(z) = lim f(z) = f(x)

h—0t z—axt

e dai,

= lim f(z) = f(z)

h—0+ h h—0+

16
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G h) -G
De modo analogo para h < 0 temos hhrgl (z+ f)L (z) = f(z). Os dois limites
o

unilaterais acima, implicam que

/() = Tim G(z + h) — G(z) ~ f(a)

h—0 h

com isso, temos que

ou seja, G é uma antiderivada de f.
[ |

Além disso, tomando F' uma antiderivada de f e sendo GG a antiderivada especifica
de G(z / f(t)dt, como F e G sao antiderivadas de f, temos que elas diferem

apenas por uma constante, ou seja,
G(x) = F(z)
para todo x em [a,b]. Logo, como G(x / f(t)dt temos que, / f(t)

F(x) + C, para todo = em [a,b]. Fazendo x = a, e lembrando que / (t)dt = 0,

obtemos que
ou seja,

como/f () +C e C = —F(a),

| 0t =F@) - Fla)

Como essa identidade é valida para todo = em [a, b], podemos substituir = por b

e a variavel ¢t por uma outra z, obtemos que:

/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Assim temos o seguinte Teorema Fundamental do Calculo que pode ser enunciado

da seguinte maneira:

Teorema 1.9 Se [ : [a,b] = R é uma funcgao continua e F é uma primitiva de f

em |a, b, entdo:

17
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. / i)t = 1)

b
2. / F'(z)dz = F(b) — F(a)

1.5 Produto Escalar

s —
Definicao 1.4 O produto escalar @b de d = (a1,a9,a3) e b = (by, by, b3) €
definido por:

—
7. b = CL1.b1 -+ a2.b2 + CL3.b3

Definico 1.5 A norma de @ ¢ dada por || @ || = /a2 + a2 + a2

1.5.1 Propriedades do Produto Escalar

1. 7.7 = |2

3. @ (b +@)=a. b +3.7
4 (k?)? = k(??) = 7(1{;?) com k sendo um escalar.
5.0.@ =0

Teorema 1.10 Se 0 € o angulo entre dois vetores nao nulos a e b entao:

— —
7.0 = ||| 7 |.cos6

Demonstracao:
AZ
A(ay, a, @) B(b,, b., by)
0
N0

b
s
.\‘

¥ x
Figura 1.8

18
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Supondo b # k. @ e aplicando a lei dos cossenos no triangulo AOB da figura

tem-se:

— e
JABI? = @2 + 1D 2~ 2| @D |l.cosh

Ou seja:
(by — a1)? + (b — as)? + (bs — as)? = (a2 + a2 +a2) + (02 + B2 +62) — 2| @ || B ||.cosh
Simplificando tem-se:
—a1.by — 2a9.bs — 2ag.by = —2.| @ || T [|.cos0

Dividindo tudo por —2 conclui-se que:

— —
a0 = ||| b .cosb

. N ) —
Teorema 1.11 Dois vetores @ e b sao ortogonais se e somente se @ .b =0

1.6 Produto Vetorial

Ao contrario do produto escalar, o produto vetorial tem como resultado um
vetor. O produto vetorial entre dois vetores tem como resultado um vetor ortogonal
aos dois vetores, ou seja d x ? é ortogonal a dea ? O interesse no estudo de
produtos vetoriais é para aplicacao em sistemas onde efeitos rotacionais se fazem

presentes.

%
Definicao 1.6 O produto vetorial T x b dea= (a1, a9,a3) e b = (by, by, b3) €

obtido resolvendo o determinante indicado:

i ok

_>
7 x b = a; as as
by by b3

%
Teorema 1.12 Se 6 € o dngulo entre os vetores d e b entio

X

— —
1@ x bl = [T ¥]|send (1.1)

19
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Demonstragao: Pela secao 1.5.1, tem-se que: 2, além disso:

— —
@ x b|P=(d x b).(d x
Aplicando a definigao 1.6, para (@

2 2 2

— ay a a; a ay a
HE> < DI = 2 03 + 1 Qs n 1 Q2
by bs by b3 by by

= (agbg — a3b2)2 + (a1b3 — a3b1)2 + (albg — a2b1)2
= agbg — 2a2a3b263 + agbg + a%bg — 2@1@3[)1()3 + a%b? + a%b% — 2&1(12()1[)2
+ a3b]

= (af + a5+ a3) (b7 + b3 + b3) — (a1by + agby + azbs)?

Sendo assim

— — —
1@ x B|P=aIPb|*— (. b)
—n21 7 e
=@ 0] =[] 6| cos6
_>
=[] 0']1*(1 - cos®0)
_>
= |[@[]?]| 0| |*sen 20

Extraindo a raiz dos dois membros, temos que

o = e
Fa x bl =I[d|]| b]send

. . . -
Corolario 1.1.1 Dois vetores sao paralelos se, e somente se, dx b =0

1.6.1 Interpretacao Geométrica da Norma do Produto Veto-
rial

%
Representando de b por vetores @ e ﬁ, tem-se que: P(Q) e PR sao lados
%
adjacentes de um paralelogramo. Nota-se que || b ||.senf é uma altura do paralelo-

gramo, sendo assim, a area do paralelogramo seria dada por:

_>
A=|d|.||b]|.send

20
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%
Mas pela equacio (1.1) este é 0 mesmo resultado encontrado para ||@ x b ||, ou

seja:
-
AParalelogramo = HE> X b H
i T "
b
] sen 6
0
Pe
Figura 1.9

1.6.2 Propriedades do Produto Vetorial

. - .
Sejam E), b e @ dois vetores e m uma constante, temos que:

1 7><E):—(E>><?)
2. (m@)x b =m(@ x b)=ax (md)
3. @x (B +7)=(a xb0)+(T x72)

6. @ x (b x2)=(a.2) b —(2.0).¢

Demonstracao: A demostracao pode ser realizada aplicando a Defini¢ao 1.6.

Demonstraremos apenas o item 1 como guia para os demais.

%
1. Seja ad = (a1,a9,a3) e b = (by, by, b3), tem-se que:
— by b by b by b
AV B PR R i+ Lo
Gz das a1 as a1 Qg

Como a troca de duas linhas de um determinante muda seu sinal, tem-se

— by b by b by b
Vx@=—| ikl Ui |k
Gz as a; as a1 Qo
——(dxb)
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1.7 Curvas no Plano e no Espaco

Definicao 1.7 Uma curva plana parametrizada € um conjunto C' de pares ordena-

dos (f(t),g(t)), em que f e g sao fungoes continuas em um intervalo 1.

Pode-se dizer que a curva C' é determinada por todos os pontos P = (f(t), g(t))
de um plano xy com t variando em I, ou seja, P(t) descreve uma curva plana quando

t varia.

Definicao 1.8 Seja C' uma curva que consiste em todos os pares ordenados (f(t), g(t)),
onde [ e g sao fungoes continuas em I. As equagoes: x = f(t), y = g(t)

para t em I sao as equacoes paramétricas de C' com pardmetro t.

1.7.1 Funcoes Vetoriais e Curvas no Espaco

Definicao 1.9 Seja D um conjunto de nimeros reais. Uma fungao vetorial 7

com dominio D € uma correspondéncia que associa a cada numero t do dominio

—

exatamente um vetor 1 (t) no espago.

r(t)

/. |

Figura 1.10

S O

Tendo em vista que as trés componentes de 7(75) sao determinadas univocamente

para cada t do dominio também ¢é possivel descrever

T = fO)T +9t)T +h()F

i,j, k base canonica do R3. Sendo assim é possivel definir ?(t) como uma

,onde f, g e h sao funcoes com dominio em

D

b

funcao 7 com valores vetoriais.
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1.7.2 Limites, Derivadas e Integrais de Funcoes Vetoriais

- — = =
Tendo em vista que 7(15) pode ser expresso em termos de i, j e k e suas

componentes sao fungoes escalares f, g e h define-se de forma natural:

%
Definicdo 1.10 Seja 7 (t) = f(t)? + g(t)7> + h(t) k. O limite de 7 quando t
tende para a € dado por:
(0= [ 50] 4 [fmow] 7+ [imoo]

desde que f, g e h tenham limites quando t tende a a.

Definicao 1.11 Uma func¢ao com valores vetoriais T € continua em a se

lim 7 (t) = 7 (a)

t—a

Definicao 1.12 Seja 7 uma func¢ao com wvalores vetoriais. A derivada de T éa

funcgao com wvalores vetoriais 7 definida por

para todo t tal que o limite exista.

Teorema 1.13 Se 77 (t) = f(if)?> + g(if)?> + h(t)E> e f, g e h sao diferencidveis,
entao
) =07 +g0T +HOF
Demonstragao:
%
e P+ AY (1)
[ L v
— -
[f(t + At)7 +g(t+ At)7 + h(t + At) k:] - [f(t)7 + g(t)7 + h(t) k]
= lim
At—0 At
o [ fEHAY) = ()= g+ AL) —g(t) = h(t+ At) — h(t) 2
= A { At ' At ) At g

e assim fica provado que:

) =T +gd0T +NOF

Teorema 1.14 Se @ e ¥ sio fungoes vetoriais e ¢ um escalar, entao:
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L[ +70)] =2'(t)+ 7' (1)

2. [ed (b)) = cd'(t)

3. (W (). T ()] =W ). V() + W (t). T ()

4 () x T ()] =T (1) x V() +T'(t) x T (1)

Demonstragao: Demonstraremos apenas o terceiro item, a demonstragao dos

demais itens fica a cargo do leitor.

3. Tendo que T(t) = fi(t) T + o) T + fs()F

D) =q(t) 7 +0)7 + ()%

e sabendo que fi e g sao funcoes diferenciaveis de t tem-se:

(). V() = filt)g(t) + f2(t)ga(t) + fa(t) ka: gr(1)

dai,

Teorema 1.15 Se 7 (t) ¢ diferencidvel e |7 (t)|| é constante, entio 7'(t) é orto-

gonal a 7 () para todo t no dominio de 7.
Demonstragido: Sabendo que 7 (t).7(t) = || 7 (t)||* =
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tem-se que:

O que leva a

). T(t)+ 7 (). 7T () =0
2[7'(t). 7 ()] =0

Tendo das defini¢oes de produto escalar que quando o produto escalar entre dois
vetores ¢ igual a 0 entdo os dois sdo ortogonais pode-se concluir que 7 (t) e 7/(t)

sao ortogonais.

%
Definicdo 1.13 Seja 7 (t) = f(t)? -+ g((t)7 + h(t)k, com f, g e h integrdveis
em [a,b]. A integral de 7 dea ab é

/ab P (t)dt = Ub f(t)dt] T+ [/abg(t)dt} T+ Vb h(t)dt} %

1.8 Coordenadas Polares

Em um sistema de coordenadas cartesianas, cada ponto ¢ determinado por um
par ordenado (a,b) onde a é a distancia do ponto ao eixo z e b é a distancia do ponto
ao eixo y. O sistema de coordenadas cartesianas ¢ bastante utilizado e através dele
é possivel resolver boa parte dos problemas encontrados devida a sua simplicidade.
Contudo, em determinadas circunstancias, existe também um outro método de re-
presentacao de pontos, que sao as coordenadas polares.

Para introduzirmos este sistema, precisamos de um ponto fixo O (a origem, ou
polo) e uma semirreta orientada, conhecida como o eixo polar, com extremidade em
O. Agora considera-se um ponto arbitrério do plano. Denotaremos por 6 a medida
do angulo formado pelo eixo polar e pela reta que passa pela origem e o ponto
desejado e denota-se por r a distancia da origem ao ponto arbitrario. Com isso,
r e 6 sao as coordenadas polares do ponto desejado. Sendo assim, as coordenadas
polares do ponto seriam (r,§). Usa-se o sinal positivo caso gerado por uma rotagao
no sentido anti-horario e, sinal negativo, caso gerado por uma rotacao no sentido

horario.
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x.0

g

P;(\.lﬂ

Eixo polar

Figura 1.11

1.8.1 Relacao entre Coordenadas Polares e Coordenadas Car-

tesianas

Supondo que o eixo-x positivo coincida com o eixo polar, as coordenadas carte-

sianas e polares se relacionariam da seguinte maneira:

x =r.cos0, y=r.send, r* = 22 +y% e tgh = 4 sex # 0

r=0

PrB)
Py y)

i) r<0
¥ P (-x,-y)
I7]
G
) ’;
//
i
Vd
L ]
Pro)
Pfi, y)
Figura 1.12

. z .
Pois, tendo r > 0, nota-se que cosf = — e senf) = y, ou seja:
r r

x = r.cost

y = r.sent

Tendo 7 < 0, entao |r| = —r e dai tem-se que:
—r —xr

cost) = — = — = —
rl —r r

T
lrl  —r 7

Observacao 1.6 O resultado apresentado conecta as coordenadas retangulares com

as coordenadas polares.

26



Preliminares CApriTULO 1

1.8.2 Areas em Coordenadas Polares

E possivel calcular areas de regides delimitadas por graficos de equacgoes polares.

Utiliza-se para isso, limites de somas de areas de setores circulares.

0=0,

Figura 1.13

Na figura, pode-se calcular a area da regiao no plano,(definido em coordenadas
polares), fazendo uma integragao em relagao a 6. Note que a regiao é delimitada
pelas retas € = a e = f com 0 < a < 8 < 27 e pelo grafico da equagao polar
r = f(0) com f(6) continua em [, 3.

Fazendo agora uma parti¢ao P de [a, ], dada por:
a=0<b,<b0,<..<6,=p

E A0 = 0 — 01 com k = 1,2,3,...,n. As retas 6 = 6, dividem a regiao
em varias sub-regioes, em forma de cunha. Considerando f(vx) é o valor maximo
e f(ux) é o valor minimo de f no intervalo [f;_1, 0] nota-se que a area do setor
circular particionado é maior do que a area de um setor circular com raio igual a

f(ux) e menor do que a area do setor circular com raio f(v), ou seja:

Figura 1.14
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S0, < Ay < L[ ()] A,

Agora, somando de k = 1 até k£ = n tem-se:

n

ST o[fw)PA0 < A<

k=1 k=1

N | —

Por fim, fazendo com que || P|| tenda a 0, os limites das somas resultam em

a= [ sirora

1.9 Equacao Polar das Conicas

Teorema 1.16 Sejam F um ponto fizo el uma reta fixa de um plano. O conjunto de

todos 0s pontos P do plano tais que a razao d(P’ ; (com d(P, Q) sendo a distdancia
do ponto P a reta l) € uma constante positiva € é uma se¢ao conica. A conica é uma

pardbola se e = 1, uma elipse se 0 < € < 1 e uma hipérbole se € > 1.

Demonstragao:

Figura 1.15

FP
Temos que: 50 = € = constante.

Além disso:
FP=r
GB=FB-FG
FB=d
FG = r.cost
PQ =d—r.cosd
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Assim:
FP =¢ePQ
r =de— er.cosf
De forma que

d.e
r= -
1+ e€.cost
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Capitulo 2

Movimento de uma Particula

Neste capitulo abordamos os conceitos de movimento uniformemente variado
aplicando os conhecimentos de calculo diferencial e integral para construir as formu-

las e elaborar um modelo matematico para o modelo fisico.

Posteriormente os conceitos apresentados neste capitulo serao utilizados para

demonstrar as Leis de Kepler a partir da lei de gravitagao proposta por Newton.

2.1 Cinematica da Particula

2.1.1 Posicao

Se um ponto material ou particula P se move ao longo de uma reta [, seu movi-
mento é retilineo. Se [ é uma reta ordenada com coordenada x, e se a coordenada

de P no instante t é z(t), entdo x é a fungao posi¢ao de P.

2.1.2 Deslocamento

E a variacao de posicao da particula em movimento, ou seja, a distancia percor-

rida com relacao a um ponto fixo.
Ax = x — x0,

onde z ¢ a posicao em t e xy a posi¢ao em f.
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2.1.3 Velocidade Média

Define-se velocidade média de uma particula,em um intervalo de tempo At como

sendo a razao entre o deslocamento Ax realizado e o intervalo de tempo At, isto é,

Ax
Umedia = E

A unidade de velocidade média no S.I. é o m/s, mas utiliza-se muito a unidade

Km/h.

E importante observar a dire¢cao do movimento. Tomando como base o eixo das
abscissas e x = 0 como referencial, se a particula se movimenta da esquerda para
direita, ou seja, se o valor de x aumenta com o decorrer do tempo, a velocidade

escalar média serd positiva, caso contrario, serd negativa.

Tendo em vista que a preocupacao se resume apenas com a analise em dois
instantes distintos, concluimos que a velocidade média da particula é o coeficiente

angular da reta que liga o ponto (z1, 1) e 0 ponto (22, t3) no grafico posi¢ao x tempo.

igf = coef. angular = Ve

Figura 2.1

2.1.4 Velocidade Instantanea

A principio, pode-se pensar que é impossivel calcular a velocidade de um ob-
jeto em um instante dado. Foi colocado que a velocidade média de um objeto é
medida pela razao entre o deslocamento e o tempo necesséirio para que exista este

deslocamento. Com os recursos do calculo diferencial e integral é possivel calcular
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a velocidade num dado instante.

Utilizando o que foi visto anteriormente, aliado aos conceitos d0 Célculo Dife-
rencial e Integral, a velocidade instantanea pode ser calculada aplicando o que foi

exposto na secao que trata sobre derivadas, temos:

() = 1 Ax dx
= lim — = —
VAR AE T A
de forma que v(t) é numericamente igual ao coeficiente angular da reta tangente a

curva x(t) no ponto estudado, como estéa indicado na figura abaixo.

Figura 2.2

Sendo assim, pode-se obter a velocidade em qualquer instante de um movimento
retilineo, se for conhecida uma equacao que exprima a posicao como funcao do
tempo, apenas calculando a derivada da posicao com relagao ao tempo, como con-

cluiremos no exemplo.

Exemplo 2.1 A posicao de uma pedra que cai do alto de um rochedo a partir do
repouso € dada por v = 5t%, onde x estd em metros e t estd em sequndos. O sentido

positivo do eizo x € para bairo. Determine a velocidade num instante qualquer.

Solucao:
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Figura 2.3

Note na figura acima que os coeficientes angulares das retas tangentes ao grafico
do movimento aumentam com o passar do tempo, e o movimento é tal que a velo-

cidade aumenta com o passar do tempo.

A partir da equacao = = 5t podemos calcular a velocidade instantanea conside-
rando que a derivada da posicao com relacao ao tempo resultard numa equacgao que
vai mostrar a velocidade da particula num instante de tempo qualquer de acordo
com

d
v(t) = d—f — 10t.

Com isso pode-se calcular a velocidade em qualquer instante apenas substituindo
o valor do instante de tempo no qual se quer calcular a velocidade da particula, na

fungao v(t).

2.1.5 Aceleracao

Quando a velocidade da particula muda com o passar do tempo, diz-se que
ela estd acelerada. Define-se aceleracao média como a razao entre a variacao da

velocidade Av e o intervalo do tempo At de acordo com

Av
Amedia = A_t .

A unidade de aceleragio no S.I. ¢ o m/s? mas utiliza-se muito a unidade km/h?.

2.1.6 Aceleracao Instantanea

Este topico serd abordado da mesma maneira que o de velocidade instantanea.
E dificil, apenas com conhecimentos basicos de matematica elementar, determinar
num dado instante, a aceleracao em um instante considerado. Serao utilizados os
conceitos do Calculo Diferencial e Integral para definirmos a aceleragao instantanea
como

a=li

Do _dv_d (dr)_
Ao At dt dt

T \dt) " der
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2.2 Modelamento do Movimento Retilineo Através

do Calculo

De acordo com a secao anterior a cinematica da particula pode ser definida a

partir dos seguintes conceitos.

Definigao 2.1 Seja x(t) a coordenada de um ponto P em uma reta coordenada l

no instante t.
1. A velocidade de P € v(t) = 2/(t).
2. 0 mddulo da velocidade de P ¢ |v(t)].
3. A aceleragao de P é a(t) = v'(t) = 2"(t).

Utilizando o que foi visto na subsegao 1.3.2, tem-se que: se v(t) é positiva em um
intervalo de tempo, 2/(t) > 0 e x(t) é crescente, isto ¢, o ponto P se move na dire¢ao
positiva em [. Se v(t) é negativa, o movimento processa-se na dire¢ao negativa. Se
a aceleragao a(t) = v'(t) é positiva, a velocidade é crescente. Se a(t) é negativa, a

velocidade é decrescente.

2.3 Movimento Retilineo Uniformemente Variado

Os vestibulares de todo o Brasil sempre trazem questoes referentes a este assunto,

tendo em vista que ele possui um contetdo que é facilmente aplicado ao cotidiano.

Um pouco de calculo diferencial e integral ajudaria a entender melhor o con-
tetdo e tornaria os estudantes capazes de resolver problemas com mais facilidade e

problemas mais complexos.

O movimento retilineo uniformemente variado se caracteriza por possuir acele-

racao constante, levando a velocidade a variar linearmente com o tempo, isto é,
v(t) = vo + at,

com vy = Velocidade inicial.
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Considere que a particula comeca a se mover no instante £, = 0, comecando o
movimento em z, (posi¢do inicial) e que no instante ¢ sua posi¢ao é x. O desloca-
mento Axr = x — xy da particula, no intervalo de tempo At =t — ty = t, pode ser
exXpresso como

Ar = Umedial-

Sabendo que a aceleracao é constante, a velocidade média pode ser calculada
através da média aritmética entre a velocidade inicial e final. Pode-se também
calcular o valor da velocidade média apenas somando a metade da variacao da

velocidade e assim tem-se:

B Az N 1 y
Umedia = At = Vo 20' .
Com isso:
1
Az = (vg + §at)t
at?
JTZZUO‘{"U[)t—{—? (21)

Que é a equagao que determina a posi¢ao como funcao do tempo.

Um outro resultado importante é a equacao de Torricelli. Esta equacao é obtida

v—uv
substituindo a equagao t = % na (2.1), obtemos
at?
T =xo+ vot + —
2
Tem-se:
at?
Ar = Uot + 7
2
v—v v—v
Ax = vo( 0) + a( 0)
a 2a?
~ 2up(v — o) 4 (v — vp)?

Agp —
. 2a

2aAx = 2u9v — 2v3 + v — 209V + Vg

v? =g + 2aAx (2.2)

Este seria o procedimento utilizado por professores de fisica do ensino médio ou

fundamental, pois nao envolve conceitos de Calculo Diferencial e Integral. Desta
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forma os estudantes entenderiam a construcao das formulas com o conhecimento

matemaéatico construido até entao.

2.4 Formulas do Movimento Uniformemente Vari-

ado Através do Calculo

Nesta secao vamos mostrar que os resultados da secao anterior podem ser de-
monstrados através da utilizacao do que foi estudado de Calculo Diferencial e Inte-
gral.

Partindo da equacao que determina a posi¢ao em funcao do tempo no movimento

retilineo uniformemente variado dada por

at?
ZE:IO—FUOt—F?

e sabendo que a derivada da posicao em funcao do tempo é igual a velocidade
instantanea tem-se
dx d at?

= —-—= — t —
v dt di (l‘o + Vo + 9 )
e, dai segue que

v = vy + at.
Semelhantemente a derivada da velocidade instantanea em fungao do tempo é igual

a aceleracao obtém-se que a aceleracao instantanea é constante. Como podemos

considerar v como funcgao de x, que é funcao do tempo, pela regra da cadeia segue

que
_dv B dv dx
CTa T dwdt
_dv
CL—%’U
adr = vdv

Utilizando o resultado acima, a equacgao de Torricelli pode ser obtida da de acordo

/ adxr = / vdv
x0 V0
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a(z — 30) = /Uvdv

vo

vt R
a(x—x@z;—;o

v? — 3 = 2a(x — 1)

v? =2 + 2alAx

E assim também pode-se construir as equagoes de movimento uniformemente
variado. Elas serao muito utilizadas nos assuntos de queda livre, que tem a peculi-
aridade de possuir a aceleracao com o valor igual ao da gravidade e de lancamento
obliquo, que seria uma composi¢ao de dois movimentos um uniforme (com velocidade

constante) e outro uniformemente variado como foi visto acima.

2.5 Movimento Curvilineo de um Ponto Material

ou Particula

Depois de estudar por movimento de uma particula numa dimensao, seré feito o
mesmo para movimento em mais de uma dimensao. Serao utilizados os conceitos do
calculo vetorial e coordenadas polares com a finalidade de explicar as leis que regem

o movimento de um planeta em torno do Sol.

2.5.1 Vetor Posicao

Quando um ponto material se desloca numa trajetéria curva, ou seja, esta em
movimento curvilineo, um vetor é usado para definir a posicao do ponto material.
Chamando de P o ponto onde esté localizado a particula e utilizando o sistema de
coordenadas cartesianas Ozyz, com origem no ponto O definimos a posi¢ao da par-
ticula como o vetor que tem origem em O e extremidade em P. O vetor que define

a posicao da particula e sera denotado por 7.

Como o vetor de posi¢ao 7 depende do instante ¢, assim ele é uma funcao do

tempo e designamos por 7@
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2.5.2 Velocidade

Considerando agora o vetor 7 que define uma segunda posic¢ao (P’) ocupada pelo
ponto material no instante t + At, pode ser construido o vetor 3_7)"’ que tem origem
em P e extremidade em P’ e representa a variacao do vetor posi¢ao no intervalo de
tempo At, isto é, o vetor deslocamento.

Nota-se que o vetor E representa variagao de direcao, sentido e modulo do
vetor posicao 7. Sendo assim, o vetor velocidade média o ¢ determinado pela
multiplicagao do vetor Eﬁ pelo escalar é O resultado desta divisao serd o vetor
K que tem mesma direcao e sentido que Ar.

O vetor velocidade instantanea no instante ¢ pode ser obtido fazendo com que

o intervalo de tempo estudado o menor possivel, isto é , utilizando o conceito de

derivada de acordo com

AT A7
V= Jim —o = e

Quando o At é diminuido, P’ se aproxima de P. No caso do limite, o vetor o

serd tangente a trajetoria do ponto material.

Figura 2.4

2.5.3 Velocidade Escalar

Quando o intervalo de tempo decresce, o comprimento de PP’ se aproxima do
comprimento do arco PP’, o qual serd dado por As. Sendo assim, a velocidade

escalar pode ser obtida derivando o comprimento do arco PP’ com relagao ao tempo.

ds - AS
“:’72522?30@
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2.5.4 Aceleracgao
ﬁ

Agora, tracando os vetores Ve v a partir da mesma origem, vetor AT é
construido unindo as extremidade ) e @’ dos vetores da velocidade no primeiro e no
segundo instante. O vetor AV representa a variacao de modulo direcao e sentido
da velocidade e por isso, a aceleracao média é dada pela multiplicacao do vetor H

1

por Kt

A aceleragao instantanea sera obtida quando o At é pequeno, ou seja

B AT AW

At At dt

a

Figura 2.5

2.6 Analise Vetorial do Movimento em Duas Di-
mensoes

Nesta secao vamos generalizar os resultados anteriores da cinematica, para es-
tudar o movimento de uma particula no plano. E importante o conhecimento da
posicao de um ponto no plano afim de estudar o movimento de uma particula em

coordenadas cartesianas onde a posi¢ao é dada por (z,y).

Tendo que as coordenadas do ponto P variam como funcao do tempo, tem-se

que z = f(t) ey = g(t),

Ou seja, o vetor posicao da particula é dado por

—

T =BT +9(t)
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Note que, a posicao da particula P é dada pela extremidade do vetor ?“(73 que

varia no intervalo de tempo que estd sendo estudado.

De acordo com os resultados anteriores, a cinematica do movimento de uma par-

ticula no plano esta sujeita ao cenério

Figura 2.6

Definigcao 2.2 Seja 7@ = :B?—{—y? = f(t)?—l—g(t)?> o vetor posicao de um ponto
P(z,y) que se movimenta no plano- xy onde t é o tempo e f e g possuem derivadas
primeira e sequnda. A velocidade vetorial a velocidade escalar e a aceleragao de P
no instante t serao dadas por:

dx —> LW dy—>
at T ar?

2. Velocidade escalar: v(t) = ||*§|| = ||j|| = \/ C(li— + (%)2
3. Aceleracao: cﬁ = *S = *3 ‘(Zz% C(l;z?

1. Velocidade vetorial: Jﬁ = 77(

2.7 Equacoes do Movimento nas Componentes Ra-

dial e Transversal

2.7.1 Componente Radial e Transversal do Movimento Cur-
vilineo

Em alguns momentos é conveniente definir a posicao P do ponto material através

de coordenadas polares. Sendo assim, expressamos a velocidade e a aceleracao do
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ponto material em componentes paralela e perpendicular a linha OP, estas duas

serao denominadas de componente radial e transversal, respectivamente.

Considerando em P os vetores unitarios # e §. O vetor 7 tem a mesma direcao
e sentido de O? e define a direcao radial, ou seja, a direcao na qual P teria que se
deslocar se r aumentasse com 6 permanecendo constante. O vetor 6 é determinado
rotacionando 7 de 90° no sentido anti-horario, ou seja, a dire¢ao na qual P teria que

se deslocar para que € aumentasse, com r permanecendo constante.

Com isso tem-se

bl 2.

w7 (2.3)

e ~

do
— = —7. 2.4
7 i (2.4)

P
o
Figura 2.7
.. dr . dor o dO . dof .

Usando a notacao, r = e r = a2 0 = 7 e = pTe Determinando o vetor

posicao do ponto material através do produto do escalar r pelo vetor unitario 7 e

derivando em relagao ao tempo, tem-se
T =

O vetor velocidade instantanea fica dado por

A7 d Pl
= dt —dt.’/’T—TT ’/’dt
-dr
U =i+ r—
rr—+r 20
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U =77+ rl0

Derivando novamente em relagao ao tempo obtemos o vetor aceleracao

dv  d s

d7 . N A .db
- .ar . av
a —rr+rdt+(r9+r8>9+r9dt

~

@ = (= r0%) 7+ (0 +270) 0
Finalmente, considerando um ponto material P, de coordenadas r e 6, que se

move num plano sob a acao de uma forca ? = F.r+ Fgé, tem-se que a segunda lei

de Newton fica dada por

ZF’" =m <T — r92> = w(i — rf?),

Z Fy=m (7’9 + 27’6) = w(rf + 276),

em coordenadas polares.

2.7.2 Momento Angular

E a quantidade de movimento relacionada a uma particula que executa um mo-

vimento de rotacao em torno de um ponto fixo, e é dado por
%
L=7xmvU

onde 7 é o vetor posicao, m é a massa da particula e T é o vetor velocidade da
particula.
Podemos verificar pelo que foi analisado acima, que L é perpendicular ao plano

— : . A
que contém T e mU, e que | L| = rmvsin ¢, onde ¢ é o Angulo entre T emd.

Calculando agora a variacao do momento angular em funcao do tempo obtém-se

que
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N —
dL  dT7 dv N
E—Exmﬁ—kﬁxmﬁ—ﬁxm?—i—?Xma

Tendo em vista que

T xm¥ =0
resulta que
dL
— =7 xmd
dt

Finalmente, utilizando a segunda lei de Newton, ? =md.

2.7.3 Movimento sob Acao de uma Forca Central

Quando a tnica for¢a F que atua sobre a particula é paralela ao seu vetor posicao
7, tem-se que T X ? = 0 e disso resulta
_>
dL 0
dt

ou seja, 0 momento angular é um vetor constante.

Tendo em vista que uma forca ¢ dita central quando possui as propriedades de
ser uma resultante paralela ao vetor posicao da particula, com centro de forca na
origem podemos concluir que um ponto material sujeito apenas a uma forca central

se move em um plano fixo perpendicular a L, pois este é um vetor constante.

2.7.4 Velocidade Areolar

—}; 1
Observando que o raio do vetor OP varre uma area infinitesimal dA = §r2d0
dA
quando rotacionado de um angulo df, a velocidade aureolar é definida pela razao e
,do
Sabendo que L = mr o ¢ uma constante, nota-se que:

dA 1 ,do
_1.d0

dat 2 dt

ou seja, também é constante.
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Exemplo 2.2 Lanca-se um projétil, com wvelocidade inicial v, de uma altura ho
metros acima do solo. Como a aceleracao do o projétil € a aceleracao gravitacional

7, determine a posi¢cao apos t sequndos.

Solugdo: Denotando por P(z,y) a posigao do projétil apos ¢ segundos e sendo ()
o vetor posicao de P e tendo que o projétil é afetado apenas pela acao da gravidade,
tem-se que o movimento se di de maneira uniforme na dire¢ao do eixo x e é um

movimento uniformemente variado na direcao do eixo y.

Como a aceleracao do projétil é igual a aceleracao da gravidade tem-se:

Entao:

com ¢ sendo um vetor constante.

sendo assim:

Mais uma vez efetuando a integral nos dois lados da igualdade tem-se

/m.dt = /(t.? +0).dt
r(t) = %.t?? o+ d

com 7 sendo um vetor constante.
_>
Como 7( ) = ho j tem-se:

7 —
= h, j , e consequentemente,
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r(t) = %.t?? L +ho g

Considerando que ? = —¢g j pode ser escrito que:

1 —
(1) = <—§t2.g+h0> J o+t

Por fim, sabendo que 6, é o angulo de inclinacao através do qual é arremessado

o projétil tem-se que

— —
6 = vo.cosby i+ vg.senby J

E com isso:

1 — —
7@ = <—§t2.g + t.vg.senby + h0> J + (t.vg.cosby) i

No que segue-se abordamos as Leis de Newton, o Trabalho e Energia associados

a uma particula.
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Capitulo 3

Leis de Newton, Trabalho e Energia

Neste capitulo serao abordados os conceitos de trabalho e energia, utilizando as
aplicagoes da integral para o calculo de areas, aplicacoes essas que serao bastante
eficazes quando os problemas em discussao possuirem grandezas que variam com o

tempo ou distancia.

3.1 Primeira Lei de Newton

Tendo uma particula objeto que se encontra em repouso, a tendéncia ¢ a de que
ele permanega em repouso, a nao ser que algum agente externo execute uma ac¢ao
sobre ele, fazendo com que se mova. O mesmo acontece se a particula estiver se
deslocando com movimento retilineo uniforme, a tendéncia é a de que ele continue
se movimentando sem que sua velocidade varie. Isto acontece em uma classe de
referenciais chamados inerciais.

O que foi dito acima nao é nada mais do que a primeira lei de Newton.

"Todo corpo permanece em repouso ou em movimento retilineo uniforme, a me-

nos que seja obrigado a modificar seu estado pela agao de forcas impressas sobre ele”.

E importante agora acrescentar um novo conceito.
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3.1.1 Quantidade de Movimento

A grandeza fisica que relaciona massa e velocidade é conhecida como quantidade

de movimento.

Como exemplo, podemos afirmar que, um caminhao e uma bicicleta, ambos com
a mesma velocidade, ¢ mais facil fazer com que a bicicleta pare. Sendo assim,
pode se dizer que o caminhao tem uma quantidade de movimento maior do que a
da bicicleta. A quantidade de movimento ou momento linear de uma particula é

definida por
J=m7v

Considerando que o corpo se encontra em movimento retilineo uniforme (a ve-
locidade nao se altera) e que nao existe nenhuma acao externa sobre ele e que sua
massa nao se altera, podemos concluir que a quantidade de movimento se conserva

com o tempo.

A forca é um agente externo que pode causar dois tipos de efeitos quando atua

e um corpo: pode deformar ou alterar seu vetor velocidade.

3.2 Segunda Lei de Newton

Chama-se for¢ca atuante sobre uma particula a qualquer agente capaz de mo-
dificar seu estado de repouso ou movimento retilineo uniforme, em um referencial

inercial.

De acordo com a segunda lei de Newton , a forca é diretamente proporcional a
aceleragao (7) De forma mais precisa, a segunda lei de Newton afirma que a forca

? é igual a derivada da quantidade a de movimento em relagao ao tempo, isto é,

dq
F= dt
2 d(m. ) dv dm

:—:m_

dt a TV a
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) dm )
Como a massa é constante, e 0, dai

A unidade de for¢ca no S.I., corresponde a capacidade de imprimir uma aceleracao

de 1m/s? a um corpo de 1kg, e esta unidade é chamada de Newton (N).

3.3 Terceira Lei de Newton

A terceira lei de Newton afirma que a interacao entre dois corpos quaisquer, A e
B é representada por forcas mutuas: uma forga que o corpo A exerce sobre o corpo B
e uma forca que o corpo B exerce sobre o corpo A. Estas forcas tém mesmo modulo,
mesma direcio, mas sentidos contrarios. E usual dizer que as forcas relacionadas
pela terceira lei de Newton é um par acao-reacao. Por outro lado, é importante
que fique bem claro o seguinte. Da interagao entre dois corpos origina duas forgas
de mesma natureza. As forcas atuam em corpos diferentes e, por isso, elas nao se
cancelam mutuamente. As forcas sao simultaneas: uma nao vem antes nem depois

da outra.

3.4 Trabalho de uma Forca Constante

Como exemplo ilustrativo pode se supor que exista uma caixa parada e que sera
desprendida uma forca externa constante para mové-la por uma certa distancia. O
trabalho seria o produto do deslocamento com a componente da forca no sentido
do movimento. Uma analise vetorial faria com que chegasse a conclusao de que o
trabalho é numericamente igual ao produto escalar entre o vetor forca e o vetor

deslocamento.

W = Fdcost
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Onde:
W é o trabalho exercido pela forca.

f é o angulo formado entre a forca e o deslocamento.

Observacao 3.1 Se a for¢a estiver na mesma direcao e sentido do deslocamento,

o trabalho serd calculado da sequinte forma:
W = Fd, (3.1)

pois cost = 1.

3.4.1 Analise Grafica para Forca Constante

Sendo F' uma for¢a constante, atuando no mesmo sentido do deslocamento, te-

riamos:

W =3 Fedy

=

X1

Figura 3.1

Como dito acima, pode se notar pelo grafico que a forca é constante, como

W = F.d tem-se que este é numericamente igual a area do retangulo.

Figura 3.2

Considere agora que a forca F' varia linearmente em funcao da posicao x. A
forca é variavel, mas ainda assim é facil calcular a area abaixo do grafico, devido a

linearidade da funcao.
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3.5 Definicao de Trabalho Através do Calculo

m
3 e s
G e
I | II | 1 i
i 1 | | I I
| F | I' I i |
[ =g R
I | | 1 | i |r
| | I | I i |
oot [ iI i o
: 1 i 1 i I ]I |
Xe X AT x,
Figura 3.3

A seguir seré estabelecido um método para determinar o trabalho realizado por
uma forca variavel ao deslocar um objeto através de uma trajetoria retilinea na

mesma dire¢ao da forga.

Considere uma forca que faz o objeto mover-se ao longo de uma reta correspon-
dente ao eixo-x, de x = a a © = b, e seja dada por f(z), com f continua em [a, b].
Agora considerando uma partigao P de [a, b], tal que:

a =T, T1,%a,... T, =b com Az =xp — Tp_1

*k

Figura 3.4

Se AW}, é o incremento do trabalho, ou seja, a quantidade de trabalho realizado

de z;_1 a x, entao o trabalho realizado de a até b é numericamente igual a soma
W= AWy + AWy + ..+ AW, = > AW,
k=1

Para fazer uma aproximacao de AW}, escolhe-se um valor arbitrario z; em
[zk—1, x| e considerando a for¢a f(z;) em z;. Se a norma ||P|| é pequena, entao os
valores da func¢ao variam muito pouco em [x_1, x|, isto é, f é muito proxima da

constante neste intervalo. Entdo, utilizando a equacao (3.1), tem-se que:
W =AWy = f(z).Axy,
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entao,

k=1

k=1

Esta aproximacao deve melhorar & medida que ||P|| — 0, entdao W é definido

como o limite de tais somas, o que conduz a uma integral definida.

Definicao 3.1 Se f(x) € a for¢ca em x, e se f € continua em [a,b], entao o trabalho

realizado ao mover um objeto ao longo do eizo-x de x =a a x = b € dado por:

1P| =0

W = lim Zf(zk)Axk:/ f(z)dz
k a

3.6 Emergia

Energia é uma grandeza escalar relacionada com a capacidade de realizacao de
trabalho em um sistema fisico. Pode-se dizer que estd relacionada a capacidade
que uma forca tem de alterar ou transformar um sistema, e a que enfocaremos é a

potencial e cinética..

3.6.1 Energia Potencial

Esta associada a posicao que um dado objeto se encontra em relacao a um

sistema.

1. A energia potencial gravitacional é associada & altura ou & distancia entre

massas.

Ep gravitacional — mgh

2. A energia potencial elétrica é associada a carga elétrica, ou seja, ao efeito que

uma carga exerce sobre outra quando estao a uma certa distancia.

g ~ KQq

p eletrica — T

3. A energia potencial elastica se associa a uma mola ou a um corpo que esteja
deformado.

Ka?

Ep elastica —
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3.6.2 Energia Cinética

Esse tipo de energia se relaciona ao movimento de uma particula, se é definida

por

3.6.3 Teorema do Trabalho - Energia Cinética com Forcga

Constante
De posse da equacao de Torricelli do movimento uniformemente variado que é:
v? =g + 2aAx
v2—vg

2a

Como W = F'd e F = ma, tem-se:

Isolando Az = Az =

W = maAx
W = ma <U2 US)
2a
mv?  mud
T2 2
W = AE..

Assim, concluimos que o trabalho realizado é igual a variagao da energia cinética.

Esse resultado é mais geral e vale para qualquer for¢a, como veremos a seguir.

3.6.4 Teorema do Trabalho - Energia Cinética com Forca Va-
riavel
Considere uma forca varidvel F', com movimento no eixo-z, onde no inicio do

movimento o corpo esta na posicao zy, com velocidade inicial vy, e no final ele esta

na posicao z com velocidade v. Neste caso, o trabalho realizado é dado por

W:/ Fdx e F:m@.
. dt

Assim, procede-se da seguinte maneira:

dv dx
F=m—_=
" dt
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CAPITULO 3

* dvdzx
W = ——d
o dzdt
W = m@da:
w dt
W =m vdv
v0
v2]"
W = —
n 3]
v0
o mug
2 2
W = AE.

Nas duas abordagens o resultado encontrado constata que o trabalho executado

por uma forca é igual a variacao de energia cinética que esta forca imprime ao objeto.
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Capitulo 4

Leis de Kepler

Astronomo alemao, Johannes Kepler comprovou que os planetas se movem em
trajetorias elipticas ao redor do Sol, e que este seria um dos focos das orbitas dos

planetas, a partir dos dados coletados por Ticho Braher.

Neste capitulo serao demonstradas as trés Leis de Kepler, que influenciaram
muito a astronomia e até hoje sao muito importantes nos es estudos do sistema
solar. Para executar tais demonstragoes sera feito o uso dos conceitos de produto
vetorial, produto escalar e calculo diferencial e integral. Kepler, por nao possuir
as ferramentas (nao existiam na época) que serao utilizadas nas demonstragoes, s6
foi capaz de provar suas leis experimentalmente, ficando para Newton a tarefa de
prova-las matematicamente, usando a "Lei da Gravitacao Universal de Newton"e as

"Leis do Movimento de Newton", isto é, a partir dos principios gerais da Fisica.

4.1 Leis de Kepler

4.1.1 Consideracoes Iniciais

Considere um sistema de coordenadas cartesianas, com a origem no Sol e um
planeta ocupando um ponto P do espaco. Denotaremos por 7 o vetor que tem
origem no Sol e extremidade no planeta, ou seja, 7 ¢ o vetor posicao do planeta em

um dado instante de tempo.
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¥
-_____H\
P

\

Figura 4.1

A, a cinematica do movimento do planeta pode ser estudada a partir das seguin-

tes grandezas vetoriais

T =T(t), (4.1)

v = ; (4.2)
a7

a = — (4.3)

Onde ¥ e @ sdo os vetores que indicam, respectivamente, a velocidade e a aceleragao
do planeta.

A norma do vetor 7 ¢ dada por 7 = || 7|, sendo assim podemos definir @ dado

7:(;)?

como um vetor unitario que tem a mesma direcao de 7

por

4.1.2 Leis de Newton

Tendo como base as leis de Kepler, Newton chegou a conclusao de que, se os
planetas descrevem oOrbitas ao redor do sol. Estes deveriam estar sujeitos a uma

forca centripeta para que eles pudessem executar trajetorias curvas.

Desta maneira, Newton admitiu que suas leis de movimento também seriam va-

lidas para corpos celestes.
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Se baseando nas leis do movimento e no que Kepler havia estudado, considerando
a massa do sol como M e a de um planeta como m, Newton concluiu que a forca
exercida entre o Sol e o planeta seria a manifestacao de uma interagao universal, e

enunciou a lei da gravitacao universal como:

"Duas particulas se atraem com for¢a proporcional ao produto de suas massas e

imversamente proporcional ao quadrado da distdncia entre elas”.

Figura 4.2

Considerando M muito maior do que m, pode-se supor que o corpo de massa M
estd em repouso e que este seria o centro de massa de um sistema isolado no qual
se observa uma tunica for¢a de interagao, a forca gravitacional. Esta forca tem a
mesma direcao do vetor posicao do planeta, porém, possui sentido contrario sendo

assim tem-se:

7o _GMmy (4.4)

r2

Também chamada de Principio Fundamental da Dinamica, a segunda lei de
Newton,

F=ma (4.5)
consiste na afirmacao de que um corpo em repouso necessita da aplicacao de uma
forca para que possa se movimentar, e para que um corpo em movimento retilineo
uniforme tenha sua velocidade alterada, também é necesséaria a aplicagao de uma

forca.

4.1.3 Movimento Planetario

Da mesma forma que o Sol exerce uma forca sobre o planeta, outros corpos

também exercerao forca sobre ele, mas para efeito de simplicidade, colocamos por
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hipotese que somente o Sol exerca forca sobre o planeta.

Figura 4.3

Substituindo a equagao (4.4) na equagao (4.5), segue-se que

GMm= 2

r2
Podemos entao deduzir que:
GM
%
a:—ﬂﬁ (4.6)
logo a6 paralelo a 7, pois T =rd e,
Pxd=10 (4.7)

Concluindo assim que a gravidade ¢ uma forca central.

Calculando a derivada de 7 x ¥ com relacao ao tempo, obtém-se que

dt dt dt '

Agora, substituindo as equagoes (4.2) e (4.1) na equagao acima obtemos

d(7 x )

- =T XA+ T XV (4.9)

substituindo a equagao (4.7) na equagao (4.9) temos que

d(? X 7)

=0 4.1
o (4.10)

E conclui-se, utilizando o conceito de derivada, que a variacao de 7 x ¥ com relacao

ao tempo é zero, entao 7 x U é um vetor constante o qual denotaremos por
=T x7 (4.11)
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3|

Como f =7 x m?, tem-se que 7 = , este resultado mostra que durante o
movimento, o momento angular se conserva.

Como o produto vetorial entre 7 e U é constante conclui-se que a oOrbita do
planeta esta contida num plano ortogonal a . Podemos simplificar os calculos

escolhendo o eixoz paralelo a . Logo, a partir de agora a trajetéria do planeta

estd no plano zy.

Agora vamos obter uma outra constante do movimento.

Como 7 = 7“7, obtemos

d7d(rd)
v = At dt
o —r.%Jr% (4.12)

Agora, como T =T xTe aplicando as propriedades do produto vetorial,
obtém-se:

@ (%+%7>

du dr
7 =rd XTE—H”.UE X 7,

?:r2(7X%>+r.%(7x7)

7 =r? ( X %) (4.13)

Portanto, a partir da equagao (4.6) e da equacao (4.13),

E)x?:—Ggy.ﬁx {13( x%)}

7><?=—G.M<7><( x%))

Utilizando a identidade vetorial

Tx (B x2)= (2. —(2.5)¢ (4.14)
nos leva a:
du dd
T KT = —GM [(7%)7_(77>%
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du
Como, 7% —0eW. U = |||l =1 obtém-se:

E)x?:—GM[O—ﬂ]

dt
dx7T=GM ﬂ
dt’
7X7:ﬁﬂﬁﬁ
dt
Considerando que,
o dv
a = —
dt’

Segue-se que

7
@x 7= x?= L@

E concluimos que

(7x7) (GM?) (4.15)

Logo,
Tx T =GMT+ b (4.16)

%
= U x @ —GMU e é um vetor constante, pois usando a equagao (4.15)

d
tem-se que E(? X —GMU)=0
Agora fazendo o produto escalar por @ em ambos os lados da igualdade (4.16)

e substituindo 7 = (%) 7 obtém-se

2@xeMepi27 (4.17)

r

Usando a identidade
T(ExT)=b.(CxT)=2(Tx D)

temos que @.(7 x €)= .(¢ x @) =0ecomo ¢ e 7 sio ortogonais, o produto

escalar entre eles é nulo. Utilizando estas conclusdes na equacao (4.16)chega-se a
— — —

conclusao de que C.b =0ecomisso ¢ e b sdo ortogonais, sendo assim, b estd

no plano zy.

A partir deste ponto, é mais conveniente usarmos coordenadas polares. Consi-
derando Ox como eixo polar e 6 o angulo entre esse eixo e 7, tem-se que (r,0) sao

as coordenadas polares de P. Para simplificar, vamos escolher o eixo x na direcao
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%
do vetor b.

dc

8 -
r ¥
o] =y
A Plr.8)
u

Figura 4.4

\7)| =7, r >0 o modulo do vetor posicio 7 e 6, com 0 < 6 < 2, o angulo
— .
entre o vetor 1 e 0 eixo .
Com o objetivo de encontrar a equacao da orbita de um planeta em torno do
Sol tomemos 7 como o vetor unitario associado a coordenada r e € como o vetor
unitario associado a coordenada 6.Eles sao perpendiculares e serao os eixos do novo

sistema de coordenadas.

_>
Sabendo-se que o produto escalar W. b ¢ definido por:
— —
U0 = ||| b]|.cosd

Obtemos que

(U x7?)
A =rd (GMU + ?)
A =rGM(U. ) + 7"(7?)

62

Entao:

2 = rGM + rbcosh

¢ = r(GM + bcost)

02

"= GM + bcost
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Definindo:

onde [ e € sdo constantes

Assim tem-se que a equacao da orbita é dada por

l

7’:—
1+ €. cosb

(4.18)

Esta é a equacao que determina o movimento do particula em relagao ao Sol.

E com isto chega-se a conclusao de que a trajetoria da particula ao redor do Sol,

além de plana, tem o formato de uma conica.

Agora o objetivo é mostrar, através de conhecimentos fisicos e com o auxilio do
calculo diferencial e integral, que quando considerada apenas a forca gravitacional
entre o sol e um planeta, este, por ter massa muito menor, vai executar uma 6rbita
em forma de elipse ao redor do sol.

A Cinematica do movimento no plano

Posi¢ao: 7 ==

Usando o novo sistema de eixos tem-se:

Posic;éo:?> =rr

Para continuar o estudo da cineméatica do movimento, é necessirio executar os

calculos a seguir:
— —
T =xi 4yj,comoxz=rcosley=rsend, temos que

7 = (r(t), (6(t)) = rcos 9_i> + rsen@? (4.19)
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O vetor unitario 7 pode ser definido por:

— —
7 =cosf i + senf j

Utilizando a Equacao 4.19, tem-se que:

Derivando ambos com relacao ao tempo tem-se:

i didf
dt — dfdt
g dfdg
dt — dfdt

Velocidade:

= (—.5‘67197> + cos 97)9 =

= (—cos 07 — sen97)9 =

d7v 77
=— =211
pr yj

di .
)
dt

dé

e —9./\
dt "

Usando , mais uma vez, o novo sistema de eixos, tem-se:

Velocidade:

d, .
U = E(TT)

U =77+ 16

Dividindo a velocidade em componentes tem-se:

denotando 6 por w,

Aceleracao:

e =T
vy = 10,
Vg = TWw
— dv =
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No novo sistema de eixos tem-se:

Aceleracao: N

d(rr)  d(r60)
—
C=g T a

Usando a regra da derivada do produto:

@ =i+ 7(00) + (70 +r6)6 + r0(—0r)

@ = (i — 107 + (rf + 270)8

Dividindo a aceleracao em componentes tem-se:
ar =7 — r?
ag = 6 + 270

Observacao 4.1 Movimento circular uniformemente variado.

r € constante, logo, 7 =0 =7

Figura 4.5

a; € a aceleragao tangencial.

a. € a aceleragao centripeta.

Energia

Com o auxilio dos célculos executados anteriormente, sera feito um estudo sobre

a energia cinética e potencial para o cdlculo do trabalho e novas conclusoes serao
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concebidas.

1

Ec = 57’”77
1

E. = —m|7|2
2
1

E. = Emv2

Tendo que:

VU = (0,7 + v0) (0,7 + vgh)

Como 7.0 = 0, pois sao perpendiculares, assim:

TV = vf + UZ
TV =72+ 1%
Conclui-se assim que:
1 .
E. = ém(fz + r26?) (4.20)

Tendo agora que o vetor posicao do particula é uma funcao vetorial que varia

com o tempo tem-se:

— -
T =r(cosf i + senf )

or or
como ja foi visto,
@ =re v e
or 00

Tem-se entao que:

d7 = dri + rdf

Como a tunica forca que atua no sistema é a da gravidade, dada por,

?g _ _GMmf

r2

Tem-se que o trabalho executado durante um deslocamento d7 ¢ dado por:

AW = F,.d7
M .
aw — —EMM i 4 vdod)
T
aw =~ GMm g,
T

Agora serd feita uma andlise em relacao a energia potencial, que é baseada na

distancia entre o planeta considerado e o sol.
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.(Tz, ¢z) Epz
—_—
rz
—
Fe (r, @1) Epy
— )
r
Figura 4.6

Tendo que:

T1 r
GMm|"™
wm_[ }
r
T1
1 1
Wm—GMWL(———)
T (1

Assim concluimos que o trabalho depende exclusivamente das posi¢oes inicial e
final do planeta, ou seja, nao depende da trajetoria. Logo F} é uma for¢a conserva-

tiva e disto resulta a existéncia da energia potencial gravitacional, definida a partir

de:

e disto:

E)(rs) = —GMm (i _ i) + By ()

) 1

Considerando ry = r um valor arbitrario e r; = rp.; um valor fixo tem-se:

E,(r) = —GMm <1 _ !

T TRef

) -+ Ep<rRef> (4.21)

Tomando rg.y = 00, ou seja, a distancia de M até m muito grande e adotando

que E,(rgrer) = 0 0 que é uma escolha que possui logica fisica visto que a intera¢ao
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entre corpos que estao a uma distancia infinita um do outro deve ser nula, conclui-se

que:
GMm

r

Conservacao da energia mecéanica total

Finalmente, dos resultados anteriores, ¢ obtida a conservagao da energia meca-

nica total.

AE =04 E = E,.+ E, = constante. (4.22)

Agora serd feita uma anélise usando o conceito de momento angular e o fato de

que a energia mecanica do corpo se conserva no movimento.

E = E. + E, = constante

Onde,
E, = 1mv2 = lm(f‘2 + r26%)
2 2
M
E, - ~GMm
r

Entao,

1 : GM

E= im(f"z +726%) — T2 constante (4.23)
r

. - .
Como ja observado, o vetor momento angular ( L ) também é conservado, e assim:

L =mr%0
ou seja:
. L
0=—
mr?
E disso tem-se que:
o L? GMm
E=—-mr<+ — = constante
2 2mr? r
L? GM
Chamando V(r) = 5~ T de energia potencial efetiva, cuja anélise
2mr T
grafica da relacao:
1
E= §m7'“2 +V(r) (4.24)
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Figura 4.7

Chamando os pontos onde 7 = 0 de pontos de retorno e denominando-os por
R, conclui-se que nestes pontos a Energia Total (F) tem o mesmo valor da Energia

Potencial Efetiva(V).

Sendo assim, denotando por Eg.; a Energia no ponto de retorno. tem-se:

E=Epy=V
Entao:
L? GMm
ERet - 2 9
mr TR

Fazendo uma mudanca de variavel u = % a equacao acima fica:

L2
E = 2—%212 — GMmug
m
e dai tem-se:
L2

2m
Multiplicando a equagao toda por Tz obtém-se:

5 2GMm? 2mFE
UR T T3 URT T3 =0

Para facilitar os calculos, na equacao da orbita, sera feita a seguinte substituicao:

B:%:G]W:G]Wm2

c? L2

E da equagao construida usando o conceito de energia tem-se:

2mkE
z =V

uf, — 2Bup —
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Resolvendo a equacao do segundo grau tem-se:

u

2B +\/(-2B)? — 4 (=23E)
k= 2

1
Agora usando também que u = — na equacao da orbita obtém-se:
r

1+ ecosb
U=—-—-
l
u= 7+§COSQ
— L
Sabendo que T=7Tx "Te que L = 7 x mU obtemos que c = —.
m

Sendo assim, a equagao da oOrbita seré:
u= B+ Acosf

Nos pontos de retorno, tem-se que § = 0 e # = 7. Sendo assim, utilizando a
equacao da conica nota-se que:

’LLR:BZEA

Agora igualando as duas equagoes tem-se:

omE
B+A=B+/B+ 7;2

2mFE
12

Quanto a excentricidade da conica que determina a 6rbita do planeta.

A=/B%+

Tendo que:

A
Chega-se a conclusao de que € = 5
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Sendo assim:

BQ + Q?QE
B
2F L2
G?M?m?

k k
Definindo: k = GMm, tem-se que: f(r) = —— e Ep = ——.
r r

e=14/1+

Com isso:

2L72
=4/1 — | E
=\ ()
Agora pensando nas varias possibilidades tem-se:

1. Circunferéncia (¢ = 0)

217
Vi (25) B =0

mk?2
mk?

Ecirc =—-——=<0
212

2. Elipse (0 < € < 1) = Primeira Lei deKepler

212
D<e<l=0<e<1l=0<1+|—|E<1
mk?

Sendo assim:
2

2L
0<1 + | — Eeli = Ecirc < Eeli
mk?

2172 2172
1 — | B < 1 — | By Ee;
+ (mk:2> eli < 1 = (mk:2> eli < 0= eli < 0
Com isso
Eci?“c < Eeli <0
3. Parabola (e = 1) = velocidade de escape

Como € = 1 = €2 = 1, com isso

2172
1+ (W) Epm‘ab =1

E

parab — 0
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4. Hipérbole (e > 1)

Temos €2 > 1
1+ <%k:22> EHiper >1= (%) EHiper >0

E>0

Como os planetas se movimentam em torno do Sol, os dois tinicos formatos de
orbita possiveis seriam o de uma elipse ou uma circunferéncia, mas Kepler, através
de observacoes mostrou que a orbita é eliptica, fazendo desta sua primeira lei.

Utilizando a equacao cartesiana da elipse que determina a orbita dos planetas,
tem-se:

de=+\/22+1y>+ex

E organizando obtemos:

(1—eHa? +2d..x+ 1y = d*.

com isso,

d.e? 2
(l’ + 1+52) y2
de \2 + d2e?
(25) 002

=1 (4.25)

Finalizando assim a demonstracao da Primeira Lei de Kepler, a qual afirma que:
"Todos os planetas se movem em orbitas elipticas tendo o Sol como um dos

focos".

Figura 4.8
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4.2 Segunda Lei de Kepler

"Uma linha unindo um planeta ao Sol varre dreas iguais em periodos de tempo

wguais "

Demonstracao:

Sabendo que a orbita do planeta é dada por uma fungao continua e em forma
de elipse com o Sol ocupando um dos focos, a qual denota-se por r = f(6) em
coordenadas polares, pode se calcular que a area varrida por OP ou 7 utilizando
os parametros « e [ que seriam respectivamente os angulos formados pelo vetor
posicao e o eixo 072 nos instantes ¢y quando o planeta se encontra no ponto P e

no instante ¢, quando o planeta se encontra no ponto P,é dada por

A1
A :/ —r%df
o 2

logo
dA d [P1, 1,
@—@ai'f’de—é?"
dA  dA . 1,

— 1
Como 7 pode ser dado por: 7 = 7"00507> + rsen97 +0k e W = (—7)
tem-se que:

_>
U = 0039_2'> + sen97> +0k

Sendo assim:

% = —sen@é? + 008697 + 0?
dd :
X~ = 0(sen®0 + 00829)? — 0%

Como visto na primeira lei de Kepler, tem-se que:

7:r2( x%)
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=

7 =r%

Entao,
c=rf
Concluindo que:
dA 1
at — 2°

E como ¢ é uma constante, a area varrida por 7 num dado intervalo de tempo é

constante, ou seja, a variacao da area com o passar do tempo é constante, com isso

"Uma linha unindo um planeta ao Sol varre dreas iguais em periodos de tempo

wguais "

At At,

A =4 o At =Ar,

Figura 4.9

4.3 Terceira Lei de Kepler

"O quadrado do periodo de qualquer planeta em torno do Sol € proporcional ao

cubo da medida do semi-eizo maior da elipse que determina a orbita do planeta.”

Demonstracao:

Retomando a equacao da orbita dos planetas em torno do sol, tem-se que:

1 — 2

onde se tem que: [ = d.e.
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. L c
Sabendo que, a excentricidade da elipse ¢ dada por: € = — e que ¢ = a® — b,
a
onde a é o semi-eixo maior da elipse, b é o semi-eixo menor da elipse e ¢ é a distancia

do foco ao centro da elipse. Tem-se que:

22
, a°—b

a
62(12:(12—b2
b = a*(1 — €2
b2
2 _
1—6 —&

Sabendo que a equacgao polar da 6rbita dos planetas é dada por:

B ) - c? B b
1+ ecost com - GM ¢ 6_G]\/.I'

Chamando de T o tempo necessario para que o planeta complete seu ciclo ao

r

redor do Sol, ou seja, sendo T' o periodo, tem-se que:

T T
A:/ (ﬁ) dt:/ lcdt
dai,
T
A= [lct} = A= 1CT
27, 2

E isso seria a area delimitada pela elipse que o planeta segue como o6rbita, ou

seja:

1 2
—T'=mab=T = mab
2 c

Elevando ambos os membros ao quadrado, tem-se:

T _ 47r2c21262 o2 47?26212la o2 47?22la3
c c c
2
Usando o fato de: [ = ol tem-se:
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Am%a?
T2 =
GM
2
Considerando o = k tem-se:
T2 = ka®

Demonstrando assim a terceira Lei de Kepler.

"O quadrado do periodo de qualquer planeta em torno do Sol € proporcional ao

cubo da medida do semi-eizo maior da elipse que determina a orbita do planeta.”
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Capitulo 5
Aplicacoes ao ensino médio

Este trabalho defende que o Célculo Diferencial e Integral, a partir de suas ideias,
deve ser iniciado ainda no ensino médio. Talvez exista dificuldade com o tempo que
teria que ser despendido para este estudo, mas o pensamento é o de abordéa-lo
de maneira simples. O mais importante nao é fazer com que os alunos consigam
resolver limites, derivadas e integrais complicadas, o objetivo deve ser que entendam
os conceitos e consigam visualiza-los tanto em matemética quanto em fisica, que foi
o meio utilizado neste trabalho.

Mostraremos uma forma de abordagem para o Calculo Diferencial e Integral
utilizado para criar modelos matematicos utilizando situacoes fisicas. Uma ciéncia

interferindo e auxiliando a outra.

5.1 Aplicacao de Limites e Derivadas no Movimento
Uniformemente Variado

Este assunto marca o comeco dos estudos de fisica. E fato que a dificuldade
do conhecimento matematico prejudica muito a evolucao do assunto e exigir que os
estudantes utilizem ferramentas as quais nao tiveram acesso é invidvel, mas seria
interessante o aprendizado das ideias de calculo diferencial e integral através de al-

gumas comparacoes.

No capitulo do trabalho que trata deste conteudo, foram expostas aplicacoes

de Calculo a fisica que utilizam limites, o calculo da aceleracao instantanea e da

75



Aplicacdes ao Ensino Médio CAPITULO 5

velocidade instantanea. O conteido pode ser tratado privilegiando o cotidiano dos
estudantes, um bom exemplo seria o velocimetro de um carro, que mostra o valor
do modulo da velocidade num exato momento. Os alunos até entao teriam apren-
dido formas de calcular velocidade média, e provavelmente ficariam curiosos sobre
a forma de como calcular a velocidade de um corpo se nao existe um intervalo de
tempo para que este se desloque. Seria impossivel obter tal valor através dos concei-
tos matematicos estudados até aquele momento, os estudantes poderiam pensar em
diminuir cada vez mais o intervalo de tempo no qual o carro se desloca, tentariam
fazer com que este se aproximasse cada vez mais de zero e assim seriam incentivados
a entender o conceito de limite, nesta situagao visto que o a velocidade instantanea

seria calculada em um intervalo de tempo que tende a zero.

O professor ainda poderia incentivar o aluno a conhecer o modo como funcionam
as "lombadas eletronicas" que limitam as velocidades em alguns pontos das estra-
das. Isso tudo agucaria a curiosidade e faria com que os alunos tivessem acesso a

uma prévia do estudo de limites sem que para isso fossem exigidos demais.

Observacao 5.1 Funcionamento da lombada eletronica

A lombada eletronica funciona com duas bobinas (do tipo lago magnético) sao
instaladas na pista a 4 metros uma da outra, abaizo do asfalto e cerca de 20 metros
antes do mondlito no sentido do fluxo do trinsito, gerando um campo eletromagné-
tico. A passagem do carro metdlico sobre as bobinas produz uma varia¢ao no campo
eletromagnético. Um sistema eletronico baseado na variacao do campo calcula a ve-
locidade do veiculo indicando-a no display do mondlito e emitindo um sinal luminoso
e outro sonoro. Quando a velocidade registrada for superior ao limite permitido e a

margem de tolerdncia for superada uma mdquina fotogrdfica é acionada.

O estudante que buscar esta pesquisa, terminara notando que a intencao da en-
tidade que instalou a lombada eletronica é a de calcular a velocidade dos carros num

ponto.
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Mas com o conhecimento do funcionamento do dispositivo, pode se notar que
existe a tentativa de diminuir ao maximo a distancia que o carro percorre quando
esta sendo estudado o seu movimento, e que o dispositivo nao é capaz de expor o
valor da velocidade em um tinico ponto, calculando a velocidade média do mdvel em

um curto espaco de tempo e nao em um ponto exato.

Para entender limites deve se notar que o calculo da velocidade instantanea seria
obtido diminuido ao maximo a distancia entre as bobinas. Mas como essa distancia
nao pode ser nula, seria possivel, somente, calcular uma aproximacao da velocidade
instantanea, e isto seria feito aproximando ao maximo as bobinas fazendo com que

a distancia entre elas tenda a zero e assim explorando o conceito de limites.

Depois disto seria interessante inserir o conceito de derivada usando a correspon-
déncia com coeficiente angular ou taxa de variagao e o conceito de limite ao qual ja

teriam tido acesso.

5.2 Aplicacao de Integral Usando o Conceito de Tra-
balho de uma Forca

No capitulo do trabalho que aborda o referido contetido, varios conceitos sao
introduzidos e passam a ser conhecidas varias grandezas. No ensino médio elas sao
estudadas como fungoes constantes ou se comportam como uma fungao do primeiro
grau ou ainda como a uniao de funcgoes constantes e do primeiro grau. Como foi
visto, partindo da forca, o trabalho é calculado através do grafico que relaciona
forca e distancia, este também pode ser calculado utilizando o grafico que relaciona
poténcia e tempo e ainda é mostrado que o impulso deve ser calculado tendo como

base a variacao da forca com relacao ao tempo.

No ensino médio as grandezas se comportam de maneira uniforme, mas se os
alunos forem incentivados a pensar, por exemplo numa viagem de carro, notarao

que o carro nao mantém uma velocidade constante, com isso, a poténcia despendida
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varia durante toda a viagem, ou seja, na vida real os graficos nao se comportariam
de uma maneira tao simples quanto a que foi exposta. Com isso viria a pergunta de

como fazer este calculo se a grandeza fosse variavel.

Tomando como exemplo o trabalho calculado através do grafico da poténcia com
relacao ao tempo e tendo uma poténcia varidvel, com um comportamento mais com-
plexo do que o de uma funcao do primeiro grau o professor deveria mostrar que o
trabalho seria calculado dividido em vérias pequenas partes de tempo. O objetivo
seria fazer com que o intervalo de tempo se reduzisse ao maximo e isso faria com
que a variacao de poténcia fosse nula. Com isso, o calculo do trabalho seria feito

somente naquele intervalo de tempo minimo.

Depois disso seria importante mostrar que o processo deve ser repetido varias
vezes, dividindo o intervalo de tempo em partes muito pequenas e calculando o
trabalho em vérias partes separadas e depois somando todas elas para de obter o
trabalho total. E ai estaria apresentado o conceito de integral. Seria complicado
fazer calculos com isso no ensino meédio, mas a ideia estaria apresentada de forma
clara e pratica o que é muito importante para fazer com que os alunos entendam o
conceito e possam notar que o assunto estudado por eles é um caso particular que

faz com que eles entendam o conteido de maneira mais didatica.

Desta maneira ficaria claro que, com uma matematica mais rebuscada, poderiam
ser calculadas areas que antes eram impossiveis de serem mensuradas e que elas po-

dem auxiliar bastante a fisica.

5.3 Aplicacao a Leis de Kepler

O trabalho também se volta a este conteido. O que ficaria desta parte para os
alunos do ensino médio seria a capacidade de se criar modelos matematicos capazes

de explicar fendmenos da natureza, no caso, o movimento de um planeta em torno

do Sol.

78



Aplicacdes ao Ensino Médio CAPITULO 5

Utilizar esta parte a nivel de ensino médio seria um pouco mais complicado,
pois exige um tratamento vetorial mais complexo do que o normal para esse ni-
vel. Contudo, a formulacao de modelos mateméaticos e a aplicacao destes geraria
um conteido que poderia ser abordado de maneira interdisciplinar e terminaria por
mostrar que as duas ciéncias se misturam e, desta maneira, tém a capacidade de

explicar como a natureza se comporta.

Por tudo isso, seria bastante eficaz o estudo de Célculo no ensino médio. Além de
expandir varios contetudos, seria importante para que os estudantes tivessem acesso
a uma previa do que seria estudado, caso optassem por cursos universitarios nessa

area.

79



Referéncias Bibliograficas

[1]

2]

3]

[4]

15]

6]

17l

18]

19]

[10]

Avila, G., Cdlculo das Funcoes de Uma Varidvel - Volume 1, 7. ed. LTC. Rio
de Janeiro, 2003.

Avila, G., Cdlculo das Funcoes de Uma Varidvel - Volume 2, 7. ed. LTC. Rio
de Janeiro, 2004.

Beer, F. P., Mecinica vetorial para engenheiros, Traducao: Mario Alberto Te-

nan. 5. ed. Makron. Sao Paulo, 1991.

Boyer, C. B. Historia da Matemdtica, 2. ed. Editora Edgard Blucher Ltda. Sao
Paulo: 1996.

Filho, D. C., Um Convite a Matemdtica, Edicao do Autor. Campina Grande,
2010.

Guidorizzi, H. L., Um Curso de Cdlculo - Vol. 1, 5. ed. LTC. Rio de Janeiro,
2001.

Halliday, D., Resnick,R., Walker, J., Fundamentos de Fisica - Vol. 1. 7. ed.,
LTC. Rio de Janeiro, 2006.

Leithold, L. O Cdlculo com Geometria Analitica - Volume 1, Tradugao: Antonio
Paques, Otilia T. W. Paques. Sebastiao A. J. Filho. 2. ed. Harbra. Sao Paulo,
1982.

Stewart, J., Cdlculo - Volume 1, Traducao: Antonio C. Moretti e Antonio C.

G. Martins. 5. ed. Pioneira Thomson Learning. Sao Paulo, 2006.

Stewart, J., Cdlculo - Volume 2, Traducao: Antonio C. Moretti e Antonio C.

G. Martins. 5. ed. Pioneira Thomson Learning. Sao Paulo, 2006.

80



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[11] Symon, K. R., Mecdnica, Tradugao: Gilson Brand Batista. Campus. Rio de
Janeiro, 1996.

[12] Swokowski, E. W., Cdlculo com Geometria Analitica - Volume 2, Tradugao:
Alfredo A. de Farias, com a colaboracao de Vera R. L. Flores e Marcio Q.
Moreno. 2. ed. Makron Books. Sao Paulo, 1994.

[13] Tipler, P. A., Fisica - Vol. 1. 5. ed., LTC. Rio de Janeiro, 2006.

81



