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RESUMO

Este trabalho apresenta umn estudo sobre desigualdades, abordando com maior enfase
as Desigualdades das Médias ¢ de Cauchy-Schwarz que sio bastante utilizadas para resol-
ver problemas de otimizagio e segue fazendo um estudo de outras desigualdades como: a
Desigualdade de Jensen, Desigualdade de Cauchy-Schwarz na forma de Engel, Desigual-
dade de Young, de Holder, de Minkowsky e oxtras, essas mais utilizadas em problemas de
olimpiadas. Para isso, introduzimos um estudo sobre Indugao Matematica devido a muitas
desigualdades serem provadas por inducéo, seguindo com ideia de ordem nos niimeros reais,
valor absoluto e suas propriedades e finalizando com a aplicagao dessas desigualdades na

resolugiio de alguns problemas de otimizagio.

Palavras chaves: Desigualdades Mateméticas; Indugao Matematica; Médias; Valor
Absoluto.



ABSTRACT

This paper presents a study on inequalities, approaching with greater emphasis the Ave-
rages and Cauchy-Schwarz Inequalitics that are widely usecd to solve optimization problems
and continues making a study of other inequalities such as: Jensen’s Inequality, Cauchy-
Schwarz Inequality in the form of Engel, Young’s Inequality, Holder, Minkowsky and others,
these most used in Olympics problems. To this end, we introduced a study on Mathematical
Induction due to the fact that many inequalities are proved by induction, following with an
idea of order in the real numbers, absolute value and their properties and ending with the

application of these inequalities in solving some optimization problems.

Key words: Mathematical Inequalities; Mathematical induction; Averages; Absolute

value.
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INTRODUCAO

Esse trabalho comegou a ser imaginado quando estudava Desigualdades para a disciplina
Numeros e Funcdes do primeiro semestre do Curso de Mestrado Profissional em Matema-
tica (PROFMAT), na Universidade Federal do Pard (UFPa), assistindo a video-aulas do
Professor Fabio Henrique Souza, professor do ensino médio do Colégio Militar do Rio de
Janeiro, professor da equipe de videoaulas do PIC/OBMEP, que de maneira bem didditica e
as vezes mais simples, resolvia problemas puramente algébricos e de Otimizagio (nédximo e
minimo), sendo que os problemas de otimizagio s6 sdo vistos pelo aluno do ensino médio no
primeiro ano ao estudar Fungdes Quadriticas, ficando suas resolugoes limitadas ao estudo

das coordenadas do vértice da parabola.

Ao tentar me aprofundar sobre o tema, percebi que existem poucos livros em limgua
portuguesa que tratam sobre o assunto, foi af entdo que veio a decisio de escrever o traba-
lho como material que sirva de apaoio para o professor que queira usia-lo como ferramenta

extracurricular.

Segundo (D’AMBROSIO, 2008, p.4) o Brasil vem obtendo bons resultados em Olim-
piadas Internacionais de Matematica (IMQ), inclusive sediando a IMO-2017, que ocorreu
no Rio de Janciro no Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA). Temos também
muitos matematicos brasileiros se destacaxdo internacionalmexte, entre eles Artur Avila
Cordciro de Mclo, primeiro latino amecricano a ganhar a Mcdallha Ficlds, considerada o
Nobel da Matematica. Hoje o Brasil [az parte da Uniao Matemaitica Internacional devido
a sua quantidade e qualidade de produgfo cientifica e tecnolégica, superando importantes
paises Eurapeus como Portugal, Holanda, Bélgica, etc., na contramio de tudo isso, temos

um dos piores fndices de aproveitamento escolar do mundo.

Diante desse paradaxo e motivado pela crescente procura dos meus alunos para treini-los

13



para as Olimpiadas Brasileiras de Matematica das Escolas Piblicas e Privadas (OBMEPDP),
ou para pedir material de estudo para as provas das escolas superiores militares (IME,
ITA, Colégio Naval, ete.), decidi também tornar esse trabalho acessivel aos alunos que
estao iniciando os estudos nesse sentido, abordando mais detalhadamente esses problemas e
oferecendo um outro olhar para os problemas de mAximo e minimo trabalhados no curriculo

regular.

De acordo com Guérios e Junior (2016), o ensino-aprendizagem pode se dar através de
uma triade, professor - aluno - conhecimento matemaditico, configurada como algo rigido,
porém nio estitico, em constante movimento onde a resolugio de problemas é o eixo que
da sustentagiio a esse movimento que nio tem inicio e tampouco fim, conforme mostra a

figura 1.

Figura 1: Movimento da aprendizagem ¢ da docéncia

Elixo de rotagio

Fonte: Guérios e Jiiniar (2016)

Dessa forma os contenidos matematicos estariam passando pelos trés vértices do trian-

gulo, ora concentrados no professor, ora no aluno, ora em ambos.

Nesse processo de ensinar e aprender matematica temos a potencializagao da descoberta,

da criagio e da motivagio por parte do aluno.

Ao resolver problemas o aluno constroi os conceitos matemiticos através de situagoes que
propiciem criar hipoteses e conjecturas estimulando sua curiosidade dentro da sua concepgéao

da matematica.(D’AMBROSIO, 1998)

Tal argumentagao vai de encontro com o que diz a BNCC em sua terceira competéncia

14



especifica de matematica e suas tecnologias:

Utilizar estratégias e procedimentos matemiticos, em seus campos - Aritmé-
tica, Algebm, Grandezas ¢ Medidas, Geometria, Probabilidade ¢ Estatfstica
- para interpretar, construir maodelos e resolver problemas em diversos con-
textos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacgio das solugdes
propostas, de modo a construir argumentagio consistente.(BNCC, 2008, p.523)

Assim esperamos que ao resolver os problemas sobre outro olhar, utilizando outros métodos,
conceitos ou procedimentos diferentes dos habituais, o aluno se motive e procure sanar
possiveis defasagens de contenidos, ampliar seus conhecimentos e melhorar as habilidades ja

adquiridas, contribuindo assim para uma melhora significativa no seu desempenho escolar,
A metodologia utilizada divide o trabalho em quatro capitulos.

No primeiro capitulo, [alaremos sobre o Método de Indugao, pois muitas desigualdades
sao demonstradas por esse método, iniciaremos falando sobre os axiomas de Peano até a 2%
Forma do Principio de Indugio também chamada de Ixdugiio Forte, mostrando através de

exemplos como se demonstram igualdades e desigualdades.

No segundo capitulo, comentaremos de forma riapida e simples sobre o conjunto dos
numeros reais abordando a sua descricao usando o método axiomatico e de forma mais
ampla, a ordem nesse conjunto, abordaremos também sobre valor absoluto e apresentaremos
as desigualdades triangular, de Cauchy-Schwarz para dois pares de nimeros e sua forma

generalizada e também o Lema de Titu.

No terceiro capitulo, conceituaremos as principais médias (aritmética, geométrica, harms-
nica e quadratica), apresentaremos e demonstraremos as desigualdades das médias para dois
termos assim como suas generalizagoes ¢ também outras desigualdades importantes como
as desigualdades de Jensen, Young, Holder e Minkowski que sao bastante iteis na resolugao

de problemas de desigualdades em provas de olimpfadas.

No quarto capitulo, apresentaremos alguns problemas de otimizagio com suas respectivas

solugoes dando énfase maior as desigualdades das médias.

15



Capitulo 1

INDUCAO MATEMATICA

Neste capitulo falaremos sobre o método de indugao apresentando os quatro axiomas
de Peano que sio fundamentéais para a caracterizagiio dos mimeros naturais onde o 1iltimo
¢ conhecido como axioma da indugio sendo a base para o que chamamos de Principio da
Indugiio Finita ou da Indugido Matemética. Apresentaremos ainda a 2% Forma do Prinefpio

de Indugio também chamada de Principio da Indugiao Completa ou da Indugdo Forte.

Admitiremos definidas no conjunto dos naturais as operagées de adigio e multiplicagio,
denotadas respectivamente por (+) e (-) e suas propriedades assim como uma relagio de

ordem e suas propriedades.

Deixaremos como sugestdo para o leitor que queira se aprofundar no assunto as referén-

cias [12] e [13].

1.1 Inducao Matematica

A medida que a civiliza¢io humana, lentamente, evolufa, ela se apoderou de um mo-
dclo abstrato de contagem (um, dois, trés, quatro, cinco, ...), que sio os mimeros natu-
rais. Tempos depois ela aprenden a usar este modelo para contar os elementos de um
conjunto e representé-los através de um processo engenhoso chamado de sistema de nume-
ragao decimal, o qual permite representar todos os niimeros naturais utilizando os simbolos

0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9. Assim, indicando por N o conjunto dos niimeros naturais, temos:
N={1,2,3.4,5,---}.

16



O conjunto N dos niimeros naturais, cuja esséncia de sua caracterizagiio foi proposta pelo
matemdtico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) através de uma lista de axiomas, baseia-se

na nogao de sucessor de um nimero natural.

Intuitivamente, o sucessor de um nimero natural é o nimero que vem logo depois dele

na lista de nimeros naturais, ndao havendo outros nimeros entre eles.
A construgao de Peano para o conjunto dos niimeros naturais N é regida pelos seguintes

4 axiomas:

1) Todo miimero tem um finico sucessor, que também & um niimero natural.
2) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes.

3) Existe um tinico nmimero natural, chamado um ¢ representado pelo simbolo 1, que nio

é sucessor de nenlium outro.

4) Scja X um conjunto de nimeros naturais, isto ¢, X ¢ N. Se1 € X ¢ sc, além disso, o

sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entao X = N.

Podemos relacionar a nogdo de sucessor de um nimero natural com a ideia de adigdo.
Assim, determinar o sucessor de um nimero natural equivale a somar uma unidade a esse
numero, dessa forma, representando por n 4 1 o sucessor do nimero natural n, os axiomas

de Peano podem ser reescritos como:

1) Todo mimero natural n tem um sucessor, representado por n + 1.
2) Sem+1=n+1,entdom=n.
3) Existe um vinico niimero natural, designado por 1, tal que n + 1 # 1, para todo n € N,

4) Scja X um conjunto de mimeros naturais, isto ¢, X C N. Se 1 € X c¢ se, além disso,

n+1¢€ X, para cada n € X, entdo X =N,

Embora todos os quatro axiomas sejam fundamentais para a caracterizagio dos niimeros
naturais, o iiltimo é conhecido como o0 Principio da Indugdo c é a base de um poderoso
método de demonstragao de propriedades referentes a niimeros naturais. Usando a lingua-
gem de proposigoes em vez de conjuntos, o Principio da Indugao costuma ser chamado de

Principio da Indugao Finita ou da Indugao Matemadtica.

17



Assim, se quisermos provar que uma proposicio P(n), relativa ao nimero natural n, é vi-
lida para todos os valores n de N, basta mostrar que o conjunto X' = {n € N|P(n) ¢ verdadeira},
que é um subconjunto de N ¢ o préprio conjunto N. Pelo axioma da indugéio, basta mostrar
que 1 € X e que o sucessor de cada elemento de X também esti em X. Em termos da

proposigao P(n), isto equivale a mostrar que:

i) P(1) é vilida;

ii) Para todo n € N, a validade de P(n) implica na validade de P(n -+ 1).

Verificando esses dois fatos, conclui-se a validade de P(n) para todos os valores de n € N.

1.2 Demonstrando Igualdades

A demonstragio de uma igualdade utilizando o método de indugao é muitas das vezes
um processo simples, quando, em particular, um dos membros da igualdade é um somatério
ou um produtdério, pois, a passagem de P(n) para P(n -+ 1) & quasc scmpre automatica,
bastando para isso, somar ou multiplicar a ambos os membros um novo termo ou fator de

modo que ela se torne a igualdade que verifica a validade de P(n + 1).

Exemplo 1.1. Prove, por indugdo, que 143 +5+---+(2n—1)=n%Vn e N.

Solugao. Paran > 1 consideremos a proposigao
P(n):143+5+--+(2n—1)=n".

Queremos mosirar que P(n) ¢ verdadeira para todo n € N. Para isso afirmamos que:

i) P(n) € verdadeira paran = 1,

De falo, paran =1, lemos que o lado esquerdo de P(n) €2:1—-1=2—-1=1 ¢ o0 ludo

direito € 12 = 1, Assim P(1) € verdadeira.
it) P(n) € verdadeira para um vdor arbitrdrio n € N implica P(n + 1) verdadeira.
De fato, admitindo que
143454+ (2n—1) =7 (1.1)

18



para um certo valor de n € N, devemos mostrar que:
14+3+5+--+@2n—-1)+[2n+1)—1] = (n+1)°

Para isso, somamos o novo termo [2(n+ 1) — 1] a ambos os membros de (1.1).
Assim, temos
14+34+5+4+---+Cn=1)+[2n+1) =1 =nr*+[2(n+1) - 1]
=n?®4+2n+2-—1
=n*4+2n+1

=(n+1)’

Portanto, a validade de P(n) para um valor arbitrdrio de n € N, implica na validade

de P(n+1).

Logo, pelo Principio da Indugdo, P(n) € verdadeira para todo n € N,

Exemplo 1.2. Mostrar que pare todo n € N,

(1+%) . (1+%)2-...- (Hj_l)":%.

2 n n
Solugdo. Seja P(n): (l—i— %) ‘ (1-!-%) (1+%) = (n+1) ,n€N,

n!
Vamos provar, por indugdo, que P(n) é verdadeira para todo n € N, para isso vamos

verificar que

i) P(n) € verdadeira paran = 1.
De fato, paran =1, temos

n 1 1
(l+l)=2c(n+1) =(1+1) =2 = 2.

1 n! 1
1
Daf, P(1) € verdadeira ja que (1 + ) _a+n

=

el B

it) P(n) verdedeira para um valor arbilrdrio n € N, ¢mplica P(n + 1) verdadeira.

De fato, admitindo que

(1+%)-(1+%)2....-(1+%)n=mi7!])n (1.2)

19



devemos mosirar que:
1 1\2 1\" 1 \™_[(n+y+1
(1+T)'(1+§) '""(“’H) '(”n+1) - ()

n+l
Para isso, multiplicamos ambos 0s membros da igualdade (1.2) por (1 - ?) .

Assim, temos

(1 2): (1+2) o (122)" (1) 2 (1)
(n+1 n+2\"
(( )

n+1
+2)" (n+2)
AT (n+ 1)
_(n +2)" (n+2)  (n+2)"*!
T o (m41)-n! T (n+1)!
[+ + 1
(n+1)!

Lu«-HT"'

Portanto a validade de P(n) para um valor arbitrdrio de n € N, implica na validade de

P(n+1).

Logo, pelo Principio da Indugdo Finita, P(n) € verdadeira para todo n € N.

1.3 Demonstrando Desigualdades

Diferentemente das igualdades, a demonstracao de desigualdades associadas a somatoérios

ou produtérios utilizando o método da indugio, quase sempre nao é um processo ficil, pois a

inclusao do termo adicional a ambos os membros nao torna automaticamente a desigualdade

na forma desejada, e geralmente é necessirio demonstrar uma outra desigualdade.

Exemplo 1.3. Demonstrar a desigualdade de Bernoulli

(1+R)" > 1+nbh,

para todon € N etodo he R,h > —1.
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Solugdo. Seja P(n): (1+ h)" = 1+ nh. Vamos provar, por indugdo sobre n, que P(n) €
verdadeira para todon € N e tedo h€ R, h > —1.

Para isso, vamnos mostrar que:

i) P(n) ¢ verdadeira paran = 1.

De fato, (1+h)' =14 h > 1+1-h. Dai, P(1) é verdadeira.
ii) Suponhamos que P(n) seja verdadeira para algum n € N, ou seja,

(1+h)" > 1+nh. (1.3)

Temos que mostrar que P(n + 1) também € verdadeira, isto é

A+0)C > 14 (n+1)h

Para isso, vamos multiplicar anbos os membros da desigualdede (1.3) por (1 + h),
obtendo

1+ h)" - (1+h)2(1+nh) - (1+h), a desigualdade nao sc altera pois, 1+ h 2 0.
Dat

(14 R > 14+ h4+ah+4nh® =1+ (n4 1)k 4-nh’
Observe que o membro da direita ndo se tornou da forma desejada 1+ (n+ 1)h. No
entanto basta observar que 1+ (n+ 1)h+nh?* > 1+ (n+1)h, pois nh* > 0.
Assim, (1 + RYn ) > 1 4 (n+ h+nh*> 1+ (n+1)h.

Desta forma, mostramos que P(n+1) € verdadeira para todo n € N e para todo h > —1.

Logo, pelo Principio da Indugdo Finite, (1+ h)" > 14 nh, para todon € N e todo h > —1.

Exemplo 1.4. Mostre quc:

1 2n -1 1
135 oo < , pare todo n € N,

2 467 2n T Von+l
~ ; 1 35 2n —1 1
Solugdo. Se¢ja P(n): 5'3°6 " " on < NTES]

Vamos provar, por inducdo, que P(n) € verdadeira para todo n € N,

,n € N.

Para isso, vamos mostrar que:
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i) P(n) € verdadeira paran = 1.

De fato, paran =1,

;n-1_1 _ 1 _ 1 1 1 1
on 2 Van+1 V2-1+1 V3 2= V3

it) Suponhamos que P(n) € verdedeira para elgum n € N, ou seja:
135 (n-1)_ 1
2467 2n ~ /@n+1)
Temos que mostrar que P(n + 1) também € verdadeira, ou seja
135 (-1) 2n+1)—1_ 1

246 "  2n 2n+1) ~ 2m+1)+1

Para isso, vamos multiplicar os dois membros da desigualdade(1.4) por

2zn+1)—1  (2n+1)
2n+1) ~ (2n+2)

(1.4)

Assimn lemos

1 35 (2n—1) 2(rz+l)—1< 1 2(n+1)—1
2 46 2n 2n+1) T 2n+1 2(n+1)

Observe que o membro da direila nao se tornou da forma desejada,

1 1

V2o +1)+1  /(@n+3)

No entanto, basta mosirarmos que

1 2n+1)—-1 1

v2r+l  2(n+1) T \L2m+1)+1

Note que

1 [2(n+1)-1] 1 (2n+ 1) 1
Von+1  2n+1) —V2n+3 (2n+17- (2n+2)2 = (2n+3)
< (2n+1) - (2n+3) < (2n+2)*

— A’ +8n+3<4dn®+8n+4

+— 3<14

Dessa forma, mostramos que P(n+ 1) ¢ verdadeira para todo n € N,

Logo, pelo Principio da Indugdo Finita, P(n) € verdadeira para todo n € N.
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1.3.1 Demonstrando Propriedades Que Sao Vélidas Para Niimeros

Naturais A Partir De Um Certo Natural ng

Para demonstrar propriedades que sdo vilidas para nimeros naturais a partir de um
certo natural ng, usaremos uma variante do Principio da Indugio e que serd enunciado

como 1* Forma do Principio de Indugiao Completa através do seguinte teorema:

Teorema 1. Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n e seja ng um nimero

natural.

Suponhamos que:
i) P(np) € vdlida.

i1) Para todo n > ng, a validade de P(n) implica a validade de P(n +1).
Entio P(n) ¢ vdlida para todo n > ng.

Demonstragio. A demonstragao sera feita por inducdio,

Tomando X = {n € N|P(ng +n — 1) ¢ vilida}, entdo 1 € X, ja que para n =1 por i),
P(ng+1—1) = P(ny) & vilida.

Agora por i7),se n € X, ention+1 € X. Logo, pelo Axioma da Indugio, X = N. Isto
significa que P(ng+n — 1) é vilida para todo n € N, ou seja, que P(n) é valida para todo
n 2 ng € N. O

Observagao 1.1. Podemos adotar ng = 0 nos casos em gque seja interessante considerar o

zero como um numero natural,
Exemplo 1.5. Mostre que n! > 2", para todo natural n 2 4.

Solucao. Seje P(n) : nl > 2" para n > 4, vamos mosirar, por indugdo, que P(n) é

verdadeira para todo natural n > 4.
Para isso, vamos mostrar que:
i) P(n) € verdadeira paran = 4.
Dec fato, 41 =4.321=24 e 2'=16.
Dai, P(4) ¢ verdadeira jd que 24 > 16.
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it) Para todo n 2 4, a validade de P(n) implica a validade de P(n+ 1), ou seja,
(n+1)! > 200+,

Para isso, varnos mulliplicar os dois membros de desigueldade n! > 2" por (n+ 1).

Assim, temos
(m+1)nl>m+1)-2"=(n+1)>(Mn+1)-2"
Observe que o membro da direita ndo se tornou da forma desejada, (20711 = 2m. 9),

No entanto, basta mostrarmos que (n+ 1) > 2; o que de fato ocorre, pois, n > 4.

Dat
(n+1)!>Mm+1)-2" >2.2" =20+,

Mostrando assim que P(n+1) € verdadeira para todo natural n > 4.

Logo, pelo Principio da Indugdo, P(n) € verdadeira para todo natural n > 4.

1.4 22 Forma do Principio da Inducao

Também chamada de Principio da Indugao Completa ou da Indugao Forte.

Teorema 2. Seja P(n) uma propriedade relativa ao ntimero netural n. Suponhamos que:

i) P(1) € vdlida.

1) Para todo n € N, a validade de P(k), para todo k < n, implica e validade de P(n+1).

Entdo P(n) € vdlida pare lodo n € N.

Demonstragdo. Consideremos a sentenga aberta Q(n) : P(k) é valida para todo natural

k <n.
Como por i) P(1) é valida, entdo @(1) também é.

Agora, suponhamos que @(n) é valida para algum n € N, isto implica dizer que P(k) é

valida, para todo k£ < n.
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Mas por i), isto implica na validade de P(n+1) que por sua vez implica na validade de

P(k) para todo & < n+ 1. Logo, @(n + 1) também ¢ vilida.

Portanto, pela forma original do Principio da Indugao, Q(n) é valida para todo n € N,

de onde decorre a validade de P(n) para todo n € N. O

Naturalmente, a 2 Forma do Principio da Indugéo pode ser adaptado para demonstrar
propriedades que valem a partir de um nimero natural ng. Neste caso, a hipétese de indugio

é a validade de P(k) para todo natural k tal que ng < k < n.

Exemplo 1.6. Seja a sequéncia 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,..., essa sequéncia é conhecida como
sequéncia de Fibonacci, em homenagem a Leonard de Pisa, e € dada pela lei de formagdo

F, = Fu_1) + Fu—3), para todo n > 3. Mostre que F, < G)", para todo n € N.

Solugao. Demonstrareinos esse proposigio utilizando o Principio da Indugdo Forte, visto
que nio consequimos mostrar a desigualdade utilizando a primeira forma de indugdo, pois é

necessdrio admitir na condigdo 1) que ela seja verdadeira para todo k € N tal que3 < k < n.

. -1 . — . .
Seja P(n) : F, < (;;-) , varnos moslrar, por indugao, que P(n) é verdadeira para lodo

natural n.

Para 1sso, vamos mosirar que:

) P(1), P(2) e P(3) sao verdadeiras.

Fi=1e¢ G)l =1 comol< '} , P(1) € verdadeira.
F,=1e (%)2 =35, como 1 < 33, P(2) € verdadeira.
7
1

16?7
F=2c( )3 =3 como 2 < W, P(3) ¢ verdadcira.

i1) Para todo n > 3, sc P(k) ¢ verdadcira para 3 < k < n entdo P(n + 1) ¢ verdadeira.

Com efeito, pela hipotese, P(n — 1) e P(n) sdo verdadeiras, ou seja,

n (n—=1)
7 7
F, < (-‘I) e F(n_n < (-"I) .
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Ora, como Fiy41y = Iy + Fin-1), resulta que

7 n T (I'l"'l]
Fu ) )
wo<(3) +(3)

(n—1)

i

-
S—

|
— ey
Y

(n=1)

[NERIRENER

=
L
AN N N N /N

—
=
|
—
S

A
—
=

|5 al& =]
o

—_
=
|
—
—

|
S—
ha

| =

(n+1)

N O I

[
7~

Mostramos assim que P(n + 1) é verdadeira para todo n € N.

Logo, pelo Principio da Indugio, P(n) é verdadeira para todo n € N.
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Capitulo 2

DESIGUALDADES ELEMENTARES
EM R

Iniciaremos esse capitulo descrevendo de maxeira axiomdatica o coxjunto dos xfimeros
rcais considerando de mancira um pouco mais ampla a ordem nesse conjunto, em scguida
faremos um breve estudo sobre médias, introduziremos o conceito de valor absoluto e suas
propriedades continuando com o estudo das desigualdades triangular, de Cauchy-Schwarz e

do Lema Poderoso cuja generalizagdo é mais conhecida como Lema de Titu.

As principais referencias utilizadas nesse capftulo foram [6], [10], [13], [16],

2.1 O Conjunto dos Niimeros Reais

Abordaremos a descricio do conjunto dos nimeros reais, indicado por R, usando o

método axiomaético.

Assim, vamos assumir que o conjunto dos niimeros reais é um conjunto nio vazio carac-

terizado por trés grupos de axiomas.

O primeiro grupo de axiomas consiste dos denominados ezriomas de corpo. Mais preci-
samente iremos supor que R esta munido de duas operagdes denotadas (-+) e (-) e respecti-

vamente denominadas adigdo e mulliplicagio, as quais satislazem os seguintes axiomas:
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Axiomas da adigao

S1. Associatividade: Quaisquer que scjam z, y, z € R tem-se (z+y) +z=z + (y + 2).
S2. Comutatividade: Quaisquer que sejam z,y € R, tem-se z + y = y + z.

S3. Elemento neutro: Existe um tnico elemento 0 € R tal que z+ 0= 0+ = = z, qualquer

que seja = € R.

S4. Simétrico: Todo elemento z € R possui um vnico simétrico em R, denotado por —z,

tal que z + (—z) = (—z) +z =0.
Axiomas da multiplicagao

M1. Associatividade: Quaisquer que sejam z,y,2 € R tem-se (z-y) -z =2z (y - 2).
M2. Cormulalividade: Quaisquer que sejam z,y € R, tem-se z-y =y - .

M3. Elemento neufro: Existe um tinico clemento 1 € R tal que 1 # 0ez-1=1-z =1,

qualquer que seja z € R.

M4. Inverso multiplicativo: Todo elemento z 7 0 em R possui um q{inico inverso multipli-

. 1
cativo em R, denotado por ™' ou =, talque z-z-'=z"1 .z =1.
I

D1. Azioma da distributividade: Quaisquer que sejam z,y,z € R, tem-se z - (y + 2) =

T-y+T-2.

Convencionaremos omitir o sinal "-" da operagdo da multiplicacéio, escrevendo xy para

denotar = - y.

De posse dos axiomas acima podemos definir também as operagoes denotadas (—) ¢ (<)

e respectivamente denominadas sublrag@o e divisio em R, como veremos a seguir:

Al. Subtragdo: Sejam z,y € R, a subtracdo y de = é denotada por z — y e definida como
a soma de = com o simétrico de y, assim, z — y =z + (—).

A2. Divisdo: Scjam z,y € R, y # 0, a divisdo de x por y é denotada por z + y ¢ definida

. e . 1
como o produto de z pelo inverso multiplicativo de y, ox seja, z -y ==z - —.

Y
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O segendo grupo consiste dos axiomas de ordem, os quais serdo tratados na préxima
scgdio, Por fim, o 1ltimo grupo consiste de um unico axioma conliccido como axioma do

supremo, sobre esse axioma o leitor interessado pode considerar a referéncia [13].

2.2 Ordem nos Niimeros Reais

Conforme dissemos na segdo anterior, nessa se¢do faremos uma discussio dos axiomas

dc ordem.

Para introduzir uma ordem no conjunto dos niimeros reais vamos supor a existéncia de
um conjunto Ry, que chamaremos de conjunto dos nimeros reais positivos, satisfazendo as

seguintes condi¢Oes (axiomas):
P1) Dado o nimero real z, hi trés possibilidades que se excluem mutuamente: ou z é
positivo, ou x = 0, ou —z ¢é positivo.

P2) A soma e o produto de niimeros reais positivos sao também niimeros positivos.

Assim se indicarmos com z > 0 quando z pertence ao conjunto Ry e R_ = {—=z :
z estd em R, } podemos escrever:

R=R, U{0}UR_.

O conjunto R_ sera chamado de conjunto dos nimeros reais negativos e a notagao z < 0
sera usada quando z pertencer a R_.

Podemos definir agora a relagao, "x é maior que y", denotada = > y, se z — y € Ry..

Da mesma forma, "z € menor que y", denotada r < y se y—z € R,. A relagdo > possui

as seguintes propriedades essenciais:

1) Tricotomia: Dados z,y € R, vale uma, e somente uma, das alternativas seguintes:

y>z,z=youzx>y.

2) Transitividade: Se z > y e y > z, entdo, > z.

3) Monotonicidade da Adigao: Se = > y, entdo para todo z € R, tem-se z + 2 > y + 2.
3)Sex>yex' >y, entioz+2" >y+7.
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4) Monotonicidade da Multiplicagao: Se = > y e z € Ry, entdo xz > yz.

4") Sejam z,y, ' e y' nimeros positives. Sex >y ex’' >y entdoz-z' >y -y,
5) Se z 5 0 entdo 22 > 0.

6) Sey)m)ﬂcntﬁol>l.
Ty

T) Sey >z ¢ z <0, entdo zz > yz.

Demonstragdo. 1) A tricotomia resulta imediatamente de P1). Com efeito, ou a diferenca
y — x & positiva, ouseja, y—z > 0 oque implicaz < y; ouxz —y=0c dai z =y; ou

T —y > 0 o que implica em x > y.

2) Mostraremos a transitividade usando P2). Assim, se z > yey > z,entdloz—y >0e
y— 2z > 0, logo a soma (z —y) + (y — z) > 0 0 que implica (z — z) > 0 e portanto = > z.
3) Comoz >y, entdo,z—y>0, masz—y=(r+2)— (y+2)>0. Logo, z+z > y+ =

3)Sexr>yex >y, entdiox—y>0ez’'—y >0, por P2) temos (z—y)+(z'—7') >0
o que implica (x + ') — (y +3') > 0. Logo, (z+z') > (y + ¥').

A propriedade 3') permite somar membro a membro duas desigualdades.
4) Como z > y, entdo £ — y > 0, por P2) temos que (z —y) - z > 0, o que resulta em
z-z—y-z>0. Logo,z-z>vy-z.

4)Comozr>yecx' >y,entioz—y>0ez’ —y >0, por P2) temos (z—y) -2’ >0¢
(z'—y) y>0,oqueresultaemz -z’ —y-z' >0ez’-y—y -y > 0, agora por 3) segue

que (z-2')—(y-2")+(y-2")—(y-¢) >0cdai(z-z')—(y-y') > 0. Logo, z-z' >y-y
A propriedade 4) permite multiplicar membro a membro duas desigualdades.

5) Com efcito, se z > 0 entdo por P2) z-z > 0 ¢ dai 22 > 0.
Agora, se —z > 0, também por P2) (—z)-(—z) > 0, mas (—z)-(—z) = z2. Logo, z° > 0
em qualquer caso.

.1 1 ; 1 1\?

6) Note que sem>Uey>Ocnt.ao;>Oc§> 0 pois, por P2) Z=% |z > 0. Logo

multiplicando ambos os membros de £ < y por — > 0, obtexos z < Y que implica
TY Ty TY

1 1
en — > —.
z” y
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7) Com efeito, y—z > 0e —z > 0, por P2) (y— )+ (—z) > 0 0 que implica em zz —yz > 0.
Logo, zz > y=.

Outras nota¢oes importantes sao as seguintes:

e >0, se zesti em Ry ouz=0.

r<0,se zestiemR_ ouz=0.

z 2y, se z—yesti em R, ouz —y =0 e diremos que z é maior que ou igual a y.

e z<y,sex—yestiemR_ ouz—y=0e diremos que z é menor que ou igual a y.

2.3 Valor Absoluto

O valor absoluto (on madulo) de um miimero real x, indicado pela notagio |z|, ¢ definido
pondo-se:

z, sc 20
|| =
-z, se <0

Outra maneira de se definir o valor absoluto consiste em pér:
|z| = maz{z, —z}.

Isto é, o valor absoluto de z é o maior dos nimeros z e —z.

Quando z =0 tem-se z = —x = |z| = 0.

Propriedades

P1) |z| > 0,|z|=0& z=0..
P2) |z| > *=z.

P3) | - 2| = al.

P4) |z|* = L2
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P5) |z-y| =|=| - 4],

||

|yl

PG)

I
)
Demonstragao. P1) Com efeito:

e se z >0, entdo |z| =z > 0.

e se £ <0, entdo || = —z > 0.
Logo, |z| 2 0, Vz € R.

P2) e Sez>0,|z|==z.

e Sex<0z|=—z>0>=.

Entio |z| > =.

Por outro lado

eSczx>20|z|=2202 -z
e Sez<0,|z| =—=z.
Entao |z]| > —z.
Portanto, |z| > *z.
P3) Com efeito, || = maz{z,—z}. Do mesmo modo, | — z| = maz{z, —z}.
Portanto, |z| = | — z|.
P4) e sez >0, entdo |z| =z e assim |z|* = z”.
e se z <0, entio |z| = —z ¢ assim [z = (—z)* = 2%

Portanto, |z|* = z°. Coxnsequentemente vz2 = |z|.

P5) esex>0ey>0,entdozy >0 e |zy| =2y = |||yl
escx>0cy<0, entio zy <0 c |vy| = —zy = x(—y) = |=||y|.
esex<0ey>0,entdo zy < 0e |zy| = —zy = (—2)y = |7||y|.
e ser<0ey <0, entdo zy > 0 e |zy| = zy = (—z)(~y) = |=||y|.

Portanto, |zy| = |z||y|.
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T | =z |z
P6G) esex>0ey>0,entio—>0e|—|=— -l—l—
y yloy
_ T T T T ||
escx>0ey<0,entao —<0e|—|=——=—F=
Y Y v (=v) vl
T I x -z T
esex<0ey>0,entao —<0e|— ———-—-u—l l
J J v vy
esex<0ey>0, entéofzﬂe = (Z=) =H.
Y vyl v vl
Portanto, E| = H
y| |yl
O
2.4 Desigualdade Triangular
A desigualdade Triangular afirma que
Teorema 3. Para qualquer par de nmiimeros reais x ¢ y,lemos:
|z + 3yl < || +[yl.
Demonstragao. Como |z| > +z.
Sez+y>0,entdo [z +y|l=z+y < |z| + |y
Sez+y<0,entdo [z +y|=—(z+y)=—z—y <|z|+|y|
Portanto, |z +y| < |z| + [y. L

A Desigualdade Triangular pode ser generalizada como

Teorema 4. Sejam ), Ta, ..., Ty, nUmeros reais, entao
[+ 22l < ] 4 ] -l

Demonstragdo. A demonstragio serd feita por indugéo.

Seja P(n) : |z1 + 22+ -+ + x| < |71 + |T2| + - - - + |Tal, qQueremos mostrar que P(n) é

verdadeira para todo natural n > 2.

Para isso,vamos verificar que

33



i) P(n) @ verdadeira para n = 2. De fato, pelo Teorema 3, segue que para qualquer par

de nameros reais x, e T, temos
|21 + za| < |71 | + |22

Dai, P(2) & verdadeira.

ii) P(n) verdadeira para algum natural n > 2 implica P(n + 1) verdadeira.

De fato, admitindo que
oy + 22+ -+ 2| S| + 2] 42 -+ [ (2.1)

para um certo natural n > 2, devemos comprovar que

|Zy 22+ o T+ T S | F |z + o F ] F g

Para isso vamos somar |z,4+1| aos dois membros da desigualdade (2.1).

Assim temos

|2y + Z2 4+ - +Tp| + |Znga| < |z1] + |z2| + - -+ |Ta| + |Z0ga]-

Perceba que 0 membro da esquerda nio se tornou da forma |z; +za+ -« + + Zn + Tpya|-

No entanto basta mostrarmos que

|zy +z2+ -+ Tp + Tpga| S |71+ T2+ - - + T | + |Toga|.

De fato, observe que pelo Teorema3

|21 +z2+ - + o + Tnga| = |(T1 + T2+ -+ 20) + Tos|
gl L o SRR Y

Portanto a validade de P(n) para um certo natural n > 2 implica na validade de

P(n+1).

Logo, pelo Principio de Indugio, P(n) é verdadeira para todo natural n > 2.
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2.5 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Teorema 5. Sejam ay,aq. ..., a,, by, ba, ..., b, niimeros reais, entdo

(arby + ashy + -+ + anby)® < (af + a3+ +al) - (b + b3+ - -+ b2).

Valendo a igualdade se, e somente se, L_f_ =5
by b bn
Demonstragao. Se ay = a3 = ... = a, =0 ou by = by = ... = b, = 0 o resultado é trivial

visto que ocorrendo qualquer um desses casos 0s dois membros da desigualdade sdo iguais

a zero o que torna a proposi¢ao verdadeira.

Temos que mostrar que a desigualdade é verdadeira quando nem todos os a; e b; com

i=1,2,...,n sio nulos.

Para isso vamos considerar a luncgao quadratica f : R = R dada por

.’.(I) = ((113.' = bl)z el o (“J"tI - bn)z

Dai
J(z) = a?x® — 2aybyx + 0 + - - - + a22? — 2a,b,7 + U,

Assim

flz) = (a}+ a3+ +a2)z® — 2(arby + agby + -« +apby)z + (b + b3+ + b2).

Podemos entio escrever f(z) = az® + br + ¢, onde

a=al+ai+---+a?
b = —2((11,]1 +02f32 4 e + ﬂ.ﬂbn)

c=b}+0i+-- -+

Observe que f(z) = (aiz—b,)%+- - -+ (a,z—b,)* 2 0, pois, f é uma soma de quadrados.

Dai, segue gile A = b* — dac < 0, ou seja, b* < 4ac.
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Logo

[=2(a1b; + agbs + - - + a,b,))]> < d(a] + a3 +--- +a)(b] + b3+ -+ 12)
d(arby + agba + -+ apby)? < d(af +ai + - +a2)(b} + b3 + - -+ BE)

(arby +agbo+ -+ apbp)? < (@ +a3+---+a2) (B3 + b3 +--- + b2)

Demonstramos assim o que queriamos.

Perceba que a igualdade ocorre se, e somente se, A = (), ou seja, a fungao possui uma

linica raiz, entao existe A € R tal que f(k) =0.

Assim, f(k) = 0 se, e somente se, (a1k — b)? + .-+ + (a,k — b,)? = 0, 0 que implica
em a;k — b; = 0, para todo7 = 1,2,3,....n, ou seja, a igualdade ocorre se, ¢ somente se,
a az an O

b b T b

Sera apresentada uma outra demonstragio da desigualdade de Cauchy-Schwarz usando

o Lema de Tit.

Um caso particular da Desigualdade de Cauchy-Schwarz é o Corolarioa seguir:

Coroléario 1. Sejamn xy,Ts, 11,2 € R, entao

(z1y1 + Taya)? < (23 + 23) (37 + 2).

. I I
A igualdade ocorrendo se, e somente se, — = —.
n Y2

2.6 Uma Desigualdade Poderosa

Esse lema se mostra como uma ferramenta poderosissima para resolver problemas olim-

picos bem dificeis de desigualdade.

Lema 2.1. (LEMA DE TITU ) Sc a;,az,by, b, sdo nimcros reais ¢ by, by > 0, temos a

sequinle desiqualdade
g, @ (a+a)

by by ™ bi+b

. a, as
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, o = e
1 2
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Demonstragao. Sejam ay,as, by, b; € R e by. by > 0, entao

((l}bg — ﬂgbl)z 2 0
ajb3 + a3b? — 2a,azb1b2 > 0

afbg -+ agbf > 2a,a20, 0.
Somando a?b,by + a3b,b, em ambos os membros da desigualdade (2.2), temos

ﬂ?bg + ﬂgb‘f + ﬂfblbg + ﬂ%blbz 2 2&102!)1!& +ﬂf61b2 + ﬂgblbg
afbg + afblbz -+ a%bf +- agblbz > blbz(af + 2a,a, + a%)
ﬂfbg(bl + bz) + ﬂ%bl(bl + b2) 2 blbz(ﬂ.l + ﬂg)z.

Dividindo ambos os membros da desigualdade (2.3) por by by(b; + ba2), obtemos

a2ba(by + b,) 3+ azby (b1 + ba) _ bibo(ay + az)?
biba(by +bs)  byba(by + b2) — byba(by + bs)
ajy

a , @ (@ ta)
by b (b + b2)

2

(2.3)

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (a;b; — azb;)? = 0, 0 que implica em

. a a
a by — axby = 0 e dai, ayby = aqb,, assim temos que b—' = b_2
1 2

Uma consequéncia do Lema 2.1 é a proposicao a seguir.

Proposicao 2.1. Para a;.as,ag, by, b, by reais e by, by, b3 > 0, entao € vdlida a desigualdade

Ei+9§+.“_§2 (a1 + a2 + a3)?
by by by by + by + b3

. @ 2 3
ocorrendo a igualdade se, e somente se, — = — = —.
I

Demonstragde, Aplicando o Lema de Titu duas vezes para trés pares de mimeros, temos

a? a: a? a? a2 a? a; +ay)?  a? a; + a; + az)?
L B 4+i)+i2(1 2! af | (+astag)
by by by by b by + b, by by + by + b

O Lema de Titu pode ser estendido da seguinte forma
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Teorema 6. Para ay,ay,...,a,, by, ba, ..., b, reais e by, bs,...,b, > 0, entdo € vdilida a desi-

gualdade

2 2 2 2

aj a5 a, ((11 +az+--- +ﬂn)

— —, — > .

bl+b2+ +bn_ bl+b2+"'+bn (24)
a_ o an

ocorrendo a igualdade se, e somente se, — = — = ... = —.
b b b

A desigualdade (2.4) também conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwarz na
forma de Engel ou Principio de Minima de Arthur Engel.’

Demonstragao. A demostragio serd feita por Inducio.

Ja mostramos acima pelo Lema2.1 e pela Proposi¢ao2.1 que a desigualdade é verdadeira

paran=2en=3.

Supondo que a desigualdade ¢ verdadcira para algum natural n > 3, isto €, que

a® a2 a: _(ay+ax+---+a,)?
Ay 240>
by by b by+by+---+b,

Temos que mostrar que a desigualdade é verdadeira para n + 1.

De fato, por hipotese sabemos que:

2 2 2 2
a a a atax+t---+a
_l_+_2_+___+_n_(1 2 n)
bi b bn by +by+---+b,
a2
Somando —2*1 a ambos os membros dessa desigualdade temos que:
n+41
9_%.+E§+...+_‘I_$l.+a?!+l > (a1 +az+--- +ap)’ afﬂ_l.
by b by busa by+by+---4+0b, b1

Mas, pelo lema 2.1

(a1 +az+- +a,)? _|_f13+1 S (a+:+an+an)’
bitby+--4by  bppr T bt bt ban

Por transitividade, segie que:

§+-.-+.u_'21.+ﬂ3'+1 Z ('ﬂl'iﬁ""{'ﬂn'I‘aﬂ-l-l)2
bz b bng by 4+ by + bpp

T Arthur Engel (nascido em 1928) é um professor de matemdtica alemio , educador e autor polftico.

Engel foi um dos primeiros a reconhecer o impacto de caleuladoras eletrénicas e computadores no ensino de

matemdtica
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a? a2 S (my +ag+---+ay,)?

T 3 meinl 1 3 ) 1 -2 - —_
Logo, pelo principio de indugéo, b; + ™ R R T Ser—— , Vn € N,
Valendo a igualdade se, e somente se, 1> = =2 = ... = ==, O
by, by bn

Como exemplo da aplicagéo desse lema, apresentaremos uma outra demonstragio da

desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 5).

Sejam a,. ag, ..., @, by, by, ..., b, miimeros reais e by, bo, ..., b, > 0, entdo

22 22 212
Rt tad=0 %20 S
1 2 n b2 bﬂ bﬁ‘

Pela generalizagao do Lema de Titu temos que

b2 b2 Ebﬁ (ﬂlbl -+ ﬂgbz e ﬂ,,bn)2
171 4 32 >
P +5 gttt e 2T prgroan

Dai
(@2 +a3+- +a2) b+ b2+ -+ b2) > (arby +azby + - +ayb,)%

5 = . a) as a
Além disso, a igualdade vale se, e somente se, it —.
1

by b
Também pode-se deduzir o Lema de Titu a partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

o que revela a equivaléncia entre essas duas desigualdades.

a; az

\/E‘\/b_g'”. 1\;;—) e (\/En/gz:s'”,\/a), com

ay,as, - ,a, EReby, by, b, € Ry, por Cauchy-Schwarz, segue que

a az an 2 a’
(ﬁ‘/’;J“ﬁ‘/b_?Jr"‘J“ﬁ‘/”—“) (bl+b+ -+ )(bl+bz+ -+ by)

De fato, considerando as n-uplas (

Como by + by + -+ + b, > 0, temos:

(“—%+“_§+...+a—i) > (a1 +a+---+ay)’
bl b2 brl - llJl'I'bZ"I""'l"t'l'l ‘
. a; (¢2] ﬂ
ocorrendo a igualdade se, e somente se, D= como queriamos demonstrar.
1 2 n
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Capitulo 3

DESIGUALDADE DAS MEDIAS E
OUTRAS DESIGUALDADES

Neste capitulo faremos um estudo sobre as principais médias e as desigualdades entre
clas, assunto quc serd de extrema importancia para o desenvolvimento deste trabalho.

Uma primeira leitura das se¢oes onde apresentaremos outras desigualdades importantes
como a desigualdade do Rearranjo, de Nesbitt, de Chebychev, de Jensen, das médias Pon-

deradas e de Poténcias, de Young, de Holder, de Minkowsky, pode ser omitida, pois nao sao

o foco deste trabalho podendo o leitor seguir direto para o capftulo final.

As principais referencias utilizadas para este capitulo foram [1], [?], [6], [9], [10], [11] e

[16].

3.1 Meédias

A ideia de média é bem importante e segundo (LIMA, 2016, p.129), uma média de uma
lista de nitmeros é um valor que pode substituir todos os elementos dessa lista sem alterar

uma determinada caracterfstica da mesma.
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3.1.1 Meédia Aritmética

Dada uma sequéncia de nfimeros reais (z,, x9, ..., T, ), chamamos de média aritmética o

nimero real Af4 que nio altera a soma dos elementos dessa sequéncia, assim

II-I-.'L'Q-I-"'+I“=ﬂd-,1+ﬂi{,;+"'+ﬂfﬂ=Tl'1"IA.
oA oAl A

n vezes

Portanto
T+ zTo+ -+ Ty
m .

.ﬂf_,; =

Exemplo 3.1. Calcular a média aritmética dos niimeros 10,20, 30 e 40.

Solugao. A média aritmélica da sequéncia de nimeros reais 10, 20, 30,40 € calculada por

10+20+30+40 100 _
4 T4

My = 25.

3.1.2 Meédia Geométrica

Dada uma sequéncia de niimeros reais (z1, z2, ..., Tn), chamamos de média gcométrica o

nimero real Mg que nao altera o produto dos elementos dessa sequéncia, assim

Ty Tg* .. Tp= Lﬂ:!(; Mg - ... Mg = Mg,
n 1;2.95
Portanto
Mg = 3/zy z3 - ...  x,.

Exemplo 3.2. Calcular a media geomélrica dos nimeros 2,4 e 8.

Solugao. Dada a sequéncia de numeros reais 2,4, 8, calculamos a média geoméirica desses

ntmervs fazendo

Mg=+v2-4-8=V64=A4.

3.1.3 Meédia Quadratica

Dada uma sequéncia de mimeros reais (z, zz, ..., zn), chamamos de média quadratica o

mimero real Mg que nao altera a soma dos quadrados dos elementos dessa sequéncia, assim

(@1)? 4 (z2)? + -+ (@a)? = M{+ MG+ + Mj =n- M},

n vezes
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n

Portanto
(z1)? + (z2)2 + - + (z,)?
Mg = .

Exemplo 3.3. Calcular a média quadrdtica dos nimeros1 e 7.

Solucao. A média quadrdtica dos nimeros1 e7 €

/12 72 /14—49 o0

3.1.4 Meédia Harménica

Dada uma sequéncia de mimeros reais (z,, T2, ..., £, ), chamamos de média harménica o

niimero real Afy que ndo altera a soma dos inversos dos elementos dessa sequéncia, assim
1t o1 1
Ty T T, My My My — My
n l.‘::ea

Portanto
n
Mn =~ 1 1
— + —_— + T, + —
I I In

Exemplo 3.4. Calcular a média harménica dos nimeros 1,2 e 3.

Solugao. Para calcular a média harménica entre os nimeros 1,2 e 3 basta fazer

3 3 3 3.6
Mp = +1+1‘6+3+2‘ﬁ 47 = L6
2" 3 6 6

3.2 Desigualdade entre as Médias para dois termos

Teorema 7. Considere z,y € Ry entdo
Mg > My 2 Mg > My

L= [

2 2
onde Mg = |/ = ;’” ,MA=“'”2ﬂ,MG=\/ﬁeMH= -

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que Mg > M 4. Sabemos que
(z—y)*>0=2"+3* —2zy > 0= 2% 4 y* > 2zy.
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Somando 2 + y? aos dois membros da desigualdade acima, temos
(= +3%) + (= +9°) 2 2+ + 22y = 2(z* +°) = (z +y)°.

Multiplicando por 1/4 os dois membros da desigualdade, temos:

2 2 2
z? +y > (:n+y) -

2 2

f.2 2

-y >I+y.
2 — 2

Apora mostraremos que M4 > Mg. Como

Dai

Logo, Mg > M.

(V=) 20=z+y—-2/z/y20=> 2 +y 2> 2/7y.

Maltiplicando por 1/2 os dois membros da desigualdade, temos:

T+ 1y

5 2 /Ty

Logo, M, 2 Mg.

Finalmente temos que mostrar que Mg > M. Como

1 1\? 11 2 1 1 2

———] 202t —20= =+ ->— = TG >

v Y Ty Ty Ty JTY 1+1
Logo, Mg > My.
Portanto, J‘fQ Z ﬂ'f,q > JM'(,' 2 ﬂ:[n. O

3.3 Generalizagao da Desigualdade das Meédias

Aritmética e Geomeétrica

Teorema 8. Sejam Ty, Ts, ..., T, ntmeros reais posilivos, entdo lemos a seguinie desigual-

dade

($| +$2+'“+-'Fn)n
Ty Ty .. Ty

n

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, T\ = Ty = ... = Ty.
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Demonstragdo. A demonstracio sera feita por inducgo.

Para o0 caso em que n = 1 o resultado ¢ trivial visto que z; > (z,;)'. T4 foi mostrado na

segao acima que a desigualdade é verdadeira para n = 2.

Suponhamos agora que a desigualdade é verdadeira para um determinado natural n > 2,

ou seja,

I1+mz+---+mn)"

zl-mz-----mns( -

Temos que mostrar que a sentenca é verdadeira para n + 1, isto é,

:I.'1+:Ug+"'+$n+$n+1)n+l

T1°T2* ee."ITn T <
1 2 n n-l-l_( ﬂ-l—l

Para isso, consideremos xj, zg,..., Ty, T4 Teais positivos em ordem crescente e A,y a

Média Aritmmética extre eles, assim, z; < M, < T4, Dai
(Ma— ) (zns1 — Ma) 20 (3.1)

Ma(zy + Ty — My) — 212041 2 0.

o que implica em

Mu(zy + Zpgr — Ma) 2 T1Tp4a. (3.2)

Denotando X, = z; + z,41 — M,, observe que

Xit+zo+ - +zn Ti+To+ o+ Tn+Tnp— My (n4+1)Ma— My
n n n

= Ma.

Mas por hipétese de indugdo, temos que:

_Xitmt oty
n

My > VX1T . Ty

Elevando ambos os membros da desigualdade a enésima poténcia, encontramos
Mi> Xy ap: . e

Apora, multiplicando ambos os membros da desigualdade por A4, obtemos

My-Mi2 Mg Xy Zae oo n =M (€1 + Tnpy — My) - T2+ oo - T

De (3.2), segue que
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MM S My (o1 +Tpp1 = Ma) Tor o T 2Ty Tpg1 T2+ oo " Ty = T1* T2 ¢ oo Ty,

0 quc implica cm

(.‘Il +$z+o--+$n+$n+1)"+l
2T Tg

——— “ e Tl s

Logo, pelo Principio da Indugio

(z1+:!:2+---+:r,,)"
T1* To e In <
n

para todo n natural.

O

Analisando a desigualdade (3.1) verificamos que a igualdade ocorre se, e somente se,

) = M4 ou z,45 = My, 0 que implica em z; =25 = ... = T, 4).

3.4 Generalizagdo da Desigualdade entre as Médias

Geométrica e Harmonica

Teorema 9. Sejam 1),z ,Z, niimeros reats positivos e n > 1, entdo, Mg > My, ou

seja

n
\/ml'IE'---'ng 1 1 1
—_—t —F e —
I I3 In

com a 1gualdade ocorrendo se,e somente se, T} =Ty =++ = Tp.

Demonstragdo. Para demonstrar esse teorema usaremos a desigualdade ja demonstrada an-

teriormente entre as médias aritmética e geométrica para niimeros reais positivos.
. . . .11 1 L.
Sendo z;, z, ..., T,, NlIMeEros reais positivos, entdo, —, —, ..., — também sio.
I Iz Iy
Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica para os mimeros reais
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.y 11 1
positivops —, —, ..., —, temos
I I3 In

I TPRO
T T Tn s of1 1 1
n I I9 In
1
I T mr_:_:} n
n _JI]'SIZM..'I“
1 1 1
— =t — ]
T In mn>
n T YTy T ... Ty
n
V1 I Irlz 1 1
—+—+.. +_
T I3 I,

Portanto I'UG > ﬂfﬂ.

. 1 1 1
Do teorema(8) temos que a igualdade ocorre se, e somentese — = — =+« = —, o que
Iy I3 Iy

implicnemzy =2, =+ =2, O

3.5 Generalizagao da Desigualdade entre as Médias

Aritmética e Quadratica

Teorema 10. Sejam x,, Ty, ..., T, nlimeros reais positivos, entdo

S S \/z§+z§+---+x§
n - n

com a iqualdade ocorrendo se, e somente se, T) = Ty = ... = IT,.

Demonstragao. Para demonstrarmos este tcorema nsaremos a seguinte identidade:

(a—1)? >0« a® +1? > 2ab. (3.3)

Seja

M2 = ($1+I2+“'+I")2_3?%‘1“'-'3%‘*‘""}‘33:‘!‘2-’1:1&?24“--+2:rn—1:nn
AT - 2
n n
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Entao, pela defini¢io acima

Zitait- e+ (i) 4+ (T o

M3 < =
M2 < nzs + n.rg:; -+ + Tk
ORI
M2 < Ingt"'*”Ii = Mg,

Dai
M3; < ﬁffé = M, < Mg.

Analisando a identidade (3.3), verificamos que a igualdade ocorre se, e somente se, a = b.
Note assim que, z2 412 = 27179, 2 + 15 = 21173, -+, To_; +T2 = 2T,_1Tn, 0 que implica

CIN T} = T9,Tp =T3,"'* Tp—] = T C POrtanto ry =x9 =+ = ay,.

O

Demonstramos nas segoes anteriores que Mg > My, My 2 Mg e Mg > My, por

—_— —_— —

transitividade, podemos concluir finalmente que

.[‘!Q 2 AJA 2 11'1’(; 2 I'HI".

3.6 Consequéncias da Desigualdade das Meédias

Aritmética e Geomeétrica

Como consequéncia imediata da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

temos os scguintes coroldrios:

Corolério 2. Se¢ja (z1,22,++ ,xn) todas as n-uplas de nimeros reais tais que a soma é
constante, isto €, ) + 2 + ... +x, = Kk, para algum k € R, fizado. Entdo o produto

Ty To- .. T, serd mdzrimo quando Ty = To = ... = Tp.
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Demonstragdo. Sabendo que M,y 2 Mg, segue que

T+ T+ ...+ I,
> VT T
n _\/1 2

w ' Ip

-2 YT Ta: ... Ty
mn

k n
(—) 2Ty Tg*...* Tn.
T

'

_ E\"™ _
serve que o valor de z; - z5 - ... - T,, nao ultrapassa [ — 0go, 0 valor miximo para o
Ob q lor d ultrap , logo, 1 i p
T

E\"™ :
produto z,-zs-... - T,, Sera (; , O qUe OCOITE Se, € somente se, T) = Tp =... =z, = £, O

n

Coroléario 3. Seja (z1,Z2,--- ,Tn) todas as n-uplas de niimeros reais tais que o seu produto
€ constante, isto €, x| - Ta+ ... Tn =1, para algum t € Ry. Entdo a somax) + T2+ ...+ T,

serd minima quando Ty = To = ... = I,.

Demonstragio. Sabendo que M,y > Mg, scgue que

I+ T+ ... T,

n
1+ T+ ..+ T, > {'/f

n
oyt +...+x, 2 n%.

2 YTy T ... Ty

Observe que o menor valor para £, + o + ... + T, é n /2.

Logo nv/t é o valor minimo para z; + T + ... + T, 0 que OCOITe Se, € somente se,
T, =Ty =..=1x, = VL. O
3.7 Desigualdade do Rearranjo

Teorema 11. Considere duas sequéncias de nmimeros reais positivos em ordem crescente

<. <a e <bh <. <hy.

Para qualquer permutagéo (ay, @y, ...,a,) de (a1, az, ..., a,), temos

ayby + asby + -+ + ab, > a'lbl +tz;b2 +--- +a:,b,, > apby +an_1by + - +ayb,.



Demonstragdo. Suponha que b; < b; < ... < b, e considere

S=ab +ahs+--+ab. + - +ab,+ - +a,b,.

Agora, escrevendo uma nova soma S’ trocando apenas a posigao dos elementos a, ¢ a,

em S, temos

S =ayby +agby + -+ ab, + -+ +a,bs+ - - -+ anb,.

Como r < s, tomando a diferenca entre S e S', segue que

S—S'=arbr+ﬂab3—ﬂ:_§br—ﬂrbg=ar(br_b3)+aa(ba_br)
S— S = ay(bs — by) — ar(by — b;) = (as — @) (b — b,) > 0.
ety =) = =) = (0~ )~ o)

>0 >0
Assim, temos que S > S, se, e somente se, a, > a,.
Repetindo esse processo, temos que

S= anbl + an—lbﬂ Tt ﬂ(l’l—l"l-l)bl' +oee ot ﬂ(n—a+l]ba e wr albn

S’ = Hnbl -+ ﬂn_lbg + o ﬂ(n_a.[.])b,- +---+ ﬂ(n_r+1]b, +---+ H]bn.

A diferenca entre Se S’ &
S — 8" = a(u-r41)br + A(n-s41)bs — An-ss1)br — An-rs1)bs
S— S' = a[n_r+1)(br - ba) + a(n—.!-]—l)(bs - br)
S— S' = ﬂ{n—s+l)(bs — br) - a(ndr-l-!)(ba - br)

S-S5 = (ﬂ(n—s+1) - ﬂ(n—r+1))(b8 —b).

Comor < s, entao —s < —r, o que implica n—s+1 < n—r+1 € assim an—s+1) < C(n=-r+1).

Entiao
S - ASHI -— n—s - n—r b,’ — b!’ < 0
= (@n-s+1) = 8(n—r4+1)) ) <

<0 >0

Assim, temos que S < §', se, e somente se, a; > ar, logo, por transitividade, $ > S > S.

Portanto

ayby + azby +--- +apb, > ﬂ;bl + ﬂ;bz +- -+ ﬂ:.bn > apby +apyba + - - +a1b,
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Corolario 4. Considere a sequéncia de niumeros reais positivos em ordem crescente a; <

a; < ... < a,. Para qualquer permutagdo (a'l,a;,...,a'n) de (a1, az, ...,ay,), temos
’ r r
al+a3+-+ a2 a1a, + a0, + - +aya,.

Demonstragdo. Tomando by = ay, by = ay, ..., b, = a, ¢ usando a desigualdade do rearranjo

a1by + asbo + - - - + @b > ayby + agbs 4 - +abn

Temos

r r r
@@y + @03 + - + Auly 2 6,01+ ay02 4+ -+ a,0,.

Assim

’ ' ’
a1+ag+ o-+a"__rual+a2t12+---+n,,ﬂ,,

O

Corolario 5. Seja (ay, ag, ..., a,) wma sequéncia de mimeros reais posilivos em ordem cres-

cente. Para qualquer permutagio (ay,a,, ...,a,) de (ay,as, ...,a,), tem-se
a! ai l
oud D Mper SR AL In >n
ay az an

1 1
Demonstragdo. Como a; < az < ... < a,, temos que, — < o T —
ap ap-1 a

1 1
Tomando by = —, b, = L, ...y by = — e usando a desigualdade do rearranjo
an On-1 (13]

by + @poaba+ o+ aiby < ayby +aghs + -+ -+ apby,

Temos
1 1 1 P | P | ‘
Qp' —+Qp - ——+ o ta—Sapr—+ay—+ta, s —
n n—1 1 a (13)] a,
Assim
! a! al
Ltlt: 41220
ay as an
n QE*ES
Portanto

l L

(1 a
A4y 4>g
15} flg I,

a0



3.8 Desigualdade de Nesbitt

Teorema 12. Sejam a.b,c € R, entio,

¢

b

b+c+

a+c

A igualdade ocorrendo se, e somente se, a=b=c.

c ZE-
2

a+b

Demonstragdo. Inicialmente iremos mostrar que para todo z real positivo, temos

T+

De fato, para z real positivo, temos que

1

—22.

I

(x—1)>0& 22 +12> 2z

Logo, como x > 0, segue que

r+-2>2

I

Da desigualdade acima seguc que para a, b, ¢ reais positivos, temos

a+b+
b+c

a+b
(b+c+

a-tc

a-+c

b+c

b+c + a+b+
a+b a-+c

a+b
b+c

)+

b+c
a+c

, )22+2+2=6
a-T+c

2a

b+e

a+c a+d
+ +
b+c) (u+c

a+c

)+

2b

a

a+tb

1+—— 41
14— +1+

b

b+

+GTC)26
a+b

2c

+1>6
c

2(;

+c
a

a-+c

b

c
>
+b+c)_3

c

b+c+

A igualdade ocorrendo se, e somente se,a=b=c¢

3.9 Desigualdade de Chebyshev

a+c+b+c

>3
-2

Teorema 13. Sejamay < a3 < ... <a, eb; < b <... <b, duas listas de nimeros reais

positivos, entao

rllbl + ﬂ2b2 +-e- 4 aubn

a +az+---+a,

e (

n

(bitbatee by
- .

A igualdade ocorrendo se, somente se, a1 = a3 =-+--=a, ouby=by=-.-=0,.
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Demonstragdo. Aplicando a desigualdade do rearranjo n vezes, segue que

ayby +azby + - - + apybp, = arby +azby + - - - + apby
ayby + agby + -+ apby 2 ayby +agby + - +aph;
a1by + asby + - - +anb, > aybz + asby + - - - + a,ba

ayby -+ agbs + - - - + a b, = a1b, + asbp—y + -+ -+ a,by

Adicionando todas as desigualdades, encontramos
n(aiby + aghy +- - +anbn) 2 ar(by +ba + ... +ba) + -+ @n(bs + b2+ - + bp).
Dai
n(aiby +azby + -+« +apby) 2 (a1 +az +- - +ap)(by + bz +--- +by).

Dividindo os dois membros da desigualdade por n?, obtemos

(arby +agby + - +anbn) _ (@1 +ap+---+an)(br+bp+--+bn)
n — > 2 :
Logo

@by +azby + -+ anbn (a1+az+---+a“) ' (b1+b2+---+bn)
n - n n )

O

Observagio: Quando as duas listas de nimeros reais positivos tiverem ordens opostas,

ouseja, @y Sap << a,eby 2by = 2 b, (e vice-versa),teremos

albl +ﬂ2h-3+"‘+ﬂnbn < (ﬂj+ﬂ2+"'+ﬂn) : (b1+})-2+°"+bn)

n - n n
Podemos verilicar a Desigualdade de Neshbitt (Teoremal2) a partir da desigualdade de

Chebyshev (Teoremald)

Demonstragdo. Sendo a,b e ¢ niumeros reais positivos e seja s = a+ b + ¢, assumindo que

a<b<eocntio —a>-b>—-coquecimplicas—a>s—-b>s—ec.

Escrevendo
a b c a b c
b+c+a+c+a+b_s—a(s_a)+s—b(s_b)+s—c(s_c)
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a b c
T . T3] v s 1 ) 1 shev pars < < ) — >
Aplicando a Desigualdade de Chebyshev para G0 = 0G-0 >G-9 es—a2
s—b>s—c¢ temos
1| a b c a b c
b — — — < — — —
|-+ -t o] s g o ] scats bbsc

IA

IA

Portanto
i b c

b+c+n+c+ﬂ+b

>3
-2

Pelo Teoremal3, concluimos que a ignaldade ocorre quando s—a=s5—b=5—¢, On

seja, quando a =b=c. O

3.10 Desigualdade de Jensen

Nessa se¢do, apresentaremos a Desigualdade de Jensen, que é uma desigualdade relacio-
nada as fungoes convexas, para isso introduziremos o conceito de fungao convexa e algumas
proposicoes e propriedades.

3.10.1 Funcgao Convexa

Definigdo 3.1. Uma fungdo [ : [a,b] — R é chamada conveza no intervalo I = [a,l], se

para todo t € [0, 1] e para todos os z,y € [a,b],a sequinte desigualdade ocorre:
flly+QQ—0z) <tf(p)+ (1 —=1)f(x)

Essa desigualdade, geometricamente nos diz que o gréfico de f entre r e y estd abaixo

do segmento de reta que une os pontos (z, f(z)) ¢ (v, f(¥))
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Figura 3.1: Fungio Coxvexa

fly) p==-Nm oo (v(y)
f(x) f-- ==
(x,10x);

X

<wb--.-2

Figura 3.2: Fonte: Autor

Analiticamente, podemos ccustatar esse fato da seguinte forma:

A cquacgdo da reta que passa pelos pontos (z, f(z)) ¢ (v, f(v)) ¢ expressa por

L) = )+ L0=TE) (g

Entéo, substituindo s =ty + (1 — t)z em (3.4), obtemos

Lty + (1 —t)z) = f(z) + fw) = f(=) (ty+(Q —t)z—x)

y—zx
=f(z)+w (ty+z—tx—x)
= @)+ L8 -

= 1)+ LD oy - o)

= f(z) + t(f(y) — f(=))
=tf(y) + (1 -1)f(z)

(3.4)

Portanto, a desigualdade f(ty+(1—tz)) < tf(y)+(1—1)f(z) é equivalente a desigualdade

flty+ (1 —t)z) < L{ty + (1 — t)z).

I interessante observar que sc a fangio f é convexa no intervalo [a, 8], entdo f é convexa

em qualquer intervalo [z,y] C [a, §].
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3.10.2 Critérios para Verificar se uma Funcao é Convexa

Critériol: Uma fungio f : [a,b] — R ¢é convexa se, e somente se o conjunto {(z,y) |a <

z < b, f(z) < y} & convexo. !
Demonstragao. Suponha qxe f & convexa e sejam A = (1,,,) e B = (z2,%2) dois pontos
do conjunto U = {(z,y) | a <z < b, f(z) < y}.

Para provar que tB+ (1 —t)A = (tzo+ (1 — t)x,.tya + (1 — t)y) pertence a U, qualquer
que seja i € [0,1], é suficiente demonstrar que a < ixp+ (1 —1)z; < be ffza+(1—1)1)) <
ty: + (1 —t)y.

A primeira condigio segue imediatamente desde que z; ¢ z; perten¢am a [a, b].

Para provar a segunda condicao, usaremos o fato de que f é convexa, assim:
fltzo+ (1 —t)z) < tf(z2) + (1 — 1) f(z1).
Daf, se f(z2) < 2 € f(z1) < 1, temos que:

fltzz+ (1 —8)z1) Sty + (1 - .

Por outro lado, f é convexa se U for convexo.
De fato, sejam .z, € [a.b] e tomando A = (z,, f(z1)), B = (z2, f(z2)) € U.

Note que A e B pertencem a U, e sendo U convexo, o segmento que liga A e B também

pertence a U, isto &, os pontos da forma tB + (1 —t)A com ¢ € [0,1]. Assim:
(tza + (1 —)z1, tf(z2) + (1 — t) f(z1)) € U.
Mas isso implica que

fltza+ (1 —t)zy) S tf(x2) + (1 — 1) f(x1).

Daf, f é convexa O

! Um subconjunto C do plano & convexo se, para qualquer par de pontos (z),1) e (z2,42) em C, o

segmento determinado por esses pontos estd contido inteiramente em C. Uma vez que o segmento entre
(z1,21) e (z2, ¥2) € o conjunto de pontos da formn £(zy,y2) + (1 — t)(z1,21), com 0 < t < 1, n condigiio &

que qualquer ponto descrito por esta expressdo pertence a C,
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Critério2: Uma fun¢éo f : [a,b] — R ¢ convexa se, e somente se¢, para cada zo € [a, b
f(z) — f(z0)

a fungio P(z) = =
.

¢é nao decrescente para T # zp.
Demonstragio. Suponha que f é convexa. Para provar que /°(z) é ndo decrescente, tomamos
z < y e depois mostramos que P(z) < P(y).

Uma das trés situagdes a seguir pode acontecer: rp <z <y, z <19 <youz <y < Tp.

Considerando a primeira situagao, note que:

T—Ty Y-
< (f(z) = f(x))(y — z0) < (f(v) = f(Z0))(z — Z0)
< f(z)(y —z0) < f(y)( — z9) + f(z0)(y — )

I — —x
< flr) < f(1 +
f(z) f(J)y fl@o )J ™
I —Tp y— Yy—=x
o | <
ot (E2y y_%:-o) < FO T2 4 ) S
O resultado segue imediatamente O

Critério3: Se a fungdo f : [a,b] — R é diferencidvel’ com a primeira derivada nio
decrescente, cxtio f é convexa, Em particular, se f ¢ duas vezes diferenciavel ¢ f“(x) > 0,

entao a fungdo é convexa.

Demonstragdo. Se f"(z) > 0, para = € [a,b], isso implica que f(z) ndo estd diminuindo.

Como f’(z) nao estd diminuindo, a fungao é convexa.

Para todo ¢ € [0,1], tomando = = tb+ (1 — £)a, um ponto em [a,b], pelo Teorema do
Valor Médio®, existe ¢ € (a,z) e d € (z,b) tal que:

£() - £(a) = (z — a)f'(c) = (b — a)'(c)
J() = I(x) = (b —2)['(d) = (1 = )(b— a) /'(d)

Entao, uma vez que f’(x) é nao decrescente, temaos que:

(1 =8)(f(z) — f(a)) =t(1 = t)(b — a) f'(c) < t(1 — 1) (b — a)f'(d) = ¢(f(b) - f(=)).
f(w] I(e)

*Uma fungio f : [a,b) — R é diferencidvel em um ponto ¢ € [a, Y], se f'(¢) = p existe e

T—
f & diferenciavel em A C [a, b] se for diferencidvel em cada pornto de A.
*Teorema do Valor Médio: Para uma fungio contfnua f : [a, ] — R que é derivivel em (a,b), axiste

um nimero z € (g, b) tal que f'(z)(b —a) = f(b) — f(a).
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Assin,

(1 =1)(f(z) = f(a)) < t(f(b) = f(=))
(1—-1)f(z) — (1 - 1) f(a) S tf(b) — tf(x)
fz) = tf(z) — (1 —t)f(a) < f(b) — tf(z)
fz) <tf(b) + (1 —1)f(a) +tf(z) — tf(=)
f(z) <tf(b) +(1—1)f(a)

3.10.3 Designaldade de Jensen

Teorema 14. Se a fungdo f € conveza em [a,b], entdo, para qualquer t,, ...,tn € [0,1], com

ty+--+t, =1 e parazy,...,x, € [a,b], temos
f(tll'] + 0t tnIrL) S tlf(II) Foe tnf(-rrl)- (3'5)

Demonstragao. A demonstragio desse teorema sera feita usando indugao sobre n.

Se n =1, temos ¢; = 1, visto que, por hipotese, &) + 2+ - - - + {, = 1. Assim,
fhz) = f1 o) = fz) =1- f(z1) =t1 - f(z1).
Se n = 2, temos i, = 1 —¢,, por hipatese. Agora, como f é convexa em [a, b], segue que:

f(t]_Il 54 igIg) = f(tlzrl -+ (1 — tl)ﬂ-’g) s tlf(ﬂ-']) + (1 - t])f(ﬂ:z) = tlf(:[-']_) + tzf(ﬂ?z).

Logo,
F(tizy +t2z2) < 4 f(z1) + taf (z2).

Suponhamos, agora, que para algum n € N ¢ para niimeros reais t,2,--- ,# € [0,1]

tais que ) + 12+ - - -+t = 1, tenhamos:
fltizy +tozo 4+ - - +tnzn) < t1f(z1) +t2f (z2) + - - - +tnf(2n),

para T, Za,- - ,Tn € [a,b].
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Sejam ty,t2,+ -+ ,tas1 € [0,1] tais que ¢ + 3 + -+ + th41 = 1, 00 equivalentemente,

1—tpp =t +t2+---+1,. Para zy, 29, -+ ,Zn41 € [a,b], temos:

tl-'":l + t2I2 +ene + tnIn + trl+1$r;+l = (tlIl + t21'2 +---+ tn-"':n) + tl1+l$n+1

t 123 in
=(1-1t¢ T T cirfp———=1 t,41T
( n+1) (1 _—— 1+ 1—tims 2 +---+ 1t n) + tn41Tn+1
tl tﬂ tn
Chamemos yn41 = T+ To+ -+ Tn.
" 11—ty 1—tpp 1—tngr

oo b
= T T .- T
ol = = trr 1 —tpg 1—tpyy
tl t2 tl’l
< b+ b+---+ b
1- tn+1 1-— tn+l 1— tn-{-l
= (i +t2+- - +1n)
1— tu+1
b
= 1—t,41) =0
1 — t“+1( +1)

De modo anélogo, podemos concluir que 3,41 > a. Portanto, y,41 € [a, b].
Agora, como f & convexa em |a, by, temos:
fltazy + oz + - -+ tap1Znga) = F((1 = tnp1)Vns1 + a1 Zn1)(3.15) (3.6)

< (1 - tn+1)f(yn+1] + tn+1f($n+1)-(3.16) (3.7)

Para completar a prova de que a desigualdade 3.5é valida para todo n € N, vamos mostrar

que
(1= tns1)f (W) S 0af(z1) +af (z2) + - - + L0 f(z0).(3.17) (3.8)

Mas, como 1 — ¢,y =1, + 1o+ -+ +1,, temos:

ty+tg 4+ +Htn

1,
1- tn+l
ou seja,
3! 4+ ta P th I
-t 11—t 1—ther
Usando a hipotese de inducao, obtemos:
Fme) = f(——z 4+ —2 g0 ) (3.18) (3.9)
Unr) = 1—1ph SR tnt1 1—tpga ' '
t t t

< —— f(z1) + ———f(T2) + -+ + + ——— f(z,).(3.19) (3.10)

1- tn+1 1-—- tn-;-l 1-—- in-i-l
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Por 3.6 e 3.9, verificamos a validade de 3.8 e, com isso, completamos a demonstragio do

teorema. O

Em particular, para z;,..., =, € [a,b] e f convexa, podemos estabelecer que

f (u) < Z(f@m)+ -+ flzm)

n

3

De fato, fazendo t; =ty = ... =1, = 1 e substituindo na desigualdade de Jensen, obtemos
n

£ (Bot Tt o) € 2100 + 2@ 4 21 E)
n n n n n n

f(:c1+:z:g+---+a:n
n

) < 3 Ul + S+t S,

3.10.4 Alguns Exemplos em que as Funcoes Convexas sao Usadas

para Estabelecer Desigualdades
Exemplo 3.5. Mostre que a fungiio f(z) = z", comn € N é conveza em R,.

Demonstragio. Mostraremos que para todon € Ne £ € R a fungio f(z) = z? é convexa

em R.

Para isso temos que mostrar que para qualquer [a,b] € R e £ € [0, 1], temos
f(tb+ (1 —t)a) <tf(b) + (1 —1¢)f(a)
Assim,

f(tb+ (1 —t)a) = (th+ (1 —t)a)?
= (tb)2 + [(1 — t)a)? + 2tb(1 — t)a
=20 + (1 — t)(1 — t)a® + 2tb(1 — t)a
=10 —10® + 20 + (1 — 1)a® — t(1 — 1)a® + 20b(1 — t)a
=th® + (1 — t)a® — tb*(1 — t) — t(1 — t)a® + 2tb(1 — t)a
= tb® + (1 — t)a® — t(1 — t)(I* + a® — 2ba)
=t0* + (1 —t)a® — t(1 — t)(b— a)?
)

< tb? + (1 —t)a?
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Portanto

f(tb+ (1 —t)a) < tf(b) + (1 —t)f(a)

Agora, sendo f(z) = z" com = > 0 e n natural, como f”(z) = n(n — 1)z"~2 > 0, temos

que f(z) =z" é convexa em Ry,

Temos como aplicagao disso:

i) Sejam a e b nameros reais positivos. Segue da convexidade da fungio f(z) = z"

2 2 2 2 2
que (";'b) < 2 ;b , dai n—2|—b < 1/“ ;—b que é a desigualdade entre a média

aritmética e a média quadratica.

, daf a" +b" >

a®+ 0"
— , com

b\" 1
ii) A convexidade da fungao z" implica que (“ * ) < =

2
a ¢ b positivos e tal quea+b=1.

n L\"
iii) Scjam a ¢ b nimeros positivos, temos que (1 + %) + (1 + E) > 2mH,

De fato, considerando f(z) = z", segue que

o)+ (12 2] 22 [ (10 9) g (10 8)] 5 (225 :
5[(”3) * (Ha) ] =3 [f (1+3) +f(1+a)] Ef('T 2 i@)=2
Exemplo 3.6. A fungio ezponencial f(z) = e* ¢ convera em R, uma vez que f"(z) = e* >

0,vVz e R.

3.11 Desigualdade entre as Médias Aritmética e

Geomeétrica Ponderada

Teorema 15. Se¢ z,,...,Tn, t1, .... t,, 8G0 wimeros positivos ety + --- + 1, = 1, entdo

oLzt <ty 4 4 Ea T,

Com a igualdade ocorrendo se, e somente se, T, =Ty = ... = Tp.
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Demonstragdo. De fato, uma vez que i = eil%8%i ¢ ¢7 & convexa, temos que
¢ ) q i q
I:I . . :Et" _ Etl log, =y . . El" log, on __ et; log, xy++iy log, Tn
.oz = =

< tlelag,n g st Ifnﬂk’se =tz T,

O

Em particular, tomando ¢; = 1/n, paral < i < n, temos outra prova para a desigualdade

entre as médias aritmética e geométrica para n nimeros. De fato, pelo Teorema 5,

1 1 1
Ty Tn < —I) -+ + —z,
L R
(T1+ 0 Tn)™ <
n
Assim
T+ +x
I n?. ".’]31 Iy

3.12 Desigualdade entre as Médias de Poténcias

Teorema 16. Sejam x,, T, ..., T, niimeros reais positivos e sejam &y, 1z, ..., 1, nimeros reais

positivos tais que ty + iy +-- -+, = 1. Sejam r e s reais nao nulos tais que r > s, entao:

1 1
(brz] + -+ +tnzp)* < (] + -+ tazy)"
Com a igualdade ocorrendo se, e somente se, T) = Ta = ... = I,.

Demonstragao. Para a demonstragio dessa desigualdade wsaremos a convexidade da fungao
f@)=2"paraz >0, 0 € Rea>1
Temos que f’(z) = ala—1)z*2 >0
i) Supondo que r > s > 0, temos -:— > 1, Tomando a = g, scgue que a fungio f(z) =z ¢
convexa, pois

Fo= T (C-1)ali>

il 'L,-»
S ——

>0 >0

Aplicando a desigualdade de Jensen para a fungio f(z) = z+ na sequéncia Ty, T3 ..., Ty,

obtemos

Szl +tozs + -+ -+ inzh) < G f(z]) Ftaf (23) + - -+ 1n f(25)
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Como ty +ty+--++t, =1ezi,13,...,Z;, € R}, segue que
(t12] + 1273+ + tnxh) ¥ < ta(x])* + ta(73)* + -+ ta(z))*
(1123 + 1oz + - o+ + £,8)F < 4z + toxh + -+ o+t
Elevando ambos os membros da desigualdade a %, temos

1
=

1
((t1z} +tozs + -+ +taz)7) " < (t12] + tozh + -+ + taz,)

Logo,

|
=

(lhz} +tozh + - - + taz))* < (Liz] + Loz + - - - + tpa])

| tn

.. T -
17) Agora, supondo que s £ r < 0, temos — > 1. Tomando a = —, segue que a fungao
)

-3

f(z) = =¥ & convexa, pois

r@= 2 (2-1)A 20

T \T
N e, >0
>0 20
. - -~ = - L3
Aplicando a desigualdade de Jensen para a fungéo f(z) = =+ na sequéncia =7, =3, ..., z,

obtemos
f(trz] +toxy + - - +t2y) < & f(2]) + taf (23) + - - - +ia f(zh)
Comoty +ia+-+-+1n=1cez], 35, ..,z € RL, segue que

(haf + ozl + - -+ taz)T < ()T +ta(ah) T + -+ Ea(zh)

(1] +taZh + - -+ + tax)) T < 112} + 2T+« - + Loz,

Elevando ambos os membros da desigualdade a % < 0, temos

LY

1
.

((t125 + tazh 4+ - +1,20)7) " > (hiz] +tazi + - - - + t,78)

Logo,

-

(LT 4 toT] + o+ + Eal) T > (1T +1oTd + - - + 1,75

Portanto,

i

(17} + tazy + - - + 1azs)? < (T] +107] + - + 1u2])

iii) Finalmente, no caso em que r > 0 > s, f(z) = 7 é convexa, pois r e 5 tém sinais

diferentes, e a demonstragao segue como no caso i). O
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3.13 Desigualdade de Young

1
Teorema 17. Sejam z,y nimeros reais positivos. Se a,b > 0 tal que — + 3= 1, entdo
a

b
<= +E
a b

Com a igualdade ocorrendo se, e somente se, z° = 1°.

a

Demonstragdo. Tomando 7y = 2%t =1 ez =1’ 1, = 1,

[l L

Da designaldade das médias aritmética ¢ gecométrica ponderada, temos

.‘Ftll ' .1‘;2 < hay +laxs

ayis byl 1 a 1 b
a < - —.

()3} < 2ot + 3y

Assim

e Y

a b’

Ty < —+

com a igualdade ocorrendo se, ¢ somente se, z° = 3°. O

3.14 Desigualdade de Holder

1 1
Teorema 18. S¢jam x,, ..., Tp, Y1, ..., Yo RUMeETOS TEAIS POSitivos ea,b > 0, tal que E+_ =1,

b
entao
i S o A T o :.r:f',)nl(y:’ 4o+ yf,’l)%- (3.11)
z$ - .
A igualdade ocorrendo se, e somente se, — = i T = —,
woow vh

Demonstragdo. Suponka inicialmente que z§ + -+ +z8 =yb + .-+ 32 = 1.

Usando a desigualdade de Young n vezes, temos

i | o

T <— 4+ —
W1 —a b
a b

I ;

TaY2 $—2+&
a b

a b

T T

TplYn < S
a b
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Somando todas as desigualdades, membro a membro, obtemos:

n. a b
T 1 I 1
m1y1+---+:rnyn$;‘+%+-"+f+%“ (=] +-- +Iu)+b(J1 cotyh)
1 1 1
A4 1l==4-=1
Ty 2ty

Dll—'hll—'

I- .
Supoxndo agora que z8 4+ -+a% = Aeyd +---+32 = B ¢ tomando z} = A_ll ey = %,

com 1 <1 < n, segue que

: A s _st4otat A
@@= (Gr) wor (G) = e G TR g

Al
e
b b b b b
b s _ (N Un " v p+.-+14 B
AN —— _ — e —_ = =—=1
W)+ + () = (BE)+ +(Bi-) Z ot g = B
Assim
' ror I In yn
=N i ) < 1.
Ilyl'!' +Iuyn A% B% + +A% BB Aﬂ (I1J1+ +InJ ]
LOgO, T Y1 + -+ + Tniyn < Aa Bt ¢ portanto
Tayy + o+ Ty (@527 (@h 4+ )R
O

Observagao 3.1. Tomando a = b = 2 em (3.11), obtemos a desigualdade de Cauchy-

Schwarz.

Demonstragao. De fato, tomando a = b= 2, obtemos

Ty 4 Tl < (@34 +22) (R 4+ 2)0.

Dai
T+ A Ty < (@3 4+ 2@ A+ )R

Assim, elevando ao quadrado ambos os membros da desigualdade, encontramos

(@ayn + -+ Tatha)® < (23 4+ - + 2 (WF + - +92).
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3.14.1 Duas Extensoes da Desigualdade de Holder

Teorema 19. Scjam Ty, ..., Ty, Y1y ooy Yn, RUMET0s reais posilivos ¢ a,b,e > 0, de modo

(o) =(59) ()

1 1
e—+ - =—, entdo
L a ¥ b ¢

Demonstragdo. Aplicando a desigualdade de Holder aos nameros zf, ..., 5. 3§, ..., 5, com
a
’

b
ad=- e b =-, temos
C C

|

1
_ (a:s)“') " (_Z(yf)”)

)
=
A
/'"_“'\
gk
)
-n
nl-’-!
RIo
/"""_"'*\
L
=
o=
SN+

O

Teorema 20. Sejam Ty, ..., T, Y1, .., Yn, 21, -.., 2n, nNUMeros reais positivos e a,b,c > 0

de modo que 1+1+l= 1, entdo
a b ¢

1 1 1

e ($00)° (S0)” (L)’

i=1 i=1
Demonstragao. A demonstragdo segue aniloga a demonstragido da Desigualdade de Holder.

O
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3.15 Desigualdade de Minkowski

A desigualdade de Minkowski é uma conscquéncia da desigualdade de Holder ¢ também

uma generalizacido da Desigualdade Triangular.

Teorema 21. Scjam x), ..., Ty, Yy, ..., Yp RUMETOS TCOIS Positivos e p > 1, enido

(Z(r ¥ _,,,.)») & (Z(rl) ' (E(y)) '"

- I T2 I
A igualdade ocorrendo se, e somente se — = —=..=—.
Y Y2 Yn

Demonstracao. Note que (Zn+¥a)? = (Zn+¥n)P H(Zn+Un) = To(Tn+va)P 'y (zn+y. )P

Temos entao que

D@ty =) mlw+u) T+ il w)P (3.12)

=1 i=1 i=1

Aplicando a desigualdade de Holder a cada termo da soma no lado direito da equagio

1 1
(3.12) com g tal que p + P =1, obtemos

i=1 i=1 i=1

Z vi(zi + )" (Z(J.)”) (i(we + y.-)”"’“’)

i=1 i=1

Z?Ji(-‘ri +y)lP 7 < (Z(Ii)p) P (Z(Ii-l-yi)q“’_n) " ;

1
q

Substituindo essas desigualdades em (3.12), segue que

Z(Ii +y) < (Z(In’)p) P (Z(Ii + yi)"(p'l)) ‘ =+ (Z(yi)p)

=

(Z(I{ + y.—)"“"”) ‘1 .

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n %
Colocando (Z(zg + y.-)‘""'”) em evidéncia, temos
=1

D i+ w) < (Z(xi)”) + (Z(!h‘]") (Z(wi +yi)"{'°_l)) : (3.13)

i=1 i=1 i=1
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Observando qxc ! + 1 l<=qp—-1)=p = L 1-— L ¢ substituindo em (3.13),
P 9

P q
obtemos

i(:c.- +ui)" < ((.i(ma)”)% + (g(y.-)") %) (g(:c.- +y.-)”) %.

i=1

Assim
i:(wf + )" ((Zﬂ:(mf)”) % + (Zn:(y.-)”) %) (_Zn:(z.- +y:-)”) %
= T < = = ; = .
Dai

(Secenr) = (Ster) + (S

i=1

Como 1— 1 = H segue que
q p

(Z( ¥ yi)F) < (Z(T)) ,,

i=1
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Capitulo 4

PROBLEMAS DE OTIMIZACAOQO

Nesse ultimo capitulo, trabalharemos com algumas aplicagdes das desigualdades de-
monstradas nos capitulos anteriores, apresentaremos uma série de problemas relacionacdos a
dlgebra, geometria e fungoes cujas solugdes tradicionais utilizadas no ensino médio e superior
sao, muitas das vezes dificeis ¢ exigindo calculos extensos. Darcmos cenfasc as desigualda-
des das médias mas utilizaremos também as desigualdades de Cauchy-Schwarz e triangular,
mostrando como a aplicagao das desigualdades é acessfvel e ao mesmo tempo fascinante na

resolugdo de problemas de otimizagio.

Problema 4.1. Denire todos os nimeros reais T e y de soma igual a 6, determine aqueles

cuja a soma dos quadrados é minima. Delermine também a soma minima.

Solucao. Sabendo que = e y sio dois numeros reais cuja soma € igual a 6, lemos que

T+y=0, e sejaS a soma de seus quadrados temos S = z° + y>.

Sendo My = ZH e Mg = \/za—'g’ﬂ, pela desigualdade entre as média quadrdtica e arit-

2

mélica, temos Mg 2> My, assim:

22 492 S m;—y

=l

v
(ST R

0~
)
~—
[ =]
v
2
(]

ty N0
v IV
)
oe



O menor valor para a soma S ¢ S = 18, essa igualdade ocorrendo quando z =7y = 3.

Problema 4.2. Mostre que entre todos os retdngulos de perimetro 2p, o quadrado € o de

maior drea.

Solugao. Sendo x ey as medidas dos lados do reldngulo, temos que seu perimetro € 2p =
2z +y) edaip=x+y e sua drea é S = zy.
Sendo My = %9 e Mg = /Ty. Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,

temos M4 > Mg, assim,

T+y

5 > JTy =

2\/§=>Ssp£.

o

A drea S nao ultrapassa o valor *';—n, logo o maior valor que S pode assumir é P;‘

Essa igualdade sé ocorre quando = y. Portanto, o retdngulo de maior drea € o quadrado

o 2
cuja drea ¢ S = .

Problema 4.3. Dec todos os paralclepipedos, conhecida a soma das medidas das trés arestas

perpendiculares entre si, enconirar o paralelepipedo de maior volume.

Solugao. Sejam a,b e ¢ as medidas das trés arestas perpendiculares entre si, chamando de

S a soma dessas trés medidas e de V' o volume do paralelepipedo, temos entdo que:

S=a+b+ec e V =abe.

Sendo My = %ﬂ e Mg = Vabc. Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica nas trés medidas, temos My > Mg, assim,

$ > Vabe

Dai,
N S8
T VR V4
7 = 1=:-27_1

S:I

. a .
575 logo o maior volume ¢V = 'g—? e a igualdade

O volume V ndo ultrapassa o valor

ocorrendo quando a=b=c= %, ou seja, quando o paralelepipedo for um cubo.
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Problema 4.4, Determine as dimensdes do paralelepipedo de menor diegonal possivel, sa-

bendo que a soma das medidas de todas as suas arestas é 12.

Solugdo. Sejam a,b e c as dimensdes do paraleleptpedo de menor diagonal posstuel, sabendo
que a somna das medidas de todas as suas arestas € 12, ternos que da + 4b+ dec = 12 o0 que

implica ema+b+c=3.

Sabendo que a diagonal D desse pardelepipedo é dada por D = vJa?+b*+c? e que

My = “"';""‘ e Mg = VW' Aplicando a desiqualdade entre as médias quadrdtica e

aritmélica as dimensdes a,b e ¢, temos Mg 2> My, det,

[a? 4 b% 4 c? S a+b+e
3 - 3

¢ assim,

= D> /3.

W

D

—

V37~
O menor vdor para ¢ diagonal do cubo é /3, essa igualdade ocorrendo quando a = b=

c=1. Assim, o pardelepipedo de menor diagonal possivel quando a soma das medidas de

suas arestas € 12, é wm cubo cuja aresta mede 1.

Problema 4.5. De todas as caizas retangulares sem tampa e tendo uma determinada drea

de superficie, enconire a tunica com volume mdzimo.

Figura 4.1: Caixa sem tampa

]
:
Jommmmm——————————— I

Fonte: O autor

Solugdo. Sejam z,y € z os comprimentos das dimensoes da caiza da figura (4.1), sejo

também S a sua drea de superficie.
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Entao, S = xy + 2xz + 2zy, e da desiqualdade entre as médias aritmética e geoméirica

aplicada aos termos da sequéncia (zy, 22, 2yz) temos:

_xy+2xz+2yz

i'lf,; 3

Mg = {/zy-2xz - 2yz = / (2zyz)?

Como Mj 2 Mg, segue que:

Iy - 2.’1‘;‘5 +2y2 2 W

Agora, sendo V o volume da caiza, obtemos:
S, 3
3 > V(2V)
S 3
(3) zevr

a
1(§)’>V_
2\3 -
5)9

Obscrve que o volume da caiza ndo ultrapassa o valor de 1 (2)?, logo o volume mdzimo

3 . . .
da caiza €  (2)?, a igualdade ocorrendo quando Ty = 2zz = 2yz, o que implica em z =

s 1 /S
y=\/3:”=§\/;-

Problema 4.6. Se 1200 cm? de material estiverem disponiveis para fazer uma caiza com
uma base quadrada e sem tampa, encontre o maior volume posstvel da caiza e as dimensdes

da mesma para que isso ocorra.

Figura 4.2: Caixa com base quadrada

Fonte: O autor
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Solucgio. Considere o paralelepipedo da figura. Observe que a drea da base A, ¢ 2, sua

drea lateral Ay € 4zh, sua drea total A, € 22 + 4zh e seu volume V' € 22h.

. 2
Tomando o sequéncia (x2,4zh), seque que My = "‘;""' = % =600 e Mg =

Vi dzh = VAz*h = 2V2ihz = 2V V/z. Aplicando a desigualdade entre as médias

arilmética e gecomélrica aos valores da sequéncia temnos My > Mg, assim,

600 > 2VV/z

o que ndo resolve o problema, pois ndo conseguimos escrever a desigualdade em fungdo

apenas de V.

Vamos entdo reescrever a sequéncia (z2,4zh) como (22,2zh, 2zh). Assim, temos que:

2
My = T +2:|:;1+21:h _ 12300 — 400 ¢

Mg = Vz? - 2zh - 2zh = V4zh? = V4V2,

Dai, como My 2 Mg, scque que:

400 > V4V? = 400° > 4V?
16000000 > V2 = /16000000 > V
4000 > V

O volume néo ultrapassa o valor 4000, logo o volume mdzimo é V = 4000, essa igualdade

ocorrendo quendo z* = 2xh, o que implica em x = 2h.

Como z*+2xh+2zh = 1200, segue que 2zh+2zh+2zh = 1200, daf 6zh = 1200, entdo

xh = 200, mas como = = 2h, temos que 2h® =200 = h =10 e = = 20.

Logo, as dimensoes sao = = 20 em e h = 10 em e o volume mdzimo da caiza é V =

4000 cm?

Problema 4.7. Uma lata de zinco de volume 167 em® deve ter a forma de um cilindro
circular reto. Determine a altura e o raio do cilindro para que a quantidade de material

usado em sua fabricagao scja a menor possivel.

Solugao. Sejah a altura do cilindro e R o raio da base. Seja também S a drea da superficie
total do cilindro e V o seu volume, temos S = 27 R?>+4-2rRh e V = wR%h = 16w ecm® o que

implica R*h = 16 em®.
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Tomando a sequéncia (2 R?, 2 Rh), seque que M,y = w =2 eMg=V2rI? - 2xRh =

V472 R3h = V47 R?h - R = V4V - tR. Aplicando a desigualdade entre as médias aritmé-

tica e geomélrica na sequéncia temos M,y > Mg, assim,
S
) > V4V .-

o que ndo resolve nosso problema pois, ndo consequimos escrever a desiguadade em fungdo
apenas de S. Para isso vamos reescrever nossa sequéncia (2 R?, 2 Rh) como (2w R?, wRh, wRh).
Aplicando agora a desigualdade entre as médias aritmélica e geomélrica a essa nova sequén-

cia, temos:

2nR*+7Rh+nRh 27R®*+2xRh S
Ma= 3 - 3 3

Mg =V2nR? 7wRL-wRh = V2a3 . RY. h2 = {/2n3(R2})?
Mg =213 162 = {/2r® . (27)? = V2973 = 8.

Como M,y > Mg, temos:

w|

28r =82 27

O valor minimo da drea S ¢é 24 em?, essa igualdade ocorrendo quando 2w R? = wRA,

ou seja, quando 2R = h.

Daf, como R*h =16 ¢ h = 2R, seque que R?> 2R =16=2R*=16= R=2cm ¢

h=4cm.

Problema 4.8. Qual o maior valor que a soma das coordenadas de um ponto, pertencenie

a circunferéncia 2 + y* = 18 pode assumir?

Solugao. Scje P(z,y) um ponto periencente a essa circunferéncia. Aplicando a desigual-

dade entre as médias quadrilica e aritmética as coordenadas desse ponto, temos:

T+y z?+ 12

2

My= e Mg=



Como, Mg > M,, obtemos:

2 + 92 N T+y

v

v

v

R élw]o’doj
|

v

2
ct+y
A soma das coordenadas x ey do ponto P ndao ultrapassa o valor 6, logo 0 maior valor

para essa soma é T + 3y = 6, essa igualdade ocorre quando = =y = 3.

Problema 4.9. (Desigualdade Isoperimétrica para Tridngulos)Prove que entre todos

os tridngulos de perimetro constante 2p, o equilitero é o que possui a maior drea.

Figura 4.3: Triangulo de ladosa,bec

Fonte: O autor

Solugao. Considere o tridngulo de lados a,b e c, conforme a figura 4.5.

Sendo 2p = a+b+c o seu perimetro. Vamos determinar a sua drea S alravés da Férmula

de Heron, assim, S = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢).

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética ¢ gcométrica aos termos da sequén-

cia (p—a,p—b,p—c), lemos:

p—a+p—b+tp—c_3p—(atb+c) 3p-2p _p
3 B 3 -3 3

Me= - a5 -0

ﬂ'zr,‘ = e

Como M, > Mg, temos:



t>Yp—a)p—b)p—c) =& = (p—a)p—b)(p—c)

mulliplicando ambos os membros dessa tllima desigualdade por p, oblemnos:

2
”;/528

L > pp-a)p- B - =\ L2 V- a9 =

- 2/ L. L 2
Observe que S nao ultrapassa o valor de "’—gﬁ. Logo o valor mdzimo de S € ”T-ﬁ, essa
igualdade ocorrendo quandop—a=p—b=p—c=>a=b=c.

Portanto, a drea mdrima € obtida quando o tridngulo € equildtero.

Problema 4.10. Num terreno na forma de tridngulo reténgulo com catetos de medidas

20 m e 30 m, deseja-se construir uma casa retangular de dimensdes = e y como na figura

44

Figura 4.4: Tridingulo Retangulo

30m

20m

Fonte: O auntor

a) Eapritnay em fungdo de x,

b) Para que valores de x ¢y a drea ocupada pela casa é mdzima?
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Solugao. a) A ideia usual € observar a semelhanga entre os tridngulos:

Figura 4.5: Tridngulos Secmelhantes

3am

30-x
-
20m ¥
Fonte: O autor
e obter a relagdo:

y 30—z 20(30 — z) 2
—_— = = — = —(30 —
20 30 Y 30 T y=3@0-2)

b) Sabemos que a drea do retangulo ¢ A = zy. Substituindo y = (30 — z) em A = zy,
obtemos:

A=-§—°$[3D—I).

Tomando a sequéncia (x,30 — z), seque que M, = % =15 e Mg = /z(30 — z).
Aplicando a desigualdade enire as médias aritmética e geométrica aos termos dessa sequén-

cia, temos My > Mg, assim, 15 > 1/z(30 — z)

Mas, A = 2.2(30 — z) e 15 > /z(30 — z). Multiplicando ambos os membros dessa
desigualdade por \/g, obtemos:

5v6 > \/g~\/z(30—:c)=>5\/(_52‘/2-1(3{]—::):}5\/(_52\/71 (4.1)

Elevando ambos os membros da desigualdade (4.1) ao quadrado, obiemos 150 > A.

Observe que A ndo ultrapassa o valor de 150, logo a drea mdzime ocupada pela casa €

A =150 m2.

A igualdade ocorrendo quando £ = 30 — z o que implicaem z =15m ey =10 m.



Problema 4.11. Enconirar as dimensdes do retdngulo de maior perimetro possivel que pode

ser inscrito num semicirculo de raio 1.

Figura 4.6: Semicirculo de raio 1

—

0

Fonte: O autor

Solugao. Considere o retdngulo de lados 2z e y inscrito numa semicircunferéncia de raio
1, conforme a figura 4.6, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo formado,
lemnos:

2+t =1
Seja 2p o perimelro desse reldngulo, temos:
2p=4z+2y=>p=2z+y

Assim,

p=2x+y

Considere agora as sequéncias (2,1) e (z,y). Aplicando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, segue que:

2.z+1-y< V2 +12\/22+12
2z +y < V5V1
p<vVh

2p < 25
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Observe que o perimetro 2p ndo ultrapassa 21/5, assim o maior valor para 2p ¢ 21/5,
daf, 2p = 2V/5, se, e somente se, 2 = !—1’ = z = 2y. Substituindo x = 2y em z* + 1% = 1,
obtemos:

5
(Ey)2+y2=1=>5y2=1=>y=%

e como T = 2y segue que T = g{_ﬁ_ Portanto, z = -"55& ey= 3?

Problema 4.12. Delermine o ponto sobre a reta y = 2z + 3 que estd mais prézimo da

origem.

Solugao. Queremos enconirar a menor distdncia entre um ponto P da retay =2z +3 e a
origem(0, 0).

Para isso, vamos determinar o distdncie entre um ponlo P(z,y) da reta a origem O(0,0).
Da geomeitria analitica, seque que a distlncia entre dois pontos A(zy,y,) e B(z2,y;) € dado

por:

dap = V/(z1 — 72)% + (1 — 1)?

Assim,

dpo = V/(z — 0)2 + (y — 0)2 = /2% + 32
Como y =2z + 3, enlao —2z+y = 3.
Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz sabemos que se ay, as. b, e by sao nimeros reais, entao
a1by + azby < (/a3 + a2 /b2 + b2.

Assim, sendo a; = —2,a, =1,by =z e by = vy, temos:

—2.241 -y <V(=2)?+12/z2 + 12

Ddi,

3 3v5
3<V5.dpg = — = < dpo.
_\/_ PO \/5 5 -~ WpPO

' . . y ¢ 0 .
Observe que o menor volor da distdnecia de P olé o origern nunca € menor que 3—‘_,{—3 , nssim

o menor valor dedpg € dpp = -3455 e essa iqgualdade so ocorre se, e somente se, :—:— = %21, ou

seja, 22 = i, daf, © = —2y.

Como -2z +y=3 e x = —2y, temos, substituindo T = —2y em -2z +y=3:

—2(—2y)+y=3=>5y=3=>y=g.

Assim,z =L ey = % Portanto P(=2, %)
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Problema 4.13. Dados dois pentos A e B de um mesmo lado de uma reta r, delerminar

o ponto P sobre r de forma que a soma dos segmentos PA+ PB seja minima.

Solugdo. Para resolver este problema consideramos B’ o ponto simétrico de B em relagdo
art ¢ unimas B' com A, encontrando assim o pontoe P que ¢ o ponto de intersecgio do

segrnento AB! com r.

o

[PPSR S W———
-

Figura 4.7

Podemos considerar os pontos D e E sobre a retar, conforme a figura (4.7) e verificar

que para qualqguer um deles o ponto P ¢ o que nos dd a soma das disténcias minima.
Para esta prova, usaremos a desigualdade triangular.

Seja C' o ponto de intersegdo de BB' com a retar, observe que:
ABDC=B'DC e ABPC=ABPC.

Assim,

dpp=dpp € dpp=dpp.
Aplicando a Desigualdade Triangular ao tridngulo AADB', temos:

dAD +dpp = dAD + d})n > d,{nr = d_.u: -+ dpr,v = d,u: - dPB-

Portanto o ponto D ndo torna a soma dap + dpp minima.
Analogamente, temos que o ponto E também ndo torna e soma dyg + dgp minima.

Logo, o ponlo P, que € a intersegao do segmenlo AB' comn a retar € o ponto que torna

a soma dap + dpp minima.



Problema 4.14. Determine a hipotenusa do tridngulo de menor drea circunscrito a um

circulo de raio 1.

Figura 4.8

Solucgio. Considere o tridngulo da figura (4.8). Aplicando Pitdgoras, temos:

1+ + (1+y)? = (z+y)*

142z + 22+ 142y +1° = 22 + 2zy + 3°
27+ 2y +2 = 2zy (4.2)

Dividindo a equagdo (4.2) por 2, temos:

r+y+l=ay

Isolando y, obtemos:

Observe que a drea do tridngulo € dada por:

A=y + 1) +1)
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Substituindo y = ;%1 em A, encontramos:

e e (22)

A=%(m+1)( 2z )

r—1

mz—l-z
r—1

A=

(4.3)

Reescrevendo a equagdo (4.3), temos:

(z—2z+1) (3z—3) 2
z—1 L z—1 +z—1

A=

A=(:::—1)+L+3
z—1

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmélica e geomélrica aos termos da sequén-

2
cia (:r -1, —), tcmos:
r—1

seque que:
2
1)+ ——2>2V2
(z-1)+ z—17 v2
(m—1)+;—33+322\/§+3
A>2V2+3
Observe que o menor valor para a drea A é 2v/2 + 3. A igualdade ocorrendo quando

£—1=ﬁ, o que tmplica em T = V2+1ley=+v2+1.
Logo, o tridngulo retdngulo ¢ isdsceles e a medida da sua hipotenusa ¢ 2(v/2 +1).

Problema 4.15. (AIME-88) Encontre o valor minimo de f(z) = 222zt oo 0 < 2 <

I-AenT

ﬂ-
Solugio. Reescreuendo a fungdo, temos:

9z2sen’c 4
flx) = + =9z - senz + .
I.senr T -SenT T - senT

Aplicando a desigualdade entre as médias aritmélica e geométrica aos termos de sequéncia
(9z - senz, 1), obtemos:

0zr2sen?t + 4 4
— > 14/9z- senT - =6
2.-xz-senx I-senx
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seque que:
9z%sen’z + 4
2-x-senx
9z2sen’x + 4
T Sent

> 6

> 12

Observe que o menor valor de 22022+ 419 Logo, o valor minimo de f(z) = 2Z2sen’z+d

I-5enxT I-8ENT

é12.
Problema 4.16. Qual o valor mdzrimo que a fung¢do f(0) = 3senf+4cosf, onde( < 8 < 2.

Solugdio. Fazendo a; = 3,a3 = 4.by = senfl ¢ by = cosf e aplicando e Desigualdade de

Cauchy-Schwarz, temos:
(32 + 42)(sen0 + cos®0) > (3senf + 4cosh)?
Como, sen?0 + cos®*0) = 1, seque que:

(9 +16)(1) > (3send + 4cosh)? =
25 > (3send +- dcosh)? =

5 > 3sené + 4cosl

Observe que o valor de 3senf + 4cosd nao ultrapassa 5.

Logo o valor mdzimo de f(8) = 3senf + 4cosf € 5.

Problema 4.17. Qual o numero positivo cujo quadrado ercede seu cubo da maior quanti-

dade possivel?

Solugdo. Denotando o mimero por z, devemos mdzimizar f(r) = z° — =° ou f(z) =

x2(1 — ). Reescrevendo a expressio, temos:

Aplicando a desigualdade entre as médias arilmélica e geomélrica aos termos da sequén-

cia (£,2,1—x), temos:
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seque que:

—é— > | f—f(l — x)
.2
=2 (-2
% > z%(1 — 7)
-;—7- 2 f(z)
Observe que o valor de f(z) ndo ultrapassa ;—7 Logo o valor mdzimo de f(z) € f(z) = 217

A igualdade ocorre quando 5 =1—z o que implica em x = %

O problema a seguir foi proposto por Regiomontanus® em 1471 e segundo (MELO-2004)
¢ considerado como o primeiro problema de extremos encontrado na histéria da Matemiitica

desde a antiguidade.

Problema 4.18. Suponha uma estdtua de altura I sobre um pedesial de altura p. Um
homem de altura b (h < p) enzerga do pé ao topo da cstdtua sob um dngulo o, que varia
de acordo com a disléncia d entre o homem e a base do pedestal. Determine d para que o

dngulo de visdo a seja o maior possivel.

5 Johannes Miiller von Konigsberg (1436 - 1476), mais conhecido por Regiomontanus, uma latinizacio do
nome de sua cidade natal Koningsherg cujo nome significa Montanha do Rei, foi um famoso matemaético,

astronomo e cosmégrafo do século XV. Foi o inventor dos sinais (+) e (-), oum manuscrito de 1456.
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Figura 4.9: Angulo Méximo

" n
HE
‘: ll
; p="
: 5
oo e
E h i
d
Fonte: O autor
Solugao. De acordo com a figura 4.9, temos que:
tgy —tgB
iga=1 - )= ———,
ga=t9(y—h)= " 7
_H+4+p—nh _p—h
tgy = 1 etgh = 7
H+p—h p—h
— d d _ H
(H+p—=»0) (p—=1h) (H+p=Nh)(p-"nh)
1+ . d+
d d d
A tangente de o ¢ mdzima quando d + (H+p —dh)(p —h) é minimo.
Aplicando a desigualdade M, — Mg parad e (H+p _dh)(P — h), temos:
d+ (H']'p_dh')(p_ h‘) 2 2\/d- (H+p_dh)(p_ h‘) — 2\/(H+p— fl)(p— h)

(H+p—h)(p—

Observe que o menor valor de d +

d
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(

Assim, o angulo de visdo mdrimo a, ocorre quando a tga é mdrima, ou scja, quando

p A rr—Me—h) o/ (H+p—h)p—h).

(H+p—h)(p—h)
. .

d

A igualdade ocorrendo quando d =

Logo, d = \/(H+p—h)(p—h).
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CONSIDERACOES FINAIS

Esperamos que esse trabalho sirva como material de apoio para professores do ensino
médio que queiram usi-lo como ferramenta extracurricular, alcangando assim o seu objetivo

principal, visto que existemn poucos livros em lingua portuguesa que abordam esse assunto,

Tentamos escrever esse material de mancira bem simples ¢ diditica, apresentando muitas
demonstracoes sem exigir um elevado grau de conhecimento matematico, mas nem por isso
deixando de lado o rigor matematico importantissimo dessas demonstragoes, muitas delas

simples mas nao menos importantes.

Exibimos véirios problemas de otimizagao utilizando as desigualdades de maneira a faci-

litar ou até mesmo tornando-as essenciais para a resolugao dos mesmos.

Assim, esperamos que ao utilizar procedimentos diferentes dos habituais os estudan-
tes do ensino médio, de turmas olimpicas ou ndo, consigam ampliar seus conhecimentos e

habilidades ja adquiridas, melhorando significativamente o seu desempenho escolar.
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