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Resumo

Este trabalho é voltado para alunos e professores que atuam no ensino bésico. Tem como
objetivo comentar alguns topicos do conjunto dos ntimeros inteiros e algumas de suas
aplicagoes, com o foco em equagoes diofantinas linerares. A motivacao de escolher esse
tema é que o contetido de ntimeros inteiros ¢ lecionado no ensino bésico, entretanto alguns
assuntos que os cercam, sao deixados de lado, assim também como algumas propriedades
e demonstragoes que sao acessiveis aos alunos, e sao deixadas de lado. Este trabalho tem o
intuito de ajudar a sanar essas lacunas que sao muito requisitadas quando falamos de pro-
vas de olimpfadas de matemaética e concursos militares. Neste trabalho serao comentados
alguns topicos de ntimeros inteiros e apés serao resolvidos e comentados alguns problemas

corriqueiros envolvendo as equacoes diofantinas lineares.

Palavras-chave: Teoria dos nimeros. Aritmética. Equagoes diofantinas lineares. Ensino

da matematica.



Abstract

This work is aims to students and teachers who work in basic education. It aims to com-
ment on some topics in the set of integers and some of their applications, with a focus on
linear Diophantine equations. The motivation for choosing this theme is that the content
of whole numbers is taught in basic education, however some subjects that surround them
are left out, as well as some properties and demonstrations that are accessible to students,
and for unknow reason are not taught. This work is intended to fill those gaps that are
very requested when we talk about olympics mathematics tests and military tests. In this
paper, some integer topics will be commented and then some common problems involving

linear Diophantine equations will be solved and commented.

Keywords: Number theory. Arithmetic. Diophantine linear equations. Mathematics teach-

ing.
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Introducdo

Dentre as diversas fungoes que um professor tem, uma das que mais se destaca
é a de dar sentido ao ensino, o porqué daquilo ser ensinado, e a de um professor de
matematica nao é diferente, deve-se esclarecer aos alunos quanto as expressoes algébricas,

graficos, tabelas e etc.

A ideia de escolher as equacgoes diofantinas lineares como tema da dissertacao, nao
se deu de uma hora para a outra. A primeira vez que estudei esta teoria foi na minha
graduagao, em seguida, na minha pos-graduagao, me aprofundei um pouco mais neste
assunto. Passado o tempo, comecei a lecionar para turmas de olimpiadas e turmas prepa-
ratérias para concursos militares e constatei que este assunto nao deveria ser ministrado
exclusivamente no ensino superior, mas também no ensino basico. Contudo, nao é comum
ser ensinado nele, a nao ser nestas turmas especificas, foi com o proposito de criar um
material que ajude os alunos que estao iniciando em turmas de olimpiadas e preparatorias

para concursos militares que foi elaborada esta dissertacao.

Serao apresentadas algumas defini¢oes acerca do conjunto dos ntmeros inteiros,
tais como suas propriedades, proposicoes, lemas, teoremas e consequéncias. Assim como
também sera comentado, brevemente, sobre divisibilidade, definigdo e propriedades (de-
monstradas, visando a compreensao do aluno) de uma forma elegante e clara, expondo os
principais topicos de modo que o aluno que se prepara para as provas de olimpiadas e de

concursos militares, possa usar este material como apoio.

O seguinte trabalho tem como objetivo a estruturacao deste material, para que
o mesmo seja visto pelo aluno como algo interessante e relevante, e assim o use para
estudar e compreender melhor os assuntos que as equacoes diofantinas se baseiam. Visto
que essas equacoes possibilitam varios caminhos distintos para resolucao dos problemas,
serao apresentados diferentes métodos aplicados em alguns problemas, junto com a teoria

por tras deles.

No primeiro capitulo, vai ser um breve comentério historico sobre a construcgao
do conjunto dos ntmeros inteiros, destacando a histéria e descobertas mateméticas de
Diofanto de Alexandria (250a.c - 350a.c), o matematico que muito ajudou na construgao
algébrica, e nos problemas envolvendo aritmética. Pouco se sabe da vida deste matematico,
contudo, se tem profundo conhecimento da sua obra “Arithmética”’, na qual sao citados
varios problemas matematicos, dentre as descobertas dele. Sendo que uma delas que sera
norte deste trabalho, que sao as Equagoes diofantinas lineares (a tendéncia metodologica
Historia da matematica, é uma forma bem interessante de comegar alguns assuntos), em

seguida sera exposto algumas propriedades do conjunto dos ntimeros inteiros, como ele
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se organiza e suas proposicoes. Apods, serd explicado sobre quem sao os nimeros primos
e alguns de seus principais topicos e defini¢oes. Posteriormente, sera exposto o assunto
Maximo Divisor Comum, citando observacoes, teoremas, lemas e propriedades e suas

consequéncias aritméticas. Finalizando o capitulo com o Minimo Multiplo Comum.

E valido comentar também, que é possivel resolver muitos problemas de equacdes
diofantinas por congruéncia aritmética, mas neste trabalho a preferéncia nao sera ela,
visto que é um topico um pouco mais avancado, apesar de ser um assunto que também é
visto no ensino militar. O foco do trabalho, de modo geral, é solucionar alguns problemas
de equagoes diofantinas lineares com a matematica mais basica possivel. No segundo
capitulo, que versa sobre as equagoes diofantinas, expondo a defini¢ao, sua condicao de
existéncia, assim como suas solugoes se dao, terminando o trabalho com alguns problemas
classicos de equagoes diofantinas lineares. Nesta parte do trabalho serao resolvidas cada
questao de uma forma diferente da outra, para que o leitor saiba que existem diversos
cominhos a se seguir para chegar no resultado devido, e o proprio possa decidir qual ache
mais interessante, ou até mesmo, optar por resolver uma questao por algum outro método

que foi usado na questao, como forma de estudo.

Este trabalho é destinado para os estudantes dos anos finais do ensino fundamental
I, ao ensino médio (principalmente aos alunos que participam das turmas de olimpiadas
de matematica e a alunos que estdo em turmas preparatoria para concursos militares).
Este material também pode servir de auxilio para alunos da graduagao, pois que ele é visto
em teoria dos nimeros. O objetivo é sempre ajudar os discentes que procuram auxilio no

momento do estudo.
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1 Um breve comentario sobre Nimeros Intei-

ros

1.1 Resumo Histoérico

A construcao do conjunto dos ntmeros inteiros nao se deu de forma rapida ou
facil, esses ntimeros s6 tiveram sua organizacao e aceitacao da maioria dos grupos de

matemaéticos ja na idade contemporanea.

Segundo Sé e Anjos a trajetoria dos nimeros pode ser dividida em duas categorias:
Uma que tem sua origem por motivagao externa ou das atividades de contagem e medida

e outra que tem origem interna ou das necessidades da propria matematica.

O conjunto chamado de inteiro, representado pela letra Z (Zahlen: ntimeros, em
alemdo), formado pelos nimeros naturais e seus respectivos opostos, sendo escrito da

seguinte forma:

7 ={.,—4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4, ...}.

Voltando h& milhares de anos, nos primérdios da humanidade, a necessidade de
contar ja se fazia necesséria, agrupar pedras, riscos em o0ssos, entalhes na madeira e marcas

em cavernas mostram tal necessidade.

Com a nao existéncia formal dos ntimeros, varias formas de representar foram cri-
adas, como por exemplo: Um pastor de ovelhas que sai pra passear com os seus animais,
mas para nao voltar com menos ovelhas que saiu, fazia uma espécie de bijecao com pedri-
nhas, associando cada pedrinha a uma ovelha, assim voltando para casa e verificando se a
quantidade (embora nédo existisse esse conceito bem definido) de pedrinhas formava pares
com as ovelhas. Curiosamente a palavra Calculus significa pedras, ou seja, as pedras que
eles utilizavam para contar ovelhas. De outro modo, para uma quantidade muito grande
de ovelhas seria muito complicado a utilizagao de pedrinhas, surgindo entao a necessidade

de fazer agrupamentos, ou seja, a nogao primitiva de Conjunto.

E assim, diversas outras formas criativas de contagens foram surigindo, primitivas,
mas que funcionavam para as necessidades dos habitantes da época. Outro método de
contagem, muito comum, era riscar ossos para representagao de animais mortos em uma

cacada, por exemplo.

A figura 1 mostra um osso talhado descoberto por volta de 1950 que foi datado
do periodo Paleolitico Superior da histéria humana, aproximadamente 20.000-25.000 anos
atras. O osso, provavelmente a fibula de um babuino, gato grande ou outro grande ma-

mifero, feito varios riscos representando quantidades.
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Figura 1 — Riscos em ossos representando quantidades.

Fonte: https://www.maa.org/ Acessado: 22:05 08,/04,/2021.

Para Aristoteles, todo homem deseja naturalmente saber, a partir dai, conjecturou
que ¢ inato do ser humano a necessidade de descobrir padroes e tentar organiza-los, talvez
dessa necessidade tenha nascido a matematica, com os primeiros conceitos de quantidades,

nameros e organizacao.

Diversas civiliza¢oes criaram suas representacoes para quantidades, como os roma-
nos, egipcios, astecas e varias outras, destacando-se os hindus e os arabes com a primeira
noc¢ao dos chamados algarismos hindo-arabicos, que possuem esse nome por terem sido
criados pelos hindus e divulgados pelos arabes, e, por sua facilidade para representar
grandes quantidades, em um pequeno espaco, sao os mais conhecidos e utilizados pelas

sociedades ao longo do tempo, perdurando até a atualidade, sendo esses:
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Esses algarismos podem informar infinitas quantidades com suas combinagoes or-

ganizados num sistema numérico posicional, veja nesses exemplos:

234
243
432.

Perceba que os mesmos algarismos foram utilizados na formagao de 3 ntmeros,

entretanto como estes algarismos estao em posicoes diferente, os niimeros formados sao
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diferentes entre si. Outra curiosidade é que tais algarismos nao nasceram no formato que
utilizamos hoje em dia, houve uma evolucao na escrita destes, conforme mostra a Figura
2.

Figura 2 — Figura Construgao dos algarismos Hindus-Arabicos.

Fonte: Centurién, Marilia. "Contetdo e metodologia da matematica: nimeros e operacoes."Sao Paulo:
Scipione (1994).

No desenvolvimento da civilizagao, é perceptivel que o uso dos ntmeros positivos
acaba se limitando a certos problemas, sendo necessario criar outro sistema numérico,
ou adaptar o ja existente, para resolver diversas situacoes que podem ocorrer. Podemos
encontrar relatos que a origem dos ntimeros inteiros nao se deu somente a partir de uma
Unica civiliza¢gao, mas sim em diversos povos, como os egipcios, chineses hindus e outros,

que encontraram maneiras diferentes de representar os numeros negativos.

Um exemplo da necessidade desses numeros é: Um vendedor A de certo produto,
tem que ter produtos em sua loja para comercializar e tirar o seu sustento, entretanto nao
possui condigoes de adquirir tais produtos para abrir, este entao pede emprestado para
o vendedor B, com a promessa de assim que fizer suas vendas pagara sua divida com o
vendedor B e com a esperanga de sobrar uma pouco mais para si, e poder sustentar sua

familia.

Ora, quando o vendedor A abre sua loja, ja estd com um prejuizo, e precisa com
suas vendas quitar o prejuizo e a partir dai sim, conseguir algo a mais para o seu sustento.
No momento da organizacao dos dados do que precisa vender para quitar o que deve, este

vendedor pode representar a sua divida de forma mais simples com os niimeros negativos.

Também na construgao da nogao primitiva dos naumeros inteiros, problemas ligados
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ao dia a dia dos matematicos chineses conduziria-os a sistemas de equagoes lineares, que
era escrito na forma de matriz dos coeficientes. A solucao era dada pelo que nés chamamos
hoje de: tranformagoes de matrizes. E nestas matrizes que encontramos pela primeira vez

na histéria da matematica a presenca dos ntimeros negativo.

No entanto, de acordo com (FOSSA; ANJOS, 2007) durante os primeiro mil anos
da era crista os chineses nao concebiam o niimero negativo como entidades matematica

independentes.

O numeros Hindu-Arabicos sdo posicionais, onde cada posi¢ao representa algo, da
direita para a esquerda temos as classes numeéricas, elas sao: classe de unidade, classe de
milhar, classe de milhao, classe de bilhao e assim por diante, e cada uma dessas classes
sao subdivididas em outras 3, ordens, a primeira (da direita para a esquerda) é a ordem

das unidades, a segunda das dezenas e a terceira das centenas.

Exemplo de tabela de classes numéricas

32 Classe : Milhao 22 Classe: Milhar 12 Classe: Unidades
92 Ordem | 8* Ordem | 7* Ordem | 6* Ordem | 5* Ordem | 4* Ordem | 3* Ordem | 2® Ordem | 1* Ordem
7 4 3 3 8 5 2 1 1

O nimero acima possui: Sete centenas de milhoes, quatro dezenas de milhoes, trés
unidades de milhoes, trés centenas de milhares, oito dezenas de milhares, cinco unidades
de milhares, duas centenas, uma dezena e uma unidade. Lé-se: setecentos e quarenta e

trés milhoes, trezentos e oitenta e cinco mil e duzentos e onze.

Segundo (BERLINGHOFF; GOUVEA, 2008) a primeira civilizacio a desenvol-
ver o uso do zero foi a civilizacao Hindu, que sentiu a necessidade de usé-lo quando se
encontrava com a seguinte situagao: O numero 507, possui 5 centenas, 7 dezenas e 7 uni-
dades. Essa representacao explicando a auséncia numérica da casa das dezenas motivou

o “descobrimento” deste ntimero, que representa o vazio, a auséncia de numeros.

Os ndmeros inteiros também podem estar organizados em uma reta numérica,
como sugeriu o matematico Colin McLaurin (1698 - 1756) para organiza-los de alguma

forma, conforme ilustra a Figura 3.

Figura 3 — Numeros Inteiros (Z).

A ideia basica é que o zero esti no centro da reta numérica e quanto mais a direita

estd um ntmero, maior ele é.

O conceito de niamero inteiro é quase tao antigo quanto o de ntimero natural, visto



Capitulo 1. Um breve comentdrio sobre Nimeros Inteiros 17

que esses nimeros eram utilizados para resolver problemas de contagens e principalmente
no desenvolvimento de atividades mercantis que aconteciam na Europa, na idade média,

entretanto temos que considerar esses conceitos eram bem primitivos.

Nesse contexto surgiu a figura de Diofanto de Alexandria (250 a.c - 350 a.c), que
comentarei em seguida um pouco mais sobre tal nobre matematico, mas na historia da
construcao dos niimeros negativos, também teve sua contribui¢cao. Embora Diofanto tenha

dado vérias contribuicoes a algebra, ele nao fez sequer referéncia aos ntimeros negativos.

No entanto, no comego do Livro I da sua "Arithmética", que consiste em uma
colegao de 150 problemas, ele apresentou uma declaragao muito importante a respeito
do que hoje ¢ a multiplicacao dos ntimeros negativos afirmando que o que esta em falta
multiplicado pelo que falta resulta em algo positivo; enquanto que o que estd em falta

multiplicado pelo que é positivo resulta em algo que esté em falta.

Mesmo tendo um enfoque pratico, Diofanto sinaliza a necessidade da criacao de
um novo "tipo" de nimero ainda que na pratica diaria da época eles nao fossem tao
importantes, conforme refor¢ca Bombelli:

Mais por mais da mais; menos por menos di mais; mais por
menos d& menos; menos por mais d4 menos; mais 8 por mais 8,
da 64; menos 5 por menos 6, d4 mais 30; menos 4 por mais 5,
da menos 20; mais 5 por menos 4, dd menos 20. (BOMBELLI,
1572)

Contudo, os niimeros inteiros nao eram bem vistos por matemaéticos desde a anti-
guidade, passando pela idade média, idade moderna e comegando a serem mais estudados

e aceitos na idade conteporanea.

De acordo com Boyer e Eves,
Um matemético Hindu muito notavel, conhecido com Bhaskara
(1114 - 1185) em um de seus livros resolve uma equagao do se-
gundo grau e encontra duas raizes 50 e —5 como solugao de um
problema. Para o segundo valor ele considerou inadequado devido
as pessoas ainda nao aceitarem solugoes negativas. Bahskara tam-
bém afirmava que as raizes negativas nao podiam existir porque
um ndimero negativo nao é um quadrado. (BOYER, 1996)
Michael Stifel (1487 - 1567) chamava os ntimeros inteiros de Numeros Absurdos, ja
Girolamo Cardano (1501 - 1576) os denominava de Numeros Falsos, demonstrando assim

a rejeicao desses niimeros pelos matemaéticos da época.

Da nocgao intuitiva do ntimeros inteiros até os conceito mais elaborados, muito
bem definidos, nés tivemos uma periodo secular. S6 no final do século XIX, que tivemos

a transicao finalizada, que a nogao de ntimeros inteiros passou a ser baseada em conceitos
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da teoria dos conjuntos.

O matemético alemao Edmund Landau (1877 - 1938), ilustrado na Figura 4, um
dos matematicos que ajudou a desenvolver o conceito dos conjuntos nimeros inteiros e o
batizou com a letra Z que é a primeira letra da palavra, nimero, em alemao. Um grupo de
matematicos franceses chamados: Grupo Bourbaki (1938) gostaram da ideia de Landau e

ajudaram a dinfundi-la.

Figura 4 — Edmund Landau.

Fonte: https://www.spm.pt/ Acessado: 23:19 02/03/2021.

Segundo (SA; ANJOS, ), Franois Viét (1540 - 1630), é conhecido como um dos

n_n,t

introdutores dos simbolos "+", e "=", entretanto estes simbolos referiam-se apenas a
operacao de subtragao entre nimeros "verdadeiros", isto é, positivos. Para Viét, os name-
ros negativos eram desprovidos do significado intuitivo e fisico, era do tipo de que em vez
de acrescente —3, diria diminua 3. Mas, Viét acabou contribuindo para o amadurecimento
dos numeros relativos, com a inser¢ao de uma nova notagao na matematica que passou a

ser abundantemente utilizada pelos matemaéticos no futuro.

O meu objetivo com este trabalho é fazer um material de apoio, para que os
discentes que irao estudar o assunto de equagoes diofantinas lineares, consigam se basear
por esta dissertacao, e para que cheguemos no assunto de equacoes diofantinas, é necessario
que o discente tenha uma base, nao s6 histoérica, como também no que diz respeito ao

conjunto dos numeros inteiros e suas operagoes (Adi¢ao e Multiplicagao).

Z={.,—6,—4—3,-2,-1,0,1,2, 3, 4,5, 6, ..}

Temos também que, em Z ha um subconjunto do ntimeros naturais:

N = {1,2,3,4,5,6,...}.
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Outro matemético que contribuiu com uma teoria dos ntmeros inteiros como a
extensao dos niimeros ordinais foi B. Russel, representado na Figura 5, que propds uma
defini¢ao de ntimero inteiro baseada na relagao de ordem. Caracterizou a idéia de or-
dem como uma relagao assimética e transitiva e definiu os ntimeros inteiro como relagoes

assimétricas entre niimeros naturais.

Figura 5 — Bertrand Russel.

Fonte: http://editoraunesp.com.br/ Acessado: 23:32 02/03,/2021.

De acordo com Gonzales (1990, apud (SA; ANJOS, )), a teoria de Russeal também
se relacionou com a teoria de Dedekind, pois para este um niimero inteiro era uma classe
de equivaléncia de pares ordenados de numeros naturais que coincida com o grafo da

relagao proposta por Russeal.

A minha abordagem neste trabalho é citar uma lista com algumas propriedades
bésicas do conjunto dos niimeros inteiros e alguns dos seus conceitos que o tornaram mais
"elegante", e para o definir e organizé-lo junto com a suas propriedades, foi usado os
Aximoas desenvolvidos por Giuseppe Peano (1858 - 1932) que caracterizou o conjunto

dos niimeros naturais e serviu como base para obtermos os conjunto do inteiros.

1.1.1 A matematica de Diofanto

Diofando de Alexandria, foi um dos mais importantes mateméaticos que viveu no
Egito no século IIT a.C, muitas vezes considerado como "O pai da Algebra", Diofanto
estd para Aritmética, assim como Ptolomeu estid para a Astronomia e Euclides para a

Geometria.

Devido a sua fama, algumas historias sao contadas, como o enigma que teria sido
gravado no timulo do matematico por um amigo, Metrodorus, e cujo resultado revela a

idade desse matematico:
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“Viajante! Aqui estao as cinzas de Diofanto. E milagroso que os niimeros possam medir a

extensao da sua vida.

Um sexto dela foi uma bela infancia.

Depois de 1/12 da sua vida, a sua barba cresceu.

Um sétimo da sua vida passou-se num casamento sem filhos.

Mas, cinco anos ap6s isso, nasceu o seu primeiro filho.

Que viveu uma vida feliz durante apenas metade do tempo de vida do seu pai.

E, em profundo pesar, o pobre velho terminou os seus dias na Terra, quatro anos apos

perder o seu filho.”

... resultando em 84 anos.

Dentre grandes descobertas de Diofantino, cujo busto esté ilustrado na Figura 6,
posso destacar uma, que foi provada tempos depois por Lagrange - Joseph Louis Lagrange
que dizia: "todo niumero inteiro positivo pode ser escrito como uma soma de no mdxrimo

quatro quadrados de outros niumeros inteiros positivos”. Como no exemplo:
22 =22 4 3% + 32
32 = 42 + 42

16 = 20 + L4 = (18)2 4 (2)2,

Grande parte da sua fama também é advinda da criacao do seu livro, batizado de
Arithmetica, conforme ilustra a Figura 7, no qual sao citados por volta de 150 problemas
matemaéticos e resolvidos, de forma engenhosa pelo seu criador, ja comecando a dar as

primeiras nogoes algébricas na resolucao desses problemas, que possuiam geralmente so-
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lugoes interias, e que foram batizados de Equagoes Diofantinas, e estas serao as equagoes
que serao geradas e resolvidas a partir dos problemas que irei trabalhar mais afundo no

préoximom capitulo.

Figura 7 — Frontispicio da “Arithmetica De Diofanto", publicado em Toulouse, Fr. em

1620.
DIOPHANTI

ALEXANDRINI

ARITHMETICORVM
LIBRI SEX.

T DF NFMERIF MFLTARGFLID
LIFEE FHNFL

A promen Grat py ]';u- lral";"‘:ml'-ﬁ' aby v ey

AVETORE CLAVDIO GAIFARE RACHETO
iR DR dEvaRANBYE

LYTETIAE PARISIORVA,
Sumpeibus Semanvians Cramoicr, v
j'E’"E'ﬁ‘hcﬂl&'

M DC XXL

CrW PRIFILECIO RECHE

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/ Acessado: 00:27 02/11/2020.

Acredita-se que sua obra tenha sido achada e perdida varias vezes, chegando na
Europa por volta do inicio do século 17, na fuga do Império Bizantino de Constantinopla

[Istanbul]. Sua primeira tradugao para o latim, mais famosa foi feita por Barchet em 1621.

1.2 Propriedades dos Numeros Inteiros

As operacgoes de adi¢ao e multiplicacdo em 7 possuem as seguintes propriedades:
1. A adicao e a multiplicacao sao bem definidas:
Para todos a, b, a’, b> € Z sea =a’eb =0b’, entio a +b =a’ + b’ e ab =a’b".

2. A adicao e a multiplicagdo sao comutativas:
Para todos a, b€ Z, a +b =0+ aeab = b.a.

3. A adicao e a multiplicacao sao associativas:
Para todos a, b, c € Z (a +b) + c=a + (b +c)e(ab).c=a. (bc)
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4. A adigao e a multiplicacao possuem elementos neutros:
Para todo a € 7, a + 0 = a e a.1 = a.

5. A adigao possui elementos simétricos:
Para todo a € Z, existe b = (—a) tal que a + b = 0.

6. A multiplicacao é distributiva com relagao a adicao:
Para todos a, b, ¢ € Z, tem-se a.(b + ¢) = a.b + a.c.

7. Fechamento:
O conjunto Z. € fechado para a adi¢ao e para a multiplicacao, ou seja, para todos a,
b e, tem-se que a + b e Z e a.beZ.

8. Tricotomia:

Dados a, b € Z., uma, e apenas uma, das sequintes possibilidades € verificada:

I. a =0

Il. b — aeN;
L. (=b—a) =a—beN.
Diremos que a é¢ menor do que b, simbolizado por a < b, toda vez que a propriedades
(IT) acima for verificada.

Com essa definigao, temos que a propriedade (III) acima equivale a afirmar b < a.
Assim, a triconomia nos diz que, dados a, b € Z, uma, e somente uma, das seguintes

condicgoes é verificada:
i a="0;
ii. a < b;
iii. b < a.
9. Principio da Boa Ordenacao:

Se S € um subconjunto nao vazio de 7, e limitado inferiormente, entio S possui um

menor elemento.

Proposigao 1.2.1. a.0 = 0 para todo a € Z.

Demonstracao. Temos pelas Propriedades 4 e 6 que
a.0 =a(0+0) = a.0+ a.0.

Somando —(a.0) aos extremos da igualdade, pelas Propriedades 2, 3, 4 e 5, obtemos:
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0=—(a.0) +a.0 =—(a.0) + (a.0 + a.0)
= (—(a.0) + a.0) + (a.0 + a.0)
=a.0.

Proposicao 1.2.2. A adicao é compativel e cancelativa com respeito a igualdade:
Va, b, ceZ, a=b < a+c=b+c.

Demonstracao. A implicagdo a = b — a + ¢ = b+ ¢ é consequéncia do fato de a adicao
ser bem definida, pela propriedade 1.

Suponha agora que a 4+ ¢ = b+ ¢. Somando (—c) a ambos os lados, obtemos a = b. O

1.3 Divisibilidade

Definicao 1.3.1. Dados dois niimeros naturais a e b com a # 0, diremos que a divide b,
escrevendo a | b, quando existir uma ¢ € Z tal que b = a.c. Neste caso, diremos também

que a é um divisor ou um fator de b, ou ainda, que b é uma miiltiplo de a.

A notacgao a | b diz que b é um multiplo de a e ndo uma operagao matematica em
Z. Quando temos a negagao dessa notagao: a 1 b temos que b ndo é um multiplo de a. ou

seja, nao existe um c € Z tal que b = a.c.
Exemplo 1.3.1. Pela definicao é facil ver que:
+11]0, £2|0, £3 0 ...

+1|8+£2]8+4[8 £8]8;
+048 £318 £548 £618 £718...

1.3.1 Propriedades
Sejam a, b, c € Z. Tem-se que

1.1]a, a| aealO;
2. a divide b se, e somente se, |a| divide |b|;

3.sealbeb|c entdoalc.

Demonstragao. (1) Isto decorre das igualdades a = a.1, a = 1.0 ¢ 0 = a.0.
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Demonstragao. (2) (<) Inicialmente, temos que a | |a|, para todo a # 0.

Supondo que |a| | b ou |a] | (—b), temos:

i. Se |a| | b, como a | |al, por transitividade, segue que a | b.

it. Se |a| | (=b) (=) |a|] | b ou |a| | (—1).

e |a| | b, pelo item 1., nada ha a mostrar.

e |a| | (1), entdo a = 1 ou a = —1, em ambos os casos a | b, para todo b inteiro.

Portanto, se |a| | |b], entdo a|b. Logo a | b(—)|al | |b|.
Temos que |al | a, para todo a # 0 e b | |b|, para todo b # 0.
De |a| | a, como por hipotese a | b, |a| | b e, novamente por transitividade,

lal | 10 O

Demonstracao. (3) a | b e b | ¢ implica que existe f, g € Z, tais que b = f.a e ¢ = ¢.b.

Suponhamos que o valor de b da primeira equagao na outra, obtemos:

c=g.b=g.(f.a)=(9.f)-a,

0 que nos mostra que a | c. O]

1.4 Nameros Primos

Definicao 1.4.1. Diz-se que um nimero inteiro p é primo, se e somente se, p satisfaz as

seguintes condigoes:

i.p#£Oep#=+1.

ii. Os tnicos divisores de p sao —1, 1, p e —p.

Todo ntimero pode ser partido em produtos de seus primos constituintes, dos
primos formamos os demais nimeros, e desses, construimos toda a matematica e desta

temos toda a ciéncia.

O meu objetivo neste trabalho académico nao é provar todas a propriedades dos
nimeros primos, advindas, ou nao, de lemas, corolarios ou teoremas, mas sim, citar,
comentar e, até mesmo, demonstrar as principais, para desenvolver o assunto em foco,

com objetividade e lastro matematico, que sao as equagoes diofantinas lineares.
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Os numeros primos sao incriveis, parece até que uma aura de mistérios ainda os
rodeiam, tais nimeros sao tao especiais que fazem parte da matemética bésica e supe-
rior, e até hoje ainda nao se consegue descobrir uma expressao que consiga identifica-los,

entretanto ja se sabem algumas informacgoes sobre esses ntimeros.
Uma das primeiras perguntas sobre eles é: Seré que eles sao finitos ou infinitos?
Um dos primeiros a responder tal questionamento foi Euclides de Alexandria (300
A.C), partindo da hipotese:
Demonstra¢ao. Vamos supor que a quantidade de ntimeros primos € finita.

Sendo o conjunto:
A=1{235,..pa}.

O conjunto dos n primeiros niimeros primos, com p,,, 0 maior e tltimos deles.

Além disso, podemos afirmar que existe um Q, de modo que:

Q=1(235....p,) +1>p,.

Devido a parcela 1, podemos concluir que:
21Q;
31Q;
51Q;

p1Q

Isso implica 1 | @ e @ | @ portanto ) é primo e maior que p,,. Contradigao, visto

que p, era o maior primo, e encontramos ( que é maior que p,.

Assim concluimos que o conjunto do niimeros primos é infinito.

1.4.1 Propriedades

1. Se p é um primo tal que p | a.b, entdo p | a ou p | b.

2. Se p é um primo tal que p | aj.as. ... a,, entdo existe um indice k com 1 > k > n,

tal que p | a.

3. Se os inteiros p, q1, G2, ... gn sd0 todos nimeros primos e se p | ¢1.q2. ... .qn, entao

existe um indice k, com 1 < k < n, tal que p = ay.



Capitulo 1. Um breve comentdrio sobre Nimeros Inteiros 26

4. Todo inteiro composto possui um divisor primo.

1.4.2 Teorema Funadamental da Aritmética.

Definigao 1.4.2. Um nimero natural maior do que 1 que s6 possui como divisores posi-

tivos 1 e ele proprio é chamado ntimero primo.

Dados dois niimeros primos p e ¢ e um ntmero inteiro a qualquer, decorrem da

definicao acima os seguintes fatos:

1. Se p| g, entdo p = q.
De fato, como p | ¢ e sendo ¢ primo, temos que p = 1 ou p = ¢. Sendo p primo,
tem-se que p > 1, o que acarreta p = q.

2. Se pta,entdo (p,a) =11
De fato, se (p,a) = d,?. temos que d | p e d | a. Portanto, d = p ou d = 1. Mas
d # p, pois p t a e consequentemente, d = 1.

Um ntmero maior do que 1 e que nao é primo sera dito composto.

Portanto, se um nimero natural n > 1 é composto, existird um divisor natural n;

de n tal que 1 < n; < n. Logo, existirda um nimero natural n, tal que
n=n.ng,coml<n <nel<ny<n.

Assim temos como exemplos, 2,3,5,7 e 13 s@o numeros primos e 4,6,8,9 e 10 sao

numeros compostos.

Do ponto de vista da estrutura multiplicativa dos naturais, os niimeros primos
sao os mais simples e a0 mesmo tempo sao suficientes para gerar todos os niimeros na-
turais, logo, todos os niimeros inteiros nao nulos, conforme demonstrartei no Teorema

fundamental da Aritmética.

Corolario 1.4.1. Se p,p1,p2, ... ,Pn, S&0 numeros primos e, se p | p1.pa. ... Pn, €ntao
p = p; para algum

1=1,2, ... n.

Teorema 1.4.1. Teorema Fundamental da Aritmética:

Todo nimero natural maior do que 1 ou é primo ou se escreve de modo tnico (a

menos da ordem dos fatores) como um produto de nimeros primos.

1
2

(p,a) = 1. Lé-se: MDC entre p e a é igual a 1
(p,a) = d. Lé-se: MDC entre p e a é igual a d
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Demonstracao. Usaremos a segunda forma do Principio de Inducao. Se n = 2, o resultado

¢ obviamente o verificado.

Suponhamos o resultado valido para todo ntimero natural menor do que n e vamos
provar que vale para n. Se o niimero n é primo na temos que demonstrar. Suponhamos,
entao, que n seja composto. Logo, existem ntmeros naturais n; e ny tais que n = ny.no,
com 1 <n; <nel < ny < n. Pela hipotese de indugao, temos que existem niimeros
primos pi, p2, ..., P2 € q1,q2, ..., §s tais que ny = P1.Pa. ... .pPr € Ny = q1.G2. ... .¢s. Portanto,

n=p..pa. ... .Qs.

Vamos, agora, provar a unicidade da escrita. Suponha que tenhamos n = p;.ps. ... .p, =
¢1-@2- ... -¢s, onde 0s p; e 0s ¢; sdo primos. Como p; | ¢1.¢z. ... .¢s, pelo corolario ha pouco
citado, temos que p; = ¢; para algum j, que ap6s o reordamento de q1, gz, ... , ¢s, podemos

supor que seja ¢,. Portanto,

P2.P3. ... .Pr = ({2.43. ... .q4s.
Como ps.p3. ... .p, < n, a hipotese de indugao acarreta que r = s e os p; e g; sao

iguais aos pares.

]

Teorema 1.4.2. Unicidade da decomposi¢ao de um ntmero primo em fatores primos:

A menos da ordem dos fatores, a decomposicao de um inteiro positivo n > 1 como

produto de fatores primos é tnica.

Demonstra¢ao. Suponhamos que n admita duas decompsi¢des como produto de fatores

primos:

N = pip2. . .Dr = @1.q2. ... ¢s(r < s) onde p; e ¢; sdo inteiros primos e p; <
P2 SPry 1S Q2 o S (s

Como p; | ¢1.q2- ... gs entdo € k(1 < k < s) tal que p; = gy

Da mesma forma ps = q, p3 = ¢, ... , € assim por diante.

Se r < s, depois de r cancelamentos temos: 1 = ¢,41.¢,12. ... ¢s. Absurdo, pois

(]j>1.

Assim r = s e cada p;, ¢ igual a um g;, ou seja, as decomposicoes sao identicas,
a menos da ordem dos fatores. Deste modo, qualquer inteiro n > 1 admite somente uma
representacao da forma: n = p’fl .p’;?. ... p¥r. onde, para i = 1,2,3,...,r, k; é um inteiro
positivo e cada p; ¢ um primo, com p; < ps < ... < p,, denominada decomposi¢ao

canodnica do inteiro positivo n.
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1.4.3 Crivo de Eratdstenes.

O crivo de FEratostenes ¢ um algoritmo que nos ajuda a encontrar uma lista de
nimeros primos, como ja dito anteriormente, nao existe um padrao na organizacao dos

numeros primos, entao esse crivo ¢ uma ferramenta que ajuda a encontra alguns deles.

Primeiramente é colocado os n (n > 2) nameros naturais em uma tabela, em sua
ordem natural, e em seguida, eliminam-se todos os inteiros compostos que sao miltiplos

de dos primos p tais que py/n, isto é 2p, 3p, 4p, ... .

Exemplo 1.4.1. Construir a tabela de todos os primos menores que 100.

2 3 4 5 6 7 3 9 X0
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 4T 48 49 30
31 32 53 B4 35 B6 BT B 59 60
61 62 63 64 65 66 67 B8 9 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 R0
g1 22 83 %4 %5 g6 87 38 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Perceba que o 1 nao aparece na lista, pois nao é primo, em seguida o primeiro
nimero primo que temos é o 2, o que faz nos eliminar todos o seus multiplos, maiores que
ele. Apos, temos o niimero 3, assim elmininando todos os seus multiplos maiores. Fazendo
a mesma coisa com o 5, 7. Quando chegamos no 11 que é maior que v/100 temos todos os
ntmeros compostos eliminados, sobrando assim: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37,
41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 e 97 que sao os primos menores que 100 nesta

lista.

1.4.4 Primos Gémeos

Sendo a e b dois inteiros positivos, denomina-se a e b primos gémeos se os dois sao
primos, positivos, impares e consecutivos. Por exemplo, sao pares de primos gémeos: 3 e
5,5e7, 11 e 13,17 e 19, 29 e 31. Até hoje nao é sabido se existe um numero infito de

pares de primos gémeos.

Um fato interessante é a existéncia de apenas um terno de inteiros positivos impares

e consecutivos que sao todos primos: 3, 5 e 7.
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1.5 Maximo Divisor Comum.

Defini¢ao 1.5.1. Sejam a e b dois inteiros simultaneamente nulos (a # 0 ou b # 0). O

inteiro positivo d é o maximo divisor comum de a e b se:

i.d|aed]|b.

i. claec|b=c]|d.

Nota-se que a condigao (i) garante que d é um divisor comum de a e b e a condi¢ao
(ii) afirma que d é o maior dentre todos os divisores comuns de a e b. Uma outra notagao

bastante comum para o MDC entre a e b é (a,b).

Observacao 1.5.1.

e (a,b) = (b,a);

(0,0) nao existe;

(a,1) = 1, para qualquer inteiro a;

se a # 0, entdo (a,0) = |al;

se a | b, entao (a,b) = |al.

1.5.1 Existéncia e Unicidade de MDC

Sendo a e b dois inteiros nao simultancamente nulos (a # 0 ou b # 0), ent@o existe
e é unico (a,b). Afirma-se também que existem os inteiros z e y tais que (a,b) = a-x+b-y,

isto é o (a,b) é uma combinagao linear entre os valores de a e b.

1.5.2 Inteiros Primos entre si

Sendo a e b dois inteiros que nao sdo simultamente nulos (a # b) ou (b # 0), pode-
se afirmar que a e b sdo primos entre si se e somente se o (a,b) = 1. Conclui-se, portanto,

que dois inteiros a e b primos entre si somente admitem como divisores os inteiros 1 e —1.
Lema 1.5.1. Lema de Euclides

Sejam a, e b, n € N com a < n-a < b. Se existe (a,b—n-a), entdo (a,b) existe e

(a,b) = (a,b—n-a).
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Demonstragao. Seja d = (a,b —n-a). Como d | aed | (b—n-a), segue que d divide
b=b—n-a+n-a. Logo, dé um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um
divisor comum de a e b; logo, ¢ é um divisor comum de a e b —n - a e, portanto, ¢ | d. Isso

prova que d = (a, b).
]

Observacao 1.5.2. Com a mesma idéia usada para provar Lema de Euclides, pode-se

provar que, para todos a, b, n € IN,
(a,b) = (a,b+n-a),
ou que, se n - a > b, entao

(a,b) = (a,n-a—b).

Teorema 1.5.1 (Teorema de Bachét-Bezout). Se d = (a,b), entdo existem inteiros x e y

taisqued=a-x+b-y

Demonstracao. 1° Caso

a = b = 0. Neste caso, basta ver que x = 0 e y = 0 sao solugoes inteiras da equagao
0-2+0-y=(0,0).

2° Caso

a # 0 ou b # 0. Neste caso, considere o conjunto
I(a,b)=a-x+b-y; z,y € Z.
Observe que I(a,b) é formado por niimeros inteiros, pois como a, b, z,y € Z, entao
a-x+b-y€e.

Além disso, I(a,b) é formado por nimeros inteiros, pois tomando o mesmo sinal
de b vamos ter que a - x e b -y sejam maiores ou iguais a zero, e pelo menos um deles é

positivo, pois um deles é maior que zero. Logo a-z+b-y >0ea-xz+b-y € I(a,b)
Sejad=a-xo+b-yo € I(a,b) o menor inteiro positivo do conjunto I(a,b).

Agora vamos provar que d divide todos os elementos do conjunto I(a,b). Seja
m=a-z+0b-y € I(a,b) um elemento qualquer de I(a,b). E sejam ¢ e r o quociente e
o resto da divisao de m por d, isto é quando dividimos m por d obtemos quociente ¢ e

resto r ou seja,

m=d-q+nr, qeZ, re?, 0<r<d.
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Dai, temos

r=m-—d-q
=(a-x+b-y)—(a-20+b-y) q

= a(z —x0-q) +b(y — ) - q

COmo T — Tg - q ey — Yo - q Sa0 inteiros e
r=alx—x9-q) +bly—1yo-q)
entdao € I(a,b).

Observe que r nao pode ser maior que zero, pois como 0 > r > d, entao r seria um
inteiro positivo do conjunto I(a,b) menor do que d. Absurdo, pois ja tomamos d como

sendo o menor inteiro positivo de I(a,b).

Como r > 0 e r nao pode ser positivo , entao » = 0. Logo temos m = d - ¢, ou
seja, d | m. Como m foi um elemento qualquer de I(a,b), entao isto prova que d divide
todos os elementos do conjunto I(a,b). Observe que a e b sdo da forma a =a-14+b-0
eb=a-0+0b-1, logo temos que a,b € I(a,b). Como d divide todos os elementos do
conjunto I(a,b), e a,b € I(a,b), entdo d | a e d | b, ou seja d é divisor comum de a e b,
logo d < (a,b). Por outro lado, como (a,b) | a e (a,b) | b, entéo (a,b) também divide a - xg
e by, como d=a-zy+b-1yp, entdo (a,b) | d.

Como 0 < d < (a,b) e (a,b) | d, entdo (a,b) < d juntando com d < (a, b), obtemos

d = (a,b), e como d = axy+ b - yo, entdo
a-xo+b-yo = (a,b).
Ou seja provamos que existem inteiros © = xy e y = Yo que resolvem a equagao
a-x+b-y=(ab).

Como queriamos demonstrar.

]

Teorema 1.5.2. Sejam a e b dois inteiros nao simultaneamente nulos (a # b) ou (b # 0).
Os inteiros a e b sao primos entre si se e somente se existem inteiros x e y tais que

a-x+b-y=1.
Demonstragao. (=) De 1.5.1 temos que se a e b sdo primos entre si, entao (a,b) = 1,

consequentemente existem x e y taisque a-x+b-y = 1.

(<) Se existem inteiros z e y, taisque a-x +b-y =1e (a,b) = d, entdo d | a e

d|b. Logo,d| (a-x+0b-y)ecomod|1,resulta em d =1, ou seja, (a,b) = 1.
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1.5.3 Propriedades

b

a
1. S b)=dentao | —,- | = 1.
e (a,b) entao (d’d)

Demonstra¢ao. Desde que d = (a,b) suponhamos que existe um ¢ > 1, com ¢ € Z
tal que ¢ | 2 e c| 2, assim ¢ | a e c|b. Isso seria uma contradi¢do com a hipotese,

pois (a,b) =d-c
[

2. Seal|bese (bc)=1entao o (a,c) = 1.

Demonstra¢ao. Suponhamos que (a,c) = d > 1, ent@o teremos um d € Z tal que
d | a e d| c. Por hipotese, temos que a | b, assim, por transitividade d | b. Uma
contradigdo com a hipotese, pois se d | ¢ e d | b teriamos (b,c¢) > 1, Portanto
(CL, C) =1

[

3. Sealc,seob|ceseo (a,b)=1,entdao a-b|c.

Demonstrag¢ao. Com efeito, como a | ¢ existe um g € Z tal que ¢ = a - ¢ de outro
lado, como (a,b) =1 e b | ¢, concluimos que b | ¢ ou seja, existe um p € Z de modo

que ¢ =b-p. Assim,c=a-b-p. Logoa-b|ec.
m

4. Se (a,b) = 1= (a,c), entdao o (a,b-c) = 1.
Demonstragao. Como (a,b) = 1, entdo existem inteiros n e m tais que
a-n+b-m=1
Multiplicando por ¢, obtemos
a(c-n)+b-c(m) =c.

Agora seja d = (a,b - c)
Entdod|aed|b-c.

Portanto d divide a combinacao linear entre a e b - ¢, em particular
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d|la(c-n)+b-c(m)].

E como isso ¢é valido.

Entao d | ¢

d|la(c-n)+b-c(m)], mas a(c-n) +b-c(m) = ¢, portanto d | ¢
Ecomod|a,ed]|c

Entao d | (a,c)

Mas como (a,c) =1, entdo d | 1.

Portanto d = 1.

[
5. Se o (a,b-c) =1, entdo (a,b) =1 = (a,c).
Demonstragao. Se (a,b-c) =1, entdo
a-z+b-cy=1l=l=a-z+b-(ccy)=a-x+c-(b-y)
= (a,b) =1=(a,c).
[

6. Sea|b-ceseo (a,b)=1,entaoa]c.

Demonstragao. Com efeito, se a | b-c entdao b-c = k-a. Também, se (a,b) = 1 entao

a-r+b-y=1=a-c-x+b-c-y=c
=a-ccx+k-a-y=c
=a-(ccx+k-y)=c

=alc

7. mdc(a, b, ¢) =mdc(mdc(a, b), ¢).
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Demonstra¢ao. Se d = (a,b,c) entdoa-z+b-y+c-z=d.

Se (a,b) = d’' entao existem inteiros m e n tais que a-m+0b-n =d e d é o menor
valor que podemos obter em uma combinagao linear de a e b deve ser miltiplo de
d. Logo:a-x+0b-y=dk.

Assim:d=a-2+b-y+c-z=d-(k)+c-z=d=(d,c)=((a,b),c).

1.5.4 Calculo de MDC a partir das Fatoracdes Candnicas

A partir da idéia do calculo do MDC de alguns niimeros inteiros, por meio da
fatoracao, pode-se tomar como base para esse célculo todos dos fatores primos existentes

nas fatoragoes candnicas dos inteiros elevados aos respectivos menores expoentes.

Por exemplo, para calcular o MDC de 23 -3-5%- 7% ¢ 22.3%2.5%. 11, observaremos
entao quais sao os fatores primos existentes nesses inteiros, ou seja 2, 3, 5, 7, e 11 e em

seguida adotar os menores expoentes destes niimeros inteiros. Finalmente, teremos que
(23.3.5%.73 22.32.50.11) =22.3. 54

Definig¢ao 1.5.2. Sejam d = (a,b), a = 2°1 - 32 . 5%, e b= 2% .3%2 . 5% temos que
d = omin(ai,pr) . gmin(a1,p1) . gmin(e1,f1)

1.5.5 Algoritmo de Euclides

Demonstra¢ao. Seja d o maior divisor comum de a e b. Admitindo, sem perda de genera-
lidade: a > b teremos: a = d - ky
]{71 > k?g.

b=d-ky. Dai: a —b=d- ki —d- ko Assim,
a—b:d(kfl—kg)

Permitindo assim concluir que d é divisor de a — b.
Dessa sentenga temos: d |aed |b = d|a—0. (%)

Por outro lado, Seja r o maior divisor comum de a e a — b temos: a = 7 - \;

()\1>/\2)a—bzr-)\Q:r-)\l—b:T-)\l:r-)\l—r-/\lzb:r()\l—)\l)zb.
—_———
>0

Permitindo-se concluir que r é divisor de b. Entao r |aer|a—b=1|b. (xx)

De (%) e (¥*) tem-se

rlaex|b<=x|aex|a—b.
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De fato, suponhamos que d = (a,b) e x = (a,a—0b). Mostraremos agora que = = d.

() Considere que d = (a, b), ou seja,

d=ux.

(8) Também, sendo = = (a,a — b), temos:

i. Uma vez que x é o maior divisor de a e de a — b entao, podemos concluir que,
xr|aex|a—b, portanto
x| b.

ii. De (a), d é o maior divisor de a e o maior divisor de b.

iii. Como z é o maior divisor de a, d é o maior divisor de a, d é o maior divisor de
b e x| b, concluimos que
x=d=(a,b) = (a,a — D).

Portanto
(a,b) = (a,a — ).

Exemplo 1.5.1. Calcule (12,8).

Da relagao acima podemos resolver esse problema muito rapidamente:

(12,8) =(12, _4_) = (84) = (44) ~1.

12 -8

Exemplo 1.5.2. Calcule (243, 37).

Neste exemplo, para nao ficar muito extenso, irei subtrair o b do a quantas vezes
forem possiveis, para isso basta fazer a divisao do a por b e usarmos o resto.

(243,37) = (37, 21 ) =(21,16) = (16,5) = (5, 1 )=(1,1) = 1.

243 —6-37 16—-3-5
A partir desse processo criou-se um método de calculo de MDC chamado: Jogo da

velha. Particularmente eu gosto de chama-lo de jogo dos restos.

Quoc. |6 |1 |1 |3]5
243 37121116 |5 | 1= MDC
Rest. {2116 |5 |1]0

Note que é feita a divisdo dos elementos da segunda linha (234 : 37), o quociente

desta divisao sera levado para linha de cima, e o resto para a linha de baixo, em seguida
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este resto ird para a segunda linha e o processo sera refeito (37 : 21)..., até se obter o resto

zero. A partir dai, o resto que tivermos antes do zero sera o MDC.

A priori pode-se pensar que a linha dos quociente nao sera relevante, visto que
somente os restos serao utilizados, entretanto para o assunto abordado neste trabalho sera
importante estes quocientes, visto que podemos escrever esse MDC como uma espécie de

combinacao linear dos niimeros que pediu-se o MDC.

Note que, do exemplo anterior pode-se escrever:

1 .21 =243 -37-6
1w . 16=37-21-1
1 .5 =21-161

w . 1=16—-53

Substituindo [i7i] em [iv] teremos:
1=16—-(21-16-1)3 = 1=16-4—21-3

Agora substituindo |[ii| nesta nova equagao:
1=(37-21-1)4—-21-3 = 1=37-4-217

Por fim, substituindo [i|] nesta equagao, podemos escrever:
1=37-4—(243—-37-6)7

Portanto
1 =243 (=7) + 37 - 46.

E sempre bom refor¢ar que nao é necessario efetuar as multiplica¢oes neste método,

visto que o objetivo é escrever o MDC como uma soma de produtos.

Perceba que encontramos uma expressao numérica que indica o MDC com os
numeros que nos foram dados para determinar o MDC entre eles, e existe uma teorema que
garante que o MDC sempre podera ser escrito desta forma, e ele foi citado e demonstrado
acima 1.5.1. Para a resolucao de problemas envolvendo Equagoes diofantinas lineares (que
¢ um dos focos deste trabalho) tal relagao servira de ajuda na resolu¢ao de muitos outros

problemas.

1.6 Minimo Maltiplo Comum.

Definigao 1.6.1. Sendo a e b dois inteiros diferentes de zero (a # 0 e b # 0) define-

se minimo multiplo comum de a e b o inteiro positivo m (m > 0 satisfaz as seguintes
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condicoes:

i.albeb]|m;

ii. sea|ceseb|c comc>0,entdo m < c.

Observa-se que a condigao (i) garante que m é multiplo comum de a e b e a condigao
(1) afirma que m é o menor dentre todos os multiplos comuns de a e b. Por [a, b] indica-se

o minimo miltiplo comum de a e b.
Como o produto ab é um dos multiplos comuns de a e b, temos que: [a, b] < |ab|.

Nota-se também que , se a | b, entao [a, b] = |b].

1.6.1 Calculo de MMC a partir das Fatoracdes Candnicas

A partir da idéia do calculo do MMC de alguns ntmeros inteiros, por meio da
fatoracao, pode-se tomar como base para esse célculo todos dos fatores primos existentes

nas fatoragoes canonicas dos inteiros elevados aos respectivos maiores expoentes.

Por exemplo, para calcular o MMC de 23 -3-5*-73 e 22.32.5%. 11, observaremos
entao quais sao os fatores primos existentes nesses inteiros, ou seja 2, 3, 5, 7, e 11 e em
seguida adotar os maiores expoentes destes nimeros inteiros. Finalmente, teremos que
[23-3-5%.73 22.32.51.11] =23.32. 5. 73 . 11.

Defini¢ao 1.6.2. Sejam m = [a,b], a = 2% - 3%2 . 5% e b = 2% . 352 . 5% temos que
m = 2max(a1,ﬂ1) . 3max(a1,ﬁl) . 5ma:c(a1,,31)'”

Proposigao 1.6.1. Dados dois nimeros naturais a e b, temos que [a,b] - (a,b) =a-b

Demonstracao. Seja (a,b) =d e [a,b] = m.

Como ala - % e b|b- 4, segue-se que %b ¢ miltiplo comum de a e b.
Portanto, existe um inteiro positivo k tal que %b =m-k,k € N, o que implica: § =% -k
e g = 2.k, isto ¢, k ¢ divisor comum dos inteiros § e g. Mas ¢ e (% sao primos entre si,

de modo que k = 1. Assim sendo, temos %b =moua-b=d-m,istoéa-b=(a,b).]a,bl.

[]
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2 Equacdes Diofantinas Lineares e Aplicacdes

Deste capitulo irei apresentar um pouco sobre alguns dos principais topicos que
cercam as equacoes diofantinas lineras, tais como: defini¢oes, condi¢ao de existéncia e suas
solugoes. Em seguida resolverei alguns problemas cléssicos deste assunto, sempre tentando
usar a matemética mais basica possivel para que seja compreendida de forma clara para

o aluno.

2.1 Equacdes Diofantinas Linerares

Definicao 2.1.1. Uma equacao Diofantina linear com duas varidveis é toda resolucao de

problema que recai em uma equagao cuja o formato é:
a-X—-b-Y=c,
ou, ainda, do tipo
a-X+b-Y=c,
com a, b, c € IN.

Nao é sempre que as equagoes diofantinas possuem solucao. Por exemplo:
2-X+4-Y=5.

Esta equagao nao possui solugao xg, yo inteiros, e é facil perceber isto, pois 2 - X
é um nimero par e 4 - Y tdAmbém é um ntmero par, e a soma de dois nimeros pares nao
tem como resultar em um impar. Logo é muito natural perguntar-se quando as equagoes

diofantinas linerares possuem solugoes inteiras.

2.1.1 Condicdo de Existéncia de Solucdo

A equagao diofantina linear a- X +b-Y = ¢ tem solugao se e somente se (a,b) | c.

Demonstrag¢ao. (=) Suponhamos que a - X +b-Y = ¢ tem solugdo, isto é que existem
inteiros g, yo tais que a- Xo+b-Yy = c. Por ser (a,b) = d, existem r e s tais que a =d-r
eb=d-s,etemos:c=a-Xg+b-Yo=d-7-Xog+d-s-Yy=d(r-Xo+s-Yp), e como

r-Xo+ s+ Yy é um inteiro, segue-se que d | c.
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(<) Suponhamos que d | ¢, isto ¢, que ¢ = d - t, onde t € Z.

Por (a,b) = d, existem inteiros X, e Y tais que d = a - Xy + b - Yy, o que implica:
c=d-t=(a-Xo+b-Yy)t = a(t-Xo)+b(t Yp), isto &, o par de inteiros: z = t- Xy = (§)- Xo,
y=t-Yy=(9)- Yo, ¢ uma solugao da equagao a- X +b-Y =c.

]

2.1.2 Solucdes parametrizadas de uma Equacdo Diofantina Linear

Seja xo e yp uma solugao da equagao a- X +b-Y = ¢, onde (a,b) = 1. Entao, as

solucoes z,y em Z da equacao sao:
r=x0+1-0, y=1y —t-a teZ.

Demonstra¢ao. Suponhamos que o parde inteiros xg, yo € solucao particular da equagao
a-X+b-Y =c, esejax, y uma solucao qualquer desta equagao. Entao temos:
a-x9o+by=c=a-x+b-y=
a(r — xo) = b(yo — y) (x)
Como (a,b) =1, segue que b | (x — xo).
Logo x —xg=t-b, t € Z. (%x)

Substituindo a expressao (xx) em (%), segue que:

Yy=1yo—t-a.

2.2 Algumas aplicacdes envolvendo Equacdes Diofantinas Lineares

Neste topico resolverei alguns problemas cléssicos de equagoes diofantinas lineares
com duas incognitas, desde os problemas mais basicos até os problemas mais elaborados.
Em nenhum momento deixarei fixo algum método especifico de resolugao de problemas,
essas questoes que envolvem este tipo de equacoOes muitas vezes possuem mais de um
método de resolugao, entao tentarei resolver as questoes sempre de alguma forma que eu
acredite que seja mais facil de enxergar, o que nao impede do leitor que esteja usando esse

material como apoio possa tentar resolver a mesma questao por outro método.
01. Resolva as Equacoes:
a) 14X + 22Y = 50.

Resolucao:
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Primeiramente, note que podemos simplicar a equacao por 2. Assim teremos:
Tr 4+ 11y =25

Dai, verifico que (7,11) = 1| 25, logo esta equagao possui solugoes inteiras. Agora preciso
apenas de um par x,y que seja solugao deste problema para montar as duas equagoes
paramétricas que me informam todas as solugoes deste problema. Verifico que 13, —6 ¢é

uma solucao deste problema, e ainda:

7-(13)+ 11+ (—6) = 25

(24)  (-13)
(35)  (~20)
(46)  (-27)

x =13+ 11k y=—6—"7k com k € Z.

Verifico também que as possiveis solugoes de x aumentam de 11 em 11, ja as de y

diminuem de 7 em 7.
Logo, a solucao da equacao é:

r =13+ 11k
y=—6—-"7k

Observe que os valores que multiplicam k sao os coeficientes da equacao diofantina

linear simplicificada, justificado em 3.3.2.2 .
b) 90X — 29Y = 22.
Resolucgao: De fato, inicialmente, dividiremos ambos os membros da igualdade
por 2, assim:
90z — 28y = 22] : 2
45x — 14y = 11.

Como (45,14) = 1, concluimos que existe solugao para a equagao:

11 — 14y, —11+ 3.2
=N o y=" T 1322
! 5 7Y 1 OTE
Por outro lado temos também que: © = —1 + 14¢ (%)

Substituindo (xx) em (%) teremos.
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11 445.(—1 4 14t) O S L LR BE
y= 14 y= 14
56+ 45.14¢
- 14

= y = —4 + 45¢.

Logo, a solucao da equacao é:

y = —4 + 45t
r=—1+14¢

02. (OBM-98) No planeta Z todos os habitantes possuem 3 pernas e cada carro
possui b rodas. Em uma pequena cidade desse planeta, existem ao todo 97 pernas e rodas.

Entao podemos afirmar:
a) E possivel que existam 19 carros nessa cidade.
b) Existem no maximo 16 carros nessa cidade.
c) Essa cidade tém 9 habitantes e 14 carros.
d) Essa cidade possui no méximo 17 carros.
e) Nessa cidade existem mais carros do que pessoas.
Resolucao:

Note que, chamando de x a quantidade de carro e y a quantidade de pessoas nesta

cidade, podemos escrever:
dx + 3y = 97.

Tendo que como valores de x e y ntimeros inteiros, temos uma equacao diofantina.
Como (3,5) =1 e 1|97, temos solugoes inteiras para a equagao.

! Pelo algoritmo de MDC teremos:

Quoc. | 1|1
5 312|1=MDC
Rest. |21

1 Perceba que ¢ simples pensar em dois valores para serem solucdo trivial deste problema e criar o par

de equagoes que informam as solugoes, entretanto esse trabalho tem o intuito de mostrar para o leitor
as diferentes formas de resolucéo.
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Logo:

5=1-3+2=5-1-3=2 (I
3=1-2+1=3-1.2=1 (II)

Substituindo (I) em (II)
3-1(5-1-3)=1=3-5+1-3=1=5(—1)+3(2) =1.

Multiplicando os dois membros da igualdade por 97.
5-(=97) +3-(194) = 97.

Portanto teremos como equagoes paramétricas:
r=-97+3tey =194 — 5t com t € Z.

Para que os valores dos possiveis niimeros de carros sejam positivos teremos

x>0
—97+3t >0

3t > 97
t>32,333...

Com x=—-97+3tey =194 — 5t

E |z |y
3312 |29
3415 |24
3518 |19

36 |11 | 14
3711419
38|17 |4

39 | 20 | -1 (777)

Assim, essa cidade possui, no maximo 17 carros. (Letra d)
03. (ENQ - 2019.1)?

a) Determine o menor ntumero natural ¢ para qual a equagao

DX +T7Y =c

2

Esta questao veio no meu primeiro Exame Nacional de Qualificacao e deixou muitos amigos atordoados.
Nao poderia faltar neste trabalho.
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tenha exatamente 4 solu¢oes em IN U {0}.
Resolucao:

De modo geral, nesses tipos de problema que envolvem uma constante, faremos
um passo inicial, para uma equagao diofantina seja igual a 1, em seguida multplicaremos

a equagao por essa constante constante e por fim analisiremos o intervalo de solugoes.

Logo, teremos:
br + Ty = 1.
E facil ver que, (—4,3) ¢ solucdo desta equacdo, logo
5(—4) +7(3) =1 = 5(—4c) + 7(3¢c) = c.

Tendo assim xy = 4c e yy = 3¢, portanto x = —4c + Tt e y = 3¢ — 5t, com t € Z.

4
Pelo enunciado da questao temos que x > 0= —4c+ 7t >0=1t > ?c. (%)

3
Por outro lado, tem-se que y > 0= 3c -5t > 0=1 < gc. (xx).

Com efeito, temos que as solugoes destes problemas pertencem ao conjunto dos niimeros
naturais, e mais, temos 4 solugoes para este problema, ou seja, 4 valores diferentes para
t. Note que no minimo a diferenga entre a solugao de = e y é igual a 3, pois pode ser que

0s quatro ntimeros estejam em sequéncia, assim teremos
3 4
—c— =c>3=c>105.
5 7T -
Além disso, de (x) e (%*) temos a desigualdade

%thE%c = 63 >t > 60.

Concluindo os valores de t serao 60, 61, 62 e 63.

b) Determine, explicitamente, as 4 solugoes obtidas no item (a).
Resolugao:

Com efeito, sendo z = —4c + 7t e y = 3¢ — 5t e admitindo o valor ¢ = 105 e os

valores t = 60, 61, 62 e 63 descobertos do item anterior, temos as solugoes:
(0,15); (7,10); (14,5) e (21,0).

04. Numa criacao de coelhos e galinhas , contaram-se 400 pés. Quantas sao as
galinhas e quantos sao os coelhos, sabendo que a diferencga entre esses dois ntimeros é a

menor possivel?
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Resolucao:

Com efeito, chamaremos de de x o numero de coelhos e y o numero de galinhas,

logo teremos a equagao:
4z 4 2y = 400 =2x-+y=200.

Como (2,1) | 200 temos solugao para este problema.

E facil ver que, uma solucdo possivel para esse problema é z, = 100 e yo = 0,

obentedo as paramétricas x = 100+t ey = —2t, com t € Z, sendo x > 0 e y > 0.

Contruindo uma tabela com algumas solu¢oes possiveis.

T Y t
100 | O 0
99 | 2 -1
98 |4 -2
50 | 100 | -50
49 | 102 | -51
0 200 | -100

Por outro lado, o problema deseja que a diferenca da quantidade de animais seja
a menor possivel, logo irei verificar qual o valor de ¢ para que a quantidade de coelhos e

galinhas sejam iguais.

r=Yy
= 100+t = —2¢
=t = —33,333...

Para t = —33 teremos o nimero de coelhos z = 67 e o ntimero de galinhas y = 66.
Assim obtendo uma diferenca igual a 1. Note que se adotarmos ¢t = 34 teremos x = 66 e

y = 68, fazendo com a diferenga nao seja a menor possivel.

05. (OBM - 99) Quantos sao os pares (x,y) de inteiros positivos que satisfazem a
equagao 2z + 3y = 1017

a) 13
)
)
)

o
—_
s

o
—_
(S

o
—
(@)
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e) 17
Resolucao:

Com efeito, nestes problemas, de modo geral, precisamos encontrar uma solugao
possivel (zg,yp) para encontrar uma equagao paramétrica que me informa todas as solu-

¢oes inteiras da questao.
E facil ver que zo = 1 e yp = 33 ¢ uma solucdo possivel desta equacio. Logo,
r=1+3key=33—2k comk € Z.

Pelas condi¢oes do problema temos x > 0 e y > 0 entao,

1+3k>0
= 3k > —1
=k>—3

=k >0.
Temos também,

33 -2k >0
= —2k > 33
=k<3
=k <16

Logo, 0 <k <16.

Assim, este problema possuira 17 solugoes para que (x,y) sejam inteiros positivos.
(Letra e)

06. (Colégio Naval - 2018) Seja A o conjunto formado pelos pares (z,y), onde x
e y sao inteiros positivos tais que 2x + 3y = 2018. Sendo assim, é correto afirmar que a

quantidade de elementos do conjunto A é:

Resolugao:
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O menor valor positivo pra y é 2, quando z = 1006.

Portanto, temos as solu¢oes paramétricas?

x = 1006 — 3t
y=2+2t

comt € Z.

Dai,

1006 — 3t > 0
1006 > 3t
t < 1006/3
t < 335,33

t = 335 (méax).

Também,

242t>0
t>—1

t =0 (min).

Logo, ha 336 solugoes inteiras positivas. (Letra B)

07. (Olimpiadas do Rio Grande do Norte - 95)(Adaptada) Um caixa automatica
de um banco s6 trabalha com notas de 5 e de 10 reais. Um usuario deseja fazer um saque

de 100 reais. De quantas maneiras distintas a caixa eletronica podera fazer o pagamento?

Resolucao:
De fato, de acordo com os dados do enunciado, podemos considerar a seguinte

equacao diofantina:

52 + 10y = 100.

Que é equivalente a

x + 2y = 20.
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Note que x¢o = 0 e yo = 10 sao solugoes triviais.

Deste modo, temos a seguinte equagao paramétrica

r=04+2tey=10—1¢.

Como

r>0ey >0,
2t>0el0—t>0

t>0et <10.

Deste modo,

Logo, héa 11 solugoes possiveis.

Uma outra forma interessante de anélisar e representar as solugoes possiveis que
o problema traz, é a exposicao geométrica destes pares ordenados no plano cartesiano. A
equacao diofantina linear ¢é representada por uma linha reta no sistema de coordenadas
cartesianas, e a solucao deste problema sao alguns pontos pertencentes a reta. A Figura
8 apresenta estes pontos (A, B, C, D, E, F, G, H, [, J e K).

Figura 8 — Representagao no plano cartesiano das solugoes possiveis.

"
B

Fonte: Software de ensino GeoGebra.
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Consideracées Finais

Construir este trabalho foi de grande relevancia pra mim, pois com ele, lancei uma
proposta de um material que possa ser usado no ensino de equagoes diofantinas lineares,
para alunos dos anos finais do fundamental 2 e do ensino médio. Acredito que possa
ser utilizado como apoio por alunos e professores, para obterem um norte de como esta
matéria é cobrada nas provas de olimpiadas e concursos militares, onde esse assunto é

mais recorrente.

Conhecer os fatos histéricos na construgao e formalizacao do conjunto dos ntimeros
inteiros, acredito que seja uma forma interessante de iniciar um contetudo, a historia da
matemaética é uma metodologia interessante para o inicio de diversos assuntos. E ao fim
é possivel concluir que esse conjunto numérico, apesar de parecer simples entender a sua

base, é algo que demorou séculos para se oficializar.

Compreender a definigao béasica do conjunto dos niimeros inteiros é algo bem cor-
riqueiro, entranto as consequéncias que esse conjunto traz, ¢ algo muito amplo, e muitas
vezes complexo, que podem ser aplicadas nas formas mais diversas. Nesse trabalho tento
esplanar alguns conceitos advindos deste conjunto e busco uma aplicacao na resolucao de

problemas que o envolve.

Ao final desse trabalho propus algumas formas de como resolver certos problemas
classicos que circundam as equacgoes diofantinas lineares com duas incégnitas, sempre
tentando resolvé-las de formas diferentes e usando conceitos basicos de matematica. Com a
pequena experiéncia com as olimpiadas de matemética que tenho, percebi que os métodos
de resolucao de um mesmo problema podem ser os mais variddos possiveis, e cada um
desses métodos podem agradar estudantes diferentes. Assim sendo, optei por diversificar

os métodos de resolugoes.

Meu intuito na construcao desse trabalho, nao foi esgotar o conhecimento do as-
sunto nimero inteiros, muito pelo contrario, foi dar uma pequena base de como comecar a
estuda-lo com um olhar um pouco mais aprofundado, em relagao ao ensino bésico tradici-
onal, para que a partir dai o proprio aluno, baseado neste material, busque outras fontes
para conhecer o conjunto dos niimeros inteiro cada vez mais. E ainda, dei preferéncia
por nao resolver as equagbes por congruéncia aritmética (um outro método de resolugao),
visto que também nao é um conhecimento usual nestas séries. Sempre optei pelo uso de
uma matematica mais acessivel na resolucao da questoes que propus. Ratificando que,
acredito que apos o estudo e compreesao deste material, o aluno estara apto a aprender
e aprofundar um pouco mais sobre equagoes diofantinas, nao so lineares ou com apenas

duas incognitas, mas abrir um leque de questoes e métodos de resolugoes diferentes.
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