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- Fernao, vocé se lembra do que disse, ha muito tempo, acerca de amar o bando o
bastante para voltar a ele e ajuda-lo a aprender?

— Claro que me lembro!

— Nao compreendo como vocé consegue amar um punhado de passaros que acabam
de tentar mata-lo.

— Oh! Chico! Nao é isso que vocé ama! Vocé nao ama o 6dio e o inferno, é claro.
Vocé tem de treinar até ver a verdadeira gaivota, o que ha de bom em cada uma
delas, e ajuda-las a ver isso nelas préprias. Para mim, o amor é isso. Quando vocé
conseguir compreender e por isso em pratica, até achara divertido.

Richard Bach






Resumo

Neste trabalho estudamos o teorema da funcao inversa e da funcao implicita. Para
que pudéssemos apresentar o enunciado, demonstragao e aplicacoes destes resultados,
exploramos 0s seguintes conceitos: determinantes, topologia do espago euclidiano e
funcoes reais de varias variaveis. Finalmente, propomos atividades para que o estudo
de funcoes reais de varias varidveis seja introduzido na sala de aula do ensino médio.

Palavras-chave: Teorema da Funcao Inversa, Teorema da Funcao Implicita, Funcao
real de véarias variaveis.






Abstract

In this work we study the theorem of the inverse function and the implicit function.
In order to present the statement, demonstration and applications of these results,
we explored the following concepts: determinants, Fuclidean space topology and real
functions of n variables. Finally, we propose activities for the study of multi-variable
real function to be introduced in the high school classroom.

Keywords: Inverse Function Theorem, Implicit Function Theorem, Multi-variable
real function.
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1 Introducao

De acordo com Krantz e Parkz (1951) o teorema da fun¢do implicita, junto com o
teorema da funcao inversa, ¢ um dos mais importantes e mais antigos paradigmas da
matematica moderna.

Em seu livro, os autores escrevem que os primeiros trabalhos em algebra, come-
cando com Al-jabr w’al mugdbala de Mohammed ben Musa Al-Khowarizmi (8 d.c),
apresentavam problemas e solucoes por exemplos numéricos. A nocao de uma funcao,
seja implicita ou explicita, nao fazia sentido em tal contexto. Foi s6 por volta de 1600
que a ideia de usar letras para denotar incoégnitas e coeficientes foi introduzida por
Francois Viete. Os métodos algébricos de Viete foram adotados por René Descartes e
combinados com a inspiracao do préprio sistema de coordenadas de Descartes. Este
avanco, fundamental em 1637, finalmente trouxe a mateméatica ao ponto em que a no-
cao de uma funcao pudesse fazer sentido. A abordagem das funcoes era mostrar como
elas se comportam e nao provar que elas existem.

Segundo Krantz e Parkz (1951), o trabalho de Newton, que descrevemos a seguir,
pode ser um dos primeiros exemplos de andlise do comportamento de uma funcao
definida implicitamente. No trabalho “De Analysi per Equationes Infinitas de 1669”,
Newton aborda a questao de expressar a solucao da equagao

Y3 +a®Y —2a° +azy —2° =0 (1.1)

como uma série em x que serd valida proximo a x = 0 e que dard a raiz a # 0 quando
xz=0.

O procedimento é o que hoje conhecemos como “Método de Newton” para encontrar
raizes, e a solucao em série é apresentada como uma extensao do método numérico.
Em 1670 Newton refina o seu método, o qual atualmente é conhecido como o poligono
de Newton.

Para introduzirmos o método do poligono de Newton vamos considerar a seguinte
equagao:

v+ a2ty —ay+a2t=0 (1.2)
proxima de x = 0. O esboco desta equacao ¢ apresentado em azul na Figura 1.1.
Suponha que exista uma solugdo da equacao (1.2) da forma y = y(x) que tem seu
grafico passando pela origem e que é definida, pelo menos, para valores de x pequenos.
Em particular, teremos y(0) = 0.
A ideia do poligono de Newton é supor que podemos escrever

y(r) = z°y(x)

com 7(x) uma fungao continua que nao é nula quando x = 0. O nimero « é um para-
metro que deve ser escolhido apropriadamente para que 7(0) possa ser determinado.

21



22 Introducao

Substituindo y = x*y na equagao (1.2) temos

30,3 2042~2

23 4 22 oty 4t =0 (1.3)

Para sermos capaz de determinar 7(0) usando a equagao (1.3), deve haver dois ou mais
mondmios na equagao (1.3) que tém a mesma poténcia de x e todos os outros monoémios
devem ter uma poténcia maior de .

Assim, se usarmos a = 3 na equagcdo (1.3) teremos

DR+ 28 -2+ 2t =0 (1.4)
Dividindo a equagao (1.4) por z*, obtemos:
PP+ —-g+1=0 (1.5)

Fazendo x = 0 na equagao (1.5), obtemos §(0) = 1. Isto nos diz que a curva que
descreve a equagao (1.2) contém uma curva, proxima de = = 0, dada por

y=a’

Esta curva é ilustrada em vermelho na Figura 1.1

Y

Figura 1.1: Estudo local por Newton

No ano de 1770 Lagrange provou o que pode ser o primeiro teorema da funcao
implicita, mas em sua forma intimamente relacionada como um teorema da funcao
inversa. O resultado é conhecido como Teorema da Inversao de Lagrange.

J& entre os anos 1876 - 1877 foi enunciado e demonstrado o Teorema da Funcao
Implicita de variavel real por Ulisse Dini.! A primeira formula¢ao do teorema da funcao
implicita ocorreu para funcoes de duas variaveis reais e a hipdtese da matriz jacobiana
ser nao singular, entao generalizada para diversas variaveis.

Ulisse Dini (1845-1918) passou toda sua carreira académica na Universidade de Pisa. Ainda que
seu trabalho mais importante em matematica fosse sobre a teoria das fungoes de varidveis reais, ele
fez. muitas contribuicoes para a geometria diferencial, séries de poténcias e funcoes analiticas.
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Atualmente o teorema da funcao implicita possui demonstracdes alternativas e mui-
tas generalizacoes, é uma reliquia da matematica moderna, uma ferramenta importan-
tissima para a resolucao de equagoes.

Assim, motivados por este importante resultado da matematica, o propésito deste
trabalho é estudar o Teorema da Funcao Implicita e o Teorema da Funcao Inversa.

Além desta introducao, este trabalho é organizado da seguinte forma. No capitulo
2 fazemos um estudo dos seguintes conceitos preliminares: determinantes, topologia
do espaco euclidiano e func¢oes reais de n variaveis. No capitulo 3 enunciamos, de-
monstramos e fazemos aplicacoes do Teorema da Funcao Implicita e do Teorema da
Funcao Inversa. No capitulo 4, propomos atividades que motivem o estudo de fun¢oes
reais de varias variaveis no Ensino Médio. Finalmente, no capitulo 5, apresentamos as
consideracoes finais deste trabalho.






2 Resultados preliminares

Neste capitulo apresentaremos os seguintes conceitos e resultados: funcao deter-
minante, topicos de topologia do espaco euclidiano, fungoes reais, derivadas e funcoes
diferenciaveis, teorema do valor médio, teorema do valor intermediario. Eles sao pré-
requisitos para a compreensao e demonstracao do Teorema da Funcao Implicita e do
Teorema da Funcao Inversa. .

As referéncias utilizadas neste capitulo sdo Apostol (1969), De Lima (2015), Lima
(2018) e Royden e Fitzpatrick (1988).

2.1 Determinantes

Se A = (a;;) € uma matriz n x n de entradas reais ou complexas, denotamos suas
linhas por Ay, ---, A,. Entao a i-ésima linha de A é um vetor no espago n-dimensional
dado por

Ai = (i, a5 Qin)

Consideremos o determinante como uma funcao de n linhas, A;,--- , A,,, e denotemos
o seu valor por d(Ay, -+, A,) ou por dA. A seguir daremos a definicao axiomética do
determinante como uma funcao.

Definicao 2.1. Uma funcao d de valor real ou complexo, definida para cada n-upla
ordenada de vetores Ay, --- , A, no espaco n-dimenstonal, é chamada de funcao deter-
minante de ordem n se ela satisfizer os sequintes axiomas, para todas as escolhas de
vetores Ay,--- , A, e C neste espaco:

Axioma 2.2. Homogeneidade em cada linha: Se a k-ésima linha, Ay, € multiplicada
por um escalar t, entao o determinante também serd multiplicado por t:

(.t Ay, ) = td(..., Ay, .).

Axioma 2.3. Aditividade em cada linha: Para cada k temos

A(Ay, .o Ap + Cy oy A) = d(Ay, oy Agy oy Ay) + d(As, ., O o) Ay).

Axioma 2.4. O determinante é nulo se quaisquer duas linhas sao iguais:

d(Ay, ..., A,) =0 se A; = Aj para qualquer i e j com i # j

25



26 Resultados preliminares

Axioma 2.5. Determinante da matriz identidade € igual a 1:
d(I,...,1,) =1, onde I} é o k-ésimo vetor de coordenada unitdria.
Os Axiomas (2.1) e (2.3) afirmam que o determinante de uma matriz é uma funcao
linear de cada uma de suas linhas. Frequentemente dizemos que o determinante é

uma funcao multilinear de suas linhas. Utilizando repetidas vezes a multilinearidade,
podemos escrever:

p p
d (Z txCh, Ag, ...,An> — Ztkd(C’k,Az, LA,
k=1

k=1

onde 4, ..., t, sdo escalares e (1, ..., C), sao vetores quaisquer do espaco de dimensao n.
Algumas vezes, uma versao mais fraca do Axioma (2.4) é usada:

Axioma 2.6. O determinante é nulo se duas linhas adjacentes sao iguais:
d(Ay, ..., An) =0 se Ay, = Agq1 para algum k=1,2,--- 'n— 1.

Um fato notavel, é que existe uma tnica funcao d que satisfaz os Axiomas 2.1, 2.3,
2.5 e 2.6. Este resultado serd demonstrado no Teorema 2.10.

O proximo teorema fornece propriedades do determinante que serao deduzidas ape-
nas dos Axiomas 2.1, 2.3 e 2.6.

Teorema 2.7. Uma funcao determinante satisfazendo os Axiomas 2.1, 2.3 e 2.6 tem
as sequintes propriedades:

1. O determinante € nulo se alguma linha é O:
d(Ay, ..., Ay) =0 se Ay = 0 para algum k.

2. O determinante troca o sinal se duas linhas adjacentes sao trocadas:
d(eoey Ag, Agin, o) = —d(.o, Agyr, Ag, -0).

3. O determinante troca o sinal se duas linhas quaisquer A; e A; com 1 # j sdao
trocadas.

4. O determinante é nulo se quaisquer duas linhas sao iguais:
d(A1,...,A,) =0 se A, = Aj para algum i e j com i # j.

5. O determinante € nulo se suas linhas sao dependentes.

Demonstragao. Para provar a primeira afirmagao, basta tomar ¢ = 0 no Axioma (2.1).

Para demonstrar a segunda afirmacao. Seja B uma matriz com as mesmas linhas
da matriz A, exceto para a linha k£ e a kK + 1. Ambas as linhas By e By, iguais a
Ay + Agy1. Entdo pelo Axioma (2.6) dB = 0. Assim podemos escrever

d(...,Ak+Ak+1,Ak+Ak+1,...) =0. (2.1)

Aplicando a propriedade da adi¢cdo na linha % e na linha k + 1, reescrevemos a equagao
(2.1) como segue:
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d(, Ak7 Ak, ) + d(, Ak7 Ak+1, ) + d(, Ak+17 Ak7 ) + d(, Ak+1, Ak+17 ) - O

O primeiro e quarto termo sdo iguais a zero pelo Axioma (2.6). Entao o primeiro e
segundo termos sao valores opostos um do outro.

Para demonstrar a terceira afirmacao, vamos assumir que 7 < j. Podemos trocar a
linha A; e A;j realizando um ntimero impar de trocas entre linhas adjacentes. Primeiro
trocamos a linha A; sucessivamente com linhas adjacentes anteriores A;_;, A;_o, ..., A;.
Isto necessita 7 — i trocas. Agora trocamos a linha A; sucessivamente com as linhas
adjacentes posteriores A;i1, Aito, ..., Aj_1. Desta vez sao necessarias outras j —7 — 1
trocas. Cada troca resulta na mudanca do sinal da determinante, realizamos (j — i) +
(j—i—1)=2(j —i) — 1 trocas ao todo (um nimero impar), com um niamero impar
de trocas a determinante altera seu sinal.

Para demonstrar a quarta afirmacao, basta tomar a matriz B obtida através da
troca entre as duas linhas iguais da matriz A, A; e A;. Como A; = A;, temos que
B = A e entao dB = dA. Pelo item 3 dB = —dA entao dA = 0.

Para demonstrar a ultima afirmacgao, suponha que existam escalares ¢y, ..., ¢,, pelo

n

menos algum diferente de zero, de modo que A; = ZCkAk = 0. Entao qualquer

k=2
linha A; com ¢ # 0 pode ser escrito como uma combinacao linear das outras linhas.

Por simplicidade, suponha que A; é uma combinacao linear de outros, assim podemos
n

escrever A; = Z tiAi. Pela linearidade da primeira linha temos
=2

n n
d(Ay, Ay, . Ay) =d (ZtkAk,Az, ...,An> = ted (Ag, Ay, .oy Ay)
k=2 k=2
porém cada termo d(Ay, As, ..., A,) na tltima soma é zero, pois Ay é igual a pelo
menos um de A, ..., A,. Portanto toda a soma vale zero. Agora, se a linha A; é
uma combinacao linear das outras linhas, argumentamos do mesmo modo, utilizando
linearidade na i-ésima linha. O

2.1.1 CaAlculo de determinantes

Com as ferramentas disponiveis até o momento podemos calcular a determinante em
alguns casos usando apenas os axiomas e as propriedades do Teorema 2.7, assumindo
que a funcao determinante exista. Observe que nos exemplos abaixo nao utilizaremos
o Axioma 2.5.

Exemplo 2.8. Determinante de uma matriz triangular superior. Uma matriz da forma

U1 U2 -+ Uip
0 wup -+ w2

U=
0 0 - Upp

¢ chamada de matriz triangular superior. Todos seus elementos abaixo da diagonal
principal sao zeros. Vamos demonstrar que o determinante desta matriz é igual o
produto dos elementos de sua diagonal

dU = UL1U22 * * * Upnp -
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Demonstracao. Primeiro provaremos que o dU = 0, se algum elemento da diagonal
u; = 0. Caso o tltimo elemento w, seja zero, entao a ultima linha é O e dU = 0
pelo primeiro item do Teorema 2.7. Suponhamos entdao que algum elemento anterior
da diagonal seja zero. Por simplicidade, seja as; = 0. Entao os n — 1 vetores linhas
Uy, ---,U,, tem os dois primeiros componentes igual a zero. Portanto, estes vetores
abrangem um subespaco de dimensao maxima n — 2. Por consequéncia estas n — 1
linhas sao dependentes. Pelo dltimo item do Teorema 2.7, dU = 0. Da mesma forma
afirmamos que dU = 0 se qualquer elemento da diagonal ¢ zero.

Agora vamos tratar o caso geral. Primeiro escrevemos a primeira linha U; como
uma soma de dois vetores,

Uy=Vi+V/

onde Vi = [u1,0,---,0] e V] = [0,u12,u13, "+ ,u1,|. Pela linearidade da primeira
linha, temos

dU:d(‘/laU% 7Un)+d(‘/1,7U27 7Un)

Mas d (V/,U,,...,U,) = 0 visto que este ¢ o determinante de uma matriz triangular
com um elemento na diagonal igual a zero. Entao, temos

AU = d(Vy,Us, ..., U,). (2.2)

Agora tratamos o vetor da linha U; de maneira similar, expressando como uma
soma,

U2:‘/2+VY2/7

sendo Vo = [0, u92,0,...,0] e Vi =1[0,0, ug3, . .., usy).
Trabalhando com o lado direito da equagao (2.2) e aplicando linearidade na segunda
linha, obtém-se

AU = d(Vi,Va, Us, ..., Up), (2.3)

pois (V1, V4, ..., V,) = 0. Repetindo estes argumentos para cada uma das linhas pos-
teriores lado direito da equagao (2.3), finalmente obtemos

AU = upjuga - -+ Upp,
como afirmado. O

Exemplo 2.9. Calculo pelo método de Gauss-Jordan. O processo de eliminacao de
Gauss-Jordan para resolucao de sistemas de equacoes lineares, também é um dos me-
lhores métodos para calcular o determinante. Recordamos que o método consiste em
aplicar trés operacoes na linha da matriz.

1. Troca na posicao de duas linhas;
2. Multiplicar todos os elementos de uma linha por um escalar diferente de zero;

3. Adicionar a uma linha o produto de outra linha por um escalar.
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Aplicando estas trés operacoes repetidas vezes de forma sistemética, é possivel trans-
formar qualquer matriz quadrada A em uma matriz triangular superior U cujo deter-
minante sabemos calcular. E facil determinar a relacio entre a matriz A e a matriz U.
Para cada vez que aplicar a operacao de trocar posicoes, o determinante troca seu si-
nal. Para cada escalar que multiplica uma linha, o determinante também é multiplicado
por c¢. Da tultima operacao, adicionar uma linha em outra nao altera o determinante.
Concluimos que se as operacoes de trocar linhas p vezes e de multiplicar por escala-
res cp,. .., cq, diferentes de zero, entao o determinante serd determinado pela equagao
abaixo:

dA = (=1)P(cicq -+ cg) " tdU. (2.4)

Note que esta féormula é consequéncia dos trés primeiros Axiomas. Sua prova nao
depende do Axioma 2.5.

2.1.2 Teorema da unicidade do determinante

No Exemplo 2.8 da se¢ao anterior mostramos que os Axiomas 2.1, 2.3 e 2.4 implicam
na formula dU = wujjugs - - - up,dI. Combinando este fato com a equacdo (2.4) vemos
que para toda matriz quadrada A de ordem n x n existe um escalar ¢, que depende de
A, tal que

d(Ar,... Ay =cd(,. ... L,). (2.5)

Além disso, esta formula é uma consequéncia dos Axiomas 2.1, 2.3 e 2.4. A partir
disto, podemos demonstrar facilmente que nao existe mais de uma fungao determinante.

Teorema 2.10. (TEOREMA DA UNICIDADE PARA DETERMINANTES) Seja d
uma funcao satisfazendo os quatro axiomas para uma funcao determinante de ordem n,
e seja f outra funcao satisfazendo os Azxiomas 2.1, 2.3 e 2.4. Entdo para cada escolha
dos vetores Ay, Aa, ..., A, no espaco de dimensao n, temos

flA, .. A =d(Ay, .. AL f(, . 1) (2.6)
Além disso, se f também satisfaz o Axioma 2.5, teremos
f(A17 T 7ATL) - d<A17 e 7An>'

Demonstracao. Seja g(Aq, ..., An) = f(A1,..., A,) —d(Aq, ..., Ay f(L4, ..., I,). Pro-
varemos que g(A;, ..., A,) = 0 para cada escolha de A;,..., A,. Uma vez que d e f
satisfazem os Axiomas 2.1, 2.3 e 2.4, o mesmo vale para g. Entao g também satisfaz
a equagao (2.5) que foi deduzida utilizando os trés primeiros axiomas. Consequente-
mente, podemos escrever

g(As,... Ay =cg(ly,.... I,), (2.7)

onde ¢ é um escalar que depende da matriz A. Tomando A = [ na definicao de g, note
que d satisfaz o Axioma 2.5, encontramos

g(]l,,In):f(jl,,In)—f(ll,,jn):()

Portanto, a equagao (2.7) torna-se g(Ay, ..., A,) = 0, completando a demonstragao.
]
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2.1.3 Expansao para determinantes. Menor principal e cofator

Nesta secao vamos explorar as propriedades de linearidade e o Teorema da Unici-
dade para demonstrar que se o determinante existir ele pode ser calculado pela formula
que expressa cada determinante de ordem n como uma combinacao linear de determi-
nantes de ordem n — 1. A férmula geral ird propor um método para provar a existéncia
de func¢oes determinantes por inducao.

Cada uma das linhas de uma matriz A de ordem n x n podem ser expressas como
uma combinagao linear de n vetores de coordenadas unitarias Iy, ..., [,,. Por exemplo,
a primeira linha A; pode ser escrita como:

Al = Z alj[j.
j=1

uma vez que os determinantes sao lineares na primeira linha, temos

d(Al,AQ, ,An) =d (Z alj]j,Ag, 7An> = Zaljd([j,AQ, ,An) (28)

J=1 J=1

Portanto, para calcular a dA é suficiente calcular d(1;, As, ..., A,) para cada coor-
denada do vetor I;.

Vamos utilizar a notacdo A}; para representar a matriz obtida de A substituindo a
primeira linha A; pelo vetor unitério I;. Exemplo, se n = 3 Existem trés matrizes:

1 0 0 0 1 0 0 0 1

/ / /
All = | Q21 Q22 a23 |, A12 = | Q21 Q22 Q23 |, A13 = | Q21 Q22 Q23
a31 azz 33 az1 azz as3 a31 azz 33

Observe que dAj; = d(I;, A, ..., A,). A equagdo (2.8) pode ser escrita na forma

dA = Z aljdetAllj. (29)

J=1

Esta é a chamada Formula da expansdo; e expressa o determinante de A como uma
combinagcao linear dos elementos em suas primeiras linhas.

O argumento usado para obter a equagao (2.9) pode ser aplicado a k-ésima. O
resultado serd a formula da expansao em termos dos elementos da k-ésima linha.

Teorema 2.11. (EXPANSAO POR COFATORES) Seja Aj; a representagdo obtida
da matriz A substituindo a k-ésima linha, Ay, pelo do vetor de coordenada de unidade
I;. Entao temos a formula da expansao

dA =" aydA;;. (2.10)

j=1

a qual expressa o determinante de A como combinacao linear de elementos da k-ésima
linha. O nimero dAj; é chamado de cofator de entrada ay;.

No proximo teorema vamos demonstrar que cada cofator, diferenciando-se por um
positivo e outro negativo, é igual a determinante de uma matriz de ordem n — 1. Estas
matrizes reduzidas sao chamadas de menores.
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Definicao 2.12. Dada uma matriz quadrada A de ordem n > 2, a matriz quadrada de
ordem n — 1 obtida pela exclusao da k-ésima linha e j-ésima coluna de A é chamada
k,7 menor de A e denotada por Ay;.

Exemplo 2.13. Uma matriz A = (ax;) de ordem trés tem nove menores. A seguir
apresentamos o 1,1 menor, o 1, 2 menor e o 1,3 menor de A:

A11: {GQQ CL23}7 A12: {am a23}’ A13: [am a22}

32 Aas3 31 Aas3 asy Aasg

O determinante da matriz A;;, de ordem dois, é definido através da diferenca do
produto da diagonal principal pelo produto da diagonal secundaria. Ou seja,

dA1 = aazz — azsazs.
J& para a matriz A, de ordem trés, o determinante é definido pela regra de Sarrus':

dA = a11a22a33 + Q12023031 + 13021032 — Q13022031 — A11023032 — A12021033. (2-11)

Usando os determinantes dos menores de A é facil verificar que a equagio (2.11) pode
ser substituida por:

dA = audAH — algdAlg + algdAlg. (212)
O proximo teorema estendera esta formula para os casos n X n para qualquer n > 2.

Teorema 2.14. Ezpansdo pelo menor da k-ésima lina: Para qualquer matriz A do
tipo n X n, n > 2, o cofator de ay; relaciona-se com o menor Ay; pela formula

dAy; = (1) dA. (2.13)

Portanto, a expansao da dA em termos dos elementos da k-ésima linha € dada por:
dA =) (1" aydAy. (2.14)
j=1

Demonstra¢ao. Vamos iniciar a demonstracao através do caso especial k = j = 1. A
matriz A}, tem a forma:

1 0 0o ... 0
(21 Qg2 QA23 ... Q2n
31 Aagz G3z3 ... a3n

L ap1 Gp2 Ap3 ... Gpp |

Aplicando operacgoes elementares de linha, podemos tornar cada elemento abaixo
de 1 na primeira coluna igual a zero, deixando todas as outras como estao. Por exem-
plo, multiplicando a primeira linha por as; e subtraindo da segunda linha obtemos
(0, aga, ass, ...as,). Por um sucessao destas operagdes em cada linha, obteremos uma
nova matriz a qual denotaremos por A{;, a qual tem a forma

1O nome refere-se ao matematico francés Pierre Frederic Sarrus (1798-1861).
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(1 0 0 .. 0
0 922 @23 ... QA9pn
A?l = 0 asy ass ... asp
0
i 0 Apo QAp3 ... Qpp ]

Em vista que as operacoes de linhas nao alteram o determinante, temos
dAY, = dA), (2.15)

Mas d A, é uma matriz em blocos, entao, temos dAY, = dA;;, onde Ay é 1,1 menor
de A,

a92 ... Qon

asz ... Q3n
All =

Ap2 ... Qpp

Portanto, dA); = dAy; ficando provado 2.13 para k = j = 1.
Vamos considerar o proximo caso especial k = 1, j arbitrario e provar que

dA}; = (=171 dAy;. (2.16)

Uma vez demonstrado a equagio (2.16) a formula geral, dada pela equagao (2.13)
fica demonstrada, uma vez que a matriz A;Cj pode ser transformada em uma matriz da
forma Bjj por k — 1 trocas sucessivas de linhas adjacentes. O determinante muda o
sinal a cada troca, assim, temos

dAy; = (-1)"'dBy,, (2.17)

sendo B uma matriz n x n cuja primeira linha é I; e cujo 1,7 menor B, ; é Agj. Da
equacao (2.16), temos

detB{j = (-1)j_1d€tBlj = (—1)j_1d14kj,
entao de (2.17) temos
detAl; = (=11 (=1) 7 dAy; = (—1)FHdAy;.

Portanto se provarmos (2.16) fica provado (2.13).
Vamos demonstrar a equacdo (2.16). A matriz A}, tem a forma

0 1 0
A = 21 A2, Qon,
15 .
Gn1 Qpj Qnn

Através das operacoes elementares nas linhas, passamos a ter uma coluna de zeros
abaixo do 1 e transformamos a matriz em
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0 ... 0 1 0 .0
AO . Q21 ... A24-1 0 2441 ... Q2n
17 — .
pi oo Gpj—1 0 Qpjy1 -.. Qpy

Como antes, a determinante é inalterada, entao dA?j = detA};. O 1,7 menor de
Ay ; tem a forma

21 ... QA24-1 A2441 ... daop

Alj -

Qp1 ... QApj—1 QApj+1 ... App

Agora consideramos dAY; como uma funcao de n —1 linhas de A,;, digamos dAY; =
f(A1;). Atfuncao f satisfaz os trés primeiros axiomas da funcao determinante de ordem
n — 1. Portanto, pelo Teorema da Unicidade, podemos escrever

f(Ayy) = f(J)dAyy, (2.18)

onde J é a matriz identidade de ordem n—1. Portanto para demonstrar (2.16) devemos
mostrar que f(J) = (—=1)""1. Agora f(J) é, pela defini¢ao, o determinante da matriz

0 ... 01 0 ... 07

1 0 00 0

A N :

C=110 ... 100 ... 0] <« j-ésima linha

0 001 0

: S N
L0 ... 00 0 ... 1]

/I\

J-ésima coluna

Os elementos ao longo das linhas inclinadas sao todos 1. Os outros elementos nao
visiveis, sdo todos 0. Através da troca sucessiva da primeira linha de C' com as linhas
2,3, ...,J chegamos na matriz identidade I, nxn apés j—1 trocas. Como a determinante
altera seu sinal para cada troca, temos C' = (—1)’~!. Portanto f(J) = (—1)’"! o que
demonstra (2.16) e consequentemente (2.13). O

2.1.4 Existéncia da funcao determinante

Nesta se¢ao, usamos a indugao em n, o tamanho da matriz, para provar que existem
funcoes determinantes de cada ordem. Para n = 2 ja mostramos que a fun¢ao determi-
nante existe. Também podemos dispensar o caso de n = 1 pela defini¢ao d[ai1] = aq3.

Assumindo que a funcdo determinante exista para o caso n — 1, um candidato
logico para a funcao determinante de ordem n seria uma das féormulas de expansao
do Teorema 2.14, por exemplo, a expansao nos termos dos menores da primeira linha.
Entretanto, é mais facil verificar os axiomas se usarmos uma férmula diferente, mas
analoga, expressa em termos do menor da primeira coluna.
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Teorema 2.15. Assuma que a determinante de ordem n — 1 existe. Para qualquer
matriz A = (a;i) do tipo n X n, seja f uma fungao definida pela formula

n

f(Al, cees An) = Z(—l)j+1aj1dAj1. (219)

Jj=1

Entao f satisfaz todos os quatro axiomas para uma funcdo determinante de ordem n.
Portanto, por inducao, determinantes de ordem n existem para qualquer n.

Demonstracao. Considere cada termo da soma em (2.19) como um fun¢ao das linhas
de A e escrevemos

fi(Ar, . Ay) = (=1 a;dA .
Se verificarmos que cada f; satisfaz os Axiomas (2.1) e (2.3), o mesmo sera verdade
para f.
Considere a possibilidade de multiplicar a primeira linha de A por um escalar t. O
menor de A;; nao é alterado, desde que nao envolva a primeira linha. O coeficiente a;;
é multiplicado por ¢, entao temos

fl(tAl, A2...7 An) = t(llldAn = tfl(Al, AQ, coey An)

Se j > 1 a primeira linha de cada menor A;; por ser multiplicada por ¢ e o coeficiente
a;1 nao ¢é afetado, entao temos

f](tAl,Ag,An> = tfj(Al,Az, 7An)

Portanto, cada f; ¢ homogéneo na primeira linha.

Se a k-ésima linha de A é multiplicado por ¢, onde k£ > 1, o menor A, nao se
altera, mas ag; é multiplicado por t, entao f; € homogéneo na k-ésima linha. Se j # k,
o coeficiente a;; nao se altera, mas alguma linha de A;; serd multiplicado por t. Entao
todo f; € homogéneo na k-ésima linha.

Um argumento similar mostra que para cada f; ¢ adicionado em toda linha, logo f
satisfaz os Axiomas (2.1) e (2.3). Provaremos a seguir que f satisfaz o Axioma (2.6).

Para verificar que f satisfaz o Axioma (2.6), assumimos que duas linhas adjacentes
sao iguais, digamos Ay = Ajy1. Entao, com excegao dos menores Ay e Agiq1, cada
menor A;; tem duas linhas iguais, logo dA;; = 0, portanto a soma em (2.19) consiste
apenas nos dois termos correspondentes a j = ke j =k + 1,

f(Al, ceey An) = (—1)k+1ak1 + (—1)k+2ak+171dAk+1,k. (220)

Mas Ag1 = Agt11 € a1 = Qgt11, pois Ay = Agyy. Portanto os dois termos em (2.20)
diferenciam-se apenas pelo sinal, logo f(Aj, ..., A,) = 0. Concluimos que f satisfaz o
Axioma (2.6).

Por fim, vamos verificar que f satisfaz o Axioma (2.5). Quando tivermos A = I,
consequentemente temos a;; = 1 e a;; = 0 para j > 1. Afinal, A;; ¢ a matriz identidade
de ordem n — 1, logo cada termo em (2.19) é zero, exceto o primeiro que é igual a 1.
Portanto f(I,...,I,) = 1 o que satisfaz o Axioma (2.5). O

Na demonstragao anterior, poderiamos também usar uma funcao f definida em
termos da k-ésima coluna menor de A;; em vez dos menores da primeira coluna Aj;.
De fato, se tomarmos
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n

F(AL o A) =) (=1 agd Ay, (2.21)

Jj=1

exatamente o mesmo tipo de prova mostra que este f satisfaz todos os quatro axiomas
para a funcao determinante. Uma vez que as fungoes determinantes sao unicas, a
formula da expansao em (2.21) e aquela em (2.14) sdo todas iguais ao dA.

2.2 Topologia do espaco euclidiano

2.2.1 O espaco euclidiano n-dimensional

Seja n um ntmero natural. O espaco euclidiano n-dimensional é o produto carte-
siano de n fatores iguais a R;

Rt=RxRx---xR.

Os pontos de R" sao todas as n-listas = = (x1, ..., x,) cujas coordenadas x1, ..., z,
sdo nimero reais. Dados x = (z1,...,x,) ¢ ¥y = (Y1, ..., Yn) em R” tem-se x = y se, e
somente se, L1 = Yy, ..., Tn, = Yp.

R! = R é a reta, isto é, o conjunto dos nimeros reais. R? & o plano, ou seja, o
conjunto dos pares ordenados z = (z,y) de ntimeros reais. R? é o espago euclidiano tri-
dimensional da geometria analitica, cujos pontos sdo os ternos ordenados p = (z,v, 2).

Dados = = (1, ..., x,), ¥y = (Y1, .-, Yn) em R e um nimero real «, definimos a soma
r + y e o produto « - x pondo

rT+y= (xl T Y1,y T+ yn)7
a-x=(ary,...,ax,).

Estas operagoes fazem de R™ um espaco vetorial de dimensao n sobre o corpo
dos reais, no qual o elemento neutro para a adi¢ao ¢ 0 = (0,...,0) e o simétrico de
= (21, ..., Tp) € —x = (=21, ..., —Tp).

Os elementos de R™ serao as vezes chamados pontos e as vezes vetores. Geometri-
camente considerar x € R"” como vetor significa imaginar a seta que tem origem no
ponto 0 e extremidade em x.

No espaco vetorial chama-se de base candnica ou base natural {ey, ..., e, }, formada
pelos vetores

er = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., en = (0,0, ..., 1),

que tém uma coordenada igual a 1 e as outras nulas. Dado z = (z1,...,2,) em R",
tem-se

r=(x-e1+ ...+ 1z, e).
A base canoénica do espaco euclidiano permite estabelecer uma bijecao natural entre

o conjunto L(R™;R™) das aplicagoes (ou transformacoes) lineares A : R™ — R" e o
conjunto M(n x m) das matrizes reais (A4;;) com n linhas e m colunas.
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2.2.2 Produto interno e norma

Um produto interno num espaco vetorial real £ é uma regra que faz corresponder
a cada par de vetores x,y € E um namero real, indicado por (z,y), de tal modo que,
para qualquer x,2’,y € E e a € R, se tenham:

Lo {z,y) = (y,2);

II. @+xm (z,y) + (', y);
I oz, y) = o (z,y) = (z,09);
IV z#0= (z,x) > 0.

Isto se exprime dizendo que um produto interno é uma funcao real simétrica, bili-
near, positiva definida, £ x £ — R.
O produto interno candnico do espaco euclidiano R é dado por

(T,y) = x191 + - - - + T,

onde x = (T1,....,7,) € Y= (Y1, .o, Yn)-

Salvo mencao explicita em contrario, o produto interno candnico é o tinico que
consideramos no espago euclidiano R".

Dado = € R", escrevemos |z| = /(z, ), ou seja,

o] = a1+ +af.
Tem-se |z|> = (x,z), de modo que || =0 z=0¢|z| >0& x #£0.
O namero |z| chama-se a norma euclidiana ou o comprimento do vetor v € R™.

Dois vetores x,y € R™ sdo ortogonais quando (z,y) = 0. Evidentemente, o vetor 0
¢ ortogonal a todos os vetores de R". Também e; é ortogonal a e; se i # j.

Y
Y

oy )

Figura 2.1: Projecao

Outro caso menos trivial de ortogonalidade é:

(z,y)
lyl?

Proposicao 2.16. Dado dois vetores z,y € R", comy # 0 e a = podemos

observar que o vetor z = x — ay € ortogonal a y.

Demonstracao. Tomando z = x — ay
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2,y) = {(r—ayy) = (r,y) —aly,y) = (r,y) —aly]* =
z,y) = (v,y) —{(x,y) =0.

o~ o~

]

A Figura 2.1 ilustra que o vetor ay é a projecao ortogonal de x sobre a reta que
contém y.

Utilizaremos a proposicao 2.16 para demonstrar a desigualdade fundamental da
Geometria Euclidiana.

Teorema 2.17. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer x,y € R™, tem-se
| (z,y) | <|z|-|y|. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y é um maltiplo
escalar do outro.

Demonstracao. Isto é 6bvio se y = 0. Se, porém, for y # 0, colocamos a = %
Como acabamos de ver, o vetor z = x — ay é ortogonal a y. Segue dai que ’
|z = ( z+ ay, z + ay) = |z|* + ?|y|?, donde
of? > a2yl = S g2 o seja
lyl*
lz[2|y|2 > (z,y)°. Vale a igualdade se, e somente se, z = 0, ou seja, = = ay. O

A norma euclidiana |z| = /(z, x) goza das seguintes propriedades, onde x,y € R",
a € R e |a significa o valor absoluto do niimero real «:

N1 |z +y| < |z +[yl;
N2, oz = |af - |zf;
N3. 2#0= |z| >0.

As duas ultimas sao evidentes e a primeira propriedade decorre da desigualdade de
Cauchy-Schawrz.

De modo geral, uma norma num espaco vetorial £ é qualquer func¢ao real | |: E — R
que cumpra as condicoes N1, N2 e N3 acima estipuladas.

Ha uma infinidade de normas que se podem considerar no espaco euclidiano R™. A
norma euclidiana é motivada pela féormula do comprimento de um vetor no plano em
coordenadas cartesianas, que se prova com o Teorema de Pitagoras. Ha outras duas
normas que sao de manipulacao formal mais simples. Elas sao:

|z|pr = max{|xy], -, |xal} Norma do Méaximo
|z|s = |x1| 4+ -+ + |20 Norma da Soma
E facil mostrar que as condicoes N1, N2 e N3 siio satisfeitas e que para todo x € R™
|zl <[] < zlg < n- ol

onde |-| &€ a norma euclidiana.

Generalizando as desigualdades que relacionam estas trés normas usuais no R",
podemos dizer que: duas normas arbitrarias |-| e ||-|| em R" sdo equivalentes quando
existirem constantes a > 0 e b > 0 tais que

|z| < al|z|| e ||z]| < blz| para todo z € R"

Uma norma num espago vetorial £ d& origem a uma noc¢ao de distancia em FE.
Dados =,y € FE, a distancia de x a y é definida por
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d(z,y) = |z —yl.

As condigoes N1, N2 e N3, que a norma satisfaz, implicam imediatamente que a
distancia desfruta das propriedades a seguir, para quaisquer z,y, z € E:

dl. d(z,z) < d(z,y)+d(y,=2)
d2. d(z,y) d(y, x)
d3. z#y = d(z,y)>0

A primeira propriedade é chamada de desigualdade triangular, um lado do triangulo
nao excede a soma dos outros dois lados.

Teorema 2.18 (Lima, 2018, p.19 ). Duas normas quaisquer no espago R" sdo equiva-
lentes.

2.2.3 Bolas e conjuntos limitados

Uma norma em R” permite que sejam definidas algumas noc¢oes geométricas basicas,
que passamos a apresentar.

Definicao 2.19. (Bola aberta) Sejam a um ponto de R"™ e r um nidmero positivo. O
conjunto de todos os pontos x € R"™ tal que

|z —a| <r

¢ chamado uma bola aberta de centro a e raio r. Denotaremos este conjunto por B(a)
ou B(a;r).

A bola B(a;r) consiste de todos os pontos cuja distancia, partindo de a é menor
que 7. Em R! este é um intervalo aberto com centro em a. Em R? é um disco circular,
em R3 ¢ uma esfera de centro a e raio r.

Definig¢ao 2.20. (Bola fechada) Sejam a um ponto de R™ e r um nimero positivo. O
conjunto de todos os pontos x € R"™ tal que

|z —al <r

é chamado bola fechada de centro a e raio r. Denotaremos este conjunto por Bla] ou
Bla; r].

Definigao 2.21. (Esfera) Sejam a um ponto de R™ e r um nimero positivo. O conjunto
de todos os pontos x € R"™ tal que

|z —al =7
¢ chamado esfera de centro a e raio r. Denotaremos este conjunto por Sla| ou Sla;r].
Observe que Bla;r] = B(a;r) N S[a;r].

Definicao 2.22. Sejam z,y € X C R". O segmento de reta de ertremos x,y € o
conjunto
[z,y] ={(1 —t)x +ty;0 <t < 1}.

Se o subconjunto X C R™ contém o segmento de reta com extremos x,y € X ele serd
dito convezo.
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O proéximo teorema diz que as bolas relativas a diferentes normas em R" tém em
comum o fato de serem convezas.

Teorema 2.23. Toda bola B C R"™ é convexa.

Demonstracao. Seja B = B(a;r). Se z,y € B entdo |[vt —a| <re|y—al] <r. Para
qualquer ¢ € [0, 1], temos:

1=tz +ty—al=[(1—t)(x —a) +t(y — a)
< (1—=1t)|x—a|+tly—a
<r

]

Definicao 2.24. Um subconjunto X C R"™ € dito limitado quando existe um nimero
real ¢ > 0 tal que |x| < ¢, pra todo x € X. Isto equivale a dizer que X estd contido na
bola fechada de centro na origem e raio c.

2.2.4 Sequéncia em R”

Uma sequéncia em R™ é uma aplicacao f : N — R", que associa a cada nimero natu-

ral k um ponto x; € R™. As notagdes para uma sequéncia sao (1, -+ , T, -+ ), (Tg)ren
ou simplesmente (zy).

Para cada ¢ = 1,--- ,n, indicamos com xy; a i-ésima coordenada de xj. Assim
xp = (Tp1,Tr2, -+, Tkn). Dar uma sequéncia em R” equivale a dar n sequéncias de
nameros reais (xkl)keNa ey, ([L’kn)keN.

Dizemos que a sequéncia (x)ren ¢ limitada quando existe uma bola em R" que
contém todos os termos ;. Ou seja, existe ¢ > 0 tal que |z;| < ¢ para todo k € N.

Em particular, se a sequéncia (zy)ren € limitada entdo, para todo i = 1,--- ;n a
sequéncia (x;)ren das i-ésimas coordenadas de xj, também é limitada, pois |zx;| < |z
A reciproca também é verdadeira (Lima, 2004, p. 9).

Uma subsequéncia de (zy)reny € uma restricdo desta sequéncia a um subconjunto
infinito N = {ky < -+ < k;,, < ---} C N. As notagoes (2y)ren, (Tk,, )men OU
(T, -+, Xk, ) sdo usadas para indicar uma subsequéncia.

Dizemos que o ponto a € R™ é o limite da sequéncia (z3) quando, para todo ¢ > 0
dado arbitrariamente, é possivel obter kg € N tal que k > ko implica |z, — a| < e.

Em outras palavras: k& > kg = xx € B(a;e). Escrevemos limy oz = a,
limgen £ = a ou, simplesmente, lim x;, = a.

De acordo com esta definigao, temos lim x; = a se, e somente se, lim |z, — a| = 0.

Uma sequéncia (z5) em R™ é convergente quando existe a = limz;. Da observa-
cdo acima, toda sequéncia convergente ¢ limitada. E também natural que qualquer
subsequéncia de uma sequéncia convergente é também convergente e tem o mesmo
limite.

A definicao de limite de uma sequéncia em R" faz uso de uma norma. As desi-
gualdades que relacionam as trés normas no espago euclidiano nos dao: |z — a|y <
|z —a| < |zk —als < n-|x—a|y. Segue dai que a afirmagao lim 2, = a independe de
qual das trés normas usuais estamos considerando.

Na demonstracao do teorema abaixo usamos em R", por conveniéncia, a norma do
méaximo. Porém, pelo o que acabamos de escrever, o fato nele enunciado é valido seja
qual for a norma, dentre as trés usuais.
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Teorema 2.25. A sequéncia (x) em R"™ converge para o ponto a = (ay, ...,a,) se, e

somente se, para cada i = 1,...,n, tem-se lim x; = a;, isto €, cada coordenada de xy,
k—oo

converge para a coordenada correspondente de a.

Demonstra¢ao. Como |zy; — a;| < |z —al, vemos que lim z; = a = lim xy; = a; para
) k—o00 k—o00
cadai=1,...,n.
Reciprocamente, se klim T = a; para todo ¢ = 1,---n entao, dado € > 0, existem
—00
ki,....k, € N tais que k > k; = |z, — a;| < e. Tomando ky = max{ky, ..., k,}. Entao
k > ko = |z) — a] = max; |xy; — a;| < e. Logo limzy, = a. O

Teorema 2.26. [Bolzano-Weierstrass (Lima, 2018, p.17)] Toda sequéncia limitada em
R™ possui uma subsequéncia convergente.

2.2.5 Aplicagoes continuas

Definicao 2.27. Seja f : X — R" uma aplicacao definida no conjunto X C R™.
Diz-se que f € continua no ponto a € X quando, para qualquer ¢ > 0 dado, se pode
obter 6 > 0 tal que todo ponto x € X cuja distdncia ao ponto a seja menor do que
é transformado por f num ponto f(x) que dista de f(a) menor que €. Em linguagem
simbaolica

Ve>035>0z€ X, |lx—a| <d=|f(x)— fla)] <e

Em termos de bolas, a continuidade de f no ponto a se exprime assim: para toda
bola aberta B’ de centro f(a) em R™ existe uma bola aberta B de centro a em R" tal
que f(BNX) C B.

Se f: X — R"™ é continua em todos os pontos do conjunto X, dizemos que f é uma
aplicacao continua.

Embora a definicao de continuidade de uma aplicacao f : X — R” com X C
R™ faga uso de uma norma em R™ e outra em R™ (ambas indicadas acima com a
mesma notagao). Segue da defini¢do de normas equivalentes e do Teorema 2.18 que a
continuidade (ou descontinuidade) de f persiste se alterarmos uma destas normas ou
ambas.

A seguir daremos outra definicdo que independe da norma: dado X C R™, dizemos
que a aplicagao f : X — R™ é Lipschitziana quando existe k > 0 (constante de lipschitz
de f) tal que, para quaisquer z,y € X temos

|f(x) = f(y)] < klz -y

. - . .. €
Toda aplicacao Lipschitziana é continua: dado e > 0 basta tomar § = T

Toda transformacao linear T' : R™ — R™ é Lipschitziana. Com efeito, seja ¢ =
max{|T(e1)|,---,|T(e,)|}. Entdo para todo x = (x1,--- ,z,) € R” temos

T(2)] =T Qo wien)| = [ wTes| <3 |l |Tes| < ezl

Tomando em R™ a norma da soma, temos |T'(z)| < c|z| para todo x € R". Entao, para
x,y € R arbitrarios, vale:

T(x) = T(y)| = |T(z —y)| < cfr -yl

Assim, T cumpre a condicao de lipschitz, com uma constante igual & maior das normas
dos vetores-coluna de sua matriz. Em particular, 7" é continua.
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Teorema 2.28. Dados X C R™Y C R”, f : X — R" continua no ponto a € X, com
f(X)CY,g:Y — RP continua no ponto b = f(a), entdo go f : X — RP é continua
no ponto a.

Demonstracao. Dado arbitrariamente € > 0 existe, em virtude da continuidade de g,
um nimero p > 0tal que y € Y, |y — f(a)| < p = |g(y) — g (f(a))| < e. Por sua vez,
a partir de p, a continuidade de f nos fornece 6 > 0 tal que z € X, |z —a| < 0 =
(2) = £(a)] < 1. Segue que € X, |z —al < 6 = |g(f(x) — g (f(a) | < ¢, logo go f
é continua no ponto a. ]

2.2.6 Conjuntos abertos

Definicao 2.29. Seja S um subconjunto de R™, e assuma que a € S. FEntao a €
chamado ponto interior de S se existe uma bola aberta com centro em a que tem todos
0s seus pontos pertencentes a S.

Em outras palavras, todo ponto interior a de S pode ser cercado por uma bola B(a)
tal que B(a) C S. O conjunto de todos os pontos interiores de S ¢ chamado interior
de S e denotado por intS

Definicao 2.30. Um conjunto S em R™ € aberto se todos os seus pontos sao pontos
interiores. Em outras palavras, S € aberto se e somente se S = intS.

Teorema 2.31. Seja f: X — R™ uma aplicacao definida no conjunto X C R™. A fim
de que f seja continua, € necessirio e suficiente que a imagem inversa de f~1(A) de
todo aberto A C R™ seja um conjunto aberto em X.

Demonstra¢ao. (Necessario.) Se f é continua e A C R™ é aberto tomemos um ponto
a € f~1(A). Entao f(a) € A. Pela definigio de aberto, existe € > 0 tal que B(f(a);€) C
A. Sendo f continua existe 0 > 0 tal que x € X, |z —a| < = |f(z) — f(a)] < e. Isto
quer dizer que f(B(a;0) N X) C B(f(a),e) C A, donde B(a;6) N X C f~!(A). Logo
f7Y(A) é aberto em X.

(Suficiente.) Se a imagem inversa por f de todo aberto de R" & aberto em X;
entdo, dados a € X e € > 0, como B(f(a);€) ¢ aberto, concluimos que A = {x €
X;|f(z) — f(a)] < €} & aberto em X. Evidentemente que a € A. Logo existe 6 > 0 de
modo que B(a;§)NX C A. Isto quer dizer que z € X, |z —a| < § = |f(z) — f(a)] <,
ou seja, que f é continua no ponto a. Como a € X é qualquer, f é continua. n

Observacao 2.32. O resultado continuaria valido se substituissemos, no enunciado do
Teorema 2.31, a expressao “todo aberto A C R™ por “todo conjunto A C f(X), aberto
em f(X)".

Com efeito, um aberto em f(X) tem a forma A’ N f(X) onde A’ é aberto em R" e
FTHANF(X)) = f~1(A). Logo, este novo enunciado, reduz-se ao que foi demonstrado.

2.2.7 Conjuntos fechados

Dizemos que ponto a € R" é aderente ao conjunto X C R"™ quando existe uma
sequéncia de pontos x; € X tais que limzy = a.

Chamamos fecho do conjunto X C R” ao conjunto X formado por todos os pontos
aderentes a X.
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Definicao 2.33. Um conjunto X C R" chama-se fechado quando contém todos seus
pontos aderentes, X = X. Isto é, quando o limite de toda sequéncia convergente de
pontos de FF C X é ainda um ponto de X.

O teorema abaixo resume as principais propriedades do fecho de um conjunto

Teorema 2.34. (a) O ponto a € aderente ao conjunto X C R™ se, e somente se,
toda bola de centro a contém algum ponto de X.

(b) Um conjunto F C R™ é fechado se, e somente se, seu complementar R™ — F ¢
aberto. Equivalentemente: A C R™ € aberto se, e somente se, R" — A ¢ fechado.

(c) O fecho de qualquer conjunto X C R" € fechado. Em outras palavras: para todo
X CR” tem-se X = X

Demonstracao. (a) Se o ponto a é aderente a X entdo a = limxy, com z; € X para
todo k € N. Portanto qualquer bola B(a;r) contém pontos de X, a saber, todos os
x, com k suficientemente grande. Reciprocamente, se toda bola de centro a contém
pontos de X, podemos escolher, para cada k € N, um ponto x; € X que esteja na bola
B(a; 1), isto &, |z, —al < - Entao lim x, = a, logo a é aderente a X.

(b) Seja A = R" — F. Para todo b € A existe r > 0 tal que B(b;r) N F = &.
Afirmamos que B(b;r) C A. Com efeito, se y € B(b;r) entdo B(b;r) é um aberto
contendo y e disjunto de F, logo y € R® — F' = A. Reciprocamente, se X C R" é tal
que A = R" — X é um conjunto aberto, entdao y ¢ X = y € A = B(y;r) C A para
algum r > 0= B(y;r) N X = & = y nao é aderente a X. Assim todo ponto aderente
a X deve pertencer a X e consequentemente X é fechado.

(c) Se x € R" — X (isto é, x ndo é aderente a X) entdo, pelo Teorema 2.34, existe
uma bola B = B(z;r) que ndo contém pontos de X, ou seja, X C R" — B. Logo
X C R*— B. Mas, pelo Teorema 2.34 acima, R” — B é fechado; portanto X C R* — B
ou, equivalentemente, B C R” — X . Assim, todo ponto z € R* — X é um ponto
interior e R — X ¢ aberto. Segue-se que X ¢é fechado. O]

2.2.8 Conjuntos compactos

Dizemos que um conjunto K C R"™ é compacto quando ele for fechado e limitado.

Em virtude do Teorema 2.26, um conjunto K C R" é compacto se, e somente se,
toda sequéncia de pontos z;, € K possui uma subsequéncia que converge para um ponto
de K.

As propriedades a seguir decorrem imediatamente da definicao:

1. Ky,..., K, compactos em R" = K; U---U K, compacto.

2. A intersecao de uma familia qualquer de compactos Ky C R™ é um conjunto
compacto.

3. Se K C R™e L C R" sao compactos entao o produto cartesiano K x L C R*™™
¢ compacto.

4. Propriedade de Cantor (Lima, 2018, p.45): Dada uma sequéncia decrescente
K, D .- Ky D --- de compactos nao vazios, a intersecao K = Ny~ K, é compacta
e nao é vazia.
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Teorema 2.35. Seja f: X — R" continua no conjunto X C R™. Para todo subcon-
junto compacto K C X, sua imagem f(K) é compacta.

Demonstra¢ao. Mostremos primeiro que f(K) é fechado em R". Seja y € R™ aderente

a f(K). Entao y = lim f(zy), 2 € K para todo n € N. Pela compacidade de K, uma

subsequéncia (xy,) converge para um certo ponto x € K. Segue que y = lim f(xy,) =
71— 00

f(imzyg,) = f(z), donde y € f(K). Agora mostremos que f(K) é limitado. De fato,

se nao fosse, poderiamos obter um ponto x, € K para cada k € N de modo que

|f(zx)| > k. Entdo a sequéncia (f(zx)) ndo admitiria subsequéncias convergentes. Mas

(x) tem uma subsequéncia convergente, com lim x;, = z € K. A continuidade de f
11— 00

nos fornece entdo f(z) = f(limz,) = lim f(zg,), uma contradicdo. O

Corolario 2.36. (Weierstrass) Toda funcao real continua f : K — R, definida num
compacto K C R™, atinge seu mdrimo e seu minimo em K, isto €, existem pontos
xo, 21 € K tais que f(xo) < f(z) < f(x1) para qualquer x € K.

Com efeito f(K) C R é compacto, logo y, = inf f(K) e y; = sup f(K) pertencem
a f(K), isto é, existem pontos zg,r; € K tais que f(xg) = yo e f(z1) = y1. Entao
F(z0) < f(z) < f(z) para todo z € K.

Corolario 2.37. Seja K C R™ compacto. Toda aplicacio continua f : K — R" ¢é
fechada, isto é, F C K = f(F) C R" fechado.

2.2.9 Conexidade

Definicao 2.38. Uma cisao de um subconjunto X C R™ é um decomposicio X = AUB,
onde AN B =@ e os conjuntos A, B sao ambos abertos em X.

Todo conjunto X C R™ admite pelo menos a cisao trivial X = X U. Um exemplo
de cisdo nao-trivial ¢ R — {0} = (—00,0) U (0, +00).

Um conjunto X C R” chama-se conero quando nao admite outra cisao além da
trivial. Assim, se X é conexo, X = AU B com A e B disjuntos e abertos em X entao
A=0ouB=0.

Quando existir uma cisao nao-trivial X = AU B, diremos que X é desconexo.

Dada uma cisao X = AU B, temos A= X — Be B=X — A, isto é, cada um dos
conjuntos A e B é o complementar do outro em relacao a X. Logo, cada um deles é
aberto e fechado em relacao a X. Poderiamos, portanto, definir uma cisao de X como
uma decomposicao X = AUB, onde A e B sao disjuntos e fechados em X. Poderiamos
também definir definir um conjunto conexo X como aquele cujos tinicos subconjuntos
simultaneamente abertos e fechados em X sao () e o proprio X. Com efeito, dado
A C X aberto-fechado, X = AU (X — A) é uma cisao.

Teorema 2.39. A imagem de um conjunto conexo por uma aplica¢cio continua € um
conjunto conexo.

Demonstracao. Sejam X C R™ conexo e f : X — R" continua. Para toda cisao
f(X) = AUB, o Teorema 2.31 (juntamente com a observacao que a ele segue) garante
que X = f~1(A)U f~1(B) é uma cisao do conjunto conexo X. Logo f~'(A) = &,
(donde A = @), ou f~Y(B) = @, (donde B = @). O

Teorema 2.40. Um subconjunto X C R € conexo se, e somente se, é um intervalo.
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Demonstracao. Todo intervalo de R é, obviamente, um conjunto convexo e, portanto,
é conexo.

Reciprocamente, suponhamos que X C R seja conexo e nao vazio. Se X contém
apenas um ponto, entdo X é um intervalo (degenerado). Caso contrario, sejam a,b € X,
tais que a < b. Entao, dado ¢ entre a e b, devemos ter ¢ € X. De fato, se nao fosse
assim, fazendo-se A = X N (—o0,c) e B = X N (¢, +00), a decomposicao X = AU B
seria uma cisao nao trivial de X, pois A e B sao abertos nao vazios de X, observe que
a€ Aebe B. Logo X é um intervalo. O

Corolario 2.41. A imagem de um conjunto conexo X C R" por uma fun¢do continua
real f: X — R é um intervalo.

A reformulacao do Corolario acima constitui um classico da topologia.

Teorema 2.42 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : X — R wma funcdo
continua, definida num conjunto conexo X C R". Se existem a,b € X e d € R tais
que f(a) < d < f(b) entao existe c € X de modo que f(c) = d.

2.3 Funcoes reais de n variaveis

2.3.1 Derivadas Parciais

Ao se estudar funcoes reais de n varidveis, ou seja, definidas em subconjuntos do es-
paco R™, buscamos, para estas funcoes, uma nocao de derivada que tenha propriedades
anédlogas as de derivadas da funcao definida num intervalo. A ideia que se apresenta
naturalmente é a de “derivada parcial”, que vamos expor.

Para efeito de derivagao, onde se compara o acréscimo f(a+ h) — f(a) da funcdo f
com o acréscimo h dado ao ponto a, o dominio mais adequado para uma funcao ¢ um
subconjunto aberto U C R” pois, neste caso, dado a € U, tem-se ainda a + h € U para
todo acréscimo suficientemente pequeno h.

Seja f : U — R uma funcgao real, definida num subconjunto aberto U C R". Dado
o ponto a € U, a i-ésima derivada parcial de f no ponto a (onde 1 <i < n) é o limite

of fla+te;) — f(a)
8I7; t ’

(a) = lim;_g

quando este limite existir.

Dados o ponto a € U e o inteiro i € [1,n], a imagem do caminho A : R — R" \(¢) =
a + te;, € o que se chama “a reta que passa por a e é paralela ao i-ésimo eixo”. Como
U ¢& aberto existe € > 0 tal que —e <t < e = A(t) = a+te; € U. A i-ésima derivada
parcial de f no ponto a é a derivada, no ponto ¢t = 0, da fungao foA: (—¢,e) — R, ou

seja,
of /
Sr(@) = (fo2)/(0)

Podemos dizer que f, quando restrita ao segmento de reta aberto J = (a — ee;, a +

ee;), torna-se uma funcao real, f(a+te;), da variavel real ¢ e (a) é a derivada dessa
funcao no ponto t = 0. '
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O comportamento da i-ésima derivada parcial ao longo de um segmento de reta

1
contido no dominio de f e paralelo ai i-ésimo eixo da informacoes sobre o crescimento

de f ao longo de tal segmento.

O céalculo pratico da i-ésima derivada parcial de uma funcao real f(zy,...,z,) é rea-
lizado considerando as outras variaveis como constantes, exceto a i-ésima, e aplicando
as regras habituais de derivacao relativas a esta variavel.

O comportamento da i-ésima derivada parcial ao longo de um segmento de

8(13i

reta contido no dominio de f e paralelo ao i-ésimo eixo nos fornece informacgoes sobre
o crescimento de f ao longo de tal segmento.

Dizemos que uma funcao f : U — R ndo depende da i-ésima varidvel quando dados
a= (a1, ., Qi—1, T, Qi1 0p) € 0= (Q1, ..., Qi_1, Y, Aiy1, ...a) € U, teremos f(a) = f(b).
Em outas palavras: se a,b € U entao f(a) = f(b).

O conjunto U C R™ sera chamado de i-convexo quando a,b € U, a+te; = [a,b] C U.

Observacao 2.43. Sejam U C R" um aberto i-convexo e f : U — R" uma funcao tal

que (x) = 0 para todo x € U. Entao f é independente da i-ésima variavel.

Com efeito, na observacao acima, se a,b € U, com b = a + te;, entao a funcao
0
€ :[0,t] = R, definida por £(s) = f(a + se;), possui derivada &'(s) = a—f(a +se;) =0
l'A

7
para todo s € [0,¢], logo é constante, e assim f(a) = £(0) = &£(t) = f(b).
No plano, diz-se horizontalmente, ou verticalmente, convexo, em vez de 1-convexo
ou 2-convexo, respectivamente.

Exemplo 2.44. Seja X = {(z,0) € R%* z > 0} o semieixo positivo fechado das abs-
cissas. O aberto U = R? — X & horizontalmente, mas sao verticalmente convexo. A
fungao f : U — R, definida por f(z,y) = 2? quando z > 0, y > O e f(z,y) = 0

quando z < 0 ou y < 0, possui derivada parcial Fyie 0 em todos os pontos de U, mas

f nao é independente da segunda variavel, y, pois se tomarmos x > 0, y > 0 teremos
flz,y)=2*>0e f(z,~y) =0.

2.3.2 Derivadas direcionais

Como a derivada parcial fornece apenas informacoes sobre a fungao ao longo da reta
paralela ao eixo quando desacompanhadas de hip6teses adicionais, tentamos estender
a nogao de derivada a outras direcoes além dessas. Assim o conceito de derivada
direcional é alcancado.

Definicao 2.45. Sejam f : U — R definida no aberto U C R",a € U ev € R". A
derivada direcional de f no ponto a, sequndo o vetor v €, por definicao o limite

of f(a+ ) — f(a)
t

(a) = lim;_g

quando este limite existir.

Observe que as derivadas parciais tornam-se casos particulares das derivadas dire-
cionais:
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of . of
al‘l(a) N 867;

(a) = derivada direcional de f no ponto a, segundo o vetor e;.

0 .

A derivada direcional —f(a) é a derivada, no ponto t = 0, da funcao composta
foX:(—€€e) — R" onde A : (—¢,¢) — R" é o caminho retilineo, A(t) = a + tv, para o
qual se tem, \(0) = a e N (t) = v para todo ¢t. Aqui € > 0 é escolhido tao pequeno de
forma que a imagem de )\ esteja totalmente contida em U.

2.3.3 Funcoes diferenciaveis

A nocao de funcao diferenciavel, que apresentaremos, ¢ devida a Fréchet? e Stolz?.
Ela constitui a extensao adequada do conceito de funcao derivavel de uma s6 variavel
para funcoes de n variaveis.

Definicao 2.46. Dada f : U — R, com U C R", seja a € U. Diremos que a fun¢ao
of

f € diferencidvel no ponto a quando existirem as derivadas parciais a—(a), g (a)
T1 T,

e, além disso, para todo vetor v = (aq, ..., o) tal que a +v € U, tivermos

of
ox,,

of (@) a3+ ...+

fla+v) = f@) + 5

(a) - ap +1r(v),

onde lim @ = 0.
v—0 ‘1}’

O “resto” r(v) é definido como sendo igual a f(a + v) — f(a) — Z (;2) (a) - ay,

na igualdade acima. FEsta definicdo pode ser dada para qualquer funcao que possua
derivadas parciais. A esséncia da definicao de diferenciabilidade é que, tomando r(v)

. . rw , .~ . .
desta maneira, tem-se hn% % = 0. Esta é a condicao crucial, que deve ser verificada
v—0 |V

sempre que quisermos provar que uma fungao é diferenciavel.
r(v ) r(v .
De lim rv) = 0, concluimos que limr(v) = 0 pois r(v) = UOAD |v|. Dai
v—0 |U| v—0 ’U|
resulta que toda funcao diferencidvel num ponto é continua nesse ponto.
Em certas ocasioes, é preferivel usar p = p(v), em vez de r(v), definida para os

valores de v tais que a + v € U, do seguinte modo: p(v) = rv) se v # 0 e p(0) = 0.

0]

Entao f é diferencidvel no ponto a € U se, e somente se, possui derivadas parciais nesse
ponto e, para todo v = (ay, ..., ) € R™ tal que a + v € U, vale

Fat0) = 5@+ 3 2 ), 4 plo) - o], onde imp(e) = 0.

=1

2Maurice René Fréchet(1878-1973) foi um matemético frances eleito membro da Académie des
sciences em 1958.

30tto Stolz (1842 — 1905) foi um matemaético austriaco conhecido pelas contribui¢oes em anélise
matemética.



Funcoes reais de n variaveis A7

Portanto, f é diferenciavel no ponto a se, e somente se, a fungio real p = p(v),
definida pela igualdade acima (se v # 0) e por p(0) = 0, é continua no ponto v = 0.
Mostraremos agora que f admite derivada direcional segundo qualquer vetor v =
(v, ..., ), € vale a formula
of of

of

(a) - a,. (2.22)

Com efeito, para todo t suficientemente pequeno, temos a + tv € U. Pela definicao
de diferenciabilidade, (as derivadas parciais sendo consideradas no ponto a) temos:

flattv) = fla)+ gi

i=1

(a) - tas + p(tv) - [t] - |v]

donde .
fatw) = fl@) _§~0f

-ay £ p(tv) - vl
i=1
como 1ir%p(tv) = 0, segue a equagao (2.22).
—

Um propriedade relevante das funcoes diferenciaveis é dada pela regra da cadeia.

Teorema 2.47. (Regra da cadeia) Sejam U C R™,V C R"™ abertos, f = (f1,.- fn) :
U — R" tal que f(U) C V e cada fungdo coordenada fi, : U — R € diferencidvel no
ponto a € U. Seja ainda g : V. — R uma funcio diferencidvel no ponto b = f(a).
Entao a funcao composta go f : U — R € diferencidvel no ponto a e suas derivadas
parciais sao

Demonstracao. Seja Uy o conjunto dos vetores v = (av, ..., ) € R™ tais que a+v € U.
Parav e Uye k=1,..,n, temos

frla +v) :fk(a)+zg£’f(b).ai+pk.\Uy. (2.23)

onde cada py = pr(v) é uma func¢io definida em Uy, continua no ponto 0, que se anula
quando v = 0. Consideramos a aplicagdo w = (S, ..., 8,) : U, — R", continua no
ponto 0, cujas funcoes coordenada sao definidas por

)
Br(v) = afkai + pr - [vl- (2.24)
=1 I
Adotando, por exemplo, a norma da soma, temos % < 1sew # 0, logo cada %,
v v

w

e portanto a funcao ‘—, ¢ limitada numa vizinhanca do ponto v = 0. Em virtude
v

das equacoes (2.23) e (2.24) e da diferenciabilidade de g no ponto b = f(a) podemos
afirmar que vale para todo v € Uy:
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9o flatv)=glbtu) =)+ oL fitofu

onde 0 = o(v) é uma fun¢ao real continua no ponto 0, que se anula no ponto v = 0,
pois w também se anula nesse ponto. Usando a definicao de (3, obtemos

of(a+v)=gojla)+ — -+ P V|| o |w
go fla+v) gf();ayk[iﬂaxi Pe - vl | + 0wl
:g0f(a)+ZAl o, + R
i=1
onde A; = —_—. e R= — - v+ o |wl.
k—1 k=1
Dai
R =9 |w]
I — Pkt 0T
] ,; : |
Quando v — 0, sabemos que cada funcao p, — 0, que o quociente % é limitado e que
v

R
hH(l)U = (. Segue-se que lin% (ﬂ) = 0. Isto mostra que g o f é diferenciavel no ponto
v— v— v

a e suas derivadas parciais sao os numeros A;. ]

2.3.4 Funcoes de classe C*

Seja f : U — R uma funcao que possui as n derivadas parciais em todos os pontos
do aberto U C R". Ficam entao definidas as n func¢oes

of of of af

DX
ox;" 7 0x,,

U —->R d :
— R, on e@xi .

().

Se estas funcoes forem continuas em U, diremos que f é uma funcdo de classe C*.

De forma mais geral, dizemos que uma funcio : U — R ¢ de classe C* quando ela

possuir derivadas parciais em todos os ponto de U e as funcoes
ﬁ, e ﬁ U —R
0xy ox,,

forem de classe C*~!, aqui k ¢ um inteiro maior que 0.

Para completar a definicao indutiva, diremos que uma funcao f : U — R é de
classe C° quando ela for continua. Usaremos a notacao f € C*. Escrevemos também
f € O, e diremos que f é de classe C™, quando f € C* para todo k > 0.

Uma aplicacdo f : U — R", definida no aberto U C R™, diz-se de classe C'! quando
cada uma de suas fungoes coordenada f, ..., f, : U — R & de classe C'.

Muitas propriedades importantes das funcoes de classe C! resultam de serem elas
diferenciaveis.

Teorema 2.48. Toda funcio f: U — R de classe C' ¢ diferencidvel.
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Demonstracao. Por simplicidade, supomos U C R2. O caso geral se trata analoga-
mente, apenas com uma nota¢ao mais elaborada. Fixemos ¢ = (a,b) € U e tomemos
v=(h,k) tal que c+v € U. Seja

af of

-h—— -k
oz oy

onde as derivadas sdo calculadas no ponto ¢ = (a,b). Podemos escrever

r(v) =r(h, k)= f(a+h,b+ k) — f(a,b) —

of of
i il

Pelo Teorema do Valor Médio para fungoes de uma variavel real, existem 6,05 €
(0,1) tais que

r(v) = fla+h,b+k)— f(a,b+k)+ f(a,b+ k) — f(a,b) —

) of of ,_of
r(w)—f(a+91,b+k)-h+a—y(a,b+€2k‘) k—% h—a—y-k,
logo
r(v) _ [of of h
W— {ax(a+91,b+k) am(mb)} ——h2+k2

af of k
b+ 6k b)| ——
" {ax(“ 02k) — 5 >} N
Quando v — 0 os termos dentro dos colchetes acima tendem a zero, pela conti-

0
nuidade das derivadas —— e —f Além disso, os termos fora dos colchetes tém valor
T Y
r(v)
absoluto < 1. Portanto 11m ﬁ = (0 e entao f é diferenciavel. [
v

Corolario 2.49. Toda funcdao de classe C* é continua.

Definicao 2.50. O gradiente de uma funcao diferenciavel f : U — R no ponto a € o
vetor

orad £@) = (32 @) 5 @)

Se v é qualquer vetor de R™, a derivada direcional de f no ponto a, na direcao v é,
por definicao

0 +tv) —
OF (1) _ i S0 1) = (@)
ov t—0 t
Outra notagao para grad f é Vf. Estas definigdes permitem enunciar o seguinte
corolario:

Corolario 2.51. (TEOREMA DO VALOR MEDIO) Dada f : U — R diferencidvel
no aberto U C R™, se o segmento de reta |a,a + v] estiver contido em U entdo existe
0 € (0,1) tal que

fla+v) — fla) = 0 (a+ 60) = (grad fla+60).0)
= 2 gxfi(a—i-ﬁv)-oz

onde v = (aq,-- ,ap).
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Demonstra¢ao. Com efeito, considerando o caminho retilineo A : [0,1] — U, dado
por A(t) = f(a + tv), vemos que f(a + v) — f(a) = (f o A\)(1) — (f o A)(0). Pelo
Teorema do Valor Médio para fungoes de uma variavel real, existe 6§ € (0,1) tal que
(foX)(1) = (foA)(0)=(foA)(). Pela regra da cadeia.

(foA)(0) = Z gxfi(a—l—ev) coy = g—i(a-’-@l}) = (grad f(a + 0v),v)

]

Para a demonstracao do Teorema da Funcgao implicita, parte central deste trabalho,
serd necessario a demonstracao do lema a seguir.

Lema 2.52. Sejam I C R™,J C R* compacto, f: 1 x J — RP continua e c € RP. Se
f~Yc) € o grifico de uma aplicagio & : I — J, (isto €, para cada x € I existe um tinico
y=2~&x) e J com f(x,&(x)) = c) entdo & é continua.

A afirmagao de que f~'(c)N (I x J) é o grafico de uma fungao significa que, olhando
para uma funcao & : I — J, para cada x € I, existe um tnico y € J com f(z,y) = c.
Colocando-se £(x) = y; a funcdo £ : I — J diz-se “definida implicitamente” pela
equagao f(x,y) = ¢ no aberto I x J (ver Figura 2.2).

y
R
()
o

Figura 2.2: Curva definida implicitamente no aberto I x J.

Demonstracao. Dado x¢ € I, seja yo = () . Tomamos uma sequéncia de pontos
x, € I, com limz, = zy, e queremos provar que lim¢(z,) = yo. Como a sequéncia
(&(z,)) € limitada (pois £(z,) € J para todo n), basta provar que toda subsequéncia
£(x)), convergente em R¥, tem limite yo. Ora, se for lim £(z),) = y, deve ser y € J pois
J & fechado. Como f(z],&(2))) = ¢ para todo n, temos f(xo,y) = lim f(x],&(x),)) = c.
Pela unicidade de vy, isto obriga y = yy € conclui a demonstracao. O]

Para o préximo resultado vamos considerar U um conjunto aberto de R"™, uma
funcao F': U — R™ e p € U. Escrevemos F(p) = (Fi(p), -+, Fu(p)) com F; : U — R
a i-ésima coordenada de F' com i = 1,--- ,m. Dizemos que F' é diferenciavel no ponto
p quando cada uma de suas fungoes coordenadas é diferenciavel neste ponto.
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Se este é o caso entdo, para todo v = (ay,--- ,q,) tal que p+v € U e para cada
1=1,---,m, temos
Fi(p+v) = Fi(p) = Z o, 7)o i)
com lim,_,q i) _

[l
A matriz Jacobiana de F' no ponto p é:

OF;
351:j

A transformagao linear F'(p) : R — R™, cuja matriz em relacdo as bases canonicas
de R™ e R™ & JF(p) chama-se derivada da aplicacdo F' no ponto p.

IF(@) = | 520 € M xm)

Lema 2.53. Seja f : U — R", com f € C', U C R" aberto, e p € U satisfazendo
dJf(p) # 0. Entdo, [ restrita a alguma bola B(p;r), com r > 0, € injetiva.

Demonstra¢io. Como f & de classe C' e a funcio d : R” — R é continua e d.Jf(p) =

0 of;
d (8—3{](]7)) # 0, existe r > 0 tal que d (a—i
B(p;r), onde 1 <4, j < n. Sejam a e b distintos em B(p;r). Pelo Corolario 2.51, para
cada componente F;, encontramos ¢; no segmento ab, dentro de B(p;r), de modo que
fi(b) — fi(a) = (Vfi(ci),b —a) . Consequentemente,

(fij)) nao seja zero, para todo §;; em

f1(b) = fi(a) %(Cl) gﬁ(cl) by — a
fal®) = fula) ocy . ey ) \ b—a
Como d (%(CJ) #0eb—a#0, deduz-se que f(b) # f(a). O

Antes de enunciar os proximos resultados precisamos das seguintes defini¢oes:

Definicao 2.54. Um homeomorfismo do conjunto X C R™ sobre um conjunto Y C R"
¢ uma bijecio continua f: X — Y cuja inversa f~1:Y — X também é continua.

Definicao 2.55. Sejam U contido em R™, V' contido em R™, com U eV abertos. Uma
aplicacao F : U — V ¢ chamada de difeomorfismo entre U e V' quando € uma bijecao
diferencidvel, cuja inversa g = f~1:V — U também é diferencidvel.

Se Idy : U — V é um difeomorfismo, com g = f~! : V — U, entdo go f = idy e
fog = idy resulta, pela Regra da Cadeia, que ¢'(f(z))- f'(z) = Idgm e f'(x)-¢'(f(x)) =
Idgn para todo = € U, portanto f'(z) : R™ — R"™ é um isomorfismo cujo inverso
¢ ¢(f(x)) : R" — R™. Em particular, m = n, ou seja, dois abertos em espagos
euclidianos de dimensoes diferentes nao podem ser difeomorfos.

Vale ressaltar que nem todo homeomorfismo diferenciavel é um difeomorfismo, isto
é, tem inverso diferencidvel. Um simples exemplo deste fato é a funcao f : R — R,
com f(z) = 2. Como f'(0) = 0, a funcio inversa de f, g(z) = 3, nio é diferenciavel
no ponto 0 = f(0).

Uma aplicagao diferenciavel f : U — R™, definida no aberto U C R™, chama-se um
difeomorfismo local quando, para cada = € U existe uma bola aberta B = B(x;0) C U
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tal que f aplica B difeomorficamente sobre um aberto V' contendo f(z). Segue-se dai
que se f: U — R™ é um difeomorfismo local entdo f(z) : R™ — R™ é um isomorfismo,
para todo x € U. O Teorema da Aplicacao Inversa, que provaremos a frente, diz que
quando f € C! vale a reciproca: se f'(x) é um isomorfismo para todo x € U entao f é
um difeomorfismo local.

Decorre da definicao acima que um difeomorfismo local f : U — R™ é uma aplicacao
aberta, isto ¢, a imagem f(A) de qualquer aberto A C U é um subconjunto aberto de
R™. Com efeito, se tomarmos para cada r € A uma bola aberta B, C A, com centro z,
tal que f seja um difeomorfismo de B, sobre um aberto V, C R™, entao A = U,ca B,
e f(A) = f(UB,) = Uf(B,) = UV, é uma reunido de abertos, logo é um aberto.

Observemos ainda que o difeomorfismo local f : U — R™ ¢ um difeomorfismo
(global) de U sobre o aberto V' = f(U) C R™ se, e somente se, ¢ uma aplicacao
injetiva.

Teorema 2.56. Se o difeomorfismo f: U CR® =V C R € de classe C*(k > 1) entdo
seu inverso g = f~1:V — U também ¢é de classe CF.

Demonstra¢ao. Vamos utilizar indugao em k. Para todo y = f(x) € V, temos ¢'(y) =
[f/(x)]™" = [f'(f "(y))]"", portanto a aplicacio g : V — L(R™) = R™ se exprime
como a composta
g =(nv)o fof

onde Inv leva todo operador invertivel X : R™ — R™ no seu inverso X!, f' : U —
L(R™), f"leva todo ponto # € U na derivada (invertivel) f'(z) : R™ — R™ e f~!:
V — U ¢é aplicacdo inversa de f. Sabemos que Inve C*. Portanto, se f € C* entdo
f' € C* ! e, pela hipotese de inducao, f~! € C*! logo ¢ € C*~!, como composta de
trés aplicacoes de classe C*~1. Por definicdo, isto significa que g € C*. O

Teorema 2.57. Seja F': U — R" de classe C' no aberto U C R™. Se, para algum
a € U, a derivada f'(a) : R™ — R" € injetiva entao existem § > 0 e ¢ > 0 tais que
B = B(a,d) C U e, para quaisquer x,y € B tem-se |f(z) — f(y)| > clz — y|. Em
particular, a restricio F|B € injeliva.

Demonstragao. A fungdo u +— |f'(a) - u| é positiva em todos os pontos u da esfera
unitaria S™~1, a qual é compacta. Pelo Corolario 2.36, existe ¢ > 0 tal que | f'(a)|-u| >
2¢ para todo u € S™!. Por linearidade, segue-se que |f’(a) - v| > 2c - |v| para todo
v € R™. Para todo x € U, escrevemos

r(z) = f(x) = fa) = f'(a)(z —a).
Entao, para z,y € U quaisquer, temos
f(@) = fy) = f(a)(x —y) +r(z) —r(y).

Levando em conta que |u + v| > |u| — |v|, segue-se que

[f(@) = f)l = [ (a)(z—y)| = |r(z) —r(y)l
> 2 fr—yl=[r(@) —ry)l.
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Observamos que a aplicagao r, acima definida, ¢ de classe C', com r(a) = 0.
Pela continuidade de 7" existe 6 > 0 tal que |z —a| < § = z € U e |[I'(x)] < c.
A desigualdade do valor médio, aplicada a r no conjunto convexo B = B(z;0) nos
assegura que se x,y € B entao |r(z) —r(y)| < c|x —y|. Consequentemente, x,y € B =
|f(x) = f(y)| = 2c|lz — y| — clz —y|, ou seja, |f(z) — f(y)| > ez — y|, como queriamos
demonstrar. O]

Teorema 2.58. (DIFERENCIABILIDADE DO HOMEOMORFISMO INVERSO) Seja
f U — V um homeomorfismo diferencidvel entre os abertos U,V C R™. Se para al-
gum x € U, a derivada f'(x) : R™ — R™ é um operador invertivel entdo o homeomor-
fismo inverso g = f~' .V — U é diferencidvel no ponto f(z), com ¢'(f(z)) = [f'(x)]™*

Demonstragao. Se x,x + v € U, escrevemos f(z) =y e f(x +v) =z + w. Entao

w = f(z+v)— f(z)=f(x) v+r(v) onde hm@—Oe

0 |v|
vo= 9(f(x +v)) — g(f(z)) =g(y+w) —g(y)
Para provar que f'(z)~! ¢ a derivada de g no ponto y, escrevamos
9y +w) —g(y) = f(z)™ - w+ s(w) (2.25)
s(w)
e mostremos que hm ﬁ = 0. Entretanto na igualdade 2.25 com as expressoes de v
w

e w acima obtldas vem:

v=f'(z)7f(z) - v+r0)]+ s(w),

ou seja,
v=0v+ f'(z)"" (o) + s(w),
donde
_ s(w) o) ol
s(w) = —f'(z) L. r(v), logo = —f'(z) 1.2
|wl lv|  |w]
isto é:
s(w) ., r(v) |
S LORE .
[w vl (e +v) = [(@)]
Quando w — 0, tem-se v — 0 pela continuidade da g e rv) — 0. Além disso, pelo

[l

Teorema 2.57, existem § > 0 e ¢ > 0 tais que |v| < ¢ implica

_ €T clv ortanto |U|
|f(z +v) = f(z)] > c|v], portant [f(x +v) — f(z)]
s(w)

Assim, hm — =0. O
0 |wl

<

ol

Vamos utilizar o lema a seguir para concluir a demonstracao do Teorema da Apli-
cacao Inversa.

Lema 2.59. Sejam U C R™ aberto e g : U — R" diferencidvel no ponto a € U, com
g'(a) : R™ — R™ sobrejetiva. Se a € um ponto de minimo local de |g(z)|,z € U, entdo

g(a) =0.
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Demonstra¢ao. Se a € um ponto de minimo local para |g(z)|, serd também um ponto de
minimo local para a fungio ¢ : U — R, definida por ¢(z) = |g(x)|* = (g(x), g(z)), logo
¢'(a) = 0. Mas, como ¢'(a) -v =2(g¢'(a) - v,¢'(a)), isto significa que g(a) é ortogonal
a imagem de ¢'(a), a qual é R"™. Logo g(a) = 0. ]



3 Teorema da Funcao Implicita e
Teorema da Funcao Inversa

Estes teoremas sao de grande relevancia na area de analise matematica para funcoes
de n varidveis e aplicacoes diversas envolvendo equacgoes diferenciais e equacoes algé-
bricas nao lineares. Utilizamos como referéncias principais deste capitulo Lima (2018)
e De Oliveira (2014).

3.1 Teorema da Funcao Implicita

Neste momento, apresentamos a demonstracao do Teorema da Funcao Implicita
em R?, seguindo Lima (2018), a fim de fixar ideias. Posteriormente, apresentamos o
Teorema da Funcao implicita no R"™.

Dada f : U — R, definida no aberto U C R?, e fixado ¢ € R, dizemos que a
equagdo f(z,y) = c define y implicitamente como funcdo de = quando existe uma
fungao £ : I — R, definida num intervalo I C R, tal que f(z,y) = ¢ < y = &(x). Isto
quer dizer que f~1(c) é o grafico da fungao &.

Exemplo 3.1. E mais comum que uma equacao do tipo f(z,y) = ¢ defina y em funcao
de z, ou z em funcdo de y, apenas localmente. Por exemplo, seja f : R? — R dada
por f(z,y) = x*> + y* e tomemos ¢ = 1. A equagdo 2 + y? = 1 nao define y como
fungao de z (nem x como fungao de y). Por exemplo, para cada = € (—1,1) existem
dois valores de y tais que 2 + y? = 1. Mas se tomarmos U; = {(z,y) € R*y > 0} e
Uy ={(z,y) e Ry <0}, Us = {(x,y) € R% x>0} e Uy = {(z,y) € R% z < 0} entao
a equagao z2 + y*> = 1 equivale a y = v/1 — 22, quando (z,y) € U, equivale a y =
—V/1 — 22, quando (z,y) € Uy, a x = /1 — 4%, quando (z,y) € Us e ax = —/1 — ¢,
quando (x,y) € Uy. Como o circulo S* = {(z,y) € R? z* + y? = 1}, conjunto de todas
as solugoes (z,y) da equagiao x? + y*> = 1, esté contido na reunido dos quatro abertos
Uy, Us, Us e Uy, dizemos que a equacao 22 +y? = 1 define localmente y como funcao de
x, ou z como funcdo de y. Isto quer dizer que cada solucao (xo, yo) desta equagao esta
contida em algum aberto U; tal que f~'(1) N U; ¢ o gréifico de uma fungao = = £(y),

ou y = &().

Vale observar que uma equacao do tipo f(x,y) = ¢ pode nao definir nenhuma
funcao, basta que ¢ ndo esteja no conjunto imagem da funcao. Por exemplo, 22 +y%+1 =
0 nao possui solu¢oes reais (z,y). Logo, nao define y como fungao de x nem x como
funcao de y. Mesmo que f(x,y) = ¢ possua solucoes, elas podem nao definir funcdes.
E o caso de 22 +4? = 0; a tinica solucdo é (0,0), que obviamente ndo ¢ grafico de uma
fungio definida num intervalo nao-degenerado. Outro exemplo é o seguinte: (0,0) é

%)
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solucdo de 22 + y? = 0, mas para nenhum aberto V contendo a origem, a interseccao
F7H0)NV ¢ o grafico de uma funcao y = £(x) ou z = ((y), pois tal intersec¢ao contém
sempre dois segmentos de reta de inclinacao £1 que se cortam na origem.

Depois destes exemplos, enunciamos o teorema:

Teorema 3.2. (TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA) Sejam f : U — R uma
funcao de classe C*(k > 1), definida num aberto U C R?, e (zo,y0) € U tal que

f(zo,y0) = ¢, g—i(xo,yo) # 0. Entdo existe um retdngulo aberto I x J, de centro
(w0, 0), tal que f~(c) N (I x J) € o grifico de uma fungdo & : [ — J, de classe C*.
Tem-se '(x) = —g%gz estas derivadas sendo calculadas no ponto (x,&(x)).

A afirmagao f~'(c) N (I x J) é o grafico de uma fungao & : I — J significa que
para cada x € I, existe um tinico y € J com f(x,y) = c¢. Poe-se y = {(x); a funcao
¢ : I — J diz-se “definida implicitamente”, no aberto I x J, pela equagao f(z,y) = c.

o 0 .
Demonstracao. Para fixar ideias, suponhamos —f(xo,yo) > 0. Como —f é continua,

Jy oy
existem § > 0 e € > 0 tais que, pondo I = (xg — 0,20 +6) e J = (Yo — €, yo + €),
_ 0 _
temos I x J C U e a—f(:v,y) > 0 para todo (z,y) € I x J. Entado, para todo z € I,
Yy

a funcio y — f(z,y) ¢ estritamente crescente no intervalo J. Em particular, como
f(zo,y0) = ¢, temos f(zg,y0 —€) < c e f(xg,yo + €) > c. Pela continuidade de f,
podemos supor 0 suficientemente pequeno de modo que, para todo x € I, tenhamos
f(z,yo—¢€) < ce f(x,yo+€) > c. Em virtude do Teorema 2.42 existe, para cada x € I,
um tnico y = £(x) € J tal que f(x,y) = c. Tem-se obrigatoriamente y € J, portanto
fH NI xJ) = f(c)N(IxJ) é o grafico de uma funcdo £ : I — J. Vamos mostrar
que £ é de classe C*, ou seja, que existe &'(x) para todo z € [ e que &' : [ — R & de
classe C*~1.

Escrevendo k = £(z+h) —&(x), temos {(x+h) = &(z) +k, logo f(z+h,&(z)+k) =
f(z,&(x)) = c. Pelo Corolario 2.51, existe 6, com 0 < 6 < 1, tal que

0= f(z+hE(@)+k) - flo&) =

(z + Oh, &(x) + 0k).h + g—‘;(as + 0h, £(x) + 0k).k

of
Ox
Assim,

Ea+h)—¢x)  k  S(x+06h¢(x)+ 0k)

h S h 9w+ 0h,E(x) + 0k)

Segundo o Lema 2.52, £ é continua. Isto significa que }llirr(l)k = 0. A continuidade
_>

das derivadas parciais de f nos da portanto

of
eo) — i M @) 9" EW
h—0 h ﬁ(l« 5(35))
oy’

Se f € C!, sendo %, g—g’j e £ continuas, esta formula mostra que & é continua. Logo,

£ e Ch Se f e C? entao % , g—i e £ sao de classe C'. A formula que da £ mostra
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entdao que & ¢ também de classe O, isto ¢, £ € C?. E assim por diante: se f € C*,
entao & € C*. O

Trataremos agora de funcoes implicitas com um ntimero qualquer de variaveis. No
teorema abaixo representaremos os pontos de R"™! por pares (z,y), onde z € R" e
y € R.

Teorema 3.3 (TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA). Seja f : U — R uma funcdo
de classe C*(k > 1), definida num aberto U C R™™. Se um ponto p = (xg,y0) € U
¢ tal que f(p) = c e %(p) # 0, entao existem uma bola B = B(xo,d) C R" e um
intervalo J = (yo — €,90 + €) tais que f~1(c) N (B x J) é o grdfico de uma fungio
£:B — J, de classe C*. Para todo x € B, tem-se

of

o a—xi(%f(%)) -

a—xi(»’lf) =97 (i=1,...,n)
a—y(ﬂf,ﬁ(ﬂ?))

A fungdo y = £(z) diz-se “definida implicitamente pela equagao f(z,y) = ¢”. A
afirmagao de que f~!(c) N (B x J) é o grafico de uma fungao significa que, para cada
x € B existe um unico y = &(x) € J tal que f(z,y) = c¢. Evidentemente, &(zo) = .

Demonstracao. Nao ha diferenga essencial entre o caso geral e o ja demonstrado, em que

n = 1. No entanto, vamos repetir a prova. Para fixar ideias, seja ——(xg, 79) > 0. Como

dy

0
8_f é continua, existem § > 0, e > 0 tais que, pondo B = B(xg;0) e J = (yo — €, yo + €)
Yy

— 0 —
temos Bx JCUe 8_f > ( para todo ponto (x,y) € B x J. Entao, para todo = € B,
Y

a funcdo y — f(x,y) ¢é estritamente crescente no intervalo J = [yo — €, yo + €. Como
f(zo,y0) = ¢, segue-se que f(xg,x9 —€) < c e f(xg,z9+ €) > c. Pela continuidade
de f, podemos supor ¢ tao pequeno que, para todo = € B, tenhamos f(z,yo —€) < ¢
e f(x,yo + €) > ¢. Em virtude do Teorema 2.42, existe, para cada x € B, um tnico
y = &(x) € J tal que f(z,y) = c. Tem-se obrigatoriamente y € J, logo f~*(c)NBxJ) =
fHe)N (B x J) é o grafico de um fungao & : B — J a qual, pelo Lema 2.52 é continua.
Mostraremos agora que, em todo ponto x € B, existem as derivadas parciais de &.
Com efeito, pondo k = k(t) = &(x + te;) — &(x), temos &(x + te;) = &(x) + k, logo
[l +te, §(x) + k) = f(x,8(x)) = ¢,V € (=6,9).
Pelo Teorema 2.51, para todo t € (—0,d) existe 6 = 6(t) € (0, 1) tal que

0= f(z+te,&(x) + k) — f(x, &) =

_ %(x + Ote;, &(x) + k) - t + Z—ch(x + Ote;, £(x)0k) - k.

Logo

{(z+te) —E(x) k g—gﬁ:(x + Ote;, E(x) + 0k)
t t 9 '

Pela continuidade de &,



58 Teorema da Funcao Implicita e Teorema da Funcao Inversa

A continuidade das derivadas parciais de f nos da entao

of
06 1) _ i S 1) = ) _ 5"
ow; t—0 n 8f _
a—y(ﬂﬂ, &(x))

Sendo f € C1, resulta desta formula que as derivadas parciais de £ sao continuas,
logo € € C'. Se for f € C?, entdo suas derivadas parciais sao de classe C'!'. Como ja
temos & € C!, resulta ainda da formula acima que as derivadas parciais de & siao de
classe O, logo & € C2. E assim por diante: f € C* = ¢ € C*. O

Considerando o aberto V = B x J C R""!, 0 teorema acima diz que, nas condicoes
das hipoteses, tem-se

fHenV ={(z,&(x)) e R"" ;2 € B}
Em outras palavras, f~1(c) NV é o gréafico da fungao £ : B — J.

Observacao 3.4. Evidentemente, nao ha nada de especial quanto a tltima coordenada,
exceto simplificar a escrita na demonstragdo. Se, para algum inteiro i € [1,n + 1],
tivermos g—i(zo) # 0 onde zg € U e f(z) = ¢, existird um aberto V' 3 z, tal que, para
z € V, a equagao f(z) = c¢ definird z; = {(z1,- -+ ,@i—1, Tiy1, -+ , Tnt1) como funcdo
das outras n coordenadas e f~1(c) NV sera o grafico dessa funcao &, de classe C*. De
modo geral, se grad f(z9) # 0 e f(z9) = ¢ entao existe V 3 zg aberto tal que f~!(c)NV

¢ o grafico de uma funcao real de n varidveis, de classe C*.

3.2 Teorema da Funcao Inversa

Fizemos a demonstracao deste importante teorema da Anélise Real como LIMA
(2004). Este teorema permite estabelecer a existéncia de uma funcao inversa, f~!,
para uma funcao f continuamente diferenciavel, embora possa ser necessario fazer uma
boa restricao para o dominio, ou seja, estabelecer uma relagao localmente na vizinhanca
de um ponto da fungao f.

Para realizar a demonstracao deste teorema vamos nos preocupar com trés pontos
importantes. O primeiro ponto da demonstracao é assegurar que a funcao seja local-
mente injetiva, isso é possivel através do Teorema 2.57. O segundo ponto é garantir
que a inversa na vizinhanca também seja diferenciavel, utilizaremos o Teorema 2.58
da Diferenciabilidade do Homeomorfismo Inverso. Por fim, precisamos garantir que a
relacao seja sobrejetiva.

Teorema 3.5. (TEOREMA DA FUNCAO INVERSA) Seja f : U — R™ de classe
Ck(k > 1) no aberto U C R™. Se a € U € tal que f'(a) : R™ — R™ ¢ invertivel entdo
existe uma bola aberta B = B(a; ) C U tal que a restricio f|B é um difeomorfismo
sobre um aberto V> f(a).

Demonstracao. Diminuindo 0, se necessario, no Teorema 2.57 podemos admitir que
B = Bla: 0] C Ueque f éinjetiva no conjunto compacto B, logo é um homeomorfismo
de B sobre f(B). Além disso, como f’(x) depende continuamente de z e todo operador
linear suficientemente proximo de um invertivel é também invertivel, podemos supor
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que, para todo = € B, a derivada f/(z) : R™ — R™ é um isomorfismo. Pelo Teorema
2.58, basta entdo mostrar que f(B) C R™ é aberto. Seja entdo ¢ = f(p),p € B.
Chamando de S = Sla, §] a esfera que ¢ a fronteira de B, a injetividade de f|B assegura
que g ¢ f(5), logo existe € > 0 tal que |f(x) — q| > 2¢ para todo x € S, pois f(S5) é
compacto. Afirmamos que B(q;e) C f(B). Com efeito, se y € B(q;€), entao, pondo
g(z) = f(r) —y, o minimo de |g(x)|,quando z varia no compacto B, nio é atingido
num ponto x € S pois x € S = |f(z) — y| > € enquanto |f(p) —y| = |¢ — y| < €, com
p € B. Assim, o minimo de |f(z) — y|, # € B é atingido num ponto z, € B. Pelo
Lema 2.59, isto implica que esse minimo é zero, portanto y = f(zy), donde y € f(B),
ou seja, B(q;€) C f(B). ]

Outra demonstracao do Teorema da Funcao Inversa

Para esta demonstracao utilizamos como referéncia De Oliveira (2014). A demons-
tragao ocorre como consequéncia do Teorema da Fungao Implicita.

Teorema 3.6. (TEOREMA DA FUNCAO INVERSA) Seja F: U — R™, uma fun¢éo
de classe C', definida num aberto U CR", e p € U tal que JF(p) € invertivel. Entao,
eriste um conjunto aberto X contendo p, um aberto Y contendo F(p), e uma func¢ao
G:Y — X de classe C* que satisfaz F(G(y)) =y, para todo y € Y, e G(F(z)) = z,
para todo v € X . Além disso,

JG(y) = JF(G(y)) ™", paratodoy €Y.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que nestas condicoes, a funcao é bijetora
e terd inversa, em seguida, mostramos como conseguir a formula de diferenciacao.
Escolhendo U, se necessario, pelo Lema 2.53, podemos assumir que F' é injetiva. A
funcao
5(1‘,y> = F(ZE) -y

para (z,y) em U x R", ¢é de classe C!, com &(p, F(p)) = 0, e satisfaz g—g(p,F(p)) =
x

JF(p). Do Teorema 3.3 segue que existe um aberto Y contendo F(p) e uma fun¢io
G :Y — U de classe C! tal que £ (G(y),y) = F(G(y)) —y = 0, para todo y € Y. Tsto
e,

F(G(y)) =y, para todoy € Y.

Portanto, o conjunto Y estd contido na imagem de F. Como F' é continua e injetiva,
o conjunto X = F~1(Y)) é aberto, contém p e F ¢ uma bije¢cao de X em Y.

A identidade F'(G(y)) = y, para todo y € Y, implica que G aplica Y em X. Como
F é bijetiva de X em Y, a funcao G é bijetiva de Y em X.

Para a formula da diferenciacdo: Se escrevermos F(x) = (Fi(z),---,F,(x)) e
G(y) = (G1(y), - ,Gn(y)). Derivando (G1(F(z)), - ,G,(F(x))) obtemos

1 8yk aﬂfj 8SCJ' 0 se 1 75 ]
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3.3 Aplicacoes

Nesta segao apresentamos alguns exemplos de aplicagoes. Vamos comecgar com um
exemplo de aplicacao do Teorema da Funcao Implicita.

Exemplo 3.7. Seja f : R? — R definida por f(x,y) = 2? + y*. Para todo (x,y) € R?,

0 0
temos —f(:zc,y) = 21 e 6—f(x,y) = 2y. A equagao z? + y*> = c define o conjunto

ox

vazio quando ¢ < 0. O Teorema 3.2 nao se aplica, pois ndo existe o ponto (xg, o) tal
que f(zg,y0) = ¢. Quando ¢ = 0 a equagao x> + y*> = 0 é satisfeita apenas quando

x =y = 0. Agora existe (zg,yo) mas g((), 0) = g—f(0,0) = 0. Quando ¢ > 0, a
€T Y

equagiao x? + y? = c define a circunferéncia de centro na origem e raio \/c, a qual nao
é grafico de fungdo alguma do tipo y = £(z) nem x = ((y), pois hé retas verticais e
horizontais que a cortam em dois pontos. Mas se considerarmos os abertos

Vi ={(z,y) € R%y >0}, Vo = {(z,y) € R*y < 0}

Vs ={(z,y) e R%z >0}, Vo= {(z,y) € R*z <0}

veremos que f1(c) NV e f~(c) N Vy sdo graficos das fungoes &;,& @ (—1,1) - R
dadas por & (z) = V1 — 22, &(x) = —v/1 — 22, enquanto f~1(c)NVz e f~1(c) NV} sdo
graficos de &,&, : (—1,1) — R dadas por &(y) = /1 — 4?2, &4(x) = —y/1 — 3%, Assim,
em V) e V5 a equagao 22 + y? = ¢ (com ¢ > 0) define implicitamente y como fungao de
x enquanto em V3 e V define x como funcao de y. Evidentemente, salvo na vizinhanca
dos quatro pontos (£+/¢,0), (0, £4/c) tem-se a opgao de tomar y como funcio de x ou
x como funcao de y.

O proximo exemplo ¢ uma aplicacao do Teorema da Funcao Inversa.

Exemplo 3.8. Seja f : R? — R? dada por

f(z,y) = (e" cosy, e” seny)
Evidentemente f é de classe C*°. Sua matriz jacobiana é

e*cosx —e*seny

Jf(x,y) = e“seny e*cosy

Como o dJf(z,y) = € # 0, logo f'(z,y) : R? — R? ¢ um isomorfismo, para todo
(z,y) € R?. Pelo Teorema da Fungao Inversa f ¢ um difeomorfismo local (nao é global
pois f(z,y +27) = f(x,y)), ou seja, f admite inversa local em qualquer ponto de R2.

Exemplo 3.9. Dadas as matrizes x, m € M (nxn), dizemos que x é uma raiz quadrada
de m quando x? = m. Nem toda matriz m possui raiz quadrada: como d(x?) = (dx)?,
uma condicao necessaria é que dm > (0. Mas esta condi¢ao nao € suficiente pois é facil
ver que, embora a matriz
e { -1 0 }
1 -1
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tenha determinante positivo, nao existe x € M(2 x 2) tal que x* = m. O Teorema
3.5 pode ser usado para mostrar que toda matriz proxima da identidade I, tem raiz
quadrada. Com efeito, consideremos a aplicacao f: M(n xn) — M(n xn), f(x) =
x?%, de classe C*. Sua derivada num ponto x € M(n x n) ¢ a transformagao linear
f(x) : R™ — R"*, dada por f(x)-m=m-x+x-m. Em particular, para x = I,
tem-se f'(I,)-m = 2m, logo f'(I,) : R” — R™ & um isomorfismo. Segue do Teorema
3.5 que existe um aberto U em M (n X n), contendo a matriz identidade, restrita ao
qual f é um difeomorfismo sobre o aberto V = f(U). Assim, para toda matrizy € V,
existe uma Unica matriz x = |/y € U tal que x? = y. Além disso, a aplicacio
1V = U, y— /yéde classe C™.






4 Propostas de atividade para
trabalhar funcoes reais de varias
variaveis no Ensino Médio

As propostas de atividades que seguem foram pensadas de forma a motivar os alu-
nos, aproximando as ferramentas existente com reflexoes cotidianas que valorizem o
conhecimento cientifico. Com essas propostas visamos proporcionar ao professor pro-
blemas em que eles possam, além de trabalhar a sua resolucao, explora-los para a
formacao cidada do aluno, o que acreditamos ser uma boa forma de mostrar a impor-
tancia da matematica e torna-la prazerosa.

4.1 Atividade 1: Equilibrando as financas

Esta atividade tem o proposito de apresentar aos estudantes uma funcao real de
varias variaveis.

Propor aos alunos para, em grupos, criarem uma planilha para gerenciar a vida
financeira de uma familia, logo levantarao hipdteses sobre ganhos, gastos e economias.
Socializar e discutir as ideias enriquecera a atividade. Apos esta etapa, propor ao
aluno anotar gastos que ele tem em sua residéncia, nominalmente e nao monetario.
Aparecerao gastos que esquecemos no nosso cotidiano como: bebidas, lanches, roupas,
jogos, etc.

Retomar a planilha realizada por eles, colocando estes gastos no planejamento da
familia e descobrir se houve déficit orcamentério, ou nao. Serd que algum planejamento
prevé a criacao de uma poupanca, seja para a aposentadoria, ou outro motivo que o
cidadao considere importante?

Um primeiro passo pode ser compreender a expressao entre o(s) ganho(s), gastos
e valor poupado de uma pessoa economicamente ativa. Para esta atividade vamos
considerar a obtencao da renda (ou ganhos) para o més de forma fixa. No entanto,
sabemos que a renda pode variar com outros valores como, comissoes, férias, décimo
terceiro e possiveis horas extras. Além disso, para pessoas que sao empreendedoras,
e possuem seu proprio negocio, esta renda pode variar. Sendo assim, x denotard o
salario, vy, o n-ésimo gasto e z o valor poupado. Assim, depara-se com uma equacao
do tipo:

r—(yi+yat ..ty —2=0

ou ainda
r—y—2=0 (4.1)

63
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onde .
Y= Un
n=1

Discutir a equagdo (4.1) com os alunos auxiliard na compreensao matematica de
funcao real de varias variaveis e na aprendizagem de conceitos de educacao financeira,
permitindo planejar-se melhor para o futuro.

Desta forma podemos introduzir a nocao de funcao real de varias variaveis para os
alunos da seguinte forma:s:

z:x—y:x—Zynzx—(y1+y2+.-.+yn)

n=1

ou ainda
2= f(@, 1,02, yn) = — (1 + 2+ ... +Un)

onde z = f(x,y1,Y2, - yn) representa a poupanca em funcao do salario mensal e dos
gastos mensais.

4.2 Atividade 2: Computacao grafica: converter ima-
gem colorida em monocromatica

Esta atividade também tem o propoésito de apresentar aos estudantes funcao real
de varias variaveis.

Primeiramente, precisamos entender o funcionamento do sistema RGB. Sua nomen-
clatura vem das siglas da cor vermelha, verde e azul, em inglés: red, green e blue. Essas
trés cores sao as primarias para os aparelhos eletronicos e a combinacao na tela enviam
a informacgao para nosso cérebro tons diferentes.

No software Paint, incluso como um acessorio no sistema operacional do Windows,
da Microsoft; e utilizado para a criacao de desenhos simples e também para a edicao
de imagens, é possivel encontrar em “editar cores” o sistema RGB, veja Figura 4.1.
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Figura 4.1: Imagem no software Paint

Na Figura 4.1 vemos a cor preta como cor sélida e os codigos do vermelho, verde
e azul estdo com o valor 0 (zero). Ao colocar outros valores para os codigos vamos
formar novas cores solidas. E importante observarmos que os valores numeéricos para
os codigos podem variar de 0 a 255.
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Para esta atividade usaremos como imagem a bandeira do Brasil, ou seja, cons-
truiremos no software Paint a imagem desta bandeira considerando, para cada cor, os
valores numéricos de acordo com a Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Cores no Paint

Cor solida | codigo do vermelho | codigo do verde | codigo do azul
Verde 30 189 78
Amarelo 240 230 13
Azul 50 47 203

Como resultado, obtemos a Figura 4.2.

Figura 4.2: Bandeira do Brasil, Colorida

Num segundo momento, os alunos irao explorar o software Paint, e responder as
seguintes perguntas:

1. Qual a cor solida se todos os valores numéricos dos codigos forem 07

2. Qual a cor solida se todos os valores numéricos dos codigos forem o méximo, ou
seja, 2557

3. Quais sao as cores solidas se um dos valores numéricos dos codigos for o maximo
e os outros dois 0 minimo?

4. Qual a cor solida se todos os valores numéricos dos codigos forem iguais, porém,
distintos do valor maximo e do valor minimo?

As respostas para as perguntas acima serdao: Na pergunta 1, a cor sélida obtida
serd preto. Na pergunta 2, a cor solida obtida serd branco. Na pergunta 3, se o
valor maximo (255) for colocado para o codigo vermelho, a cor solida serd um tom de
vermelho; se o valor maximo for colocado para o cédigo verde, a cor sblida serd um
tom de verde e finalmente, se o valor maximo for colocado no codigo azul, a cor solida
serd um tom de azul. Na pergunta 4, a cor s6lida obtida serd um tom de cinza.

Na sequéncia o professor convidara os alunos para transformar a bandeira colorida
em uma com cores em escala de cinza.

Para descobrir os novos valores que deverao ser colocados em cada codigo os alunos
deverao utilizar a seguinte funcao f : [0,255] x [0,255] x [0,255] — Z definida por:

O,30-x+0,59-y+0,11-zJ
3

o= |
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onde x denota o valor do c6digo a ser inserido no vermelho; y denota o valor do co6digo
a ser inserido no verde e z denota o valor do codigo a ser inserido no azul.

O simbolo [-] é utilizado na defini¢do da “func¢do piso” e representa que devemos
tomar o maior inteiro menor que ou igual a

0,30-2+0,59-y+0,11- 2
3

(4.2)

Os valores que aparecem na média ponderada na equacao (4.2), 30% para vermelho,
59% para o verde e 11% para o azul, foram sugeridos pelo Wikipedia.*

A resposta da aplicacao desta funcao para obtermos os varios tons de cinza é apre-
sentado na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Cores no Paint

Lo codigo do codigo do codigo do
cor s6lida Vern%elho Velgf;de azgul .y, 2)
verde 30 189 78 143,03] = 43
amarelo 240 230 13 169, 71] = 69
azul 50 47 203 |21,68] =21

Assim, para substituir a cor sélida verde por um tom de cinza devemos colocar o
codigo 129 tanto para o vermelho, quanto para o verde e azul. Para substituir a cor
solida amarela devemos colocar o codigo 209 tanto para o vermelho, quanto para o
verde e azul. Finalmente, Para substituir a cor sélida azul devemos colocar o codigo
65 tanto para o vermelho, quanto para o verde e azul. O resultado é apresentado na
Figura 4.3.

Figura 4.3: Bandeira do Brasil, escala cinza pela média ponderada

Thttps://pt.wikipedia.org/wiki/N%C3%ADvel _de_cinza
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4.3 Atividade 3: Maximizacao da area de um quadri-
latero

O objetivo desta atividade é trabalhar o conceito de maximizacao de uma funcao
de varias variaveis.

Problema: A quantidade de aves que podem ser criadas depende da area cons-
truida da granja. Se um avicultor dispoe de 800 metros de muro para a construcao da
granja, a qual deve ser retangular, qual a medida dos lados desta granja de forma a
maximizar a sua area?

Vamos denotar por z e y o comprimento dos lados desta granja e por A(x,y) a area
desta granja, conforme a Figura 4.4.

X

Figura 4.4: Retangulo com area maxima

Sabemos que o perimetro da granja retangular ¢

2z 4 2y = 800
que equivale a
x +y =400
y =400 —z (4.3)

A area A(x,y) da granja retangular é dada por:
Az, y) =zy (4.4)

Substituindo a equacao (4.3) na equagao (4.4), temos:

A(x,400 — z) = (400 — x)

A(x,400 — z) = 400z — 2

E possivel observar que a funcdo que representa a area da granja tornou-se uma
funcao de uma variavel cujo grafico é uma parabola concava; assim, o vértice desta
parabola representa o ponto méaximo desta curva.

Dada a simetria da parabola, a abscissa do vértice da parabola pode ser obtida pela
média aritmética das rafzes x; e xy da equacao do segundo grau: 400z — 22 = 0. Como
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as raizes desta equacao sao 1 = 0 e x5 = 400 a abscissa do vértice da parabola sera
x = 200. Logo, da equacao y = 400 — 200 temos y = 200.

Portanto, esta granja, para ter area maxima, deverd ser construida com lados de
comprimento 200 metros, ou seja, esta granja serd construida no formato de um qua-
drado. Além disso, podemos concluir que a area desta granja serda A(200,200) =
200 - 200 = 40.000 metros quadrados.

4.4 Atividade 4: Maximizacao da area de um quadri-
latero justaposto

Problema: Com a demanda crescente, o avicultor pretende construir uma nova
granja para a criacao de outras aves. Para isto ele dispoe, novamente, de 800 metros
de muro para construcao do segundo barracao, o qual deve ser construido de forma
retangular e justaposto no primeiro, afim de aproveitar uma parte do muro. Qual
devera ser a medida da largura e comprimento desta nova granja?

Vamos denotar por z e y o comprimento dos lados desta granja e por A(x,y) a area
desta granja, conforme a Figura 4.5.

y — 200

200 BARRACAO 1

200 x
Figura 4.5: Retangulo justaposto com area méaxima

Agora o perimetro do barracao retangular seréa:
2r — 200 + 2y = 800

que equivale a

x 4y = 500

y =500 —=z (4.5)
A area A(z,y) da granja retangular é dada por:

Alz,y) = zy (4.6)

Substituindo a equacdo (4.5) na equagao (4.6) temos:
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A(z,500 — 2) = 2(500 — ) (4.7)

E possivel observar que a funcdo que representa a area da granja tornou-se uma
funcao de uma variavel cujo grafico é uma parabola concava; assim, o vértice desta
parabola representa o ponto méaximo desta curva.

Dada a simetria da parabola, a abscissa do vértice da parabola pode ser obtida pela
média aritmética das raizes x; e x5 da equacao do segundo grau: 500z — 22 = 0. Como
as raizes desta equacao sao 1 = 0 e x5 = 500 a abscissa do vértice da parabola sera
x = 250. Logo, da equacao y = 500 — 250 temos y = 250.

Portanto, esta granja, para ter area maxima, deverd ser construida com lados de
comprimento 250 metros, ou seja, esta granja serd construida no formato de um qua-
drado. Além disso, podemos concluir que a &area desta granja serda A(250,250) =
250 - 250 = 62.500 metros quadrados.






5 Consideracoes Finais

No desenvolver deste trabalho foi possivel fazer uma breve introducao histérica
sobre o desenvolvimento do Teorema da Funcao Implicita, apresentar como diferentes
personagens contribuiram para o desenvolvimento da matematica, em especial dos
teoremas centrais deste trabalho.

Definimos conceitos importantes do espaco euclidiano, R™, aplicagoes continuas,
conjuntos abertos, conjuntos fechados, conexidade, derivadas e diferenciabilidades no
espaco n-dimensional que podem ser aplicados a um modelo matematico. De posse
destes resultados foi possivel enunciar, demonstrar e apresentar aplicacoes do Teorema
da Funcao Inversa e do Teorema da Funcao implicita.

Posto isso, percebemos que é importante o professor dominar as ferramentas de
trabalho e a construcao adequada dos conceitos de funcao, pois as habilidades deste
conteido sdo firmadas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) que preconiza
competéncias, as quais os alunos devem dominar ao longo de sua jornada no ensino
basico. Assim, propomos atividades que estimulem o estudo de funcoes de vérias
variaveis para o ensino médio.

As propostas tentaram introduzir reflexoes a respeito de temas relevantes, a saber:
modelagem da vida financeira, introducao a computagao gréfica e otimizacao de funcao.

Devido aos poucos trabalhos de pesquisa neste tema no repositorio de dissertagoes
do PROFMAT, podemos indagar sobre o interesse dos discentes, uma vez que foi
encontrado apenas um trabalho para a pesquisa “func¢ao implicita” de Husein (2014) e
outro para “funcao inversa” de Tezoto (2014).

Conseguinte, com a apresentacao deste trabalho, esperamos colaborar com o desen-
volvimento de pesquisas no programa nesta temética.
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