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Resumo

O cerne deste trabalho consiste em apresentar uma grande variedade de aplica-
¢oes do Calculo Diferencial e Integral na Termodinamica. Para tanto foi necessario
abordar defini¢oes classicas do Calculo.

Exploramos intimeros exemplos envolvendo: temperatura, calor e dilatacao tér-
mica.

Além disso, elaboramos experiéncias para apresentar a dilatacao térmica em sala
de aula.

Palavras-chave: dilatacao térmica, termodinamica, derivada, integral.






Abstract

The core of this work is to show a wide variety of applications of Differential
and Integral Calculus in Thermodynamics. For that, it was necessary to approach
classical definitions of Calculus.

We explore numerous examples involving: temperature, heat and thermal ex-
pansion.

In addition, we prepare experiments to introduce the thermal expansion in the
classroom.

Keywords: thermal expansion, thermodynamics, derivative, integral.
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Introducao

No ensino médio o tema dilatacdo térmica ¢é tratado geralmente como uso de
substituicao de féormulas, com valores previamente apresentados, em que os alunos
pouco trabalham o pensamento critico-matematico. Neste contexto, essa dissertacao
de mestrado propoe uma investigacao das féormulas para descobrir exatamente a
justificativa de como estas sao apresentadas. Além disso, tratamos de problemas
classicos da Termodinamica, em particular aqueles que envolvem dilatacao térmica,
em situagoes instigantes envolvendo o Célculo Diferencial e Integral.

Finalizamos este trabalho com sugestoes de experiéncias praticas nas quais a
dilatacao térmica pode ser compreendida de modo simples.

Mas especificamente, no Capitulo 1 apresentamos os pré-requisitos do Calculo
Diferencial e Integral que serao necessarios no desenvolvimento dos capitulos posteri-
ores. Observamos que os temas tratados foram abordados de maneira bem elementar
e breve, o intuito foi de destacar determinados elementos, e suas principais proprie-
dades, que sao essenciais ao longo deste trabalho. No Capitulo 2 exploramos varios
problemas envolvendo Termodinamica usando, nas resolucoes, ferramentas classicas
do Célculo Diferencial e Integral. Por fim, no Capitulo 3 elaboramos exemplos de
como se pode trabalhar com dilatacao térmica em sala de aula através de aulas
praticas do Ensino Médio (2° ou 3°).

Observamos que as referéncias bibliograficas usadas foram citadas por ordem de
leitura do texto.
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1 Pré-requisitos de Calculo

O objetivo deste capitulo é apresentar, de forma sucinta, alguns dos elementos
principais do Célculo Diferencial e Integral relacionados as fun¢des de uma variavel,
ou seja, aquelas fungoes que tém como dominio e contra-dominio a reta R, um
intervalo da reta ou reunidao de intervalos.

Observamos que, de agora em diante, a menos que se diga o contrario, sempre
que nos referirmos a uma funcao estara implicito que se trata de uma funcao de
uma variavel real, cujo dominio D; é a reta R ou um intervalo da reta ou uma
reuniao de intervalos.

Inicialmente, apresentamos a definicao de limite de uma funcao que é fundamen-
tal para as defini¢oes posteriores deste capitulo.

Para maiores informagoes sobre os topicos abordados neste capitulo sugerimos a
referéncia [1], [2].

1.1 Nocoes de Limite e Derivada

Definicao 1.1. Limite

Sejam f uma funcao e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um dos
intervalos que compoem o dominio de f. Dizemos que f tem limite L, em p, se,
para todo € > 0 dado, existir um 6 > 0 tal que, para todo x € Dy,

O<|z—p|<d=|f(x)—L|<e

Tal ntimero L, que quando existe é tinico, serd indicado por lim f(z).
T—p

Ou seja,
lim f(z) = L & Ve > 0,30 > 0 tal que, para todo z € Dy
Z—p O<l|r—p|<d=|f(x)—L|<e.

19



20 Pré-requisitos de Calculo

A seguir apresentamos uma representacdo geométrica da definicdo anterior.

Figura 1.1: Gréfico de uma fungao f(x)

Yk

Fonte: Elaborada pela autora.

Destacamos as seguintes propriedades de Limite em que consideramos as hipo-
teses lim f(x) = Ly e lim g(z) = Lo,
T—p T—p

) I f(z) + g(x)] = L + Ly = lim f(x) + lim g(a)

T—p

b) limkf(x)=k-Ly =k- ;:1{)1]1) f(z), para alguma constante k.

T—p

¢) lim f(x) - g(x) = Ly - Ly = lim f(x) - lim g(x).

T—p T—p T—p
. f(x) Ly
d) ilir})m =L desde que Ly # 0.

Exemplo 1.2. Calculemos 1iI% (52 — 8):
T—

lim (52° —8) = li_>1%5x3+1i_>rr%(—8) = 5-lim 2° +lim(—8) = 5-2° —8 = 40— 8 = 32.

z—2 r—2 r—2

Definicao 1.3. Funcgao continua
Sejam f uma funcao e p € Dy. Dizemos que f é continua em p quando ilg}lj f(z)

existir e além disso,
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lim f(x) = f(p)-

T—p

Ainda, quando f é continua em todos os pontos de seu dominio dizemos que f
¢ continua.

Exemplo 1.4. A funcio f(z) = 52® — 8 do exemplo anterior é continua em 2, pois:

lim f(z) =32 = f(2).

T—2

A seguir apresentamos a definicao de derivada de uma funcao.

Definicao 1.5. Derivada de uma fungao
Sejam f uma fun¢ao e p um ponto de seu dominio.
O limite

o 1) = 1)

T—p x_p

quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p).
Assim

f/(p> = lim f(l‘) B f(p)

T—p x—p

Se f admite derivada em p, entao diremos que f é derivavel ou diferenciavel
em p.

Além disso, a reta de equagao

y—f(p)=f'(p)-(x—p)

é, por definicdo, a reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)). Assim, a
derivada de f, em p, é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no
ponto de abscissa p.

Exemplo 1.6. Seja f(x) = z?

grafico de f no ponto (1, f(1)).
Com efeito,

e calculemos f'(1) e a equagao da reta tangente ao

=limz+1=2
r—1
Logo, f'(1) = 2.

Agora, sabemos que a equagao da reta tangente ao grafico de f no ponto (1, f(1))
é dada por

y—f1)=fQ1)-(z—-1)
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Logo, como f(1) =1e f'(1) =2, temos a equagao:

y—1=2-(z—-1)
y =2z — 1.

Geometricamente:

Figura 1.2: Grafico da reta tangente

fla) =a2? y
y=2r—-1
F)p---- |
1
|
1 )
Fonte: Elaborada pela autora.
Observacao 1.7. Sejam f uma funcao e p € Dy.
Tem-se,
. f(l‘) — f(p) _ gl
91;{}110 Ty f'(p) &
_flp+h)—flp) _
lim - = f'(p),
desde que p+h € Dy.
d d
Além disso, f'(p) pode ser denotada por df(p) ou d—y(p), em que y = f(z).
x x

Agora vamos apresentar algumas regras que permitem derivar uma variedade de
funcoes, muitas delas serao aplicadas nos exemplos posteriores.

Regra 1 - Derivada de uma funcao constante

Se f é constante, isto é, f(x) = k, Vz € R entao:
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df d

— = —(k)=0.
dx dx()

Por exemplo, se f(z) = 8, entao:

i d

= —(8)=0.
dx d:z:()

Regra 2 - Regra de potenciacao para inteiros positivos

Se n for um inteiro positivo, entao:

d n—1
=n-x
dx
Assim, se f(x) = 2%, entdo:
d .
4 3
xt = 4a°.
dz

Regra 3 - Regra da multiplicacao por constante

Se u é uma funcao derivavel de x e k é uma constante, entao:

d du
—(ku) =k - —.
(k) o

Em particular, se n é um inteiro positivo, entao:

d

%(cx”) =c-n-zY

Por exemplo, se f(z) = 322, entdo:

d
@(3x2):3~2'x:6x.

Regra 4 - Regra da derivada da soma

Se u e v sdo fungoes derivaveis de x, entdao a soma u + v é derivavel em qualquer
ponto onde ambas sejam derivaveis. Nesses pontos,

i(u—l—v)—d—u—l—dl
dx Cdx  dx’

Assim, se f(r) = 2? + 12z, entdo:
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Regra 5 - Regra da derivada de funcao exponencial
Quando aplicamos a definigdo de derivada a f(x) = a”, para qualquer constante

positiva a, temos que a derivada é dada por

d

x — x '1 .
—dx(a )=a"-Ina
Por exemplo, se f(z) = 2%, entao:

d
—(2*) = 2% - In2.
7-(27) n

Além disso se f(x) = e® entdo:

da
dx

(") =€ -lne=¢e"-1=¢€".

Regra 6 - Regra da derivada do produto

Se u e v sao fungoes derivaveis de x, entao o produto uv também é e ainda

i(uv) = ud—v + v%
dz T dx dz’

Assim, se f(z) = (z* + 1) - (2® 4+ 3), vamos determinar a derivada de f(z).
Aplicamos a regra do produto, com u = 2% +1e v = 23 + 3:
d
(@) @) = (2 1) () + (0 +3) - (20)
= 3z + 322 + 22" + 6z
= 5z + 32% + 6z.

Regra 7 - Regra da derivada do quociente

- - .. - . u -, .
Se u e v sao fungdes derivaveis em z e se x # 0, entdo o quociente — é derivavel
v
em x e

xr°< —

———, vamos determinar a derivada f(x).
2?2 +1

Por exemplo, se f(z) =

Aplicamos da regra do quociente, com u = 22 — 1 e v = 22 + 1, temos:
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d =1\ (2*41) 20— (2>—1) 22
de \z2+1) (24 1)2

(223 + 22 — 22° + 27)
(22 4+ 1)?

B 4x
- (.71:2 i 1)2‘

Regra 8 - Regra da potenciagao para inteiros negativos

Se n é um inteiro negativo e x # 0, entao

d

%(I") =n-z" L

Assim, se f(x) = z~%, entdo:
—
dx

Regra 9 - A regra da cadeia

Se f(u) é derivavel no ponto u = g(x) e g(z) é derivavel em x, entdo a funcao
composta (f o g)(z) = f(g(x)) é derivavel em z e vale:

(fog)(x) = f'(9(x)) ¢ (z).

Ou ainda, se y = f(u) e u = g(z), entao

dy dy du

dr  du dx
dy
onde —= é calculado em u = g(x).
u

Por exemplo, se f(z) = (3z + 1)3, vamos determinar a derivada f(z).

Seja u = 3z + 1, entdao f(z) = u3, logo aplicamos a regra da cadeia:

dy _dy du
dex  du dx
dy_ 5

d

YW _ g2,

dx
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Substituindo o valor de u temos:

dy_ 5
£—9u
dy
—~ =9.(3 1)?
o 3z +1)

d
Y 8142 + 542 + 9.
dx

Uma vez finalizado as regras de derivacao apresentamos os seguintes resultados
importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Teorema 1.8. Sejam f uma fungio e p € Dy.
Se f for derivdvel em p, entdo f serd continua em p.

Teorema 1.9. Teorema do Valor Médio

Se f for continua em [a,b] e derivdvel em (a,b) entdo existirda pelo menos um c
em (a,b) tal que

f(b) = f(a)

b—a 1),

ou seja,

f(0) = fla) = f'(c) - (b—a).

A seguir apresentamos uma consequéncia importante do Teorema do Valor Médio
e seu corolario.

Teorema 1.10. Seja f continua no intervalo [a,b.

Se f'(z) = 0 em todo x € (a,b) entdo, existirdi uma constante k € R tal que:
f(z) = k,Vx € [a,b].

Corolario 1.11. Sejam f e g fungoes continuas no intervalo [a,b]. Se f'(x) = ¢'(x)
em todo x € (a,b), entdo existird uma constante k € R tal que

g(x) = f(z) + k, Vx € [a,b].

Finalizamos esta secao com a nocao de Taxa de Variagao.

Suponhamos que uma particula se desloca sobre o eixo x com funcao de posicao
x = f(t). Isto significa dizer que a fungdo f fornece a cada instante a posi¢ao
ocupada pela particula na reta. A velocidade média da particula entre os instantes

ft+ AL - f(t), onde Az = f(t+At)—f(t) éo

deslocamento da particula entre os instantes t e t + At. A velocidade da particula
no instante ¢ é definida como sendo a derivada (caso exista) de f em ¢, isto é:

t e t+ At é definida pelo quociente
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o(t) = 5 = (1)

Assim, pela definicao de derivada,

A aceleragao no instante ¢t é definida como sendo a derivada em ¢ da fungao

v =0(t):

dv  d*z
=g =

Pela definicao de derivada,

v(t + At) — v(t)
At

O quociente

é a aceleracao média entre os instantes t e t + At.

Exemplo 1.12. Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que no instante ¢ a

posicao x é dada por o = t2, t > 0, onde z ¢ dado em metros e t em segundos.

a) Determine as posi¢oes ocupadas pela particula nos instantes t =0, t =1et = 2.

Fonte: Elaborada pela autora.

b)Qual a velocidade no instante ¢?
dz
— =2t
dt
A velocidade no instante t é v(t) = 2t(m/s).

t T
n 0
1 1
1
2 1 [ @ L L L
t=0 t=1 b=2
3 9
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¢)Qual a aceleracao no instante ¢?

d*r

dt?
A aceleragao no instante t é a(t) = 2m/s? e é constante.

d)Esboce o grafico da fungao de posigao.

Fonte: Elaborada pela autora.

1.2 Nocoes de Integral

Definicao 1.13. Particao de um intervalo

Uma parti¢do P de um intervalo [a, b] é um conjunto finito P = {zq, z1, 22, ..., T, }
onde a =x9g <21 < Ty < ..<x,=0>0
Uma particao P de [a, b] divide [a,b] em n intervalos [z;_1,x;], i = 1,2, ..., n.

a=mxg T T3 ;1 T Tpn-1 x,=0b

Fonte: Elaborada pela autora.

A amplitude do intervalo [x;_1, x;] serd indicada por Ax; = x; — z;_1. Assim:
Axry =11 — 19, Ay = 19 — 171 €tc.

Os ntmeros Az, Axs, ..., Az, nao sao necessariamente iguais; o maior deles
denomina-se amplitude da particdo P e indica-se por marAw;.
Uma particao P = {xg, 21, %2, ..., 2, } de [a,b] serd indicada simplesmente por

Pa=zry<zi1<19<..<2,=0
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Definicao 1.14. Soma de Riemann

Seja f uma funcdo definida em [a,b] e P :a =29 < 21 < 23 < ... < x, = b
uma partigdo de [a,b]. Para cada indice i(i = 1,2,3,...,n) seja ¢; um nimero em
[x;_1, ;] escolhido arbitrariamente.

Ccy C2 (& Cpn

a=xT9 x T2 Ti—1 i Tn—1 b==x,

Fonte: Elaborada pela autora.

Pois bem, o niamero

n

Y fle)Ax; = fler)Azy + fe2)Awy + ... + f(en) Ay

i=1

denomina-se soma de Riemann de f, relativa a particao P e aos ntimeros c;.

Definicao 1.15. Integral de Riemann

Sejam f uma funcao definida em [a,b] e L um nimero real. Dizemos que

> f(ci)Az; tende a L, quando mazAz; — 0, e escrevemos
i=1

n

lim > f(¢;)Az; =L

méxAx;—0 %
i=l

se, para todo € > 0 dado, existir um ¢ > 0 que s6 dependa de € mas nao da particular
escolhida dos ¢;, tal que

n

> fle)Az; — L

1=l

<€

para toda parti¢do P de [a,b], com maxAz; < 4.
Tal ntimero L, que quando existe é tnico, denomina-se integral de Riemann

b
de f em [a,b] e indica-se por / f(z)dz. Entao, por definigao,

n

/ab f@)ydz = lim S f(e)Ax;.

maxAx;—0 4
=l




30 Pré-requisitos de Calculo

b
Se / f(z)dz existe, entao diremos que f é integravel(segundo Riemann) em

) b
[a,b]. E comum referimo-nos a / f(z)dz como integral definida de f em [a, b].

A seguir apresentaremos as propriedades das integrais definidas. As demonstra-
¢oes de cada propriedade podem ser encontradas no livro [1].
Suponha que f, g : [a,b] — R sejam integraveis.

Propriedade 1 - Ordem da integracao

/ab f(z)dz = - /ba f(z)dz.

4
Por exemplo, se / f(z)dx = —2, entao:
1

1 4
| f@de =~ [ fayde = —(~2) =2
4 1
Propriedade 2 - Intervalo de comprimento zero

/aa f(z)dx = 0.

Assim, se f(z) = 4z, entdo:

2 472
drde = ——
/2‘“” 2

422 422 16 6 _,
2 2 2 2

2

Propriedade 3 - Multiplicagcao por constante

/ab kf()de = k/abf(m)dx, V.

4
Por exemplo, se / f(z)dz = —3, entao:
1

/14 —f(z)dz = — /14 f(x)dr = —(-3) =3
Propriedade 4 - Soma e subtracao
/ab(f(x) + g(v))dr = /abf(x)dx + /abg(x)dx,

1 1
Assim, se / f(z)dx=5e / g(x)dz =7, entao:
—1 -1
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/_11[2f()+3g x—Z/ dm+3/ )dr =2-5+3-7=31

Propriedade 5 - Aditividade

/ dx—i—/ dx—/ f(z)dx .

1
Por exemplo, / f(z)dx=5e / f(z)dx = —2, entao:
1 1

/if(w)da?:/11f(9€)dx+/14f(x)dx:5+(_2):3

Propriedade 6 - Desigualdade max — min

Se f tem o valor méximo maz f e o valor minimo minf em |a, b], entao

minf - (b— a) S/abf(a:)da:gmaxf-(b—a) :

1 3

Assim, " / Ja da ¢ 2

ssim, vamos mostrar | (14 cosx)dx é menor que 5
Temos que o valor maximo de /(1 + cosz) ao longo de [0,1] é VI +1 = /2,

portanto

/Olq/(l—l—cosx)dxg V3 (1-0)= V3.

1
Como / 1 + cosx)dx esta limitada superiormente por v/2, a integral ¢ menor
LV ) p por v/2 g
ue —.
R

Propriedade 7 -Monotocidade
b b
f@) = g@) em [a,b] = [ f(a)de = [ gla)de

f(z) >0 em [a,b] = / x)dxr >0 (Caso especial)

Por exemplo, vamos mostrar que / sendzdr < / ! sen’dx, entao:
0 0

Sabemos que f(z) = senx, logo 0 < senx < 1,Vx € [0, 7).

Com isso:

0<senx <1
0 < senz < sen’x

s

s
I I
/ sen3a:dw§/ sen’dz,
0 0
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1.3 Teorema Fundamental do Calculo

Finalizamos este capitulo com um dos teoremas mais importante do Célculo, a
saber, o Teorema Fundamental do Célculo, que sera apresentado em duas partes.

Para tanto faz-se necessario o conceito de Primitiva de uma funcao: dada uma
fungao f : [a,b] — R dizemos que F' : [a,b] — R é uma primitiva de f se F for
derivavel e ainda

F'(z) = f(x),Vx € [a,b].

Além disso usaremos o seguinte resultado que garante a existéncia de integral
"Teorema 1.16".

Teorema 1.16. A existéncia das integrais definidas

Uma fungao continua definida num intervalo [a,b] € integrdvel. Isto é, se uma
fungao f € continua em um subintervalo [a,b], entdo sua integral definida em |a, b
existe.

Historicamente nas ciéncias Newton e Leibniz, foram os pioneiros e mostraram
que se uma determinada quantidade pode ser calculada por exaustao (somas de
Riemann, por exemplo), entdo poderia ser calculada muito mais facilmente com o
uso de antiderivagao, entendida como o processo de achar uma fun¢do conhecendo
a sua derivada. Este importante resultado é denominado Teorema Fundamental do
Célculo e é um dos mais importantes de toda a matematica. Este teorema relaci-
ona derivadas e integrais e mostra que elas sdo, de uma certa maneira, “operagoes
inversas”.

A abordagem de Newton do problema do calculo de areas parece, a primeira vista,
paradoxal, consiste em substituir o problema do calculo da area de uma regiao fixa
pelo calculo da area de uma regiao variavel.

E facil descobrir qual é a funcdo que nos da a area da regido variavel, pela
demonstracao do teorema Fundamental do Calculo, segue a interpretacao.

A interpretacao do Teorema Fundamental do Calculo

Se f(t) for uma funcdo integravel em um intervalo finito I, entdo a integral de f
de um numero fixo a € I até outro nimero = € I definird uma nova funcao F' cujo
valor em z sera

Pla) = [ by (1)

Por exemplo, se f for ndo negativa e x fica a direita de a, F(x) é a area sob o
grafico de F' de a até = (figura 1.3). Para cada valor da variavel independente x,
existe um valor bem definido F'(z), neste caso, a integral de f de a até x.
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Figura 1.3: A fungao F(z)

/\kym/

drea = F(x)

Fonte: Elaborada pela autora.

A expressao em (1) fornece um caminho para definir novas fungoes, mas a impor-
tancia de a mencionarmos agora esta na relagao que ela estabelece entre integrais e
derivadas. Se f for qualquer fungdo continua, entao o teorema fundamental afirma
que F' é uma funcao derivavel de x cuja derivada é a prépria f. Em cada valor de
T, tem-se

R = o [ = o).

Para entender melhor o que esse resultado representa, vamos examinar os argu-
mentos geométricos por tras dele. Se f > 0 em [a,b], entdo, para calcular F'(x),
segundo a definicdo de derivada, temos de tomar o limite da razao incremental
quando h — 0, isto é,

F/(x):hEI})F($+h]z_F<x)-

Para h > 0, obtemos o numerador subtraindo duas areas, logo ele é a area sob a
curva de f de x até x+ h (figura 1.4). Se h é pequeno, essa area é aproximadamente
a area do retangulo de altura f(z) e largura h, como se vé na figura 1.4.
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Figura 1.4: Representagdo de F(xz + h) — F(z) e um valor aproximado.

Y

0 @ x x+h b

Fonte: Elaborada pela autora.
Ou seja,
F(x+h)—F(x)~h- f(z).

Dividindo os dois lados dessa aproximacao por h e considerando h — 0, é razoavel
esperar que

P = ]lllg(l] F(x—l—hi)l—F(x) _ f(a).

Esse resultado, vale mesmo que a funcao f nao seja positiva, e forma a primeira
parte do teorema. Faremos agora uma prova do teorema fundamental para uma
funcao continua arbitraria.

Teorema 1.17. Teorema Fundamental do Cdlculo, parte 1

Se f € continua em [a,b], entdo F(x) = / f(t)dt é continua em [a,b] e derivdvel
em (a,b) e sua derivada é dada por

()= [ foyde = (o).
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Demonstrag¢io. Para provarmos consideremos f(¢) uma fungao continua em um in-
tervalo I, entao a integral definird uma nova fungao F' cujo valor em x sera

Flz) = / " F(t)dt Ve € [a, ]

Vamos usar a definicdo de derivada, quando x e z + h estdo em (a,b). Isso
significa escrever a razao incremental,

F(x+h) — F(x)
) @)

e mostrar que seu limite quando A — 0 é o nimero f(x) para cada = em (a,b).
Logo:

F(x+h) — F(z)

WCETE
xz+h T
:}%M* feye— [ f(t)dt]
z+h
=lmy ), SWd

De acordo com o Teorema do Valor Médio para integrais definidas, existe um
numero c entre x e (z + h), tal que:

F(e)h = /:+hf(t)dt -

[ s = o).

Quando h — 0, x + h, aproxima-se de x, empurrando ¢ também na direcao de
x (pois ¢ fica entre z e z + h). Como f é continua em x, f(c) aproxima-se de f(x),
quando h — 0, isto é,

lim f(c) = f().

h—0

Em conclusao temos:

F/(z) = lim / byt =

h—0 h

F(z) = lim f(c) = f(x).
h—0
Se x = a ou b, entdo o limite da expressao (2) é interpretado como um limite
lateral com h — 0" ou h — 07, respectivamente. Assim o teorema 1.10, demonstra

que F' é continua para qualquer ponto de [a, b]. Isso encerra a demonstragao.
]
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Vamos agora a segunda parte do Teorema Fundamental do Célculo. Essa parte
descreve com calcular integrais definidas sem ter que calcular limites da soma de
Riemann.

Teorema 1.18. Teorema Fundamental do Cadlculo, parte 2
Se [ € continua em qualquer ponto de [a,b] e se F' € qualquer primitiva de f em
[a, b], entdo

/a " Ft)dt = F(b) — Fla).

T

Demonstragio. Seja G dada por G(z) = / f(t)dt. Logo G'(z) = f(z), portanto G

a
¢ uma primitiva de f.

Se F' for qualquer primitiva de f, entdao F'(z) = G(x)+ C para alguma constante
C, a <z < b (pelo Corolario 1.11). Uma vez que tanto F' quanto G sdo continuas
em [a,b], vemos que F(z) = G(z) + C' também aplica quando z = a e © = b,
considerando-se limites laterais (quando z — a™ e x — b7).

Calculando F'(b) — F(a), temos:

F(b) — F(a) = [G(b) + C] — [G(a) + C]
=G(b) - Gla)

_ /abf(t)dt _ /aaf(t)dt

:/abf(t)dt—o

]

Entao para calcular a integral definida de f em [a, b], tudo o que precisamos fazer
utilizando o teorema ¢é :

1. Determinar uma primitiva F' de f.

b
2. Calcular o nimero / f(z)dx = F(b) — F(a)

a

A notagao usual para F'(b) — F(a) é

F(x)

a

Exemplo 1.19. Agora vamos ver alguns exemplos de integrais:

) /026:c2 dr = 6(?)‘2: 209 = 2.2 2.0 =16

7" T
b)/ cost dr = sen:v‘o = senm —sen0 =0
0
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3 r4 d 41d
=5 VEde—2 [

= {x% —2In x]j
—[42 —2In4] — [12 — 2In 1]
=[8—1In16]-[1—0] =7 —1In16.
Exemplo 1.20. Determinaremos as areas através de primitivas:
2

a) Vamos calcular a area delimitada pelo eixo = e pela parabola y = 6 — x — z~.

Para determinar onde a curva cruza o eixo x colocamos o y = 0, logo:

6—x—2>=0
(z+3)(x—2)=0
r=-3oux=2

Fungao cujo gréfico é dado na figura 1.5 ndao negativa em [—3, 2].
A drea ¢ :

~[2-2 el
-(2-2-- (-18-3+)
125
6

Fonte: Elaborada pela autora.
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Note que a area calculada na figura 1.5, coincide com o calculo de dois tergos da
base vezes a altura:

3

6

2 5 25 125
' ( 4 )

E importante ressaltar que essa férmula foi descoberta a muito tempo por Ar-
quimedes (287 —212a.C.) que foi um dos maiores mateméticos dos tempos cléssicos.
Ele descobriu que a area sob um arco parabélico é dois tercos da area da base vezes
a altura ou quatro tercos da area do triangulo.

Essa formula fantastica, ele chamou de quadratura da parabola, que consistia
em construir um quadrado que tinha a mesma area do segmento parabdlico. Essa
tarefa nao era tao trivial, pois os tinicos recursos usados pelos gregos eram régua e
compasso. Arquimedes usou métodos mecanicos e geométricos. Com argumentos
logicos e principios geométricos, demonstrou que a a area do segmento parabdlico
¢ quatro tercos da area de um tridngulo com a mesma base e a mesma altura.
Arquimedes aprimorou esse método geométrico chamado método da Exaustao. A
grosso modo, o método da exaustao consistia em aproximar a area de uma regiao
curva pela inscrigado de um poligono com drea conhecida. Mais detalhes consulte [3].



2 Aplicacoes de calculo:
aquecimento, dilatacao térmica

Neste capitulo vamos entender como acontece algumas situagoes da Termodina-
mica: como aquecimento, retracdo e dilatacao. A partir dai, conhecer a definigao,
tendo a oportunidade de estudar as férmulas e um aprofundamento nas aplicagoes
utilizando o calculo. Mas para isso precisamos de alguns conceitos, que podem ser
encontrados nas referéncias [4] e [5].

Temperatura é um conceito fundamental da Termodinamica. A palavra é tao
familiar que muitos de nés - por causa da nossa sensacao intuitiva de quente ou
frio - tendemos a achar que se trata de um conceito trivial. O nosso “sentido de
temperatura”, no entanto, nem sempre é confidvel. E um dos efeitos provocados
pelo aumento da temperatura é a dilatagao dos corpos, que veremos a seguir com
mais detalhes.

As substancias na natureza se apresentam em trés estados diferentes: estado
solido, estado liquido e estado gasoso. Esses estados sao perceptiveis a olho nu pelos
nossos sentidos. Contudo ¢é possivel ter uma visao microscépica das substancias. Os
liquidos e os gases nao apresentam uma estrutura atomica organizada.

Ja o estado sélido apresenta volume e forma bem definida e é resistente a de-
formacao e se caracteriza por uma propriedade chamada rigidez. Essa propriedade
sob ponto de vista microscopico é devido a estrutura atémica onde os seus atomos
encontram-se relativamente préximos um dos outros ligados por forgas elétricas de
grande intensidade que os mantém em posigoes definidas.

A grande maioria dos sélidos apresentam-se sob a forma de cristais. Alguns
materiais s6lidos nao apresentam uma estrutura ordenada de seus atomos como
ocorre nos cristais. Eles sdo chamados sélidos amorfos, sendo o vidro, o asfalto, o
plastico, e a borracha alguns exemplos.

No estado liquido a matéria nao tem forma propria e apresenta volume constante.
Isso porque as moléculas que compoem o liquido:

-nao se encontram tao fortemente ligadas como nos sélidos,
-possuem mais liberdade de movimento que no estado sélido, escorregando facil-
mente umas sobre as outras.

No que segue exploraremos a expansao térmica sob ponto de vista forcas inte-
ratomicas.

Vamos entender porque quando aumentamos a temperatura de um sélido, este
se expande, e muitas outras informagcoes, segundo as referéncias [4], [5], [6] e [7].

39
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Os atomos de um soélido cristalino se mantém coeso num arranjo tridimensional
chamado rede cristalina e é semelhante a forcas interatémicas exercidas como molas,
vibram em torno de suas posi¢oes, com uma amplitude que aumenta de acordo com
a temperatura. Se o sélido todo expande, logo a distdncia média entre os atomos
vizinhos deve aumentar.

O gréfico (Figura 2.1) mostra a curva de energia potencial U(r) entre um par de
atomos vizinhos, onde r é a separacao média. A energia potencial tem um minimo em
r igual a ry que ¢ o espacamento que os atomos teriam préximo a uma temperatura
do zero absoluto. Mais importante ainda, a curva nao ser simétrica, subindo mais
rapidamente ao tentarmos aproximarmos os atomos (r < rg), que quando tentamos
afasté-los (r > rp). As “molas” interatomicas evidentemente nao obedecem a lei
de Hooke, onde a teoria diz que a distensao de um objeto elastico é diretamente
proporcional & forca aplicada sobre ele.

Essa falta de simetria é a responsavel pela expansao térmica.

Abaixo temos um grafico (Figura 2.1) que mostra que quando a energia E au-
menta, acarreta um aumento de temperatura onde os atomos podem mover entre os
limites maiores.

Figura 2.1: Curva da energia potencial de um par de atomos

Energia Potencial —

Energias Vibracionais

fonte: sistemas.eel.usp.br

Essa expansao térmica é bastante acentuada nos metais, se pretendemos reduzir,
acrescentamos outras ligas de metais como Ni, Fe e Cr para diminuir o efeito. No
caso de ceramica ¢ muito pequena, logo aparece trincas.

As dilatagoes podem causar grandes transtornos se nao forem levadas em conta
nas construgoes de estradas, pontes, edificios e até fiacoes elétricas.

O aquecimento leva o sélido a dilatar-se em todas as dire¢des, mas podemos
estudar um caso especifico.
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A dilatagbes podem ocorrer no comprimento, em toda sua drea ou até em todo
o volume.

A partir de agora vamos estudar como se calcula a dilatagao térmica em algumas
situacoes.

1.Dilatacao térmica linear

Considere uma barra de comprimento Ly, se a temperatura for aumentada AT,
entdo o comprimento da barra aumenta uma quantidade AL.

Figura 2.2: Uma barra sendo aquecida

S

_TG

- T

._-_‘[_
r--

Fonte:sobiologia.com.br

Experimentalmente pode-se observar que AL = L — Ly corresponde ao intervalo
de temperatura AT = T — Ty que é proporcional ao comprimento Ly da barra e
também ao AT. Ou seja:

AL~ Ly- AT.

Para transformar essa proporcao em igualdade, é preciso definir uma constante
de igualdade que é denominada coeficiente de dilatacao linear, denotada por «a;, que
depende do material. Assim,

AL =« LO - AT.
Logo a férmula do comprimento final:

L=Ly+ AL
L:L0+04LOAT

A constante «, denominada coeficiente de dilatacao linear, depende da natureza
do material. A tabela fornece o coeficiente de dilatacao linear de algumas subs-
tancias (Figura 2.3). A unidade de medida do coeficiente de dilatagdao é o °C™,



42 Aplicacoes de calculo: aquecimento, dilatacao térmica

independentemente do tipo de dilatacao. Essa unidade é assim porque esse coefi-
ciente mede a variagao em relacao as dimensoes iniciais do objeto para cada grau
celsius de variagao térmica. Fisicamente, quando dizemos que o coeficiente de dilata-
cao linear do cobre é 1,7-107?, isto significa o seguinte: se uma barra de cobre de 1m
de comprimento sofrer variacao de temperatura de 1°C, ela sofrerda uma dilatagao
de 1,7 -1075m, ou seja, terd um acréscimo de 0,000017m.

Temos a tabela construida com os dados obtidos da referéncia [8].

Figura 2.3: Tabela de coeficiente de dilatagao

Coeficientes de dilatagdo Linear
(Valores Médios)

Material Coeficiente °C!

Aco

1,1x10°

Aluminio 2,2x10°
Cobre 1,7 x10°
Concreto 1,2 x10°
Chumbo 2,7x10°
Ferro 1,2 x10°
Prata 1,9x10°
Platina 9 x10°

Tungsténio 4,3x10°
Zinco 2,6x10°
Vidro Comum 8 x10°

Vidro Pyrex 3 x10°

Fonte: Elaborada pela autora.

A seguir um exemplo de variacdo de dilatacao linear.

Exemplo 2.1. Uma barra de ferro, homogénea, é aquecida de 10°C' até 60°C.
Sabendo-se que a barra a 10°C' tem comprimento igual a 5m e que o coeficiente de
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dilatacdo linear do ferro é igual a 1,2 -107° °C'~!, vamos determinar a dilatacdo
ocorrida. Sabemos que:
Lo = comprimento inicial
Ty = temperatura inicial
T'= temperatura final
a = coeficiente de dilatacao linear
Entao:
LO =bm
Ty =10°C e T = 60°C.
a=1,2-10"%°C"1
Substituindo os valores na férmula temos:
AL =a«- Ly- AT
AL=1,2-10"°-5- (60 — 10)
AL = 3.10"3m.
Logo a dilatacao da barra de ferro é 3.10 %m.

2.Dilatacao térmica superficial

Dilatacao Superficial: é a dilatacdo na qual se consideram duas dimensoes que
se alteram com a diferenca de temperatura. Dessa maneira, podemos verificar que
a drea do corpo se amplia. E o caso por exemplo, de uma chapa de espessura
desprezivel.

Inicialmente temos uma chapa de comprimento X e largura Y. Com a dilatacao
passa a ter as dimensoes X fe Y f.

Figura 2.4: As chapas em temperaturas diferentes

Yr

Yy

Xf

Fonte: Elaborada pela autora.

A area da chapa inicial:
AO - XO . %

A area da chapa final:
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Af=Xf-Yf.
Podemos escrever que:

Yf=Yy+Yy a-AT.

Logo a area final é :

Af = (Xo + Xo- - AT) - (Yo + Yo - a- AT)
Af =Xo-(14+a-AT) Yy - (1 4+ a-AT)
Af = Xo-Yo(1+ - AT)2

Sabemos que Ay = X - Y} logo,

Af = Ay (1+a- AT)?
Af=Ap-(1+2-a-AT +a?- AT?)
Af:A0+2'AO'@‘AT+A0‘()[2'AT2

como o a? é muito pequeno, logo ele representa algo préximo de zero, temos essa
aproximacao.

Af%Ao—FQAoOéAT

Substituindo o coeficiente de dilatacao superficial 5, na féormula da area, onde
£ = 2a, temos:

Af =~ Ao+ Ay - 5 - AT.
Com isso podemos escrever a férmula final, como a igualdade:
Af =Ao+ Ao- B - AT,
Logo Af é justificada, e as aproximacoes dai decorrentes, quando desprezamos

um erro proximo de zero.

Exemplo 2.2. Uma chapa quadrada de aluminio, a temperatura de 10°C', tem lado
10cm. Vamos calcular a area final da chapa, sabendo que foi aquecida até 90°C' e
que seu coeficiente de dilatacao linear é de 2,2 - 1075°C" 1.

Abaixo temos os dados :

A 4rea da chapa ¢ Ay = 12, logo:

Ay = 100ecm?

a=2,2-107°°C"1 logo B = 2c, entdo = 4,4-1075°C~!
Ty = 10°C

T =90°C

Substituindo os valores na férmula temos:
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Af = Ag+ Ay - B AT.
Af =100 + 100 - 4,4 - 1075 - (90 — 10)
Af = 100, 352cm?.

A 4rea final da chapa quando aquecida a 90°C sera 100, 352cm?.

3.Dilatagao térmica volumétrica

A dilatagao volumétrica é a dilatagdo no qual se considera trés dimensoes que
se alteram com a diferenca de temperatura. Dessa maneira, podemos verificar que
o volume do corpo se amplia.

Inicialmente temos um cubo.

Figura 2.5: Os cubos em temperaturas diferentes.

V' = Volume final

Ly L

Fonte: Elaborada pela autora.

As arestas do cubo final aumentam com a dilatacao térmica, logo L:
L=Lo+a-Ly- AT.
Se o volume inicial é V:
Vo = Lj
O volume final é :
Vf=L3
Substituindo o novo comprimento L. no volume final temos:
Vf=L-L-L
Vi=Lo+a-Ly-AT) - (Lo+a-Ly-AT) - (Lo + - Ly - AT)
Vf=(Lo+a-Ly AT)3
Vi=L3+3-L} - a- AT +3-L3-a* - AT*+3-a3- L3 - AT?
Vi=L3-(14+3-a-AT +3-a* - AT?> +3-a3- AT?).

3

Como a? e a® sdo muito pequenos, estao préoximos de zero e Vy = L3, temos
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VirVy- (143 -a-AT).
VircVy+ V- 3a-AT.

Substituindo o coeficiente de dilatacao volumétrica v, na formula do volume,
onde v = 3a, temos:

ViaVo+Vy-v-AT.
Com isso podemos escrever a férmula final, como a igualdade:

Vi=Vo+Vy-v-AT.

Logo V' f ¢ justificada, e as aproximacgoes dai decorrentes, quando desprezamos
um erro proximo de zero.

Exemplo 2.3. Um cubo de aluminio, a 10°C', tem aresta de 10cm. Vamos calcular o
volume final do cubo, quando este é aquecido até 110°C. Considerando o coeficiente
do aluminio o = 2,2 -1075°C~1.

Utilizando os dados temos:

a = 10cm

a=2,2-107°°C"1 logo v = 3a, entdo v = 6,6 - 107°°C~!
Ty = 10°C

T =110°C

O calculo do volume de um cubo é V; = a3, logo:

Vo =103
Vo = 1000.
Substituindo os valores na féormula temos:
Vi=VW+Vo-v-AT
V f = 1000+ 1000 - 6,6 - 107° - (110 — 10)

V f = 1006, 6¢cm?.

O volume final do cubo quando aquecido é 1006, 6cm?®.
Os préximos exemplos, foram retirados das referéncias [9], [10], [11], [12] e [13].

Exemplo 2.4. Considerando um purificador de ar, tem inicialmente 30 gramas e
evapora com o seu uso. Em cada um dos casos que se seguem, vamos obter uma
formula para a quantidade restante de purificador, (), em gramas, ¢t dias apds o
inicio do uso, com o decrescimento de 2 gramas ao dia. E depois com 12% ao dia.

Podemos resolver esse problema, sabendo que é uma fun¢ao afim com quantidade
inicial Qg igual a 30 e a inclinagdo 2, de modo que:
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Q(t) = 30 — 2t.

E a quando for 12% ao dia temos uma funcao exponencial com quantidade inicial
30. E a base temos 1 — 0,12 = 0, 88, logo:

Q(t) = 30(0, 83)".

Exemplo 2.5. A liberagao dos clorofluorcarbonetos (particulas) usados em apare-
lhos de ar condicionado e em pulverizadores domésticos (como pulverizadores para
o cabelo, cremes de barbear e desodorantes) destrdi o ozonio na parte superior da
atmosfera. A quantidade de ozonio, (), esta decrescendo exponencialmente a uma
taxa de 0,25% ao ano. Qual é a meia vida do ozénio? Em outras palavras, com esta
taxa, em quanto tempo metade o ozonio desaparecera?

Vamos chamar de @)y a quantidade inicial do ozonio e t como tempo em anos,
entao:

Q = Q- 00025t

Queremos encontrar o valor de ¢t quando ) = %0, de modo que,

Qo —0,0025¢t
—_— = - e ) .
5 = Q

Dividindo ambos os lados por @,

1_
2—6

—0,0025¢

Aplicando o logaritmo natural, em ambos os lados, obtemos,

In <1> =1In 6—0,0025t
2

In <1> — _0,0025¢
2
In <1)
A

-~ —0,0025

t = 277 anos.
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Ou seja metade do ozonio presente na atmosfera desaparecerd dentro de 277
anos.

Exemplo 2.6. Normalmente temos a expansao térmica em equipamentos de pre-
cisao, os materiais em sua maioria, se expandem quando aquecidos e se contraem
quando resfriados. As dimensoes de certos equipamentos de laboratério podem ser
tao criticas que os locais onde eles sao fabricados precisam ser mantidos a mesma
temperatura dos laboratérios onde vao ser instalados. Uma tipica barra de aluminio
de 10cm de largura, a 70°F, tera:

y =10+ (T — 70) - 10~

centimetros de largura a uma temperatura 7' préxima . Suponha que vocé va usar
uma barra como esta em um detector de ondas gravitacionais, no qual a largura da
barra deve variar no maximo 0, 0005¢m em relacao aos 10cm ideais. Qual a variagao
méxima de temperatura (em relagao aos 70°F' originais) permitida para que a barra
se mantenha dentro das especifica¢oes?

Sabemos que a largura da barra deve variar no maximo 0, 0005, logo:
y =10+ (T —70)- 1074
0,0005 = 10 + (T — 70) - 1074

0, 0005
0,0001

=10+ (T — 70)

5=10+ (T —70)
0=—-60+T
T = 65°F.
A variacgdo maxima de temperatura sera de 5°F' ou seja entre,
65°F < T < T5°F.

Exemplo 2.7. Quando um prato circular de metal ¢ aquecido em um forno, seu
raio aumenta a uma taxa de 0,0lcm/min. A que taxa a drea do prato aumenta
quando seu raio é de 50cm?

Sabemos que o raio do prato quando aquecido aumenta a uma taxa de:

d
d—:; = 0,01lem/min.

Seja A, a area do prato e r o raio temos:

A=m-rZ



Aplicacoes de calculo: aquecimento, dilatacao térmica

49

Queremos a taxa da area do prato, que podemos escrever:

dA _dA dr
dt — dr dt’

Diferenciamos a equacao da taxa da area do prato, e temos:

dA_dA dr
dt — dr dt
Ay
a T A
Substituindo os valores temos:
%:271"50-0,01
dt
A
ddt = wem? /min

A 4rea do prato aumenta a uma taxa de mem?/min.

Exemplo 2.8. Quando bombeamos o ar dentro de um balao, tanto o volume como
o raio do balao crescem. Esta sendo bombeado ar para dentro de um baldo esférico
e o seu volume cresce a uma taxa de 100cm?/s. Quao répido o raio do baldo esta

crescendo quando o didmetro é 50cm?

Sabemos que tanto o volume como o raio do baldo crescem, e suas taxas de
crescimento estao relacionadas. Temos que a taxa de crescimento do volume de ar,

V' o volume do balao e t o tempo:

av
= = 100em?/s.
E o volume da esfera;
4
V= gﬂ' . 7'3
Logo podemos escrever e diferenciamos a equacao da taxa do volume esférico,
temos:
v dv dr
dt — dr dt
av dr
= 4qr?. ==
at
dr 1 dV

dt — Amr? o dt
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V
Substituimos os valores r = 25cm e pr 100cm? /s temos:

dr 1
et .1
dt  4m-252 00
dr B 1
dt 257

1
Logo o raio do balao estd crescendo a uma taxa de 25-Cm /s.
T

Exemplo 2.9. Um tanque de dgua aquecida tem a forma de um cone circular
invertido com base de raio 2m e altura igual a 4m. Se a dgua esta sendo bombeada
dentro do tanque a uma taxa de 2m?/min, encontre a taxa na qual o nivel da dgua
estard elevado quando a agua estiver a 3m de profundidade.

Figura 2.6: Tanque de dgua aquecida

Fonte: Elaborada pela autora.

Vamos chamar de V' o volume de 4dgua, r o raio da superficie, h a altura no
instante ¢, onde t estd medido em minutos.

Sabemos que i 2m?/min e precisamos achar m quando h = 3m.

Temos que o volume do cone é:
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Como temos na Figura 2.6, uma semelhanca de triangulos, podemos escrever:

r
h

_ 2
4
h
r=—.
2

Voltando ao volume temos:

Agora podemos diferenciar cada lado em relacao a t:

v _dv

dt — dh dt

dlzﬁ_hQ_@
dt 4 dt-

v

Substituindo i 2m?/min e h = 3m temos:
T dh

2=_.32.

4 k dt

_on dh

4 dt

dh _ 8

dt — 9m’

8 .
O nivel da agua estara subindo a uma taxa de 9 ~ 0, 28m/min.
T

Exemplo 2.10. Em regioes de inverno rigoroso, quando a temperatura fica abaixo
de 0°C, os lagos e rios congelam apenas na superficie. Isso ocorre porque o gelo,
menos denso que a agua, situa-se na superficie. A formacao de gelo em um pequeno

lago se d& segundo a taxa:

dy Vit
E = 7cm/h
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onde y ¢é a espessura da camada de gelo em centimetros no instante ¢ medido em
horas, a partir do momento em que o gelo comeca a se formar.

a) Estime a espessura do gelo 8 horas depois do inicio do processo.

d t
Se y = f(t), como Y [ entao:

it~ 2
dy Vi

dt 2

8 4/t
y:/ idt
0o 2

8 ¢3
= —dt
4 0o 2
_’|t§|8
Y= 3 lo
_ V8 Ve
Y773 3
\/512
y:T%7,54cm.

A espessura do gelo 8 horas depois é 7, 54cm.

b) Segundo que taxa a espessura do gelo estd aumentando depois de 8 horas?
t
Substituindo ¢ = 8h na funcao o \;—, temos,

dy V8

dt 2
b2/
)
d
d—?izl,éllcm/h

A espessura do gelo depois de 8h estd aumentando a uma taxa de 1,41lem/h.

Exemplo 2.11. Uma barra metalica esfria a partir de 1000°C" até a temperatura
ambiente, 20°C". A temperatura, H, da barra ¢ minutos depois que ela comeca a

esfriar, em °C, é dada por:

H = 20 + 980e %!

a) Vamos calcular a temperatura da barra ao final de uma hora.
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H = 20 + 980e~ %!
980
H =20+ 505

e

H =22°C

Ao final de uma hora a temperatura foi de 22°C'.

b) Vamos calcular o valor médio da temperatura durante a primeira hora.
Para isso vamos utilizar o valor médio de uma funcao. E depois substituir a e b

na primeira hora de 0 a 60 minutos.
b
/ (20 + 980e 1) dt

Vim) = b—a
1 6o
V(m) = m/o (20 + 980T )dt

1 60 L
V(m) = 7/ (20 + 980T )dt
60 Jo
1 60 60 _,,
V(m) = — ( | 20dt+ 950 | ewdt)
60 \Jo 0

60
0

1t T
— . e 10

Mas,
60
/ et dt = —
0 10

1

—10- e 410 100

—10.e7% 4+ 10 = —0,03 + 10 = 9, 97.

E temos,
60 60
20dt = 20t
0 0
=20 - 60 = 1200.
Entao,
V(m) = 1 [1200 + 980 - 9, 97|
60

V(m) = 610 11200 + 9770, 6]

1
V(m) = o - 10970,6 = 182,9 ~ 183.
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Durante a primeira hora a média da temperatura foi de 183°C'.

Exemplo 2.12. Sabemos que a queima de combustiveis fésseis gera a poluicao
atmosférica que é o grande vilao do aquecimento global, com isso, um pesquisador
universitario se preocupando com o meio ambiente, desenvolveu um motor de carro
que se acredita atender a todos os padroes estaduais de controle de emissdes. A
nova taxa de emissao do motor ¢ dada por:

E(t) = 2t?

onde estao as emissoes, em bilhoes de poluicao particulas por ano, no tempo ¢, em
anos. A emissao da taxa de um motor convencional é dada por:

C(t) =9+t

Os graficos de ambas as curvas sdo mostrados na figura 2.7 .

Figura 2.7: Grafico de taxa de emissao de particulas do motor

taxa de emissao E(t) = 2t*

Ct)=t*+9

18

t

ano de uso

Fonte: Elaborada pela autora.

a) Em que momento teremos a mesma taxa de emissao das particulas?
Isso acontecera quando:

22 =94 ¢2
t2-9=0
(t—3)(t+3)=0
t=3 ou t=-3
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Visto que o tempo negativo nao tem significado neste problema, as taxas de
emissao serao as mesmas, considerando apenas o tempo positivo, ¢ = 3, ou seja
daqui a trés anos.

b) Qual a redugao nas emissoes no resultado do uso do motor do pesquisador?

A reducao das emissoes é representada pela area da regiao sombreada na figura
2.7, C(t) =9+t*e E(t) = 2t? de t = 0 para t = 3, logo

/03[(9 +2) — 22dt — /03(9 )t

t3
= |or - g]i
33 03
= (9.3 - 3) - (9.0 - 3)
—927-9
— 18.

Sao 18 bilhoes de particulas de poluicao reduzidas em trés anos.

Exemplo 2.13. Uma fornalha para a producao de cristais é usada em uma pesquisa
para determinar a melhor maneira de manufaturar os cristais utilizados em compo-
nentes eletronicos para os veiculos espaciais. Para a producao perfeita do cristal, a
temperatura deve ser controlada precisamente, ajustando-se a poténcia de entrada.
Suponha que a relagao seja dada por:

T(w) = 0, 1w? + 2, 155w + 20
onde T é a temperatura em graus Celsius e w é a poténcia de entrada em watts.
a) Qual a poténcia necessaria para manter a temperatura em 200°C'"?

200 = 0, 1w? + 2, 155w + 20
0, 1w? + 2, 155w — 180 = 0.

Resolvendo por discriminante, temos duas raizes, sendo uma positiva e uma
negativa logo:

w' = 32,99 w” = =54, 54.
Considerando a poténcia como valor positivo, desprezamos o valor negativo.

Nesse caso, a poténcia deve ficar no limite de w = 33 watts.
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Exemplo 2.14. Um tanque de 6leo estd com uma dilatagado e provoca uma trinca.
O 6leo vaza a uma taxa de litros por hora. A taxa decresce a medida que o tempo
passa e os valores da taxa em intervalos de duas horas, sdo mostrados na tabela a
seguir. Encontre estimativas superior e inferior para a quantidade total de éleo que
vazou:

Tempo t (h) 0 2 4 6 8 10
Vazamento (€/h) 8,7 7,6 6,8 6,2 5,7 5,3

Fonte: Elaborada pela autora.

Para encontrar uma estimativa vamos usar cinco das seis medidas que o problema
nos forneceu. Se precisdssemos do valor exato, dai sim, usarfamos todas. Logo
vamos achar uma estimativa inferior, para isso vamos usar os pontos que estao na
extremidade da direita, por serem os menores que estao sendo apresentados.

Ls = f(z2) - Az + f(x3) - Az + f(xg) - Az + f(xs) - Ax + f(xg) - Ax
Ls = [f(x2) + f(x3) + f(za) + f(25) + f(26)] - A
Ls =[(7,6)+ (6,8) +(6,2) + (5,7) + (5,3)] - 2 =63, 2.
Estimativa inferior 63, 2L.

Agora vamos fazer uma estimativa superior, para isso vamos usar os pontos que
estao na extremidade esquerda, por serem os maiores que estao sendo apresentados.

Ry = f(x1) - Az + f(x2) - Az + f(xs) - Ax + f(ay) - Az + f(x5) - Ax
Rs = [f(1) + f(22) + f(xs) + f(2a) + f(25)] - Az
Rs; =[(8,7)+ (7,6) + (6,8) + (6,2) + (5,7)] - 2 = 70.
Estimativa superior 70L.

Logo a quantidade estimada de 6leo que vaza esta entre o minimo de 63, 2 litros
e o maximo de 70 litros.

Exemplo 2.15. Agua estd sendo bombeada de um tanque a uma taxa de 5—5-¢ 012

litros/minutos, onde ¢ estd em minutos a partir do instante em que a bomba foi
ligada. Se o tanque continha 1000 litros de 4gua quando a bomba foi ligada, quanta
agua resta no tanque uma hora depois?

V(t) = /t (5—5-e "2at,

to
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E com uma hora temos,

60
V(60) = / (5—5- e 012)q
0

60 60
V(60) = [ 5di— / 5. e 012y
0 0

V60) =5 [ dt—5 / 0.2t

60

V(60) = l5t +—

. o012t
0,12

0

V(60) = (300 + 0,031) — (0 + 41,67)
V(60) ~ 258, 36 litros.
Logo, V(0) — V(60) = 1000 — 258,36 = 741, 64litros.
Assim restam, aproximadamente 741, 64 litros.

Exemplo 2.16. Em um dia de inverno, um condutor da rede elétrica com compri-
mento de 101m foi aquecido pelo sol durante o dia até uma temperatura de 55°C'.
Durante a noite a temperatura ambiente era de —5°C, a partir das 20 horas. As
22 horas mediu-se a temperatura no condutor, ela passou a ser 20°C'. Supde-se que
o condutor voltara a ser aquecido pelo sol as 6 horas da manha seguinte. Busca-se
calcular a dilatacao térmica causada pela variacao de temperatura no condutor du-
rante a noite das 20 horas até 6 horas da manha. Utilizar o coeficiente de dilatagao
linear do aco sendo o = 1,1-1075 °C~ 1.

Vamos marcar a hipdtese, que sao restri¢coes adicionais de um sistema de equagoes
diferenciais.

20horas — T'(0) = 55°C.
22horas — T'(2) = 20°C.

E utilizar a Lei do resfriamento de Newton que diz que a taxa de diminuicao
da temperatura de um corpo é proporcional a diferenca de temperatura entre o
corpo e o ambiente. Para o qual 7' é a temperatura do corpo, t o tempo, k uma
constante de proporcionalidade e T'm é a temperatura ambiente. Resolvendo a
equacao encontramos que a temperatura depende do tempo.

A equacgao é dada por:

dT
= —k(T = Tm). (1)

Usando a técnica de resolucao via separagao das variaveis 1" e t, temos:
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dr

T—1m "

Integrando com respeito a T" o lado esquerdo e com respeito a t o direito, temos:

dT
— = — [ kdt
/T—Tm /

In|T —Tm|+ c; = —kt + co.

Temos que c3 = ¢y — ¢y.
Logo,

In|T — Tm| = —kt + cs.

Aplicando as propriedades exponenciais dos dois lados,

oI |T=Tm| _ ,—kt+es
T —Tm = e Ftecs,
Considerando que €% = ¢,
T—Tm=¢e".c
Temos que a solucao geral de (1) é:
T(t)=Tm+e ™ -c.
E como Tm =—5°C' temos,
T=-5+ce™.
Utilizando a hipétese para T'(0) = 55:
T(0)=—-5+c-e k0
25 =—-5+c
¢ = 60.
Utilizando novamente a hipdtese para 7'(2) = 20:
T(2) =—-5+60-e*?
20 = —5+60-e %k

25 = 60 - e~ 2k
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2
In —5 = [ne?

60

25
In 22 — —9k
160

1 925
- .InZ2
k=2 Ing

k=0,43.

-k

Da equagao da temperatura, das ( 20horas - 6horas) ou seja depois de 10 horas
podemos obter:

T(t)=—5+ce ™
T(t) = —5 + 60.c~04
T(10) = —5 + 60.¢ 0410

T(10) = —4, 24°C.

Logo a variagdo de temperatura:

AT = —4,24 — 55
AT = —59,24°C.

Agora se calcula a variagao no comprimento do fio mediante a variacao térmica
ocorrida sobre ele:

AL = LO s Qo AT
AL=101-1,1-10"°--59,24
AL = —65,81mm.

Se nao tivéssemos resolvido tal problema com célculo, essa temperatura teria
sido superdimensionada para —60°C, pois nao teriamos um valor mais preciso da
variacao, ¢ importante ressaltar também que o perfil da mudanca de temperatura
nao ¢ linear e sim exponencial, dessa forma tanto a variacao da temperatura quanto
a dilatagao nao serao lineares. Podemos concluir também que a dilatacao de uma
forma mais concreta, e segundo estudos de mecanica, se ocorrer sucessivas vezes,
pode significar problemas, pois com a contragao e alargamento, o mesmo pode vir
a se romper causando danos em larga escala.

Exemplo 2.17. Dada uma lamina metalica e se nela fizermos um furo circular
central, quando for aquecida, o furo terd aumentado ou diminuido?

E interessante notar que a maioria das pessoas nao associa fatos do cotidiano
com determinados fenémenos fisicos. Um exemplo é a tampa metalica de um pote
de vidro, ao ser aquecido, tende a dilatar-se mais que o vidro e o pote pode ser
aberto. Isso significa que, quando uma lamina com o orificio é aquecida, o furo
também se dilata como se no local dele existisse matéria, (Figura 2.8) ao contrario
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do que a maioria das pessoas costumam imaginar, ou seja que o furo se fecha com
a dilatacao.

Figura 2.8: Placas antes e depois do aquecimento

Antes do aquecimento

Placa com furo Placa sem furo

@ O

Depois do aquecimento

Placa com furo Placa sem furo

Fonte: Elaborada pela autora.

Ou seja, o disco metalico retirado vai sofrer a mesma variacao de temperatura
do que a lamina, entdao pode-se concluir que o disco continuar se encaixando per-
feitamente na lamina, tera sofrido a mesma expansao térmica que teria sofrido se
nunca tivesse de 14 sido tirado. Logo, se a lamina se expande, entao o furo aumenta.

Exemplo 2.18. Considerando essa lamina metalica com um furo circular central,
quando for aquecida. Calcule o quanto o furo teve sua area aumentada.

Como a area do furo é a mesma do disco metalico de 14 retirado, quando pro-
movida a mesma variacao de temperatura, entao trata-se simplesmente de calcular
o aumento da superficie do disco. Chamemos de a o coeficiente de dilatacao linear
do material de que é feita a lamina. Se o didmetro do disco, originalmente, era d,
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entdao, apds a variacao positiva de temperatura AT, o novo didmetro do disco, seréd
d=dy+ a-dy- AT, entao:

d=dy - (1+a-AT), (1)
onde estamos trabalhando em regiao de temperaturas em que, supostamente, o

coeficiente de dilatacao é mantido constante.
Assim a drea Af do disco circular, apds a expansao, valera:

e )

m
ou seja, (1 + a - AT)? vezes a drea inicial, onde Ay = I dz -

A2 (1+a-AT?,  (2)

SN

Af = Ao (14 a- AT)2. (3)

Podemos escrever a expressao para a nova area do disco diretamente a partir da
relacdo de dependéncia do acréscimo de superficie com a variagao de temperatura,
em analogia com a equagao (1), a expansao superficial é regida por uma constante
de dilatacao superficial 5 como ja vimos, tal que:

AS=S—Sy=p8-8,AT. (4)

Se estamos trabalhando com um sélido isotrépico (caracterizacdo de uma subs-
tancia que possui as mesmas propriedades fisicas, independentemente da direcao
considerada), temos entdo que seu comportamento frente a uma variagdo de tempe-
ratura é o mesmo ao longo de qualquer direcao escolhida. Concluimos, entao, que o
coeficiente de dilatacgao linear ao longo da dire¢ao x é o mesmo coeficiente linear ao
longo do eixo y. Logo, f = 2a na suposicao de um material isotrépico.

S=Sy+B-Sy- AT
S:SQ+20450AT

Logo teremos a equagao (5) para a nova area,
S=5-(14+2-a-AT). (5)

Neste exemplo temos a comparagao da equagao (3) com a (5), fica evidente um
falso paradoxo que se tem dois caminhos, isso acontece quando nao se da a devida
importancia ao fato que as equagoes (1) e (5) sdo aproximagoes, onde termos de
ordem superior, estao sendo desprezados. Realmente,

1+a-AT? ~(1+2-a-AT), (6)
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se a- At < 1. Este é sempre o caso, 0o que torna a questao, na pratica, irrelevante.
Pois os autores em [12] chamam atengdo para o fato, quando desprezam termos
de ordem superior, sem se entenderem em maiores consideragoes. Isto tem sua
importancia, se atentarmos para o fato de que nosso proposito, ao ensinar fisica,
nao é apenas o de fornecer "formulas que funcionam na préatica'. Mas a equagao (6)
é justificada, lembrando o bindmio de Newton e sua expansao, e as aproximagoes
dai decorrentes quando o segundo termo é muito menor do que a unidade.
A seguir veremos um exemplo disso.

Exemplo 2.19. Dado uma ladmina de aluminio quadrada de lado 40 cm, na tem-
peratura ambiente esta a 22°C, se nela fazermos um furo circular central de 20cm
de raio, e essa placa for aquecida para 72°C, calcule quanto o furo teve sua area
aumentada ? Considerar o coeficiente de dilatacio linear do aluminio o = 2,2-107°

0071‘

Como a area do furo é a mesma do disco metalico de 1a retirado, quando pro-
movida a mesma variacao de temperatura, entao trata-se simplesmente de calcular
o aumento da superficie do disco circular.

Se o diametro do disco, originalmente, era dy, entao, apds a variagao positiva de
temperatura AT, o novo didmetro do disco, d serd entao:

d=dy+a-dy- AT e temos que AT =T f — T4
d=dy-(1+a-AT),
d=40-(1+2,2-1075 (72 — 22))

d = 40, 044cm.

Logo esse serd o didmetro aumentado.

Assim a drea Af do disco circular, apds a expansao, valera

e ()

40, 044)2
2

Af=r-

Af = 1259,40cm?.
A area Af pode ser escrita também substituindo o d:
Af:%-dg-(wa-AT)?

Af:%-402-(1+2,2-10*5-(72—22))2

Af =1256,63 - (1,00220121)
Af = 1259,40cm?.
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. , , c ™
ou seja, podemos escrever também (1 + « - AT)? vezes a area inicial, Ay = 1 dz -

Af = Ay (1 +a- AT)?

Mas,
s
AO - Z . 402
Ay = 1256, 63cm?.
Logo,

Af =1256,63-(1+2,2-107°-50)?
Af = 1259, 40cm?.

Podemos escrever o acréscimo da nova area através da diferenca entre areas:
AAf =Af — Ay

AAf = 1259, 40 — 1256,63 = 2, T7cm?.

Ou escrever a expressao para a nova area do disco diretamente a partir da rela-
¢ao de dependéncia do acréscimo de superficie com a variagao de temperatura, em
analogia com primeira equacdo, a expansao superficial é regida por uma constante
de dilatacao superficial 5 como ja vimos, tal que:

=2«

AAf =Af —Ag=p0-5y- AT
Af =Ao+ B Ay AT
Af =Ag+2-a-Ay- AT
AAf=2-a-Ay- AT
AAf=2-2,2-1075-1256,63 - 50
AAf =2, 76cm?.

Logo teremos uma equagao para a nova area,
Af =Ap-(14+2-a-AT)
Af =1256,63-(1+2-2,2-1075-50)
Af = 1259, 39cm?.

Neste exemplo temos a comparagao com as solugoes,

(1+42,2-1075-50)2 ~ (142-2,2-1075 - 50),
1,00220121 ~ 1, 0022.
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Lembrando o bindmio de Newton e sua expansao, e as aproximacoes dai decor-
rentes quando o segundo termo é muito menor do que a unidade.

Exemplo 2.20. Em construcoes de pontes basculantes utilizamos uma técnica de
retracao de material . Para fazer o ponto de apoio de uma ponte basculante (Figura
2.9), uma longa haste de ago oca chamada de munhao é encolhido em um eixo de
ago.

Figura 2.9: Ponte basculante da Florida(EUA)

Fonte:mathforcollege.com

A seguir temos o encaixe do munhao figura 2.10.

Figura 2.10: Munhao

‘Munhiao

Eixo

Viga

Fonte:mathforcollege.com

Isso é feito primeiro imergindo o munhao (Figura 2.10) em um meio frio, com
uma mistura de gelo seco e alcool. Depois que o munhao atinge uma temperatura
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estavel no meio frio, o didmetro externo se contrai, e em seguida é retirado e deslizado
através do orificio do eixo (Figura 2.11).

Quando o munhao aquece, ele se expande e cria um encaixe com o eixo. Em
1995, em uma das pontes da Florida, esse procedimento de montagem nao funcionou
conforme planejado. Antes que o munhao pudesse ser totalmente inserido no eixo,
ele travou, entao um novo munhao e eixo tiveram que ser encomendados no valor
de 50.000, 00 ddlares. Juntamente com atrasos na construgao, a perda total chegou
a mais de cem mil dodlares.

Por que o munhéao travou? Isso ocorreu porque o munhao nao havia contraido o
suficiente para deslizar pelo buraco.

Agora, o mesmo projetista estd trabalhando para fazer o ponto de apoio para
outra ponte basculante. Vamos ajuda-lo para que ele nao cometa o mesmo erro?

Para esta nova ponte, ele precisa encaixar um munhao oco de didmetro externo
12,363”(31,402¢m) em um eixo de didmetro interno 12,358” (31, 389¢m). Seu plano
¢ colocar o munhao em uma mistura de gelo seco e alcool, a temperatura da mistura
é —108° F (para nds em torno —78°C') para contrair o munhao para que possa ser
deslizado pelo orificio do eixo. Para deslizar o munhao sem grudar, ele também
especificou uma folga diametral de pelo menos 0,01” (0,025¢m). Suponha que a
temperatura ambiente seja de 80°F'( em torno de 27°C'), fazer a imersao na mistura
de gelo seco e alcool é uma decisao correta?

Figura 2.11: O munhao deslizou através do eixo apds contrair

Fonte:mathforcollege.com

Olhando os registros do projetista da ponte anterior onde o munhao ficou preso
no eixo, verificou-se que ele usou o coeficiente de expansao térmica em temperatura
ambiente para calcular a contragao no didmetro do munhao. Nesse caso, a redugao,
AL no exterior didmetro do munhao é:

AL =a- Ly- AT. (1)

Onde:
Ly = diametro externo do munhao,
a = coeficiente de expansao térmica a temperatura ambiente,
AT = variacao de temperatura,



66 Aplicacoes de calculo: aquecimento, dilatacao térmica

T = temperatura final da mistura de gelo seco e alcool,
Ty= temperatura ambiente.

Substituindo os dados temos:
Lo =12,3637(31,4cm), Ty = 80°F(27°C), T = —108°F(—78°C)
a=06,47-10"6°F-!

AT =T —Tj
AT = —108 — 80
AT = —188°F.

A reducao no diametro externo do munhao é dada por:

AL =12,363-6,47 106 . —188
AL = —0,01504".

Portanto, esté previsto que o didmetro do munhao reduza em 0,01504”(0, 038cm).
Mas, isso é reducao suficiente em didmetro? De acordo com as especificagoes, que
defini uma folga de 0,01”, ele precisa do munhao para contrair de:

=12,363 — 12,358 + 0,01
= 0,015".

Entao, de acordo com os calculos, basta colocar o munhao de ago em gelo seco
e alcool mistura para obter a contragao desejada de 0,0157(0,038cm), pois ele esté
prevendo uma contragao de 0,01504”(0,038¢cm). Mas, conforme mostrado no gra-
fico (Figura 2.12), o coeficiente de expansao térmica do ago diminui com a queda
da temperatura e nao é constante ao longo da faixa de temperatura do munhao.
Portanto, a féormula acima superestimaria a contracao térmica. Este é o erro que ele
cometeu nos calculos da ponte anterior.

Figura 2.12: Grafico de coeficiente de dilatagdao térmica
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Nesse grafico o coeficiente de expansao térmica varidvel estda em funcao da tem-
peratura para aco fundido. Para encontrar a contracao de um cilindro de ago imerso
em um banho em gelo seco e alcool liquido, é necessario conhecer os dados do coefi-
ciente de expansao térmica em funcao da temperatura. Esses dados sdo fornecidos
para o aco na Figura 2.13 .

Figura 2.13: Tabela de coeficiente de dilatagao térmica

Temperatura’F | coeficiente de dilatagdo linear ( %/ °F)
80° 6,47 x 10°
60° 6,36 x 10°®
40° 6,24 x 10°®
20° 6,12 X10*®

0° 6,00 x 10°®
-20° 5,86 x 10°
-40° 5,72:x10"
-60° 5,58 x 10°®
-80° 5,43 x10°
-100° 5,28 x 10°®
-120° 5,09 x 10°®
-140° 4,91x10°
-160° 4,72 x 10°®
-180° 4,52 x 10°
-200° 4,30 x 10°
-220° 4,08 x 10°
-240° 3,83x10°
-260° 3,58 x10°
-280° 3,33x10°
-300° 3,07 x10°
-320° 2,76:10"
-340° 2,45 x 10°

Fonte:

Elaborada pela autora.

A contracao no didmetro do munhéao para o qual o coeficiente de expansao tér-
mica varia em funcao da temperatura é dada por:
t
ALzLO/ a-dT. 2)
to
Observe que a Equagao (2) se reduz a Equagao (1) se o coeficiente de expansao
térmica for assumido como constante. Na Figura 2.12, o coeficiente de expansao tér-
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mica de um ago fundido tipico é aproximado por um polinémio de segunda ordem(3)
como:

a=—1,2278 107" - T2 +6,1946 - 107 - T 4+ 6,015 - 1076 (3)
—108
AL = 12,363 (—1,2278 - 107" -T2 +6,1946 - 107 - T + 6,015 - 107%) - 4T
80

—108 —108

AL = 12,363(/ (—1,2278 - 107 - T?) - dT + (6,1946 - 1077 - T) - dT +
80 80

—108
/ (6,015 - 1075) - dT)
80

(—108)3 — 803
3

(—108)2 — 802

AL = 12,363([ —1,2278-10~ 1 1 + [6, 1946 - 1077

[6, 015-1076 - (—108 — SO)D

AL = 0,01368".

Logo considerando as temperaturas planejadas o valor é 0,01368”(0,034cm) o
que significa que o calculo certo nao chega nas especificagoes de 0,015”(0,038cm),
como eles queriam. Dai a importancia do calculo na dilatagao de uma ponte, levando
em consideracao o coeficiente de dilatacao linear que nao é constante, para chegar na
temperatura correta (teria que ser —129°F = —89°C'" ) e nao perder todo o trabalho,
além dos custos.



3 Experiéncias de dilatacao
térmica em sala de aula

Nesse capitulo apresentaremos algumas experiéncias realizadas para explorar o
conceito de dilatagdo térmica. Mais informagdes consulte [14]. Por conta de riscos
envolvidos frente ao cenario de pandemia 2021, essas aulas foram gravadas, sem a
presenga dos alunos. Ou seja, foram realizadas com a ajuda de um professor da
escola. Entretanto quando esta experiéncia ¢ feita com alunos participando presen-
cialmente, é realmente encantador, é muito gratificante ver os olhares dos alunos
descobrindo pela primeira vez o resultado de uma dilatacao térmica, e em um mo-
mento como esse, que a motivagao de estudo ocorre aos alunos menos interessados
anteriormente. E através de estratégia como esta, com o objetivo de esclarecer feno-
menos, que acabam proporcionando a compreensao do principio envolvido e muitas
vezes dando o entendimento de algumas situagoes que nos rodeiam diariamente. Os
materiais que foram usados fazem parte do repertério de experimentos realizados no
laboratério de Ciéncias da escola Senai. Mas isso nao significa que outras escolas,
nao possam realizar algumas dessas experiéncias com outros materiais, como substi-
tuindo a fonte elétrica por uma bateria de carro, ou o bico de Bunsen por uma vela
e construindo o que precisa de forma similar.

Pratica 1. Dilatacao linear nos fios

Objetivo:
Mostrar a dilatacao térmica linear no fio de niquel cromo através do aquecimento.

Os materiais utilizados :
2 suportes

2 bases

2 hastes

2 prendedores

1 borracha preta

1 fonte elétrica

fio de niquel cromo

fios de ligacao

69
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Figura 3.1: Bases,hastes e suporte

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.2: Fio de niquel cromo e fonte elétrica

Fonte: Elaborada pela autora.

Procedimento

Montamos as duas bases, com duas hastes, onde existe um fio metalico esticado
entre os dois suportes. Ligamos a fonte elétrica, em corrente continua, e em seguida
a voltagem da fonte foi sendo aumentada, onde estavam conectadas os dois cabos,
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em cada ponta do fio. A corrente, através de uma fonte elétrica aqueceu o fio,
até esticar, causando uma mudanca na coloragao do fio, em que a corrente elétrica
chegou a 60 volts e 2,8 Amperes. A dilatagao resultante do aquecimento deixou o
fio “bambo” entre os suportes. O niquel cromo passou a ficar “vermelho”, devido
a mudancga de temperatura. Foi utilizado fio de niquel devido possuir resisténcia
elétrica.

Figura 3.3: Montagem de inicio

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.4: Aquecimento de inicio

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 3.5: Aumentando a corrente

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.6: Aumentando para 60v corrente

Fonte: Elaborada pela autora.

Conclusao

Quando os alunos conseguem visualizar no fio o aquecimento em que ocorre
mudanca de cor e de elasticidade, eles tém uma visualizacao perfeita da dilatagao
térmica linear naqueles instantes, ficando claro que a dilatagdo que ocorreu foi no
comprimento.
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Pratica 2. Dilatacao linear na pega

Objetivo:
Determinar o coeficiente de dilatacao linear de um material metalico.

Os materiais utilizados :

1 vasilha de 250ml com agua

1 comparador micrométrico centesimal

1 paralelepipedo de ago para suporte da base magnética do comparador
1 tripé

1 paquimetro centesimal

1 termoémetro de —10°C' a 150°C'

1 ebulidor

1 cilindro de aluminio macico de 10mm de didmetro e comprimento de 100mm

Figura 3.7: Ebulidor, termoémetro e paquimetro

Fonte: Elaborada pela autora.

Procedimento

Primeiro fazemos um registro com os alunos, utilizando o paquimetro, medindo
a pega e registrando a temperatura da dgua (10°C'). Apds isso, mostramos o com-
parador micrométrico, um aparelho com precisao de centésimos de milimetros. O
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aparelho é utilizado na industria mecanica para acharmos alteragoes de medidas de
faceamento de pecas.

Figura 3.8: O relégio

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.9: Montagem da pega

Fonte: Elaborada pela autora.

Zeramos o relogio e observamos o comparador micrométrico.
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Figura 3.10: Aquecendo a agua

Fonte: Elaborada pela autora.

Com isso vamos aquecendo a agua com o ebulidor e observando o comparador mi-
crométrico, até chegarmos a temperatura de 60°C'.

Figura 3.11: O aquecimento

Fonte: Elaborada pela autora.

Apos isso marcamos o valor da dilatagao do relégio AL = 0, 12mm.

Com o valor do comparador micrométrico, percebemos que houve uma dilatacao
do aluminio, com isso, calculamos o coeficiente de dilatacao linear do aluminio,
utilizando a féormula da dilatagao linear ja estudada.
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Com os valores temos:

Ly = 100mm
a ="

Ty = 10°C

T =60°C

AL =0,12mm

Primeiro calculamos a variacao de temperatura, depois substituimos:

Substituimos os valores :

Conclusao

AT =T -1y
AT =60 — 10
AT = 50°C

AL:CYL()AT

0,12 = a - 100 - 50

0,12 = & - 5000
012
“ = 5000

a = 0,000024°C~!

a=24-10"6C-1t

Na conclusao desses calculos, tivemos o cuidado de calibrarmos o relogio e obser-
vamos que quando existe uma variagdo pequena (no experimento utilizamos 60°C'),
o material terd o seu valor correto.

Chegamos ao valor do coeficiente de dilatagao linear exatamente como descrito

na tabela.

Pratica 3. Dilatacao superficial volumétrica

Objetivo:

Mostrar a dilatagao térmica volumétrica nos solidos.

Os materiais utilizados:

1 cabo de madeira com aro de aluminio

1 esfera

1 bico de Bunsen
2 suportes

1 base

2 hastes
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Figura 3.12: Base, suporte e haste

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.13: Um cabo de madeira com aro de aluminio, esfera e bico de Bunsen

Fonte: Elaborada pela autora.



78 Experiéncias de dilatacao térmica em sala de aula

Procedimento

Primeiro comentamos a demonstracao mais antiga a da “bola e anel”, proposta no
século 18 por Willem Jacob Gravesande, filésofo, fisico e matematico holandés, sobre
dilatagao térmica volumétrica. Nossa experiéncia baseou-se nesta demonstracao.
Mostramos que o aro esta a 0,2mm menor que o didmetro da esfera, figura 3.14.
Ap0s isso, aquecemos o aro de aluminio no bico Bunsen. Em seguida vamos tentando
passar a esfera no experimento montado, até que com o aquecimento, o aro se dilata,
de tal forma, com que a esfera passe pelo aro. Com isso mostramos a dilatacao do
aro.

Figura 3.14: Testando a esfera

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.15: Montagem no inicio

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 3.16: Montagem no inicio com detalhes

" T

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.17: Aquecendo o aro

o

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 3.18: O aro sendo aquecido até que passa pela esfera

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 3.19: O aro aquecido passando pela esfera

Fonte: Elaborada pela autora.

Conclusao

Concluimos que, com esse aquecimento o aro dilatou mais de que 0, 2mm, pas-
sando pela esfera.



4 Conclusao

Neste trabalho abordamos uma investigacao de féormulas, em particular sobre
dilatacao térmica, e situacoes instigantes da Termodinamica aplicando Céalculo Di-
ferencial e Integral.

A contribuicao desse trabalho foi a selecao de diversos problemas da Termodi-
namica, envolvendo derivadas e integrais, que no comego achei que seriam poucos,
mas percebi muitos problemas interessantes.

Esse estudo tem possibilidades de avancar mais, por se tratar de assuntos inter-
disciplinares entre a Termodinamica e Calculo.

Com este trabalho tive um enorme crescimento, muito importante na minha
formacao, pude melhorar minha visao como professor de matematica, aplicando
muitos conhecimentos. Aprendi muitas coisas novas.
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