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Resumo

Neste trabalho vamos apresentar uma breve introducao aos Numeros Quatérnios
bem como aplicagoes em movimentos rigidos. Iniciamos com a revisao de literatura,
onde vemos que a juncao da Algebra com a Geometria a partir dos estudos de René
Descartes possibilitou a interpretagao geométrica dos Nimeros Complexos. A rela-
cao de Complexos e rotagoes no plano fez com que o matematico Irlandés Willian
Rowan Hamilton passasse a buscar uma relacao entre estes niimeros e as rotagoes no
espago. Obtendo sucesso em 1843, com a criagao dos Numeros Quatérnios (H), que
possibilitaram simplificar calculos e diminuir o trabalho computacional nas areas de
robética, animagoes, seguranca, aeroespacial entre outras. O presente trabalho que
sera apresentado ao Programa de Mestrado Profissional (Profmat), tem, no primeiro
capitulo, a fundamentacao teérica dos Numeros Complexos, Quatérnios e Quatér-
nios Duais. O segundo relata sobre os movimentos rigidos no plano e no espago
e apresenta a rotagao e translagao utilizando os Numeros Quatérnios e Quatérnios
Duais. Ja o terceiro e ultimo capitulo, é composto por atividades para serem apli-

cadas em sala de aula do Ensino Médio.

Palavras-chave: Numeros Complexos, Hamilton, Quatérnios, Movimentos Rigi-

dos, Rotagao.



Abstract

In this study we will present a brief introduction to the Quaternion Numbers, as well
as applications in rigid movements. We start with the literature review, where we
see that the junction of Algebra with Geometry from the studies of René Descartes
enabled the geometric interpretation of Complex Numbers. The list of Complexes
and rotations in the plane caused the Irish mathematician Willian Rowan Hamilton
to seek a relationship between these numbers and the rotations in space. Succeding
in 1843, with the creation of the Quaternion Numbers (H), which made it possible
to simplify calculations and decrease computational work in the areas of robotics,
animations, security, aerospace and others. The present study that will be presented
to the Professional Master’s Program in Mathematics (Profmat), has, in the first
chapter, the theoretical foundation of Complex Numbers, Quaternions and Dual-
Quaternion. The second chapter reports on the rigid movements in the plane and
in space and presents rotation and translation using the Quaternion Numbers and
Dual-Quaternion. On the other hand, the third and final chapter, on the other hand,

is composed of activities to be applied in high school classrooms.

Keywords: Complex Numbers, Hamilton, Quaternions, Rotation, Rigid Move-

ments.
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INTRODUCAO

A juncao da Algebra com a Geometria a partir dos estudos de René Descartes
possibilitou a interpretacao geométrica dos Numeros Complexos, que até o Séc. X T.X,
eram apenas artificios para a resolucao de algumas equacoes.A partir dai foi definida

2 = 1 e mais tarde, os Ntimeros Complexos passaram a ser

a unidade imaginaria i
vistos como pontos do plano, sendo criado o Plano Complexo ou Plano de Argand-

Gauss, possibilitando relacionar Numeros Complexos com rotagées no plano.

Essa relacao de Complexos e rotagoes no plano fez com que o matematico irlandés
Willian Rowan Hamilton passasse a buscar uma relagao entre estes nimeros e as
rotagoes no espago.

Hamilton inicia seus estudos com a juncao de dois nimeros complexos, ou seja,
um niimero com duas unidades imaginarias, porém, esbarrou, com o problema de
definir a operacao multiplicativa, que para obedecer as propriedades que Hamilton
julgava importante, esse produto deveria resultar em um ntmero do mesmo tipo,
com duas unidades imaginarias, o que nao ocorria, a operacao nao estava fechada

para a multiplicacao.

Por anos ele continua seus estudos até que em 1843, ao caminhar por uma ponte
sobre o Royal Canal em Dublin, na Irlanda, ele consegue deslumbrar um nimero
com trés unidades imaginarias, estabelecendo assim, a relacao que tanto buscara
i? = j2 = k? = ijk = —1. Construindo uma Algebra fechada, por meio da qual se

poderiam fazer rotacoes no espago.

Denominado de Nimeros Quatérnios (H), os nimeros de Hamilton sao da forma



q = Qo+ q1i + @oj + qsk, tais que ¢; € R, i = 0,...,3 e formam uma Algebra nao

comutativa, isomorfa ao espaco vetorial real de dimensao quatro.

Os Quatérnios possibilitaram grandes avangos matematicos, com estudos sobre
Algebra niao comutativa e espacos de dimensao superior a trés. No entanto, a des-
coberta de Hamilton ficou esquecida por um longo periodo. Porém, com o advento
da tecnologia e calculos computacionais esta Algebra voltou a ter expressao entre os
estudiosos que agora, usam-na para simplificar calculos e diminuir o trabalho com-

putacional nas areas de robdtica, animacoes, seguranca, aeroespacial entre outras.

O presente trabalho que sera apresentado ao Programa de Mestrado Profissi-
onal (Profmat), pretende mostrar a importancia dos Numeros Quatérnios para o

desenvolvimento tecnolégico na atualidade e sua aplicacao no Novo Ensino Médio.

O estudo de Numeros Complexos se mostra importante no Ensino Médio, visto
que sua aplicacao faz parte do dia a dia do estudante envolto com tecnologia. Tam-
bém esta de acordo com a Base nacional comum curricular (BNCC) e com as orien-
tagoes da Secretaria Estadual de Educagio do Parana (SEED-PR), no que tange ao
estudo dos Niimeros e da Algebra para que sejam compreendidos de forma ampla, e
se analisem e descrevam relagoes em varios contextos onde se situam as abordagens
matematicas, explorando os significados que possam ser produzidos a partir destes

contendos.

No primeiro capitulo temos a fundamentacao teérica com um resumo dos fatos
histéricos envolvendo so Numeros Complexos, Quatérnios e Quatérnios Duais. O
segundo relata sobre os movimentos rigidos no plano e no espago e apresenta a
rotacao e translagao utilizando os Numeros Quatérnios e Quatérnios Duais. Ja o
terceiro e ultimo capitulo, ¢ composto por atividades para serem aplicadas em sala

de aula do Ensino Médio.



CAPITULO 1

FUNDAMENTACAO TEORICA

1.1 Fatos Historicos

Dentro da matematica ha varias areas de estudo, que por muito tempo eram simples
topicos sem relacao entre si, porém, com o passar do tempo, foi possivel fazer relacoes
entre essas diversas areas de estudos. Uma dessas relacoes foi a juncao da Algebra
com a Geometria feita por René Descartes ao criar a Geometria Analitica - o que
possibilitou a interpretacao geométrica dos Numeros Complexos, como veremos a

seguir.

Antes, porém, vamos relembrar o surgimento dos Numeros Complexos, denotado
por C, que esta ligado as tentativas de resolugao de equacoes cibicas. Conforme
(BAUMGART, 1992), foi Girolamo Cardano o primeiro a usar raiz quadrada de um
nimero negativo ao resolver o problema de dividir 10 em duas partes tais que o
produto seja 40, ele encontrou 5 ++/—15 e 5 -4/—15 e mostrou que estes ntimeros

de fato tém soma 10 e produto 40.

Porém, Cardano nao usava os simbolos de raiz negativos como temos hoje, essa
notagao foi introduzida por Albert Girard (1637), René Descartes (1637) contribuiu
com os termos real e imaginario, Leonhard Eules (1748) usava i para representar a

v/—1 e Carl Friedrich Gauss (1832) introduziu o termo Numero Complexo.

Foi Bombelli que, usando o caso particular da equacao 22 + 1 = 0 chegou as
regras de i e i2 que temos hoje. Regras estas, usadas por matematicos no final

do Sec. XVI, porém, nao consideravam os complexos como objetos mateméticos
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de fato, mas simples artificio de calculo (NEVES, 2014). Outra valiosa relagao de
numeros complexos, foi proposta por Abraham De Moivre em 1730, um dos primeiro
a observar que esses numeros sao uteis para trabalhar a divisao de arcos no circulo,
onde o nimero complexo unitario pode ser representado por (cos #+isenfl), obtendo

V'cos B + isenf o qual fornece n valor para a divisao do arco § uma vez que
(cosf £ isenf)™ = cos(nf) = isen(nh), onde, i = /—1

Em relacao a interpretacao geométrica dos Numeros Complexos, muitos foram
os matematicos que deram sua contribuicao para a compreensao e legitimidade dos
Complexos através de representagoes graficas. (BAUMGART, 1992) destaca que
em 1831 Gauss definiu Numeros Complexos como pares ordenados, onde associava
cada Numero Complexo a um tinico ponto do plano cartesiano, ou seja, representava
a + bi como o par ordenado (a,b). Foi creditada para Wessel (1798) e Jean Robert
Argand (1806) a representagao geométrica dos Nimeros Complexos. Com a criagao
do plano Argand-Gauss foi possivel fazer ralagao entre multiplicagdo de Numeros

Complexos e rotagoes no plano.

O Matematico Irlandés William Rowan Hamilton em 1833, Figura 1.1, formalizou
a Algebra dos Nuimeros Complexos. Ele considerou os niimeros a + bi como pares
ordenados de nimeros reais (a,b) e definiu as operagoes de soma e multiplicagao
como sendo
(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Figura 1.1: William Rowan Hamilton.

Fonte:(FLAMENT, 2017)
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Hamilton, foi o pioneiro nos estudo das rotagoes utilizando os Numeros Comple-
x0s, a0 perceber que suas descobertas implicariam em uma Algebra que permitiria
trabalhar com vetores no plano, foi levado a desenvolver uma Algebra de ternas de
nimeros Complexos que daria uma linguagem para trabalhar com vetores no es-
paco. Sua busca se estendeu por anos, até que em 1843 ao atravessar uma ponte
sobre o Royal Canal, em Dublin, na Irlanda, Figura 1.2, veio a sua mente a relagao

matematica que tanto buscava,

Figura 1.2: Ponte sobre o Royal Canal, Dublin.
Fonte:https: / /wildirishwalks.ie

Na lateral da ponte, hd uma placa em homenagem ao feito de Hamilton, como

se pode observar na Figura 1.3 abaixo.

12
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Figura 1.3: Placa em Homenagem a Hamilton.
Fonte: https://wildirishwalks.ie

Conforme (PINHEIRO, 2006), Hamilton percebeu que seriam necessarios quatro
nimeros para descrever uma rotacao seguida de uma mudanca de escala, ou seja, um
nimero correspondente & mudanca de escala, outro niimero para indicar o angulo
de rotacao e os dois restantes para indicar o plano de rotagao. Encontrando assim,
a solugao para o problema. Utilizando uma estrutura nao comutativa, Hamilton

encontrou um fecho para a multiplicagao de nimeros da forma ¢ = go+q1i+¢2j +qsk.

Suas investigacoes o levaram a um sistema de vetores mais amplo, cujos elemen-
tos chamou de Quatérnios. Sua descoberta dependia de niimeros com trés unidades
imaginarias para chegar a uma algebra fechada e poder descrever rotacoes no espacgo
por meio de seus elementos. Desenvolvendo assim, a Algebra dos Quatérnios, deno-
tado por H em homenagem ao seu criador. Esta nova Algebra é nio comutativa e
tem espago vetorial real de dimensao 4, como veremos posteriormente. Um ntimero

quatérnio tem a forma g = qo + q17 + ¢2j + g3k, onde qo. q1, g2, g3 sao nliimeros reais.

As descobertas de Hamilton possibilitaram grande desenvolvimento no campo
da matematica, entre eles a possibilidade de se estudar espagos com dimensoes
superiores a 3 e o estudo da Algebra nao comutativa. Hamilton dedicou o resto
da sua vida a desenvolver aplicacoes dos Quatérnios & geometria, mecéanica e a
fisica. Nesse periodo introduziu termos como vetor, versor, tensor e escalar, que sao

familiares nos nossos dias.

Em 1845, Cayley mostrou que os Quatérnios podem representar orientagoes e em

1858 fez sua representacao matricial. Foram também, utilizados para a formulacao

13



de ondas eletromagnéticas pelo fisico e matematico escocés, James Clerk Maxwell
(1831 - 1879), seus estudos conduziram a constru¢ao do primeiro telégrafo, desenvol-
vido em 1895 por Marconi, que originou posteriormente a radio e a televisao. Estes
numeros também foram aplicados em trabalhos sobre eletricidade e magnetismo por
Maxwell, em 1885 e, nos campos da mecanica classica e da teoria da relatividade no

inicio do século XX.

Com o desenvolvimento da tecnologia da informacao os Quatérnios passaram a
ser utilizados na computagao grafica por Ken Shoemake em 1985, com o objetivo de
facilitar a animacao por rotagoes. Shoemake demonstrou as vantagens da utilizacao
desses niimeros na obtencao de interpolacgoes suaves de rotagoes e criou algoritmos

de conversoes entre matrizes, angulos de Euler e Quatérnios.

Com o desenvolvimento tecnolégico e a utilizacao do trabalho robético, os Qua-
térnios passaram a ser utilizados para programar as rotacoes de robos nas areas

aeroespacial, industrial, na medicina entre outros.

1.2 Os Nuameros Complexos (C)

O conjunto dos Numeros Complexos, denotado por C, contém o conjunto dos Nu-
meros Reais e é munido das operacoes de adigao e multiplicagao. Os Numeros
Complexos sao da forma z = a + bi, em que a e b sao nimeros reais e 7 de-
nota a unidade imaginaria. Assim, podemos definir C como sendo o conjunto

C ={z/z = a+ bi;onde a,b € R}, onde z é o nimero complexo.

Conforme (AVILA, 2008) os Nimeros Complexos ficam caracterizados pelas se-

guintes regras:

1. 2=—1,
2. ai = 1a,
3. a+ bi = ¢+ di significa a =¢,b=d,

4. (a+bi)+ (c+di) = (a+c) + (b+ d)i,
5. (a+ bi)(c+ di) = (ac + bd) + (ad + be)1,

6. Seja z = a + bi € C, seu oposto sera da forma —z = (—a) — (—b)i € C,

14



7. A subtracao de nimeros complexos é definida em termos da adicao e do oposto
de um ntmero, assim seja z; = a + bi e zp = ¢ — di fazendo z; — 2z, =

(@ —b) + (b — d)i,

8. O conjugado de um niimero complexo z = a-+bi sera o niimero z = a—bi, onde,
troca-se o sinal da parte imaginario do nimero z. Abaixo, Figura 1.5, tem-se
a representacao no Plano Complexo do niimero complexo 2, e seu conjugado

21.

Observa-se que os Nimeros Complexos da forma z = a + 0i, se comportam para
a adi¢ao e a multiplicacao da mesma forma que os Numeros Reais, quando sua parte
imaginaria é nula.

Estes Numeros podem ser representados no Plano Complexo, Figural.4, que é
o conjunto das representagoes de todos z = a + bi € C pelos pontos P = (a,b)
do plano. Dessa forma a representacao geométrica no Plano Complexo é dada por
um Plano Cartesiano em que, um eixo marca a parte real e o outro marca a parte

imaginaria de z.

Im

z=a+bi

Figura 1.4: Plano Complexo ou Plano de Argand-Gauss.
Fonte: Proépria autora.
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Figura 1.5: Representacao grafica de z; = 2 + 2i e seu conjugado z; = 2 — 2i.
Fonte: Proépria autora.

Definicao 1.1 Seja z =a+bi € C e P = (a,b) um ponto do Plano Complexo.

e (a,b) = (c,d) implicaa=c eb=d,
e (a,b)+ (¢,d) = (a+c,b+d),

e (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + be),
Entao, € fdcil ver que a = (a,0) e i = (0,1).

Ainda citando (AVILA, 2008), a representacao dos Nuimeros Complexos por
pontos do plano, Figura 1.4, é muito 1util, pois, por meio dela o nimero complexo
z = a+bi é identificado com o ponto (a, b), ou com o vetor Oz de componentes a e b,
conforme a Figura 1.6. Assim, as regras do paralelogramo para a soma e subtracao
de vetores se aplicam no caso de soma e subtracao de ntimeros complexos, como se

pode observar na Figura 1.7, onde z3 = 2y + 25.
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Im

|z] =va*+b*

Figura 1.6: Representacao de um vetor no Plano Complexo.
Fonte: Proépria autora.

Im

Z

Z;

-2 0 2 4 6

-2

Figura 1.7: Regras do paralelogramo para a soma e subtracao de Complexos.
Fonte: Proépria autora.

Ja vimos que Hamilton fez uso dos Niimeros Complexos para desenvolver a Al-
gebra dos Numeros Quatérnios, a seguir veremos de forma mais detalhada as pro-

priedades e aplicabilidade destes niimeros.

1.3 Os Numeros Quatérnios (H)

Como visto nos fatos historicos os Numeros Quatérnios, denotados por H foram
apresentados por Hamilton em 1843 e passaram a ser motivo de estudos de muitos

matematicos ao longo do tempo.
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Antes de prosseguir com as defini¢oes e propriedades dos Quatérnios vamos de-

finir Algebra e Algebra nao Comutativa.

Conforme (BAUMGART, 1992), a Algebra moderna é o estudo das estruturas
matematicas tais como grupos, anéis, corpos entre outras. Pode-se dividir a Algebra
em comutativa que estuda anéis comutativos e nao comutativa que trata de anéis

nao comutativos.

Um anel é um conjunto A # () no qual estao definidas duas operagoes, + e -, que
combinam dois elementos de A num tnico elemento de A. Conforme (JANESCH,
2011), para formar um anel estas operagoes devem satisfazer a certos axiomas de-

nominados de axiomas do anel.

Para ser comutativo seus elementos devem comutar, ou seja, a-b = b - a para
todo a,b € A. Quando essa propriedade nao é satisfeita diz-se que o anel é nao

comutativo e sera objeto de estudo da Algebra nao Comutativa.

Como veremos mais adiante o conjunto dos Niimeros Quatérnios é nao comuta-

tivo, logo, objeto de estuda da Algebra nao Comutativa.

Os Quatérnios se caracterizam por sua relacao com os Numeros Complexos, uma
vez que um numero quatérnio ¢ € H é uma extensao nao-comutativa dos Complexos,
obtida ao se acrescentar ao conjunto dos reais os elementos imaginarios ¢, j e k. Em

1843 Hamilton descreve as Leis Fundamentais do Produto de Quatérnios:

i2 = j2 = k? = ijk = —1. (1.1)
que implicam as relagoes:
ij = —ji = k,
jk = —kj =4,
ki = —ik =j.

Que ficam mais claras quando observamos a Tabela 1.1, abaixo.

18



Tabela 1.1: Leis Fundamentais do Produto de Quatérnios.

Essas relacoes também podem ser expressas graficamente conforme apresentado
na Figura 1.8, em que o sentido das setas representam o produto positivo, conse-

quentemente, a multiplicacao cuja ordem das grandezas ¢é oposta as setas, é negativa.

7
k j
w“.._ -

Figura 1.8: Multiplicagao de Quatérnios.
Fonte:(JAMBERSI; SILVA, 2016).

1.3.1 Operacgoes no Conjunto dos Niimeros Quatérnios

Dado o niimero g € H tal que, g =g+ q=qo+ q12 + ¢ + gsk onde gy € Re l =
(0,1,2,3), podemos dividi-lo em parte real e parte imaginaria, ou seja, gy representa
a parte real (ou escalar, na terminologia de Hamilton) de ¢, denotado por Re(q) e
q, em negrito, corresponde a parte imaginaria (ou parte vetorial do quatérnio), isto
é, q = qii + q2J + ¢3k. Ainda, g sera um Quatérnio Puro se sua parte real for nula,

ou seja, Re(q) = qo = 0 assim, ¢ sera denotado por ¢ = q = ¢17 + ¢27 + ¢3k.

Definicao 1.2 (Igualdade de Quatérnios) Dados q,p € H tais que p = q se

somente se pg = (qp € P = q.

Definicao 1.3 (Adi¢ao de Quatérnios) Dados p,q € H tais que
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p+q= (po+ pri + p2j + p3k) + (o + i + q25 + q3k)
= (po+q) + (P +q)i+ (p2+q2)j + (p3 +q3)k
=@Po+p)+(0+q=pP+q)+(p+q (1.2)

Defini¢ao 1.4 (Multiplicagcao Quatérnios) A multiplicacao de dois quatérnios
q= qo+qi+q2]+qsk e p = po+pii+paj+psk € dada pela multiplicacao polinomial

de seus termos, tal que:

pq = (Po + pri + paj + psk)(qo + qui + @2 + gsk) (1.3)
= (Po% — P1q1 — P292 — P3q3)
+ (Poq1 + P1go + P2g3 — P3g2)t
+ (Pog2 — P1g3 + P2qo + P3q1)j
+ (Pogs + P1g2 — P2q1 + P3qo)k-

Ressaltando que devido as propriedades dos Quatérnios essa operagao nao é

comutativa, ou seja, pg # qp.

Definigao 1.5 (Multiplicagao por um escalar) Sejam q € H e o € R, podendo

representar o como o quatérnio o = ag + 0, assim:
ag=(ap+ 0)(q + q) cona R

aq = aqo + aqit + aqeg + {}q;;k.

Propriedade 1.6 (Produto de escalar por quatérnio) Sejam p,q,q € H e
B,a € R tem-se:

a) aq = qa,
b) p(ag + Bq) = apq + Bpq’

c) (aq+ Bq')p = agp + Bq'p.

Portanto, o conjunto dos Numeros Quatérnios com as operagoes acima constitui

um espaco vetorial € R.
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Proposi¢ao 1.7 (Produto de quatérnio) Sejam p,q,q € H. O produto de qua-

térnios € definido pelas sequintes propriedades:

a) pq # pq, (nao comutativo)

b) (pa)q' = plad’),

¢c) pla+d)=pa+pd,

) (¢+q)p=ap+dp.

Demonstragao: A demonstragao da proposicao 1.7 pode ser vista em (ARAUJO,
2019). O

Como o conjunto dos Numeros Quatérnios constitui uma algebra nao comutativa,
a associatividade do produto de quatérnios torna sua algebra associativa. Sobre a
comutatividade de Quatérnios a proposi¢cao seguinte mostra que um dado nimero

quatérnio comuta com qualquer outro.

Proposicao 1.8 Um quatérnio p € real, ou seja, p = po se somente se, para qualquer

outro quatérnio q, verifica-se pq = qp.

Demonstracao: A partir da relacdo comutativa com um quatérnio ¢, se obtém
que p tem de ser um nimero real. Suponhamos, entao, por hipétese, que pg = gp.

Se p = po + p1i + p2j + psk e ¢ = i; tem-se:

Pq = pi = poi — p1 + p3J — P2k.
gp = ip = pot — p1 — p3J + p2k.

Assim, como pi = ip tem-se que 2(p2k —p3j) = 0, logo p2 = p3 = 0. Ao repetir o

procedimento para o quatérnio g = j, verifica-se que p; também tem que ser nulo.

O

Definicao 1.9 (Conjugado de um quatérnio) Seja q = qo+ q = qo + Q17 + ¢z +

g3k, seu conjugado serd denotado por @, onde, § = qo — q= qo — Q11 — @2J — q3k.

Propriedade 1.10 Sejam p,q,¢' € H e g € R, tem-se:
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a) g=q,

b) Pq = qp;

c) p+q=p+7,
d) ap = ap,

e) Pp = pp-

Defini¢ao 1.11 (Norma de quatérnio) Seja p € H. Define-se norma (ou valor

absoluto) de p, como sendo o mimero nao negativo, tal que:

Ipll = llpo + pi + poj + pskll = /53 + 57 + 53 + B3

Proposicao 1.12 Sejam p,q € H, tem-se:

a) |lpll = lgll,

b) llpqll = lipllllall-

Demonstragao:

A letra (a) pode ser vista diretamente. A letra (b) segue de:

Ipall = v/2a@a) = vpa@s = \/pllall’s = \/pallall® = /eIl = liplllall

O

Definicao 1.13 (Quatérnio unitdrio) Um quatérnio p € H diz-se unitdrio se

llp|| = 1. Por questao de simplifica¢io, usaremos neste texto as formas:

e H, para denotar o conjunto dos quatérnios unitarios,

e H. como o conjunto dos quatérnios nao nulos.

O Inverso de um Quatérnio serd dado usando sua norma e seu conjugado, con-

forme proposi¢oes a seguir.
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Proposigao 1.14 (Inverso de um Quatérnio) Seja q € H,. Entao existe um

q ' € H, tal que

Demonstragao: Seja g € H, dado, tem-se:
Unicidade
Seja ambos p p2 € H inversos de ¢. A igualdade de p; e ps segue de

p1 = 1p1 = pi(gp2) = (p1q)p2 = 1p2 = pa.

Existéncia
Seja p = 4 5+ Entdo

gl

g a _ 49 :||f<1‘||2:1

gll>  llgll*  llqll?
q aq _ qq _ gl
pq = qg= = = = 1.
lgll>™  llal*  llall*  llql?
Portanto todo g € H,, tem um inverso. |

Proposicao 1.15 Sejam p,q € H, € q;,p, € H,, tem-se:

a) (p~)"'=p,

b) (pg) ' =q'p7,

c) llall = llqll =%,
d) ||P1Q1H = 1;
e) pi t=p!

Além disso, ¢~ = q quando q € H;.

Demonstragdao: A demonstracao da Proposigao (1.5) pode ser verificada em

(BARREIRO, 2009). 0
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Defini¢ao 1.16 (Divisao de um nimero quatérnio) Sejampe H eqe H,. A

dwvisao de p por q define-se como:

e divisio a esquerda: p\q = q 'p,

e divisio a direita: p/q = pq".

Assim, verifica-se que o Conjunto dos Quatérnios constitui um anel nao comu-

tativo com divisao. Segue-se que (H, +,-) é um corpo nao comutativo.

1.3.2 Representacao Vetorial dos Niimeros Quatérnios

Um ntmero quatérnio é puro, quando o quatérnio tem sua parte real nula. Noutros
termos, dado ¢ € H, tal que, ¢ = qo + q1@ + q2J + g3k, e go = 0, dizemos que q ¢é
quatérnio puro. Conforme (CORREA et al., 2020), pode-se estabelecer uma relagao

entre o espaco euclidiano tridimensional e o espago dos quatérnios puros.

Isto é, existe uma correspondéncia biunivoca entre os elementos do subconjunto

dos quatérnios puros e os elementos do espaco euclidiano tridimensional.

Portanto, o Conjunto dos Quatérnios e puros é um isomorfismo do R? e pode-se
relacionar um ntimero g € H, tal que, ¢ = ¢17 + ¢2J + g3k, com o vetor o vetor de
R?, (¢1, 42, g3)-

Consideremos p,q € H, p = po+p € ¢ = qo + q, onde pyg = qo = 0, temos os
quatérnios puros p = p e ¢ = q, que podem ser relacionados com vetores de R3.
Nesse caso a multiplicagdo de p e g pode ser representada, conforme (CORREA

et al., 2020), usando o produto interno e o produto vetorial.

Proposicao 1.17 Sejamp,q e H, p=po+p=po+pii +p2j+pmk eq=qo+ q=

go + q1t + @27 + g3k, o produto de p e q serd reescrito como:
Pq = (Podo — PQ) + Pog+ QP+ P X ¢. (1.4)
Demonstragao: Seja da multiplicacao entre p e q dada por:

g = (po+ p)(q + q)
= podo — (P1q1 + P2g2 + P3q3) + (Poq1 + Gop1 + P2G3 — P3qa)i+
+ (Pog2 + qop2 + P3q1 — P193)J + (Pogs + qops + P1g2 — P2qu )k,
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obtém-se

Pq = (Pogo — PQ)+
+ po(qi + g2 + qsk) + qo(pri + p2j + psk)+
+ (P2g3 — P3q2)t + (P3q1 — P143)J + (P192 — P2qi )k
= (pogo — Pq) +Pog@+ qp+p X q.

O

Como o produto vetorial nao é comutativo, também nao comuta a multiplicacao de

quatérnios. Desse modo,
pq = qp, se somente se, p x q =0,

ainda,

¢ = (go® — aq) + 2qoq. (1.5)

Proposicao 1.18 Sejamp,q € H, p=po+p=po+pii+p2j+psk eq=q+q=

Go + @11 + @27 + g3k com py = qy = 0 implica que p e q sao quatérnios puros, entao:
1
* px g=Vec(pq) = ;(pq - qp),

1
® pqg= Re(pq) = 5(1‘9(} + pp).

Obs. 1.19 A notagao (Vec) corresponde a parte vetorial do quatérnio e (Re) cor-

responde a sua parte real.

Demonstragao: A demonstracao da proposi¢ao 1.18 consta em (PINHEIRO,
2006).

O

1.3.3 Representacao Trigonométrica dos Nuimeros Quatér-
nios

Por ser semelhante aos Complexos, os Quatérnios também podem ser escritos na

forma trigonomeétrica.



Proposicao 1.20 Seja q = qo + q, onde q € H,, sua forma trigonométrica serd

q = llgll(cos @ + 7= send)), (1.6)

| ||
qo )

onde, § = arccot(—
4l

Demonstracao: Usando as igualdades trigonométricas:

1 cot?f
sen) = ——— 0820 = ————,
setl 1+ cot?0 ¢ 1+ cot?h’
substituindo cot? 6, tem-se
2
(1a1)
1
sen’d = — e cos?f = [m—”y
-+ (jai) (i)
[lall lal
portanto,
fi’o
s (1) o+ lal

lall ||Q|| - qo
V1+ 7?) V TI' nm|1+ un

\/ @0° + |Iq

Para q € H;, isto é g pertence ao conjunto dos quatérnios unitarios, tem-se:

q=cosf + ——senb, (1.7)

q : -
onde, —— representa o eixo de rotagao no espacgo. )

all

Exemplo 1.21 Seja ¢ € H e ¢ = V/3 + i+ 2j + 2k, tem-se ||q|| = 2V/3, |lq|| = 3,
V3 ow
0 = arccot— = —.

3 3

Assim, a forma trigonométrica de q serd:

(+a + 2j + 2k)

= ||q||(cos @ + — senf) = 2\/_((305 - . ST :

| ||
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1.3.4 Funcoes Quaternionicas

O estudo de fungoes de variavel quaternionica é um assunto que tem interessado
muitos estudiosos nos ultimos tempos, principalmente nas areas de robética e ani-
macao. Mostraremos aqui as fungoes mais frequentemente usadas. Uma lista mais
detalhada de propriedades e demonstragoes relativas as fungoes quaternionicas que
vamos introduzir podem ser vistas em (BARREIRO, 2009).

Definigao 1.22 Seja E* contido em H um espago quadridimensional e ¢ € E* uma
varidvel da forma q = q1 + q2i + q3j + quk, com ¢ € R, (i = 1,2,3,4). Assim, uma
funcao quaterniénica f : E* — H é uma relacio que faz corresponder a cada q € E*

um nimero quaternionico w = f(q), ou seja:

f:E*>H
(90: 91592, q3) — w = f(qo, 1. G2, G3),

onde f = fo+ifi+jfa+kfs ei, j, k obedecem as relagoes Fundamentais de Produto

de Quatérnios.

Antes de definir as fun¢oes Exponencial e Logaritmica vamos definir as funcoes

Sinal e Argumento.

Definigao 1.23 Seja q € H, a fun¢ao Sinal de q serd dada por

q
— se q#0
’w{q)={ 4l
0 se ¢g=0

Designa-se por sinal de g e retorna um quatérnio unitario com a mesma direcao

de q.

Definigao 1.24 Seja q € H, a fun¢ao Argumento de q serd dada por

arccos (q_o) se q#0
Iql

indefinido se q=0

ary(q) =
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Funcao Exponencial

Definicao 1.25 A funcao exponencial e? define-se pela série de poténcias. Expan-

dindo em série de Maclaurin tem-se:
q‘Z q3 qn

q — iy i ——
e —1+q+2!+3! ...+n!+...

assim,

mn

E=]

I

3

fo}
= E
n=0

Pela expansao de seno e cosseno em série de Maclaurin pode-se escreve e como

sen
or=em{eostal +a S5 ) 1

Para um quatérnio puro da forma ¢ = w(q)#, 6 € R, tem-se

segue:

e? = cosf + w(q) senb.

E, consequentemente, ||e?|| = 1. Neste caso, obtém-se uma funcao de R* em Hj.

Pois, o Conjunto dos Quatérnios ¢ um isomorfo do R? para quatérnios puros.

Definigao 1.26 Para q € H a fungao exponencial quaterniénica verifica as sequin-

tes propriedades:

1. e7#£0,

2. e =1,

3. ewldm = 1,

4. €= (e0* (neN) (Féormula de Moivre),

5. |le?|| = e®.
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Funcao Logaritmica
Definigao 1.27 Seja q = qo + q um quatérnio tal que q # 0 ou ¢ = qo > 0. Entao
a funcao logaritmica log q € definida por:

log ¢ = log lq|| +w(q)arg(q).

Observe-se que, se q € Hj, isto &, se ¢ = cos € + w(q) sen § entao:

log ¢ = log(cos € + w(q) senf) = w(q)#b,

ou seja, obtém-se uma funcao definida de H; em R3. Ainda, se ¢ é um quatérnio

unitario, log ¢ nao é, necessariamente, um quatérnio unitéario.

1.3.5 Numeros Quatérnios Duais H

Iniciamos esta subsec¢ao conceituando Niimeros Duais, para posteriormente falarmos

de Quatérnios Duais e sua aplicagao nos movimentos rigidos.

Definigao 1.28 Os nimeros duais, denotado por D, sao da forma
d=dy+ dlé?

em que do,d; €R e € € tal que €2 = 0.
Propriedade 1.29 Sejam c e d € D, tais que ¢ = ¢y + c1€ e d = dy + di€ tem-se:

1. Soma: ¢+ d = (¢ + c1€,dy + di€) = (cp + dy) + (1 + dy)e,

2. Produto: cd = (co + c1€,dg + di€) = codg + (cody + c1dp)e,

3. Conjugado de d = dy + dy€ serd d* = dy — d, €.

Jé os conjunto dos Nimeros Quatérnios Duais, denotado por H? ¢ um importante

conjunto que envolve Quatérnios e Niimeros Duais muito utilizado em movimentos

Rigidos no espago, principalmente movimentos concatenados de rotacao e translagao.
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Definicido 1.30 Define-se o conjunto dos quatérnios Duais, H,conforme (KAVAN
et al., 2006), como sendo

H={j=q+qe | qgon€H e =0}

Propriedade 1.31 Sejam ¢ = qy+ q1€ € p = py + p1€, as operagoes soma e produto

em H tem as sequinte propriedades:
1. Soma: G+ p = (qo + q1€) + (po + p1€) = (g0 + po) + (¢1 + P1)e,
2. Produto: Gp = (qo + qi€)(po + p1€) = (qopo) + (qop1 + Poq1 )€.

Os coeficientes dos Numeros Quatérnios Duais serao Reais. Assim, considerando

go = Qog + o1t + QooJ + GQozk € q1 = qig + q1,% + q15] + q13k, entao:

qo + q1€ = (qog + Q017 + Qo2J + qozk) + (q19 + 11 + qroJ + q3k)e
= qop T+ Jo1? + oo + Qng + q1g€ + q11%€ + qigJ€ + G'lskf-

Dai, tem-se 3 = {1,1, j, k, i€, j¢, ke} base para ]ﬂ[, como espaco vetorial.

Definigao 1.32 (Conjugado de um quatérnio dual) Seja ¢ = qo + qi1€ um qua-

térnio dual o conjugado de q serd dado por:
7" =q — qie.

Proposigao 1.33 (Inverso de um nimero dual) Seja ¢ = qo+ qi1€ wm quatérnio

dual e ¢ # 0, o seu inverso serd dado por:
i'=q0 '(1-qg ).

Demonstragao: Tem-se

(20 +@6)@0 (1 — q1g0 '€) = (1 + q1q0 '€)(1 — qugo~'e) = 1.
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CAPITULO 2

MOVIMENTOS RIGIDOS

Iniciamos este capitulo conceituando corpo rigido, o qual se constitui de um objeto,
conjunto de particulas (massas pontuais) dispostas de tal forma que as distancias

relativas entre elas sao fixas.

Na Cinemética os movimentos rigidos tratam de rotagoes e translagoes de corpos
rigidos, seja em ambiente fisico ou digital. Esses movimentos necessitam de certo
esforco computacional, visto que, sao gerados a partir de calculos complexos. Ha
varios métodos matemaéticos para se fazer esses célculos, entre eles podemos citar os
métodos Matrizes de Rotacdo, Angulos de Euler, Eixo-Angulo e por Quatérnios.

Todos estes métodos tém suas vantagens e desvantagens conforme anélises com-
parativas feitas por (PINHEIRO, 2006), (KENWRIGHT, 2012) e (MARQUES et
al., 2016). Neste trabalho vamos detalhar o uso dos Numeros Quatérnios em movi-

mentos rigidos.

2.1 Movimentos Rigidos no Plano

Iniciamos esta secao com uma revisao dos movimentos rigidos em R2, contetido
necessario para melhor entendimento destes movimentos quando demonstrados pelo

método dos Quatérnios.

As rotagoes no plano podem ser analisadas por duas perspectivas distintas, rota-
cao de ponto (vetor) ou rotagao de eixos. A seguir veremos seus efeitos produzidos

sobre um ponto (ou vetor) envolvido na rotagao.
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Na Figura 2.1, temos a rotacao do plano, ou seja, o plano se move e o ponto P

continua fixo.

Figura 2.1: Rotacao em Eixos Coordenados Moéveis.

Fonte: (PINHEIRO, 2006).

Ja na Figura 2.2, quem se move é o ponto P e os eixos sao fixos.

P,
Yol - °
', P
2% I A A g !
I ! !
El'| i
DS
x\ | :
L= _ig i 2
O X, X,

Figura 2.2: Rotacao em Eixos Coordenados Fixos.

Fonte: (PINHEIRO, 2006).

Apos fazer uma rotacao de angulo € (positivo), Figura 2.1, do sistema de co-
ordenadas XOY, em relacao a origem, obtém-se um novo sistema de coordenadas
zO0y. Sejam (xa,1,) as coordenadas do ponto P no novo sistema. A relagao entre

as novas coordenadas do ponto P e as iniciais, sao dadas pela relacao:

Ty = 1080 + y; sen b,
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Yo = y1cos — xq senf.

Na forma matricial temos:

To cosf senf| |z,

Yo —senf cosf| |y

Ja na Figura 2.2, tem-se os eixos fixos, enquanto que um ponto P; de coordenadas
(z1,y1), se desloca para um ponto P, de coordenadas (zs,%s), como consequéncia
de uma rotacao de angulo # em relacao a origem. Neste caso, a relagao entre as

coordenadas é dada por:

To = T, 0860 — Yy, send,

Yo = Y1 cos b + 1 send.

Na forma matricial temos:

To cosl —senf| |z,
Yo senf) cosf | |y

Observa-se que as relagoes entre as coordenadas nas duas perspectivas apresen-
tadas diferem apenas nos sinais de senf. Note que as matrizes de rotacao dadas

pelas duas perspectivas acima, sao uma a transposta da outra, ou seja:

cosf senf

il el 2 matriz de rotagao quando se tem os eixos

Denotando por A =

o~ Py cosf) —senf : " :
moveis, sua transposta serd A' = P 0 | que é precisamente a matriz de
sen CoS

rotacao quando se tem os eixos fixos.

A matriz de rotacao A e a sua transposta sao matrizes ortogonais com determi-
nante igual a 1, lembrando que, matrizes ortogonais sao tais que AA* = A'A=1Te
detA = 1 onde a reciproca é verdadeira, ou seja, toda a matriz 2 x 2 ortogonal e com
determinante igual a 1 é uma matriz de rotagao e formam o conjunto das matri-
zes representado por SO(;) e denominado de grupo especial ortogonal de dimensao

2.Uma demonstragao desse fato pode ser encontrada em (ARAUJO, 2019).

As matrizes de rotacao 2 x 2 sao operadores ortogonais que preservam a norma e
o angulo entre os vetores, assim, a rotacao resultante nao depende da ordem de com-
posi¢ao das rotagoes. A composi¢ao de rotagoes no plano é comutativa.(OLIVEIRA
et al., 2011).
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Conforme (AVILA, 2008), algebricamente, os Planos Complexo C e Euclidiano
R? diferenciam-se por causa da multiplicacio dos Ntimeros Complexos, pois, no
Plano Euclidiano nao tem tal operacao com os pares ordenados (z,y). Todavia,
geometricamente podemos considerar esses dois planos como espacos vetoriais iso-

morfos.

Assim, fazendo a identificagao da matriz de rotacao A com o Namero Complexo

cos# + isen f, obtém-se:
y = (cos @ + isenf)z.

Isto é, o conjunto dos Nuimeros Complexos unitarios pode ser identificado com
o conjunto das rotacoes no plano, estes niimeros pertencem, na geometria do plano,
a circunferéncia unitaria de centro na origem, esse conjunto de nimeros seré deno-

minado de esfera S!.

Considerando uma regiao do Plano Complexo, cada ponto dessa regiao identifica
- P 4 5 ]
um numero complexo z = x + yi. Ao efetuarmos o produto de z por 2/, onde

z' = 0 + i,tem-se:
22 = 2i = xi + yi? = —y + Ti.

: =% ;
Sendo # o argumento, ou seja, a angulo formado pelo vetor Oz e o eixo real e #' o

; . T . T
argumento de zi, conforme a Figura 2.3, tem-se '+ (= —0) = 7, ouseja § — ' = —,
2 2
. P e S .
assim, os vetores Oz e Ozi sao ortogonais, possuem a mesma norma, conforme
n . i =2 - s .
(AVILA, 2008), ||z|| = ||2Z||. Porém, Ozi, sofreu uma rotagao de 5 radianos. Segue

por (ARAUJO, 2019), que ao multiplicarmos todos os pontos de uma regiao pelo
g 5 T
numero complexo 7 seu tamanho nao seré alterado e sofrerd uma rotacao de 2

radianos.
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Figura 2.3: Produto de z por i.
Fonte: (ARAUJO, 2019).

Em relagao as translagdes no Plano Complexo, sejam zj e z dois nimeros comple-
xos entao z' = z + zp serda a imagem de z pela translacao segundo o vetor associado
a z9. E que as translacoes sao isometrias que preservam as orientacoes dos angulos.
Como podemos observar na Figura 2.4, os pontos 23, 21 € 22 sofreram uma transla-
¢ao, respectivamente para os pontos z3, O e 25, mantendo o mesmo angulo a, isto

- - A
é, 232120 = 2507).

o)

Figura 2.4: Translacao do ponto z; para a origem.

Fonte:(CUNHA, 2020).

2.2 Movimentos Rigidos no Espaco

Nesta secao continuaremos a mostrar as rotagoes com uso de matrizes, como no caso

de rotagoes no plano, ou seja, uma extensao da secao anterior e na proxima segao
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serd dada énfase no uso de Quatérnios como operadores de movimentos rigidos no

espago.

Tomemos um sistema de eixos OXY Z ortogonais entre si para representar o

espaco R?, marcamos um ponto P = (z,¥, z), como na Figura 2.5, abaixo.

Figura 2.5: Vetor OP no espaco R3.
Fonte: (ARAUJO, 2019).

Temos o vetor O_:P, a projecao ortogonal do ponto P no plano XQY é dada por
P' , assim, o vetor O_;P; ¢é a projecao do vetor OP no plano XOY . Ao realizar uma
rotacao do ponto P em torno do eixo Z de 27 radianos, sua projecao P’ descreve
no plano XOY uma circunferéncia de raio igual a |O_:P;|. Ao realizar uma rotacgao
no plano XOY de forma que o semi-eixo OX coincida com o vetor O_;P,, isto é,
rotacionar o referencial no sentido anti-horario de um angulo # em torno do eixo
Z, ¢ 0 mesmo que rotacionar o vetor OP' em sentido horério de um angulo —6 até
coincidir com o semi-eixo OX. Devido a este fato, ao escrevermos as matrizes dessas
rotagoes, uma sera a inversa da outra, como ocorre com as matrizes de rotacao no

plano, visto na secao anterior.

A seguir estao as matrizes necessarias para as rotagoes, onde os eixos se movem

e o ponto P continua fixo.
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Figura 2.6: Coordenadas de P, apés rotacgao de eixos.

Fonte: (ARAUJO, 2019).

Rotacionando o referencial em torno do eixo Z a coordenada z do ponto P nao
se altera, Figura2.6, assim, as alteragoes serao no plano XQOY. Apoés a rotagao, as
novas coordenadas do ponto P serao (z’,y', z). Utilizando coordenadas polares, as

novas coordenadas ficam:

r = xcosh+ysenf + 20,
y = wycosf — xsenf + 20,
z = z04+90+ 21.

Na forma matricial tem-se:

T cosf) senf 0| |z
y'| = |—senf cosf 0| |y]|.
z 0 0 1| |z

Portanto, a rotacao em torno do eixo Z é dada pela matriz R, 5.

cosf senf 0
R.p = |—senfl cosf 0
0 0 1

Agora, a matriz que representa a rotacao do ponto P em torno do eixo Z, ou

seja, o referencial se mantém fixo, quem rotaciona é o ponto, sera:
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cosf) —senf 0
"o = |senf cosf 0

0 0 1

Da mesma forma, utilizando coordenadas polares, pode-se determinar R, ;s e
R, ., que sao as matrizes de rotacao, respectivamente, em torno dos eixo X por uma

angulo ¢ e em torno do eixo Y por um angulo a.

1 0 0
R.s = |0 cosf senf
0 —senfl cos@

¢
cosae 0 sena
Ryo = 0 1 0
—sena (0 cosa
Agora, as matrizes que representa a rotacao do ponto P em torno dos eixos X e
Y, serao:
1 0 0
R,;,= |0 cosf —senf|,
0 senf cosf
e

cosa 0 —sena
R;ﬁ = 0 1 0
sena 0 cosa
Como vimos na se¢ao anterior, as matrizes de rotacao de eixos e do ponto sao
transpostas uma da outra, o mesmo vale para as matrizes de rotacao no espaco,
ainda, Rj:._e ¢ também a matriz inversa de R,y. Assim, podemos considerar as

seguintes relacgoes:

R, = (R:0)' = (Rz0)",
Ry .= (Bya)' = (Bya) ™,
o = (Rag)' = (Rzp) ™"

Do fato acima, segue que:

RZ,Q(RZ,Q)t = (Rz,ﬁ)tRz,Q = I:
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ou seja,

cosf@ senf 0| [cosf —senfl 0 1 00
R.o(R.9)' = [—senf® cosf Of [senf cosf 0Of=1]0 1 0].
0 0 1 0 0 1 001

A demonstracao consta em (ARAUJO, 2019), o mesmo afirma que do fato de
detR,9 = detR, , = detR, 4 =1,

pode-se concluir que esse conjunto de matrizes de ordem 3 sao ortogonais e repre-

sentam o conjunto das matrizes de rotagao no espago, denotada por SO 3):
50(3) = {szQRy__QRI,d; | 9: a,p € R}

Assim como as matrizes de rotagoes no plano, as matrizes de rotagao de ordem 3,
nos eixos coordenados, também preservam a norma dos vetores e os angulos, segue

que o produto interno também nao se altera com as rotacoes.

Dessa forma, pode-se fazer a composicao de rotagoes, ou seja, dadas duas rotagoes
de angulos # e o em torno do mesmo eixo, o resultado dessa composicao sera uma

rotagcao com a soma desses angulos:
Rz,BRz,u = Rz,9+cz-

Na forma matricial tem-se:

cos(0+a) sen(d+a) 0
R.o+a = |—sen(d +a) cos(@+a) 0
0 0 1

O mesmo nao vale quando se trata de composi¢ao de rotagoes por eixos distintos,
ou seja, pelo fato de a multiplicacao de matrizes nao ser comutativa, as rotacoes

podem ter resultados finais diferentes, como se pode observar na Figura 2.7.
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Figura 2.7: Nao comutatividade da rotacao de um corpo rigido para eixo nao fixo.
Fonte:(ZILIO; BAGNATO, 2002).

Vale ressaltar que no espaco, R?, quando se tem uma sequéncia de duas rota-
¢oes, digamos R, e R,, em que as rotagoes nao sao realizadas em um mesmo eixo de
coordenadas, o resultado ¢ uma rotacao em um eixo, por certo angulo, porém usu-
almente, ndo é um eixo de coordenadas. Neste caso, conforme (PINHEIRO, 2006),
tem-se que determinar um operador de rotacao para esta sequéncia, ou seja, um eixo
de rotacao e o angulo de rotacao nesse eixo.

Para (PINHEIRO, 2006) as matrizes de rotagao em R? apresentam duas novas

caracteristicas em relacao as matrizes de rotacao em R2, sao elas:
C 2¢ao de al iai tacoes em R? na t 1
e Com excegao de alguns casos especiais as rotagoes em nao comutam, pelo
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fato de que para duas matrizes de rotagao R; e R», temos R; Ry # Ry R,, como

observado na Figura 2.7,

e As matrizes de rotacao em R? tem um autovalor real e, consequentemente,
todas as matrizes de rotagao (e os seus produtos) podem ser escritas em termos
de uma matriz de rotacao final, que deixa inalterada uma determinada direcao
fixa. Uma vez que a matriz de rotagdo R nao altera o eixo, esta expressa todas

as possiveis rotagoes por um dado angulo em uma determinada diregao.

A construcao desses operadores de rotagao em eixos e diregoes determinadas, es-
tao descritos em (PINHEIRO, 2006), nao o faremos aqui, pois, este trabalho tem por
objetivo a demonstracao das rotagoes usando Numeros Quatérnios, o que faremos

na proxima secao.

2.3 Movimentos Rigidos com Numeros Quatérnios

Nesta secao vamos mostrar como sao realizadas as rotacoes utilizando os Niimeros

Quatérnios, suas vantagens e desvantagens.

Pelas propriedades dos Quatérnios, vemos que esse conjunto forma um espaco
vetorial (H, R, +,-) no corpo dos Reais R. Além disso, o conjunto dos Quatérnios,
H, é isomorfo a R? e o subconjunto dos quatérnios puros isomorfo ao R?. Assim, é

possivel fazer transformacoes no espaco usando Quatérnios.

%

Assim como a multiplicagao de Numeros Complexos, C, equivale a rotagoes de
vetores no plano R?, a multiplicacio de Quatérnios puros equivale a rotacoes de
vetores no es R3. Para tanto, ¢ »ssario defini d ternioni

S paco R®. Para tanto, é necessario definir um operador quaterniénico
para a rotacao no espaco, esse nimero nao pode ser qualquer quatérnio, pois, precisa

ser um quatérnio puro, ou seja, um ntiimero isomorfo de um vetor de R3.

Para definir tal operador, tomemos trés niimeros ¢, r, p tais que, ¢,r € H e p um

quatérnio unitario e puro.

Sabendo que a multiplicacao de quatérnios nao é comutativa, temos os seguintes

resultados:

pqr,prq,qrp,Tqp, 4pr € rpq.

Conforme (ARAUJO, 2019), ao fazer as multiplica¢oes desses quatérnios, precisa-

se que o resultado seja outro quatérnio puro, o que nao ocorre nas quatro primeiras
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operacoes, logo, vamos verificar as duas tltimas.

Sejam q =g+ q, r =19+ r e p= 0+ p, tem-se que o produto gpr sera:

qpr = (90 +)(0 + p)(ro +1)
= (qop + ap)(ro + 1)
= [qop + (@ X P) — (a.p)](ro +T)
= —1o(ap) — q(p-r) — (g X p)r+
rogoP + 7o(@ X P) — (aP)r + qo(p X 1) + (@ X p) X I.

Fazendo gpr = w, sabe-se pela multiplicacao de quatérnios que w € Hl, entao,

—1o(qp) — qo(p-r) — (q X p)r é parte escalar de w,

ToqoP + To(q X P) — (@P)r + ¢o(p X r) + (q X p) X r é a parte vetorial de w.

Precisamos assegurar que w seja um quatérnio puro, w = (+w, para tanto segue

—19(a.p) — qo(p-r) — (@ X p).r = 0.

Nessa condicao ¢ necessario que 1y = gy € T = —(, assim,

?"=?"0‘f‘r:fi'0_q=§:

q=T.
Para o produto rpg o resultado é analogo.

Logo, o produto de trés quatérnios nas condicoes acima, determinam dois ope-

radores de rotagao

que resulta em quatérnio puro w sempre que p for quatérnio e puro e p € H.

Sendo que o operador de rotagao gpg corresponde a perspectiva de rotagao num
sistema de coordenadas mével, enquanto que o produto gpg, faz rotagoes num sis-

tema de coordenadas fixo.
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Como o operador de rotagao serda um Quatérnio, tal que, ¢ € H; e |q| = 1,

pode-se escrever a relacgao:

W,(p)  H—H
P — qpq.

Segue um exemplo de aplicagao do operador dado por gq.

Exemplo 2.1 Seja o vetor v € R?, onde v = (0,1,1) e seja q € H, onde q = k.

Fazer a rotagao do vetor v seqgundo o operador de rotacao dado por q.

Solugao: Sendo ¢ = k, pelas propriedades de quatérnios seu conjugado serda § = —k

e sua norma ||q| = 1.

Vamos escrever o vetor v como elemento dos quatérnios, pois, v é isomorfo aos

quatérnios puros assim:
v=v+v=04+0:4+ 174+ 1%.

Usando a relagao acima aplicada em v, ou seja, W,(v) e as relacoes fundamentas da

multiplicagao dos quatérnios, tem-se:

W,(v) =qvq
= —k(j + k)k
= (—kj — Kk
= (i +1)k
—ik+k
=—j+k.

Assim, w =0+ 0 — j + k, w € H é puro, portanto, isomorfo de R?.

Podemos escrever w como um vetor no espago R?, ou seja, o vetor v = (0,1, 1)
apos sofres a rotagao do operador de rotagao passa a ser o vetor w = (0, —1,1)

conforme Figura 2.8.
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X

Figura 2.8: Rotagao em torno do Eixo Z, com operador quaterniénico.
Fonte: Proépria autora.

Assim, o operador dado por ¢, produz uma rotacao em torno do eixo Z, com um

™ 3 ; 3
angulo de 3 e portanto, ao definir os operadores com ¢ =1, ¢ = j e ¢ = k, teremos
& : : i i
rotagoes, respectivamente, em torno dos eixos X, Y e Z, com angulo de rotacao 3

Na sua forma algébrica temos W,(v), onde, ¢ = go + q um quatérnio, tal que

llg|l =1 e v =0+ v é um quatérnio e puro, segue que:

= (90 +a)(0+v)(g0 —a)
= (q.v)q + q*v +2q(q x v) — (@ X v) X q.

Pela igualdade de Grassmman (p x q) x r = (p.r)q — (q.r)p, tem-se:
W, (v) = (90 — llall*)v + 2(q.v)a + 2q0(q x V). (2.1)

A representacao do operador gug o procedimento é analogo.

Para garantir que W ,(v) seja operador linear, que preserve a norma do vetor e

represente uma rotagao, tem-se o Teorema 2.2.

Teorema 2.2 Sejam q = qo + q = cos + usenf um quatérnio unitdrio com u =

4 ¢y € R®. A agio do operador W,(v) = quq em v pode ser interpretada

lall ) _ )
geometricamente como a rotacao do vetor v em torno de q como eiro de rotacao e

sequndo um dngulo 26.
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Em (ARAUJO, 2019) a demonstracao deste teorema foi dividida nos trés lemas

abaixo:
Lema 2.3 O operador Wq(v) = quq € linear.

Lema 2.4 Seja q um quatérnio unitdrio. A norma de um vetor de R? nao se altera

com a aplicagao do operador Wq(v) = qug.
Lema 2.5 O operador Wq(v) = quq representa uma rotagao.

Demonstragao: As demonstragoes dos Lemas constam em (ARAUJO, 2019). O

Assim, dado um vetor unitario u e um angulo de rotacao €, o quatérnio unitéario
q = cosf+usenf produz um operador de rotacao de v em torno do eixo u de angulo

26. Como consequéncia deste teorema tem-se o seguinte corolario.

Corolario 2.6 Qualquer rotagio de dngulo 8 em torno de um eizo u, com ||ul| = 1;

pode ser obtida através de um quatérnio unitdrio.

0 0
Demonstragao: No teorema 2.2, escolhe-se q de modo que g = cos 3 + usen 3
Assim, é obtida a rotacao desejada. [l

Exemplo 2.7 Consideremos wma rotacao de dngulo g} em torno do vetor u =
(0,1,0) € R%. O quatérnio, q € H, que produzird o operador de rotagio serd:
T T V2 V2
—— —.?‘

qzcosi—ksenz} 5 + 9

Exemplo 2.8 Rotacionar o ponto P = (10,0,0) em 180 graus em torno do eizo Z.

Solugao: Seja OP = p = (10,0,0) = 10i. O vetor de rotagio em torno de Z
0 0

seri u = (0,0,1) = k, o operador de rotagao dado por ¢ = cosﬁ + useni, sera

1
i = f:osﬂ + ksen? = cos 90 + ksen90 = k e seu conjugado § = —k.

2
Aplicando o operador de rotacao W,(p).

W,(p) = qpg = k(10i)(—k) = 10ki(—k) = —10jk = —10.
Tem-se o Ponto P’ = (—10,0,0), ap6s a rotagao.
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Fazendo uma relagao do operador Wq(v) = qvg com a algebra de vetores pode-
se definir a matriz de rotagao. Conforme (PINHEIRO, 2006), a multiplicagao de
quatérnios pode ser representada na forma matricial, ou que, ¢ € H, tal que, ¢ =
go + q11 + @27 + g3 pode ser escrito como a combinacao de dois complexos ¢ = z +wj,
onde z,w € C, assim, conforme o mesmo autor, g podera ser associado a matriz

complexa

z wl _ | @ot@t g2tgs
—w z —@+q3t qo— qit]

Porém, quando se trata de multiplicagao de quatérnios na sua forma matricial,
tem-se que diferenciar entre o produto de p por ¢ a direita pq e a esquerda gp, visto

que a multiplicacao de matrizes nao comuta. De fato,

qo G G2 g3
—¢1 Go —q3 (2
—q2 g3 G G
—qg3 —q2 41  qo

pg=pR(@)=[p0o P1 P2 D3] =

qo q1 qz2 qs
—q1 4o 43 —q2
—q2 —q3 4o Q|
—q3 4q2 —q1 4o

pa=pL(g) =[po p1 p2 ps] =

Assim, ao fazer a multiplicagao de pq, conforme (PINHEIRO, 2006), teremos duas
matrizes. Para diferencia-las, usam-se as notagoes R(g) para multiplicagao a direita

e L(q) para multiplicacao a esquerda.

qo 751 42 3 qo q1 q2 qs
—¢1 4o —q3 Q2 —q¢1 4o q3 —42
R(q) = e L(g)= ;
(Q) —G2 Q3 G ¢ (q) —q2 —q3 qo 51
—q3 —q2 Gq1 qo —q3 G2 —q1 o

Ainda, R(g) = R(q)". “Dispondo da forma matricial da multiplicagao a esquerda
por g e a direita por g, pode-se, a partir dos quatérnios, gerar uma matriz de
rotagdo associada a uma dada rotacao” (PINHEIRO, 2006). Assim, a matriz de
rotagao corresponde ao produto das duas matrizes, uma vez que, considerando um

quatérnio puro v,

W,(v) = qug = q(vq) = q(vR(q)") = (vR(q)")L(q) = v(R(q)" L(q)),
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onde,

R(q)"L(q) =
0’ + @+ @+ g5° 0 0 0
0 @0’ + q¢® — ¢ — ¢3° 2(q192 — q093) 2(q193 + 0q2)
0 2(q192 + qo43) %0 — @+ @* — ¢5° 2(q2q3 — qoq1)
0 2(q193 — q042) 2(q2q3 + qoq1) 90’ — ¢1® — > + ¢5°

Pelo fato de ¢ ser um quatérnio unitario, logo:

1 0 0 0

0 1-2(¢>+q5°) 2(ae—wB) 206+ 0e)
0 2(q1g2+qogz) 1—2(¢i*+ %)  2(q203 — q1)
0 2(q1q3— %) 2(¢g+qpa) 1-—2(q¢%+ ¢?)

R(q)"L(q) =

“Uma vez que as duas matrizes R(q) e L(g) sao ortogonais” (PINHEIRO, 2006),

implica que a matriz R(q)7T'L(q) seja ortogonal quando ¢ é unitério.

Assim, tem-se a expressao da matriz de rotacao R em funcao de um quatérnio

unitario ¢:

1-2(¢2% +45*) 22— q093)  2(0193 + Q=)
R=| 2192+ qq3) 1-2(¢*+45°) 2(q293 — qo1)
2(q193 — 90%2)  2(q2q3 + Q@) 1 -2(¢* + ¢2?)
Verifica-se que a matriz R é ortogonal e o seu determinante é 1 assim, pode-se
concluir que R é uma matriz de rotagao, estabelecendo deste modo a equivalén-

cia.

2.3.1 Composicao de rotacgoes no Espaco

Como vimos anteriormente, para fazer a composic¢ao de rotagoes por eixos distintos,
usando matrizes de rotagao, deve-se levar em consideracao a ordem dessas rotacoes,

visto que a multiplicacao de matrizes nao é comutativa.

Vejamos a seguir como fazer a composicao de rotagoes usando Numeros Quatér-

nios.

Para somar duas rotagoes dadas por quatérnios, deve-se fazer a multiplicagao
entre eles, ou seja, a composicao de rotagoes se faz pela multiplicacao dos quatérnios

correspondentes, conforme a Proposicao a seguir.

Proposicao 2.9 Sejam p e ¢ € H;. Uma rotagao definida por p e em sequida, por

q € equivalente a wma rotacao definida por pq.
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Demonstragao: Seja v € H, um quatérnio puro, ou seja, v = 0 + v, entao

RyRy(v) = Ry(R,(v)) (2.2)
= R,(pvp)
= q(pvp)q
= (qp)v(7D)
= R, (v).
O

Ficando demonstrado que a composicao de duas rotacoes é ainda uma rotacao,
ou seja, é a rotacao correspondente definida pelo quatérnio unitario gp. Podendo

generalizar esta propriedade a composicao de qualquer niimero de rotagoes.

Assim como a rotacao por matrizes, neste caso também a ordem das rotagoes deve

ser levada em consideracao, visto que, a multiplicacao de quatérnios nao comuta.

Pq # qp-

Exemplo 2.10 A composicao de uma rotagao de um vetor v em torno do eixo 'Y
por um dngulo ¢, sequida de uma rotagcao em torno do eizo Z por um dngulo 6 serd

dada por:

Solugao: Sejam p e ¢ € Hy, onde p = j e ¢ = k, os quatérnios correspondentes
respectivamente aos operadores das rotagoes em torno de Y e Z. A composicao das

rotagoes serd, pela Propriedade Fundamental do Produto de Quatérnios, dada por:

RR,=qp=Fkj=—1

Exemplo 2.11 Dada o vetor u = (10,0,0) serd executada uwma rotagao de 180 graus

em torno do eixo Z, sequida de uma rotacdo de 90 graus em torno do Y.

Solugao: Sejam v; = (0,0,1) o vetor de rotagdo em Z e v, = (0,1,0) o vetor de

rotacao em Y, na notacao de quatérnios: v; =k e v2 = j.

Vamos determinar os operadores das rotagoes de 1806(3 90 graus, respectivamente

dados por ¢ e p. Usando a expressao ¢ = cos 2 + v sen 27 temos:
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qzcos@—kvlsen? = c0s 90 + ksen 90 = k,

2
p=cos§+*ugsen% = cos4d + jsendb = ?7&}'?.

Fazendo w = pq = (pogo — PQ) + Poq + ¢oP + P X q,

V2 v2, V2, V2,

w=pg=0+-k+0+-i= =i+ -k

que sera o quatérnio que dara o operador para as duas rotacoes.

Vamos determinar o vetor u', que sera o vetor u = (10,0,0), apos sofrer as

rotagoes pelo operador Ry, (u), para tanto temos:

w = 73 Tk
__ Va3
W= —71 -5k
u = 101.
Ry, (u) = wuw = ( i+ £k:)(l[) )(—£ - £;fc) = 10k.

Assim, o vetor u apos sofrer a rota¢ao dupla passa a ser o vetor v’ = (0,0, 10).

Podem-se multiplicar quantos quatérnios forem necessario para produzir um
quatérnio que represente uma composicao de rotagoes. No entanto, conforme (PI-
NHEIRO, 2006), algumas observagoes devem ser levadas em consideragao em relagao

ao inverso e ao simétrico de um nimero quatérnio, vejamos:

Considere os quatérnios ¢ € H; e v € H, um quatérnio puro.
e Seja g e, ¢1 seu inverso, geometricamente ¢; produz um operador de rotacao

com o0 mesmo angulo que ¢, porém o eixo tem sentido contrario, ou seja, qi

realiza uma rotacao contraria a de ¢, o que um faz o outro desfaz.
R,(v)=qup™' e R,1(v)=q'v(g™")!=q vg,
e ainda,

Rq_l(R‘i'("U)) = q_l(qvq‘l)q = q_lqvq_lq = 7.
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e Seja g e, —q o seu simétrico, verifica-se que:

R_4(v) = (=q)v(—q)™" = qug™1 = Ry(v),

assim, os quatérnios g e —q representam o mesmo operador de rotacao, pois
uma rotagao de um angulo ¢ em torno de um eixo v (pelo operador de quatérnio
q) pode também ser expressa como uma rota¢ao de um angulo —¢ em torno

do eixo —v (pelo operador de quatérnio —q).

2.4 Movimentos Rigidos com Numeros Quatérnios
Duais

Para encerrar este capitulo, vamos mostrar como utilizar o Quatérnios Duais em
Movimentos rigidos. Para tanto, tomemos os niimeros pg,p1 € H e os niimeros
G=qo+qeep=p+ pe € H Conforme (KAVAN et al., 2006),Definimos o
operador W tal que,

Wi(p) = GG (2.3)
Tem-se que:

@pq " = (q0 + q1€)(po + p1€)qo” (L + qrq0” '€)
= (qopo + qop1€ + @1po€) (0" + @ ' q1qo€)
= GoPodo” " + QoPodo” ‘@190 "€ + qop1go "€ + q1poqo €.

Para s € H, s = so + s1€¢, onde s; ¢ um quatérnio puro. Entao:

G54 = qogo " + Q090 ' q190 €+ o510 e+ qiqo €
=14 (gos1g0 " + 2190 V).

Agora, seja o vetor v € R?, e go, g1 € H, tal que 29190~ = ¢, onde t é um quatérnio

puro, temos g dado por:

9 = g0 + tgee. (2.4)
Calculando Wj(5), teremos:
W;5(3) =1+ (gos1g0 " +t)e =1+ Trye(s1)e. (2.5)
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Assim, definimos o operador para concatenar rotagao e translacao no espaco
usando Quatérnios Duais. Em que gos19o~! é o operador de rotacao visto na secao

anterior, por isso a necessidade de que s; seja Quatérnio Unitéario.

Portanto, dado um ponto P = (z,y,z) € R?, para se calcular o deslocamento
Tr+(P) de P por uma rotacao de angulo # em torno do eixo definido pelo vetor v =
(Zv, Yo, 2v), seguido de uma translagao definida pelo vetor t = (zy, y, 2¢), considere

os quatérnios duais

1
§s=1+s€ e §=g—i—§tgf,

; ; ; : 0 v 0
emques=zxi+yj+zk, t=zi+yj+zk e g= 005(5) ES H scn(i); para
v
calcular W;(3).

Exemplo 2.12 Calcular o deslocamento T do Ponto P = (1,3,5) por uma rotagao

de 180 graus em torno do eizo Oy, sequido de wma translagao definida pelo vetor

t=(8,4,2).

Solugao: Como Oy ¢ o eixo de rotacao, segue que v = j e v € H. Entao, g € H
v
que é dado por: g = cos(=) + —sen(=), sera:

27 | 2

T ) T )
g= 005(5) + 336?’1(5) =1,

1
§=j+§(8i+4j+2k)jf
=j+ (4i+2j+ k)je (Propriedade H)
=j+ (-2 —i+4k)e.

O inverso de § = gy + g1€ = j + (—2 — i + 4k)e sera:

7 =9"1—qi90 ),
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) £ o go : ; = sy = 3

antes porém, precisamos encontrar g, = ——. Seja go = j entao g, = —— = —j,

, llgoll 1
assim,

G '=—j1 = (=2—i+4k)(—j)e] (Propriedade H)
= —j[1 — (4 +2j + k)]e
= —j+j(+4i+ 25+ k)e (Propriedade M)
=—J+(—2+1i—4k)e.

E o conjugado de g~ ! sera: (§71)* = —j — (=2 +i — 4k)e.
O vetor referente ao ponto P sera OP = (1,3, 5), em Quatérnio serd s =i+ 3j +
5k, assim

§=1+se=1+ (i+ 3j + 5k)e.
Agora podemos calcular o operador de rotacao e translagao

T/Vg,(g) =1+ (g(]Slg(]_l + t)E

W5(3) =1+ [j(i + 35 + 5k)(—7)] + (8 + 45 + 2k)]e
=14+ [(—=3+5i—k)(—7) + (8 + 47 + 2k)]e
=1+ [(—i+ 35 — 5k) + (8i + 45 + 2k)]e
=14+ (7¢ + 75 — 3k)e,

logo Trt(s1) = (7,7,—3) é a solucao.

Vimos neste capitulo que é possivel fazer rotacoes e translagoes no espago usando
quatérnios, pois, estes descrevem a rotagao com um unico movimento. Simplificando
os célculos e assim, diminuindo o esforgo computacional. Conforme (ARAUJO,
2019), a utilizacao de quatérnios tem ganhado forca na érea de computacao gréfica,
na roboética, rotacoes de objetos em trés dimensoes, na medicina por robos entre

outras areas.

Com uso dos Quatérnios abriu-se um leque de conhecimento que deve ser apro-
veitado por professores do Ensino Médio, mostrando aos alunos a abrangéncia dos
Numeros Complexos possibilitando relacionar o uso da Matematica com a vida con-

temporanea.

O préximo Capitulo sera dedicado as atividades que podem ser trabalhadas em

sala de aula com alunos dos tultimos ans do Ensino Médio.
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CAPITULO 3

APLICACAO EM SALA DE AULA

Neste capitulo apresentamos algumas atividades em forma de oficina de estudo para
serem aplicadas em sala de aula, sobre os contetidos abordados neste trabalho. Para
tanto, pautaremos as aplicagoes pelas orientacoes da Secretaria Estadual de Educa-
¢ao do Parana (Seed-Pr) e pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), no que

tange ao aprendizado da disciplina de Matematica para o Novo Ensino Médio.

A orientacao da (Seed-PR) (PARANA, 2008), afirma que a formacio mateméa-
tica do estudante do Ensino Médio deve aprofundar o estudo dos niimeros, de modo
a ampliar o conhecimento e dominio deste contetido para que o estudante compre-
enda os Numeros Complexos e suas operagoes. Salientando que os Numeros e a
Algebra sejam compreendidos de forma ampla, para que se analisem e descrevam
relagoes em véarios contextos onde se situam as abordagens matematicas, explorando

os significados que possam ser produzidos a partir destes conteudos.

Em 2018 foram definidas as regra para a implantacao do Novo Ensino Médio pelo
Ministério da Educacao. A Portaria (BRASIL PORTARIA N° 1.432, 2019), estabe-
lece os referenciais para elaboracao do Novo Ensino Médio com os eixos estruturantes
(Investigacao Cientifica, Processos Criativos, Mediagao e Intervengao Sociocultural
e Empreendedorismo). Tais eixos visam integrar e integralizar os diferentes arran-
jos disciplinares, bem como criar oportunidades para que os estudantes vivenciem

experiéncias educativas profundamente associadas a realidade contemporénea.

As atividades abaixo se justificam a media que a (BNCC), estabeleceu que o

Novo Ensino Médio fosse uma nova proposta de ensino-aprendizagem. Seu principal
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objetivo, promover um ensino mais significativo, onde o estudante fosse protagonista
da propria aprendizagem e que visse na escola um meio de alcangar seus objetivos

pessoais e profissionais.

O estudo dos hipercomplexos se integra a esse novo contexto de aprendizagem,
visto que, o estudante ¢ exposto a nova era tecnolégica a todo instante, seu dia a
dia e suas experiéncias estao voltados para a tecnologia e seu aprendizado nao pode
ser diferente. A aplicacao dos Niameros Complexos e Quatérnios no contexto tec-
nologico é uma realidade principalmente em jogos eletronicos, aminacoes, robotica

entre outras areas. Justificando assim, o ensino deste contetido em sala de aula.

As atividades foram elaboradas para serem trabalhadas com alunos a partir
do segundo ano do Ensino Médio ou para estudantes do ensino profissionalizante

voltados a tecnologia.

Tais atividades envolvendo Numeros Complexos e Quatérnios podem ser traba-

lhas em sala de aula ou em laboratério de informatica.

Oficina A - Numeros Complexo

Curso: Ensino Médio.
Disciplina: Matemaética.
Tema: Numeros Complexos.
Tempo: 4 horas/aulas.
Contetido: Numeros Complexos e Propriedades, Plano Complexo ou Plano
Argand-Gauss e representagao vetorial de um Numero Complexo.
Recursos: Lousa (giz ou pincel) ou laboratério de informatica com uso do software
GeoGebra.

Nesta atividade deve-se iniciar com uma explanacao sobre os Numeros Com-
plexos e suas propriedades, de forma que o aluno relembre o contetido ja estudado.
Retomar também a representagao de pontos e vetores no plano cartesiano, pois neste

momento, ele ja estudou estes contetidos em anos anteriores.

Inicia-se a aula com as atividades a seguir, “Domin6é dos Complexos”, “Jogo
da Memoéria” e “Bingo dos Complexos”, que estao disponiveis como sugestao para
o ensino de Numeros Complexos no site do Ministério da Educagao no enderego

http:/ /portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html?aula—2637.

Apés as atividades, sugerimos aplicar o roteiro que questoes abaixo, para fixacao
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do contetudo. O primeiro exercicio proposto sera para fixar as propriedades de soma,

produto e conjugado de Numeros Complexos.

Questao 3.1 Sejam os nimeros z; e zo € C, tais que z1 = 5+ 2i e zp = 1 + 44,

faca: Soma: z3 = z1 + z9, Produto: z4 = 2129, 0s conjugados de zy,22, 23 € 24

Em seguida o aluno terd contato com o plano, o professor devera explicar sobre
par ordenado e representacao de Complexos no plano. Nessa atividade sera utilizado
o plano cartesiano, onde o aluno devera marcar os pontos referentes ao valores do

exercicio anterior.

Questao 3.2 Utilizando os dados da questao anterior construa o Plano Complezo

e marque os valores zy, zy, 23, 24 € Seus conjugados.

No préximo exercicio o estudante tera contato com o célculo de norma de um

Numero Complexo. Propriedade muito utilizada nas proximas atividades.
Questao 3.3 Usando dos dados da questao 1 calcule a Norma de z; e zo

Nesta ultima questao o professor deve revisar os conceitos de representagao ve-

torial de um Numero Complexo no plano.

Questao 3.4 Faca a representacao vetorial no Plano Cartesiano dos nimeros zi,

29, Z3 € Z4.

As resolucoes das questoes anteriores podem ser feitas em software matemé-
tico, sugerimos a utilizacao do GeoGebra online, disponivel no enderego eletrénico

https:/ /www.geogebra.org/classic.

Com essa atividade objetivou-se relembrar as principais propriedades de Ntime-
ros Complexos, para que o aluno tenha mais facilidade para entender a préoxima

atividade.



Oficina B - Numeros Quatérnios

Curso: Ensino Médio.

Disciplina: Matematica.

Tema: Numeros Quatérnios.

Tempo: 2 horas/aula.

Contetido: Conjunto dos Quatérnios como uma extensao do conjunto dos Nimeros
Complexos.

Recursos: Lousa (giz ou pincel) ou laboratério de informética.

O conjunto dos Quatérnios sera apresentado aos alunos como a soma de dois
nimeros complexos, ou seja, dados z e w € C teremos ¢ = z +wj e ¢ = qo + q1i +
¢2J + qa3k. Neste momento deverao também ser apresentadas as Leis Fundamentais
do Produto de Quatérnios, i? = j2 = k? = ijk = —1, as relacoes fundamentais e
as defini¢oes de conjugado, soma, produto e norma de um quatérnio para que os
alunos entendam a atividade proposta. Como o Conjunto dos Quatérnios nao é um
conteudo do Ensino Médio o objetivo aqui serd de complementar e ampliar a visao

do aluno sobre as possibilidades do uso dos Numeros Complexos e dos Quatérnios.

Questao 3.5 Sejam os nimeros q=1+3i+4j+2k ep=2+3i+5j + 1k € H,
calcule a Soma de p + q, os Produtos pq e qp e dé os conjugados de q e de p.

Questao 3.6 Sejam os nimeros q=1+3i+4j+2k ep=2+3i+5j + 1k € H,

calcule a norma de q e de p.
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Oficina C - Rotagoes com Quatérnios

Curso: Ensino Médio.

Disciplina: Matematica.

Tema: Numeros Quatérnios.

Tempo: 4 horas/aula Contetudo: Uso dos Quatérnios para Rotag¢oes no espago.

Recursos: Lousa (giz ou pincel) ou laboratério de informética.

Nesta atividade inicia-se apresentando o niimero quatérnio como a soma dos
componentes escalar e vetorial, ¢ = go + q, onde gy ¢ a parte escalar e q = q17 +
q2j + qs3k, é parte vetorial do nimero ¢ € H. Concluindo que g pode ser escrito na
forma vetorial ¢ = (qo, q1,¢2,¢3) como um vetor de R*. Caso ¢ seja um quatérnio

puro sua representacao vetorial serd um vetor do R? ¢ = (q1, q2, ¢3),

Questao 3.7 Sejam os nimeros q=1+3i+4j+2k ep=2+3i+5j+ 1k € H.

Quais os componentes escalar e vetorial destes nimeros?

Nesse ponto deve-se explicar para o aluno o que é um operador de rotagao e como
ele funciona, sem detalhar sua construgao. Explicar que o operador tem a funcao de
fazer o movimento do objeto, seja rotacao, translacao ou ambas. Utilizar o operador
w,(q) = qpg. Explicar também que os nimeros ¢ = i, ¢ = j e ¢ = k correspondem,

respectivamente, os eixos cartesianos X,Y e Z.

Questao 3.8 Sejap,ge H, p=0+0i+1j+1k eq=0+0i+ 0j + 1k. Fazer a
rotagao do vetor p= (0,1,1) em torno de ¢ = k. Ou seja, rotaciona p em torno do

eiro 7

Solugao: Encontrar o conjugado e a norma de ¢ = k: § = —k e sua norma ||g|| = 1.

Seja p = 0+ 0i + 15 + 1k, usando o operador W,(p) = qpq e as relagoes funda-

mentais dos quatérnios, tem-se:

Wy(p) = qpq
=k(j +k)(—k)
= (kj + k*)(—=k)
= (i —1)(=k)
= —ik+k
=—j+k
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Portanto, w € H, onde w = 0+ 0 — j + k, observe que w é um quatérnio puro,
pois sua parte escalar é nula. Ele dara a posicao de p apés sofrer a rotagao em torno

do eixo Z.

Questao 3.9 Fuacga a representacao grdfica dos pontos correspondentes aos nimeros

p e w do exercicio anterior.

Nesta questao, usa-se a forma vetorial dos ntimeros ¢ e w, ou seja p = (0,1,1) e
w = (0,—1,1). Sugerimos utilizar o Software GeoGebra para fazer a representagao

dos dois vetores, conforme Figura 3.1.

Figura 3.1: Rotagao de P, com operador quaternionico.
Fonte: Proépria autora.
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CAPITULO 4

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho podemos observar as relagoes entre os Numeros Complexos e Quatér-
nios e os movimentos rigidos no espago, como também a importancia desses niimeros
para o desenvolvimento de diversas areas, entre elas, podemos citas os estudos de
Cinemaética, em movimentos de robés, animag¢ao, monitoramento remoto, no desen-

volvimento aerospacial, na medicina entre outras areas.

Vimos que foram os estudos de Hamilton que possibilitaram a criacao da Algebra

dos Quatérnios e por consequéncia das Algebras nao Comutativas.

Trabalhar rotagoes com os Quatérnios, evita singularidades nos movimentos,
simplificam céalculos em diversas situagoes, em outros, dao mais perfeicao aos mo-
vimentos como no caso de animacgoes. Mostrar a importancia desses numeros e
onde sao usados é uma forma de chamar a atencao dos alunos do Ensino Médio
para o estudo dos Numeros Complexos. As atividades aqui desenvolvidas podem

ser trabalhadas tanto no nivel médio quanto no nivel técnico.
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APENDICE A

LINHA DO TEMPO

O quadro abaixo, criado por (SANTOS, 2013), ¢ muito interessante, pois, apre-
senta a linha do tempo com as principais personalidades que contribuiram no de-
senvolvimento e na construgao da teoria dos Numeros Complexos e dos Quatérnios,

destacando suas contribuigoes.

ANO E CONTRIBUICAO

NOME PERSONAGEM

1539: Tartaglia mostra a Cardano a
|| técnica de resolucdio de equagdes do
ti]:tm(i +ax=b,com a e b positivos

Nicolo Fontana - Tartaglia
(1499-1557)

1545: Cardano publica Ars Magna, a
primeira obra a conter métodos de
resolugdo de equagdes de terceiro e
quarto grau e onde aparece pela primeira
vez manipulagdes com raizes quadradas

de nlimeros negativos

Gerdnimo Cardano
(1501-1576)




Rafael Bombelli
(1526-1572)

Albert Girard.
(1595-1632)

René Descartes
(1596-1650)

1572: publica o livro intitulado L'Algebra
- | na qual forneceu a correta solu¢do das

- | equagdes cubicas empregando a formula
.| de Cardano que envolviam raizes
quadradas de niimeros negativos além de
descrever a maneira de manipular esse
tipo de nimeros

| 1629: Foi o primeiro a utilizar o simbolo

N o

1637: Designa as raizes quadrada de
valores negativos, como numeros
imagindrios

John Wallis
(1616-1703)

| 1685: O primeiro matematico a procurar
| uma interpretagio geométrica a raiz de
| nimeros negativos.




Roger Cotes
(1682-1716)

Abraham de Moivre

(1667-1754)

Leonhard Euler
(1707-1783)

Caspar Wessel
(1745-1818)

et Jorfeq
aEBanby (semimmeiig
w
wlant ag (pharifte Peingonces Dploetning
-

Calwar Wajian,

Dircctionens analotiffe Betegning,

Eirbeabars 738
T bt Jekas Baweies Thiis

1714: Apresenta formula
In(cos(¢)+ isen(¢)) = ip

1722: Revela o artificio usado para obter
o resultado que implicou na formula que
leva seu nome,

1748: Apresenta a identidade
e" = cos(x)+isen(x)

1797: Apresenta um método onde propoe
uma representagio analitica para
segmentos de retas no plano e no espago e
na qual aparece pela primeira vez a
representagiio geométrica dos nimeros
complexos




Jean Robert Argand
(1768 - 1822)

1806: Deu uma representagdo geométrica
semelhante a que foi1 dada por Wessel,
porém totalmente independente desse.
Argand observa que pode-se representar
a multiplica¢do 1 por uma rotagdo de

90° .

Johann Carl Friedrich
Gauss
(1777-1855

William Rowan Hamilton
(1805 — 1865)

1831: Escreveu um artigo no qual
associava cada numero complexo a um
tunico ponto do plano cartesiano. A partir
dali a interpretagdo geométrica, se tornou
totalmente aceita.

1833: Apresenta quase tres séculos depois
do surgimento da formula de Cardano,
um artigo no qual formaliza a algebra dos
numeros complexos.




APENDICE B

IGUALDADE DE GRASSMMAN

Proposicao B.1 Dados p, q e v € H e puros, tem-se:

(pxqgxr=(p-r)g—(q-7)p.

Demonstragao: Sendo p = pii+pej+p3k, Q= qi+qj+qker = rii+ryj+rsk,

entao,
(p-r)q = (p171 + para + pars)(qii + g2 + qsk)
= (p1r1 + para2 + psrs)qui + (i1 + pare + pars)gej+
+ (p111 + para + par3)azk
= p1r1qat + paraqit + Parsqit + pir1qe) + Par2qge] + Parage)+
+ pir1qsk + paraqsk + parsqsk,
e

(@-1)p = (111 + gar2 + q313) (P17 + p2j + p3k)
= (11 + q2r2 + qar3)p1i + (@111 + q2r2 + qars)p2j+
+ (1m1 + @212 + g373)p3k
= QiT1P1t + Gar2p1l + qaT3pit + iT1P2] + GaT2paj + qsT3p2j+
+ quripsk + qarapsk + qarapsk.

66



Segue que

(P-1)a— (q-1)p = p1riqui + paraqui + paraqii + pi71G2] + Paragaj + Paraqai+
+ p1r1qsk + paraqsk + parsqsk — (iripit + qarapri + qarapri+
+ qir1p2J + qarop2]j + qaT3p2j + qiripsk + qarapsk + qarapsk)
= PaT2qil — @2T2P1l + P3Taqat — qaT3p1i+
+ P171492) — Q1T1P2] + P3T3q2] — q3T3P2]+
+ pir1gsk — qiripsk + paragsk — garapsk
= (P21 — @p1)72t + (P3q1 — @ap1)T3i+
+ (P12 — qp2)T17 + (P3g2 — q3p2)73j+
+ (P1gs — qp3)rik + (p2g3 — q2ps)r2k.

Ajustando os sinais das parcelas, tem-se:

(p-r)a—(q-1)p = (p3q1 — q3p1)730 — (@2P1 — P2qu)T2i+
+ (P1g2 — @ip2)m1J — (g3p2 — P3q2)T3j+
+ (p2g3 — @ap3)rak — (q1p3 — p1g3) k.

Substituindo 7, 7 e k conforme estabelecido por Hamilton, segue:

(P -r)a—(a-1)p = (p2g3 — q2p3)r2i X j + (qsp2 — P3ge)rai X k+
+ (@p3 — p1g3)T1d X i + (P3qu — qap1)73j X k+
+ (P12 — qp2)rik X i + (g2p1 — p2qu)rok X j
= [(p2g3 — ¢2p3)i + (@1p3 — P143)J + (q2p1 — P2qu)k] X (r1i + r2j + 13k).

Repetindo o procedimento acima, no primeiro fator da segunda parte da igual-

dade obtemos (p x q) e o segundo fator é r, logo:

(p-r)g—(q-r)p=(pxq)xr.
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APENDICE C

EXEMPLOS DO USO DOS QUATERNIOS

Uso de Numeros Quatérnios em animagoes 3d, tem objetivo de evitar o efeito Gim-
bal Lock, ou seja a sobreposicao dos eixos de rotagao, que ocorre quando ao fazer
o movimento os eixos de rotagao se sobrepoem, na Figura C.1, vemos essa sobre-
posi¢ao, ao rotacionar o objeto em relagao ao eixo Y (verde), temos a sobreposi¢ao
dos eixos X (vermelho) e Z (azul), o que provoca a perda de movimento nesses
dois eixos. Esse efeito ocorre também na aviagao, o que leva o piloto a ficar sem

referencias durante os voos e pode provocar a quede da aeronave.

Figura C.1: Gimbal Lock.
Fonte: (ANTUNES, 2021)

O efeito Gimbal Lock provoca o movimento com erro, como no caso da sequencia
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abaixo, Figura C.2, onde o brago da personagem faz o movimento para tréas.

Figura C.2: Erro de Rotagao, devido ao Gimbal Lock.
Fonte: (ANTUNES, 2021)

Uma das solugoes encontrada foi utilizar os movimentos gerados por Quatérnios,
o qual utiliza um quarto eixo para fazer as rotacoes, evitando assim, o problema
da sobreposigao de eixos. Conforme (ANTUNES, 2021), os quatérnios podem ser
convertidos para a representacao matricial de forma eficiente facilitando assim o
processo de concatenacao entre interpolacoes de rotacoes e translagoes para o calculo

da posicao final de cada vértice do modelo do personagem.

Ainda conforme (ANTUNES, 2021), embora, os quatérnios sejam menos intui-
tivos que a representacao por angulos de Euler e a operacao via Quatérnios, seja
mais dificil de implementar e mais dispendiosa em termos de processamento do que
a interpolacao linear, ainda assim, suas vantagens valem os esforcos e por isso a
representacao de rotagoes por Quatérnios tem se tornado mais e mais popular entre

jogos 3D.

Ja o uso de Quatérnios na area de robética, visa eliminar o Gimbal Lock e
principalmente, conforme (MARQUES et al., 2016), para a solu¢do do problema
de cinemética inversa de robds através de geometria algébrica, onde é necessario a

aplicagao de dual quatérnions para representar o movimento.

O problema cinemético inverso consiste em calcular os valores dos angulos u;
e uy, conforme Figura C.3 quando a posi¢ao do elemento terminal, (@, Qy), ja ¢

conhecida.
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Figura C.3: Esquema de uma estrutura serial 2R plana.
Fonte: (MARQUES et al., 2016)

Vejamos a seguir o Estudo de Caso, desenvolvido por (OLIVEIRA et al., 2011),
utilizando um o veiculo auténomo subaquético (AUV) ODIN (Omni Directional
Intelligent 1Navigator), Figura C.4, que é um sistema veiculo-manipulador desen-

volvido pelo Laboratério de Sistema Auténomos da Universidade do Havai.

Figura C.4: Odin.
Fonte: (OLIVEIRA et al., 2011)

O sistema veiculo-manipulador ODIN foi empregado em trés estudos de caso.
Primeiro, foi realizada a determinacao da cinematica direta através de Quatérnios
Duais. Em seguida, foi avaliado no procedimento interativo para a cineméatica in-
versa diferencial, utilizando o método de Davies e empregando a realimentacao dual-

quaternionica. Por ultimo, foi realizada a determinacao da cineméatica inversa por
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meio do Jacobiano dual quaterniénico, Figura C.5.

Figura C.5: Modelo Cinemético do UVMS.
Fonte: (OLIVEIRA et al., 2011)

A abordagem quaternionica foi comparada com o método classico. As trans-
formacoes entre os sistemas de coordenadas podem ser representadas através dos

quatérnios duais, evitando a ocorréncia de singularidades cineméaticas.

Concluiu-se que através da sequencia de estudos onde primeiramente, foi reali-
zada a determinacao da cinemaética direta através de quatérnios duais. Na sequéncia,
foi empregado um procedimento interativo para a cinematica inversa diferencial, uti-
lizando o método de Davies com realimentacao dual-quaterniénica. Por ultimo, foi

determinada a cinematica inversa por meio do Jacobiano dual-quaternionico.

Conforme (OLIVEIRA et al., 2011), em sistemas subaquéticos, onde um fluido
envolve todo o veiculo e agrega um grande amortecimento ao sistema, a imposicao de
largas variacoes de torque pode desestabilizar o sistema. O emprego dos quatérnios
duais, devido ao seu comportamento numérico, induz a realizacao de movimentos
lentos e suaves. Isso minimiza o movimento global do sistema e as forgas de arrasto
induzidas pelo fluido, o que facilita a estabilizagao do sistema no ambiente subaquéa-
tico. A ocorréncia de erros instantaneos de posicao, devido a imposigao de picos de
torque para garantir o seguimento da trajetoria, promove a degradacao da solugao.
O ambiente subaquatico amortece esses efeitos exigindo a correcao adicional do con-
trolador, o que induz grandes erros de postura ao sistema. O emprego de quatérnios
duais para a representacao dos movimentos diminui significativamente esses efeitos
quando comparado ao método classico via matrizes de transformagao homogénea.

Em sistemas redundantes, o uso de quatérnios duais evita a perda momentanea
de mobilidade, causada pela manipulacao em regioes singulares e minimiza a vari-
acao de velocidade na proximidade dessas regioes. Nessa modalidade de sistema, a

perda de um grau de liberdade acarreta na transformacao de uma junta secundéaria
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em primaéria, levando a picos na estabilizacao do sistema. Os quatérnios duais nao
sofrem essas influéncias, promovendo um mapeamento suave entre o espago opera-
cional e o espago das juntas. Ainda, para o tratamento de sistemas redundantes
esta abordagem nao necessita de uma aproximacao numeérica como ¢ necessario no
método tradicional, isto é, a utilizacao da pseudo-inversao. O tratamento é idéntico

ao realizado para sistemas nao-redundantes.

Nesses dois exemplos fica evidente a importancia dos Numeros Quatérnios para
a tecnologia atual, visto que, melhora a qualidade os movimentos, evitando singu-

laridades de rotacao.
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