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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma férmula geral nao recursiva que
determina a soma das funcoes polinomiais aplicadas nos inteiros positivos. Para isso, sao
apresentadas algumas generalizagoes do conceito de fungoes e sequéncias utilizando-
se o operador diferenca de ordem superior. Assim, com isso, obtém-se uma formula
para a soma das poténcias dos inteiros nao negativos, que é um caso particular das
funcoes polinomiais. Em seguida, obtém-se uma férmula para determinar o termo geral
de uma progressao aritmética de ordem superior, como também, uma férmula para
determinar a soma dos n primeiros termos da mesma. E por dltimo, obtém-se uma
formula para determinar um ndmero figurado e a soma dos mesmos para qualquer

que seja o nimero de lados.

Palavras-chave : Fung¢oes polinomiais; Diferencga finita; Operadores; Nimeros de Ber-

noulli; Somas de poténcias de inteiros.



Abstract

The main objective of this work is to present a non-recursive general formula that
determines the sum of polynomial functions applied to positive integers. For this,
some generalizations of the concept of functions and sequences using the higher-order
difference operator are presented. Thus, with this, we obtain a formula for the sum
of the powers of non-negative integers, which is a particular case of polynomial func-
tions. Then, a formula for determining the general term of a higher order arithmetic
progression is obtained, as well as a formula for determining the sum of the first n
terms of it. And finally, you get a formula to determine a figured number and the sum

of them for whatever the number of sides.

Keywords: Polynomial functions; Finite difference; Operators; Bernoulli numbers; Sums

of integer powers.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Este trabalho desenvolve um método para utilizarmos nos somatérios das fungoes
polinomiais definidas nos inteiros positivos. Tem, portanto, o objetivo de aprofundar o
que existe a respeito de tais sequéncias. Temos também como objetivo principal obter
uma férmula geral nao recursiva para a soma das funcoes polinomiais definidas nos

inteiros positivos.

Mostraremos uma formula geral e nao recursiva para a soma das func¢oes polino-
miais dos inteiros positivos, uma férmula fechada para esta soma finita. Este trabalho
teve como objetivo inicial a busca de uma férmula nao recursiva para a soma das po-
téncias dos inteiros positivos. Da qual, segundo [Beery 2009] e [Coen 1996], em 1713
apareceu na revista Ars Conjectandi' uma férmula recursiva (isto ¢, nao fechada) para
o referido somatério. A formula em questao ¢ atribuida a Jacobi Bernoulli (1654-1705).
Tal formula envolve os nimeros de Bernoulli que estao entre as sequéncias numéricas

mais interessantes e importantes da Matematica.

Historicamente, os ntimeros de Bernoulli surgiram na obra péstuma Ars Conjectandi,
em 1713, do matematico suico Jacobi Bernoulli (1654-1705). Os ntimeros de Bernoulli sao
os termos de uma sequéncia de ntimeros racionais descobertos, independentemente, no

processo de resolucao de um problema antigo por Jacobi Bernoulli e pelo matematico

'Arte de Conjecturar.

17



1 Introducao 18

japonés Seki Takakazu (1642-1708). Seki Takakazu também definiu os mesmos ntimeros
de Bernoulli no seu livro péstumo Katsuyo Sanpo?, em 1712. Ambos encontraram os
ndmeros acidentalmente em seus esfor¢os para calcular a soma de poténcias de inteiros

consecutivos

n
Sp(n) = > " =1P+2P 4+ +nP
=1
para inteiros n > 1 e p > 0. Apds essa descoberta, segundo [Coen 1996], os ntimeros
de Bernoulli apareceram em muitos resultados importantes, incluindo as expansoes em
série de func¢oes trigonométricas e hiperboélicas, a Formula de Soma de Euler-Maclaurin,

a avaliacio da funcio zeta de Riemann e o Ultimo Teorema de Fermat.

Desde a antiguidade, os matematicos lutam para somar as poténcias de inteiros
positivos e consecutivos. Em alguns casos, eles foram movidos pela curiosidade. Ou-
tros, precisavam de férmulas para resolver problemas especificos de engenharia e
fisica. Muitas mentes matematicas progrediram no problema, mas uma férmula geral se

mostrou ilusoéria.

Embora Bernoulli tenha sido o primeiro a dar uma Gnica férmula para todas as
somas de poténcias, os matematicos haviam considerado férmulas para somas de po-
téncias por quase 2 000 anos antes dele. O objetivo deste trabalho é mostrar uma
formula fechada para essas somas finitas de poténcias de inteiros positivos, como tam-
bém para o caso mais geral, onde a expressao da fungao é um polindmio, sendo este

um caso particular.
Vamos descrever, agora, um pouco da organizacao do texto desta dissertacao.

Este documento estd organizado em cinco capitulos, descritos logo a seguir. Este

primeiro capitulo traz uma introduc¢ao ao trabalho e se encerra nesta secao.

No capitulo 2 estuda-se a fundamentacdo matematica minima necessaria para o
acompanhamento do trabalho. A primeira secao apresenta brevemente o conceito de
fatorial de um ntimero natural. Na segunda, sao apresentados os conceitos de somatério
e produtérios, a terceira, a indugdo finita. Na secao seguinte, Niimeros binomiais e o
tridngulo aritmético. Na proxima segao sao apresentados os ndmeros figurados e o

tridngulo aritmético e finalizando, na tltima secao, sequéncias recorrentes.

2Fundamentos da Arte do Calculo.
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No capitulo 3 ¢ introduzido uma breve revisao histérica das somas de poténcias de
inteiros positivos, dando como exemplo, nomes de alguns matematicos que contribui-
ram com o desenvolvimento do assunto discutido neste trabalho para sua generalizagao.
Também, estuda-se exemplos de férmulas de soma de poténcias de inteiros positivos,
vé-se também exemplos de aplicacoes destas formulas. A primeira é a formula de Pascal
e a segunda é a formula de Bernoulli, ambas sao formulas recursivas, isto ¢, formulas

nao fechadas.

No capitulo 4 introduz-se com o conceito de operadores diferenca de ordem supe-
rior de fung¢oes e sequéncias, obtém-se e demonstra-se varios teoremas e resultados
importantes. Aqui também, determina-se e demonstra-se uma formula geral e nao re-
cursiva para a soma das fun¢des polinomiais aplicadas nos inteiros positivos que é o

objetivo principal do nosso trabalho.

No capitulo 5 inicia-se um trabalho de aplicacao desta formula geral e nao recursiva,
aplicando a formula na soma das poténcias de inteiros nao negativos, vé-se também
exemplos de aplicacoes desta formula nas func¢oes polinomiais e em progressoes arit-
méticas de ordem superior, que é um caso particular das fun¢des polinomiais. Para
estas, obtém-se e demonstra-se também teoremas importantes, centrais de progres-
soes aritméticas de ordem superior. Por tltimo, aplicamos a férmua geral nao recursiva

nos ntimeros poligonais, obtendo aqui também importantes relagoes.

Finalmente, no capitulo 6, sao apresentadas as considera¢oes finais do trabalho

acerca desta dissertagao.



CAPITULO 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, expomos a teoria basica para o desenvolvimento deste trabalho.

Comecaremos apresentando defini¢oes e resultados de fatorial, nimero binomial, in-

dugcdo matemdtica, somatérios e o tridngulo de Pascal veja em [Morgado e Carvalho

2015] e [Filho 198l], e recorréncias que se encontra em [Caminha 2012].

2.1 Fatorial

Definicao 2.1.1. (Fatorial).

Chama-se fatorial de um inteiro ndo negativo n (n > 0) o inteiro que se indica por n!,

e tal que:

| 1, para n =0
nl = :
n(n—1)1, para n>1

Exemplo 2.1. Seja n = 3, assim, por defini¢do, temos:

3 = 33-1)1'=3-201=3.2.1=6.

Observacao 2.1. Algumas vezes utilizamos n! =n(n —1)(n — 2).

20



2.2. Somatdérios 21

2.2 Somatérios

Nesta sec¢ao explicaremos a nota¢ao de somatério e produtério, as quais se revelam

muito Gteis no contexto de sequéncias.

Definicao 2.2.1. (Somatérios).
B n
Dada uma sequéncia (a;);>1, escreve-se Y. a; para denotar a soma a; +as + - -+ ay,
= i=1

para 1 <i <n. Assim,

arp, para n=1

i=1 a+as+---+a,, para n>1
que se lé: “somatério de a; com i variando de 1 a n’.

A notacao somatoéria () € utilizada para representar numa forma reduzida a soma

de um determinado ntimero de expressées, fungées, nimeros, etc.

Se m e n sao inteiros, com m < n, definimos

n

Y A= Gy At F Aga e .

i=m

Em particular, para n =2 e 3, temos:

2
Zai=a1+a2,

=1
3

Zai = a; + ag + as.
i=1

Chama-se indice da soma (ou do somatoério) f: aletra i e pode ser substituida por
qualquer outra diferente (que nao intervenha na Zszolma). Diz-se assim que ¢ é um indice
mudo. Na notagao indicial, o(s) indice(s) repetido(s) uma tnica vez é(sao) denominados
indice(s) mudo(s). E os inteiros 1 e n que figuram abaixo e acima da letra grega
maitscula > (sigma) chamam-se respectivamente limite inferior e limite superior do

indice 7.

Observacao 2.2. O ndmero de parcelas de um somatério que representamos aqui por

N(s) é determinado pela expressdo
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N(s)=n—1+1,
isto é, é sempre igual a diferenca entre os limites superior e inferior do seu indice mais
uma unidade.

Exemplo 2.2. Considerando o somatério abaixo, temos:

0 o= 7-14+7-247-347-447-5

= 7+14+21+28+35
= 105.

Da definicao de somatoério, dada a sequéncia (a;);>1, temos as seguintes proprie-

dades.

Propriedade 2.2.1. Sejam (a;);>1 e (b;)i>1 sequéncias quaisquer e ¢ € R. O somatério,

tem as seguintes propriedades:

i=1 \ j=1 j=1 \i=1
6 Z Zaibj: Zazsz

n m n
8 Yai=Ya,+ Y a;, com1l<m<n.
i=1 i=1 i=m+1

A notacao Y ¢é particularmente Gtil para fazermos cancelamentos em somas. Mais

precisamente, dada uma sequéncia (a;);>1, temos

n

Z(ai-i—l - ai) = Qpt1 — A1-
i=1

Esta formula é conhecida como a formula para uma soma telescépica.
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2.3 Inducao Finita

Nesta secao estudaremos um principio de demonstra¢ao matemética envolvendo o
conjunto dos naturais, chamado de Principio da Indug¢do Finita (ou Pincipio da Indug¢do
Matemadtica). Existem duas formas deste principio para provar proposicoes associadas
aos nimeros naturais, elaboradas pelo matematico Giuseppe Peano (1858 - 1932) que,
estudando os ntimeros naturais, percebeu que esses niimeros gozavam de propriedades

especificas.

Proposic¢ao 2.1. (Primeiro Principio da Indugao Matematica).
Dados a € N e uma propriedade P(n) do natural n, temos P(n) verdadeira para

todo n € N e n > a, se e somente se, as duas condigoes a seguir forem satisfeitas:

l. P(a) é verdadeira;

2. para todo k > a, P(k) verdadeira = P(k + 1) verdadeira.

Nestas condi¢oes, P(n) é verdadeira, ¥n > a.

Vamos aplicar este principio de indu¢ao para resolver um exemplo.

Exemplo 2.3. Prove por indugdo que

1
1+2+---4+n = n(n;),‘v’nelN.
De fato, para n =1 tem-se
a+y 2
2 2

Supomos que o resultado vale para n =k, ou seja,

kE(k+1)

L4244k = ——

Vamos mostrar que vale para n =k + 1, ou seja, precisamos mostrar que
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1124t ht(ktl) = “”4§k+m.

Agora,

k(k+1
I+2+-F+k+(k+1) = (2>+k+1

k(k+1) +2(k + 1)
2

(k+1)(k+2)
) :

Logo, o resultado vale para k+ 1. Assim, concluimos que o resultado vale para todo

n > 1.

Proposicao 2.2. (Segundo Principio da Inducao Matematica).
Dados a € N e uma propriedade P(n) do natural n, temos P(n) verdadeira para

todo n € N e n > a, se e somente se, as duas condicoes a seguir forem satisfeitas:

1. P(a) é verdadeira;

2. P(m) verdaeira para todo natural m com a < m < k implica P(k+ 1) verdadeira.

Nestas condigoes, P(n) é verdadeira, ¥n > a.

2.4 Nuameros Binomiais

Definicao 2.4.1. (Nimero Binomial).
Dados dois naumeros inteiros, n e p, chama-se nimero binomial (ou coeficiente bi-

nomial ou nimero combinatério) a expressdo dada por

— n : (2.4)

n 0, para p<0oup>n
, para 0<p<n

Podemos também escrever:
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Exemplo 2.4. Assim, temos:

AN _7'6-5%{_7-5_35
(4)‘4!(7—4)!_ W31 T

Observacao 2.3. Ha vdrias formas de denotar a expressdo do niimero binomial, algu-

mas delas séo

n
Neste trabalbo sempre utilizaremos ( )
D

Definicao 2.4.2. (Nameros Binomiais Complementares).

n m .

Dados dois ndmeros binomiais ( > e ( ), sdo ditos complementares quando, n =m
p q

ep+qg=n.

Exemplo 2.5. Sdo complementares:
5 5\ .
(a) <2> e (3) sdo complementares, pois 2 + 3 = 5;

(b) (I) e (;) sao Complementares, pois 4 +3 =T.

Proposicao 2.3. (Relagao de Stifel). A seguinte identidade é valida:

() 6i) = G) 2.5

Demonstragao: ‘Temos



2.5. A Férmula do Bindmio de Newton 26
<n> +< n > n! n n!
p p+1 plln—=p)!  (p+l(n—p—1)
n! n!
+
pn=p)(n—p-1!  (p+ 1)pl(n —p—1)!
n! 1 1
+
p!(n—p—l)!(n—p p+1>
n! n+1
pln—p—=1!" (p+1)(n—p)
(n+1)! _(n+1
(p+Dln—p) \p+1)
[ |

2.5 A Féormula do Bindomio de Newton

Obteremos a seguir a formula binomial de Newton, ou seja, da expansao da ex-

pressao (z +y)" em mondmios.

Teorema 2.1. (Teorema do binémio).

Para n € Z>, tem-se

(z+y)" = >

n
n L
<)mn ly'l‘
i—0 \?

k

0
0
Demonstragdo: Seja n =0, entao (I+y)0 = Z( >$_k?/k = 1

k=0

Suponha verdadeira para n > 1, precisamos mostrar que vale para n + 1, entao

(z+y)"*!
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Assim, tem-se

(z+y)" = i(g) nktl uz() neky 1

k=0
" (n
_ In+1+z<k> n—k+1 k_l_Z( ) n—k k—i—l_‘_yn-‘rl'
k=1

Facamos, na tltima expressao acima, as seguintes trocas nos indices dos somatoérios:
no primeiro somatério troque k por j e no segundo somatério troque k+ 1 por j;
desse modo, no segundo somatério temos k=j—1e 0<k<n-—-1&1<j<n.

Assim procedendo, obtemos

n n—1
(@+y)t = 2 S (Z) AR (Z) g Ryl gt

onde na dltima igualdade acima utilizamos a relagao de Stifel. Por fim, desde que

("31> = (ZE) = 1, podemos escrever a tltima linha acima como
n+1\ o = (nt1l\ i n+1 1
" + . " J+1,7 + n-+ ’

O ol G E R e

ou, 0 que € 0 mesmo,

n+1
> (n - 1) a" Iy

i=0 J

exatamente a expressao que desejavamos obter. Logo, temos por indug¢ao que o teorema

¢ verdadeiro para todo n € Z,. |
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2.6 Triangulo Aritmético de Tartaglia-Pascal

E um tridngulo numérico infinito formado por nimeros binomiais (Z), onde n
representa o nimero da linha (posicao horizontal) e p representa o nimero da coluna
(posicao vertical), iniciando a contagem a partir do zero. O tridngulo foi criado pelo

matematico chinés Yang Hui (1238-1298) e 500 anos depois varias de suas propriedades

foram estudadas pelo matematico francés Blaise Pascal.

Tabela 1: TridAngulo Aritmético.

Fonte: Autoria prépria (2021).

Substituindo cada niimero binomial pelo seu respectivo valor numérico, escreve-se:

Tabela 2: Tridngulo de Tartaglia-Pascal.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 26 70 26 28 8 1

Fonte: Autoria propria (2021).
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Na imagem abaixo, um desenho de um livro de 1303, de Zhu Shijie, com a versao
chinesa do tridngulo (ali representado como “tridngulo de Yang Hui”, que viveu muito

antes de Pascal).

Figura 1: O tridngulo de Yang Hui.

fru ]
fgi@ﬁg_%_aéé 1 5 10 105 1
3 i
70 G0 O 0Ge: 1 6 15 20 15 6 1
e 5
59%49_&@ 1 7 21 35 35 21 7 1

aw_@_e_% 1. 8 28 5 70 56 28 8 1
il i

Fonte: Material extraido do livro Matematica para o ensino médio: volume IL

O tridngulo de Tartaglia-Pascal é uma tabela de dupla entrada onde estao regis-

trados os valores dos (;)

Tabela 3: O tridngulo de Tartaglia-Pascal.

o
SRe
210 6 6

Fonte: Autoria propria (2021).
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Propriedade 2.6.1. (do Tridngulo de Pascal).

O tridngulo aritmético goza das seguintes propriedades:

I. Em cada linba do triangulo, o primeiro elemento vale 1, pois, qualquer que seja a

linha, o primeiro elemento é (g) =1,Vn e N.

Tabela 4: Propriedade do primeiro elemento.

Fonte: Autoria propria (2021).

2. Em cada linba do tridngulo, o dltimo elemento vale 1, pois, qualquer que seja a

linba, o dltimo elemento é (Z) =1,Vn € NN.

Tabela 5: Propriedade do dltimo elemento.

Fonte: Autoria propria (2021).

3. Dois numeros binomiais equidistantes dos extremos em uma mesma linba do tri-

angulo de Pascal sdo iguais, ou seja,
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Fonte: Autoria préopria (2021).

4. A partir da terceira linha, cada elemento, com exce¢do do primeiro e do dltimo,
é a soma dos elementos da linha anterior, imediatamente acima dele, ou seja, é

consequéncia da relagao de Stifel:

<Z>+<pil> B (Zii) (2.8)

Tabela 7: Relacao de Stifel.

N0 1 2 3 4 5
01

111
211 2 1
31 1
5/1 5 10 10 5 1

Fonte: Autoria prépria (2021).
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5. (Teorema das colunas) Seja p um natural arbitrariamente fixado. Para n > p vale

a Segufl’lte identidade.'
i=p ‘ .

Tabela 8: Teorema das colunas.

Nlo 1 2 3 4 5
01

11 1

21 2[1

311 3[3(1

401 4|64 1
501 5 10010 5 1

Fonte: Autoria prépria (2021).

Demonstragao: Vamos demonstrar por inducdo sobre n. Para i = p, temos

() = (00)

Suponhamos a validade para n =k, com k > p, isto é

() - ()

Agora, provemos que vale para n =k + 1, isto é

() - (50

Entdo, vejamos que
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Por hipétese, temos

(azgyg k:+1> <k+1>
p— + .
;; (P) (p +1 p
Utilizando a Relacdo de Stifel, fica
k+1 i k + 2
> 0) = o)
=\ p
_ (k+1)+1
p+1 '

Portanto, estd demonstrado o Teorema das colunas. |

6. (Teorema das linhas) Seja n um natural arbitrariamente fixado. Para n > i vale

a seguinte identidade:

Y (") — o (2.10)
i=0 \?

Tabela 9: Teorema das linhas.

P01 2 3 4 5
01

111

201 2 1

31 3 3 1]|-25=38
411 4 6 4 1
501 5 1010 5 1

Fonte: Autoria propria (2021).
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7. (Teorema das diagonais) Seja n um natural arbitrariamente fixado. Para i =

0,1,2,---,p vale a seguinte identidade:

p . 1
Z(njz) _ <n+p+ ) .10

i=0 p

Tabela 10: Teorema das diagonais.

X

0
1
2
3
4

Fonte: Autoria prépria (2021).

Nesta secao, falaremos brevemente dos ntimeros figurados ou niimeros poligonais

e sua relacdo com o Tridngulo Aritmético.

2.7 Numeros Figurados e o Tridngulo Aritmético

Seguindo os antigos matematicos, vamos agora considerar os conjuntos de pontos

formando algumas figuras geométricas no plano.

Comecando de um ponto, some dois pontos, de modo que obtemos um Tridngulo
Equilatero. Tridngulo equilatero de seis pontos pode ser obtido do tridngulo de trés
pontos, adicionando a ele trés pontos; adicionando a este quatro pontos d4a um tridngulo
de dez pontos, etc. Entao, adicionando a um ponto dois, trés, quatro etc. pontos, organi-
zando os pontos no formato de um tridngulo equilatero e contando o niimero de pontos
em cada tal tridngulo, pode-se obter os nimeros 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, ...,

que sao chamados de ntimeros triangulares como podemos ver na figura 2 abaixo.
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Figura 2: Nameros Tridngulares.

&)
O] (ONC)
&) (ONC) 00
@) (N 00 000
@) OX© CNONC 0000 0000

@) ON@) 000 000 0000 00000
© 00 000 0000 00000 000000 0©000O0OCDOO

I 3 6 10 IS 21 28

Fonte: Autoria propria (2021).

Da mesma forma, adicionando a um ponto trés, cinco, sete etc. pontos e organizando-
os em forma de quadrado, pode-se obter os niimeros 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,...,

que sao chamados de ntimeros quadrados como mostra a figura 3 abaixo.

Figura 3: Nameros Quadrados.
000000
000000 0000000
0000 000C0CO0OGO O©0O0COCOOOO

T 040 080 O(l)gO ..2.5.. ..§6.. ...4-.9...

Fonte: Autoria propria (2021).

A 3% coluna e a 4* coluna no tridngulo de Pascal mostrado na tabela 1l abaixo tém
particular importancia porque dao os totais de elementos de uma pilha com formas
geométricas. A terceira coluna corresponde a sequéncia dos niimeros triangulares como
mostra a figura 2 e a quarta coluna aos ntimeros tetraédricos ou niimeros piramidais-

triangulares.
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Tabela 11: Nimeros Figurados.

X0123456
0 |1

1 |11

2 |1 2 (1

3 (1 3 |3 [1

4 (1 4 16| |4 1
5 |1 5 10 10 5 1
6 |1 6 [15 20 15 6 1

Fonte: Autoria propria (2021).

Os ntimeros da 4® coluna sao assim chamados porque dao o total de objetos dis-
postos em forma de pirdmide de base triangular. Sao pirdmides formadas por camadas

sucessivas de triAngulos superpostos como mostra a figura 4 a seguir.

Figura 4: Nameros Tetraédricos.

Fonte: Autoria propria (2021).

Assim, se tivermos uma pilha triangular com n elementos na aresta da base o total

de objetos da pilha serd o n-ésimo elemento da 3% coluna.

Como a pilha triangular tem 1 objeto no vértice superior, 2 na 2* camada, 3 na 3*

camada etc., entao o total sera:

1+243+---+(n—-1)+n = G>+<i>+<i’>++
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que é a expressao geral dos niimeros da 3* coluna.

Sendo os ntimeros da 3* coluna, nimeros triangulares, os nimeros da 4 coluna sao
somas de ntimeros triangulares, logo, representam nimeros de camadas triangulares
tendo 1 objeto no vértice, 3 na segunda camada, 6 na terceira camada e assim por

diante.

O namero de objetos da pilha triangular piramidal serd o n-ésimo elemento da 4°

coluna:

s S (0 (e (] (1)

_ "f(;) _ (n—;—?) :n(n+16)(n+2)

=2

que ¢ a expressao geral dos elementos da 4® coluna onde n é o nimero de camadas.

2.8 Sequéncias Recorrentes

Definicao 2.8.1. (Sequéncias Recorrentes).

Sdo sequéncia de niimeros reais (1, x3, 3, ...) em que cada termo é determinado por
uma dada fun¢do dos termos anteriores. Dado um inteiro positivo k, uma sequéncia
recorrente de ordem k é uma sequéncia em que cada termo é determinado como uma

fungdo dos k termos anteriores:

Tntk = f($n+k—1a Tntk—2y -+ Tntl, :Bn)a Vn € IN. (212)

E costume denotar uma sequéncia por (xy)g>1 ou (2x)ren.

2.8.1 Sequéncias Recorrentes Lineares

Definicao 2.8.2. (Sequéncias Recorrentes lineares).
Uma sequéncias (vy)rew € uma sequéncia recorrente linear de ordem k (onde k é um
inteiro positivo) se existem constantes do corpo numérico (R ou C) ¢y, co, ..., ¢ tais

que
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k
Tpik = ClTpik-1+ CoTniko+ ...+ Ch1Tni1 + 1T, = Z CiTnik—i, Yn € N. (2.13)
i=1

Tais sequéncias sao determinadas pelos seus k primeiros termos x1, =3, ..., T €
sao conhecidas como sequéncias recorrentes lineares, e generalizam simultaneamente
as progressoes aritméticas, geométricas e os polindmios. Vejamos a seguir alguns exem-

plos.

Exemplo 2.6. Se (z,) é uma progressdo aritmética, entdo é uma sequéncia recorrente

linear de ordem 2, pois

Ty = XTp1+7T € Tp 1 =2Tyo+r, comreR e VneN.

Assim, subtraindo a segunda equacdo da primeira, fica

Tp —Tp_1 = Tpo1— Tpg = Tp = 2Tp_1 — Tpn—2, vn > 2.

Exemplo 2.7. Se (z,) é uma progressdo geométrica, entdo é uma sequéncia recorrente

linear de ordem 1, visto que

T, = Zo¢" = qro¢" ' = QT .. Tp = qTp_1 YN > 1.



CAPITULO 3

REVISAO HISTORICA DE SOMAS DE POTENCIAS

Este capitulo e o proximo baseiam-se integralmente em [Coen 1996] e [Beery 2009].

Iremos neste capitulo estudar a descoberta de férmulas para a soma de poténcias
de inteiros positivos, formulas essas que eram investigadas desde ha antiguidade por
matematicos de todo o mundo. Para este capitulo relatamos as descobertas na idade
antiga, que corresponde ao periodo de 4.000 a.C. (invencao da escrita) a 476 d.C.

(queda do Império Romano).

Comecamos nossa revisao historica a mais de 2 000 anos antes da “inven¢ao”
de Bernoulli, que foi discutido no Capitulo 1, considerando o tratamento de somas
finitas de poténcias de inteiros consecutivos e positivos pelos primeiros matematicos
aproximadamente 550 a.C. a 1713 d.C. No restante deste capitulo, nds iremos revisar
uma pequena, mas significativa, por¢ao da “extensa literatura sobre o assunto” das

somas das poténcias de inteiros positivos até os dias atuais.

3.1 Historico das Somas de Poténcias de Inteiros

Numa aula de calculo introdutério, os estudantes universitarios ou mesmo os estu-

dante do ensino médio frequentemente encontram as seguintes féormulas de somatorio:

39
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zn:z = 1+2+3+'“+n_n(n+1)_n72+§7
gt 2 2 2
" D(2n+1 3 p2
Zﬁ::P+?+§+~+M:nm+xn+):@~ﬁi+ﬁ
=1 6 3 2 6
€
n 2 2 4 3 2
3 31 63 a3 s _n(n+1) n.onn
— 2 3 — = — 4+ — 4+ —
> i +22 4334+ +n I Tttt

para qualquer nimero inteiro positivo n. Normalmente, estas sao provadas por inducao
matematica e sao utilizadas na soma de Riemann. No entanto, é natural perguntar se

existe uma formula geral para todos os expoentes.

O problema de encontrar formulas para somas de poténcias de inteiros positivos
cativou os mateméticos durante muitos séculos. No século VI a.C., os pitagoricos ja
sabiam como encontrar uma soma de néimeros naturais consecutivos com o auxilio
de uma simples figura geométrica. Os pitagoricos foram os primeiros a descobrir a

formula para a soma das primeiras poténcias.

Também por métodos geométricos os pitagoricos conseguiram explicar por que as

somas dos ntimeros impares, a partir de 1, sdo sempre quadrados perfeitos, conforme

abaixo:
1=1=12
1+3=4=22

1+3+5=9=3
1+3+5+7=16 =4
14+3+5+7+9=25=05
14+3+5+7+9+11 =36 =6
1+34+5+7+9+11+13=49="7?

etc...

Como se vé, os conhecimentos sobre somas de algumas séries particulares sao

bastante antigos.
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Aproximadamente trés séculos depois Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.), o
maior matematico da antiguidade e talvez de todos os tempos, ¢ uma das primeiras
pessoas registradas a ter considerado a solu¢ao para as somas de poténcias de inteiros.
Na opiniao de muitos matematicos, ele pode ter descoberto uma férmula para a soma
dos quadrados, mas nao a demostrou formalmente. Em vez disso, ele simplesmente a

usou Como um passo €m outra prova.

Arquimedes é agraciado com uma prova geométrica das duas tltimas férmulas

acima.

Circa de 800 anos depois, Aryabhata (476-550 d.C.), um dos primeiros fisicos
e astronomos importantes da India, descobriu uma férmula para a soma dos cubos.
Abu Bakr Al-Karaji, de Bagda (9537-1029), um engenheiro e matematico, escreveu as
somas de cubos até 10. E provavel que ele também tenha descoberto uma formula. Na
década seguinte, o matematico iraquiano Abu Ali al-Hassan ibn al-Haytham (965-1039),
conhecido como "Alhazen"na Europa, tinha desenvolvido as férmulas acima no inicio
do século XI. Ibn Al-Haytham também escreveu sua magnum opus', a 6tica em sete

volumes, que incluiu um resultado que exigia conhecimento que

LA ns nt o ond o

Si(n) = ;z =142+ 40t = T3 T3

Os matematicos europeus redescobriram métodos para calcular as somas das quar-
tas poténcias muito mais tarde - nos séculos XVI e XVII - mas levaram os resultados
significativamente mais longe. Thomas Harriot (1560-1621), um matemético e cientista
inglés que viveu em Londres, foi apadrinhado por Sir Walter Raleigh e Henry Percy;,
Conde de Northumberland, usou “tabelas de diferenca” para calcular as somas das quar-
tas poténcias enquanto viajava a colonia da Virginia em 1585. Ele também introduziu
a notagao simbodlica, isso o colocava bem a frente de muitos de seus contemporaneos,
que ainda escreviam todos os seus calculos mateméticos em frases. Infelizmente, Har-
riot nunca publicou as 5 000 paginas de notas matematicas que escreveu e apenas

transmitiu parte de seu conhecimento por meio de frases.

A primeira tentativa de se atacar o caso geral foi feita pelo matematico alemao
Johann Faulhaber (1580-1635) no seu trabalho Academia algebrae, de 1631. Nascido em

uma familia de teceloes de cestos em Ulm, Alemanha, ele foi fundador de uma escola

!Grande obra. Pode ser traduzido vulgarmente como “obra-prima”.
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para engenheiros no inicio do século 17 na sua cidade natal. Sua paixao por aritmética
e algebra o levou a devotar uma parte consideravel de sua vida ao calculo de férmulas
para somas de poténcias. Cerca de dois séculos passaram-se tranquilamente quando
Faulhaber, em 1610, fez avancos significativos no problema das somas de poténcias

inteiras calculando férmulas explicitas para somas até a décima poténcia.

Na Academia de Algebrae, sua obra pdéstuma de 1631 em latim, ele deu férmulas
para poténcias até a décima sétima, muito mais alto do que qualquer um antes dele.
Faulhaber nao s6 conseguiu calcular até décima sétima poténcia como estabeleceu um
resultado tedrico surpreendente que diz que a soma S,(n) ¢ um polindmio de grau
p + 1 na variavel n e tal polindmio pode ser expresso em termos das duas primeiras

somas S1(n) e Sa(n). O primeiro exemplo deste resultado é a notavel relagao

2
n n
. . 2
Ss(n) = i = (Z) = (sim)”
‘ i=0
E interessante observar que uma demonstracao rigorosa destes resultados de Fau-

lhaber foi publicada por Carl Jacobi em 1834, aproximadamente duzentos anos depois.

Johann Faulhaber encontrou maneiras notaveis de calcular as somas das poténcias
de inteiros, mas nunca apresentou uma férmula geral. No entanto, existe a formula geral
de Bernoulli que foi declarado pelo matematico suico Jacobi Bernoulli e, as vezes, é

chamada de fé6rmula de Faulhaber.

No século XVII, a cria¢ao europeia do calculo tornou-se uma for¢a motriz no de-
senvolvimento de férmulas para somas de poténcias. Pierre de Fermat (1601-1665), um
advogado francés, descobriu sua propria formula para as somas das quartas poténcias,
que ele usou para calcular integrais definidas da forma cz*. Como Harriot, ele nunca
publicou seu trabalho, mas em vez disso se correspondia regularmente com varios ou-
tros matematicos amadores e profissionais. Depois de Faulhaber, em 1636, matematicos
franceses, um deles o matematico Fermat, utilizando os nimeros figurados encontra-
ram também férmulas de recorréncia para somas de poténcias de ordem superior. Os
historiadores acreditam que sua técnica de usar somas de poténcias para determinar a

area inspirou Newton enquanto ele desenvolvia uma estrutura para calculo no periodo

de 1665 a 1670.

Na mesma época Blaise Pascal (1623-1662) se baseou nos avangos de seus predeces-

sores. Ele introduziu seu agora famoso Tridngulo Aritmético ao problema de usar somas
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de poténcias anteriores para calcular o proximo. Este sistema teoricamente permitia
o calculo de cada soma de poténcias, mas na pratica tornou-se rapidamente muito

complicado para ser usado com precisao.

O que Fermat e Pascal desconheceram, dizem os estudiosos histéricos, foi o traba-
lho de Johann Faulhaber. Embora Pascal tenha correspondido-se com Fermat, os dois
matematicos provavelmente nao partilharam um com o outro o seu trabalho sobre
somas de poténcias de inteiros, pois a abordagem de Pascal para descrever formulas

para estas somas foi bastante diferente da de Fermat.

No seu famoso Traite du Triangle Arithmetique ou Tratado sobre o Tridngulo Arit-
mético, escrito em 1654 e publicado em 1665, Pascal descreveu por palavras uma formula
geral para a soma das poténcias dos primeiros n termos de uma progressao aritmé-
tica, da qual S,(n) (a soma dos poténcias dos primeiros n inteiros positivos) é um caso

especial e mostrou indutivamente que S,(n) é um polindmio em n de grau p + 1.

Apesar da linhagem de matematicos europeus que trabalharam nas somas de potén-
cias durante séculos, foi na verdade um matematico japonés, Seki Takakazu (1642-1708),
quem primeiro descobriu os "ntimeros de Bernoulli". Os ntimeros de Bernoulli surgi-
ram na obra p6stuma Ars Conjectandi, em 1713, do suico Jacob Bernoulli, na tentativa

de descrever uma forma de calcular a soma de poténcias de inteiros consecutivos.

Seki nasceu em Fujioka Gumma, Japao, em uma familia de guerreiros samurais.
Desde muito jovem, Seki demonstrou um talento matemético prodigioso e, em seus
altimos anos, recebeu o crédito de transformar o estudo de matematica no Japao. Em
1683, Seki se tornou o primeiro matemético a estudar determinantes (antes de Leibniz)
e os usou para resolver equacoes mais gerais do que Leibniz dez anos depois. Seki
tinha um método analogo a interpolacao polinomial de Newton e resolveu polindmios
ctbicos usando um método ainda nao descoberto na Europa. Além disso, usando uma
técnica chamada Ruisai Shosa-ho, ele descobriu a sequéncia dos nimeros de Bernoulli

e seu papel no calculo das somas de poténcias.

Do outro lado do mundo, Jacobi Bernoulli (1655-1705) nasceu em Basel, Suica,
em uma familia de comerciantes. Se o nome Bernoulli ndo soa familiar, deveria. Em
duas geracoes no século XVII, a familia Bernoulli produziu uma dizia de mateméticos
e cientistas proeminentes. Por exemplo, o famoso “Principio de Bernoulli” na fisica,
que descreve como o comportamento de um fluido movendo-se ao longo de uma
linha de corrente e traduz para os fluidos o principio da conservacao da energia, foi

nomeado em homenagem ao sobrinho de Jacobi Bernoulli, Daniel, filho do irmao de



Jacobi (e rival) Johann. Jacobi Bernoulli desenvolveu os primérdios de uma teoria das
séries e provou a lei dos grandes nimeros na teoria da probabilidade, mas contribuiu
significativamente para a matematica com a sua obra péstuma Ars Conjectandi. Nessa
obra, ele expds suas solu¢oes para as dez primeiras somas de poténcias e a sequéncia
de ntmeros que descobriu durante seus calculos, niimeros esses que foram citados

acima e sao chamados de ntimeros de Bernoulli.

Esses dois matematicos Seki Takakazu e Jacobi Bernoulli estavam situados em
mundos culturais e matematicos muito diferentes, mas conseguiram descobrir essa

sequéncia importante de nlimeros quase a0 mesmo tempo.

Na proxima secao mostraremos as férmulas gerais para as somas de poténcias
de inteiros positivos de Blaise Pascal e Jacobi Bernoulli, como foi relatado muitos
matematicos ja tinham dado uma féormula para casos particulares, mas foram Blaise
Pascal e Jacobi Bernoulli que conseguiram dar uma férmula geral em termos recursivos,

o primeiro utilizando as somas anteriores e o segundo os nimeros de Bernoulli.

3.2 A Férmula Geral Recursiva de Pascal e Bernoulli

Agora, vamos ver as férmulas recursivas de Pascal e de Bernoulli.

O objetivo desta secao é conhecer e aplicar as formulas nas somas das poténcias
dos primeiros n inteiros estritamente positivos, iniciaremos com a formula de Pascal,

e por fim, a de Bernoulli.

3.2.1 A Férmula Recursiva de Pascal

Em seu Tratado sobre o Tridngulo Aritmético publicado em 1665, o matemético
e filosofo Blaise Pascal, descreve uma formula geral permitindo calcular a soma das

poténcias dos primeiros n inteiros positivos. Isto é, somas de poténcias do tipo

Spn) = Y i# = 1P4+27+ ... 4P
=1

para inteiros n > 1 e p > 0. Para esta soma das poténcias dos n primeiros inteiros

estritamente positivos, Pascal prova a seguinte formula

44
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n . 1 ) p—1 P + 1
Spn) = Y i = —— |(n+ 1P —1->" . 1S;(n)|, Vp> 1. 3.1
i=1 p+1 =0\ J
Esta formula expressa S,(n) em funcao de Sy(n), Si(n), ..., S,—1(n). Entao, por
exemplo, para calcular Sy(n), vocé deve primeiro calcular S;(n), Sy(n), ..., Ss(n).

Vejamos agora alguns exemplos que levaram Pascal a deduzir esta formula.

Como foi mencionado no inicio do capitulo, num curso de céalculo, os estudantes

encontram as seguintes formulas para as somas das ponténcias:

Si(n) — ¢:1+2+3+---+n:”<”;1), (3.2)
i=1
So(n) = 3P = PR+ B 4t = ”(“”6(2”“) (3.3)
=1
€
n 2 12
Sy(n) = Z¢3:13+23+33+---+n3:7m4+). (3.4)

De onde vém essas formulas? Existe uma maneira sistematica de obter uma formula
para cada S,(n), uma vez que vocé conhega as formulas anteriores para Sy(n), Si(n),

Sy(n), ..., Sp—1(n). Vamos ilustrar na subsec¢ao seguinte com apenas dois exemplos.

3.2.2 Aplicacoes da Férmula de Pascal

Exemplo 3.1. Temos o fato de que
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Sotn) = > " =1"42243"+.- 40’ = 141414 +1=n,

=1

como esse fato poderia ser usado para obter uma férmula para

Sin) = Y it =1"4+2"+3"+..4n' =1+243+-+n.

i=1

Bem, para qualquer inteiro positivo k, sabemos que (k+1)*> = k?+2k+1, dai, temos
a seguinte igualdade (k + 1)> — k* = 2k + 1. Entdo, nés escrevemos isso substituindo

em cada valor de k os valores k=1, k=2, ..., k=n.

22 -1 = 2(1)+1
3¥-22 = 22)+1
42-3 = 23)+1

(n+1)>=n*> = 2(n)+1.

Somando as colunas em ambos os lados e pela soma telescépica, nos da

n n

(n4+1)2-1* = 2> i+)> i,

i=1 =1

desenvolvendo o primeiro membro, fica

n*+2n = 25i(n)+n,

logo
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Exemplo 3.2. Portanto, agora sabemos as formulas para Sy(n) e Si(n). Como podemos

usda-las para obter uma formula para

Sa(n) = > i =1"+22 43+ +n’
i=1

E a mesma ideia, mas apenas um pouco mais de dlgebra. Para qualquer inteiro
positivo k, sabemos que (k+1)* = k*+ 3k*+ 3k + 1, dai, temos a seguinte igualdade
(k+1)> —k* = 3k*+ 3k + 1. Entdo, nés escrevemos isso substituindo em cada valor de

k osvalores k=1, k=2, ..., k=n.

22 13 = 3(1)2+3(1)+1

33 -2 = 3(2)2+3(2) +1

43 -3 = 333 +3(3)+1
(n+1)7°—-n* = 3(n)*>+3(n)+ 1.

Somando as colunas em ambos os lados e pela soma telescépica, nos da

n n n

(n+10°—=1° = 3> *+3> i+ i,

desenvolvendo o primeiro membro, fica

n*+3n*+3n+1—1 = 3S(n)+351(n) + So(n),

assim

2
n®+3n%+3n = SSg(n)+3<n +n>—|—n,
n

portanto
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“ 2n3 + 3n? 1)(2 1
San) = i — n —|—6n +n _ n(n+ )6(n+ )

Agora vamos deduzir a férmula de Pascal.

Sejam dois inteiros n > 1 e p > 1. Nos sabemos (do teorema binomial) que para

qualquer inteiro m € {1,...,n}, temos a igualdade

1 1 1 1
(m+ 1P = <p+ )mp+1+<p+ )mp+"‘+<p—; >m1+<p3 )mo,

p+1 P

donde

1 1 1
(m 1P = mp”(p; )mp+<§+1>mp_l+”'+<p+ )mlﬂ,

o que nos implica

1 1 1
(m+ 1P —mPt = (p;; )mp+<it1)mp1+-~+<p1r >m1+1,

Escrevendo esta igualdade para cada valor de m =1,2,... n.

optl _qptl — <p+1>1p+ <p+1>1p—1+---+ <pJ£1>11+1

p p—
et —optl — <p;1>2p+ <§i>2pl+m+ (lerl>21+1

1 1 1
(n_|_1)p+l_np+1 — <p; )np+<p+ >npl++<p+ >n1+1

Fazendo a soma membro a membro das n equagoes acima, resulta
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(n+1)Pt — 17t = <p * 1) Sp(n) + (p * 1) Sp—1(n) +---+ (p + 1) Si(n) + So(n).

D p—1 1
Sabendo que (p ;1) = (p Tl) = p+ 1, assim a féormula anterior pode ser escrita
p—1 p_|_ 1
(n+1)P" =1 = (p+1)Sp(n)+>_ ( i )Sj(n),
=0

a partir da qual deduzimos a férmula de Pascal

n

1
o Z—
ZZ N p+1

, Vp > 1.

et -1-g (7 s

Vejamos agora um exemplo de aplicacao desta féormula.

Exemplo 3.3. Aplicando a_formula de Fascal, vamos obter uma expressdo para Sy(n)

conbecendo os valores de Sy(n), Si(n), S2(n) e S3(n) que se encontram na introdugdo

do capitulo 3. Sabemos que

n

1
po_
ZZ p+1

1y 1=y (p“)sj(n) |

FPara p = 4, temos a seguinte igualdade

assim, fica

desenvolvendo, teremos
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Su(n) = ; :(n +1P -1 (g) So(n) — (f) Si(n) — @ Sy(n) — (g) sg(n)]

(n+1) *(n + 1)2]

2

n(n+1)(2n+1)

~ 10 _ 102

= Zltn+1)P°—1-n—5"

6(n+1)°—6(n+1)—15n(n+1) —10n(n+1)(2n + 1) — 15n*(n + 1)?
30 '

Simplificando, obtemos

(n+1)(6(n+1)" =6 — 150 — 10n(2n + 1) — 15n%(n + 1))
30

54(71) =

(n + 1)(6n* 4 24n3 + 36n? + 24n — 15n — 20n? — 10n — 15n3 — 15n?)
30

(n+1)(6n* + 9n3 + n? — n)
30

n(n+1)(6n®+9n? +n —1)
30

FPortanto, temos

Si(n) = n(n+1)(2n +;())(3n +3n — 1)'

Agora, veremos a formula de Berloulli. Uma férmula também recursiva, que utiliza

os ntimeros de Berloulli.

3.2.3 A Férmula Recursiva de Berloulli

No seu famoso Traite du Triangle Arithmetique, escrito em 1654 e publicado em 1665,
Pascal descreveu a formula geral para a soma das poténcias dos primeiros n inteiros
positivos e além disso, como foi relatado no capitulo 3, ele mostrou indutivamente que

Sp(n) € um polindmio em n de grau p + 1.

Bernoulli estuda estes polinémios e acaba por descobrir um padrao nos coeficientes
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de n ao escrever os dez primeiros, e disse que eles poderiam ser facilmente determi-

nados. Em 1755 o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) chamou tais ntimeros

de Nameros de Bernoulli.

Os dez primeiros polinémios que Berloulli estudou foram

1 1
Sl(n) = 5712 + 57]

1 1 1
Sa(n) = §n3 + §n2 + "

1 1 1
Sg(n) = Zn4 + 5713 + ZnQ

Si(n) = —n°+=-n"+-n°——n

1 1 5) 1
g _ 16 ts 9 a1 oo
5(n) 6" + 5" + TR
1, 1 1, 1,1
Se(n) = = +2n +2n " +42n
1 1 7 7 1
Sz(n) = -n®+ 0"+ —n®— —nt+ —n?

8 2 12 24 12

2
Sg(n) = =n’+-n*+n"— —n’+ 0 - _—n

1 1, 34 74 1, 3
g _ Lt oot o 98 e L a9 9
O T L L T L
1 1 5 1, 5
Si(n) = ﬁn11+§n10+6n9—n7+n5—5713—1—%71.

Esta sequéncia de coeficientes do termo n denota-se habitualmente por By cujos

primeiros valores se apresentam na Tabela 12. A formula por ele apresentada é a

seguinte:

- 1

1 LA | 1 .
Sp(n) = Zi” = — pPHlgp TPy Z<p+ )Bjnp“_J, Vp > 1,

= p+1 2 Sp+1\
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que simplificando esta formula, obtem-se

Sy,(n) = P = o | BnPT T vp > 1. (3.5)
o = =Y (")

Bernoulli no seu trabalho apenas destaca a sequéncia dos indices pares, isto é, os

' _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
By, para m > 1, usando letras maiGsculas A = ¢, B = —5;, C = 5, D = —g;,
... para denotar os seus elementos, que sao os Gnicos nao nulos que ocorrem nesta
formula. Ja para os de indices impares, isto é, a sequéncia dos Bs,, 11, para m > 1, sao
todos nulos. Ele determina os valores de Bj de forma recursiva a partir da equacao

obtida ao se substituir n por 1, ou seja,

1 1 &1 [p+1
D B Vp>1
p+1+2+j_2p+1< j ) i VP = 5

que simplificando, obtem-se

P 1
p+1 = Z(p{r )Bj, Vp > 1.
j

J=0

Ao determinar estas formulas, afirma que descobriu (corretamente), em menos de
um quarto de hora, que a soma das décimas poténcias dos mil primeiros ntimeros

naturais a partir do 1 é 91409924241424243424241924242500.

De mesmo modo, Seki, como foi relatado, apresentou estas mesmas férmulas e

definiu toda a sequéncia By, para k > 0.

Tabela 12: Nameros de Berloulli.

kloft|2]3| 4 |5]e6|7]s]ofou] 2 |Bu|15] 16
Bl tlslifol-slofslofslofalof-mlolslo] -4

Fonte: Autoria propria (2021).

Vamos agora ver na seguinte subsecao um exemplo da aplicagao desta féormula.
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3.2.4 Aplicacoes da Férmula de Bernoulli

Exemplo 3.4. Com a formula de Bernoulli, vamos obter uma expressdo para Ss(n)

conbecendo os valores dos niimeros de Bernoulli By, By, By e Bs que se encontram na
Tabela 12. Temos

n P
Sp(n) = Zip = Z(p;1>3jnp+l_j, Vp > 1.

FPara p = 3, temos a seguinte igualdade

Sm = Y=Y (“ )B W1
1=1

]:0 J

assim, fica

Ss(n) = f; :ii<>Bn4J Vp >1,

desenvolvendo e simplificando, obtemos

4 4 4 4
[(O) Bon4_0 + <1> Bln4_1 + (2> Bgn4_2 + <3> B3n4_31

1 1
{n4+4-2n3+6-6n2+4-0n1]

Sg(n) =

A~ =

AN

i {n‘l +2n3 + nﬂ

_ i n?(n? + 20+ 1)]

_ i n2(n+1)7.

Portanto, temos
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Neste proximo capitulo mostra-se a formula geral nao recursiva para as somas das
funcoes polinomiais, onde as somas de poténcias de inteiros consecutivos e positivos

sdo casos particulares.



CAPITULO 4

A FORMULA GERAL NAO RECURSIVA

Aqui, determina-se e demonstra-se a formula geral nao recursiva para a soma dos
inteiros positivos. Para isso, inicia-se nosso estudo introduzindo o conceito de operador
diferenca de ordem superior, que pode-se encontar em [BARROSO et al.], [Bermtdez,
Martin6én e Noda 2014], [Mickens 1987], [Neto 2012], [Hershey 2012] [Marques 2009],
[Levy e Lessman 1992], [Lima 2013], [Lima 2004], [Neto 2015] e [Silva 2000], para em

seguida, chegar em nosso objetivo principal.

4.1 Introducao

Operador é um simbolo que, anteposto as fungoes, indica abreviadamente as trans-
formagoes que devem sofrer essas fungoes. Isto é, em matematica, um operador trans-

forma uma funcao f para outra funcao, g.

O caso em que estamo-nos interessados no presente capitulo é aquele em que o
dominio e o contradominio de um operador que denotaremos pelo simbolo A ¢é o
junto de tod éncias de ni i denota- RN
conjunto de todas as sequéncias de ntimeros reais, que denota-se por 0 espaco

de todas as sequéncias ordenadas de niimeros reais. Isto é,

55
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RN = {a:a = (ap:neN) = (a,a9,...,an,...),a, € R)n = 1,2,...}.

Definiremos operadores que chamam-se operadores diferenga que transformam

sequéncias de ntimeros reais em sequéncias de nimeros reais. Isto ¢

A RN — RN
(Cll,ag,...) — A((al,ag,...)) = (ACLhACLQ,...) .

4.2 Operadores Diferenca de Ordem Superior

Seja h um ndmero real diferente de zero e f uma fun¢ao. Quando f(z+h) e f(x)

sao numeros reais, chamamos

Anflz) = [flz+h) = f(z)

a primeira diferenga (ou diferen¢a de ordem 1 ou diferenca de primeira ordem) de f

em x com o incremento h.

Além disso, A} f(x) significa f(z), isto é, AY) é o operador identidade, que pode-
mos também denotar por I. Para qualquer ntimero inteiro n > 1, definimos a n-ésima
diferenca por A7f(z) = A(A7'f(z)), ou seja, a definicio de operador diferenca
baseiam-se na possibilidade de se iterar uma funcao A : X — X um ndmero arbi-

trario, n, de vezes.

Assim, para n = 0, tem-se

Apf(z) = f(z).

Para n =1, tem-se

Anf(z) = [z +h)— [f(x).

Aplicando agora, para n = 2, tem-se
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Aif(z) = An(Anf(2))
= Apf(x+h)—Ayf(z)
= [flx+2h) = flx+n)]—[f(x+h) - f(z)]
= f(z+2h)=2f(x+h)+ f(z).

Observacao 4.1. Se h = 1, simplesmente escrevemos A e omitimos o subscrito h.

A definicao a seguir, foi apresentada por [Silva 2000] em seu livro intitulado “Novas
Sequéncias Aritméticas e Geométricas (Com programagdo na HP Prime)”, sendo que aqui,

trabalha-se com o incremento h, com h € RR.

Definicao 4.2.1. (Operador Diferenca de uma Funcgao).
Seja h um ndmero real diferente de zero e f : N — R uma sequéncia. Definimos a

p-ésima diferenca de f com incremento h pela seguinte formula de recorréncia:

{A2f(n) = (), |
ARf(n) = N7 f(n+h) = AT (), pon € Zs

Observe que A} ¢ um operador de RY em RN, ou seja,

Ab RN — RN

(a1,02,...) — AP((a1,az,...)) = (Ahay, Afag,...)

Observacao 4.2. (Tabelas de Diferencas de uma funcgao).

Todas as diferencas podem ser representadas em uma forma tabular, uma tabela
como é mostrada na Tabela 13, que da diferengas sucessivas de y = f(z), para = = q,

a-+h, a+2h, ... isto & Ay, A2y, Ady, ..., e é chamada de tabela de diferenca.

Tomando os oito primeiros valores de z, isto é, com p variando de 1 a 5, e fazendo
a troca de denotacao para f(a) = vy, fla+h) =y, f(a+2h) =1y, fla+3h)=ys,
fla+4h) =ys, e f(a+5h)=1ys, teremos a seguinte disposicao abaixo:
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Tabela 13: Tabela de diferencas de ordem p.

'

Yy Yo Y1 Y2 Ys Ya Ys
Apy | Apyo Apyn Apye Apys Ay

Aty | Afyo Afyr ARy Afys

Ajy | Afyo Ajyr Ay

Ay | Ajyo  Ajw

Aiy AZ?JO

a a+h a+2h a+3h a+4h a+5h

Fonte: Autoria propria (2021).

A fim de que a defini¢ao do operador diferenga tenha utilidade, precisamos das
propriedades contidas na proposi¢ao a seguir. E note-se que se pode estabelecer um

paralelo entre estas regras com as do calculo diferencial.

Proposicao 4.1. Sejam f,g: N — R sequéncias quaisquer e a,b,c,h € R. O operador

diferenga, tem as seguintes propriedades:
I Ape = 0;
2. Ay lef(n)] = cAjf(n);
3. AV [af(n) 4 bg(n)] = aAl f(n) + bALg(n);

4. Ap[f(n)g(n)] = f(n+h)Ang(n) + g(n)Anf(n);

5 A, [f(n)] A )~ g

g(n) g(n+h)g(n)

Em particular, tem-se que

R Apf(n) n n )
6. A [f(n)] =t e+ 1)) £ 0

Pode-se generalizar para uma soma finita a propriedade 3 como

7. AV [erfiln) + cafa(n) 4+ - 4 e fm(n)] = a1 AF fi(n) + AL fo(n)+- - -+ AL frn(n);
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Demonstracgao:

l. Considere a fun¢ao constante f(n) = c. Pela primeira diferenca de f, tem-se:

Apf(n) = f(n+h)—f(n) =c—c=0.

2. Inducao sobre p. Para p =0, pela defini¢ao 4.2.1, tem-se:

Aplef(n)] = Aj(ef)(n)
= (cf)(n)
= c¢f(n)
= cApf(n).

Suponhamos a validade da férmula para algum p:

Aplef(n)] = cAyf(n).

Provemos que vale para p + 1. Entao, pela defini¢ao 4.2.1, tem-se:

A ef(m)] = AF(ef)(n)
= Abef(n+h)— Aef(n)
= c[A}f(n+h)— AL f(n)]
= c|artf(n)
= A f(n).

Portanto, pelo principio de inducao, ela é valida para todos os inteiros positivos.

3. Indugao sobre p. Para p =0, pela defini¢ao 4.2.1, tem-se:

Aplaf(n) +bg(n)] = Aj(af +bg)(n)
= (af +bg)(n)
= af(n)+bg(n)
= aly f(n) +bARg(n).
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Suponhamos a validade da férmula para algum p:

Aplaf(n) +bg(n)] = aljf(n)+bAug(n).

Provemos que vale para p + 1. Entao, pela definicao 4.2.1, tem-se:

Ay af(n) + bg(n)]

ApH(af +bg)(n)

Aplaf +bg)(n+h) — Aj(af +bg)(n)

[aALf(n+h) +0A5g(n + h)] — [alj f(n) + bA}g(n)]
a[ALf(n+h) = A f(n)] +0[ALg(n + h) — Ajg(n)]
A} f(n) + AT g(n).

Portanto, pelo principio de indugao, ela é valida para todos os inteiros positivos.

4. Aplicando a primeira diferenca de f, tem-se:

An[f(n)g(n)] = Anl(fg)(n)]

= (fg)(n+h)—(fg)(n)
= f(n+h)g(n+h)— f(n)g(n).

Adicionando e subtraindo f(n + h)g(n), no segundo membro acima fica

Ap[f(n)g(n)] = fln+h)gn+h) = f(n+h)g(n)+ f(n+h)g(n) — f(n)g(n)
= fin+h)lg(n+h)—gn)]+g(n)[f(n+h) = f(n)]
= fn+h)Ang(n) + g(n)Anf(n).

Observacgao 4.3. Adicionando e subtraindo g(n+h)f(n) em vezde f(n+h)g(n),

também pode-se provar que

Anlf(n)g(n)]

f(n)Apg(n) +g(n+ h)Apf(n)
f(n)Ang(n) + g(n)Anf(n) + Anf(n)Ang(n).
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5. Para g(n) # 0 e aplicando a primeira diferenca de f, tem-se:

Adicionando e subtraindo f(n)g(n), no numerador do segundo membro acima

fica

g(n+h)g(n)
9(n)Anf(n) — f(n)Ang(n)
g(n+h)g(n)

A partir da defini¢ao do operador diferenga, vamos deduzir e provar um importante

teorema.

A partir da descrigao inicial sobre o operador diferenca, sabe-se que

Apf(n) = f(n),

Apf(n) = fln+h)—f(n)

AZf(n) = f(n+2h)—2f(n+h)+ f(n).
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Agora, para p = 3, tem-se

Anf(n) = Ajf(n+h)—Ajf(n)
= [Anf(n+2h) = Apf(n+h)] = [Anf(n+h) = Apf(n)]
{[f(n+3h) = f(n+2h)] = [f(n+2h) = f(n+h)] |
~{[f(n+2h) = fn+ )] = [f(n+h) — f(n)] }
= {f(n+3h) —2f(n+2h) + f(n+ h)} = {f(n+2h) = 2f(n + h) + f(n)}
= f(n+3h)—=3f(n+2h)+3f(n+h)— f(n).

Assim, pode-se observar novamente que os coeficientes de cada expressao encontram-

se nas linhas do Tridngulo Aritmético, veja:

p=0 = AL = Jn) = 1- o) = () 100
Agora para p =1, tem-se
Af(0) = fln4 )= 50) = 1 fla ) =1 100 = (o) 60 = () o),
De mesmo modo, para p =2, tem-se
N1 = et 2n) = 2p(utm+ ) = (5) s 2n) = () s m) -+ () o

Logo, para p = 3, tem-se

Adf(n) = f(n+3h)—3f(n+2h)+3f(n+h)— f(n)

- (e (s G- (o

Como podem ver, recorrer a definicao para o calculo da p-ésima Diferenga de
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uma fungao, é mondtono. Entao, veremos a seguir uma férmula, que nos fornece uma
expressao da p-ésima Diferenca de uma fun¢ao sem a necessidade da recursividade,

utilizando o TridAngulo Aritmético.

O teorema a seguir, foi apresentada por [Silva 2000], sendo que aqui, trabalha-se

com o incremento h, com h € R.
Teorema 4.1. (Expressao da p-ésima Diferenca de uma funcao).

Dada uma fungdo f de N em R, para todo nimero p, com p € NU{0} arbitrari-

amente fixado, a seguinte identidade se verifica:

AP f(n) = i(—w‘ (f) f(n—ih + ph). (4.2)

Demonstragdo: Vamos provar por indu¢ao sobre p. Para p =0 e p = 1, é claramente

verdadeira, pois para p =0, tem-se

Alfn) = 1) (?) f(n — ih + Oh),
entao,
ACF(n) = (—1)° (8) F(n — Oh + Oh).
logo,

Vejamos agora, para p = 1,

ALfn) = Z(—l)ic)f(n—ihﬂh)

entao,
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Arf(n) = (=1)° ((1)) f(n—0h+1h) + (=1)! G)f(n —1h +1h)

logo,

Apf(n) = f(n+h)—f(n).

Mostrando assim que ¢ verdadeira. Suponhamos que ela é valida para algum valor

de p. Isto é,

ALf(n) = i(—l)i@f(n—ihwh)-

E agora, provemos que vale para p+ 1. Ou seja,

s = S ("

=0

)f(n—z’th (p+1)h).

Com efeito, da definicao de operador diferenca, tem-se

AT f(n) = Apf(n+h) = A f(n).

Da hipétese de inducao, em f(n + h), tem-se

APf(n+h) = zp:(—l)i<2?>f((n+ h) — ih—l—ph).

]

Subtraindo desta tltima equacao, a hipétese de inducao, em f(n), resulta que
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Sabendo que ( fl) = 0, pela lei comutativa de um somatério podemos aplicar
a técnica da mudanga de variavel, fazendo a seguinte troca de indices no segundo
somatorio acima, ¢ = j — 1. Como 0 < ¢ < p, fica 0 < j—1 < p, com isso, temos

1 <j<p+1. Agora, fazendo j =i, tem-se

i(—l)i<l.))f(n—ih+ph) = %(—1)i_1<i_pl>f((n+h)—ih+ph).

=0

Sendo assim, tem-se

AP f(n) = zpj(—l)i<f>f((n+h)—z‘h+ph) —%(—U“(i ! )f((”Jrh)_m*ph)’

ou ainda,

A1) = SV () (et = ine o) + S0 ( 2 )0 = i )

Tendo ainda em conta que ( ) = 0, resulta

AP f(n) = p_zo(_l)z(f>f(( +h) — z'h—l—ph) +2(_1)i<i f 1>f((n +h) — ih+ph).

Simplificando o segundo membro desta igualdade, fica

AV f(n) = Iil(—l)" [(?) + (z—pl)] f((n+h) —ih+ph).

i=0 L

Usando a relagao de Stiefel, obtem-se

A CONEED S Eu Vi (

p+1 (p + 1
=0 .

)f((n+h) —ih+ ph).

Sendo assim, teremos
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p+1
(p+1 .
APHLf(p) = Z(—l)“(p . )f(n —ith+(p+ 1)h).
=0
Portanto, assim fica provado para todo p € IN. |

Com isso, segundo [Silva 2000], obtem-se o seguinte corolério, aqui com o incre-

mento h, com h € R.

Corolario 4.1. Dada a fungdo f de N em R, para todo ndmero p, com p € N U {0}

arbitrariamente fixado, temos a identidade:

Alf(n) = > (-1 (i)) f(n+ih). (4.3)
Demonstragao: De fato, pois fazendo uma troca de indices na identidade 4.2, fazendo

j=p—i, assim, i = p—j. Como 0 < i < p, fica 0 < p—j < p, com isso, temos
—p < —5 <0, logo, 0 <j <p. Agora, fazendo j =i, tem-se

ALf(n) = Z<p>f n —ih + ph)

]

_ (pp )fn— — i)h + ph)
_ < ) f(n — ph + ih + ph)

_ z<—1>p-i( L) in,

Como (p’: Z) e (Z;) sao complementares, tem-se

ML) = i(—w—i( pl.)f(nﬂh)

- g Qo

Ficando assim verificada a validade da identidade. [ ]
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Agora, vamos ver dois lemas, o primeiro sobre o somatério de uma diferenca que
faz um paralelo ao célculo diferencial, ¢ o analogo discreto do teorema fundamental do

calculo, e o segundo sobre a diferenca de um somatério, onde encontra-se em [Luis

2006].

Lema 4.1. Seja f:IN — R uma sequéncia. Se no < n com ng,n € Z, entdo

i Af(i) = f(n+1)— f(no) (4.4)

i=ng

Demonstragao: De fato, seja ng < n com ng,n € Z,, entdo, aplicando o somatorio

variando de ny a n no operador diferenca da sequéncia f, tem-se

S Af@) = 3 [fi+1) - 5]

1=ng 1=ng

[f(no +1) = f(no)] + [£(no +2) = f(no +1)]
+f(no+3) = f(no+2)] +--- + [f(n+1) = f(n)]

f(no+1) = f(no) + f(no+2) — f(no+1) + f(no +3) — f(no +2)
+f(no+4) = f(no+3)+---+ f(n) = f(n—=1)+ f(n+1) = f(n).

Agora, cancelando os termos comuns do segundo membro acima, fica

STASG) = fln+1) - fno).

1=ng

Este lema, como ja dissemos no Capitulo 2, é conhecido como soma telescopica.

Vejamos a seguir, o operador diferenca aplicado em um somatorio.

Lema 4.2. Dada a sequéncia f:IN — R. Se no < n com ng,n € Z., entdo
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A(fj f(@')) = f(n+1). (4.5)

1=ng

Demonstracao: Com efeito, dada a fun¢ao g definida nos Z, e tomando valores nos

R, tal que g(n) = i f(@), com ng <n e ng,n € Z,. Entao, aplicando a defini¢cao

i=ng

do operador diferenca em g, tem-se

Ag(n) = g(n+1)—g(n).

Logo, fica

A (Z f(i)> = S - )

i=ng i=no 1=ng

ORI S OIS SN 10

1=ng i=ng

= f(n+1).

Os resultados a seguir, foram apresentados por [Silva 2000] em seu livro, sendo

novamente aqui, cada resultado com o incremento h, com h € R.

Corolario 4.2. Seja f: IN — R uma sequéncia qualquer e A} o operador diferenca

de ordem p com incremento h, entdo é vdlida a seguinte identidade

APf(n) = APTTALf(n). (4.6)

Demonstragao: Por defini¢ao, sabemos que Ay, f(n) = A f(n+h)—AYf(n), ou seja,
Apf(n) = f(n+h)— f(n). Agora fagamos f(n+ h) = g(n). Entao,
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Isto é, Anf = g— f. Logo, por defini¢ao tem-se

ARf(n) = AT f(n+h) = AFT f(n)
= Ahlg(n) — Ay f(n)
= A g(n) = f(n)]
= A g f)n)
= A ALf(n).
Mostrando assim, a validade do corolario. [ |

Com isso, podemos generalizar com a seguinte proposicao.

Proposicao 4.2. Dada a funcio f de N em R, seja p um natural arbitrariamente

fixado, e, 1 < i < p. Nestas condi¢cées é vilida a seguinte identidade:

APf(n) = APTALf(n). (4.7)

Demonstragdao: Vamos mostrar por indu¢ao sobre i. Para i =1 tem-se

A f(n) = AFTALf(n).

Que ¢é o corolario acima.

Suponhamos que a proposi¢ao é valida para algum j com 1 < j < p. Isto &,

Abf(n) = APIA] f(n).



4.2. Operadores Diferenca de Ordem Superior 70

Provemos que vale para j + 1, ou seja,

APf(n) = AL YTYATT f(n).

Entao,
Apf(n) = AF7A]f(n)
= AL (AT F(n o h) = A f ()]
= AL f(n)
= AATI f(n).
Portanto, fica provado a validez da proposigao. |

Vejamos agora a seguinte proposicao.

Proposicao 4.3. Dada a fun¢io f de N em R, dada por f(n) = n?, com p € N

arbitrariamente fixado. Nestas condicées é vdlida a seguinte identidade

- )
o? = S (P)nrind (4.8)

i=1 \?

Demonstragao: Com efeito, por definicao, temos

Anf(n) = fn+h) = f(n)

= (n_|_h)13_np
p

_ Z(?) Poipi _pp

i—0 \!

p . .
- e
i—1 \!
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A partir desta proposicao obtemos o seguinte corolario.

Corolario 4.3. Dada a fungio f de N em R, dada por f(n) = n?, com p € N

arbitrariamente fixado e h = 1. Assim, é vdlida a seguinte identidade
p D )
An? = > (,)np_l. (4.9)
i=1 \*

Demonstragao: De fato, ¢ uma consequéncia direta da proposi¢ao acima, logo para

h =1, tem-se

Ou seja,

Na segao a seguir, veremos importantes resultados que nos fornecem generaliza-
coes do conceito de funcoes. Iniciaremos, com a proposi¢ao que caracteriza as funcoes

polinomiais.

4.3 Generalizacoes do Conceito de Funcoes

Segundo [Mickens 1987], obtem-se agora a seguinte propriedade que caracteriza as

fungoes polinomiais. Aqui, com o incremento h, com h € R.

Proposicao 4.4. (Propriedade caracteristica das funcoes polinomiais).
Se p é uma fungdo polinomial em x de grau m com coeficientes reais e m € Z., isto

é p(xr) = apz™ + a12™ + -+ - + a,,, entdo para todo v € R, tem-se



4.3. Generalizacoes do Conceito de Fungoes 72

A'p(x) = agm!h™ e Afp(z) = 0 para k> m.

Demonstragao: Dado p uma funcao polinomial em z de grau m, definida pela
expressao p(r) = apz™ + ayx™ '+ -+ +a,,, com coeficientes reais e m € Z, entio,

aplicando o operador diferenga em p, temos

App(z) = plx —h)—p(z)
= [ao(a: +h)™ +a(z+h)" 4 am} - [ao:cm +a ™ 4+ 4 am]
= Qo [(SE + h)™ — xm] + aq {(x + h)™ Tt — xmfl} + - F [(m +h)— :c}
= g [(33 +h)™ — xm] +a; [(:L‘ + h)™ ! — xm_l} + o+ am_1h.

Onde, tem-se

(x+h)" = Emj <m> ™R

_ m m m m—1 m m—1 m
= <0>:B +<1>x h + —|—<m_1>xh + h™.

Expandindo cada bindmio e reduzindo os termos semelhantes, obtém-se

App(z) = agmz™ 'h+ q(x) + ap_1h,

sendo ¢;(x) um polindmio em = de grau m—2, com coeficientes reais € a,,_1h € R.

Aplicando-se o operador diferenga de segunda ordem em p(x), fica

Aip(z) = A, {Ahp(x)}
= A, {aommm’lh +q(x) + am_lh}
— [aom(gg +h)™ h 4 qu(x + h)] — [aomxmflh + ¢ (33)}
= aomh [($ +h)" Tt — fﬂm_l} +aq(z+h)—aq()
= aomh*(m — 1)a™ 2 4 g(x)
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logo,

Aip(:c) = aom(m — 1)h2xm72 + q2 ().

Tendo aqui, ¢2(x) um polindmio em x de grau m — 3, com coeficientes reais.

De modo analogo, tomando o operador diferenga de terceira ordem, tem-se

Adp(z) = agm(m — 1)(m —2)R32™ ™ + g3(),

com ¢3(z) um polindmio em z de grau m — 4, com coeficientes reais.

Procedendo dessa maneira, vemos finalmente que

yp(x) = agm(m—1)(m—2)---2-1-h™ + gn(x),

onde tem aqui ¢,,(z) =0, ou seja,

ro(x) = agm!h™.

Com agm!h™ uma constante real. Sendo assim,

Afp(x) = 0 para k >m.
Portanto, estd demonstrado a validade da proposicao. [

Vejamos agora, um importante lema que vai auxiliar para se obter um teorema para
a conclusao do nosso objetivo. Daqui em diante, muitos resultados foi descorberto com

inspirac¢ao estudando o livro de [Silva 2000].

Lema 4.3. (Expressao geral de uma funcao por diferencas).

Dada a fun¢do f de Z,. em R, para todo iteiro ndo negativo n, e n >k com k € Z.,



4.3. Generalizacoes do Conceito de Fungoes 74

temos a seguinte identidade:

f(z+(n—kh) = nzk (” ; k) Al f(z). (4.10)

=0

Demonstragdo: Pelo o teorema binomial sabemos que

f <n B k) Ay f(z) = (A + 1) f(a).

Provaremos por indu¢ao sobre n. Com efeito, para n =0 e n = 1, é verdadeira,

pois, para n =0 temos k =0, assim tem-se

fla+0h) = (Ay+1)°f(z)

entao,

f(x+0h) = f(z)

logo,

Agora, para n =1 e k =0, tem-se

fla+1h) = (Ap+1) f(z)

entao,

fle+h) = (An+1)f(2)
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logo,

fle+h) = Apflx)+ f(2),

que esta de acordo com a Defini¢ao 4.2.1 do operador diferenca.

Agora, para n =1 e k=1, tem-se

fla+0h) = (Ay+1)°f(z)

entao,

que é verdadeira. Suponhamos que é valida para algum valor de n com n > k. Isto é,

flz+(m=kh) = (Ay+1)"Ff().

Agora, provemos que é valida para n+ 1. Ou seja,

flz+n+1)=kh) = (Ap+ DD Hf(z),
De fato, pois temos
fle+[n+1)=kh) = (A + DD ()

= (Ap+ DA+ D" f(x)
= Ap(An + )" f(2) + (A + D) f ().

Pela hipotese de inducao, tem-se
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Fl+ln+1)=kh) = Ap(dp+ D" f@)+ (Dn+ 1) Ff(x)
= Apf(x+(n—=Fk)h)+ f(x+ (n—k)h).

De acordo com a Defini¢ao 4.2.1 do operador diferenca a prova esta concluida.

Portanto,

farm-mn) = 5 (" o,

i=0 5

¢ vedadeira para todo n € Z,. |

Com este lema, agora damos uma expressao para o termo geral de uma sequéncia

arbitraria em fun¢ao do operador diferenca.

Teorema 4.2. (Termo geral de uma sequéncia por diferencas).
Seja f: N — R uma sequéncia. Entdo, para n € Zy, e n > k com k € Z, tem-se a

seguinte identidade:

n—~k —k )
fin) = 3 (“ z >AZ (k). (4.11)
=0
Demonstragao: Com efeito, do lema acima, tem-se
n—=k n — k’ ;
flatm=kn) = Y77 )ALf (),

1=0

Assim, tomando = =k e pondo h =1, fica

kol

n—

-0y = (")t

=0

~

Logo, teremos
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I o (e WO}

i=0
Portanto, esta verificada a identidade. [ |

A seguir, veremos um teorema de grande importancia para alcangar nosso objetivo.

Teorema 4.3. (Expressao geral de uma funcao polinomial por diferencas).
Seja f uma fun¢do de 7., em R. f é uma fungdo polinomial de grau m, m € 7, e
x>k com k € Z,, de uma varidvel e coeficientes reais se, e somente se, é dada pela

seguinte expressao

flz) = i (“’ - k) A'f (k). (4.12)

=0 L

Demonstragdo: (=) Se f é uma funcao polinomial de grau m em z com coeficientes

reais e m € Zi, e sejam z; = x9 + j, com 1 < j < m, cujo os valores sao

f(zo), f(x1),..., f(x,,) de f. Assim, n6s podemos escrever [ na seguinte forma

f(x) = ap+ a1(x — x0) + as(x — xo)(x — 1) + -+ 4+ am(x — x0) (T — 1) -+ - (T — Tpp—1).
Substituindo =z = xg,z1,..., 2, sucessivamente na expressao acima, obtemos os

valores f(zo) = ao, f(z1) = ao+ai(z —x0), f(22) = ao+ai(z—z0) + az(z — xo)(x — 1)

e assim por diante. Disso vem que,

ag = f(xo).

Aplicando o operador diferenca em f(xz(), tem-se

Af(zo) = f(x1) — f(wo) = a1(z1 — 20) = a1
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Portanto,

a;y = Af(xo)

Também temos

Af(z) = flaz) = f(z1)
= a1(xy — 1) + as(xe — z0) (22 — 1)
= a1+ 2a9
= Af(zo) + 2az

portanto,

Af(xy) = Af(xo) AZ‘f(xo)‘

“ 2 T
A® f (o) . . s e
Da mesma forma, a3 = T e assim, pelo o processo de indugao finita, tem-se
_ A" f(x0)
m = ———=—"
m!

Substituindo esses valores na expressao da fungao acima, obtem-se

oy AT =0+ S e
+""|‘An;{L(!xO)<l'_$o)<x_$l)“'(x_xm1)-

Agora, se for necessario avaliar o valor de f(z) de f para x =xy+p, com p € NN,

entao

(x —xo) = p.

Para, (z — z), temos
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(x—mx) =x—20— (11 —20) = p— 1.

De modo analogo,

(xt—x9) =x—21— (B2 —11) =p—1—1=p—2.

Prosseguindo para (z — x,,), teremos

(x — ) = p—m.

Portanto, escrevendo o =k, e p=x — k a tltima expressao torna-se

1)+ (o = AT + '“)“;_ SN

@K (w—k—1) (& —k) —m+1)
m!

TR A" F(k).

Que colocando na forma reduzida, fica

o = (77 )

2

Portanto, estd demonstrado a primeira parte.

(«<=) Se a funcao f ¢é definida pela seguinte expressao

o = 3 (7 A,

1=0

entao, fazendo k =0, tem-se

o = 3 (7)aro.

N
Il
o
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assim, expandindo o somatoério, tem-se

T

) = (g)avro () aio+ (j)azro s (7 Yoo (£ )amso

onde,

r—1)A%f(0 z(z—1)---(x —m+1)A™f(0
DA sl =m0

T
f(x) = f(0) +zAf(0) + :
Desenvolvendo o segundo membro acima, e simplificando os termos semelhantes,

tem-se

1) = 0o+ s,

onde ¢(x) é um polindbmio de grau m — 1, sem termo independente. Portanto, f ¢

uma fung¢ao polinomial de grau m em x com coeficientes reais e m € Z,. |

Exemplo 4.1. Mostremos para k=1 que f(z) = 2* = ) (xﬂ)Aif(l)-

=0 !

Demonstragao: De fato, por

Fazendo k=1 e m = 2, temos

o = (7 ao,

(2

Construindo a tabela de diferen¢a para i variando de 0 a 2, temos
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Tabela 14: Tabela de diferencas de x2.

N’N 0o 1 2 3
f(z)y [0 1 4 9
Af(x) |1 3 5

A%f(x) |2 2

A3f(x) |0

Fonte: Autoria propria (2021).

Assim, substituindo os valores determinados na tabela e simplificando, temos

Na secao a seguir, demonstraremos um método, no caso, obteremos uma férmula,
que utiliza o operador diferenga de uma fungao polinomial para obter uma férmula da

soma das fungoes polinomiais aplicadas nos inteiros positivos.

4.4 A Foérmula Geral da Soma das Func¢oes Polinomiais

Dos métodos existentes, apresentou-se no Capitulo 3 dois métodos para generalizar
somas de poténcias de inteiros positivos em termos de relagoes de recorréncia usando
o método de Pascal e o de Bernoulli, agora na forma fechada, isto é, nao recursiva,
vamos usar um método, utilizando e aplicando a teoria dos operadores diferenca de
ordem superior para obtermos uma férmula geral nao recursiva para a soma das
poténcias dos inteiros positivos. Tal formula, nao s6 determina a soma das poténcias
dos inteiros positivos, como também determina a soma das fung¢oes polinomiais dos

inteiros positivos.

Considere inicialmente a fungao polinomial f de IN em R de grau p, e a soma

respectivamente, dada por:
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fG) = e+ tajta (4.13)
Sp(n) = > f(). (4.14)
=1
Onde, temos que ¢, ¢p_1,...,c1,¢0 € R e ¢, #0.

Teorema 4.4. (Formula Geral Nao Recursiva da soma das fungées polinomiais).
Seja f uma fungdo definida de N em R. Se f é uma fungdo polinomial de grau p
dada por f(j) = cpj? + cp_1j? + -+ a1j + o, com cp,cp1,..., 01,00 ER e ¢, #0,

entdo, para k=0 ou k =1, tem-se

Sp(n) = i

1=0

n—k+1\ .,
( i+l )Af(k), (4.15)

para todo p >0, e n > 1.

Demonstragao: De fato, seja a fungao polinomial f de IN em R, de grau p dada por

fU) = e’ +eai" + - tajta

com ¢p,Cp_1,...,¢1,¢0 € R e ¢, #0. Por (4.14), tem-se

S = 310

7=1

Aplicando o Teorema 4.3, que nos dar a expressao geral de uma funcao polinomial

por diferengas, teremos que,
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s = 377 )ave
_ ;{g (Jk) AF(R).

Usando agora o Teorema das colunas, que é a equacao (2.9), obtem-se

Sp(n) = EP:

1=0

n—k+1
1+1

)Nf(k),

para todo p>0, n > 1 e fazendo k=0 ou k= 1.

Portanto, estd demonstrado a validez do Teorema. [ |

Observacgao 4.4. A escolba do valor de k parak =0 ou k =1 é arbitrdria, a sua
escolba é para facilitar os cdlculos, tonando a coluna da tabela diferenca com o maior

numero de zero.

No capitulo seguinte, vamos ver varias aplicacoes dessa formula geral nao recursiva
da soma das fun¢oes polinomiais. Inicia-se nas funcoes poténcias e em seguida, nas

progressoes aritméticas de ordem superior e finalizando nos niimeros figurados.



CAPITULO 5

APLICACOES DA FORMULA GERAL NAO RECURSIVA

Um grande ntimero de aplicagoes e exemplos facilita o entendimento do texto e é
imprescindivel quando se almeja uma formacao solida. Ha indica¢oes de aplicabilidade
tedrica e historicas, no intuito de motivar o leitor naquilo que esti estudando. Com o
escopo didatico, as aplicacoes e os exemplos estao dispostos em ordem crescente de
dificuldade. Ha de se tomar publico que, o presente capitulo recebeu preponderante

influéncia do livro “Novas Sequéncias Aritméticas e Geométricas (Com programagdo na
HP Prime)” de [Silva 2000].

5.1 Aplicacoes da Formula nas Funcées Polinomiais

Mostraremos algumas aplicacoes desta formula para alguns exemplos da soma das

poténcias dos inteiros positivos. Que sao casos particulares das fun¢des polinomiais.

5.1.1 Aplicacoes da Féormula Geral na Soma das Poténcias

Inicia-se esta subsecao com algumas aplicacoes da formula geral nao recursiva na

soma das poténcias dos inteiros nao negativos.

Exemplo 5.1. Aplicando a formula geral néo recursiva, vamos obter uma expressdo para

84
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So(n), Si(n), Sa(n), S3(n) que se encontra na introdugdo do Capitulo 3 e também para
54(71)

Solugcdao: 1. Primeiramente, seja f(j) = j°, para todo j. Logo, pela formula geral,

temos

C (T am

=0

Fazendo p =0 e k =1, na fébrmula acima, tem-se

s = X (1 )a

2. De mesmo modo, seja f(j) = j', para todo j. Logo, pela formula geral e fazendo

k =10, temos

£ ()

]

Agora, fazendo p = 1, obtem-se,

s = X (11 )ao

: 2+ 1

n-+1 0 n+1 1
- <0+1>A f<0)+<1+1>A 1(0)

= ("7 o+ ("5 aro
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3. Agora, para f(j) = j? para todo j. Assim, pela formula geral e fazendo k = 0,

temos

i(n—i—l) £0).

=0

Fazendo p =2 na férmula acima, fica-se

s = X (11} )ao

7

_ (”T 1>f(0) + (’” 1>Af(0) + <n§1>A2f(0).

Na tabela 15, encontra-se 0 <p < 2.

Tabela 15: Tabela de diferencas de Sx(n).

A’”?X 01 2 3
fG) o1 49
Af(G) |1 3 5
Af(j) |2 2

A%f(4) |0

Fonte: Autoria propria (2021).

Assim, substituindo os valores determinados na tabela, tem-se
n+1 n+1
S = 2 .
o = (137)=(")
Logo, desenvolvendo e simplificando, fica

Sy(n) = n(n+1)(2n + 1)

w3,
| 3,

E
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4. Similarmente, para f(j) = j°, para todo j. Pela féormula geral e fazendo k = 0,

temos

- ()2

Fazendo p = 3 na férmula acima, obtem-se

n+1

s = 3 (17} )aso)

= ("7 ("3 Naro (M) ez (M o)

Na tabela 16, encontra-se 0 < p < 3.

Tabela 16: Tabela de diferengas de S3(n).

APX 01 2 3 4
fG) 1o 1 8 27 64
Af(j) |1 7 19 37
A%f(j) 16 12 18

A°f(5) |6 6

A'f(H) |0

Fonte: Autoria préopria (2021).
Com isso, substituindo os valores determinados na tabela diferenca, fica
n+1 n+1 n+1
S, = 6 6 .
Assim, desenvolvendo tem-se

Sy(n) = n*(n+1)

INSER
| 3,
INES
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5. De modo analogo, para f(j) = j%, para todo j. Pela formula geral e fazendo

k =0, temos
P 1
Z(n—i— ) £(0).
T\ t1

Substituindo p = 4 na formula acima, tem-se

n-+1
1+ 1

Su(n) = f;( )Nf(o).

Na tabela 17, encontra-se 0 < p < 4, entao, tem-se

Tabela 17: Tabela de diferencas de S4(n).

J
Apy\012345

f(G) [0 1 16 81 256 625
Af(j) |1 15 65 175 369

A2f(5) |14 50 110 194
A3f(5) 36 60 84
AYf() |24 24

A°f(5) | O

Fonte: Autoria propria (2021).

Logo, substituindo os valores determinados na tabela diferenca, tem-se

Sy(n) — (";1) +14<”§1> +36<”11> +24<”;1>.

Portanto, desenvolvendo obtem-se

n(n+1)2n+1)(3n*+3n — 1)

Saln) = 30

n® n* nd n

5 T2 T3 a0
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Finalizamos aqui, a aplicacao da formula nas somas das poténcias dos inteiros po-

sitivos.

Na préxima subsecao, veremos a aplicacao desta férmula na teoria nas sequéncias

numéricas que chama-se de Progressoes Aritméticas de Ordem Superior.

5.1.2 Aplicagoes em Progressoes Aritméticas de Ordem m

Definicao 5.1.1. (Progressoes Aritméticas de Ordem m)
Seja k um nidmero inteiro ndo negativo. Uma sequéncia (a,) é chamada de progressdo

aritmética de ordem m quando A™a, for constante, e A™"1a, = 0.

Para uma melhor compreensao da defini¢ao, considere o exemplo a seguir.

Exemplo 5.2. A sequéncia (a,) = (6,18,36,60,90,...), é uma progressdo aritmética
de segunda ordem, pois (Aa,) = (12,18,24,30,...) é uma progressdo aritmética de

primeira ordem e (A%a,) = (6,6,6,...) éuma sequéncia constante, e Aa,, = 0.

A seguir, discutiremos sobre o termo geral de uma progressao aritmética de or-
dem superior. No proximo resultado, damos duas expressoes para o termo geral de
uma progressao aritmética de ordem m. Este resultado foi modificado de [Bermudez,
Martinon e Noda 2014].

Teorema 5.1. Seja (a,) uma sequéncia. As seguintes afirmagées sdo equivalentes:

(1) A sequéncia (a,) é uma progressdo aritmética de ordem m.

(2) Fara todos n >0 e k € Z., tem-se

a, = gmj( ka)Nak. (5.)

1=0

(3) Existe um polinémio p,, com coeficientes reais de grau menor ou igual a m, tal
que p.(n) = a,, para qualquer n > 0, ou seja, existem ¢y, Cp—1,...,¢1,¢0 € R e

¢m # 0, de modo que

n = ™ 4 Cpon™ L 4 e+ o, (5.2)
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Amag
onde ¢, = e cp = ag.
m!

Demonstragao: (1) = (2) Por definicio, temos Alag = 0, para qualquer j > m + 1.

Agora, aplicando (4.11), obtemos a expressao

assim, obtem-se a expressao de (2).

(2) = (3) Por (4.12), temos que a,, é um polindbmio em n de grau m, portanto a, é

um polindmio p,(n) em n de grau menor ou igual a m, consequentemente

~1
a, = cpn™ 4 o™+ -+ cn+ co,

para algum ¢, ¢po1,...,c1,c0 € R € ¢, #0.

Claramente, temos que ag = p,(0) = co.

Amao

Do Teorema 4.3, obtemos também que o coeficiente de n™ ¢é ¢, = '
m!

(3) = (1) Se a, for dado por (5.2), tem-se

Aan = Adp+4+1 — Qn
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v el
Como sabemos que (n+1)" = n'+ X <i)nr, teremos

r=0
m ) i—1 i m ]
Aa, = Zci nl—i—z n" —Zcml
i=0 r=0 \I" i=0
m m i—1 i m
= chnz%—ZCiZ n’”—Zcm’
=0 i=0 r=0 r i=
m i—1 i
= Z Ci . n"

para um certo b; em R, com b; = (i + 1)¢;11. Entao, A™a, é um polindmio em n de

grau menor ou igual a 1. Portanto, A™"a, =0, o que comprova a afirmacio. |

Em vista do teorema acima, as progressoes aritméticas também sao chamadas de

sequéncias polinomiais.

Proposicao 5.1. Se o termo geral da sequéncia (x,) é um polinémio de grau m em n
com coeficiente lider a,,, entdo o termo geral da sequéncia (Ax,) é um polinémio de

grau m — 1 em n com coeficiente lider m!a,,.

Demonstragao: Com efeito, como z,, é um polindmio de grau m em n com coeficiente

lider a,,, pode-se escrever x, como

Tn = Q™+ Qo™ o 4 an + ag.

Aplicando a proposic¢ao 4.4, temos x, um polinémio de ordem m — 1 e fazendo

p(z) =xpn, ap =apym, m=m e h=1 em

wp(r) = agm!h™,
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tem-se

A%xn = a,m1m
Az, = mla,,.
|
Agora, vejamos uma aplica¢ao do item (2) do Teorema 5.1.
Exemplo 5.3. Dada a sequéncia (a,) = (1,3,6,10,15,21,...), entdo, encontremos a

formula do termo geral dessa sequéncia.

Solugao: A sequéncia (a,) é uma progressao aritmética de segunda ordem, pois ob-
servando a tabela de diferenca que encontra-se na pagina seguinte, a sequéncia das
diferencas é uma progressao aritmética de primeira ordem. Logo, substituindo m = 2

e k=0 na formula (5.1), obtem-se:

Esta é a formula do termo geral dessa P.A.%2, que ¢ um polindmio de grau 2.
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Tabela 18: Tabela de diferencas da P.A.2.

N’a& 012 3 4 5
a, |1 3 6 10 15 21 ... PAZ
Aa, |2 3 4 5 6 PA!
A%, [1 11 1 -~ PAP
Ada, [0 0 0 -

Fonte: Autoria prépria (2021).

Observacao 5.1. Una aplicagdo importante de uma P.A.™" é a relagdo dela com poliné-
mios, pois, dada uma sequéncia com m + 1 termos, podemos encontrar um polinémio

de grau m que gera estes m + 1 termos.

Exemplo 5.4. Vamos encontrar uma férmula para os cinco primeiros ndmeros primos.

Solugao: Devemos encontrar um polindmio que gere a sequéncia:

2,3,5,7,11.

Como temos 4 + 1 termos, estes determinam uma P.A.%, da seguinte forma:

Ou seja,

n n n n n
a, = <O> AOCZO + <1>A1a0 + <2>A2G0 -+ <3> ASCLO + <4> A4a0.

Na tabela 19, utilizando os valoeres de ag, tem-se
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Tabela 19: Tabela de diferencas da P.A.%.

Apay 0 12 3 4
n 2 35 7 11
Aa, | 1 2 2 4
Aa, |1 0 2

Na, | -1 2

A*a, | 3

Fonte: Autoria propria (2021).

Substituindo estes coeficientes e simplificando, obtem-se:

_ nt 3n3+4n2+2
= 90~ g T3 T

Que é o polindmio que determina os cinco primeiros primos. ]

Agora, vamos obter uma formula para a soma dos primeiros termos de uma pro-

gressao aritmética de ordem m. Vejamos o teorema a seguir

Teorema 5.2. (Soma dos termos de uma P.A.F)
Em uma progressdo aritmética de ordem m a soma S,,(n) dos n termos iniciais, em

que k=0 ou k=1, vale
“o(n—k+1)\ ..
m = A'ay. 5.3
Sm(n) ;(iH)ak (5.3)
para todo m >0, n > 1.

Demonstragao: Seja (a,) a progressao aritmética de ordem m. Como vimos no
Teorema 5.1 a férmula do termo geral de uma P.A.™ é um polindbmio de grau m, da

forma
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Da equacao (4.14), tem-se

Dai, teremos

Usando agora (2.9), obtem-se
Z(n—k+1Y\
Sm(n) = %( it )Aak.

paratodo m >0, n>1e k=0 ou k=1.

Portanto, concluimos a validade do Teorema.

Observacao 5.2. Nota-se também que a formula da soma dos termos de uma P.A.™

s

e

um polinémio de grau m + 1. Nos exemplos a seguir podemos constatar isto em alguns

CAsos.

Exemplo 5.5. A sequéncia dos ndmeros tridangulares, isto é, (t,) = (1,3,6,10,15,21,---),

é uma progressdo aritmética de segunda ordem como foi visto no exemplo 5.3. Vamos

encontrar uma formula para a soma de seus n primeiros termos.
Solugao: Pelo Teorema 5.2, tomando k =0, tem-se
o fn41) .,
Sm(n) = , A'ay.
0 = 5 (e

Substituindo m por 2 e ay por t; e simplificando, teremos
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Sy(n) = Z(?E)Nto-

=0

— (” Jlr 1) Ay + (n ; 1) Aty + <n Jgr 1) A%t

Na tabela 20, tomando os valores da primeira coluna, tem-se

Sy(n) — Cﬁﬁ>+2034>+<n§g'

Desenvolvendo e simplificando, obtem-se

Sy(n) = (n+ 1)(n;—2)(n+ 3)'

Que ¢é dado por um polinémio de grau 3.

Tabela 20: Tabela de diferencas de t,,.

N

tn
At,
A%,
A%t, [0 0 0

3 4 5
10 15 21
5 6

1

N~ O
= W W | =
— s O N

Fonte: Autoria prépria (2021).

Exemplo 5.6. Encontremos o valor da soma dos n primeiros termos da sequéncia (a,,),

cujo termo geral é dado por a, = (3n — 1) - n?.

Solugao: Como a, = (3n — 1) -n® é um polindmio de grau 3, na tabela 21, teremos
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Tabela 21: Tabela de diferencas de a,,.

n
Apan\01234

G 0 2 20 72 176
Aay, 2 18 52 104
A%a, |16 34 52

Ada, |18 18

A*a, | 0

Fonte: Autoria propria (2021).

substituindo p por 3 e aplicando o Teorema 5.2, tomando k = 1, temos

Sy(n) = i(iZJAial.

=0

Assim, expandindo, substituindo e simplificando, obtemos

sin) = 2({) < s(5) 31(3) + ()

n(n+1)(9n* + 5n — 2)
12 '

Exemplo 5.7. Sendo f : R — R, definida por f(x) = x? — 1, encontremos uma

expressdo para S em n, onde tenhamos que

Solugao: Devemos encontrar a soma dos termos da sequéncia

(0, 3,8, 15, 24, ..., n* —1).
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O termo geral desta sequéncia é f(n) = n? —1, que é um polindmio de grau 2,

logo, é uma progressao aritmética de segunda ordem, assim, pelo o Teorema 5.2, temos

Fazendo, m = 2, k =1, teremos

s = 3 (1 )a

=0

=G%Wﬂ%®&MH@%%U

Constuindo a tabela 22, temos

Tabela 22: Tabela de diferencas de f.

Apf(n)w 12 3 4 5
fn) |0 3 8 15 24
Af(n) |35 7 9
A2f(n) |2 2 2

A%f(n) |0 0

Fonte: Autoria propria (2021).

Expandindo, substituindo e simplificando, obtemos

Sa(n) = 3<Z>+2©

n® 3n? b5n

3+2 6

Exemplo 5.8. Conbecendo uma das sequéncias das diferencas de uma fungéo polinomial

f de grau 2, como é dada na tabela 23, determine
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a) o termo geral desse polinémio.

b) a expressdo geral para a soma dos n primeiros termos dessa_func¢do polinomial.

Tabela 23: Tabela de diferencas de ordem 3.

A”f(?”h 12 3 45
f(n) 12
Af(n) 8
A?f(n) 2
A% f(n) 0

Fonte: Autoria propria (2021).

Solugao: Para o item a), pelo o Teorema 4.3, temos

f) = %

7

m
—0 ¢

(”” - ’“) ATF(R).

Fazendo, m =2 e k =3, e trocando a variavel = por n, teremos

= 3 (" e,

=0

Desenvolvendo e substituindo os valores da tabela e simplificando, obtemos

s = ("5 P)are (M e+ (e

— 12<”g3>+8<nz3>+2<”;3>
= 12+8(n—3)+ (n—3)(n—4)
= n*+n

= n(n+1).
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Ja para o item b), como determinamos o termo geral da funcdo, assim, podemos

completar a tabela diferenca que é

Tabela 24: Tabela de diferencas de ordem 0.

A”f(n)w 01 2 3 4
fn) |0 2 6 12 20
Af(n) |2 4 6 8
A2f(n) |2 2 2

A3f(n) |0 0

Fonte: Autoria propria (2021).

Agora, aplicando o Teorema 4.3, temos

Z 1+ 1

1=0

P (n_k+1>Nf(k).

Fazendo p=2 e k=0, teremos
2 1
Z (n + ) £(0).
—\lit+1

Expandindo, substituindo os valores da primeira coluna da tabela e simplificando,

obtemos
So(n) = (” N 1) A°F(0) + (” ) 1) ATF(0) + (" N 1) AZf(0)

n+1 n—+1

= 2 2
(3 ()
3

_ M el
3 3

nn+1)(n+2)
3 .
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Para finalizarmos, veremos a tltima aplicacao destas formulas nos niimeros poli-

gonais.

5.1.3 Aplicacoes em Niameros Poligonais de I Lados

Temos, ainda como consequéncia das progressoes aritméticas de ordem superior,

que os niimeros poligonais estao em progressoes aritméticas de ordem 2.

Definicao 5.1.2. (Nameros Poligonais de I Lados)
Chama-se ndmero poligonal de | lados todo nimero que é soma de termos consecutivos
da P.A. de primeiro termo 1 e de razdo | —2, sendo | > 3 um inteiro arbitrariamente

fixado. Isto é,

1,1—1,20—3,31—5, ... (5.4)

Exemplo 5.9. Dada a sequéncia (5.4). Determine

a) o termo geral dessa sequéncia.
b) o termo geral da sequéncia (p,;) dos ndmeros poligonais de | lados.

¢) a expressdo geral para a soma dos n primeiros termos da sequéncia (py,).

Solugao: Vejamos o item a). Para determinarmos o termo geral, usaremos o item (2)

do Teorema 5.1, assim

a, = Z(nl_,k)Aiak.

1=0

Substituindo, a, por a,; fazendo m =1 e k=1, temos

Onde fica,
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n—1 n—1
Apy = < 0 >A0a1—|—< 1 )Alal.

Na tabela 25, encontra-se os valores das diferengas de a,,,;, assim, teremos

Tabela 25: Tabela de diferencas de a,,.

n
A%;\ 1 2 3 4

. 1 1—120-3 3l—5
Aay, |[1—-2 1—2 [-2
AQCLn,l 0 0

Fonte: Autoria propria (2021).
Expandindo, substituindo os volores da primeira coluna e simplificando, obtemos

iy = <n81>+(1_2)<n11>

= 1+(n-1)(1-2)
= nl—1—2n+ 3,

para todo [ >3, com [ € Z.

Para o item b), aplicando o Teorema 5.2, temos

Fazendo, S,,(n) =pn;, m=1 e k=1, teremos

1 n '
Png = Z<Z+1)Alal

=0

Agora, utilizando a primeira coluna da tabela 25 de diferenca de a,, em seguida,
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expandindo, substituindo e simplificando, obtemos

Py = (T) A + (Z) Alay
- (1) (e

n(n —1)(1 —2)
2

= n

(I1—2)n?—In
B S

para todo [ >3, com [ € Z.

Agora, para o item c), a soma dos n primeiros termos da sequéncia (p,,;) é deter-

minada usando novamente o Teorema 5.2, vejamos

Suln) = 3 (” —k 1) Alay.

i=0 i+1

Fazendo, S,,(n) = S,,(n), m=2 e k=1, teremos

S = (1)

=0

Agora, construindo a tabela 26 de diferenca de p,;, obtemos

Tabela 26: Tabela de diferencas de p,, .

n
N’pn,z\ 1 9 3 4

Dn,l 1 l 3l—3 60l—8
Apn; |1—-1 21-3 3l-5
A2pn7l -2 [—2
A?’pn,l 0

Fonte: Autoria propria (2021).
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Expandindo, substituindo os valores da primeira coluna e simplificando, obtemos

o = (e (o (o
(e (e

(n*—n)(l—1) N (n® —3n% +2n)(l — 2)

- > 6

(I—2)n*+3n?— (I —5)n
6 9

para todo [ >3, com [ € Z. O

Finalizamos aqui, as aplicacoes desta formula geral nao recursiva nas fun¢oes polino-
miais, aplicagdes nas progressoes aritméticas de ordem superior e finalizamos fazendo

aplicagao desta nos niimeros figurados.



CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve por objetivo a busca de uma férmula fechada nao recursiva para
a soma das fungoes polinomiais dos inteiros positivos, apresentando uma abordagem
histérica simples e direta, desde a descoberta de métodos e férmulas, férmulas essas

que eram investigadas desde ha antiguidade por matematicos de todo o mundo.

Pensamos ter atingido os objetivos a que nos propusemos, uma vez que, apresentaram-
se alguns métodos mais usuais para a determinacao da soma das funcoes polinomiais

dos inteiros positivos, bem como para busca de uma formula fechada e nao recursiva.

A necessidade de se redigir um texto com este tema, surge a partir do estudo
da busca de uma férmula fechada para a soma das fungoes polinomiais dos inteiros
positivos, foi onde se deu o inicio deste trabalho. Por muito tempo, em minha mente,
havia a certeza de que tal férmula existia, e também da dificuldade em se encontrar
bibliografia, que aborde este contetido. E apesar de sua aplicabilidade em intimeros
problemas da Matematica, nem sempre os alunos do Ensino Basico, nem mesmo os
do Ensino Superior tém a oportunidade de constatarem tais métodos, formulas nas
aulas de Matematica. Assim, pensamos que este trabalho podera ser dtil a quem queira
conhecer ou ensinar um método, uma formula para a soma das fun¢oes polinomiais dos

inteiros positivos.

Por este motivo, buscamos elaborar um material no assunto que compilasse ques-

105
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toes histdricas, teoricas e aplicadas sobre as somas das funcoes polinomiais dos inteiros
positivos, com o intuito de que este conhecimento pudesse ser utilizado para enriquecer

as aulas, tanto no Ensino Basico quanto no Ensino Superior.

Acredito que toda a pesquisa realizada para a elaboracao da dissertacao me pro-
porcionou um grande enriquecimento tedrico e aplicado sobre o assunto. Naturalmente,
nao se cobriram todos os desenvolvimentos deste assunto, que poderao ser objeto de

trabalho futuro.
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