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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho € apresentar uma proposta de ensino das razdes
trigonomeétricas seno, co-seno e tangente. A abordagem investigativa e significativa
tem como publico alvo alunos do 9° ano do Ensino Fundamental e da 22 série do
Ensino Médio. Para fortalecer os conceitos e atividades, utilizaremos o software de
geometria dindmica Geogebra. O estudo apresenta uma breve abordagem da
histéria da trigonometria a fim de explorar o estudo das razdes trigonométricas
aplicadas em problemas contextualizados e praticos.

Palavras-Chave: Razdes trigopnométricas, histéria da trigonometria, Geogebra,

matematica, aprendizagem.



ABSTRACT

The main objective of this work is to present a proposal for teaching the trigonometric
ratios sine, cosine and tangent. The investigative and meaningful approach is aimed
at students from the 9th grade of elementary school and the 2nd grade of high
school. To strengthen the concepts and activities, we will use Geogebra dynamic
geometry software. The study presents a brief approach to the history of
trigonometry in order to explore the study of trigonometric ratios applied to

contextualized and practical problems.

Keywords: Trigonometric ratios, history of trigopnometry, Geogebra, mathematics,

learning.
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INTRODUCAO

A matematica € um importante componente para a construcdo da cidadania, por
isso deve estar ao alcance de todos de forma igualitaria e democratica. Nao se pode
entender a mateméatica como algo pronto e definitivo, mais sim como um conhecimento
em constante construcédo. Um conhecimento que, quando adquirido pelo aluno, pode ser
um fator de transformacé&o da sua realidade.

Destacam-se como principios basicos da matematica: a observacao de fatos e
representacdes reais associados aos conceitos e principios cientificos da matematica. E
de suma importancia para o ensino da matematica estimular o aluno em sua apropriacao
de conceitos matematicos através de resolucdo de problemas do cotidiano. Uma das
maneiras é a utilizacdo de recursos tecnologicos que dado forma e movimento aos
conceitos.

Os Parametros Curriculares Nacionais, subdivide a matematica em blocos de
conteudos, em um deles estudamos o ESPACO E FORMA, bloco que aborda o estudo
de conceitos geométricos na area de matematica. Segundo os PCNs, € por meio do
estudo da geometria que o aluno desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe
permite compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo em que
vive. Compreendendo a Geometria como um campo propicio para se trabalhar com
situacdes-problema, verifica-se que é um tema pelo qual os alunos demonstram um
interesse significativo.

O trabalho com nocdes geométricas estimula a observacdo, a percepcdo de
semelhancas e diferencas e a identificacdo de regularidades, base do desenvolvimento
dos conceitos acerca das razdes trigonométricas. Além disso, permite que o trabalho seja
desenvolvido a partir da exploracdo dos objetos do mundo real. Isso levara o aluno a
estabelecer a conexao entre a Matematica e outras areas do conhecimento humano.

A aprendizagem da matematica® apresenta uma linguagem denominada cientifica,
em que sao encontradas hipéteses demonstradas encadeadas em sequéncias de
raciocinios dedutivamente articulados. Muitas vezes, isso leva o educando a uma

dificuldade de aprendizado e apreensdo de conhecimentos matematicos. Em outras

1 Aqui é tratada a geométrica tradicional, desde a abordagem de Euclides.
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abordagens, apresenta-se uma aprendizagem em Matematica ligada a compreensao e
apreensdao do significado, relacionada ao cotidiano vivenciado pelo aluno. Apreender o
significado de um objeto ou de um conhecimento matematico nos permite aplicar esses
conceitos na resolucdo de situacOes cotidianas ou de observar a existéncia desses
objetos ou conhecimentos em tudo o que nos cerca. O significado da Matemética para o
aluno resulta das conexdes que ele estabelece entre ela e as demais disciplinas, entre
ela e seu cotidiano e das conexfes que ele estabelece entre os diferentes temas
matematicos. Para BICUDO e BORBA, p.93, 2005:

“Uma solugdo que parece indicada nesta situagdo, € buscar fazer os alunos
verem a “Matematica na vida real”’, “trazer a vida real para as aulas de
Matematica”. [...] ligar a Matematica que se estuda nas salas de aula com a

“Matematica do cotidiano”, “da vida’.

A resolucao de problemas é um caminho concreto para o ensino de Matematica e
vem sendo discutido ao longo dos ultimos anos. A prépria Histdria da Matematica mostra
que ela foi construida como resposta a perguntas provenientes de diferentes origens e
contextos, motivadas por problemas de ordem pratica (divisdo de terras, calculo de
créditos), por problemas vinculados a outras ciéncias (Fisica, Astronomia), bem como por
problemas relacionados as investigacdes internas a prépria Matematica.

Segundo Pdlya, “A resolugado de problemas é a coluna vertebral da instrugéo
matematica desde o papiro de Rhind.”? (1959). Em suma, muitos s&o 0s argumentos para
organizar o estudo da Matemética em torno da resolucdo de problemas. Para as
pesquisadoras brasileiras Lourdes de la Rosa Onuchic e Norma Suely G. Allevato (2011)
sdo: mobilizar a atencdo e o pensamento matematico dos estudantes; possibilitar o uso
de diferentes estratégias; desenvolver a crenca de que os estudantes sdo capazes de
fazer Matematica e propiciar a compreensao de conceitos matematicos.

Outro fator relevante para uma verdadeira compreensdo e apreensao do ensino
da matematica esta intimamente ligado aos recursos didaticos a serem utilizados. O
estudo da trigonometria pode ser reforcado com o uso de calculadoras, softwares de

matematica dindmica, materiais construidos em sala para medi¢do de angulos e outras

Zhttps://novaescola.org.br/conteudo/15759/aprender-matematica-atraves-de-resolucao-de-

problemas


https://novaescola.org.br/conteudo/15759/aprender-matematica-atraves-de-resolucao-de-problemas
https://novaescola.org.br/conteudo/15759/aprender-matematica-atraves-de-resolucao-de-problemas
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ferramentas que dardo significado real na constru¢do dos conceitos trigonométricos das
razdes seno, cosseno e tangente, e suas aplicagdes na resolugéo de situacdes reais.
Esses e outros materiais tém um papel importante no processo de ensino e
aprendizagem. Contudo, eles precisam estar integrados a situacfes que levem ao
exercicio da andlise e da reflexdo, haja vista que ambos sdo importantes bases da
atividade matematica.

Este trabalho estad estruturado em 7 capitulos. Inicialmente, apresentamos as
origens dos estudos matematicos e dos conceitos trigonométricos. Além disso,
apresentamos 0s matematicos da antiguidade que contribuiram para o desenvolvimento
dessa area. No capitulo 2, intitulado de A Geometria plana no célculo das distancias
astronébmicas, trazemos a discussdo de métodos utilizados na antiguidade pelo
matematico Aristarco, a fim de calcular a medida do raio da Terra e distancias
astrondmicas entre a Terra, 0 Sol e a Lua. Uma das aplica¢gbes que apresentamos neste
texto para o uso da trigonometria associada a sua origem astrondmica é a analise de
eclipses lunares e solares e sua relacdo com a posi¢ao angular dos astros: Terra, Sol e
Lua. Apresentamos o0 seguinte questionamento: Quando e por que ocorre um eclipse?

No capitulo 4 adentramos nos conceitos especificos da matemética e abordamos
a discusséo da origem das palavras, atualmente utilizadas no estudo da trigonometria,
seno, cosseno e tangente. No capitulo intitulado Teorema de Tales, trazemos uma
abordagem demonstrativa e dedutiva dos conceitos através de recursos da geometria
dindmica. Quando tratamos dos triangulos, ampliamos a discussao para conceitos
basicos e primitivos da geometria Euclidiana, importantes para o entendimento do
elemento geométrico triangulo. Nao se pode estudar o tridngulo retangulo sem fazer uma
referéncia ao matematico Pitdgoras de Samos, fundador da escola Pitagoérica e que por
suas relevantes contribuicdes no estudo da matematica teve seu nome associado a um
Teorema largamente utilizado: O teorema de Pitdgoras. No capitulo 7, abordamos o
estudo da trigonometria no triangulo retangulo, demonstramos a veracidade do teorema
através de construcdes dedutivas e com material concreto. Verificamos que tudo isso
pode ser apresentado em um ambiente de sala de aula, a fim de fortalecer a
aprendizagem do teorema e sua aplicacdo em situacdes reais. Além de abordar o

teorema de Pitagoras, o capitulo intitulado Trigonometria no triangulo retangulo, aborda
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de forma objetiva 0s conceitos, teoremas e relacdes que se estabelecem no triangulo
retangulo em referéncia aos seus angulos e lados. Concluimos nosso estudo expandindo
tais relacfes a outros triangulos, definindo as leis dos senos e dos cossenos atravées de
demonstracdes e aplicacdes.

Os conceitos e demonstracdes construidas no decorrer do texto vém
acompanhadas de figuras que auxiliam no entendimento dos principios matematicos
desenvolvidos e tem como principal publico alvo professores de matematica que atuam
nas turmas de ensino fundamental e médio. Por fim, sintetizamos os resultados nas

Consideracoes Finais.
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1 UM POUCO DA HISTORIA DA TRIGONOMETRIA

A matematica desenvolvida pelos povos egipcios e babilénicos sempre esteve
associada a um método pratico e realista de proposi¢cdo de solucdes de problemas
ligados ao cotidiano. O conhecimento construido por esses povos encontra relagdo com
0 conhecimento pratico do teorema de Pitagoras e com a semelhanca entre triangulos.
Encontram-se fragmentos do estudo da trigonometria na civiliza¢ao babilénica, sobretudo
no que diz respeito a estruturacdo de uma tabela dos valores do quadrado da secante,
construidos através do desenvolvimento da astronomia.

Ainda que houvesse algum conhecimento trigonométrico, esses apenas se
relacionam as medidas dos lados de um triangulo. Ndo é possivel afirmar se essas
civilizagbes tinham desenvolvido algum conceito sobre angulo ou uma relagéao entre sua
medida e a variagcao deste com o lado de um tridngulo. Nessa perspectiva, é dificil afirmar
se houve um estudo das relacdes trigonométricas relacionada a trigopnometria como um
ramo de estudo da matemaética.

A auséncia de formulacdo observada nos papiros e documentos da época e a falta
de preocupacéo com provas e demonstracdes dos procedimentos aplicados na solucao
dos problemas foi fator determinante que inibiu a teorizagdo e a abstracdo dos
conhecimentos praticos desses povos, e consequentemente retardou o desenvolvimento
do estudo da trigonometria.

A trigonometria surgiu por volta do século IV ou V a.C. e preocupou-se com
estudos relacionados a astronomia, a agrimensura e as navegacoes desenvolvidos pelos
povos egipcios, babilbnicos e gregos. A palavra significa medida das partes de um
triangulo, e um dos principais objetivos do estudo era entender os movimentos dos corpos
celestes.

Acredita-se que Tales de Mileto, filosofo, matematico e astrénomo grego, iniciou
sua vida como mercador e esteve no Egito. No Egito, 0 matematico teve a oportunidade
de aprender conceitos e aplicacbes geométricas. J& na Babildnia, ele experimentou seus
primeiros contatos com tabelas e instrumentos astronémicos.

Para alguns historiadores da matematica antiga foi Tales de Mileto quem principiou
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a geometria demonstrativa. E é atribuida a ele a preocupacdo em relacionar as medidas
dos angulos, dos lados e das propriedades dos triangulos, como se pode observar nos
seguintes fatos geométricos:

A demonstracdo de que os angulos da base de dois tridngulos isOsceles séo
iguais;

A demonstragcédo do seguinte teorema: se dois triangulos tém dois angulos e um
lado respectivamente iguais, entdo sao iguais;

A demonstracéo de que todo diametro divide um circulo em duas partes iguais;

A demonstracédo de que ao unir-se qualquer ponto C de uma circunferéncia aos
extremos de um didametro AB obtém-se um triangulo retangulo em C.

Aproximadamente em 300 a.C., o pensamento rigoroso matematico teve seu apice
no desenvolvimento axiomatico da geometria de Euclides. Com a formacéo do império
Persa por Alexandre o Grande, foi rapido o avanco da civilizacdo grega. Nessa
perspectiva, a cultura helénica foi difundida por todo o império, atingindo o Egito, a
Mesopotamia e parte da india.

A decadéncia do rigor matematico ocorre concomitante a morte de Alexandre o
Grande. As civilizagdes urbanas mantinham suas caracteristicas helenisticas, entretanto
0 campo preservava suas tradicdes. Neste contexto, a matematica grega sentiu a forte
influéncia de questbes administrativas praticas, além de ter que resolver estudos
relacionados a astronomia. A trigopnometria fica, portanto, voltada a solucéo de problemas
relacionados a agricultura, a navegacao e intensamente a astronomia.

A trigonometria, como 0s outros ramos da matematica, ndo foi obra de um so6
homem — ou nagdo. Teoremas sobre as razdes entre os lados de triangulos semelhantes
tinham sido conhecidos e usados pelos antigos egipcios e babilénicos (Boyer, 1974, p.
116).

Sobre os estudos astrondmicos, como a determinacao do tamanho da Terra e as
distancias do sol e da lua, tem-se as primeiras considera¢cdes do conceito de angulo na
resolucéo de problemas envolvendo triangulos.

Em sua obra sobre os tamanhos e distancias do Sol e da Lua, num universo
geoceéntrico, Aristarco (310 — 230 a.C.) buscou comparar a distéancia entre a Terra e a

Lua e a distancia entre a Terra e o Sol. O autor concluiu que o Sol estaria 20 vezes mais
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distante da Terra em relagdo a Lua, porém a verdadeira proporcao é 400 vezes. Embora
o resultado encontrado por Aristarco ndo seja o real, cabe observar que o procedimento
adotado esta correto.

Nota-se que, ao construir seu esquema, Aristarco estimou um angulo de 87°, uma
estimativa boa, dada a fragilidade dos instrumentos de medidas de angulos da época. O
angulo na verdade é de 89,5°.

Aristarco deduziu que, com um quarto iluminado da lua crescente ou minguante
seria possivel construir um tridngulo. Este triangulo caracteriza-se como um triangulo

retdngulo, conforme é apresentado na figura abaixo.

Lua

&

Terra

Figura 1 — Esquema de Aristarco
Fonte: https://cref.if.ufrgs.br/?contact-pergunta=determinacao-da-distancia-terra-sol-na-antiga-grecia

Na segunda metade do século Il a.C., Hiparco de Nicéia, que viveu por volta de
180 a 125 a.C., teve grande influéncia no estudo da trigopnometria. Considerado o pai da
trigonometria por escrever um tratado em doze livros, é pioneiro na elaboracdo de uma
tabela de trigopnometria, ou seja, uma tdbua de cordas, com os valores dos seus arcos
para uma seérie de angulos. Tais calculos teriam sido usados em seus estudos em
astronomia.

Usando os conceitos dos babildnicos, introduziu na Grécia a divisdo da
circunferéncia em 360°. Outrossim, aperfeicoou as constates astronémicas, como a
duracéo do dia e do ano.

Hiparco, através de um aparelho que seria o percursor do teodolito moderno,

confirmou que a distancia das estrelas ndo era fixa na esfera celeste.


https://cref.if.ufrgs.br/?contact-pergunta=determinacao-da-distancia-terra-sol-na-antiga-grecia
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2 A GEOMETRIA PLANA NO CALCULO DE DISTANCIAS ASTRONOMICAS

Segundo Ptolomeu, século Il d.C., a concepcdo geométrica do Universo privilegia
a forma mais perfeita conhecida: o circulo. A partir de observacdes do céu e da forma
esférica dos astros mais proximos, Lua, Sol e alguns planetas, defendia-se a ideia de que
o Universo teria uma arquitetura esférica. O planeta Terra em seu centro seria rodeado
por esferas concéntricas, uma para cada astro. Estas giravam em circulos, ja as estrelas
representavam pontos fixos numa Unica esfera que concluiria o Universo.

Nessa perspectiva, a Geometria teve e tem um papel determinante na
interpretacdo do Universo e suas formas. Os conhecimentos geométricos desenvolvidos,
em especial pela civilizacdo grega, permitiram que estudiosos pudessem desenvolver
calculos e assim construir a nocao das distancias entre os astros mais proximos.

Apresentam-se conceitos da geometria plana utilizados no célculo de distancias
astrondmicas como:

Semelhanca de triangulos;

Razbes trigonométricas;

Dualidade angulo — arco;

Observamos também o uso de relacdes decorrentes das propriedades, quer dos
triangulos quer da circunferéncia como:

Teorema de Pitagoras;

Proporcionalidade nos triangulos semelhantes;

Razdes trigopnométricas;

Perimetro da circunferéncia,

Amplitude de angulos ao centro.

2.1 — A determinacgé&o do raio da Terra

O primeiro calculo baseado em meétodos geométricos foi obra de Eratéstenes de
Alexandria, por volta de 230 a.C.. Para além de um grande matematico, Eratostenes foi
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gramatico, poeta, geodgrafo, bibliotecario e astronomo da Grécia Antiga. Nasceu em
Cirene, na Africa, e morreu em Alexandria. No campo da matematica, escreveu uma obra
chamada Platonicius e trabalhou com os numeros primos, de onde surgiu o Crivo de
Eratostenes. Ademais, escreveu o livro Sobre os significados e Sobre a mediacdo da
Terra. O primeiro foi considerado por Papo de Alexandria um importante livro de
geometria. Foi “o ultimo grande gedmetra das Escolas helénicas”. Para Boyer o
matematico foi “[...] movido pelo mesmo espirito que animara Euclides, Arquimedes e
Apolénio.” (BOYER, p.135, 1974). Embora ambas as obras estejam perdidas, apresentam
grande relevancia por se tratar da medicao da circunferéncia da Terra.

Como diretor da Biblioteca de Alexandria, Eratéstenes notou por meio de um dos
manuscritos da biblioteca, que no Solsticio de Verao, na cidade de Siena ao meio dia, o
Sol ficava quase que exatamente no zénite (é como se o sol ficasse bem no topo de céu,
formando um &angulo reto com o solo). Dessa maneira, 0s raios solares iluminavam o
fundo de um pocgo situado em Siena. No entanto, em Alexandria, & mesma hora e a
mesma data, isso ndo acontecia, visto que o Sol ndo ficava proximo o suficiente do zénite.

Eratdstenes concluiu que se pudesse determinar o angulo de inclinacdo dos raios
solares e descobrisse a distancia entre as cidades, poderia determinar o tamanho da
Terra. Destarte, fixou uma vara perpendicular ao solo em Alexandria e tomou as medidas
do comprimento da sombra projetada. A sombra projetada em proporgéo ao comprimento
da vara encontrou o angulo de 7,2°, o que correspondente a quinquagésima parte da
circunferéncia.

Com base nessas observagcbes, o raciocinio utilizado pode ser traduzido
geometricamente na figura seguinte.

Para determinar o angulo 0, ele precisava conhecer o comprimento da estaca e de

sua sombra para que pudesse calcular:

comp.vara comp.vara .
tang = ——— = @ =arctan ——— = 0 =7,2
sombra vara sombra vara
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-«
Estaca
_ Alexandria
—
— Raios
$ =P solares
Siena
-

A

Figura 2: Esquema de Erastotenes
Fonte: http://Aww.ime.unicamp.br/~apmat/a-primeira-medicao-do-raio-da-terra/

Por conhecer o teorema: se duas retas paralelas interceptam uma reta transversal,
entdo os angulos correspondentes sao iguais, Eratdstenes assumiu que o angulo entre
as cidades era 0 mesmo que a vara fazia com a luz do sol. Estendendo os raios do sol
(imaginariamente) ao centro da Terra, obteve os angulos correspondentes e aplicou a
relacéo:

distancia cidades 0

circunferéncia Terra 2m

por proporgao tem-se:
21 . distancia cidades
0

circunferéncia Terra =

360°. distancia cidades
7,2°

circunferéncia Terra =

circunferéncia Terra = 50 . distancia cidades

O matematico concluiu que a Circunferéncia da Terra era igual a 50 vezes a
distancia entre as cidades de Alexandria e Siena. Sendo a distancia entre as duas
cidades igual a 5 000 estadios (unidade de medida de valor aproximado de 157 metros),


http://www.ime.unicamp.br/~apmat/a-primeira-medicao-do-raio-da-terra/
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temos que:
circunferéncia Terra = 50. 5000 estadios

circunferéncia Terra = 250 000 estadios

Ao convertemos para a unidade quildometro, obtemos a medida de:
circunferéncia Terra = 250 000. 157 = 39 250 000 metros

39250000

circunferéncia Terra = ~Tooo - 39 250 km

Assumindo que a Terra tem forma esférica e utilizando a relagdo do comprimento
da circunferéncia (2nR), Eratéstenes determinou a medida do raio da Terra.

39 250

C=2nR = 39250=2nR = R =
2T

= R=6250km

Sabe-se que o raio da terra é de 6.370 km, o que da uma diferenca de

aproximadamente 120 km. Um erro de apenas 1,8%, fato impressionante.

2.2 Distancia Terra-Lua e Raio da Lua
Nos topicos seguintes serdo explanados e exemplificados a distancia entre a

Terra-Lua e a 0 Raio da Lua.

2.2.1 Método de Aristarco de Samos

Aristarco de Samos (310 — 230 a.C) foi um ilustre astrbnomo da Antiguidade e
autor de um importante livro sobre o calculo das distancias entre a Terra e 0 Sol e a
determinacdo do tamanho desses. Assim como Eratéstenes, Aristarco pertenceu a
escola de Alexandria, porém viveu alguns anos antes de Eratdstenes. Foi Originario de
Samos, mesma ilha de origem de Pitdgoras (século VI a.C.) e o primeiro grande
astronomo da escola de Alexandria.

A partir do raio da Terra, Aristarco de Samos determinou a distancia entre a Terra
e 0 Sol ao combinar, de forma simples, a geometria com suas observac¢des. Usou 0s

seguintes raciocinios e construgdes:
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O Sol esté consideravelmente mais longe da Terra que a Lua. Tal conclusao pode
ser inferida ao se observar o movimento da Lua ao longo do més, notando sua passagem
por suas varias fases. Comecando com a Lua cheia, a luminosidade lunar vai se
reduzindo progressivamente, passando por quarto-minguante até chegar a lua-nova. Isso
mostra que a Lua vai se interpondo progressivamente entre o Sol e a Terra, portanto, a
Lua esta mais proxima de nés do que o Sol. Algumas vezes, ao chegar a lua-nova ocorre
um eclipse solar, o que € a prova final de que a Lua esta mais proxima.

A fim de esclarecer mais, propomos outro exercicio para verificarmos que o Sol
esta mais distante da Terra do que a Lua. Suponha que a Lua esta mais distante da Terra
do que o Sol. Sendo assim, ao observarmos o céu, veriamos a Lua sempre iluminada de
forma direta pelo Sol, desta forma nunca haveria lua-nova. E a lua-cheia ocorreria duas
vezes no ciclo lunar, posi¢cées 1 e 3. O que ndo acontece.

2

Terra

3‘} SDIO Ol

4

Figura 3: As fases da Lua invertendo a posicdo do Sol e da Lua
Fonte: https://rpm.org.br/cdrpm/55/1.htm.

A ideia de Aristarco é considerada por célebres autores uma das mais notaveis na
histéria da ciéncia. Aristarco observou a Lua em quarto-crescente ou quarto-minguante,
quando ela é vista metade escura e metade iluminada. A observacao é feita exatamente
ao nascer ou ao por-do-Sol, por isso € possivel notar que a Lua esta aproximadamente

na vertical sobre nossas cabecas®.

3 Existe um fendmeno no minimo interessante que ocorre na passagem da lua-nova: o disco lunar. Embora
voltado para a Terra e ndo recebendo luz direta do Sol, apresenta-se levemente iluminado. Como pode ser
isso? Tal explicagdo foi apresentada pela primeira vez por Leonardo da Vinci (1452-1519), é curiosa e
deveras interessante: a luz do Sol, refletida pela Terra, reflete-se novamente na Lua e volta a Terra. Assim,
aquela fraca iluminagéo do disco lunar numa lua-nova é proveniente da Terra por reflexdo na Lua! Pode-


https://rpm.org.br/cdrpm/55/1.htm
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Crescerte

tinguante

Figura 4: Aristarco e as fases da lua
Fonte: https://rpm.org.br/cdrpm/55/1.htm.

Note que fazendo T um observador terrestre, L o centro da Lua e S o centro do
Sol construimos o tridngulo LST, retangulo em L, cujo angulo a estara bem préximo de
90°. O que representa concluséo suficiente para comprovar que o Sola estd muito mais
longe da Terra do que a Lua.

Sendo a um angulo muito préximo de 90°, o angulo B sera bem proximo de zero,

uma vez que a e B sdo complementares, ou seja, a + 3 = 90°.

L

o
T: B .

e

Aristarco calculou para a um valor bem préximo de 87°, donde podemos constatar

qgue o lado TS é aproximadamente 20 vezes o lado TL. Ou seja, a distancia da Terra ao
Sol é aproximadamente 20 vezes a distancia da Terra a Lua.

Em suas construcdes e observacdes ressaltamos as razdes construidas a partir
da semelhanca dos triangulos e a utilizacédo de conceitos matematicos importantes, como
o fato de a soma dos &ngulos internos de um triangulo ser 180°. Tal fato garante que uma

vez conhecido um desses triangulos, a razdo TS/TL € a mesma em todos eles. Assim,

se constatar que tal iluminagéo estd ausente mesmo pouco antes do quarto-crescente ou pouco depois do
quarto-minguante.


https://rpm.org.br/cdrpm/55/1.htm
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ao ser impossivel medir essa razéo no triangulo astrondmico original, Aristarco desenhou
um triangulo semelhante ao original e de posse desse pequeno triangulo mediu as
distancias TL e TS. O matematico constatou que TS é aproximadamente igual a 20 x TL%.

Para inferir a medida do angulo a, Aristarco teria observado o tempo gasto pela
Lua para completar uma volta em torno da Terra e o tempo gasto para ir de minguante a
crescente. Em suas observacgfes, Aristarco constatou que o ciclo lunar completo é de
29,5 dias; e a passagem da lua minguante a crescente dura cerca de 14,25 dias. Desse

modo, temos a seguinte proporcao:
360° 2a
29,5 14,25
2a.29,5 =360.14,25

5130
*= 759
a =869 = 87°

O resultado obtido por Aristarco estd muito longe do valor correto, haja vista que
hoje constatou-se que a distancia entre a Terra e 0 Sol é cerca de 400 vezes a distancia
da Terra a Lua. O que nos leva a concluir que o angulo a esta ainda mais préximo de 90°
sendo aproximadamente 89,86°, fato este que nao tira o mérito de Aristarco, no que se
refere a ideia de calcular a distancia da Terra ao Sol, ao comparar a distancia entre a
Terra e a Lua.

Raciocinio de Aristarco ao observar um eclipse lunar:

O cone de sombra projetada pela Terra, e a Lua, ao atravessa-lo, tera de percorrer

uma distancia igual ao diametro da Terra.

‘@

Figura 5: Eclipse lunar segundo Aristarco
Fonte: https://[rpm.org.br/cdrpm/55/1.htm

4 Isso acontece porque a reta LS é perpendicular ao plano que passa pelo observador terrestre e separa
na Lua o hemisfério iluminado do hemisfério escuro. O que ele afirma é que atualmente dizemos que TS/TL
€ um nimero que estava compreendido entre 18 e 20.


https://rpm.org.br/cdrpm/55/1.htm
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Durante a ocorréncia de um eclipse lunar, Aristarco observou que o tempo que a
Lua gastou para submergir completamente na sombra da Terra era de ¥ do tempo gasto

para atravessar todo o cilindro da sombra, donde concluiu que o raio da Lua mediria ¥4
do raio da Terra.

1
RL = Z 'RT
Tendo o raio da Terra igual a 6 370 km, podemos assim determinar o raio da lua:
1
RL = Z ' 6370

R, = 1592,5km

Sendo o raio atual da Lua igual a 1 737 km, notamos que o erro de Aristarco de
Samos é de 8%, fato notavel para aquele momento histoérico.
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3. A MATEMATICA POR TRAS DE UM ECLIPSE

Estimulados pelos conceitos e construcbes dos matematicos da antiguidade
abordaremos neste capitulo estudos sobre a matematica que explica os eclipses. Os
conceitos de geometria plana anteriormente citados corroboram a interpretagdo dos
fendmenos conhecidos como eclipses, permitindo assim determinar grandezas que
caracterizam suas diferentes modalidades:

» Comprimentos de sombras

» Zonas de sombra e de penumbra

» Tempo de duragao

* Posicao angular nas orbitas

Para simplificar nosso estudo e nossa abordagem sobre os eclipses, faremos uso
da geometria plana em substituicdo a geometria esférica (KOHATSU e MURAMATSU, p. 9,
2019).

Do grego, ékleipsis, a palavra eclipse significa desaparecimento. No eclipse da
Lua, a Lua se esconde na sombra da Terra, desaparecendo. No eclipse do Sol,
o Sol “desaparece” porque é encoberto pela Lua. Um eclipse acontece quando
um objeto astrondmico se move em frente a outro, formando sombra, ou quando
um objeto astrond6mico se move dentro da sombra de outro objeto.

Eclipse é um fenbmeno que ocorre sempre que a Lua entra na sombra da Terra —
chamado eclipse lunar, e quando a sombra da Lua atinge a Terra, chamado eclipse solar.

Se imaginassemos a Orbita da Terra em torno do Sol, e a érbita da Lua em torno
da Terra em um mesmo plano ocorreria um eclipse da Lua sempre na Lua Cheia, e um
eclipse do Sola na Lua Nova. Todavia, o plano orbital da Lua esta inclinado 5° em relacéo
ao plano orbital da Terra, fato que faz com os eclipses ocorram quando a Lua esta na
fase de Lua Cheia ou Nova, e quando o Sol esta sobre a linha dos nodos, que é a linha
de intersecc¢ao dos orbitais da Terra e da Lua.

O tempo de duragdo de um eclipse, a extensdo das areas afetadas pela sombra,
no caso dos eclipses solares, e a posi¢ao orbital nos eclipses séo determinados a partir

do calculo das sombras.
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O eclipse lunar acontece na fase da Lua cheia. A face cheia da Lua desaparece

guando esta entra na zona de sombra da Terra. O eclipse lunar pode passar sem ser

percebido, pois a Lua se torna avermelhada devido a interacao dos raios solares com a

atmosfera da Terra. Uma sombra pode ser dividida em duas regides: umbra, parte mais

escura, e penumbra, regido onde ha maior incidéncia de raios de luz, ficando um pouco

mais iluminada. O eclipse lunar é:

penumbral, quando a Lua atravessa a zona de penumbra;
parcial, enquanto a Lua esté entrando na zona de umbra,;

total, quando a Lua se encontra na zona de umbra.

penumbra

)

)

/ umbra
Lua

Figura 6: Representacdo de um eclipse lunar
Fonte: http://www1. fisica.org.br/fne/phocadownload/VVol17-Num1/a03.pdf

penumbral parcial total

Figura 7: Tipos de eclipses lunares
Fonte: http://www1.fisica.org.br/fne/phocadownload/VVol17-Num1/a03.pdf


http://www1.fisica.org.br/fne/phocadownload/Vol17-Num1/a03.pdf
http://www1.fisica.org.br/fne/phocadownload/Vol17-Num1/a03.pdf
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3.2 Eclipse Solar

O eclipse solar ocorre na fase da Lua Nova. O Sol desaparece ao se esconder
atras da Lua. Isso possibilita que o alinhamento da Lua entre o Sol e a Terra projete uma
sombra da Lua sobre a superficie terrestre, mas o eclipse do Sol é visivel apenas para
os habitantes da Terra que estdo na zona de sombra da Lua. Vé-se o fenbmeno nas
figuras 8 e 9:

Superficie

penumbra da Terra

umbra

Figura 8: Representa¢éo de um eclipse solar
Fonte: http://www1. fisica.org.br/fne/phocadownload/Vol17-Num1/a03.pdf

B A B'

total
parcial parcial

v
A\ 4

Figura 7: Representagdo grafica do eclipse solar. O eclipse total do Sol ocorre na regido de
umbra, a parte mais escura da sombra. O anteparo onde se formam as sombras € a
superficie terrestre. O desenho esta fora de escala. Um observador localizado nas regides
de umbra (A) ou de penumbra (B) e (B') veria o Sol como numa das situagdes exibidas
na composi¢do de fotos da progressdo do eclipse total solar em 21 de agosto de 2017,
Madras, Oregon, EUA.

Figura 9: Eclipse solar total ocorrido em 2017.
Fonte: http://www1.fisica.org.br/fne/phocadownload/VVol17-Num1/a03.pdf


http://www1.fisica.org.br/fne/phocadownload/Vol17-Num1/a03.pdf
http://www1.fisica.org.br/fne/phocadownload/Vol17-Num1/a03.pdf
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O eclipse total do Sol ocorre na regido de umbra, parte mais escura de sombra.
As sombras se formam na superficie terrestre. Um observador localizado nas regides de
umbra (A) ou de penumbra (B) e (B’) veria o Sol como numa das situacdes apresentadas
na figura 9. A composicdo de fotos apresenta a progressdo do eclipse total do Sol,
ocorrido em 21 de agosto de 2017, Madras, Oregon, EUA.

Figura 5: Representagdo artistica do eclipse
solar total em 21 de agosto de 2017. Fora
de escala.

Figura 10: Representacao artistica do eclipse solar total em 21 de agosto de 2017.
Fonte: http://wwwl1.fisica.org.br/fne/phocadownload/VVol17-Num1/a03.pdf.

penumbra
‘

umbra

Figura 6: Foto da sombra da Lua sobre a
Terra durante o eclipse solar de 21/08
2017 capturada do observatério espacial
de clima Deep Space Climate Observatory
(DSCOVR).

Figura 11: Foto da sombra da Lua sobre a Terra durante o eclipse solar de 21/08/2017capturada pelo
observatorio espacial de clima Deep Space Climate Observatory (DSCOVR)

Fonte: http://www1.fisica.org.br/fne/phocadownload/Vol17-Num1/a03.pdf


http://www1.fisica.org.br/fne/phocadownload/Vol17-Num1/a03.pdf
http://www1.fisica.org.br/fne/phocadownload/Vol17-Num1/a03.pdf
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3.3 Célculos dos comprimentos da sombra

Considere um corpo luminoso de raio R a uma distancia d de uma esfera opaca

N s

de raio R".

d NI L

Figura 12: Alinhamento dos astros

Aplicando a semelhanca dos triangulos temos que:

R/L=R/L+d
R.(L+d)=L.R
RL+Rd=LR
LR-RL=Rd
L(R-R’)=Rd
L=R'd/(R-R)
Onde:

L - comprimento da sombra
d - distancia da fonte a esfera opaca
R’ - raio da esfera opaca

R - raio da fonte

3.4 A ocorréncia dos eclipses solares

A figura 13 mostra a Lua na posi¢éo de um eclipse solar. Considere os trés astros
num mesmo plano perpendicular a Ecliptica. Devido a enorme distancia entre a Terra e
o Sol, consideraremos os raios paralelos, SiTi//ST. A partir dessa simplificacéo,
poderemos determinar o tamanho do disco solar a distancia da lua e assim determinar a

posicdo da Lua.



Figura 13: Representagdo do Sol, Terra e Lua considerando a Lua no mesmo plano (perpendicular a

Ecliptica)

Da figura temos S1T1//ST o que implica:
TiL = S'T (i)

Considerando o triangulo T1iLS:1’ temos:

) Sl’L
tga’ = oL
tga’ = Sk por substituicdo de (i)

ST

SrL=S'T. tga’ (ii)

Note que:
Rs = S’S1’ + S1'L (iii)
Considerando o triangulo SS’S:1’ temos:

_ S18q1

tgcx = s
S'Sy’ = SS'.tga (iv)

Por substituicao de (ii) e (iv) em (iii) temos:

RS’ =SS’. tga + S'T . tga’ (v)

Nos triangulos STT1 e SS1T1 temos:
— Rt ;
tga = o (vi)

s _ Rs , ..
tga —ﬁ(vn)

30



31

Por substituicdo de (vi) e (vii) em (v) concluimos que:

RS’ =SS . 2,97 L8
ST 5Ty
RS’ = (149 600 000 — 384 000) . (ﬂ) + 384 000 ( 696 000 )
149 600 000 149 600 000

Considerando

S'T = 384 000 km (distancia Lua-Terra)
ST =149 600 000 km (distancia Sol-Terra)
TL = 384 000 km (distancia Terra-Lua)

Rt = 6370 km (raio da Terra)

Rs =696 000 km (raio do Sol)

O disco solar em relacéo a distancia da Lua é observado da Terra com um raio de
8140 km, o que implica a entrada da lua no disco, encobrindo-o quando a distancia a
Ecliptica for inferior & soma do raio lunar com o raio solar a distancia da Lua, ou seja,
1770 + 8140 = 9910 km.

Lua

& 8.140+1.770 Km

Nodo F,
Ecliptica |~} 32 O

I‘\ 108.893 K}Y\(Lj\r

\ Projecgdo do disco Solar
a distancia da Lua

Terra

Figura 14: Lua, Terra e Sol num eclipse solar
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Note que neste momento a distancia ao nodo é tal que:
tg 5,2° = OL/ON

ON = OL/tg5,2°

ON = 9910/tg5,2°

ON =108 893 km

O que corresponde a um afastamento angular a:
a =2 . arctg (108893/ 2x 384000)

a =2 .arctg (0,14178776)

a =2x8,07°

a=16,1°

Como o sistema Terra-Lua orbita o Sol, aproximadamente duas vezes ao ano, a
linha dos nodos esta alinhada com o Sol e a Terra. Apenas quando a Lua passar pelo
nodo durante a temporada de eclipses, ocorre um eclipse. As temporadas ocorrem a cada
173 dias e ndo exatamente a cada meio ano.

Por causa da periodicidade das érbitas da Terra em torno do Sol e da Lua em torno
da Terra, bem como do angulo de 5,2° entre a Orbita da Lua e da Terra, os eclipses
ocorrem ciclicamente. Destarte, sua previsdo pode ser feita com certa facilidade. Num

periodo de um ano, podem ocorrer:

° no minimo 2 eclipses solares e 2 lunares
° 3 eclipses solares e 2 lunares

° 4 eclipses solares e 2 (ou 3) lunares

° 5 eclipses solares e 2 lunares

Depois de 18 anos e 11,3 dias, os eclipses voltam a ocorrer na mesma ordem em
gue ocorreram no ciclo anterior. Esse periodo € chamado de Periodo de Saros, e contém
70 eclipses, sendo 41 solares e 29 lunares. A duragdo de um eclipse solar é de

aproximadamente 7 minutos.
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4 ORIGEM DAS PALAVRAS SENO, COSSENO E TANGENTE

Os conceitos de seno e cosseno tiveram suas origens dentro da Astronomia
devido, principalmente, a necessidade que os astronomos tinham de medir distancias em
linha reta entre dois pontos situados sobre a superficie da Terra. Ja a palavra tangente,
surgiu da necessidade de se medir alturas e distancias inacessiveis.

Foi através dos arabes que a trigonometria baseada na meia corda de uma
circunferéncia chegou a Europa. Os hindus chamavam a metade da corda de jiva, 0s
arabes a transformaram em jiba. Na lingua arabe € comum escrever apenas as
consoantes de uma palavra, deixando que o leitor acrescente mentalmente as vogais.
Desse modo, os tradutores arabes registraram jb.

Na sua traducéo do arabe para o latim, Robert de Chester interpretou jb como as
consoantes da palavra jaib, que significa baia ou enseada, e escreveu sinus, seu
equivalente em latim. A partir dai, a jiba ou meia corda hindu passou a ser chamada de

sinus, em portugués, seno.

jiba = CD = 2-BC

" . t cateto oposto B
Como sen — = ————— —

. 1 1

Lk
Entio, jiba = 2 - sen—

i

Figura 15: A origem da palavra seno

A palavra cosseno teve seu surgimento datado no século XVII, sendo utilizada

como o seno do complemento de um angulo a qualquer, ou seja, cosa = sen(90° — a).
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A tangente era a antiga fungdo sombra, pois tinha suas ideias associadas a
sombras projetadas por uma vara colocada na horizontal. A variacdo da elevacéo do sol
causava uma variagcdo no angulo que os raios solares formavam com a vara e, por

conseguinte modificava o tamanho da sombra.

o vara

N sombra

Figura 16: A origem da palavra tangente

O nome tangente foi primeiro usado por Thomas Fincke, em 1583. Cotangente foi
primeiro usado por Edmund Gunter, em 1620. A tangente e a cotangente trilharam
caminhos diferentes do seno. Ambos os conceitos foram desenvolvidos juntos e néo
foram inicialmente associados a angulos, mas foram importantes para calcular o
comprimento da sombra produzida por um objeto.

O comprimento das sombras foi fundamental para a construcado do relégio de
sol. Tales usou os comprimentos das sombras para calcular as alturas das piramides
através da semelhanca de triangulos. As primeiras tabelas de sombras conhecidas foram

produzidas pelos arabes por volta de 860.
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5 TEOREMA DE TALES

Foram muitas as realizacfes técnicas do final do século VIl a.C. que contribuiram
para o desenvolvimento da matematica. As contribuicbes envolvem conhecimentos
geométricos presentes na arquitetura, na astronomia e no calendério, associados a
conceitos referentes a angulos e circulos. Uma delas € o gnomon, instrumento de origem
babildnica, conhecido e usado a partir do século V a.C. Trata-se de um relogio solar, em
forma de esquadro, que permitia observar sombras e associa-las a explicacdo dos
fendmenos astrondmicos, o que possibilitou o estudo da semelhanca entre figuras

geomeétricas.

IR
Figura 17: Gnomon

Tales de Mileto (624 a.C. a 546 a.C.) foi um importante precursor da introducéo de
nocdes da matematica oriental na Grécia e contribuiu para a substituicdo do pensamento
mistico cosmogoénico pelo embasamento racional. Em sua ida ao Egito, calculou a altura
das pirdmides e a distancia de um navio até a costa utilizando um gnomon, a fim de definir
o angulo formado por um homem sobre uma torre, o barco e a base da torre. Sem mudar
o angulo, girou o instrumento 180° e marcou em terra, do outro lado, um ponto para o
qual o instrumento estaria apontado. A igualdade entre os angulos de viséo resultou na

igualdade entre as distancias.



36

S Disténcia conhecida T  Distancia desconhecida N

Homen

|

Torre

Figura 18: Triangulo construido por Tales para calcular a distancia de um navio a costa

Entre as muitas demonstracdes de Geometria atribuidas a Tales, a mais
importante € a de um teorema que recebeu o0 seu nome e afirma que: “Retas paralelas
cortadas por retas transversais determinam segmentos correspondentes diretamente
proporcionais”.

PROPOSICAO 1 - Sejam r, s, t retas paralelas. Escolhemos pontos A, A’ er, B, B’

eseC,C et, de modo que A, B, C e A, B, C’ sejam dois ternos de pontos colineares.

~ AB A'B'
Entao 3 B0
Demonstracéo:

Sejam as retas r, s e t paralelas entre si, logo r//s//t e as retas m e n transversais,

tais que:
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/ \

Figura 19: Feixe de retas (r//s//t) cortadas pelas transversais m e n.

Suponha que possamos tracar varias outras paralelas as retas r, s e t, de forma

gue os segmentos formados sobre a transversal m sejam congruentes.

m n

Figura 20: Feixe de retas paralelas.

Se uma secante esta dividida em segmentos congruentes por um feixe de retas
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paralelas, entdo a secante n também esta dividida em segmentos congruentes.
Considere os pontos A, B e C sobre a secante m e os pontos A’, B’ e C’ sobre a
secante n. Sendo u a unidade de comprimento dos segmentos definidos sobre a reta m

e U’ a unidade de comprimento dos segmentos definidos sobre a reta n. Temos:

m n

Figura 21: Determinagéo da unidade de comprimento.

Logo temos:
AB Gu i ' A i
1R 6w e oDt A o

AB Gu i du BC

Demonstracédo do Teorema de Tales para segmentos incomensuraveis.

Consideremos AB e CD segmentos incomensuraveis, ou seja, ndo existe
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segmento submdltiplo comum de AB e CD.

S K R e
S
m+1 m -'-1‘/ ___________ \__i'lmm'1
47 """""" y

! \
ja a\L
R (| SESRIAPK C')_ ]
n ."" r[ """""""" \ "'. n
—V}-----_-----A--V. -';l
y 1’ \ Y
D D

Figura 22: Demonstracdo do Teorema de Tales para segmentos incomensuraveis

Fonte: Fundamentos de Matematica Elementar — 92 edi¢cdo — (pagina 180)

Tomamos um segmento y submdltiplo de €D (y cabe um certo nimero inteiro n de
vezes em CD), isto é:

CD=n.y(l)

Por serem AB e CD incomensuraveis, marcando sucessivamente y em AB, para
um certo numero inteiro m de vezes temos que:

m.y < AB <(m+1). y(l)

Operando com as relacdes (1) e (Il) temos:

m. AB +1).
y<:<(m ).y
n.y CD n.y

m AB m+1
— <= < —— ()
n CD n

Construindo retas do feixe pelos pontos de divisdo de AB e BC e aplicando a
propriedade anterior, temos:

C'D'=n.y" (IV)
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m.y < AB" <(m+1).y (V)

Operando com as relacdes (IV) e (V) encontramos:

m.y' A'B’ < (m+1).y
n.y C'D' n.y'

m A'B’ m+1
— < Vi)
n Cc'D' n

Sendo assim, y é um submdultiplo de CD que pode variar, pois dividindo vy,

-~ m m+1 .
aumentamos n e nestas condicdes —e— formam um par de classes contiguas que

B
D

&

. o , , ~ . AIB ~
definem um unico numero real, que é — conforme expressao (lll), e é % pela expresséo

a

(VI).

Sendo esse numero Unico, entao:

AB
CcD

~ A razdo entre segmentos correspondentes é constante.

T1l — Se um feixe de paralelas determina segmentos congruentes sobre uma
transversal, entdo determina sobre outra qualquer transversal desse feixe segmentos
também congruentes.

Demonstracéo:

H.:.al/lbllclld

s e t sdo transversais

B

T.. MN = NP

Z
1] U:!)
(@]
M
(@)

PQ

Por hipdtese temos:
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Figura 23: Feixe de paralelas para demonstrac@o de proposicao

Por construcdo facamos MR//DC, NS//BC e PT//AB.

Figura 24: Construcdo dos paralelogramos a partir do feixe de paralelas.

Os quadrilateros ABPT, BCNS e CDMR sao paralelogramos. Logo, seus lados
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Opostos sao congruentes, ou seja,

AB=PT=u
BC=NS=u
CD=MR=u

Note que os angulos MRN, NSP e PTQ s&o congruentes, pois sdo suplementares
dos angulos obtusos dos paralelogramos ABPT, BCNS e CDMR.

Ainda temos que os angulos RMN, SNP e TPQ sdo congruentes, pois S&0

suplementares dos angulos agudos dos paralelogramos ABPT, BCNS e CDMR.

Logo pelo caso A.L.A os triangulos AMRN, ANSP e APTQ s&o congruentes e
sendo assim temos que: MN = NP = PQ, o que demonstra o teorema: Se um feixe de
paralelas determina segmentos congruentes sobre uma transversal, entdo determina

sobre outra qualquer transversal desse feixe segmentos também congruentes.

Figura 25: Demonstracdo das igualdades angulares dos paralelogramos.

Demonstracéo do teorema de Talles utilizando conceitos de area.
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“‘Dado um feixe de retas paralelas cortado por duas ou mais transversais as

paralelas determinam sobre as retas transversais segmentos proporcionais. ”

Considere um feixe de retas paralelas h // g // f com j e i retas transversais que
definem sobre as retas paralelas os pontos A, Be C e A’, B’ e C’, respectivamente.

Figura 26: Demonstracé@o do teorema de Tales aplicando o conceito de &reas.

Tragando os segmentos CB’ e B’A temos por construc¢ao o triangulo AAB’C no qual
BB’ é uma ceviana do triangulo. Pela propriedade das cevianas temos que:
A[AB'B] a
A[BBC] b
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Tragando os segmentos C'B e BA’ temos por construgdo o triangulo AA'BC’ no
qual BB’ € uma ceviana do triangulo. Pela propriedade das cevianas temos que:
[A'BB'] d

[B'BC'] b

Sendo AA’//BB’ temos que AA’BB’ tem a mesma area do AAB’B ou seja [A’'BB’] =
[AB’B].

Considerando o ABB’'C’, notamos que este tem a mesma area do ABB’C, pois
BB'//CC’, ou seja [C'BB’] = [BB’C], logo

Logo,
[AB'B] a [ABB] d
[BB'Cl b [C"BB] W
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6. OS TRIANGULOS

No cotidiano, constroi-se com clareza as ideias do que vem a ser um ponto, uma
reta ou um plano. Porém, no estudo da geometria assumimos essas noc¢des como
conceitos primitivos, ou seja, elementos que prescindem de definicées formais. Para o
estudo dos elementos geométricos aqui apresentados, cabe ainda considerar que toda

reta € um conjunto de pontos (pelo menos dois pontos).

Figura 27: Pontos e retas no plano

Neste estudo, denotaremos 0s pontos por letras mailsculas e as retas por letras
mindsculas. Os temas ora abordados tem por base a Geometria Euclidiana Plana que

estuda as propriedades relativas aos pontos e retas de um plano.

Convenientimente, considera-se que por dois pontos distintos A e B do plano, podemos
tracar uma unica reta. No caso, sendo r a reta que se determina pelos pontos A e B,

denotaremos r = AB.
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Figura 28: Dois pontos determinam uma Unica reta.

Um ponto C, localizado sobre uma reta r, a divide em duas partes, as quais

denominamos semirretas de origem C e denotaremos por CA e CB.

Figura 29: semirreta CA de origem C

Dados dois pontos distintos A e B sobre um reta r, 0 segmento AB é a por¢cao da
reta r situada de A a B. Escreve-se AB e este segmento que esta limitado entre os pontos
A e B podem ser medidos por unidade de medida conveniente. Cabe ainda observar que
dados os pontos A e B no plano, defini-se a distancia d(A, B) entre os pontos como sendo

o comprimento AB do segmento AB.
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Figura 30: Segmento de reta AB

Vejamos alguns conceitos importantes para a construcao da trigopnometria.

6.1 Angulo

Dadas, no plano, duas semirretas tﬁ e (ﬁ um angulo ou regido angular de
vértice O e lados m e (ﬁ € uma regido do plano limitada pelas semirretas m e Lﬁ

Um angulo pode ser convexo ou nédo convexo. Denotamos um angulo de lado m

e (ﬁ por ZAOB ou __JIEEB ou Bm

B
Angulo convexo

A
@

Angulo n&o convexo

Figura 31: Regides angulares no plano

Todo angulo representa uma medida da regido do plano que ele ocupa. Se
dividirmos um circulo "' de centro O em 360 arcos iguais e tomando X e Y, extremos de

um desses arcos iguais, teremos a medida do angulo £ X (Y em 1 grau, denotado por
1°, logo XOY =1°.
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Figura 32: Definicao de grau com unidade de medida angular

A medida do angulo £~ X Y independe do tamanho do circulo. Considere os

circulos 7 e ¥, concéntricos em O, e dois pontos A, Benr, Sejam A’ e B’ os pontos de

.

interseccao das semirretas m e (ﬁ com ¥. Ambos os arcos AB e A' B’ representam

0 mesmo angulo central, logo:

AB=AB =1°
Figura 33: Definicdo de grau

Para denotar medidas de angulos, usamos letras gregas minusculas AOB =6
para indicar que a medida do angulo £ ACO B é ¢ graus.

Nesse sentido, quando escrevemos ZAO B, nos referimos ao angulo convexo.
Considerando /.40 B tal que 0° < .40 B < 180°. Diremos:

ZAOBé agudo quando 0° < AO B < 90°.
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o] A

Figura 34: Representacdo do angulo agudo

ZAO B é reto quando AO B = 90°.

Figura 35: Apresentacao do angulo reto

ZAO B é obtuso guando 90° < A0 B < 180°.

@
A

o}

Figura 36: Apresentacdo do angulo obtuso

6.2 Tridngulos

Ao considerar trés pontos A, B e C no plano, temos: Se C estiver sobre a reta JL_B>

teremos A, B e C pontos colineares, caso contrario A, B e C serédo nao colineares.
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Ponto A, B e C colineares.

Figura 37: Pontos colineares

Ponto A, B e C n&ao colineares.

Figura 38: Pontos ndo colineares

Trés pontos ndo colineares formam um triangulo. A regido triangular corresponde
a regido limitada do plano, delimitada pelos segmentos que unem os pontos dois a dois.
Sendo A, B e C os pontos. Diremos que:

A, B e C séo os vértices do triangulo;

Os segmentos AL, BC' e AC' sao os lados do tridangulo;
AB=c, AC' =be BC =aonde a, b e c sdo os comprimentos dos lados.

Os angulos A, B e (' sdo os angulos internos do triangulo.
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Figura 39: Regido triangular definida pelos vértices A, Be C

Os triangulos podem ser classificados de duas maneiras: em relagdo aos
comprimentos de seus lados ou em relacdo as medidas dos seus angulos.

Quanto ao comprimento de seus lados, temos:

Tridngulo Equilatero, se AL = BC' = AC".

A c=20 B

Figura 40: triangulo equilatero

Triangulo Isésceles: se ao menos dois dentre os lados AL, BC' e AC' forem

iguais.
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Figura 41: triangulo is6sceles

Triangulo Escaleno, se <18 # BC' # AC

Figura 42: tridngulo escaleno

Quanto ao estudo dos triangulos, vale destacar e demonstrar uma importante
proposicdo que relaciona os angulos internos de qualquer tridangulo.

Proposicéo - A soma dos angulos internos de um triangulo qualquer € sempre igual
a 180°.

Demonstracéo:

Sejam ABC um tridngulo qualquer e ﬁ a reta paralela ao lado 5 ' e passando

por A.



Figura 43: A soma dos angulos internos de um triangulo qualquer

Por definicdo de angulos alternos temos:

B =XARB
=Y AC
e BAC = A

logo,
A+ XAB + YAC = 180° (angulos suplementares)

A+ B+ ¢ =180°

~ A soma dos angulos internos de um triangulo é sempre 180°

Quanto a medida de seus angulos:

Tridangulo Acutangulo, se todos os seus angulos forem menores do que 90°

C

Figura 44: Triangulo acutangulo

53
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Triangulo Obtusangulo, se um de seus angulos for maior do que 90° e menor do

que 180°.

y = 111.35°

Figura 45; Triangulo obtusangulo

Triangulo Retangulo, se um de seus angulos for igual a 90°.

C

.0290°
A

Figura 46: Triangulo retangulo

B = 30.65°
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7 TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

Ndo h& como estudar o triangulo retadngulo com suas relacbes métricas e
trigonomeétricas sem ressaltar um importante mateméatico grego: Pitdgoras. Apesar de
nao haver provas registradas sobre sua vida e haver muitas lendas fantasiosas, supde-
se que Pitagoras tenha nascido aproximadamente em 572 a. C., em Samos, no mar
Egeu. Samos é uma das ilhas do Dodecaneso, proximo a Mileto, onde nasceu Tales.

Filho de mercador, Pitagoras fez diversas viagens ao Egito e a Jonia,
acompanhando seu pai, onde entrou em contato com alguns pensadores da época.
Diversos autores acreditam que Pitagoras tenha sido discipulo de Tales devido a
proximidade das regifes onde nasceram. Eles afirmam ter sido Pitdgoras o fundador de
uma sociedade, a escola pitagérica (comunitaria e secreta), com bases mateméaticas e
filosoficas, cujo lema era “Tudo € numero”.

Ha divergéncias em relacdo a Pitagoras ter sido discipulo de Tales, haja vista que
h& diferenca de meio século entre suas idades. As semelhancas em seus estudos podem
ser facilmente explicadas pelo fato de Pitagoras e Tales terem tido contato com a
matematica desenvolvida pelos egipcios e babilénicos em suas viagens.

De fato, € dificil separar historia e lenda no que se refere ao homem. Afinal,
Pitagoras foi considerado fildsofo, astrbnomo, matematico, abominador de feijdes, santo,
profeta, milagroso, magico e charlatdo. O que se pode afirmar é que ele foi uma das
figuras mais influentes da histéria. Suas crencas foram difundidas por quase todo o
mundo grego.

Os egipcios dessa época ndo s6 sabiam que o tridngulo 3, 4 e 5 é um triangulo
retangulo, mas que os triangulos de medidas 5, 12 e 13; 20, 21 e 29 apresentavam a
mesma classificacéo.

O teorema das areas dos quadrados formados sobre os lados de um triangulo
retangulo é atribuida a Pitagoras e recebe seu nome, todavia esse teorema ja era de

conhecimento dos chineses e babilénios bem antes de Pitagoras.
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O teorema de Pitagoras representa uma relagédo entre os 3 lados de um tridngulo
retangulo qualquer. O teorema de Pitdgoras pode ser apresentando de varias formas.
Euclides escreveu em seu livro Os Elementos duas proposicbes que podem ser
relacionadas com o teorema de Pitagoras.

A primeira proposi¢éo, chamada proposicao 47, afirma que: “Em todo o triangulo
retdngulo o quadrado feito sobre o lado oposto ao angulo reto, é igual aos quadrados
formados sobre os outros lados que fazem o mesmo angulo reto”.

A segunda é a proposicao 48 e nela esta escrito que “Se o quadrado feito sobre
um lado de um triangulo for igual ao quadrado dos outros dois lados, o angulo
compreendido por estes dois lados sera reto”.

Simplificando o enunciado, pode-se afirmar que: Um triangulo ABC é retangulo no
vértice C se, e somente se, (AB)2 = (AC)2 + (CB)? ou como usualmente trabalha-se nas
escolas: “O quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos” e se a €
a medida da hipotenusa e se b e ¢ sédo as medidas dos catetos, o enunciado do teorema
de Pitdgoras equivale a afirmar que a2 = b2 + c2.

De acordo com o teorema, a area sombreada em tom mais claro é igual a area

sombreada em tom mais escuro, como é possivel observar na figura a seguir:

Area=16

Figura 47: Demonstracéo do teorema de Pitagoras utilizando areas.
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Para Perigal (1873), o teorema parece claro e evidente, pois usa uma
demonstracdo baseada em construcbes geométricas para determinar poligonos
congruentes.

Teorema: “O quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos”.

Demonstracéo

Seja ABC um triangulo retdngulo em A, tal que AC = b e AB = c.

a

Figura 48: Elementos do tridangulo retangulo

Constréi-se quadrados sobre os lados do AABC, de modo que ACDE é o quadrado
sobre o maior cateto desse tridngulo.

Seja O o centro do quadrado ACDE definido pela interseccao de suas diagonais.
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Figura 49: Areas e teorema de Pitagoras

Por O constréi-se uma reta r perpendicular a hipotenusa. A reta r define o ponto J

sobre ED e o ponto K sobre o lado AC do triangulo.



Vamos provar que O € ponto médio do segmento JK, logo

Considere o0 AOE] e o AOCK, temos que:

JO

=0

59
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OEJ = 0CK, pois s&o alternos internos

EOQJ = COK, pois s&o opostos pelos vértices — pelo caso A.L.A AOE] = AOCK
EO = 0C, ponto médio da diagonal do quadrado

Logo JO = OK.

=~ O é ponto médio do segmento JK.

Constroi-se uma reta s tal que s seja paralela a hipotenusa BC do triangulo

retangulo ABC, passando pelo centro O do quadrado.

A reta s define o ponto L sobre o lado AE do quadrado e o ponto M sobre o lado
CD do quadrado. De forma semelhante e considerando os triangulos AOLA e AOMD,

afirma-se que o ponto O é o ponto médio do segmento LM, logo LO = OM .

Devemos mostrar que:
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0] = OL= OK = OM e

LM é perpendicular a JK

Para concluir que os segmentos 0J,0L,0K e OM sdo congruentes, devemos
mostrar que os quadrilateros ALOK, CKOM, DMOJ e EJOL sdo congruentes entre si.
Para tanto, é preciso decompor os quadrilateros em tridngulos e demonstrar suas

congruéncias.

Considere os triangulos AOLJ e AOLK, note que:

0] = OK , O é ponto médio de JK.

OL = OL, lado comum, - pelo caso L.A.L temos AOL] = AOLK
JOL = KOL, reta s//BC e r perpendicular & BC.

Considere agora os triangulos AEJL e AALK, note que:

JL = KL, pois AOL] = AOLK
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LAK = JEL = 90°, angulos do quadrado. - pelo caso L.A.A temos AEJL = AALK
LKA = JLE, lados AC e ED do quadrado.

Pelas congruéncias dos tridangulos, os quadrildteros EJOL e ALOK séo
congruentes.

De forma analoga, pode-se mostrar que os quadrilateros ALOK, CKOM, DMOJ e
EJOL.

~ 0s quadrilateros sdo congruentes.

Considere o quadrado BCHI e os pontos médios sobre seus lados: os pontos
médios séo P, Q, Re N.

Pelo ponto N trace uma reta paralela ao cateto AC e pelo ponto R trace uma reta
paralela ao cateto AB.

Seja T o ponto de intersecc¢ao entre as retas paralelas tracadas pelos pontos N e

Do mesmo modo, trace pelo ponto Q uma reta paralela ao cateto AC e pelo ponto

P uma reta paralela ao cateto AB.
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Considere o quadrilatero BCML, temos que por construcdo BCML é
paralelogramo, logo seus lados paralelos sdo congruentes por definicdo, ou seja BC =

Pela congruéncia dos lados opostos e pelo ponto médio temos que:

OM = PB

BN = PB = OM

Vamos demonstrar que MOKC é congruente a PBSN.

Considere o AMOK e APBN, temos que:

MO = PB, ponto médio

MOK = PBN = 90° angulo reto - pelo caso L.A.L temos AMOK = APBN

OK = BN, ponto médio
~ NP = KM

Considere os triangulos ANSP e AKCN, temos que:

P = MK pela congruéncia anterior

N = K, paralelas - pelo caso A.L.A temos ANSP = AKCN

M = P, paralelas
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Pode-se concluir, pelas demonstracdes | e Il, que os quadrilateros MOBC e PBNS
sao congruentes.
Para finalizar a demonstracdo, basta provar que o quadrilatero STUV € um

guadrado congruente ao quadrado BAFG construido sobre o cateto AB.

Basta provar que o quadrilatero STUV é um quadrado congruente ao quadrado
ABFG, construido sobre o cateto AB de medida ¢ do triangulo ABC. Por congruéncia
prova anteriormente temos que:

SP=MC = BL
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Logo, SV + VP = BA+ AL

Ainda por congruéncia temos que VP = AL

De onde podemos concluir que: SV = BA=c¢

Portanto STUV = ABFG.

Ou seja, o quadrado desenhado sobre a hipotenusa € igual aos quadrados

desenhados sobre os catetos.
7.1 As fungdes trigonométricas do angulo agudo

Ao considerarmos um angulo AOB = 6 tal que 0° < 8 < 90° e tomarmos A1, Az,
As,...,An sobre a simirreta 04 e por tais pontos tragamos retas perpendiculares a semirreta

OB , definindo assim os pontos B1, B2, B3, ..., Bn, como mostra a figura a seguir.

Figura 50: Triangulos retdngulos semelhantes.
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Note que os triangulos OA1B1, OA2B2, ........
angulos congruentes e pela sua construcao.

Considere as razoes:

Ao utilizar a construgcdo no software geogebra podemos observar e mostrar

claramente que essas raz6es nao dependem do comprimento dos segmentos envolvidos

e sim do angulo AOB = 6 .

‘Z‘%‘ = sen 6 definida para 0° < 6 < 90°. Lé-se seno do angulo 6.

A funcéo
Comparando a funcdo seno com os lados do triangulo retangulo temos que:

cateto oposto ao angulo 6
senf = -
hipotenusa

Ao considerarmos as razoes:
0B, OB, OB
0A, 04, 04,

S

&)

Definimos a funcao gi" = cos 0 definida para 0° < 6 < 90°. Lé-se cosseno do

angulo 6. Comparando a funcdo cosseno com os lados do triangulo retangulo temos que:

cateto adjacente ao angulo 0
cosf = -
hipotenusa

Se considerarmos as razdes
A1By ZBZ . — Aan

0B, 0B, 0B,
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Teremos definido a fungdio 2= tge definida para 0° < 6 <90°. Lé-se

tangente do angulo 6. Comparando a funcdo tangente com os lados do triangulo
retangulo temos que:

cateto oposto ao angulo 6
cateto adjacente ao angulo 6

tgo =

Como essas razdes sdo0 as mesmas para todos os triangulos retangulos

semelhantes entre si, podemos defini-las com base em apenas um deles, como 0
apresentado na figura abaixo.

Figura 51: Raz6es trigonométricas no triangulo retangulo.

Dai:
cateto oposto ao angulo 6 b
senf = - =-
hipotenusa
cateto adjacente ao angulo 8 ¢
cos 0 = - = —
hipotenusa a
cateto oposto ao angulo 6 b
tgo =

cateto adjacente ao dngulo 6 ¢
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Utilizando as razdes trigopnométricas anteriores, podemos escrever e demonstrar

algumas relacdes importantes para o estudo da trigopnometria.
Vamos demonstrar as relagdes trigopnométricas listadas abaixo.

B - sen% + cos?20 =1
Considerando as razdes trigopnométricas seno e cosseno referentes ao triangulo

retangulo da figura 50, temos:
| senf = g - b= senf.a

c
11 cos@za - c¢c=cos0 .a

Demonstracéo da relacdo A.

Substituindo lellemtg 6 = %, temos:

senf . a
tgf = — coma # 0

cos6 .a’
sen o

tgo =
g cos 6

Portanto, a tangente pode ser determinada pelo quociente entre 0 seno e o

cosseno de um angulo agudo dado.
Demonstracéo da relacdo B

Pelo teorema de Pitagoras temos que:
a2 = b2 + ¢?, por substituicdo de I e Il

a2=(senf.a)?+ (cosb .a)?

a2 = sen?6 .a?* + cos?*8 .a?

a2 = a2.(sen®0 + cos’8 ),comoa # 0
Clz 2
— =sen“0 + cos20

aZ

sen?@ + cos?6 =1
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Observando o triangulo retadngulo da figura e ja tendo mostrado que a soma dos
angulos agudos a e 6 é igual a 90°, ou seja, a + 6 = 90°, concluimos que os angulos a e
6 sdo complementares e a = 90° - 6.

Proposicéo 1: Se dois angulos a e 6 sdo complementares ( « = 90° - 6 ), entédo

sen® = cosa . O cosseno de um angulo é igual ao seno do angulo complementar e

1
tg(l—tg—e.

Vamos a demonstracao!

C

Ju

A C

Aplicando as definigdes no triangulo da figura acima temos:

cateto oposto ao angulo® b  cateto adjacente ao angulo a
senf = - = —-= - = cosa
hipotenusa a hipotenusa

Logo,

senf = cos «a

cateto oposto ao angulo 6 b

tgo = =
g cateto adjacente ao angulo 8 ¢




70
1
~ cateto opoto ao dngulo a
cateto adjacente ao angulo «

_ 1
tg o

S| -

7.2 Angulos Notaveis 30°, 45° e 60°

Os angulos de 30°, 45° e 60°, pela frequéncia que aparecem nos problemas
geomeétricos, ganharam o titulo de angulos notaveis. Para determinarmos as razfes

trigonométricas desses angulos, utilizaremos um quadrado de lado a e um triangulo
equilatero também de lado a.

7.2.1 Angulo de 45°

Considere um quadrado ABCD cujo lado mede a.

L 9
A a B

Figura 52: O angulo de 45°no quadrado

Tracando a diagonal BD = d, temos por constru¢do que o tridangulo ABD é
retangulo em A e is6sceles logo o angulo ABD = 45°.
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L
A a B

Figura 53: Construindo as razdes seno, cosseno e tangente do angulo de 45°

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ABD, temos:

d?=a?+ a® - d= aV2

Assim por definicdo temos:

a 1
sen45° = — = — =
av?2 2

|5

cos 45° = sen45° = —

tg45° = ~=1
945’ = —=

7.2.2 Angulos de 30° e 60°

Considere o triangulo AABC equilatero de lado medindo “a” e &ngulos congruentes

a = 60°.



a
Figura 54: Os angulos de 30° e 60° no tridngulo equilatero

Baixando a altura relativa ao lado BC, temos o triangulo AAHC, que é retangulo

em H e tal que:

300 ape®

Figura 55: Construcao das razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente dos angulos de 30° e 60°

Por Pitagoras
2

a’? = h? + (%)

a?
a’> = h? + 7 multiplicando por 4

4% = 4h* + a?

72
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3a% = 4h?
2

3_a = h2
4

32

2 _
4

av3

Y2 _p
2

Aplicando as definicdes das razfes trigonométricas no triangulo retangulo AAHC
encontramos:

a
30 = 2 = 2 22 1o g6
sen _a_Za_Z_COS
a3
5 av3 1 V3
cos30°= — = — ., — = — = sen60°
a 2 a 2
a
7 a 2 1 V3
tg30°=—=— = —_—= —
av3 2 a3 3 3
2
a3
o = 2= W 2_
goe = e 2 e

Desse modo, podemos construir a tabela de razbes trigonométricas, muito

aplicada no ensino da trigonometria nas escolas de ensino fundamental e médio.
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30° 45° 60°
Seno 1 V2 V3
2 2 2
Cosseno V3 V2 1
2 2 2
Tangente V3 1 V3
3

Tabela 1: Razdes trigonométricas dos angulos notaveis

7.3 Aplicagdes das razdes trigonométricas
A seguir, serdo abordadas as leis dos Cossenos e Senos, importantes conteudos

nos estudos matematicos.

7.3.1 Lei dos Cossenos e dos Senos

O teorema ou lei dos Senos € uma relacéo de proporcionalidade entre as medidas
dos lados de um triangulo qualquer e seus angulos.

Teorema (Lei dos Senos) — Qualquer que seja o triangulo ABC, seus lados sao
proporcionais aos senos dos angulos opostos na mesma razdo do diametro da

circunferéncia circunscrita ao triangulo, ou seja,

a b c
— = —_ = - = 27‘1
sen A sen B senC

onde BC =a, AC=b e AB=c e r é 0 raio da circunferéncia circunscrita ao
triangulo.

Demonstracéo:

Considere o triangulo ABC inscrito em uma circunferéncia de raio r e centro O.
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Figura 56: Tridngulo inscrito na circunferéncia.

Tracando o diametro de B a um ponto D qualquer dessa circunferéncia, teremos

um triangulo ABCD retangulo em C.

Figura 57 — Demonstracdo da Lei dos Senos
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Aplicando as relag6es trigopnométricas no triangulo retangulo BDC, temos:

a

2r

|| o
S

senD =

Pelo teorema do angulo inscrito & circunferéncia temos que D = 4, logo

- . a
senD = senA = —
2r

a= sendA. 2r

a
— = 2r
sen A

De forma anéloga, podemos afirmar que:

b c
— = — = 2r
sen B senC

E assim concluir que:

a b c
sen A sen B senC

Aplicacdo da Lei dos Senos

Considere uma situagéo problema onde se pretende calcular a distancia de um
ponto inacessivel a outro.

“Um observador esta em um ponto A e deseja conhecer a distédncia desse ponto a

um ponto P, como na figura.”
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B

Figura 58: Aplicacéo da Lei dos Senos

Como a medida ndo pode ser feita diretamente, o observador escolhe um ponto B
qualquer e tal que AB = ¢ os angulos PAB = a e PBA = p.
Aplicando a lei dos senos temos:

PA c
senff  sen (n— (a+ﬁ))

Note que:
(n— (a+ﬁ)) = senm.cos (a+pB) — sen(a+pf).cosm
= —sen(a+p) . (-1)
= sen (a+ p)

Por substituicdo de Il em | temos:

PA c
senf  sen(a+p)
_ c.sen

PA = b

sen (a + B)
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Teorema (Lei dos Cossenos)

Num triangulo ABC qualquer, o quadrado da medida de um lado € igual a soma
das medidas dos quadrados dos outros lados menos o dobro do produto das medidas
desses lados pelo cosseno do angulo por eles formado, ou seja,

a2 = b%2 + ¢2 - 2.b.c.cosA,

onde BC =a, AC =b e AB = c.

Demonstracéo:
A demonstracdo desse teorema é dividida em trés casos: A < 90°, A =90° e A >
90°.

1° caso: A < 90°

Seja H o pé da perpendicular baixada do vértice C sobre a reta AB e AH = x.

c

Figura 59: Demonstracdo da Lei dos Cossenos com a altura interna ao triangulo.

Considere 0 AAHC .
Por Pitagoras temos:
I b?= x*+ h? - h? = p? — x?

E ainda: A =% - x= cosA .b

Considere o ACHB
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Por Pitdgoras
a’ = h*+ (c —x)?
Substituindo |
a’>= b?>— x>+ ¢ = 2.c.x + x?
a’? = b%>+ c?—-2.c.x

Substituindo Il

a’?= b%+ c2—=2.c.b.cosA

Figura 60: Demonstracdo da Lei dos Cossenos com a altura externa ao triangulo.

Considere o AAHC Por Pitagoras temos:
I b?= x>+ h® >  h? =p% — x?

E ainda: 4 = % - x= cosA .b

Considere o ACHB
Por Pitagoras

a’? = h?+ (c —x)?
Substituindo |

a’?= b*>— x*+4+ c?—-2.c.x+ x*



a’?= b?>+ c*—-2.c.x
Substituindo |l

a’?= b%+ c2—2.c.bh.cosA

2° caso: A > 90°

Sendo H o pé da perpendicular baixada do vértice C sobre a reta AC e 4H = «x.

Considere o AAHC Por Pitagoras temos:
I b?= x>+ h® >  h? =p% — x?

E ainda: (180°— 4) = 7
X = cos (180° - /i) .b
x = b.[cos 180° .cosA + sen180°. senA]
x=b. [—1 .cosA]

x = —b.cosA

Considere o ABHC
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Por Pitdgoras
a’? = h? + (c +x)?
Substituindo |
a’?= b?— x>+ c?+2.c.x+ x?
a’? = b%*+ c?+2.c.x
Substituindo 11

a’?= b%+ c2—=2.c.b.cosA

3° caso: A = 90°

wl

B c A

Se A = 90° temos cos A = 0 e por Pitagoras
a? = b%?+ c*—2.b.c.cosA
Aplicagao:
| “De um triangulo ABC temos AC =8, AB = 12 e BAC = 120°.
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Figura 61: Aplicacéo da Lei dos Cossenos |

x? =82+ 122-2.8.12.c0s(120°)
1
x? =64-+144-—2.8.12.(—§>

x? =208 + 96
x = V304

Il. Determine os lados de um triangulo ABC no qual setema=3,A=30°e B =
45°,

Figura 62: Aplicacéo da Lei dos Cossenos I

Pela soma dos &ngulos internos de um triangulo temos:
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P

A+ B+ (=180° —> 30°+45°+C =180° - ¢ =105°

Pelo teorema da Lei dos Senos
3 X y

T sen45°  sen105°

sen 30°

3 X

sen30° = sen45°
x.sen30° = 3. sen45°

1—3
X. 5= 3.

3 _ y
sin30°  sin105°
y .sin30° = 3. sin105°

Substituindo | temos:

1 V6 + V2

I sen 105° = sen (60° + 45°) = sen 60°.cos 45° + sen 45°. cos 60°
_V3v2 V21
272 2 2
_V6+ 2
= —F

ll. Os lados de um triangulo ABC medem a =4, b =5 e ¢ = 6. Mostre que € = 24
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Figura 63: Aplicacéo da Lei dos Cossenos lli

42 = 52 4 62— 2 .5 .6.cosA

16 = 25 + 36 — 60. cosA
; A—45—3
COSA = 60_4
62 =424 52 -2 .4.5 cosC

36 = 16 + 25 — 40.cosC

11 6—5—1
coS _40_8

III cos?A+ sen?A=1 > sen’A=1- cos?A

cos (A+ A) = cosA .cosA — senA .senA

cosC = cos?A — sen’A

Por substituicao de Il

cos C = 2cos?A — 1

Por substituicdo de |

84



Como determinado em |I.

.18

cos C = E_l
- 2 1

cos C = 1_6= §

85
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo principal desenvolver e apresentar conceitos sobre o
ensino da trigonometria e seus aspectos histéricos, com foco na relacdo entre a
trigonometria e os estudos astronémicos na antiguidade.

Utilizamos uma sequéncia de topicos que trouxe a discussao da origem da trigonometria
e apresentamos o0s grandes nomes da matematica que contribuiram para a construcao
dos conhecimentos. As descricfes vao desde as aplicacdes das razdes trigonomeétricas
no tridngulo retdngulo até a sua aplicacdo em estudos astrondmicos, como na ocorréncia
de eclipses solares e lunares e na aplicacao de resolucédo de situacdes cotidianas.
Verificou-se que as demonstracdes e deducdes matematicas sobre os teoremas e 0s
conceitos matematicos relevantes para o0 desenvolvimento do conhecimento
trigonomeétrico podem ser abordados no ambiente da sala de aula de forma dinadmica,
através de recursos tecnoldgicos que permitem a experimentacao e visualizacao de fatos
geométricos em construcdes softwares de geometria.

Além disso, ficou exposto no trabalho a importante funcdo da histéria da matematica
como um estimulo para agucar a curiosidade do aluno. A histéria mostra de forma clara
que a matematica ndo € uma ciéncia pronta e acabada e que seus conhecimentos foram
e sdo construidos a partir de perguntas e problemas do cotidiano da humanidade.
Entender o funcionamento e o movimento do universo levou o0s matematicos a
desenvolverem todo o conhecimento trigonométrico aplicados desde a antiguidade.

O desenvolvimento desta dissertacdo tratou sobre conceitos relevantes para que os
professores de mateméatica ampliem seus conhecimentos sobre a Trigonometria no
triangulo retangulo e suas relacdes com os fendmenos naturais astronémicos. A pesquisa
também buscou contribuir para o desenvolvimento de sujeitos ativos, observadores,
criticos e participativos em seu proprio processo de aprendizagem e da relagdo da
matematica com outras areas do conhecimento.

O tema aqui abordado possibilita outros estudos sobre a utilizacdo de recursos
tecnoldgicos, visuais e concretos. Melhora o desempenho dos alunos em seu processo

de ensino e aprendizagem, contribuindo para uma aprendizagem de fato significativa e
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prazerosa que leva o educando a construir seu préprio conhecimento matemético

incorporado ao seu cotidiano.
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