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Resumo

Ao estudarmos a Histéria da Matemaética, vemos que os problemas eram interpretados e tratados por
meio da geometria, ja que toda a economia na antiguidade era concentrada na agricultura: divisao
de terras, distancia entre locais, preco de terrenos, etc. Desse modo, vemos util a recuperagdo da
abordagem geométrica em diversos contetidos matemdticos, dentre os quais trouxemos como tema os
polindmios de 1°, 2° e 3° graus.A presente dissertac@o traz uma sugestao para professores de matema-
tica de como abordar o estudo dos polindmios no ensino fundamental de maneira geométrica. Para
tanto faremos uma relacdo com éreas e volumes de figuras geométricas, em especial - pela praticidade,
porque trataremos do Ensino Bdsico - do retangulo e do prisma retangular reto. Discorremos sobre as
definicdes e proposicdes algébricas dos polindmios, bem como das defini¢des de areas dos retangulos
e volumes dos paralelepipedos, para entdo correlacionarmos as duas abordagens.Ademais, incluimos
uma sugestdo de atividade lidica para ser aplicada numa turma do 8° ano do ensino fundamental, de
modo que esta demonstre a eficiéncia da utilizagdo da geometria no ensino dos polindmios em sala da

aula, ou seja, que por meio da geometria, os alunos do 8° ano os compreendam e saibam opera-los.

PALAVRAS-CHAVE: Polindmios; Geometria; Ensino da matemdtica; Jogos.



Abstract

When studying the History of Mathematics, we see that the problems were interpreted and treated
through geometry, since the entire economy in antiquity was concentrated on agriculture: land division,
distance between places, land prices, etc. In this way, we see useful the recovery of the geometric
approach in several mathematical contents, among which we brought as theme the Ist, 2nd and
3rd degree polynomials.This dissertation provides a suggestion for mathematics teachers on how to
approach the study of polynomials in elementary school in a geometric way. For this, we will make
a relation with areas and volumes of geometric figures, in particular - for their practicality, because
we will deal with Basic Education - the rectangle and the right rectangular prism. We discuss the
algebraic definitions and propositions of polynomials, as well as the definitions of areas of rectangles
and volumes of parallelepipeds, and then correlate both approaches.In addition, we have included
a suggestion for a ludic activity to be applied in an 8th grade class of elementary school, so that it
demonstrates the efficiency of using geometry in teaching polynomials in the classroom, I.e, that
through geometry, the 8th graders students understand them and know how to operate them.

KEYWORDS: Polynomials; Geometry; Teaching of Mathematics; Games
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Capitulo 1

Introducao e Contexto Historico

A presente dissertacao de mestrado objetiva apresentar aos professores de Matemadtica do ensino bésico
métodos geométricos para a resolugdo de operagdes com polindmios de graus 1, 2 e 3. Hoje, com o
avanco tecnoldgico e as vdrias fontes de informacdes que temos acesso, os professores sao desafiados a
reinventar a pratica do ensino matemaético para motivar os alunos nao somente a buscar informag¢des na
sala de aula mas a se interessar por essas informag¢des. Logo, quanto mais ferramentas os professores
dispuserem, maior a chance de passar conhecimento e garantir que o aluno logre uma aprendizagem

significativa. !

Pensando desta forma, a busca por diferentes visdes e métodos de resolugdo de problemas apre-
sentados se torna imprescindivel, sendo bastante necessdrio encaixar esses problemas a realidade do
aluno. De acordo com a BNCC (Base Nacional Comum Curricular), documento que norteia a educacgao

de base:

"Essa drea - Matematica -, por meio da articulacao de seus diversos campos — Arit-
mética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade -, precisa garantir que os
alunos relacionem observac¢des empiricas do mundo real a representacdes (tabelas,
figuras e esquemas) e associem essas representacdes a uma atividade matematica
(conceitos e propriedades), fazendo indugdes e conjecturas. Assim, espera-se
que eles desenvolvam a capacidade de identificar oportunidades de utiliza¢do da
Matematica para resolver problemas, aplicando conceitos, procedimentos e resul-
tados para obter solucdes e interpreta-las segundo os contextos das situacdes. A
deducdo de algumas propriedades e a verificacdo de conjecturas, a partir de outras,
podem ser estimuladas, sobretudo ao final do Ensino Fundamental."(BRASIL,
2018, p.265)

!Teoria de aprendizagem desenvolvida por David Ausubel (1963, 1968).



Segundo Aristételes [9], o conhecimento € empirico, ou seja, estd na observagao do mundo a nossa
volta, portanto, para que haja uma funcionalidade da matematica € necessario que ela possa ser aplicada
em algo concreto bem como experimentada, desse modo, partimos da utilidade pratica em resolver
problemas oferecidos geometricamente, além de ser uma ferramenta bastante facilitadora para a visua-

lizagdo do problema.

A partir das observacdes acima, decidimos seguir a metodologia seguinte: interpretar polindmios de
graus 0, 1, 2 e 3 em termos de figuras e s6lidos geométricos, para que, desse modo, haja uma visuali-
zacdo da resolugdo de problemas propostos, como as operagdes entre polindmios (soma, subtracao,
multiplicagdo e divisdao), bem como fatoracdo, dentro dos casos possiveis. Para tanto, foi criado o jogo

"Monte seu prédio"que serd detalhadamente explicado adiante.

Durante o planejamento deste trabalho, havia a intenc@o de aplicarmos numa turma do Ensino Fun-
damental II, 8° ano, do Colégio e Curso Renascer situado em Parnamirim, no estado do Rio Grande
do Norte, uma atividade sobre polindmios para que os alunos desta turma resolvessem os problemas
apresentados por meio do célculo da area de retingulos e do volume de paralelepipedos e, desta
forma, interpretar geometricamente os resultados encontrados. Entretanto, fomos surpreendidos com
a pandemia, o que ocasionou uma mudanca no funcionamento das escolas, de modo que as aulas
passaram a ser remotas e os contetidos foram redistribuidos diante a redu¢do da carga hordria, bem
como o trabalho do professor teve que ser redefinido. Desse modo, a aplicacao pratica planejada ndao
pode ser realizada. Contudo, durante uma das aulas remotas, tive a oportunidade de mencionar a
relacdo entre dlgebra e geometria que havia no conteudo sobre polindmios. Como esperado, os alunos
tiveram uma reagao positiva e conseguiram relacionar os calculos algébricos a abordagem geométrica.
Contudo, tendo em vista que o enfoque maior durante todo o periodo escolar é algébrico, houve uma
resisténcia por parte dos alunos ao utilizarmos métodos geométricos para resolvermos problemas envol-
vendo os polindmios. E esperado que essa resisténcia tenha acontecido pelos problemas mencionados

anteriormente - redistribuicdo dos conteddos e tempo restrito para ministra-los.

"Para o desenvolvimento das habilidades previstas para o Ensino Fundamental —
Anos Finais, é imprescindivel levar em conta as experiéncias e os conhecimentos
matemadticos ja vivenciados pelos alunos, criando situa¢des nas quais possam fazer
observacdes sistemadticas de aspectos quantitativos e qualitativos da realidade, esta-
belecendo inter-relagdes entre eles e desenvolvendo ideias mais complexas. Essas
situagdes precisam articular multiplos aspectos dos diferentes contetidos, visando
ao desenvolvimento das ideias fundamentais da matematica, como equivaléncia,

ordem, proporcionalidade, variacdo e interdependéncia."(BRASIL, 2018, p.298)

Com base no recorte anterior e no fato de que a Geometria € parte da matematica "palpavel”, ou seja,
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que por si s6 € concreta, logo, pode ser manuseada facilmente e compreendida pelos alunos, que
propomos o seguinte para o estudo de polindmios nos anos finais do ensino fundamental: um jogo
de quebra cabeca, que chamamos de "Monte seu prédio", utilizando pecas com formatos de prismas
retangulares (o paralelepipedo) para que relacionemos a dlgebra e a geometria de modo que possamos
visualizar e manusear os materiais e tornarmos significativo o ensino das operacdes entre polindmios

com foco nas multiplicacdes e divisoes.

O presente trabalho serd divido em cinco capitulos: no primeiro introduzimos o tema abordado
acompanhado de uma contextualizacdo histdrica afim de justificar o tratamento geométrico da dlgebra,
no segundo hd uma fundamentago tedrica baseada num aspecto algébrico dos polindmios em con-
traste com o terceiro capitulo, onde tratamos da abordagem geométrica. Seguindo no quarto capitulo,
apresentamos o jogo "Monte seu prédio"como uma sugestao pratica no ensino de polindmios e, por

fim, no quinto capitulo, as consideracdes finais acerca do tema tratado.

1.1 Contexto Historico

E sabido que a Matematica € subdividida em vdrias dreas, tais como Algebra, Anélise, Probabili-
dade e Geometria (h4, ainda, algumas linguas que consideram a Ldgica mais uma dessas dreas [4]).

Inclusive na Franca e na Inglaterra a disciplina é chamada de "Matematicas".

Na Grécia Antiga, época que se estendeu entre os séculos XII e IV a.c, a drea da Matematica que se des-
tacava era a Geometria [1] - do Grego: medida da Terra. Vérios nomes sdo referéncia até hoje: Tales de
Mileto (625 a.c), Arquimedes (287 a.c), Pitdgoras (570 a.c), Euclides (ndo h4 referéncia que documente
local e/ou data de nascimento). Nesse periodo da histéria, a Matematica era quase que em sua totali-
dade, desenvolvida por meio da Geometria. Problemas como reparticdo de terras, precos de terrenos

e distancia entre dois pontos (locais) eram bastante comuns ja que a economia se baseava na agricultura.

Entretanto, no ano de 1540, durante o Renascimento, nasce o matematico francés Francois Viete. Den-
tre suas obras a que se destaca € "Introduc@o a Arte Analitica", ou "Isagoge", como € mais conhecida,
onde moderniza a Algebra introduzindo o calculo literal, isto é, utilizando letras do alfabeto [4]. Viete
propde o uso de vogais para as incognitas das equacdes e o uso de consoantes para os nimeros conheci-

dos. Mais tarde, outros matematicos como Rene Descartes aprimoraram essa linguagem para a Algebra.

Essa nova notacio desvinculou a Algebra da Geometria, que até entio eram complementares. Por-
tanto, problemas como a multiplicacdo foram desvinculados do cédlculo de areas e de volumes. As
consequéncias dessa separagdo (entre a Algebra e a Geometria) perduram até a atualidade, refletindo
no ensino basico. Ou seja, conteidos que seriam melhor compreendidos usando simultaneamente

conceitos algébricos e geométricos passaram a ser tratados independentes um do outro. Dentre esses

11



contetidos se encontram os "polindmios", que é o tema central da presente dissertacdao. Deste modo,
traremos uma sugestdo de como tratar polindmios em sala de aula tanto a partir de uma visao algébrica

quanto geométrica e resgatar o vinculo entre essas duas areas da Matematica.
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Capitulo 2

Operacoes Basicas com Polinomios de Graus
1,2 e 3 com Algebra

O ensino de polindmios, em geral, se dd por meio da apresentacio das propriedades e do algoritmo
utilizado para a resolu¢@o dos problemas. Veremos, neste capitulo, as principais propriedades utilizadas

para que, em seguida, possamos relaciona-las com a geometria.

2.1 Monomios

Definicao 2.1.1. Monoémio é uma expressdo algébrica formada por um coeficiente numérico (parte

numeral) e varidveis (parte literal) em um produto. Podemos escrever um mondémio na forma

n

n
a; a1 a2 o
k:~H$il—k:-$1 SN e
i=1

em que k € R é o coeficiente numérico e [[}_, x5 é a parte literal com o; € N.

Exemplo 2.1.1. Sdo exemplos de monomios:

1. 2zy;
2. xyz3;
3. mxyz.

Definicao 2.1.2. Aos mondémios que possuem a mesma parte literal, chamamos de mondémios seme-

lhantes, por exemplo: 2xyz e —xyz.
o ~ . A . n a; . n
Definicio 2.1.3. Seja 0 monomio k - [[,_, xi", definimos o seu grau como a soma ) ;_, ;.

Exemplo 2.1.2. O grau do monémio 3xy*2> é 1 +2 +3 = 6, em que 1 é o expoente do x, 2 é o

expoente do y e 3 é o expoente do z.
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As defini¢des acima nos permitem, agora, definir as operagdes entre os mondmios: soma, subtracao,

multiplicacdo e divisio.

Definicdo 2.1.4. Sejam os monomios semelhantes ky - [[_, xi" e ky - [[_, 2. A soma é definida

como sendo o monomio
n

o
i=1
Definicao 2.1.5. Analogamente a soma, definimos a subtracdo entre os monomios semelhantes k; -
n (077} n (e} A .
[T,z e ks T[i_, x5 como sendo o mondmio

n

(ky — ko) - [ .

=1

Exemplo 2.1.3. Dados os mondémios 3x*z e —8x>z, temos que a soma e a subtragdo é, respectivamente,

—b5x2z e 11222

Proposicio 2.1.1. Sejam os monomios semelhantes A = ky - [[[_, 2", B = ko - [[[, 20" e C =

i=1"i =11

ks - T, 3. A soma entre monémios possui as propriedades:
1. Comutativa: A+ B =B + A;
2. Associativa: (A+ B)+C=A+ (B+C);
3. Elemento neutro é 0 0: A+ 0 = A.
Demonstragdo: Seja X = [, 3", entdo
1. A+ B=k - X+ky X=(ki+ky) X=(kaothk) X=ky- X+k -X=B+A

2. (A+B)+C=(k1 - X+ky X)+ks- X=(ky+hko) X+ks- X=(k1+ka+ks) X=

Supondo que € de posse do leitor o conhecimento sobre defini¢des e propridades basicas de potenciagao,

seguiremos com o estudo das operacdes e propriedades dos mondmios.
Definigo 2.1.6. Sejam os monémios My = ky - [[, 2% e My = ko - [\, 2. A multiplicagdo é

definida pelo monomio
n

MlMQ = (kl . k2) . HZ’?Z+/BZ
i=1
Definiciio 2.1.7. Sejam os mondomios My = ky - [[;_, zi" e My = ks - [, xf", ko # 0. A divisdo é

definida pelo monémio
n

M, _ ky a;—Bi
o, T [
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Exemplo 2.1.4. Sejam os mondomios 3xyz* e 2xz. Temos que

(3ryz?) - (212) = 62%y2?

3
(3zyz?) + (222) = JVz

Proposicdo 2.1.2. Sejam os monémios A =ky - [[_, 3", B=ky-[[—, e C = ks- [T,z A

zlz’

multiplicacdo entre mondémios possui as propriedades:
1. Comutativa: A-B = B - A;
2. Associativa: (A-B)-C=A-(B-C);
3. Distributiva: A- (B+C)=A-B+A-C;
4. Elemento neutroéo l: A-1= A.

Demonstragdo:

1. A-B= (kl [Ty @) - (ko - Ty @) = (k- ko) - [Ty a0 = (ko hr) - TT 27 =
(k2 T 137 ) (k-T2 2f7) = B - A,

2. (A-B)-C = [(k1 Hz L) <k2H:L 15’5 ]-ks- H?:l x) = [(ki-ky)- H:L 11’&#61] ks Hz 15U =
(k1 - ko - hes) - [Ty a0 = kg TRy 2 (ke k) - Ty 20 = A (B - C).

3. A'<B+C):k1'H?1xai'(k2'H?1x@i+k3 Hlll%?i):(kl-l_[?1$ai'/€2'Hf1$ﬂz)+
(kyTT0y 2 - [Ty @) = (hy - ko TT0y @8 P) 4 (By ks - [, 2f) = A- B+ A-C.

4. A 1= (k- [T, 2f) - 1=k - [[, 2 = A

2.2 Polinomios

Com base nas defini¢des e propriedades dos mondmios, enunciamos o estudo sobre os polindmios. Sdo
estes a base desta presente dissertacdo, para a qual foi desenvolvida uma abordagem geométrica como
alternativa ao seu ensino na educacio bdsica. Para que tenhamos um embasamento tedrico, seguiremos
com a definicdo e proposicoes a seguir:
Defini¢ao 2.2.1. Um polinomio de varidveis x;; é uma expressdo algébrica da forma:

R R E R eyl ol DR 5 SRRl S o SO S A SR v

T p2 pq

emquek; € R, «a;; € N, Vi, j € N. Isto é, polinomio é uma expressdo formada pela soma de monémios,

ou seja,

=1

ZPZMJ com M; = Hkﬂ J"E
j=1
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Exemplo 2.2.1. Sdo exemplos de polinomios:
1. 2xy + xy?;
2. 22+ 31— 2;
3. z+uy.

Definicao 2.2.2. Seja o polinémio

ail a12 1 0421 a2 a2m 0‘171 Qp2 a
kl l‘ll ‘/EIQ ® e n + kQ {13 {['22 * ees + + k: 37 * ajp2 feee ® l'pgq.

Alternativamente, Z M com M; =T]_, k J"l . O grau de um polinomio é dado por:
max{(a + a2 + ... + a1p), (o1 + o + oo 4+ Qom)s oy (1 + g + oo+ g }

ou seja, max{grau(M;)} com 1 < j < p. Isto é, o grau do monémio de maior valor dentre todos os

monomios que o constitui.
Exemplo 2.2.2. O grau do polinémio 2xy + zy* é maz{(1+ 1), (1 + 2)} = maz{2,3} = 3.

As operacdes soma, subtracdo e multiplicacdo entre polindmios sdo andlogas as operacdes entre
mondmios, bem como as propriedades, tendo em vista que, ao reduzirmos os termos semelhantes

estaremos tratando, em resumo, de mondmios.

Para uma melhor compreensio, sigamos com as definicdes e proposi¢cdes:

Definicdo 2.2.3. Sejam os polinémios P, = Y "_ ([}, ijjz") e P, = Z;’:l( L.

j=1 I gng
Definimos a soma P, + P, como sendo o polinomio

p q

ST+ 1)a5r

j=1 \i=1

Equivalentemente, sejam Py = 377 M; e P, = Z?Vj N, onde M; = k;[[L, 2, e N; =

=1 jn
Ajn,;
I TTiZ, @, Entao,
P

7j=1

Ou seja, é sempre possivel escrever P, + P> como uma soma de p fatores.

Definicdo 2.2.4. Sejam os polinomios P = Y "_ ([T, k; x%” )e Py = > (IT-, l»x%"").

j=1 Jgng
Analogamente a soma, definimos a subtracdo entre Py e Pg como sendo o polinéomio

2 H — L)

]:1 =1
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E importante notar que caso os polindmios P, e P, das Defini¢des 2.2.3 e 2.2.4 ndo sejam formados
por monOomios semelhantes, basta reescrevé-los acrescentando os termos distintos com coeficiente

igual a zero. Observe o exemplo:

Exemplo 2.2.3. Sejam os polindmios P, = x> +1 e P, = 22® — 22 + .

Asoma P+ P = (22 + 1)+ (22 =222+ 2) = (02 + 22 + 0z + 1) + (22° — 22> +  + 0) =
023 +223) + (22 —222) + Oz +2) + (1 +0) =22 + (—2*) + o+ 1 =223 —2* + 2 + 1.

A subtragdo P, — Py = (22 +1) — (22® — 222+ 1) = (02 —223) + (22 — (—22?)) + (0z—2) +(1-0) =
23 4+ 2 —x+ 1.

P ; i A — p q P — P a g %
Proposicio 2.2.1. Sejam os polinomios A = Y0 (T, k), B = >0 (IT2, L) e

C = Z§:1 (ngl mjx;f:‘) A soma desses polindémios possui as propriedades:
1. Comutativa: A+ B = B+ A;
2. Associativa: (A+ B)+C =A+ (B+C);
3. Elemento neutro é 0 0: A+ 0= A.

Demonstracdo:

Sejam A=370_ ki X, B=37"_1;- XeC=3"_m; X, comX =][} z5m,

i=1 " jn,
LA+B=3" X+ X =37 (k+ )X =
P+ k)X = X LX + X kX = B+ A;
2 (A4 B)+C = (S0 kX + 01 X )+ 30 myX = (0 (ks + )X )+ 300 my X =
P (kg + 1) +my) X =570 (b + (i +my)) X =370 kX + ( D+ mj)X> =
?:1 ki X 4 ( ?:1 X+ Z?:l ij> = A+ (B+C);
3 AT0=YP kX 4+ 370X =57 (k4 0)X = ¥ kX = A

Para tratarmos a multiplicacao, dividiremos em duas possibilidades: multiplicag@o entre polindmios e

monOmios e multiplicagdo entre polindmios. Vejamos a seguir:

Qim -

Definicdo 2.2.5. Sejam o monomio M = k - [[I_, 27" e o polinomio P = r ( 1 kix J),

=17 g=1"i"in;

definimos o produto por

M-P= kﬁxﬁi (f[m“n> = iﬁkl{ (ﬁxﬁ) .

i=1 i=1

De modo andlogo, P = Y7 | M;, entdo M - P = >"" | MM,.
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Note que podemos escrever a definicdo acima como uma aplicacdo da distributividade vista na
Proposicao 2.3.

Definicdo 2.2.6. Sejam os polinomios A = 7", ([1L, kjz,)") e B = >y (T o). A
multiplicacdo A - B ¢ obtida pela multiplicacdo de cada monémio de A por B; reescrevendo A =

p , ~
i1 M;, entdo

p
A-B=MB+MB+..+MB=Y MB.

J=1

Exemplo 2.2.4. Sejam os polindmios A = 2xy? + 3ab + 2z e B = 5xy* — ab + 6z + 2t.

1. Asoma A+ B = 2xy* + 3ab + 22 + 5zy® — ab + 6z + 2t = (2zy* + 5zy?) + (3ab — ab) +
(22 + 62) + 2t = Tzy* + 2ab + 8z + 2t.

2. A subtracio A — B = 2zy* + 3ab + 2z — (bzy* — ab + 62 + 2t) = 2xy? + 3ab + 2z — bry* +
ab— 6z — 2t = (2xy?® — bxy?) + (3ab + ab) + (22 — 62) — 2t = —3zy* + dab — 4z — 2t.

3. A multiplicagdo A - B = (2zy* + 3ab + 22) - (bzy* — ab + 6z + 2t).
Aplicando a propriedade distributiva vista anteriormente, temos:
2zy* - (5zy® —ab+6z+2t) +3ab- (5xy* —ab+ 6z +2t) + 22 - (5xy® —ab+ 62 +2t) = (102%y* —
2zy?ab+12zy*z + 4xy?t) + (15xyab — 3a*b? + 18abz + 6abt) + (10xy?z — 2abz + 1222 + 42t).
Reduzindo aos monomios semelhantes, obtemos:
1022y* + 4xy®t — 3ab* + 6abt + 1222 + 4zt + (—2xy?ab + 15zy%ab) + (12zy*2 + 10zy?2) +
(18abz — 2abz) = 102y + 4xy*t — 3a?b? + 6abt + 1222 + 4zt + 13xy?ab + 222y*2 + 16abz.

Como visto acima, a soma, a subtracdo e a multiplicacdo podem ser facilmente aplicdveis entre os
polindmios quando reduzidos aos termos semelhantes. Para que possamos compreender a divisao
teremos que considerar duas situagdes: divisdo entre polindmio € mondmio e divisdo entre polindmios.
A divisdo entre polindmio e mondmio pode ser entendida como uma soma de fracdes cujo denominador

¢ o mesmo em todas as parcelas como definido a seguir:

Definicao 2.2.7. Sejam o polinomio

P
_ a1 a2 Qin Q21 Q22 a2m Qpl Qp2 Qpq __ E
P—kl'xll '.1'12 '...'l‘ln +k2‘x21 '%22 '...':CQm —|—.—|—kp'l’p1 '$p2 '...':Cpqpq — Mj
Jj=1
e 0 monémio
T
M=k J]=5
=1
. P
A divisdo — é dada por
M
a1l Q12 i @21 Q22 a2 R L LI . pora p
kl ° (L’ll * 51312 S ees t xln" + k2 * ZE’21 * ZL'22 Sees I2mm _'_ + kp xpl ./L'p2 e qu . M]
T a; T g T Q; - s
k-1l = k-1l = k-T[_, x Z]\4

i=1 i =1
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Exemplo 2.2.5. Seja o polinémio P = 6xy* + 32%y — 92y e 0 mondémio M = 3xy. A divisdo

P 6xy*+32%y —9zy  Gay® N 3z°y  9zy

M 3y 3y 3zy  3zy

=2y+x—3.

Para que possamos entender a divisao entre polindmios, lembremos da divisdo Euclidiana:

p=q-n+r
vista mais comumente da forma
p q
r n
ou ainda da forma
P T
q q

onde, p,q,n,r € Z com 0 < r < |q|. Ambas igualdades anteriores indicam que p dividido por ¢ é

igual a n e deixa um resto 7. Por exemplo 9 = 2 -4 4 1, ou seja, 9 + 2 = 4 deixando um resto 1.

Seguindo o raciocinio da divisd@o Euclidiana apresentada acima, podemos relacionar os nimeros

P, q,n,r com polindmios. Desse modo, trataremos a divisao entre polindmios por meio da expressao
P=Q -N+R

onde P, (), N e R sdo polindmios.
Note que o grau do polindmio P € maior que o grau dos polindmios () e N. Mais ainda, o grau do

polindmio R é menor que o grau dos polindmios ) e N.

Exemplo 2.2.6. Sejam os polinémios P = 1°> +3x — 6 e Q = v + 3. A divisdo entre P e Q é o

polinomio N = x — 2 mais o resto 2z, pois:
1?43 —-6=(x+3)-(z—2)+27

Exemplo 2.2.7. Sejam os polinémios P = 2% + 52 +4 e Q = x + 1. A divisdo entre P e () é igual

ao polinomio N = x + 4, pois
2 +5r+4=(x+1) (z+4).

Dizemos, neste caso, que a divisdo é exata, visto que ndo hd um resto.
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Capitulo 3

Operacoes Basicas com Polinomios de Graus
1, 2 e 3 por meio de Geometria

No ensino atual, a BNCC (Base Nacional Comum Curricular) [2] propde a dlgebra para a resolucdo de
problemas que envolvem polindmios, bem como equagdes, e propde a geometria para a resolucao de
problemas relacionados ao espaco geométrico: figuras geométricas planas e espaciais. Somente ha

intersecdo entre dlgebra e geometria quando o estudo do plano cartesiano € oferecido.

Portanto, hd uma defasagem da BNCC quanto as propostas de métodos a serem ensinados no ensino
basico. Como dito anteriormente, numa sala de aula ha pluralidade, logo, o professor de Matemadtica
deve buscar diversas alternativas ao ensinar determinado contetddo, por isso, esta dissertagcdo trard o
método geométrico mesmo que este ndo esteja inserido na proposta de ensino ofertada pela BNCC.
Para minimizar este problema, a presente dissertagdo sugere o ensino das propriedades e operagdes
entre polindmios concomitantemente com o ensino de cdlculo de 4reas de retangulos e volumes de
paralelepipedos, fazendo uma relagdo entre dlgebra e geometria. Desse modo, duas das grandes dreas

da matemadtica seriam abrangidas e o conhecimento adquirido pelos alunos seria mais completo.

Também € valido considerar que a Geometria, por ser concreta, facilita a compreensao do abstrato,
sendo este fator mais um incentivo para o tema deste trabalho, ja que o objetivo do professor €, alem de
ensinar, buscar ferramentas que facilitem o ensino e, como ja mencionado anteriormente, seus alunos

compreendam os conteidos ministrados e tenham uma aprendizagem significativa.

Este capitulo serd dividido em duas secdes, uma para o tratamento geométrico dos polindmios de

primeiro e segundo graus, a outra para o tratamento geométrico dos polindmios de terceiro grau.
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3.1 Polinomios de Graus 0, 1 e 2 Associados a Retangulos

Ao estudar o conceito de areas de figuras geométricas, costumamos tratar de objetos com duas
dimensdes, cujas unidades de medidas sdo quadréticas. Por isso, € comum relacionarmos o calculo das
areas com polindmios de segundo grau. No entanto, a depender da escolha das medidas dos lados dos

retangulos, podemos associar o calculo dessas dreas com polindmios de grau zero ou 1° ou 2° grau.

Primeiramente, lembremos que o cdlculo da drea de um retangulo € realizado por meio do produto da
base pela altura.

Definicao 3.1.1. Seja R um retdngulo de lados medindo b e h unidades. Definimos a drea de R como

o produto b - h unidades quadradas ou unidades de drea.

Altura (h)

Base (b)

Figura 3.1: Area do retingulo

Desse modo, temos trés possibilidades para a relacao da area dos retangulos com polindmios:

1. Mondmio de grau zero: basta utilizarmos um retdngulo com todos os lados medindo 1 unidade.

Figura 3.2: Area do retangulo de 1 unidade de 4rea

Assim, sua drea € igual a 1 unidade de drea, ou seja, representa um mondmio F, = 1 cujo grau é
0.
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2. Monomio de grau 1: basta utilizarmos um retangulo cuja base mede x unidas e sua altura mede
1 unidade. Assim, o mondémio P; = x estd relacionado com a drea do retangulo da Figura 3.3.

X

Figura 3.3: Area do retdngulo de x unidades de drea

3. Mondmio de grau 2: tome o polindmio P, = z%. Podemos relaciona-lo a um retdngulo cuja base

¢ altura medem z unidades.

X

Figura 3.4: Area do retangulo de 22 unidades de drea

Relacionamos, entdo, os mondmios Py = 1, P, = z e P, = x? cujos graus sdo 0, 1 e 2, respectiva-
mente, com dreas de retangulos. Caso tenhamos um multiplo dos polindmios Fy, P; e/ou P, basta
multiplicarmos a medida da base e/ou altura do retangulo associado pelo multiplo.

Exemplo 3.1.1. Seja o mondémio P = 3x2. O retdngulo associado ao monémio P seria um retdngulo
composto por 3 quadrados cujos lados medem x unidades, logo um dos lados do retangulo formado

seria igual a 3x unidades e o outro igual a x unidades. Veja na Figura 3.5.
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X o> X

X X X 3X

Figura 3.5: Mondémio P, = 3z

Exemplo 3.1.2. Seja o polinémio P = 2x° + 3. Para representar geometricamente P utilizaremos
um retdngulo associado ao mondémio 2x* e um retdngulo associado ao monémio 3. O polinémio P

serd a composicdo desses dois retdngulos. Veja na Figura 3.6

Figura 3.6: Polindmio P = 222 + 3

Agora que sabemos relacionar polindmios de graus 0, 1 e 2 cujos coeficientes sdo positivos com dreas
de retangulos, podemos introduzir a relagdo de mondmios de coefincientes negativos com areas de
retangulos. Para isto, usamos retdngulos na cor cinza para representar mondmios com sinal positivo
e retangulos na cor vermelha para representar mondmios com sinal negativo. Desse modo, temos as
seguintes possibilidades:

1. Um dos lados representado pela cor preta e o outro lado representado pela cor vermelha resulta

num retangulo de cor vermelha - retingulo associado a um mondmio com sinal negativo;

2. Base e altura representados pela cor preta resultam num retangulo de cor cinza - retangulo
associado a um mondmio com sinal positivo;

3. Base e altura representados pela cor vermelha resultam num retangulo de cor cinza - retangulo
associado a um mondmio de sinal positivo.

E importante notar que os retangulos associados aos polindmios de sinal negativo podem ter ou a base
ou a altura da cor vermelha, ja que por se tratar de uma multiplicacdo, a posicao dos lados ndo altera o
valor da érea calculada.

Exemplo 3.1.3. Sejam os polinomios Py = 1 e P) = —1. Os retdngulos associados a Py e P} sdo

respectivamente
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Figura 3.7: Polindmio Py = 1

ou ainda,

-1

Figura 3.8: Polinomio Py =1

Figura 3.9: Polinémio Py = —1
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Exemplo 3.1.4. Sejam os polinomios P, = x e P| = —x. Os retdngulos associados a P, e P| sdo

respectivamente
1
X
Figura 3.10: Polindmio P, = =
ou ainda,
-X
Figura 3.11: Polindémio P, = =
X
Figura 3.12: Polindmio P = —x
ou ainda,
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-X

Figura 3.13: Polindmio P = —x
Exemplo 3.1.5. Sejam os polindmios Py = 2% e Py = —x%. Os retangulos associados a Py e P} sdo
respectivamente
X
X
Figura 3.14: Polindmio P, = 2
ou ainda,

-X

Figura 3.15: Polindmio P, = 2
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X

Figura 3.16: Polindmio P} = —x2

3.1.1 Adicao e Subtracao de Polinomios

Para tratar da adi¢do e subtragdo de polindmios usaremos a no¢ao de composi¢ao de dreas. Como a
area total de um retangulo € a soma das dreas de todos os retidngulos que o compdem, temos que a
soma dos polindmios serd a soma das dreas dos seus retangulos associados. Ou seja, sendo A, Ao, ..

*

A, as dreas dos retdngulos componentes, a area do retingulo associado a soma do polindmio sera

A= i Ap.
i=1

Para visualizar essa composi¢do, analisemos os exemplos a seguir.

Exemplo 3.1.6. Sejam os polindmios P = x e Q = 2% A soma P+Q estd associada geometricamente

ao retdangulo

Figura 3.17: Polindmio P + @

Logo, P + Q) pode ser escrito como a drea do retdngulo cuja base mede x + 1 unidades e a altura
mede x unidades, ou seja, P+ Q = 2> +x = (v +1) - 2.

Exemplo 3.1.7. Sejam os polinomios P = xy e (Q = —zx. Podemos representar geometricamente P

e Q) das formas:
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X

Figura 3.18: Polindmio P = zy

X

Figura 3.19: Polindmio ) = —zx

E representar a soma P + () como a composicdo dos retdngulos das Figuras 3.18 e 3.19. Veja a
Figura 3.20.

X

Figura 3.20: Polindmio P + Q)
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Podemos escrever a drea total do retangulo da Figura 15 como sendo o polinomio P + () = xy +
r(—z) = xy —xz = x - (y — 2). Portanto, sem que tenhamos utilizado as propriedade algébricas,

pudemos efetuar a soma P + Q) por meio da soma das dreas que compuseram o retdngulo da Figura
3.20.

Exemplo 3.1.8. Seja o polinémio x2 + 2x + 2. Sua presentagdo geométrica é da seguinte forma:

X 1 1

Figura 3.21: Polindmio x2 + 22 + 2

Observe que hd, na Figura 3.21, um retdngulo "sobrando". Podemos escrever x* + 2x + 2 como sendo
a drea do retangulo maior, de lados x + 1, somada com a drea do retdngulo menor cujos lados medem
La?+22+2=(z+1)- (z+1)+1=(z+1)>*+1

Exemplo 3.1.9. Seja o polinémio 2x* — x — 1. Sua representacdo geométrica é:

X X -1

Figura 3.22: Polindmio 222 — z — 1

Assim como no exemplo anterior, temos um retdngulo "sobrando "representado pela Figura 3.22. Por
isso, podemos escrever 2x* — x — 1 como sendo a soma entre a drea do retangulo de lados x e 2x — 1 e
a drea do retangulo vermelho de lados 1 e —1: z(2x — 1)+ (—=1)-1 =22z —1) -1 =22* —z — 1.
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3.1.2 Multiplicacao de Polinomios

Para tratar de multiplicacao de polindmios de 0, 1 ou 2 graus usaremos o seguinte: consideremos o
retangulo cuja base serd o primeiro polindmio e a altura serd representada pelo segundo polindmio. O
resultado da multiplicagdo serd a area do retangulo obtido.

Exemplo 3.1.10. Sejam os polinémios P = (x + y) e Q = (x + 1). A Figura 3.23 mostra a forma
geométrica de PQ):

y X

Figura 3.23: Polinémio P; = (z +y) - (z + 1)

Realizando a soma das quatro dreas formadas obtemos PQ) = base x altura = (z + y)(z + 1) =

1-y+1-2+ay+2*=2%+ 2y + 2+ y como esperado se seguissemos as proposicoes algébricas
demonstradas no capitulo anterior.

Exemplo 3.1.11. Sejam os polinémio (2x + 1) e (z + 2). Podemos representar a multiplicagdo
(2x 4+ 1)(x + 2) conforme a Figura 3.24 a seguir:
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X X 1

Figura 3.24: Polinémio (2x + 1)(z + 2)

Somando as dreas de cada um dos retdngulos formados, temos x +x+1+x+x+1+ 22+ 22 +2 =
222 + bx + 2. Ou seja, temos duas dreas de medida x*, cinco dreas de medida x e duas dreas de

medida 1. Portanto, (2z + 1)(z + 2) = 222 + 5z + 2 como esperado se efetudssemos as propriedades

de soma e multiplicacdo estudadas anteriormente.

Exemplo 3.1.12. Sejam os polinémios (2x + 1) e (—x). Podemos representar geometricamente a
multiplicagcdo (2x + 1)(—x) da forma:

Figura 3.25: Polindmio (—z)(2x + 1)

Assim, podemos escrever o polinémio (—x)(2x+ 1) como a soma das dreas retangulares representadas
na Figura 3.25:

- (—x)+x-(—2)+1-(—2)=—22" -2 = (—1)(2z + 1).
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Exemplo 3.1.13. Sejam os polinémios (x — 2) e (—x + 1). A multiplicagcdo (v — 2)(—z + 1) tem
como representagdo geométrica o retangulo

X -1 -1

Figura 3.26: Polindmio (z — 2)(—x + 1)

Somando as dreas representadas acima na Figura 3.26, temos:
4 (=D + (D) + (=) + () (=) + (-1)(-2) = —o* + 30 - 2,
ou seja, é exatamente o resultado da multiplicagdo algébrica dos fatores do polinomio (x —2)(—x+1).

Seguiremos, agora, com uma nova interpretacdo geométrica de polindmios de graus 0, 1 e 2 de modo
que os polinomios de grau 3 também possam ser compreendidos. Tal representacdo se dard de maneira
andloga ao trabalhado realizado anteriormente com as dreas dos retdngulos.

3.2 Polinomios de Graus 0, 1, 2 e 3 Associados a Prismas

A ideia aqui € relacionar polindmios de graus 0, 1, 2 e 3 com volumes de prismas retangulares
retos, os paralelepipedos. Para isto, lembremos que o cdlculo do volume de um prisma retangular reto
¢ dado pela multiplicacdo das medidas de comprimento, largura e altura:

c

Figura 3.27: Paralelepipedo de lados medindo a, b e ¢
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Definicao 3.2.1. Dado o paralelepipedo de lados medindo a, b e c unidades de comprimento, definimos

seu volume como sendo a expressdo

V = abc

De maneira andloga a area de uma superficie retangular, podemos representar geometricamente
os polindmios, bem como suas operagdes, por meio de paralelepipedos. Analisemos as quatro

possibilidades para a relacdo do volume dos paralelepipedos com mondmios de grau no maximo 3:

1. Mondmio de grau 0: basta utilizarmos um prisma retangular reto com todas as arestas medindo
1 unidade.

Figura 3.28: Paralelepipedo de medida 1 unidade de volume

Assim, seu volume € igual a 1 unidade de volume, ou seja, representa um mondmio Fy = 1 cujo
grau € 0.

2. MonOmio de grau 1: basta utilizarmos um paralelepipedo com uma das arestas medindo x
unidades e as demais medindo 1 unidade. Aqui ndo importa qual das arestas mede X, pois o

volume serd a multiplicac@o das trés arestas resultando sempre x unidades de volume.

X

Figura 3.29: Paralelepipedo de medida x unidades de volume

Assim, seu volume € igual a x unidades de volume e estd associado a0 monoémio de 1° grau
Pl =Xx.

3. Mondmio de grau 2: utilizaremos um paralelepipedo com uma de suas arestas medindo 1 unidade
e as demais medindo x unidades. Como no item anterior, ndo importa qual das arestas medir4 1

unidade, j4 que o volume sera sempre 22 unidades de volume.
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X

Figura 3.30: Paralelepipedo de medida 22 unidades de volume

Logo, temos um paralelepipedo de volume z? unidades de volume que estd associado ao
mondmio de 2° grau P, = 2.

4. Mondmio de grau 3: utilizaremos um paralelepipedo com todas as arestas medindo x unidades.

X

Figura 3.31: Paralelepipedo de medida 2> unidades de volume

Portanto, o paralelepipedo da Figura 3.31 estd associado a0 mondmio de 3° grau P; = 2°

Assim como fizemos ao relacionar mondmios com dreas de retangulos, relacionamos Py = 1, P, = z,
Py = 2% e P3 = 23 cujos graus sdo 0, 1, 2 e 3, respectivamente, com volume de paralelepipedos. Caso
tenhamos um multiplo dos mondmios Fy, P, P, e/ou P; basta multiplicarmos a medida de uma das
arestas do paralelepipedo associado pelo miltiplo. Por exemplo:

Exemplo 3.2.1. Seja o polindmio P = 4x*. O prisma retangular reto associado serd
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4x

Figura 3.32: Paralelepipedo associado ao polindmio P = 4x>

Analogamente a associagdo feita entre polindmios de sinal negativo e positivo de graus 0, 1 e 2 com
areas de retangulos, faremos com os polindmios de sinal negativo e positivo de graus 0, 1, 2 e 3 com
volumes de paralelepipedos. Para isto, usamos prismas retangulares retos na cor cinza para representar
polindmios com sinal positivo e prismas retangulares retos na cor vermelha para representar polindmios
com sinal negativo. Sendo assim, temos as possibilidades a seguir. Considere as arestas citadas como
largura, altura e profundidade.

1. Uma das arestas representada pela cor preta e as demais representadas pela cor vermelha resultam

num paralelepipedo de cor cinza - associado a um mondmio de sinal positivo;

2. Duas arestas representadas pela cor preta e uma aresta representada pela cor vermelha resultam

num paralelepipedo de cor vermelho - associado a um mondmio de sinal negativo;

3. Todas as arestas representadas pela cor preta resultam num paralelepipedo de cor cinza - associ-

ado a um monodémio de sinal positivo;

4. Todas as arestas representadas pela cor vermelha resultam num paralelepipedo de cor vermelho -

associado a um polindmio de sinal negativo.

Exemplo 3.2.2. Sejam os mondémios Py = 1 e B} = —1. Os prismas associados a Py e P} sdo

respectivamente
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Figura 3.33: Mon6mio Fy =1

ou ainda,

1

Figura 3.34: Mondmio Fy = 1

-1

Figura 3.35: Mon6mio Pj = —1
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ou ainda

-1

-1

Figura 3.36: Mon6mio Pj = —1

Exemplo 3.2.3. Sejam os monémios P, = x© e P| = —x. Os prismas associados a P, e P| sdo

respectivamente

X 1
Figura 3.37: Monomio P, =z

Para P, = x, podemos ter, ainda, as arestas Py = 1 - (—1)(—x) ou P, = (—1)(—1)a:

= 1

Figura 3.38: Mondmio P; = x
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= 1

Figura 3.39: Mondmio P, =z

X 1

Figura 3.40: Mondmio P = —z

ou também o paralelepipedo

X 1

Figura 3.41: Mondmio P = —x

Exemplo 3.2.4. Sejam os monomios P, = x? e Py = —x% Os prismas associados a P, e Py sdo

respectivamente
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X

Figura 3.42: Polindmio P, = x?

ou ainda os primas

-X

Figura 3.43: Polindmio P, = 22

-X

Figura 3.44: Polindmio P, = 22
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-1
X

Figura 3.45: Polindmio Pj = —x?

ou ainda
-X
-X
Figura 3.46: Polindmio Py = —z2
Exemplo 3.2.5. Sejam os monémios Py = x3 e Py = —13. Os prismas associados a Py e P} sdo
respectivamente

X

Figura 3.47: Polindmio P; = 23
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ou ainda,

-X

Figura 3.48: Polindmio P; = 23

-X

Figura 3.49: Polindmio P} = —z3

ou ainda,

-X

Figura 3.50: Polindmio P} = —z3

Com base nas representacdes e associacdes vistas acima, podemos relacionar geometricamente qualquer

polindmio de grau no maximo 3. Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 3.2.6. Seja o polinomio P, = 12xyz. Hd diversas maneiras de representar P, geometrica-
mente. Se pensarmos de maneira algébrica, P, pode ser escrito das formas 12(xyz) = (2x)(6y)z =

(3x)y(4z) e tantas outras ainda. Um possivel representacdo é mostrada pela Figura 3.51.

2X

z 3z

Figura 3.51: Polindmio P, = 12zyz

E possivel, ainda, utilizando a representacdo geométrica da Figura 3.51, trabalhar P, como uma soma
de monomios. Somando os volumes dos quatro paralelepipedos construidos a partir da decomposicdo

do paralelepipedo de volume 12xyz, temos 2xyz + 6xyz + 3xyz + vyz = 122y2 como esperado se

usdssemos a soma algébrica convencional.

Exemplo 3.2.7. Seja o polinomio P, = xzt — yzt. Podemos reescrever Py = xzt + (—y)zt. A Figura

3.52 mostra uma representacdo geométrica de Ps:
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X -y
Figura 3.52: Polindbmio P = x2t — yzt
Também é possivel encontrar uma forma simplificada de P, calculando o volume total do paralelepi-

pedo, assim, V = (z + (—y))zt = (x — y)zt. Ou seja, o polindmio Py pode ser simplificado e escrito

da forma Py = xzt — yzt = (x — y)=t.

Exemplo 3.2.8. Seja o polindmio Py = (x + y) - (2 — t) - v. Podemos representd-lo conforme o

paralelepipedo da Figura 3.53.

Figura 3.53: Polindmio P; = (x +y) - (2 — t) - v

Calculando o volume de cada um dos paralelepipedos formados, temos: xzv — xtv — ytv + yzv.

Equivalente ao polinémio Ps se efetudssemos as operagcoes de soma e multiplicacdo vistas na se¢do

anterior. Logo, Ps = (z +vy) - (z —t) - v = zzv — xtv — ytv + yzv.
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Exemplo 3.2.9. Seja o polindmio Py = 13 + 1. Uma possivel representagdo geométrica de P, seria a

da Figura 3.54 a seguir.

Figura 3.54: Polindmio Py

Observe que, neste caso, ndo conseguimos construir um unico prisma retangular reto. Podemos
acrescentar alguns primas e retirar outros de mesmo volume e obter outra representagdo geométrica

par Py. Desta forma, P, ndo sofrerd alteracdo. Veja as Figuras 3.55 e 3.56:

X

Figura 3.55: Polindmio Py = 23 + 1
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Figura 3.56: Polindmio Py = 23 + 1

S — 22422 —x+ x+ 1. Calculando a soma dos volumes da

Algebricamente, fizemos: Py, = x
composi¢do de paralelepipedos, temos Py = x(x + 1)(x — 1) + x + 1. Construimos, desta maneira,
outra representacdo geométrica de Py que nos fornece uma nova maneira algébrica de escrevé-lo.
Portanto, representamos Py como um prisma retangular reto de medidas x, v + 1 e x — 1, outro de
medidas x, 1 e 1, por ultimo, um cubo de lado 1. A partir de agora, chamaremos estes primas que

"sobraram'de restos.
Vejamos outro exemplo:

Exemplo 3.2.10. Seja o polinémio Ps = 23 + 32% + x — 2. Sua possivel representacdo geométrica

seria a da Figura 3.57:

I A
X T 1 1 T ]

Figura 3.57: Polinémio Py = x> + 322 + z — 2

Mas observe que, alguns dos paralelepipedos utilizados poderiam se agrupar formando o solido da
Figura 3.58:
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>

Figura 3.58: Polindmio Ps = 3 + 322 + 2 — 2

Para construirmos um prisma retangular reto, adicionaremos um paralelepipedo cinza cujo volume é
x e um paralelepipedo vermelho também de volume x algebricamente equivalente a Ps = x3 + 32% +

x4+ x —x — 2. Observe na Figura 3.59 a seguir a nova representacdo geométrica de Ps:

.1

Figura 3.59: Polindmio Ps = 2 + 322 + 2 — 2
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A representagdo geométrica da Figura 3.59 corresponde, algebricamente, ao polinomio x(x + 1)(x +

2) — x — 2. Ou seja, podemos reescrever Ps da forma x(x + 1)(xz + 2) — z — 2.

Até agora estudamos maneiras de representar geometricamente os mondmios e polindmios. Seguiremos
tratando as operagdes de soma, subtracao e multiplicagdo entre mondmios e polindmios de maneira

geométrica.

3.2.1 Soma de Polinomios de grau Maximo 3

Pensando na ideia trazida pela operac@o da soma que € acrescentar, juntar, aumentar, trabalharemos,
geometricamente, essa ideia com a composi¢do, ja introduzida na secio anterior, de dreas de retangulos
e/ou volumes de paralelepipedos. Para que esta ideia seja visualmente e geometricamente compreen-
dida, sejam, por exemplo, os mondmios M = 2?2 e N = 2. Queremos representar geometricamente a
soma M + N, veja na Figura 3.60.

+
]

X 1+x
X X

Figura 3.60: Operacgdo geométrica de M + N

Temos que, tanto algebricamente como geometricamente, M + N = 23 + 22 ou, ainda, M + N =
22 - (1 + x), pois a partir da composic¢do dos paralelepipedos, o prisma resultante possui dois lados
medindo z unidades de medida e um lado medindo = + 1 unidades de medida.

De posse da ideia apresentada, vejamos exemplos de todas as possibilidades de soma de polindmios de
grau no maximo 3.

Exemplo 3.2.11. Sejam P3 = 23 e Py = 2 cujos graus sdo, respectivamente, 3 e 0. A representagdo
geométrica da soma P + Py é:
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Figura 3.61: Operagdo geométrica de Ps + Py

Como os dois cubos de volume 1 ndo encaixam no cubo de volume x, a representacdo geométrica da

soma x> + 2 serd somente a disposigdo dos trés prismas.

Exemplo 3.2.12. Sejam P; = 2% e P, = —x cujos graus sdo, respectivamente, 3 e 1. A representagdo

geométrica da soma Ps + Py é:

1

X -1 X -1

Figura 3.62: Operagdo geométrica de Ps 4 P

A Figura 3.62 mostra a representagdo geométrica de Py + Py mesmo ndo sendo possivel uma composi-
cdo dos dois paralelepipedos da esquerda associados aos polinomios Ps e Py. Para que a composicdo
fosse possivel, acrescentamos dois paralelepipedos associados aos polinémios 1> e —x°. A soma

3 — x. E possivel,

equivalente dos volumes é exatamente Ps + Py, pois ° + (—z) + 2* + (—2?) =z
ainda, a partir do paralelepipedo resultante, encontrarmos uma simplificacdo da soma P; + P,

calculando o volume total (x — 1)(z + 1)x = Py + Py.

Exemplo 3.2.13. Sejam P; = 2 e P, = —21? cujos graus sdo, respectivamente, 3 e 2. A representa-
cdo geométrica da soma P3 + P, é:
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X -2

Figura 3.63: Operagdo geométrica de Ps + P»

A Figura 3.63 mostra a representacdo geométrica de P+ P», e ainda, uma maneira de simplificarmos a

expressdo ao realizar o cdlculo do volume do paralelepipedo resultante. Portanto, Ps+ Py = (x —2)z2.

Exemplo 3.2.14. Sejam P, = —2% e Py = 1 cujos graus sdo, respectivamente, 2 e 0. A representacdo
geométrica da soma P, + Py é:

X + 1

Figura 3.64: Operagdo geométrica de P, + Py

A Figura 3.64 mostra a representa¢do geométrica de Py 4+ Fy,e assim como no exemplo anterior, uma

maneira de simplificarmos a expressdo ao realizar o cdlculo do volume do paralelepipedo resultante.
Portanto, Po + Py = 1(z + 1)(—x + 1) = (1 + 2)(1 — x).

Exemplo 3.2.15. Sejam P, = 22° e P, = x cujos graus sdo, respectivamente, 2 e 1. A representacdo
geométrica da soma P, + Py é:
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7z %

2 1 2X + 1

Figura 3.65: Operagdo geométrica de P, + P

Logo, a soma Py, + P, = 22° + x = (2z + 1)z calculando o volume do prisma retangular reto
resultante da Figura 3.65.

Exemplo 3.2.16. Sejam P, = —3x e Fy = 2 cujos graus sdo, respectivamente, 1 e 0. A representa¢do
geométrica da soma P, + P, é:
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.1

-X
1
1
1
&2

2

Figura 3.66: Operagdo geométrica de P; + Py
Podemos observar, na Figura 3.66, que "sobra"uma peca vermelha de volume x associada ao polindmio
—x. Logo, a soma P, + Py também pode ser escrita como 2(1 — z) + (—z) = 2(1 — z) — .
Vimos as possiveis somas entre polindmios de graus 0, 1, 2 e 3. Veremos, a seguir, as possiveis

subtragdes entre estes polindmios de grau no maximo 3.

3.2.2 Subtracao de Polinomios de Grau Maximo 3

Seguindo o mesmo raciocinio da soma, ao trabalhar a opera¢do subtracdo de maneira geométrica
usaremos a composicao de dreas de retangulos e/ou volumes de paralelepipedos. Para visualizar, sejam

os mondmios M = 23 e N = 2%, Queremos representar geometricamente a subtracio M — N, veja.
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X X

Figura 3.67: Operacdo geométricade M — N

Temos que M — N = 23 — 2? = z(x — 1)z = 2*(x — 1).

Assim como fizemos com a soma, traremos exemplos das subtracdes possiveis entre polindmios de
grau no maximo 3.

Exemplo 3.2.17. Sejam os polinémios Py = 13 e Py = 1 cujos graus sdo, respectivamente, 3 e 0. A
representacdo geométrica da subtracdo P3 — P é:

X -1

Figura 3.68: Operacdo geométrica de Ps — Py
Assim como na soma de polinomio de grau 3 com polinomio de grau 0, ndo foi possivel encaixar
os cubos de volume x e de volume 1. Logo, nesse caso, a representacdo geométrica se dard pela

disposigcdo dos dois prismas.

Exemplo 3.2.18. Sejam os polindmios Py = 13 e P, = —2x cujos graus sdo, respectivamente, 3 e 1.

A subtracdo Py — Py = 2% — (—2x) = 2 + 2x. Sua representagdo geométrica é:
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X
X+ 1
./1

Figura 3.69: Operacdo geométrica de Ps — Py

Observe, na Figura 3.69, que para conseguirmos obter uma representa¢cdo geométrica em forma
de prisma retangular reto, tivemos que acrescentar 3 paralelepipedos de cor cinza associados ao
polinémios x®. Para que o resultado da operagdo P; — P, ndo fosse alterado, acrescentamos,
também, 3 paralelepipedos de cor vermelha associados ao polindmios —x%. No entanto, esses liltimos

ficaram "sobrando "na construgdo do prisma. Logo, a subtracdo Ps — Py, pode ser escrita da forma

Py— P =2(z42)(z 4+ 1) + (=327) = x(z + 2)(x + 1) — 322

Exemplo 3.2.19. Sejam os polindmios Py3 = —x° e Py = 2x* cujos graus sdo, respectivamente, 3 e 2.

A representacdo geométrica da subtracdo Ps — P; é:
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X+2

Figura 3.70: Operacdo geométrica de Ps — P»
Temos, portanto, que Py — Py = —23 — 222, por isso o paralelepipedo resultante é completamente
vermelho. Calculando seu volume total, podemos reescrever Py — Py = (—x)x(x + 2) = —2*(z + 2).

Exemplo 3.2.20. Sejam os polindmios P, = —21% e Py = 2 cujos graus sdo, respectivamente, 2 e 0.
A representagdo geométrica da subtragcdo Py — F é:

-2 2
Figura 3.71: Operacdo geométrica de P» — P

Assim como jd fizemos anteriormente, para que a subtracdo fosse representada geometricamente por
um prisma retangular reto, acrescentamos 4 paralelepipedos de cor vermelha e 4 paralelepipedos de

cor cinza associados, respectivamente aos polinomios —x e x. Portanto, calculando o volume total do
paralelepipedo resultante, temos Py — Py = —2(x? + 1).

Exemplo 3.2.21. Sejam os polindmios Py = x* e P, = 3x cujos graus sdo 2 e 1, respectivamente. A
representagdo geométrica de Py — P, = x* — 3x é:

Calculando o volume total do paralelepipedo resultante, temos que P, — Py pode ser escrito da forma
(x — 3)x.
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X 3

Figura 3.72: Operacdo geométrica de P» — P;

Exemplo 3.2.22. Sejam os polinomios P, = —x e Py = —2, cujos graus sdo, respectivamente, 1 e 0.
A subtragdo P, — Py = —x — (—2) = —x + 2 = 2 — x pode ser representada geometricamente da
forma

Figura 3.73: Operacdo geométrica de P, — Py

De posse das representacdes geométricas da soma e da subtracdo expostas anteriormente, vejamos

exemplos que combinam varias das possibilidades vistas:

Exemplo 3.2.23. Sejam os polindmios P = —23 + 2> —1e Q = v — 1. A soma P + Q pode ser

geometricamente representada pela Figura 3.74.

55



Figura 3.74: Operacdo geométrica de P + @

Veja que o prisma associado a parcela x e o prisma associado a parcela —2 ndo encaixaram no
paralelepipedo que representa a soma P + @), logo, calculando o volume total temos P + () =
2(1—z)+x—2

Vejamos, agora, a representacdo geométrica de P — () na Figura 3.75.

X

Figura 3.75: Operagdo geométrica de P — @)

Assim como na soma, o prisma associado a parcela —x ndo encaixou no paralelepipedo resultante da
subtragio P — Q. Como P—Q = -2+ 2> —1—(z—1)= -2’ +2*—1—z+1= -2+ 2% -1,

os cubos associados as parcelas 1 e —1 foram cancelados. Logo, P — Q = 2*(1 — z) — .

Exemplo 3.2.24. Sejam os polinémios P = 22®> —x e Q = 2> — x — 2. A soma P + Q pode ser
representada pela Figura 3.76.
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X X+ 1
/ |
2X + 1 el

Figura 3.76: Operagdo geométrica de P + @

Veja que nao conseguimos formar um tnico paralelepipedo que represente P + (), mas, calculando o
volume total dos dois paralelepipedos formados conseguimos obter uma expressao para a soma P + ().
Logo, P+ Q = [z?(2z + 1)] + [-2(z + 1)] = 2*(2z + 1) — 2(z + 1).

Agora, observe a Figura 3.77 que representa geometricamente P — ()

2x -1
Figura 3.77: Operagdo geométricade P — @)

Assim como na representacdo geométrica da soma P + (), também nio conseguimos montar por
composi¢do um unico paralelepipedo que representasse P — (), porém, calculando o volume total de
cada prisma retangular reto construido, obtemos P — Q = z%(2z — 1) + 2.

Vejamos, agora, as possiveis representacdes geométricas da multiplicagdo.

3.2.3 Multiplicacao de Polinomios de Grau Maximo 3

A multiplicagc@o serd mais direta, visto que anteriormente, ao trabalharmos as representacoes
geométricas dos polindmios € mondmios, realizamos implicitamente diversas multiplicagdes. No
entanto, passaremos a analisa-la de maneira mais direta. Tomemos, por exemplo, os polindmios P =
r+1e Q@ = 2% Queremos representar geometricamente P(). Para isto, pensemos no célculo algébrico
do produto PQ = z%(z + 1) = 23 + 22, logo, PQ pode ser representado por um paralelepipedo
associado a um polindmio de grau 3 e um polindmio de grau 2. Veja na Figura 3.78.
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X+1

X+1

Figura 3.78: Operagdo geométrica de PQ

Analisando de maneira geométrica, o volume de um paralelepipedo, como vimos anteriormente, €
dado pelo produto da area da sua base e a sua altura. Logo, para representar geometricamente uma
multiplicacdo entre polindmios, podemos associd-los as trés arestas de um paralelepipedo. Sendo

assim, calculando o volume total do prisma resultante da Figura 64, temos PQ = (x + 1)z* = 2% + 22

No caso da multiplicagdo entre polindmios, é importante ter aten¢do no grau resultante do pro-
duto. Como neste trabalho somente tratamos de polindmios de graus 0O, 1, 2 e 3, representaremos
geometricamente somente os produtos entre polindmios de graus 3 e 0, polindomios de graus 2 e 0,
polindmios de graus 2 e 1, e, por fim, polindmios de graus 1 e 0. Vejamos exemplos que representem
essas possibilidades apontadas.

Exemplo 3.2.25. Sejam os polinémios Py = x> e Py = 2 cujos graus sdo, respectivamente, 3 e
0. Neste caso, P3P, trata-se de um miiltiplo de Ps. Basta construirmos um prisma retangular reto

composto por dois paralelepipedos associados ao polindmio x3. Veja a Figura 3.79.

2X
Figura 3.79: Operacdo geométrica de P3P,

Portanto, P3Py = 223.

Exemplo 3.2.26. Sejam os polinémios Py, = —x* e Py = —2 cujos graus sdo 2 e 0, respectivamente.

Como ambos os polindémios sdo negativos, a multiplicagcdo resultard num polinémio de sinal positivo.
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Assim como no exemplo anterior, P, Py é um miiltiplo de P, e esta mudanca de sinal pode ser observada
também na representagcdo geométrica de P, Py. Sendo este representado por um prisma retangular

reto de cor cinza cujo volume é 22> = P, P,. Veja na Figura 3.80.

Figura 3.80: Operacgdo geométrica de P, P

Exemplo 3.2.27. Sejam os polindmios P, = 22 e P, = —x cujos graus sdo, respectivamente, 2 e 1.

Associando os polinomios P e P as arestas de um paralelepipedo, temos que P, Py serd representado

geometricamente da forma

2X

Figura 3.81: Operacao geométrica de P Py

Calculando o volume total do paralelepipedo da Figura 3.81, temos que Py P, = —2x3,

Exemplo 3.2.28. Sejam os polinomios P, = —x e Py = 3 cujos graus sdo, respectivamente 1 e Q.
P, Py é um muiltiplo de P,. Portanto, como visto anteriormente, sua representacdo geométrica é a da

Figura 3.82.
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3 1

Figura 3.82: Operagdo geométrica de P, Py

Para que possamos efetuar geometricamente a divisdo entre polindmios, introduziremos o "quebra-

cabeca"desenvolvido para a realizacao da presente dissertacao.

Até aqui ja estamos dotados de conhecimento algébrico acerca dos polindmios, especialmente os de
grau no maximo 3, bem como interpretd-los de maneira geométrica utilizando area de superficies
retangulares e volume de prismas retangulares retos. Dessa maneira, espera-se que o jogo apresentado

a seguir seja de facil compreensao.
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Capitulo 4
Jogo '"Monte seu prédio"

Nesse capitulo propomos efetuar divisdo de polindmios de grau 3 por polindmios de graus 2 e 1,
bem como divisao de polindmios de grau 2 por polindmios de grau 1, de forma lddica utilizando o
jogo "Monte seu prédio". Este contetido € ministrado na turma do 8° ano do ensino fundamental II,
de acordo com o curriculo oferecido pela BNCC (Base Nacional Comum Curricular). Portanto, o
jogo € sugerido para este publico e com este fim: ensino das operacdes de multiplicacdo e divisdo de

polindmios nas turmas de 8° ano do ensino fundamental II.

Como jé esclarecido anteriormente, a manipulagcdo de objetos matematicos facilita o aprendizado, por
1sso, 0 objetivo deste trabalho foi trazer uma maneira lidica de concretizar e experienciar a matematica
de modo que fosse facil por em pratica na sala de aula, mesmo num momento de aulas remotas
e/ou hibridas, como estamos vivenciando. Uma sugestdo € disponibilizar para os alunos as diversas
planificacdes dos primas retangulares que serdo utilizados para que eles montem as pecas e durante a

aula planejada o jogo possa ser executado.

Trata-se de um quebra cabega composto por pecas que sao paralelepipedos retos de dimensdes diversas.
Essas pecas serdo apresentadas nas cores: cinza, quando tratarmos de mondmios com coeficientes

positivos, e vermelho, quando tratarmos de mondmios com coeficientes negativos.

4.1 Conhecendo as pecas do jogo

A peca que representa a unidade positiva tem todas as medidas iguais a 1 unidade, isto €, altura,
largura e comprimento medem 1 unidade. J4 a peca que representa a unidade negativa tem todos os
lados associados a —1 e as demais dimensdes medindo 1. Veja as Figuras 4.1 e 4.2:
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Figura 4.1: Peca cinza de volume 1 associada ao monomio 1

ou

Figura 4.2: Peca vermelha de volume 1 associada ao mondémio —1

A préxima peca terd as dimensoes altura e largura com 1 unidade e comprimento com x unidades. Serd

cinza quando representar o mondmio x e vermelha quando simbolizar —x. Veja as Figuras 4.3 e 4.4:

Figura 4.3: Peca cinza de volume x associada ao mondémio x
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ou

Figura 4.4: Peca vermelha de volume z associada a0 mondémio —x

E importante ressaltar que x ndo pode ser multiplo da unidade para ndo causar confusdo com o medida

de "x"ao jogar.

A peca seguinte terd as dimensoes altura e largura com x unidades e comprimento com 1 unidade, logo,
seu volume é 22, Serd cinza quando representar o mondmio z2 € vermelha para —z2. Veja as Figuras
4.5¢e4.6:

X

Figura 4.5: Pega cinza de volume 2 associada a0 monomio z2

ou
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X

Figura 4.6: Pega vermelha de volume 22 associada a0 monoémio —z2

Por fim, a maior peca tem todas as medidas, altura, largura e comprimento, medindo = unidades. A

peca serd cinza quando representar o mondmio 2 e vermelha quando o mondmio for —z3:

X

3 3

Figura 4.7: Peca cinza de volume x° associada ao mondémio x

ou
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X

3 3

Figura 4.8: Peca vermelha de volume x° associada a0 monémio —z

4.2 Condicoes sobre os polinomios para o jogo ser possivel

Utilizando as pecas apresentadas para efetuar as divisdes por meio do jogo, hd 3 casos possiveis a
serem trabalhados, porém, devemos considerar algumas condi¢des necessarias ao funcionamento do

jogo "Monte seu prédio". Vejamos:

1. Divisao de polinomio de grau 2 por um polinomio de grau 1:

ar® + bxr + ¢

Seja a divisao
J dr + e

entre polindmios de grau 2 e grau 1:

ar® + bx + ¢ dz + e

—_qr? _ ee a b ae
axr R dx—i—d

(b— %)z +c
ae an e
(—b+ %)y 4 % — b

Como utilizaremos pecas com medidas naturais, as condi¢cOes necessdrias para que seja possivel
. . - a
utilizar o jogo sdo que 27 e N.

Para jogar, construiremos o prédio de modo que o volume total das pecas utilizadas para
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montar o quebra cabeca corresponderd ao polindmio do numerador e a altura do prédio cor-
responderd o mais préximo possivel ao denominador, sendo assim, a drea da base do prédio

corresponderd ao quociente da divisdo. As pecas que sobrarem serdo o resto desta divisao.

. Divisao de polindomio de grau 3 por um polinomio de grau 1:

ar® + b’ +cr+d

Seja a divisao entre polindmios de grau 3 e grau 1:
mr+n
az® + bz +cx +d mz +n
3 an .2 2 b b
—ar® — L2+ (2 -S4 (& -2 —

(b— )2+ cx+d
—(b— )2 4 (—lm 4 g

m m

(C_%+an)+d

3

_ bn _ an? _cn bn? an
( ¢ m m2)x m+m2+m3

d_ﬂ+@+@

m m?2 m3

Como utilizaremos um ndmero inteiro de pegas, as condi¢cdes necessdrias para que seja possivel
C

utilizar o jogo sdo que —, —, — € N.

m3’ m? ' m
Para jogar, construiremos o prédio de modo que o numerador corresponderd ao volume do
prédio a ser construido, ou seja, correspondera ao total de pecas a serem utilizadas para montar o
quebra cabeca; o denominador serd a altura do prédio, sendo assim, a area da base do prédio

corresponderd ao quociente da divisdo. As pecas que sobrarem serdo o resto desta divisao.

. Divisao de polindomio de grau 3 por um polindomio de grau 2:

ar® + b’ +cr+d

Seja a divisdo 5
mx” +nr+p

entre polindmios de grau 3 e grau 2:

ar® +bx®> +cx+d | mx®+nr+p

—ar’ = ot = Ro Sed (o)
b— )32 4 (c— B)z +d
—(—%ﬁ+k%+%w+(“+%>
(=BTt spr+d—2— 32
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Como utilizaremos um ndmero inteiro de pecas, as condi¢cdes necessdrias para que seja possivel

oy . - a
utilizar o jogo sdo que —, — € N.
m= m

Para jogar, construiremos o prédio de modo que o numerador corresponderd ao volume do
prédio a ser construido, ou seja, correspondera ao total de pegas a serem utilizadas para mon-
tar o quebra cabeca; o denominador serd a base do prédio, sendo assim, a altura do prédio

correspondera ao quociente da divis@o. As pecas que sobrarem serao o resto desta divisao.

O objetivo do jogo é, a partir de uma divisdo de polindmios, construir um prédio com base, ou altura,
determinada pelo denominador e volume o mais préximo possivel do numerador. No caso de sobrarem
pecas, estas serdo o resto da divisdo, observando que o total de pecas, incluindo as que sobraram, sera
equivalente ao polindmio indicado pelo numerador da divisao.

Como visto anteriormente, o volume de um paralelepipedo € dado pela multiplicacdo da drea da base
pela altura, logo, para utilizar o quebra cabega, seguiremos o seguinte raciocinio quando ndo h4 resto,

ou seja, quando a divisdo for exata:

1%
—=h
b

ou v
— =
h

onde V' € o polindbmio que representa o volume do paralelepipedo, b o polindmio que representa a base
e h o polindmio que representa a altura.

Quando a divisao for inexata, ou seja, quando houver resto (sobra de pecas), o volume V' do prisma
serd a soma das pecas utilizadas na montagem do prédio com as pecas que sobraram. Veremos a seguir

como jogar de acordo com 0s trés casos possiveis.

4.3 Divisao de polinémios de grau 2 por outro de grau 1

De posse das pecas, comecamos a efetuar a divisdo de um polindmio de grau 2 por outro de grau
1 montando um prédio, que serd um prisma retangular reto, de volume o mais préximo possivel do
numerador e cuja altura corresponderd ao polindmio do denominador da divisdao. A resultado da

divisdo serd a base do prédio a ser determinada no quebra-cabeca. Veja os exemplos a seguir.

22 +4x+3

r+1
utilizaremos uma peca cinza de volume 1%, quatro pecas cinzas de volume x e trés pegas cinzas de

Exemplo 4.3.1. Seja a divisdo Para representar o polinomio V = z* + 4x + 3,

volume unitdrio de modo que a altura do prédio a ser construido seja o polinomio do denominador
h = x + 1. O tunico modo de dispor essas pecas de modo que a altura seja x + 1 é o representado

pela Figura 4.9. A drea da base encontrada serd o quociente da divisdo. Veja a representacdo abaixo:
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X 1 1 1
2
; 4
Figura 4.9: Prédio v tdr+3
z+1
O retangulo obtido na base é:
1
X 17 1 1
22 +4x+3

Figura 4.10: Base do Prédio
x+1

2
) ) .. x4+ 4r+3
Temos, portanto, que a drea da base encontrada é x + 3, logo, o resultado da divisdo é T =

x

T+ 3.

2
3
Exemplo 4.3.2. Seja a divisdo HTQI Queremos construir um prédio de altura h = x + 2 cujo total
x

de pecas utilizadas para a construcdo represente o numerador V = x* + 3x. Para isto, iniciaremos

utilizando uma pega cinza de volume x* e trés pecas cinzas de volume x:
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X 1

2 + 3z
+ 2

Figura 4.11: Prédio

Contudo, ndo conseguimos construir um paralelepipedo reto. Para isto, devemos acrescentar duas
pecas cinzas de volume 1. E, para ndo interferir no volume total, também acrescentaremos duas pecas

vermelhas de volume 1:

2 + 3z

Figura 4.12: Prédio
+ 2

Desse modo, sobraram pecas que representardo o resto da divisdo. A base obtida na construcdo do

prédio é:
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X 1
2
Figura 4.13: Base do Prédio vt 3
x+2
o *+ 3 : .
cuja drea mede b = (x + 1) - 1 = x + 1. Portanto, Ty - x + 1 e sobra um resto igual a —2.
2
, Lt A +4 : o .
Exemplo 4.3.3. Seja a divisdo 12 Queremos construir um prédio de tal maneira que as
x

pecas utilizadas totalizem um volume igual ao numerador x° + 4x + 4 e a altura do prédio seja x + 2.

pd 1

2 4+4z+4

Fi 4.14: Prédi
igura rédio 5

Utilizamos, para a construgdo do prédio da Figura 4.14, uma peca cinza de volume x*, quatro pegas
cinzas de volume x e quatro pegas cinzas de volume 1. A drea da base encontrada é representada pela
Figura 4.15:

1
2
Figura 4.15: Base do prédio -4
T +2
x? +4r 44
Algebricamente representada por (x + 2) - 1 = x + 2. Portanto, rrar+4 — 19

T+ 2
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2
: o Tt x—2 . g
Exemplo 4.3.4. Seja a divisdo ——————. Queremos construir um prédio utilizando um total de

x

pecas cujo volume seja igual ao polindmio do numerador e cuja altura seja v + 3. Para isto, serdo
necessdrios uma peca cinza de volume x°, trés pecas cinza de volume x (para que tenhamos altura
x + 3), duas pecas vermelha de volume x (para que cancelando com as pecas de cor cinza obtenhamos

um volume igual a x) e duas pecas de cor vermelha de volume 1. Veja a Figura 4.16.

.1
.1
.1
X
-1
X 1 1
24zr—2

Fi 4.16: Prédi
igura rédio — 3

Para que o prédio construido seja um prisma retangular reto, precisamos acrescentar quatro pecas
vermelhas de volume 1. Como ndo podemos interferir no volume total, também acrescentaremos
quatro pegas cinzas de volume 1. Observe na Figura 4.17.
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.1
.1
.1
X 1 1 1 1
1 1 1 1
X 1 1 1 1
. L x4 —2
Figura 4.17: Prédio 2 3

Ao construir o prédio, a drea da base encontrada é igual a x — 2, como representada pela Figura 4.18.

]

X 1 1

22 +x—2

Figura 4.18: Base do Prédio
T+3

22 4+x—2

Como sobraram quatro pecas de volume 1, temos que 3
x

= x — 2 com resto igual a 4.

4.4 Divisao de polinomios de grau 3 por outro de grau 1

Na divisdo de um polindmio de grau 3 por um polindmio de grau 1 montaremos um prédio cujo
volume serd o mais proximo possivel do numerador e altura serd o denominador da divisdo. A base,

que serd determinada ao jogar, representard o quociente da divisdo. Veja os exemplos.

23 + 222
T+ 2
o0 mais proximo possivel do volume dado pelo polinémio V = 23 + 2% de modo que a altura seja

Exemplo 4.4.1. Seja a divisdo . Queremos construir um prédio cujo total de pecas seja

representada pelo polinomio h = v + 2:
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3 2 2
Figura 4.19: Prédio ©— =2
T+ 2

Para a construgdo do prédio da Figura 4.19 utilizamos uma peca cinza de volume igual & x* e duas

pecas de cor cinza de volume %. Observe a Figura 4.20 que indica a drea da base do prédio obtido:

X
X
3 2 2
Figura 4.20: Base do Prédio s
+2
3 2
: L. X0+ 27
Portanto, o quociente da divisdo ———— ¢é x°.
T+ 2
3 4 o2
Exemplo 4.4.2. Seja a divisato ————. Queremos construir um prédio de altura h = x — 1 utilizando

um total de pecas que resultem num volume igual, ou mais proximo possivel, ao numerador da divisdo:
V = a® + 22, Para representd-lo, comecaremos utilizando uma peca cinza de volume 3, uma peca
vermelha de volume x* e duas pecas cinzas de volume x* (uma delas ird cancelar com o —x*) para

que o prédio tenha a altura determinada. Veja na Figura 4.21.
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m3+x2

Figura 4.21: Prédio
z—1

Observe que o prédio construido ndo estd no formato de um prisma retangular. Para isto, acrescenta-
remos duas pegas cinzas de volume x e duas pecas vermelhas de volume x, assim ndo iremos interferir

no volume total. Veja:

Figura 4.22: Prédio
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Cujo retangulo obtido na base do prédio é:

X
X 1T 1
3 2
Figura 4.23: Base do prédio v 916
T —

A drea da base encontrada no prédio construido mede x> + x + x = x> + 2x. Como sobraram pegas

3 2 3 2
- . g - e~ X X x
na constru¢do do prédio, estas sdo o resto da divisdo w1 Portanto, ———— = x> + 2x e sobra
m — —
um resto igual a 2.
. R L S | . o . .
Exemplo 4.4.3. Seja a divisdo B Construiremos um prédio cujo volume seja o mais
x

proximo possivel do numerador V = x3 + 2% + 1. Para tanto, utilizaremos uma pega cinza de volume

13, uma peca cinza de volume x* e uma pega cinza de volume 1 de modo que a altura representada

seja o denominador h = x + 1:

1
X
X 1
1
X 1
3 2
1
Figura 4.24: Prédio i
z+1

Como a peca de volume 1 ndo encaixa nas demais pecas para que possamos construir o prédio da
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Figura 4.24 - lembrando que o prédio deve ser sem formato de prisma retangular - representard, entdo,

o resto da divisdo. A base encontrada é x - x = x°. Veja na Figura 4.25:

X
X
3 2
1

Figura 4.25: Base do prédio S

r+1
3 2
4+ x+1 . .
Portanto, ——————— = 2% e sobra resto igual a 1.
r+1
3 2
Exemplo 4.4.4. Seja a divisdo V1 O total de pecas que podemos utilizar para montar o prédio

deverd ter volume o mais préximo possivel do numerador x> + 2x? de modo que a altura seja igual ao

denominador x — 1. Para tanto, precisaremos de uma peca cinza de volume 3

, umas peca vermelha
de volume 2 e trés pecas cinza de volume %, pois uma delas ird cancelar com a peca vermelha de

volume % obtendo um volume total igual ao numerador x® + 2x°. Veja na Figura 4.26:
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3 + 222
r—1

Figura 4.26: Prédio

Entretanto, ndo obtivemos um prédio em formato de prisma retangular reto. Desse modo, acrescen-
taremos trés pecas de cor vermelha de volume igual a x. Para que estas pegas acrescentadas ndo

interfiram no volume total, devemos acrescentar também trés pecas de cor cinza de volume igual a x.
Veja na Figura 4.27:

77



x5 + 222
r—1

Figura 4.27: Prédio

Temos, finalmente, uma prédio de volume igual ao numerador da divisdo, % + 222, e de altura

igual ao denominador, v — 1. A base encontrada é representada pela Figura 4.28:

3 2 2
Figura 4.28: Base do Prédio e

Ou seja, a drea da base encontrada é x* + 3x. Como sobraram trés pecas de cor cinza de volume
3 2
x° + 2z

igual a x, totalizando um volume de 3x, temos que 1
‘/I/‘ PR

= 2% + 3x sobrando um resto igual a 3.

Vimos até aqui que, dada a divisdo, devemos observar o denominador: se o grau for 1, entdao
precisaremos montar um prédio com altura igual ao polindmio do denominador tendo a base a ser
determinada na solucio do quebra cabeca.
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4.5 Divisao de polinomios de grau 3 por outro de grau 2

Este caso serd diferente dos anteriores, se dard de modo que o volume correspodenrd ao numerador,
a base corresponderd ao denominador e altura a ser determinada na resolu¢do do quebera cabeca
corresponderd ao quociene da divisdo. Veja os exemplos.

A : e
Exemplo 4.5.1. Seja a divisdo . Queremos construir um prédio cujo volume represente
—x?+x
o numerador V- = —x* + 12 e a drea da base serd b = —x° + = que é o denominador da divisdo.

Comecaremos pela construgcdo da base. Veja a Figura 4.29:

X
X 1
.3 2
Figura 4.29: Base do prédio :c 2+ a;
—x°+x

Para construir o prédio com pecas que representem o polinomio do numerador da divisdo, utilizaremos

3

uma peca vermelha de volume 13 e uma pega cinza de volume x*. Veja na Figura 4.30:

3 2
. . x
Figura 4.30: Prédio 274—
—x*“+x
—z3 4 22
Como a altura encontrada é x, temos que o resultado da divisdo o éigual a .
-+

3

x
E lo 4.5.2. Seja a divisa
xemplo eja a divisio 1

um volume igual & 13 + 2 cuja drea da base seja igual a x* + 1. Observe, na Figura 4.31, que ndo é

. Queremos construir um prédio utilizando pecas que totalizem

possivel que a base do prédio seja um retdngulo de drea x°® + 1 sem o acréscimo de outras pecas:
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X 1

Figura 4.31

O prédio ndo seria um prisma retangular reto nessa situagdo. Entdo, acrescentaremos pecas de cor

cinza e vermelho para obter um retangulo como mostra a Figura 4.32:

B

3
2
Figura 4.32: Base do Prédio 7362 +
2 +1

A Figura 4.32 mostra como serd a base do prédio. A altura deve ser pelo menos x, pois utilizaremos

uma pega cinza de volume 3, uma peca cinza de volume x, uma peca cinza de volume % e uma peca

na construgdo do prédio. Como o total de pecas deve ser x® + 2 e jd temos

22 + 2% — 22 + x nesse edificio, sobrard —x + 2 para chegar num volume indicado pelo numerador
23 + 2 da divisdo:

vermelha de volume x>
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3 +2

Figura 4.33: Prédio —
441

Como a altura encontrada do prédio construido é igual a x e sobram duas pecas de cor cinza de
3
x° 42

1 = x com resto —x + 2.

volume 1 e uma peca vermelha de volume . Temos que
x

Espera-se que o jogo "Monte seu prédio"apresentado acima seja um facilitador do ensino e torne a
aprendizagem significativa possibilitando ao aluno, bem como ao professor, manipular os abjetos

matematicos e integrar a Algebra e a Geometria.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Esta dissertacdo objetivou restabelecer a relagio entre Algebra e Geometria no ensino de polind-
mios na educacdo bésica por meio de materiais manipuldveis geometricamente. Sugerimos a utilizacao,
na sala de aula, do quebra cabeca "Monte seu prédio"afim de conseguirmos trabalhar polindmios, dreas
de retangulos, volumes de prismas retangulares retos, bem como o raciocinio 16gico, além de melhorar
as habilidades da no¢ao espacial, caso o professor compartilhe as planificagdes dos prismas com o

intuito dos préprios alunos montarem as pecas a serem utilizadas, como sugerido.

De acordo com Lorenzato:

Os conceitos evoluem com o processo de abstracao; a abstracdo ocorre pela se-
paracdo mental das propriedades inerentes a objetos (DAVIDOV, 1982, p. 332).
Esse processo comeca com o apoio dos nossos sentidos e, assim, ele é aparente-
mente paradoxal porque, para se chegar no abstrato, é preciso partir do concreto.
(Lorenzato)

Tendo em vista ndo ser facil caracterizar objetos sem antes os termos vistos, por exemplo, ndo hd como
caracterizar uma garrafa, uma caixa ou uma caneta sem ter, pelo menos, um prévio conhecimento
visual acerca deles. Pensando nisso, trouxemos o jogo como uma maneira de visualizar a Algebra e dar
oportunidade aos alunos de obterem esse prévio conhecimento visual, possibilitando a absor¢do dos
conhecimentos mediados pelo professor, em especial, os Polindmios. Portanto, com base no recorte
acima, trabalhar com o jogo "Monte seu prédio"permite que os alunos manipulem a matemética por
intermédio de materiais concretos, agucando os sentidos por meio dessa manipulagao e, finalmente,
alcancando a abstragdo matematica, ou seja, compreendendo o contetudo trabalhado em sala de aula.
Segundo Moura,
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O jogo na educagdo matemdtica parece justificar-se ao introduzir uma linguagem
matemadtica que pouco a pouco serd incorporada aos conceitos matemaéticos for-
mais, ao desenvolver a capacidade de lidar com informagdes e ao criar significados
culturais para os conceitos matemaéticos € o estudo de novos contetidos. (MOURA,
1994, p. 24).

Desde a antiguidade problemas algébricos eram tratados como problemas de dreas retangulares e volu-
mes de paralelepipedos. Logo, trazer essa visdo relacionando as duas dreas da Matemadtica possibilita,
inclusive, introduzir a Histéria da Matemética em sala de aula. Expondo aos alunos o surgimento de
elementos matematicos, os porqués das formas e das suas funcdes, torna o aprendizado matematico
objetivo e de maior compreensao.

Trazendo algumas experiéncias que tive em salas de aula do Ensino Fundamental Anos Finais, posso
compartilhar o encantamento dos alunos ao, na introdu¢do de determinado contetido, falar da Histéria
da Matematica: da interacdo da Matemadtica com a Filosofia, do surgimento dos niimeros, da evolucao
da Matemadtica acompanhando a evolucao das civilizagdes, a relacdo cultural que hd com a Matemaética,

o impacto causado pelas Guerras no avango das pesquisas Matemadticas, entre outros tantos exemplos.

Sendo assim, vemos cada vez mais a importancia de relacionar os contetidos matematicos em sala de
aula, concretizar a abstragcao natural que existe nas Ciéncias Exatas e tornar o aprendizado significativo,
que € o objetivo de todo professor. Esperamos que o jogo "Monte seu prédio"seja mais uma boa
ferramenta a ser utilizada em sala de aula e alcance o objetivo a que foi sugerido: permitir a associagao
da Algebra e da Geometria, o aprendizado significativo e a manipulacio do contetdo trabalhado, os
Polindmios.
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