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RESUMO

O conhecimento explanado de forma interdisciplinar representa uma importante
ferramenta para a busca de uma aprendizagem significativa em Matemética, com
vistas a contextualizacao e aplicacdes dos conceitos matematicos em outras areas do
saber. Nesse contexto, os regimentos educacionais oficiais da area de Matematica e
suas Tecnologias defendem a construcédo de uma visdo mais integrada da Matematica
e de sua relagdo com a Ciéncia. Entre as habilidades destacadas para o ensino
significativo de Matematica no Ensino Basico estd o conhecimento e a aplicacdo de
conceitos de poliedros regulares no entendimento de fen6menos da natureza e
solucéo de situacbes-problemas. Embora se tenha o conhecimento da importancia
desse tema de estudo para a melhoria do ensino-aprendizagem de Matematica,
conceitos basicos como éarea superficial e volume, bem como teméticas
interdisciplinares envolvendo a significagdo do estudo de poliedros regulares ainda
sdo pouco explorados na literatura e até mesmo no ambiente escolar. Diante do
exposto, 0 objetivo principal deste trabalho € desmistificar os conceitos matematicos
dos poliedros regulares e suas aplicacdes na modelagem de fendmenos e situacoes-
problema em areas da Ciéncia basica e aplicada. Nesse sentido, foi realizada uma
revisdo da literatura, com os objetivos especificos de revisar conceitos basicos de
geometria plana e espacial; reconhecer os poliedros regulares, seus elementos e suas
relagbes com poliedros platbnicos e outras estruturas geométricas tridimensionais;
determinar a area superficial e o volume desses solidos; reconhecer e relacionar os
conceitos matematicos dos poliedros regulares aplicados a modelagem de fenbmenos
em éareas da Ciéncia. Com os resultados da pesquisa, espera-se oferecer
especialmente ao professor de Matematica do Ensino Basico, uma visao diferenciada
de sua formacdo inicial, com vista ao seu desenvolvimento profissional, com
consequéncia na melhoria do seu fazer pedagogico e no ensino-aprendizagem de
Matematica.

Palavras-chave: Ensino-aprendizagem de Matematica. Poliedros regulares. Area e
volume de solidos. Aprendizagem significativa. Ciéncia basica e aplicada.



ABSTRACT

Interdisciplinary knowledge represents an important tool to seek meaningful learning
in Mathematics, with a view to contextualizing and applying mathematical concepts in
other scientific areas. In this context, the official educational regulations in the
Mathematics and its Technologies area defend the construction of a more integrated
view of Mathematics and its relationship with Science. Among the developed abilities
for the meaningful teaching of Mathematics in Basic Education are knowing and
applying concepts from regular polyhedra in understanding phenomena and solving
problem-situations. Although the importance of this topic of study is known to improve
the teaching-learning of Mathematics, basic concepts such as surface area and
volume, as well as interdisciplinary themes involving the significance of the study of
regular polyhedra are still little explored in the literature and in the school environment.
Given the above, the main objective of this work is to demystify the mathematical
concepts of regular polyhedra and their applications in modeling phenomena and
problem-situations in areas of basic and applied science. In this sense, a literature
review was proposed, with the specific objectives of reviewing basic concepts of plane
and spatial geometry; recognize regular polyhedra, their elements and their
relationships with Platonic polyhedra and other three-dimensional geometric
structures; determine the surface area and volume of these solids; recognize and
relate the mathematical concepts of regular polyhedra applied to the modeling of
phenomena in Science areas. With the results of this research, it is expected to offer,
especially to the Basic Education Mathematics teacher, a differentiated view of their
graduation level training, with a view to their professional development, with the
consequent improvement of their pedagogical practice and teaching-learning of
Mathematics.

Keywords: Teaching-learning of Mathematics. Regular polyhedral. Area and volume
of solids. Meaningful learning. Basic and applied science.
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1 INTRODUCAO

A utilizacdo majoritaria de metodologias tradicionais para ensinar Matematica
no ensino basico brasileiro, centradas apenas no conhecimento formal de definicdes,
técnicas e demonstracbes pode estar relacionada com os baixos indices de
aprendizagem e com o0 desinteresse do aluno pelo entendimento de conceitos
matematicos essenciais para o desenvolvimento de suas competéncias e solucéo de
problemas reais.

Entretanto, a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB, Lei n°
9394/96) é bastante clara com essa questéo, quando define como objetivos do ensino
médio, o aprimoramento do educando como ser humano, sua formacédo ética, o
desenvolvimento de sua autonomia intelectual e de seu pensamento critico, sua
preparacao para o trabalho e o desenvolvimento de competéncias para continuar seu
aprendizado (BRASIL, 1996). Assim, a fun¢éo social da escola deve ser caracterizada
especialmente como formadora de cidaddos conscientes e capazes de interagir
socioeconomicamente na sociedade, preparando o aluno para os desafios atuais no
mundo do trabalho ou no ensino superior.

Nessa discussdo, € importante que o professor leve em consideracdo os
diferentes propdsitos da formacdo matematica na educacao basica. Nesse aspecto,
segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN):

Espera-se que ao final do ensino médio, os alunos saibam
usar a Matematica para resolver problemas praticos do
guotidiano; modelar fenbmenos em outras areas do
conhecimento; compreender que a Mateméatica é uma
ciéncia com caracteristicas proprias; que se organiza via
teoremas e demonstracdes; perceber a Matematica como
um conhecimento social e historicamente construido; e
saber apreciar a importancia da Matemética no
desenvolvimento cientifico e tecnolégico (BRASIL, 2006,
p.69).

Além disso, para que estes objetivos possam ser alcancados, Rocha (2018)
destaca que o professor ndo deve ignorar os avangos tecnoldgicos, nem sua
capacidade de se adaptar e de aprender, bem como seu potencial pedagogico e sua
importancia na sociedade. Souza (2018, p.100) destaca também que “a educagao

deve ser repensada como um todo, o estudo da inovacdo pedagodgica deve ser
intensificado nas escolas enfatizando a desmistificagdo de conceitos, 0 resgate da
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= ”

dimensdo do humano neste processo e o respeito aos direitos do cidadao”. Portanto,
cabe ao professor conhecer os recursos disponiveis, analisar e avaliar de forma
criteriosa para escolher quais instrumentos utilizar, bem como definir local, momento
e metodologia adequados ao seu contexto escolar.

Dessa forma, a interdisciplinaridade pode ser uma metodologia alternativa para
a busca de uma aprendizagem significativa em Matematica com contextualizacdo e
aplicacOes préticas dos conceitos matematicos em outras areas do conhecimento.
Segundo Terradas (2011, p. 99) “a interdisciplinaridade € a atitude que se deve tomar
para superar todo e qualquer enfoque fragmentado que ainda mantemos de nés
mesmos, do mundo e da realidade que nos cerca”. Silva, Cruz e Silva (2020) também
defendem que ao dar oportunidade para que os estudantes realizem associacdes dos
conceitos trabalhados nos livros didaticos com situagc6es mais reais, a compreensao
sera facilitada por meio da visualizacdo na pratica.

Nesse sentido, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), prevista na LDB
define o conjunto de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem
desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacédo Bésica, organizadas
por areas do conhecimento. Segundo esse documento de carater normativo, no
Ensino Médio, na area de Matematica e suas Tecnologias além de consolidar os
conhecimentos desenvolvidos na Educacédo Infantil e na Educacdo Fundamental e
agregar novos conhecimentos, “os estudantes devem construir uma visdo mais
integrada da Matematica, da Matematica com outras areas do conhecimento e da
aplicagdo da Matematica a realidade” (BRASIL, 2017).

Entre as habilidades destacadas como resultado do aprendizado significativo
de Matematica no Ensino Basico esta o conhecimento e a aplicacdo de conceitos de
geometria espacial no entendimento e solucdo de situacdes-problemas. A geometria
espacial é o ramo da Matematica que estuda figuras tridimensionais no espaco. Borsoi
(2016) destaca que “no estudo da Geometria Espacial, em especifico, o aluno é
convidado a ampliar sua capacidade de abstracdo e surge mais fortemente a
necessidade de mobilizar as habilidades de visualizacao espacial, pois nem tudo que
compde um objeto esta visivel em primeiro plano”. Alguns destaques envolvem a
planificacéo e os elementos dessas estruturas espaciais, suas propriedades e seu uso

na modelagem e solucéo de problemas.
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No contexto do estudo de geometria espacial, os poliedros regulares (tetraedro,
hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro) tém recebido bastante atencéo pelas
inmeras relagdes de suas formas tridimensionais com elementos de interesse de
estudo em outras areas do conhecimento. O estudo dos poliedros regulares se
justifica pela possibilidade de modelagem matematica e explicacdo de diversas
situacdes do cotidiano, de fenbmenos da natureza e do entendimento das relacbes
existentes entre essas geometrias e outras areas de interesse da ciéncia basica e
aplicada tais como em Biologia, Quimica, Ciéncias dos Materiais, Nanotecnologia,
Meteorologia, Cartografia, Robética, Arquitetura e Engenharia, entre outras (ATIYAH,;
SUTCLIFFE, 2003; BHATT E KUMAR, 2017; GHASEMI et al., 2020; MCKENNA,
2009; PARVEZ, 2020; PEIXOTO, 2013).

A geometria desses poliedros pode ser detectada, por exemplo, nos virus.
Muitos virus tém um capsideo viral, uma concha de proteina que protege e envolve o
genoma viral, na forma de um icosaedro. Nesse caso, 0 icosaedro representa uma
Otima geometria para a formacdo de um invllucro protetor do genoma a partir de
subunidades idénticas, pois segundo Rivero (n.d) a estrutura icosaédrica € a maior
estrutura que pode acomodar 60 subunidades assimétricas. E possivel encontrar, por
exemplo, a geometria do icosaedro e do dodecaedro no estudo da zoologia das
diatoméaceas, que sdo espécies de algas microscopicas que vivem tanto em agua
doce e salgada e representam uma parte essencial da cadeia alimentar nos oceanos.

Em Quimica, a idealizacao de estruturas moleculares associa as posi¢coes de
um conjunto de atomos aos vértices de um poliedro regular. Por exemplo, uma
molécula de hexafluoreto de enxofre (SFe), um gas muito utilizado na industria como
isolante elétrico, € composta por seis atomos de flior (F) que estdo dispostos
simetricamente em torno de um atomo de enxofre (S) central, a partir de seis pares
de ligacdes de elétrons de F e S. Os &tomos de F estdo posicionados nos vértices de
um octaedro regular e essa geometria molecular garante a estabilidade quimica dessa
substancia a temperatura ambiente. Atiyah e Sutcliffe (2003) ainda relataram que
pesquisas em Fisica, Quimica e Matematica abordam estudos sobre a energia de
particulas pontuais, as quais se apresentavam em estado de equilibrio quando
dispostas nos vértices desses poliedros. O Fulereno (Ceo), forma alotropica do

carbono, com diversas aplicacdes em ciéncia dos materiais (producdo de células
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solares, supercapacitores, filmes finos e em catalise), tem seus sessenta atomos
localizados nos vértices de um icosaedro truncado e suas ligagdes séo representadas
pelas arestas desse poliedro (NIERENGARTEN, 2004).

Em Mineralogia, por exemplo, a geometria dos poliedros regulares é utilizada
para modelar a morfologia superficial dos agregados, sua esfericidade e angularidade.
Esses parametros influenciam diretamente as propriedades fisicas e 0 comportamento
mecanico dos solos (CHAVES,1997; COSTA, 2011; GARCIA-MONGE et al., 2010;
PEREIRA, 2010). Estudos recentes revelam que o pressuposto da esfericidade das
particulas dos agregados perde validade a medida que se considera particulas cada
vez menores e defendem a substituicdo da suposicdo de uma forma esférica por
poliedros regulares para melhorar a precisdo da estimativa de area superficial
especifica das particulas e calcular a demanda de agua para dosagem de argamassas
e concreto (GHASEMI, EMBORG E CWIRZEN, 2019; GHASEMI et al., 2020;
MARTINS, 2020; MULAZZANI E GUBIANI, 2016; NUNES, TEIXEIRA E SARAIVA,
2021).

Na Meteorologia a no¢éo de poliedros regulares inscritos em uma esfera pode
ser utilizada para a modelagem de fendbmenos atmosféricos e oceéanicos. A
modelagem do tipo icosaédrica € a mais utilizada nos grupos de estudos e o modelo
OLAM com refinamento das malhas geodésicas possibilita a simulacdo dos
fenbmenos em escala local e global, viabilizando estudos com grande importancia
cientifica e econdmica, social e politica (PEIXOTO, 2013; SILVA et al., 2009; SILVA,
2014).

Contudo, embora se tenha o conhecimento da importancia de se mostrar a
significacdo do estudo de conceitos matematicos dos poliedros regulares para a
melhoria do ensino-aprendizagem de Matematica (como é o caso das discussdes de
seus elementos, do calculo de &rea superficial e volume e de suas relagées com outras
formas geométricas tridimensionais para a modelagem em ciéncias, trabalhos
relativos a essa tematica em Ensino e Educacdo Matematica ainda sdo escassos ha
literatura.

Diante do exposto, o objetivo principal deste trabalho é desmistificar os
conceitos matematicos dos poliedros regulares e suas aplicacfes na modelagem de

fendmenos e situacdes-problema em areas da Ciéncia. Nesse contexto, foi realizada
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uma revisao da literatura com os objetivos especificos de revisar conceitos basicos de
geometria plana e espacial; reconhecer os poliedros regulares, seus elementos e suas
relagbes com poliedros platbnicos e outras estruturas geométricas tridimensionais;
determinar a é&rea superficial e o volume de poliedros regulares; reconhecer e
relacionar os conceitos matematicos dos poliedros regulares aplicados a modelagem
de fenbmenos em areas da ciéncia basica e aplicada.

Essas acgbes podem auxiliar os professores de Matemética e de Ciéncias do
Ensino Basico, no desenvolvimento e execucdo de atividades pedagdgicas
interdisciplinares envolvendo o estudo de poliedros regulares. Com os resultados da
pesquisa, espera-se oferecer ao professor de Mateméatica uma viséo diferenciada de
sua formag&o inicial, com vista ao seu desenvolvimento profissional, com

consequéncia na melhoria do ensino-aprendizagem de Matemética.
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2 METODOLOGIA

Este trabalho de dissertacdo se caracteriza como um estudo de reviséo da
literatura, de carater exploratério-descritivo, com o objetivo de desmistificar definicbes
e conceitos matematicos relacionados aos poliedros regulares, bem como suas
aplicacdes em Ciéncias. O trabalho foi executado a partir das etapas de investigagao
e de andlise explicativa das solucdes e de sintese integradora (LIMA; MIOTO, 2007;
MARCONI; LAKATOS, 2003).

Na etapa de investigacdo das solucdes, usou-se as bases de dados Scopus e
Google Académico para a busca de trabalhos académicos/cientificos como teses,
dissertacdes, livros, capitulos de livro e artigos cientificos relativos ao objetivo geral
da pesquisa. Como critério semantico de busca, as palavras-chave “ensino de

Matematica” “poliedros regulares”, “conceitos”, “aplica¢des” e “modelagem” foram
utilizadas de forma combinada para iniciar a pesquisa bibliogréfica (LIMA; MIOTO,
2007).

A pesquisa exploratéria levou em consideracéo os trabalhos publicados entre
0s anos de 1990 e 2021 e retornou cento e dezessete (117) e cento e vinte e nove
(129) trabalhos académicos nos idiomas portugués e inglés, respectivamente, no
Google Académico; e cinquenta e oito (58) e cento e onze (111) trabalhos, em
portugués e em inglés, respectivamente, na base Scopus. A maior parte das
pesquisas encontradas dataram dos ultimos dez anos (2012-2021) e foram comuns
as duas bases de dados cientificas elencadas.

Na etapa de analise explicativa das solucdes, as contribuicbes dos diversos
autores e trabalhos retornados da pesquisa inicial foram organizadas e, em seguida,
setenta e um (71) trabalhos foram selecionados com base na significagdo do dado
estudo para a discussédo e interpretacdo dos resultados (LIMA; MIOTO, 2007). A
apresentacao dos resultados também foi organizada com o auxilio de tabelas e
figuras.

As figuras ilustrativas de autoria propria foram produzidas nos programas
computacionais AutoCad e Geogebra. Os valores numéricos disponiveis nas tabelas
para fins de comparativo de comprimento, area, volume e area de superficie
especifica das geometrias estudadas foram calculados usando o Microsoft Excel.

Na etapa de sintese integradora foi desenvolvido um estudo exploratério-
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descritivo, no formato de revisdo da literatura, com as principais contribuicbes
cientificas para a obtencdo dos objetivos propostos. Estas reflexdes foram
relacionadas com os conceitos e definicbes matematicas, usando uma linguagem
adequada ao publico-alvo (LIMA; MIOTO, 2007).
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3 CONCEITOS MATEMATICOS

Esse Capitulo apresenta alguns conceitos e definicdes matematicas que sao
base para o conhecimento e entendimento das caracteristicas geomeétricas dos

poliedros regulares.

3.1 DEFINICOES MATEMATICAS

Os conceitos, entes ou termos que compdem as nocdes geométricas sao
apresentados por meio de defini¢cdes. O ponto, a reta e o plano (Fig. 1) sdo elementos
matematicos que fundamentam a Geometria e por isso sdo chamados de nocdes
primitivas. Entretanto, como esses conceitos primitivos ou noc¢des primitivas nao
possuem definicdo, Dolce e Pompeo (1993) explicam que de cada um desses entes

temos conhecimento intuitivo, decorrente da experiéncia e observagéo.

Figura 1. Elementos geométricos primitivos: ponto (a); reta (b) e plano (c).

Dz

(a) (b) (c)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Por outro lado, Lima et al. (2004) considera também que “o fato de ponto, reta,
plano e espago serem noc¢des primitivas da Geometria ndo significa que ndo se possa
reforcar a intuicdo do aluno a respeito dessas nocdes”. Nessa perspectiva, para
Leonardo (2016), “um ponto ndo tem dimensédo, nem massa, nem volume. Uma reta
ndo tem espessura, nem comeco, nem fim. Um plano ndo tem espessura nem
fronteiras”. Além disso, para Dolce e Pompeo (1993, p. 1) e Paiva (2015, p. 171) “o
espaco & conjunto de todos os pontos”.
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Uma definicdo mais abrangente de espaco considerando as coordenadas dos
pontos de acordo com 0s eixos cartesianos X, y e z € dada por Steinbruch e Winterle
(1987). Esses autores consideram que o conjunto R3 = RxRxR = {(x,vy,z) / x,y,z €
R} é interpretado como o espaco cartesiano tridimensional Oxyz.

Partindo da compreensao intuitiva das no¢des primitivas de ponto e reta, Dolce
e Pompeo (1993) definiram segmento de reta como a reunido de dois pontos distintos
com o conjunto de pontos que estdo entre eles. Quando a extremidade de um
segmento de reta coincide com a extremidade de outro segmento de reta, diz-se que
0S segmentos de reta s&o consecutivos.

Reis (2013) chamou de linha poligonal, a linha formada por segmentos de reta,
e de vértices da poligonal, as extremidades dos segmentos de reta que compdem a
poligonal. Essa linha poligonal é dita fechada quando cada vértice € partilhado por
exatamente dois segmentos, caso contrario, é dita aberta, conforme ilustrado na Fig.
2.

Figura 2. llustracéo de linha poligonal aberta (a) e fechada (b).

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Paiva (2015) destaca que a extremidade de cada um dos segmentos que
compdem a linha poligonal fechada é extremidade de dois e apenas dois segmentos
dessa linha poligonal fechada. Além disso, na linha poligonal fechada dois segmentos
consecutivos quaisquer ndo sdo colineares entre si e dois segmentos néo
consecutivos quaisquer nao tem ponto em comum entre si. Para esse autor a reuniao

da linha que separa o plano em duas regides, das quais uma é limitada, com essa
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regido limitada é uma superficie plana denominada poligono, do grego polus, “muitos”,
e gonos, “angulo”.

Contudo, para Leonardo (2016) um poligono divide o plano que o contém em
duas regifes distintas, uma interna e outra externa. A figura formada pela unido do
poligono como ilustrado na Fig. 3a com sua regido interna € denominada superficie

poligonal ou regido poligonal (Fig. 3b).

Figura 3. llustracao de poligono (a) e regiao poligonal (b).

A

E Poligono

D C

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Diante da divergéncia entre definicdes adotadas por alguns autores, para 0s
objetivos desse trabalho, considera-se a definicdo de poligono dada por Dolce e
Pompeo (1993, p. 132):

Dada uma sequéncia de pontos de um plano (A, Az, ...,
An) com n = 3, todos distintos, onde trés pontos
consecutivos néo s&o colineares, considerando-se
consecutivos An-1, An € A1, assim como An, A1 e Az, chama-
se poligono a reunido dos segmentos A;A,, A, As, ...,
An_1A, AyA;. Os pontos Ai, Az, ..., Anséo os vértices do
poligono, os segmentos A;A,, A, As, ..., A, Ay ARA,
séo os lados do poligono, e desta forma, um poligono de
n vértices possui n lados e n angulos.

A nomenclatura de um poligono é dada de acordo com sua quantidade de lados
ou vértices, como exemplificado na Tab. 1.

Os poligonos podem ser classificados em poligonos convexos ou nao-
convexos. Para Balestri (2016) um poligono € convexo quando todo segmento de reta

AB, que une dois pontos A e B quaisquer pertencentes a sua regido poligonal, esta
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inteiramente contido na regido poligonal (Fig. 4a). Pode se dizer também que um

poligono é convexo quando qualquer reta r que passa pela sua regidao interna

intercepta seu contorno em apenas dois pontos (Fig. 4a). De forma analoga, o

poligono é dito ndo-convexo (ou cdncavo) quando existir dois pontos A e B quaisquer

pertencentes a sua regiao poligonal, unidos por um segmento de reta que nao esta

completamente inserido na sua regiéo poligonal (Fig. 4b) ou quando a reta r que passa

pela sua regido interna intercepta seu contorno em trés pontos ou mais. (Fig. 4b).

Tabela 1 — Nomenclatura de alguns poligonos.

Numero de lados (ou vértices)

Nome do poligono

3 Triangulo
4 Quadrilatero
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octagono
9 Eneagono
10 Decéagono
12 Dodecagono
20 Icosagono

Fonte: Arquivos da autora.

Figura 4. llustracdo de poligono convexo (a) e poligono nao-convexo (b).

r

7

(@)

(b)

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Outra maneira de determinar se o poligono é convexo observando que, em um

plano a (Fig. 5a) a reunido de uma reta s com qualquer uma das duas regides (a1 e

az, Fig. 5b) separadas por ela é chamada de semiplano de origem s, foi descrita por
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Paiva (2015). O autor afirmou que um poligono é convexo se, e somente se, areta r
gue contém qualquer um de seus lados deixa o poligono contido em um mesmo
semiplano de origem r (Fig. 6a). Caso contrario, o poligono é ndo convexo ou céncavo.

(Fig. 6b).

Figura 5. Representacao do plano a (a) e os semiplanos a1 e a2 (b).
S /\ /\ S

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).
Figura 6. llustracdo de semiplanos em um poligono convexo (a) e semiplanos em um
poligono ndo-convexo (b).

\ ¢
! Z
~

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

A4

Além disso, Paiva (2015) descreve que um poligono convexo que possui todos
os lados e angulos internos congruentes entre si € chamado de poligono regular. Os
poligonos citados na Tab. 1 também podem ser regulares. Estes exemplos de

poligonos convexos regulares séo ilustrados na Fig. 7.
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Figura 7. Poligonos regulares.

ca Quadrado Pentgono
Triangulo

/ A
Decagono Dodecagono I Icosagono

\

.\\\—q//-

Fonte: Arquivos da autora (2021).

e

A partir dos conceitos matematicos e das figuras geométricas de duas
dimensbes representadas no plano pode-se estudar figuras geométricas e suas
propriedades no espaco tridimensional, como os poliedros (do grego poly, “muitas,
varias”, e hedro, “face”) ilustrados na Fig. 8. Entretanto, Lima et al. (2004, p. 161)
destaca que “o grande desafio em ensinar Geometria a alunos do 2° grau é fazer a
transicao do plano para o espaco”.

Nesse sentido, a ideia apresentada por Lima et al. (2004, p. 231) para definir
poliedros é que “poliedro é uma reunido de um numero finito de poligonos planos,
onde cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro
poligono”.

Segundo Dante (2000) cada poliedro é formado por regides poligonais e pela
regido do espaco limitada por elas. Outra definicdo dada por Muniz Neto (2013) define
poliedro como um conjunto fechado e limitado do espaco, com interior ndo vazio e
cuja fronteira consiste na unido de um numero finito de poligonos. De acordo com

Leonardo (2016, p. 104) “poliedro € o sélido geométrico formado pela reunido de uma
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superficie poliédrica fechada com todos os pontos do espago delimitados por ela”.
Para Paiva (2015, p. 188):

Considerando um conjunto G obtido pela reunido de n
poligonos, com n = 4, tais que: quaisquer dois desses
poligonos que tenham um lado em comum néo sé&o
coplanares; cada lado de qualquer um desses poligonos
€ lado de dois e apenas dois deles. O conjunto G é
chamado de superficie poliédrica fechada. Essa superficie
separa 0 espaco em duas regides, sendo uma delas
limitada. A reunido da superficie G com essa regiao
limitada no espago é chamada de poliedro.

Figura 8. Alguns exemplos de poliedros.
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Fonte: Arquivos da autora (2021).
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Destaca-se que as definicbes apresentadas por Dante (2000), Muniz Neto
(2013), Leonardo (2016) e Paiva (2015) consideram que o poliedro € um sélido
formado pela superficie poliédrica e seu interior, mas Mialich (2013) observou que
utilizar o termo poliedro para descrever o corpo soélido ou a sua casca (denominada
superficie poliédrica) € um abuso similar ao de usar a palavra poligono para descrever
tanto o contorno como o0 contorno e sua regido interna (denominada regiao poligonal).

Diante disso, Lima et al. (2004) lembrou que muitos matematicos tiveram
dificuldade em demonstrar teoremas sobre poliedros em virtude da imprecisdo na

definicdo de poliedro e destacou a importancia da apresentacdo cuidadosa de
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conceitos matematicos com definicdo adequada para o nivel de estudo que se

pretende. Nesse sentido, Richeson (2015, p. 39) citou Henri Poincaré:

Os objetos com que os matematicos se ocupam estiveram
durante muito tempo mal definidos; pensavamos que os
conheciamos bem porque 0s representavamos com 0s
nossos sentidos ou com a imaginacdo, mas tinhamos
deles apenas uma imagem aproximada, € nao um
conceito preciso sobre o qual o raciocinio se poderia
basear.

Dito isso, para os objetivos desse trabalho serd adotada a definicdo dada por

Lima et al. (2004, p. 232) transcrita a seguir:

Poliedro é uma reunido de um numero finito de poligonos
planos chamados faces onde: Cada lado de um desses
poligonos é também lado de um, e apenas um, outro
poligono. A intersecao de duas faces quaisquer ou € um
lado comum, ou é um vértice ou é vazia; Cada lado de um
poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado
uma aresta do poliedro e cada vértice de uma face € um
vértice do poliedro; E sempre possivel ir de um ponto de
uma face a um ponto de qualquer outra, sem passar por
nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas arestas). Todo
poliedro (no sentido da definicdo acima) limita uma regido
do espago chamada de interior desse poliedro.

Na definicdo acima foram apresentados os elementos principais dos poliedros.

Face (Fig. 9a) é o nome dado a cada uma das regifes poligonais que compdem a

superficie poliédrica. Aresta (Fig. 9b) é o lado comum dos poligonos adjacentes que

delimitam duas faces do poliedro. O vértice (Fig. 9¢) é o ponto comum a trés ou mais

arestas que corresponde também aos veértices dos poligonos das faces. (BALESTRI;
2016; DANTE; 2000; LEONARDO, 2016).

Figura 9. llustracdo dos elementos do poliedro: face (a), aresta (b) e vértice (c).

(@)

(b) (c)

Fonte: Arquivos da autora (2021).
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A nomenclatura dos poliedros € dada de acordo com a quantidade de suas

faces ou vértices, exemplificada na Tab. 2.

Tabela 2 — Nomenclatura de alguns poliedros.

Numero de faces Nome do poliedro
4 Tetraedro
5 Pentaedro
6 Hexaedro (ou cubo)
7 Heptaedro
8 Octaedro
12 Dodecaedro
20 Icosaedro

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Os poliedros também podem ser classificados como convexos ou néo
convexos. Partindo da definicdo de poligonos convexos, Dolce e Pompeo (1993, p.

124) definiram poliedros convexos:

Considerando um numero finito n (n = 4) de poligonos
planos convexos (ou regides poligonais convexas) tais
gue: dois poligonos ndo estdo num mesmo plano; cada
lado de poligono é comum a dois e somente dois
poligonos; o plano de cada poligono deixa os demais
poligonos num mesmo semiespaco. Nessas condicdes
ficam determinados n semiespacos, cada um dos quais
tem origem no plano de um poligono e contém os
restantes. A intersecdo dos semiespagos € chamado
poliedro convexo.

Para Lima et al. (2004) um poliedro € convexo se qualquer reta (ndo paralela a
nenhuma de suas faces) o corta em, no maximo, dois pontos (Fig. 10a). Caso
contrario, o poliedro é denominado ndao convexo (ou cdéncavo) (Fig. 10b).

Além das faces, arestas e vértices, Paiva (2015) destaca outros elementos dos
poliedros convexos: as diagonais da face (Fig. 11a) e as diagonais do poliedro (Fig.
11b). Sdo chamadas diagonais da face os segmentos de reta que ligam dois vértices

nao adjacentes dos poligonos que delimitam as faces do poliedro. As diagonais dos



34

poliedros, por sua vez, sdo segmentos de reta cujos extremos séo dois vertices que

nao pertencem a uma mesma face.

Figura 10. llustragdo segundo definicdo de Lima et al. (2004) para poliedro convexo (a) e
poliedro ndo-convexo (b).

(b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Figura 11. llustragcédo da diagonal de uma face (a) e diagonal de um poliedro (b).

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Para Paiva (2015, p. 189), “a por¢édo do espaco cuja superficie é a reunido dos
angulos das faces que tém um mesmo veértice em comum é chamada de angulo
poliédrico”. Esses angulos séo classificados de acordo com a quantidade de arestas
gue partem do mesmo vértice. Por exemplo, um angulo poliédrico com 3 arestas é
chamado de angulo triédrico (Fig. 12a). De forma semelhante, os angulos poliédricos
com 4 e 5 arestas sdo chamados de angulo tetraédrico (Fig. 12b) e angulo pentaédrico

(Fig. 12c), respectivamente.
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Figura 12. llustracdo de angulo triédrico (a), angulo tetraédrico (b) e angulo pentaédrico (c).

— — —

(a) (b) (©)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Além do estudo das propriedades métricas dos poliedros para determinar
comprimento de lados, diagonais, angulos, areas das faces e volume dos poliedros,
existe uma relacdo entre o numero de faces, arestas e vértices. Em 1758, o
matematico suico Leonarhd Euler publicou um artigo o qual apresentava uma relacao
aritmética simples e elegante, o Teorema de Euler, que relaciona o nimero de faces
(F), nimero de arestas (A) e numero de vértices (V) dos poliedros: V—-A + F =2 (LIMA

et al., 2004). Nesse contexto, Lima (1991, p. 73) também destacou:

Assim como “poligono” em Geometria Plana pode
significar tanto o contorno como a regido plana por ele
limitada, também “poliedro” as vezes significa um corpo
soélido e as vezes sua casca. No que tange ao Teorema
de Euler, o sélido é irrelevante e poliedro é um ente
bidimensional, formado por vértices, arestas e faces.

Euler verificou que essa relacdo é valida em varios casos especiais como
poliedros convexos e alguns poliedros ndo convexos também, mas nao apresentou
uma demonstracdo com rigor matematico de que a férmula € valida para todos os
poliedros. (RICHESON, 2015). Desse modo, é possivel a partir dos exemplos de
poliedros convexos e ndo convexos mostrados na Fig. 10 testar a veracidade desta
relacdo particular. Note que no exemplo mostrado na Fig. 10a (poliedro com V=8,
A=12 e F=6) a caracteristica de Euler do poliedro é igual a 2, o que o caracteriza como
convexo. JA no exemplo da Fig. 10b (poliedro com V=12, A=17 e F=8), esta
caracteristica ndo é observada.

Ressalta-se que, a reciproca da Relacdo de Euler ndo € verdadeira. Isso

significa dizer que em alguns casos a relagcdo numeérica € valida, mas nao € possivel
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construir o poliedro com a quantidade de vértices (V), arestas (A) e faces (F) que
satisfaz a relacéo. Por exemplo, dados trés nimeros, V=1, A=3 e F=4 arelacdo V — A
+ F = 2 é valida, mas o poliedro com essas caracteristicas ndo existe.

Além disso, muitas demonstracfes sobre a aplicagcdo do Teorema de Euler
foram desenvolvidas com falhas devido a definicdo inicial de poliedro como
comentado anteriormente. Segundo Richeson (2015) a primeira demonstracdo com
rigor matematico foi dada em 1794, por Adrien-Marie Legendre. Contudo, Lima (1991)
destacou que essa demonstracdo de Legendre com base na Geometria Esférica é
valida apenas para poliedros convexos, assim como a demonstracdo de Azambuja
em 1983. Dessa forma, como as demonstracdes citadas partem do pressuposto que
os poliedros séo convexos, elas sdo limitadas tendo em vista que a Relagéo de Euler
também é valida para poliedros ndo convexos, conforme ilustrado na Fig. 13.

Dito isso, Dolce e Pompeo (1993) enunciaram que todo poliedro convexo é
euleriano (Fig. 14a), ou seja, satisfaz a Relacdo de Euler, mas nem todo poliedro
eureliano é convexo (Fig. 14b).

Além disso, embora o Teorema de Euler tenha sido originalmente proposto para
poliedros, ele pode ser estendido, por exemplo, para superficies (CAMPOS, 2015).
Nesse aspecto, a demonstracdo mais divulgada desse Teorema é devida a Augustin-
Louis Cauchy, em 1813, que considerava a superficie convexa de um poliedro, pois
diferentemente das demonstracdes anteriores, nesta prova os poliedros sdo ocos e
nao solidos, marcando o nascimento da teoria dos grafos e da topologia (LIMA, 1991,
RICHESON, 2015).

Figura 13. llustracéo de poliedros eulerianos ndo-convexos.

: i i
. PR ,
VERTICES=8 74 VERTICES=24 I DR
ARESTAS =15 b= ARESTAS =30 Ve iia]
FACES =10 FACES =8 o
V-A+F =2évaida V-A+F=2¢vida

(a) (b)

Fonte: Arquivos da autora (2021).
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Lima (1991) também ressaltou que Cauchy demonstrou o Teorema apenas
para poliedros homeomorfos a esfera. Essa definicdo de homeomorfismo pode ser
elucidada considerando que se um dado poliedro fosse feito de material plastico, ao
ser inflado com ar continuamente, se o poliedro se transformar em uma esfera pode
se dizer que esse poliedro é homeomorfo a esfera. Fazendo essa mesma suposicao,
os poliedros ilustrados na Fig. 14 sdo homeomorfos a esfera e o poliedro ilustrado na
Fig. 13b € homeomorfo ao toro que tem o formato aproximado de uma camara de
pneu. O toro também pode ser definido como lugar geométrico tridimensional formado
pela rotacdo de uma superficie circular plana de raio r, em torno de uma circunferéncia
de raio R com R >r. Com isso, exemplifica-se que existem alguns poliedros que

atendem ao Teorema de Euler, mas ndo sdao homeomorfos a esfera.

Figura 14. llustracdo de um poliedro euleriano convexo (a) e um poliedro euleriano n&o-
convexo (b).

VE RTICE S=6 VERTICE S=14
ARESTAS =12 ARE STAS =21
FACES =8 FACES =9

VoA +F =2 éviiida VoA +F =2 évalida

(@) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Diante do exposto, a busca de uma prova definitiva da validade do Teorema de
Euler marca o inicio do periodo de transicdo da Geometria para a Topologia, pois
apenas com o desenvolvimento dessa nova area da Matematica, Poincaré e outros
matematicos modernos conseguiram generalizar o Teorema que relacionava
elementos de dimensédo zero (vértices), elementos unidimensionais (arestas) e
elementos bidimensionais (faces) para elementos de qualquer dimenséo
(RICHESON, 2015).
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Campos (2015, p. 20) também destacou que “a Topologia estuda propriedades
das figuras geométricas que permanecem invariantes sob transformacdes topoldgicas
ou homeomorfismos”. Nesse sentido, quando a relacdo de Euler é preservada por
homeomorfismo em uma figura geométrica diz-se que € um invariante topoldgico da
superficie.

Lima (1991, p. 70) afirmou que “Poincaré foi o primeiro matematico a
compreender o Teorema de Euler como um teorema de Topologia, e ndo de
Geometria, ao notar que V — A + F € um invariante topoldgico do poliedro P”. Desse
modo, denotando X(P) um invariante topolégico de P, o nimero dado pela expressao
X(P) =V — A+ F tornou-se conhecido como caracteristica de Euler-Poincaré do

poliedro P, que no caso dos poliedros convexos € igual a 2.

3.2 POLIEDROS DE PLATAO E POLIEDROS REGULARES

Na sec¢do anterior foram apresentados os elementos geométricos primitivos, 0s
poligonos convexos e ndo convexos, 0s poligonos regulares e suas homenclaturas,
os poliedros, seus elementos (faces, arestas e vértices) e suas nomenclaturas, os
tipos convexos e nao convexos, diagonais das faces, diagonais dos poliedros, angulos
poliédricos e o Teorema de Euler para possibilitar o estudo detalhado dos poliedros
regulares, ilustrados na Fig. 15.

Segundo DeHovitz (2016) os poliedros regulares teriam sido discutidos pela
primeira vez por Platéo, por volta de 360 a.C., que associou os poliedros regulares a
cada um dos quatro elementos fundamentais da natureza e ao universo: o hexaedro
foi associado a Terra, o tetraedro ao fogo, o octaedro ao ar, o dodecaedro ao universo
e o icosaedro a 4gua, como ilustrado na Fig. 16.

Devido a essa primeira associacdo o0s poliedros regulares também séao
conhecidos como poliedros de Platdo, poliedros platdnicos ou sélidos platbnicos, mas
isso nao significa que foram descobertos por Platdo, como esclarece Boyer (1974, p.
63):

Platéo p0s suas ideias sobre solidos regulares num dialogo intitulado
Timaeus, presumivelmente do nome de um pitagérico, que serve como
principal interlocutor. Ndo se sabe se Timaeus de Locri realmente
existiu ou se Platdo o inventou como um personagem através do qual
enunciou as ideias pitagoricas que ainda eram influentes no que hoje
€ o sul da Iltalia. Os poliedros regulares frequentemente foram
chamados “corpos cosmicos” ou “solidos platdnicos” devido a maneira
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pela qual Platdo no Timaeus os aplicou a explicacdo de fenébmenos
cientificos. Embora esse dialogo, escrito provavelmente quando Platdo
estava perto dos setenta anos, seja mais antiga evidéncia definida da
associacdo dos quatro elementos com os soélidos regulares, muito
dessa fantasia deve-se aos pitagoéricos. Proclus atribui a construgao
das figuras cdsmicas a Pitagoras; mas o escoliasta Scridas relatou que
0 amigo de Platdo, Teaetetus, nascido em 414 a.C. aproximadamente
e filho de um dos mais ricos patricios da Atica foi o primeiro sobre eles.
Um escdlio (de data incerta) ao Livro Xl De Os elementos de Euclides
afirma que somente trés dos cinco sdlidos regulares eram devidos aos
pitagoricos e que foi através de Teaetetus que o octaedro e o icosaedro
se tornaram conhecidos. Parece provavel que, em qualquer caso,
Teaetetus tenha feito um dos estudos mais extensos dos cinco sélidos
regulares e a ele provavelmente se deve o teorema que diz que ha
cinco e somente cinco poliedros regulares. Talvez seja também o
responsavel pelos célculos, que se encontram em Os elementos, das
razbes das arestas dos solidos regulares para o raio da esfera
circunscrita.

Figura 15. Da esquerda para a direita, os poliedros regulares: tetraedro, hexaedro,

octaedro, dodecaedro e icosaedro.
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Fonte: Arquivos da autora (2021).

Figura 16. Associacao dos poliedros regulares proposta por Platéo.

Terra Fogo
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Ar Universo Agua

Fonte: Adaptado de DeHovitz (2016).
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Nesse sentido, Richenson (2015, p. 53) destaca que “Apesar da discordancia
sobre quem teria sido o primeiro a descobrir cada um dos cinco solidos regulares, ndo
h& duvida de que Teeteto foi o primeiro a elevar o estudo dos solidos a uma teoria
completa e rigorosa”.

Segundo Richenson (2015) Teeteto conseguia construir os cinco poliedros
regulares geometricamente, compreendeu a regularidade como caracteristica comum
entre eles e provou que esses poliedros sdo os Unicos poliedros regulares. Essas
construcdes e demonstragdes das provas apareceram mais tarde, por volta de 300 a.
C., no livro Xlll dos Elementos de Euclides. Além disso, Richeson (2015, p. 53)
destaca que “muitos historiadores argumentam que toda a matematica contida nos
livros X e Xlll dos Elementos € devida a Teeteto”.

Segundo Almeida (2015), as proposi¢coes de 13 a 17 do livro XllI dos Elementos
de Euclides descrevem as construcdes dos poliedros regulares e Euclides calcula a
razao entre o didmetro da esfera circunscrita e o comprimento da aresta de cada
poliedro. Na proposicdo 18, ele demonstra que ndo existem outros poliedros
regulares.

Em seguida, atribui-se a Arquimedes de Siracusa, que segundo Boyer (1974,
p. 89) “provavelmente nasceu em 287 a. C.” a descoberta dos poliedros

semirregulares. Boyer (1974, p. 89) afirma que:

E certo que nem todas as obras de Arquimedes chegaram até nos, pois
comentéario de época posterior sabemos (por Papus) que Arquimedes
descobriu todos os treze possiveis solidos ditos semi-regulares. Ao
passo que um poliedro regular tem faces que sao poligonos regulares
do mesmo tipo, um soélido semi-regular € um poliedro convexo cujas
faces sdo poligonos regulares mas ndo todos do mesmo tipo.

Existem ao todo 13 poliedros semirregulares também conhecidos como
poliedros arquimedianos que sao obtidos por meio de transformacdes sobre os 5
poliedros regulares. Por meio da operacao de truncamento, que consiste em dividir as
arestas do poliedro em partes iguais e construir nesses pontos novos vértices, obtém-
se 0s seguintes poliedros semirregulares: tetraedro truncado, cuboctaedro, cubo
truncado, octaedro truncado, rombicuboctaedro, cuboctaedro truncado,
icosidodecaedro, dodecaedro truncado, icosaedro truncado, rombicosidodecaedro,

icosidodecaedro truncado, ilustrados na Fig. 17.
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Figura 17. Poliedros semirregulares obtidos por truncaduras em poliedros regulares.

Tetraedro truncado Cubo truncado Cuboctaedro Octaedro truncado

Dodecaedro ! Icosidodecaedro
Icosaedro truncado Icosidodecaedro

truncado Truncado

Rombicosidodecaed Cuboctaedro

Rombicuboctaedro
ro truncado

Fonte: Mohr e Britto (2016).

Por meio da operagcdo de snubficacdo, que segundo Veloso (1998) apud
Almeida (2010, p. 127) € uma “operagéo que consiste em afastar todas as faces do
poliedro, rodar as mesmas um certo angulo (normalmente 45°) e preencher os vazios
resultantes com poligonos”, obtém-se os seguintes poliedros semirregulares: cubo
snub e dodecaedro snub, ilustrados na Fig. 18.

Figura 18. Poliedros semirregulares obtidos por snubficagdo em poliedros regulares.

Cubo snub Dodecaedro snub

Fonte: Mohr e Britto (2016).
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No século VI d.C., segundo Correia e Ferreira (2007, p. 4) Pappus da
Alexandria analisou a projecdo dos poliedros regulares na superficie esférica e,
Isodoro de Mileto, demonstrou que o numero de faces de um poliedro regular € igual
ao numero de vértices do seu dual, estabelecendo assim o principio da dualidade
entre eles.

Além disso, sabendo que o ponto de encontro das bissetrizes dos angulos das
faces de um poliedro regular (incentro) € o ponto central de cada uma das faces, os
vértices do poliedro dual inscrito estdo localizados no ponto central de cada uma das
faces do poliedro dual circunscrito como ilustrado na Fig. 19. Sendo assim, o tetraedro

é autodual, o hexaedro e octaedro sdo duais, e, o dodecaedro e icosaedro sao duais.

Figura 19. Poliedros regulares e seus duais.

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Luca Pacioli no seu livro De Divina Proportione, publicado em 1509, trata da
razdo aurea denominada como Divina Propor¢éo. Segundo Bertato (2008), a obra De
Divina Proportione contém um sumario das proposicées dos Elementos de Euclides
relacionados com a razdo aurea, um estudo das propriedades dos poliedros regulares
e a descricao de varios poliedros, como cinco poliedros semirregulares. As descricdes
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sdo acompanhadas de enumeracdo correspondente as ilustracbes feitas por
Leonardo Da Vinci e sdo encontradas na parte final do livro, como apresentado na
Fig. 20 e na Fig. 21.

Figura 20. Poliedros regulares desenhados por Leonardo Da Vinci.

Fonte: Bertato (2008).

Figura 21. Alguns poliedros semirregulares desenhados por Leonardo Da Vinci.

Fonte: Bertato (2008).
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Segundo Bertato (2008), Pacioli recomendava ao leitor de sua obra o uso dos
Elementos de Euclides como “guia indispensavel” e apresentava as demonstracdes
de Euclides de que nao pode haver mais do que cinco poliedros regulares e de como
construir cada um desses poliedros inscritos em uma esfera. Além disso, Pacioli
também apresentou detalhes sobre as inscricbes de poliedros regulares uns nos
outros e demonstrou que todos os demais poliedros regulares podem ser inscritos no
dodecaedro.

Em 1525, segundo Correia e Ferreira (2007, p. 4), “Albretch Direr planificou os
poliedros regulares e utilizou a projecao ortogonal para representa-los, projetando-os
segundo os seus eixos de simetria”.

De acordo com DeHovitz (2016), de modo semelhante a Platdo o astrbnomo
alemdo Johannes Kepler também fez associacfes entre os poliedros regulares e o
mundo natural. No modelo publicado em 1596, como ilustrado na Fig. 22, no seu livro
de astronomia, Mysterium Cosmographicum, a Orbita de cada planeta em torno do Sol
era associada a uma esfera, sendo que a esfera mais externa representava a Orbita

de Saturno.

Figura 22. Modelo de Kepler do sistema solar (a) e esfera inscrita no tetraedro regular do
modelo de Kepler do sistema solar (b).

(a) (b)
Fonte: Dehovitz (2016); Jreige (2015).

Ja que nessa época eram conhecidos apenas cinco planetas (Mercurio, Vénus,
Marte, Jupiter e Saturno) além da Terra, as esferas concéntricas das orbitas dos

planetas circunscreviam e inscreviam cada um dos cinco poliedros regulares inseridos
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por Kepler da seguinte forma: entre Saturno e Jupiter, um hexaedro; entre Japiter e
Marte, um tetraedro (Fig. 22a); entre Marte e Terra, um dodecaedro; entre Terra e

Vénus, um icosaedro e, por fim, entre Vénus e Mercurio um octaedro (Fig. 22b).

3.2.1 Diferencas conceituais entre poliedros regulares e poliedros de Platdo

A histéria da descoberta, geometria e aplicacdes dos poliedros regulares é
muito rica, mas a fim de evitar confusdo sobre a nomenclatura dada a esses poliedros,
tendo em vista que na literatura encontra-se muitas referéncias aos poliedros de
Platdo, poliedros platbnicos ou sélidos platbnicos como sinébnimo de poliedros
regulares, discute-se a seguir as definicbes e demonstragcbes matematicas para
poliedros de Platdo e poliedros regulares.

Dolce e Pompeo (1993, p. 130) afirmaram que “existem cinco, e somente cinco,
classes de poliedros de Platao”. Os mesmos autores também afirmaram que um
poliedro é poliedro de Platdo se, e somente se, todas as faces tém o mesmo nlimero
de arestas, todos os angulos poliédricos tém o0 mesmo numero de arestas e a relacao
de Euler é valida.

Dessa forma, observa-se que essa definicdo dos poliedros de Platdo nao
determina que todas as faces sejam iguais. Portanto, existem poliedros de Platdo em
que suas faces sédo formadas por poligonos regulares (Fig. 23a) e poliedros de Platdo
em que suas faces sao formadas por poligonos regulares irregulares. (Fig. 23b).

Por outro lado, Dolce e Pompeo (1993, p. 132) definiram os poliedros regulares
como agueles nos quais “a) suas faces sdo poligonos regulares e congruentes; b)
seus angulos poliédricos sdo congruentes”.

Nesse sentido, a pesquisa de Radin (2018) observou a distin¢ao entre poliedros
regulares e poliedros de Platdo. O autor exemplificou que ao reduzir a altura de um
octaedro regular, os triangulos das faces do poliedro passardo a ser isosceles,
contudo, o octaedro com altura reduzida ndo é regular, mas continua sendo um
poliedro platonico.

Mohr e Jelinek (2020) também ressaltaram que os poliedros de Platdo ndo sao
apenas o0s cinco tipos de poliedros regulares tendo em vista que, por exemplo um

prisma reto de base quadrada satisfaz a todas as condi¢cdes apresentadas, sendo,
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portanto, um poliedro de Platdo. Porém, se todas as suas faces nao forem quadradas,

ele ndo pode ser considerado um poliedro regular.

Figura 23. Acima os poliedros de Platdo formados por poligonos regulares. Abaixo alguns
poliedros de Platdo que ndo sao formados por poligonos regulares.

bR g @ @

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Diante disso, Dolce e Pompeo (1993, p. 133) observaram que “todo poliedro
regular é poliedro de Platdo, mas nem todo poliedro de Platdo é regular”. De maneira
equivalente, pode-se dizer que o conjunto dos poliedros regulares é um subconjunto
dos poliedros de Platao.

Como poliedros de Platdo sao poliedros convexos nos quais todas as faces do
poliedro sdo delimitadas por poligonos que tem a mesma quantidade de lados,
regulares ou ndo, a notagao utilizada para associar a classe de cada poliedro de
Platdo é dada por (p, ). Nessa notagdo, p representa o numero de arestas de cada
face, ou seja, numero de lados dos poligonos que delimitam as faces dos poliedros, e
g representa o numero de arestas que concorre em cada veértice (DEHOVITZ, 2016).

Utilizando a notacdo apresentada, DeHovitz (2016), Dolce e Pompeo (1993)
aplicaram o Teorema de Euler para demonstrar que “existem cinco, e somente cinco,

classes de poliedros de Platdao” conforme segue.

Inicialmente, sabendo que no Teorema de Euler A representa o numero total
de arestas do poliedro, F representa o niumero de faces do poliedro e V representa o
namero de vértices ou angulos poliédricos, p representa o nimero de arestas de cada

face e q representa o niumero de arestas que concorre em cada vértice, cada uma das
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F faces do poliedro de Platédo tem p arestas (p = 3), e como cada aresta esta em duas
faces:

pF=2A=>F=% Eq. 1

Cada um dos V vértices do poliedro ou angulos poliédricos tem q arestas (q =
3), numero de arestas que concorrem em um vértice, e como cada aresta contém dois
vértices:

qV=2A:>V=§ Eq. 2
Substituindo as Equacgdes 1 e 2 na relacéo de Euler e depois dividindo por 2A:
2_ 1

A _pq4HB_p 2t 1,11 Eqg. 3
q p q 2 P A

Sabe-se que p 23 e g = 3. Contudo, se p e q fossem simultaneamente maiores
que 3 teriamos:

N
U

T [

q>3>q 2=

IA

BlR BIR
IA
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U
Q|-
+
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N =
U
Q|-
|
N =
+

Eq. 4

N
[

< |-
T |-

p>3=>p=

IA

O que contraria a igualdade (Eq. 3), pois A é um numero positivo. Conclui-se
entdo que, nos poliedros de Platédo, q = 3 ou p = 3. Isto significa que um poliedro de
Platdo possui, obrigatoriamente, angulo triédrico ou triangulo:

I. Para q = 3 (supondo angulo triédrico ou 3 arestas concorrem em um
vértice). Substituindo na Equacgéo 3:
1 1 1 1 1
5—€=Z=>5>€zp <6

Entdo, como p representa o numero de arestas de cada face, para p = 3 tém-
se face triangular, p = 4 tém-se face quadrada e p = 5 tém-se face pentagonal.

. Para p = 3 (supondo que as faces séo triangulares). Substituindo na
Equacéo 3:

1
q

Ol

=3=>l>3=>q<6
A q 6



48

Dessa forma, para q = 3 tém-se angulos triédricos (3 arestas concorrem em um
vértice), para q = 4 tém-se angulos tetraédricos (4 arestas concorrem em um veértice)
e para q = 5 tém-se angulos pentaédricos (5 arestas concorrem em um vértice).

Com os resultados encontrados em | e Il a partir das definicdes de p e q,
conclui-se que os poliedros de Platdo sdo determinados pelos pares (p, q): (3,3), (4,3),
(3,4), (5,3) e (3,5) sendo, portanto, cinco, e somente cinco, as classes de poliedros de
Platao.

Dolce e Pompeo (1993) e DeHovitz (2016) também apresentaram como
consequéncia dessa demonstracéo a possibilidade de calcular a quantidade de faces
de cada um desses poliedros apenas substituindo os valores de p e q na Equacéao 3,
e utilizando as Equacgdes 1 e 2 em seguida. Observou-se também que conhecidos os
nameros de faces dos poliedros pode-se nomear os poliedros de Platdo, conforme
detalhado na Tab. 3.

Além disso, como ja visto anteriormente (Sec¢éo 2.2), o tetraedro € autodual, o
hexaedro é dual do octaedro e o dodecaedro é dual do icosaedro. Na Tab. 3 € possivel

notar que o numero de faces de um poliedro € igual ao nimero de vértices do seu

dual.
Tabela 3 — Nomes dos poliedros de Platéo.
P q
(Namero | (Numero de Y, A
. F (Faces
de arestas que | (Vértices | (Arestas Nome do
do V-A+F ;
arestas concorrem do do ; poliedro
; ; poliedro)
de cada emum poliedro) | poliedro)
face) vértice)
3 3 4 6 4 4-6+4=2 Tetraedro
4 3 12 8-12+6=2 Hexaedro
3 4 6 12 8 6-12+8=2 Octaedro
5 3 20 30 12 20-30+12=2 Dodecaedro
3 5 12 30 20 12-30+20=2 Icosaedro

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Considerando agora os poliedros de Platdo regulares, ou seja, 0os poliedros

convexos em que todas as suas faces séo poligonos regulares (iguais ou congruentes
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entre si) e em todos os veértices concorrem (partem) o mesmo namero de arestas,
segundo Dolce e Pompeo (1993, p. 133) “existem cinco, e somente cinco, tipos de
poliedros regulares”. Demonstracfes geométricas dessa afirmacdo também foram
discutidas nos trabalhos de Costa, Santos e Souza (2018), Jelinek, Mohr e Silva
(2020) e Melo e Rheinheimer (2015).

Segundo Richeson (2015, p. 21) “parte do mistério que envolve estes cinco
poliedros reside em serem poucos - nenhum outro poliedro, para além destes cinco,
satisfaz os rigorosos requisitos de regularidade”.

Sendo assim, considerando que a medida de um angulo interno de um poligono

regular de p lados é dada por 180 (pp%z), se o poliedro tiver q arestas que concorrem

em um vértice, a soma das medidas dos angulos em torno de cada vértice sera dada
por q |180° (%2)]

Além disso, de acordo com Mohr e Prado (2014, p. 6) no Livro Xl de Os
Elementos de Euclides, a proposi¢ao 21 diz que “a soma dos angulos dos poligonos
em volta de cada vértice de um poliedro € sempre menor do que 360°”. Verifica-se
gue se a soma dos angulos dos poligonos em volta de cada vértice for igual a 360°
todas essas faces estariam em um mesmo plano, criando uma superficie plana e ndo
uma figura espacial. DeHovitz (2016) observou também que se a soma dos angulos
for maior que 360°, algum plano delimitador entrara necessariamente no interior do
sélido e, portanto, ndo sera um poliedro convexo.

Observando essas definigdes e propriedades, considerando o caso em que as

faces de um poliedro regular sdo triangulos equilateros (p = 3), entdo cada angulo

interno mede 180 (%) = 60°. As possibilidades para construcédo de um poliedro com

q [180° (pr%z)] < 360° ou seja q < 6, portanto, g = 3, g = 4 ou g = 5, sao ilustradas

na Fig. 24. Dessa forma, seja q o numero de arestas que concorre em cada vértice,
para g = 3 tém-se tetraedro, para g = 4 tém-se octaedro e para g = 5 tém-se icosaedro.

Da mesma forma, considerando o caso em que as faces de um poliedro regular
sdo quadradas (ou seja, p = 4), entdo cada angulo interno mede 180 (4;—2) =90°. A

possibilidade para constru¢do de um poliedro com g [1800 (pr%z) ] < 360° ousejaq <
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4, portanto, q = 3 é ilustrada na Fig. 25. Dessa forma, seja q o nimero de arestas que

concorre em cada vértice, para q = 3 tém-se hexaedro.

Figura 24. Poliedros regulares formados com triangulos equilateros: tetraedro regular (a),
octaedro regular (b) e icosaedro regular (c).

JAVAN
\/

VAV
L & &

(a) (b) (©)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

K

by

Figura 25. Poliedro regular formado com quadrados: faces (a) e hexaedro regular (b).

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Dando continuidade, considerando o caso em que as faces de um poliedro

regular sdo pentagonos regulares e como p representa o nimero de arestas de cada

face, p = 5, entdo cada angulo interno mede 180 (5%) = 108°, a possibilidade para

construcdo de um poliedro com q [180° (pp%z)] < 360° ou sejaq < %, portanto, q =
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3 é ilustrada na Fig. 26. Dessa forma, seja q o nimero de arestas que concorre em

cada vértice, para q = 3 tém-se dodecaedro.

Figura 26. Poliedro regular formado com pentdgonos regulares: faces (a) e dodecaedro

regular (b).

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Com base no exposto, a Fig. 27 sintetiza a formacéao dos vértices dos poliedros
regulares observando a soma dos angulos dos poligonos regulares em torno de cada
vértice.

Por fim, considerando o caso em que as faces de um poliedro regular séo
hexagonos regulares, p representa o numero de arestas de cada face, p = 6, entdo

cada angulo interno mede 180 (%) = 120°, a Unica possibilidade para construgéo de

um poliedro com g [180° (pr%z)] < 360°, ou seja g < 3, portanto, g = 2.

Entretanto, como ¢ representa o0 numero de arestas que concorre em cada
vértice e 0 numero de arestas que concorrem em um vértice devera ser pelo menos 3
(g = 3), e com g = 3 a soma dos angulos internos é igual a 360°, ndo é possivel
construir um poliedro regular com poligonos regulares de 6 faces. (Fig. 28).

Dessa forma, ndo é possivel construir poliedros com faces limitadas por
poligonos regulares com p > 5, de modo que as possibilidades apresentadas para p
= 3 (tridngulos equilateros), p = 4 (quadrados) e p = 5 (pentagonos regulares) foram

sintetizadas na Tab. 4.
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Figura 27. Poligonos regulares formando os vértices dos poliedros regulares.
Figura 28. Hexagonos regulares formando uma figura plana.

o8

Fonte: Arquivos da autora (2021).

AvAYAV
YAV
ATV,

Fonte: Richeson (2015).

De forma complementar, apresenta-se uma demonstracdo analitica da
existéncia de apenas 5 tipos de poliedros regulares (BALESTRI, 2016; DANTE, 2000;
DEHOVITZ, 2016; DOLCE e POMPEO,1993; LIMA et al., 2004, RICHESON, 2015).
Destaca-se também que, como p representa o nhumero de arestas de cada face, p >
2, ja que todo poligono deve ter pelo menos 3 lados, e como g representa o numero
de arestas que concorrem em um Vvértice, q > 2, pois sdo necessarias pelo menos 3

arestas que concorrem em um vértice de um poliedro, tém-se:

-2
q [180° (pT)] < 360°

(2=

’3 ‘



qp —2q—2p <0

qp—2—-2q+4<4
P—-2)(q-2) <4
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Eqg. 5

Tabela 4 — Possibilidades para construcao de poliedros regulares.

. . Soma dos
Medida dos Quantidade de ~
~ angulos
) Angulos arestas que .
Poligonos . internos em : .
internos dos concorrem em Poliedro Representacao do
regulares ) . torno de cada .
poligonos um vértice do o regular poliedro regular
das faces _ vértice do
regulares das Poliedro .
poliedro
faces Regular
regular
Tridngulos Tetraedro
» 60° 3 180°
equilateros Regular
Tridngulos Octaedro
s 60° 4 2400
equilateros Regular V
Tridngulos Icosaedro 4&\
. 60° 5 300°
equilateros Regular A}
T
Tridngulos )
. 60° 6 360° N&o existe -
equilateros
Hexaedro :
Quadrados 90° 3 270° :
Regular i :
Quadrados 90° 4 360° N&o existe -
Pentagonos Dodecaedro ’\
108° 3 324°
regulares Regular ’
Pentagonos .
108° 4 432° N&o existe -
regulares
Hexagonos ]
120° 3 360° N&o existe -
regulares

Fonte: Arquivos da autora (2021).
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Entretanto, caso tivéssemos, por exemplo, p = 4 e q = 4, substituindo em (Eq.
5) tém-se (p — 2) (g — 2) = 4 e ndo atende a Equacéo 5. Da mesma forma, para p =
5, g = 4, substituindo em (5) tém-se (p — 2) (q — 2) > 4 que também nao atende a
Equacédo 5. Sendo assim, Dante (2000) e DeHovitz (2016) mostraram que para p > 2
e g > 2, as Unicas possibilidades que satisfazem (Eq. 5) séo apresentadas na Tabela
5.

Tabela 5 — Possibilidades para numero de lados (p) e arestas que concorrem em cada
vértice (q) em um poliedro regular.

p q p—2 g-2 (P=-2)(g-2) Nome do poliedro

3 3 1 1 1 Tetraedro regular
3 4 1 2 2 Octaedro regular
3 5 1 3 3 Icosaedro regular
4 3 2 1 2 Hexaedro regular
5 3 3 1 3 Dodecaedro regular

Fonte: Arquivos da autora (2021).
3.2.2 Diagonais dos poliedros regulares

Assim como nos demais poliedros convexos, o segmento de reta que une dois
vértices que nao pertencem a uma mesma face € denominado diagonal do poliedro
regular como ilustrado na Fig. 29.

O tetraedro regular ndo possui diagonais, pois todos 0s segmentos de reta que
unem dois vértices sao arestas desse poliedro, ou seja, pertencem a duas de suas
faces. Na Fig. 29 as diagonais sao representadas pelos segmentos de reta (linhas na
cor preta): as trés diagonais do octaedro regular, as quatro diagonais do hexaedro
regular, assim como sdo exemplificadas algumas das diagonais do dodecaedro
regular e icosaedro regular.

Para calcular a quantidade de diagonais em cada poliedro regular considerando
dois vértices distintos A e B (0 segmento AB é igual ao segmento BA, ja que a ordem
dos elementos ndo altera o resultado), o niumero total de segmentos de reta que
podem ser construidos a partir da unido de dois vértices quaisquer do poliedro regular
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€ dado pela combinacédo simples do nimero de vértices do poliedro regular, tomados
2 a 2. No entanto, essa combinacdo abrange também os segmentos de reta que séao
chamados de arestas do poliedro regular (ou lados dos poligonos das faces) e as
diagonais das faces do poliedro regular. Portanto, seja V o niumero de vértices do
poliedro regular, A o nimero de arestas, F o numero de faces e S 0 numero de

diagonais das faces, o niumero de diagonais do poliedro regular (D) é:
D:CV,Z_A_FS Eq6

Mantendo a notacdo adotada anteriormente para identificar o poliedro como
(p,q), onde p representa o numero de arestas de cada face e g € o nimero de arestas
gue concorrem em um vértice, p também pode representar o niumero de lados do
poligono regular, ja que se referem ao mesmo elemento com denominacdes diferentes
para poligonos e poliedros. Sendo assim, o nimero de diagonais de cada uma das

faces (S) do poliedro regular é:

§=1222 Eq. 7

Fazendo os céalculos com base nos dados de cada poliedro regular, obtemos o
namero de diagonais em cada poliedro regular, ressaltando-se, contudo, que o

tetraedro regular ndo possui diagonais, conforme mostrado na Tab. 6.

Figura 29. Algumas diagonais dos poliedros regulares.

Fonte: Arquivos da autora (2021).
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Tabela 6 — Quantidade de diagonais em um poliedro regular.

p
(nimero F A \% . .
. . S Diagonais do
Poliedro de (Faces (Arestas | (Vértices . . )
Cv.2 (Diagonais poliedro regular
regular arestas do do do
. ) : das faces) CZ—A—FS
de cada | poliedro) | poliedro) | poliedro)
face)
Tetraedro 3 4 6 4 6 0 6-6-4x0=0
Hexaedro 4 12 28 2 28-12-6x2=4
Octaedro 3 12 15 0 15-12-8x0=3
Dodecaedro 5 12 30 20 190 5 190 - 30 - 12x5 = 100
Icosaedro 3 20 30 12 66 0 66 - 30 - 20x0 = 36

3.2.3 Poliedros regulares inscritos e circunscritos na esfera

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Assim como os poligonos regulares podem ser inscritos e circunscritos em uma

circunferéncia, os poliedros regulares também podem ser inscritos em uma esfera,

(Fig. 30), e circunscritos a uma esfera (Fig. 31). Ressalta-se ainda que quando o

poliedro regular é inscrito na esfera pode-se dizer também que a esfera € circunscrita

ao poliedro regular. Analogamente, quando o poliedro regular é circunscrito a esfera

pode-se dizer que a esfera é inscrita no poliedro regular.

Figura 30. Poliedros regulares inscritos em uma esfera.

Fonte: Arquivos da autora (2021).
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Figura 31. Poliedros regulares circunscritos a uma esfera.

Fonte: Arquivos da autora (2021).

A Fig. 30 permite observar que a distancia do centro da esfera circunscrita aos
vértices de cada um dos poliedros regulares equivale ao raio dessa esfera. No caso
da esfera inscrita nos poliedros regulares (Fig. 31), a distancia do centro da esfera
inscrita a cada uma das faces dos poliedros regulares equivale ao raio dessa esfera.

Na Fig. 32 observa-se também que o centro da esfera circunscrita e o centro da esfera
inscrita correspondem ao mesmo ponto.

Figura 32. Poliedros regulares circunscritos a uma esfera e inscritos em outra esfera.

Fonte: Arquivos da autora (2021).



58

Dessa forma, € possivel estabelecer uma relacdo entre o comprimento das
arestas, area de superficie e volume dos poliedros regulares em fungcédo do raio da
esfera circunscrita aos poliedros regulares, denotado por R, e em fungéo do raio da
esfera inscrita nos poliedros regulares, denotado por r.

Além disso, como os cinco poliedros regulares serdo inscritos em uma esfera
de raio R e serdo circunscritos a uma esfera de raio r, para evitar o entendimento de
gue as arestas de cada poliedro regular teriam o0 mesmo comprimento (1), 0 que seria
um equivoco, o comprimento das arestas serd nomeado de forma distinta para cada
poliedro regular, a saber: [; para o tetraedro, [, para o hexaedro, [, para o octaedro,
[ppara o dodecaedro e [, para o icosaedro.

Na Fig. 33a o triangulo APC é retangulo, pois o segmento AP é a altura do
tetraedro regular (h;) referente a base BCD. Usando o teorema de Pitagoras pode-se

calcular o valor da altura do tetraedro em funcéo da aresta do tetraedro: AC? = AP? +

2
PC?, ou seja, I;> = hp + (%g) . Entdo, hy = %g

Por outro lado AP = A0 + OP. Dessa forma, o segmento AP, que é a altura do
tetraedro regular (hy) referente a base BCD, é igual a soma do raio da esfera
circunscrita (A0 = R) com o raio da esfera inscrita (OP =r), ou seja, AP = R + r (Fig.
33h).

Figura 33. Altura (AP) do tetraedro regular (a) e relacéo entre altura (AP) do tetraedro e raio
da esfera circunscrita (AO) e raio da esfera inscrita (OP) (b).

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).
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Além disso, sabendo que em um tetraedro regular as faces séo triangulos
equilateros cujos lados tém comprimento [, e que nesses poligonos a altura, bissetriz

e mediana sdo coincidentes, o comprimento do segmento DM corresponde a altura

do triangulo BCD, como ilustrado na Fig. 34a, € dado por DM = Como DM

também é mediana e P € o baricentro (ponto de encontro das medianas) do triangulo

I3

BCD, PM = %W, donde segue que PM = ——. Da mesma forma, o ponto S € o

baricentro triangulo ABC (Fig. 34b), entdo AS = %m donde segue que AS = %g

Figura 34. Baricentros dos triangulos equilateros BCD (a) e ABC (b).

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Como os triangulos retangulos APM e ASO (Fig. 35) sdo semelhantes (caso

- ﬂ lT‘/_ 16
AA), o = Fazendo as substituicoes, J_ = , tém-se que r = Tl— Isolando [,

6

obtém-se a relacdo entre o comprimento da aresta do tetraedro regular e o raio da

esfera inscrita nesse poliedro, portanto, Iy = 2rv6.

Comohy;=R+reh; = ﬂ_ tém-se que ‘/_ =R+ — ‘/_ . Isolando [; obtém-se

a relacdo entre o comprimento da aresta do tetraedro regular e o raio da esfera

2RV6

circunscrita a esse poliedro, portanto, l; = 3

Em um hexaedro regular cujo comprimento de aresta é [; inscrito em uma

circunferéncia de raio R, como ilustrado na Fig. 36a, o triangulo CAE é retangulo em
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A. Sabendo que CE = 2R, AE = ly e AC = l4\/2 aplicando o teorema de Pitagoras
tem-se que CE? = AE? + AC?. Fazendo as devidas substituicdes e isolando I, obtém-

se a relacdo entre o comprimento da aresta do hexaedro regular e o raio da esfera

. . . 2RV3
circunscrita a esse poliedro, portanto, Iy = T\/_

Figura 35. Semelhanga entre os triangulos APM E ASO.

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Por outro lado, na Fig. 31 pode-se observar que o comprimento da aresta do
hexaedro corresponde ao diametro da esfera inscrita nesse poliedro, entdo tém-se
que ly = 2r.

Os quatro vértices centrais do octaedro formam um quadrado inscrito em uma
circunferéncia de raio R, de modo que o comprimento das diagonais desse quadrado
é igual 2R (Fig. 36b). Sabendo que a diagonal de um quadrado de lado [, é [,V2.
Sendo assim, [,v/2 = 2R entdo, I, = RV2.

Na Fig. 36¢ pode-se relacionar o raio da esfera circunscrita (R), o raio da esfera

inscrita (r) ao octaedro e o segmento NE. Como ponto N é o baricentro dessa face

triangular do octaedro regular, entdo NE = # Aplicando o Teorema de Pitagoras ja

que o triangulo ONE é retangulo em N (Fig. 36d), tém-se R? = NE? +r2. Como

V2

demonstrado anteriormente, l, = RV2 entdo R= on Fazendo as devidas

2
substituicdes tém-se que (%) - (

loV3

2
- ) + 12, entdo I, = /6.

Sabendo que é possivel inscrever um hexaedro regular em um dodecaedro

regular, como ilustrado na Fig. 36e. Analogamente como demonstrado anteriormente
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para o hexaedro, cujo comprimento de aresta € [, 0 comprimento da sua diagonal é

igual a Iyv/3. Como o hexaedro esta inscrito na esfera de raio R, as suas diagonais

tém comprimento igual a 2R. Sendo assim, I;V3 = 2R entdo, Iy = &‘5_

Observa-se que o comprimento da aresta desse hexaedro (ly) € igual ao
comprimento da diagonal do pentagono regular, denominada por d, como ilustrado na
Fig. 36f.

Figura 36. Aresta do hexaedro regular em relacdo ao raio da esfera circunscrita (a), aresta
do octaedro regular em relacdo ao raio da esfera circunscrita (b), aresta do octaedro regular
em relacdo ao raio da esfera inscrita (c), tridngulo retdngulo ONE (d), hexaedro regular
inscrito em um dodecaedro regular (d) e diagonal de um pentagono regular (e).

(@) (b) (©)

(d) (e) ()
Fonte: Arquivos da autora (2021).

1+/5
2

seja [, o comprimento da aresta do dodecaedro regular (igual ao comprimento da

Sabendo que razao entre a diagonal e o lado do pentagono regular é ¢=

aresta da face, que € um pentdgono regular), pode-se dizer que a diagonal do

pentagono, denominada por d, € dada pord = I, (12\/3

).Comod = Iy, Iy = Ip (22).



62

2R

3. ~ 1+vV5
Por outro lado, como I; = Tf igualando as duas expressdes, tem-se que [p ( f) =

2RvV3 A ~ .
T\/—' Isolando [, obtém-se a relacdo entre o comprimento da aresta do dodecaedro

R(V15-v3)

regular e o raio da esfera circunscrita a esse poliedro, portanto, I, = 3

Pode-se calcular o raio da circunferéncia circunscrita (x) ao pentagono regular
em relacdo ao lado do pentagono regular que € igual comprimento da aresta do
dodecaedro regular (), como ilustrado na Fig. 37a.

Na Fig. 37b observa-se também que o angulo DAB = 36°. Sabendo que

sen36° = V10 —2v5 , usando o seno do angulo DAB e aplicando a relacdo
. o A 1/2) 2lp

rigonometri DAB =—, tém- = :

trigonomeétrica sen — tem-se que x Tioor

Figura 37. Circunferéncia circunscrita ao pentagono regular (a) e angulo DAB (b).

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Por outro lado, para o célculo do raio da esfera inscrita (r) ao dodecaedro
regular, sabendo que o triangulo OAB é retangulo em A, como ilustrado na Fig. 38,

pode-se aplicar o teorema de Pitdgoras, R? = r? + x2.

__ R(V15-v3)

. , entdo o raio da esfera

Como demonstrado anteriormente, [

circunscrita (R) ao dodecaedro regular € dado por R = @. Fazendo as devidas

2 2
substituicdes e operacdes matematicas, (@) =(r)?+ ( ﬁ) , entdo r =
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1pV250+110v5

>0 . Isolando [, obtém-se a relacdo entre o comprimento da aresta do

dodecaedro regular e o raio da esfera inscrita nesse poliedro, portanto,

/250-110V5

ln =
b 100

Figura 38. Relagdo entre raio da circunferéncia circunscrita (x) ao pentagono regular, raio
da esfera circunscrita (R) ao dodecaedro regular e raio da esfera inscrita (r) ao dodecaedro
regular.

X

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Sabendo que ao seccionar o icosaedro regular com um plano que contenha 5
de seus vértices obtém-se um pentagono regular cujo comprimento do lado € igual ao

comprimento da aresta do icosaedro (l;), como ilustrado na Fig. 39a.

1+\/§).

A diagonal desse pentagono (d) tem comprimento igual a d = l,( >

Observando o triangulo AEK ilustrado na Fig. 39b, AK = 2R,e como AE é

perpendicular a EK, o triangulo AEK é retangulo em E. Aplicando o teorema de

2
Pitagoras, (2R)? = (I;)? + (lz (1+2\/§)> _Entdo, I, = Rvso;1ov§_

Para o céalculo do raio da esfera inscrita (r) ao icosaedro regular (Fig. 40a),
sabendo que o triangulo OPA é retangulo em P, como ilustrado na Fig. 40b, pode-se

aplicar o teorema de Pitagoras, R? = r2 + AP2.

. R+ 50—-10V5 ~ .
Como demonstrado anteriormente, [; = T\/’ entdo o raio da esfera

. . . p 11V 10+2v5 P .
circunscrita (R) ao icosaedro regular é dado por R = %— Além disso, sabendo

gque em um icosaedro regular as faces sao triangulos equilateros cujos lados tém
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comprimento [;, e que nesses poligonos a altura, bissetriz e mediana séo coincidentes,

o comprimento do segmento AM correspondente a altura do triangulo ABC, como
ilustrado na Fig. 40c, é dado por AM = # Como AM também é mediana e P é o
baricentro (ponto de encontro das medianas) do tridangulo ABC, AP = gm donde

segue que AP = %

Figura 39. Secdo em um icosaedro regular (a) e triangulo AEK. (b).

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Figura 40. Raio da esfera inscrita ao icosaedro regular (a), baricentro do tridngulo equilatero
ABC (b) e Relagéo entre segmento (AP) do triangulo equilatero, raio da esfera circunscrita
(R) e raio da esfera inscrita (r) ao dodecaedro regular (c).

(a) (b) (©)
Fonte: Arquivos da autora (2021).
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Fazendo as devidas substituicbes e operacbes matematicas,

(11\/10+2\/§>2 = (") + (ﬂ I[;vV42+18V5
12

” 2 . Além disso, sejam A e B numeros

2
) , entdo r =

racionais positivos e diferentes de zero (A, B € Q%), A?> B, A>—B ndo é um quadrado

perfeito e B ndo é quadrado perfeito, sabe-se que VA + VB = \/“VZ""—B + \/A—x/;z——B’

entdo V42 +18V5=3V3+ ViS5 e r = @ Isolando I; obtém-se a relacéo
entre o comprimento da aresta do icosaedro regular e o raio da esfera inscrita nesse
poliedro, portanto, I; = r(3v3 — V15).

A Tab. 7 apresenta o comprimento das arestas dos poliedros regulares em

funcéo do raio da esfera circunscrita (R) e do raio da esfera inscrita (r).

Tabela 7 — Comprimento das arestas dos poliedros regulares em funcdo do raio da esfera
circunscrita e do raio da esfera inscrita.

_ _ Comprimento da _
Poliedro Comprimento . Comprimento da
aresta em funcéo .
regular da aresta aresta em funcéo der
deR
Tetraedro Ly Iy = 2R3_\/8 lr =2rV6
Hexaedro ly Iy = @ ly =2r
Octaedro lo lo = RV2 lo =1V6
Dodecaedro I b= R(IS —V3) o TV250- 110V5
3 b 100
Icosaedro L [, = RV50 — 10V5 I, =7(3v3 - 15)
5

Fonte: Arquivos da autora (2021).
3.2.4 Area de superficie
Na definicdo adotada nesse trabalho os poliedros limitam uma regidao do espacgo

chamada de interior desse poliedro. Dessa forma, a superficie poliédrica com

exemplos de planificacdo dos poliedros regulares € apresentada na Fig. 41.
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Figura 41. Superficie poliédrica dos poliedros regulares: tetraedro (a), hexaedro (b),
octaedro (c), dodecaedro (d) e icosaedro (f).

n b O ®

¢ &1

(a) (b) (©) (d) (e)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Considerando que a aresta de cada poliedro tenha comprimento [, a area da
superficie poliédrica pode ser determinada pelo produto da quantidade de faces pela
area de cada uma das faces do poliedro regular.

No caso do tetraedro regular, octaedro regular e icosaedro regular cujas faces

sdo delimitadas por tridangulos equilateros com area igual a A = 12 ? a area de
YR ’ _ 2\/§ _ 2 ’ ;s
superficie do tetraedro regular é Aretraedro = 4 (l T) = 12/3, a &rea de superficie do
7 2 \/§ 2 7z Y .
octaedro regular é Apctaedro = 8 (l T) = 21%+/3, e a area de superficie do icosaedro

regular é Ajcosgedro = 20 (lz ?) = 51%24/3.

No hexaedro regular (cubo), as faces sao delimitadas por quadrados com area
igual a [, o produto do nimero de faces pela area de cada face corresponde a area
do hexaedro regular igual a Apexgedro = 617

No caso do dodecaedro regular, em que suas faces sao delimitadas por
pentagonos regulares, o calculo da area superficial ndo é tdo simples tendo em vista
gue o calculo da area desse poligono exige algumas manipulacdes algébricas.

Sabendo que todo o poligono regular de p lados pode ser inscrito em uma
circunferéncia de raio R e gque esses poligonos podem ser divididos em triangulos
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isésceles, o pentagono pode ser dividido em 5 triangulos isdsceles conforme ilustrado
na Fig. 42a.

Para calcular a area de cada triangulo, basta determinar o valor do apétema do
triangulo (segmento de reta com extremidades no centro da circunferéncia circunscrita
ao poligono e em um lado do poligono regular, tal que esse segmento seja
perpendicular a esse lado) e utilizar a férmula conhecida para determinar a area do
triangulo conhecendo um lado e a altura do triangulo relativa a esse lado, que nesse

caso equivale a medida do apétema, ilustrado na Fig. 42b como o segmento AD.

Figura 42. Pentagono regular inscrito em uma circunferéncia (a) e apétema do pentagono
regular (b).

~—_t ~—_° -

(@) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

O angulo central de 360° foi dividido por 5, entdo o angulo CAB equivale e 72°
(Fig. 43a). Como o triangulo ABC é triangulo isésceles, o apétema (AD) também é
bissetriz do angulo CAB, de modo que DAB é igual a 36° e o triangulo ABD é retangulo
(Fig. 38b).

Sabendo que tg36° = v/ 5 — 2+/5, para calcular o apétema a podemos usar a

tangente do angulo DAB e aplicar a relacdo trigonométrica thAB=%2).

Desenvolvendo e igualando ao valor da tangente de 36°, tem-se o valor do apétema

a=£\/25+10\/§. A area do triangulo sera dada por Arranguio =
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l—(io V25 + 10\/3), portanto  Arpianguio = % V254 10V5. Em seguida, para

2\1

determinar a area do pentagono basta multiplicar a area do triangulo equilatero por 5
2

Apentagono = l: V25 + 10+/5, e ja que o dodecaedro regular tem 12 faces pentagonais,

para determinar a &area superficial desse poliedro deve-se multiplicar a area do

pentagono por 12. Por fim, Apygecacdro = 312V25 + 105,

Figura 43 — Angulo CAB (a) e angulo DAB (b).

c \‘_\_____,,/B

(a) (b)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

As areas das faces e areas das superficies de cada poliedro regular calculadas
em funcdo do comprimento da aresta, estao sintetizadas na Tab. 8.

A Tab. 9 apresenta da area da superficie dos poliedros regulares apos
substituicdo nas expressdes de area de superficie apresentadas na Tab. 8 do
comprimento das arestas dos poliedros regulares (1) pelo comprimento das arestas
dos poliedros regulares em funcéo do raio da esfera circunscrita (R) e do raio da esfera

inscrita (r), conforme demonstrado anteriormente e sintetizado na Tab. 7.



Tabela 8 — Area da superficie poliédrica em funcdo do comprimento da aresta.

_ _ Area da
Poliedro | Comprimento ) .
Area da Face superficie
regular da aresta o
poliédrica
Tetraedro 12 ? 1243
Hexaedro 12 612
Octaedro 12 ? 21243
lZ
Dodecaedro 7 /25 +10V5 312 /25 +10V5
Icosaedro 12 ? 5124/3

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Tabela 9 — Area da superficie dos poliedros regulares em funcdo do comprimento da aresta,
do raio da esfera circunscrita e do raio da esfera inscrita.

Area da Area da Area da
Poliedro | Comprimento superficie superficie superficie
regular da aresta poliédricaem | poliédrica em poliédrica em
funcéo de [ funcdo de R funcéo der
2 2
Tetraedro - 1243 8R3‘/§ 24773
Hexaedro ly 6l% 8R? 24772
Octaedro lo 21243 4R?V3 12r2V3
Dodecaedro Ip 313 /25 +10V5 | 2R? /50 — 105 | 3072 /130 — 585
Icosaedro L 5123 2R%(5V3 —V15) | 30,2 /7\/5 _3V15

Fonte: Arquivos da autora (2021).
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3.2.5 Volume

Como dito anteriormente, nesse trabalho considera-se que os poliedros limitam
uma regido do espaco chamada de interior desse poliedro. Dessa forma, a superficie
poliédrica e a regido interna do poliedro constituem um objeto macico ou soélido
geomeétrico que no caso dos poliedros platonicos regulares podem ser chamados de
sélidos platdnicos regulares (Fig. 15), ou apenas sélidos regulares.

Observando que o tetraedro regular € uma piramide de base triangular, seja 4,

area da base e h altura do tetraedro regular, como demonstrado anteriormente, o seu

4 ApXh
volume é dado por Vreirgedro = bT
3 ltve e A
Como 4, = l%% e hy = %_ efetuando as substituicdes tém-se que o volume

. 3
do tetraedro regular € Vretraedro = ﬁ\/f .

O volume do tetraedro regular também poderia ser determinado sabendo que
esse poliedro pode ser decomposto em 4 piramides de base triangular com
comprimento de aresta igual ao comprimento da aresta do tetraedro e altura igual ao
raio da esfera inscrita, como ilustrado na Fig. 44a.

Como o hexaedro regular é um prisma de base quadrada, seja A, area da base
e h altura do hexaedro regular, o seu volume é dado por Vyexaedaro = Ap X h. Como
A, = 1% e h = I, efetuando as substituicdes tém-se que o volume do hexaedro regular
é Viexaedro = L

O volume do hexaedro regular também poderia ser determinado sabendo que
esse poliedro pode ser decomposto em 6 piramides de base quadrada com
comprimento de aresta igual ao comprimento da aresta do hexaedro e altura igual ao
raio da esfera inscrita, como ilustrado na Fig. 44b.

O octaedro regular pode ser dividido em 2 piramides de base quadrada, entdo

ApXh

seu volume é dado por Vy tgedro = 2 X =

onde A, é a area da base e h é a altura

dessas piramides. Como 4, = I3 e h é igual ao raio da esfera circunscrita, e sabendo

que h=R =1, g como demonstrado anteriormente, efetuando as substituicbes tém-

vz

se que o volume do hexaedro regular € Vycraaedro = 3
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O volume do octaedro regular também poderia ser determinado sabendo que
esse poliedro pode ser decomposto em 8 piramides de base triangular com
comprimento de aresta igual ao comprimento da aresta do octaedro e altura igual ao
raio da esfera inscrita, como ilustrado na Fig. 44c.

Figura 44. Decomposicao do tetraedro regular (a), hexaedro regular (b), octaedro regular
(c), dodecaedro regular (d) e icosaedro regular (e).

(@) (b) (c)

(d) (e)
Fonte: Arquivos da autora (2021).

Analogamente, o dodecaedro regular pode ser dividido em 12 piramides de

base pentagonal (Fig. 44d), entdo seu volume é dado por Vpogecaedro =
ApXh
3 )

pentagonais.

12 X

onde A, € a area da base e h é a altura de cada uma das piramides
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A altura de cada uma das piramides pentagonais (h) é igual ao raio da esfera

inscrita (r) ao dodecaedro, como demonstrado anteriormente, h = r = —ID“ZSZ;“O‘E_
3
Portanto, seja VDodecaedro =12Xx Ab:h, Ab ZIID 25 + 10\/§ e h= ZDWa

. 3 (15+7V5
volume do dodecaedro regular € Vp,decaedro = %.

Por sua vez, o icosaedro regular pode ser dividido em 20 piramides de base

triangular (Fig. 44e), seja A, area da base e h altura de cada uma das piramides, o

P ApXh
seu volume é dado por V,csaedro = 20 X ”3 .

A altura de cada uma das piramides de base triangular (h) é igual ao raio da

. . . . 1;(3V3+V15)
esfera inscrita ao icosaedro, como demonstrado anteriormente, h =r = '(T

Xh

. . A 3
Por fim, seja Vi psqedro = 20 X b3 23

, Como 4, = l,Tehz

11(3\/§+‘/1_5)
1

> , 0 volume do

513(3+V5)

icosaedro regular € Vicosaedro = )

Assim como relacionou-se a area da superficie poliédrica em funcéo do raio da
esfera circunscrita e do raio da esfera inscrita, fazendo as devidas substituicdes
obtém-se o volume dos poliedros regulares em funcéo do raio da esfera circunscrita
(R) e em funcéo do raio da esfera inscrita (r). A descricédo das leis de formacéo para o
calculo do volume dos poliedros regulares é apresentada na Tab. 10.

De forma genérica, como os poliedros regulares podem ser decompostos em
piramides retas com base igual a face do poliedro regular e altura igual ao igual ao
raio da esfera inscrita em cada um dos poliedros regulares, o volume desses poliedros
corresponde a um terco do produto da area da superficie poliédrica pelo raio da esfera

inscrita em cada poliedro regular.
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Tabela 10 — Volume dos poliedros regulares em fungdo do comprimento da aresta, do raio
da esfera circunscrita e do raio da esfera inscrita.

—_— Comprimento | Volume em Volume em Volume em
oliedro
da aresta funcéo de | funcdo de R funcéo der
E: 8R3V3 8r3v3
Tetraedro ! T2
r 2 V? 27
3 3
Hexaedro ly 1 8R9\/§ 8r
3 3 3
Octaedro lo lo V2 AR~ 4r3v3
3 3
3 3
Dodecaedro Ip 2 (15: 7V5) | 2R (5‘/?3"' V15) 1073 /130 _ 585
3 3
Icosaedro L M 2R ( 10 + 2\/5) 10r3,|7V3 — 3V15
3

Fonte: Arquivos da autora (2021).
3.2.6 Area de superficie especifica
A relacdo entre &rea de superficie e volume é conhecida como é&rea de
superficie especifica (ASE) e, de acordo com essa relacdo, quanto menor o volume

maior a area de superficie especifica.

Area de superficie

Area de superficie especifica = I (Eq. 6)
No caso dos poliedros regulares para os quais demonstrou-se as leis de
formacdo para determinagdo de area de superficie e volume em funcdo do raio da

esfera circunscrita (R) e raio da esfera inscrita (r), a relacao entre area de superficie e

p . R? 1 r? 1
volume sera do tipo - = pou— =~ Dessa forma, pode-se observar que quanto

menor o raio das esferas, menor a area de superficie e o volume do poliedro regular
inscrito ou circunscrito, de modo que quando o raio das esferas tende a zero a area
de superficie especifica tende a infinito. Geometricamente, quando o raio das esferas
tende a zero pode-se dizer que o poliedro regular que € um elemento tridimensional

se aproxima de um ponto.
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Com base nas expressdes para area de superficie e volume apresentadas
anteriormente nas Tabelas 9 e 10, determinou-se a area de superficie especifica de
cada um dos poliedros regulares em fungcéo do comprimento da aresta, em funcéo do
raio da esfera circunscrita (R) e em funcao do raio da esfera inscrita (r). A descricao
das leis de formacéao é apresentada na Tab. 11.

A Tab. 11 permite observar que a area de superficie especifica dos poliedros
regulares em funcgdo do raio da esfera circunscrita R é igual para os poliedros duais
(hexaedro-octaedro e dodecaedro-icosaedro). Na Tab. 11 observa-se também que a
area de superficie especifica em funcao do raio da esfera inscrita (r) € igual para todos
os poliedros regulares, confirmando o que foi dito anteriormente que volume dos
poliedros regulares corresponde a um terco do produto da &rea da superficie

poliédrica pelo raio da esfera inscrita em cada poliedro regular.

Tabela 11 — Area de superficie especifica dos poliedros regulares em funcéo do
comprimento da aresta, do raio da esfera circunscrita e do raio da esfera inscrita.

Area de Area de Area de
_ superficie superficie superficie

_ Comprimento . . .

Poliedro especifica especifica em especifica em

da aresta . . .
em funcao funcédo de R funcéo der
del
9 3
Tetraedro Iy 6—\/8 = =
Ly R r
6 3
Hexaedro ly — @ -
lH R T
3
Octaedro lo 3—\/8 ﬁ =
lo R r
/ 3
Dodecaedro Iy 3V50 — 22v5 3V15 — 6V5 -
lp R
—+/ 3
Icosaedro L 3(3\5[ 15) 3v15 — 6V5 -
I R

Fonte: Arquivos da autora (2021).
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A Tab. 12 apresenta os valores numéricos para area da face, area de
superficie, volume e area de superficie especifica considerando o comprimento
unitario das arestas de cada um dos poliedros regulares. Considerando o mesmo
comprimento de aresta para cada um dos poliedros regulares, observa-se que o
tetraedro apresenta menor area de superficie, menor volume e maior area de
superficie especifica e que o dodecaedro apresenta a maior area de superficie, maior

volume e menor area de superficie especifica.

Tabela 12 — Area da face, area de superficie, volume e area de superficie especifica dos
poliedros regulares.

POLIEDRO COMPRIMENTO ASEA QUANTIDADE AREA DE VOLUME SGFI?EQF?CI:EIE

REGULAR DA ARESTA FACE DE FACES SUPERFICIE ESPECIFICA
TETRAEDRO 1,00 0,43 4 1,73 0,12 14,70
HEXAEDRO 1,00 1,00 6 6,00 1,00 6,00
OCTAEDRO 1,00 0,43 8 3,46 0,47 7,35
DODECAEDRO 1,00 1,72 12 20,65 7,66 2,69
ICOSAEDRO 1,00 0,43 20 8,66 2,18 3,97

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Assim como nos poliedros regulares, a forma e o tamanho de um objeto ou
particula definem a sua area de superficie e o seu volume influenciando a sua area
de superficie especifica. Além disso, Zarbin e Oliveira (2013) salientam que “Abaixo
de um determinado tamanho critico, sempre na ordem de alguns nandémetros, as
propriedades de um determinado material se tornam diferenciadas daquelas
observadas para o mesmo material em escala macroscopica”.

Com isso, o estudo da area de superficie especifica em escala nanométrica
tem grande relevancia para pesquisadores em diversas aplicacbes como
catalisadores, fotocatalisadores, sensores, biosensores, células solares, etc., uma vez

gue nesses casos uma maior razao area superficial / volume contribui para a
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otimizacao de propriedades quando se comparado com razées maiores. (COELHO,
2020; PASTRANA-MARTINEZ ET AL., 2013; PEREIRA, 2012; ZARBIN E OLIVEIRA,
2013).

Para exemplificar essa observacgéao, escolhendo-se um poliedro cuja area e cujo
volume sdo conhecidos, como um hexaedro regular cuja aresta tem comprimento [, a
sua area de superficie é dada por 612 e o seu volume é dado por I3, 0 hexaedro regular
com aresta de 1 m de comprimento (Fig. 45a), tera area de superficie de 6 m2 e volume
de 1 m3. A area de superficie especifica desse hexaedro regular ser4 6 m2/m3.

Ao dividir esse hexaedro em oito hexaedros regulares menores, cada um com
aresta de 0,5 m (Fig. 45b), area de superficie de 1,5 m?, volume de 0,125 m3, a area
de superficie especifica passara a ser 12 mz/ms3 (1,5/ 0,125).

Dividindo novamente cada um desses hexaedros regulares menores em oito
(Fig. 45c), tem-se 64 hexaedros regulares cada um com aresta de 0,25 m, area de
superficie de 0,375 m2, volume de 0,015625 m3 e area de superficie especifica de 24
m2/m3 (0,375 / 0,015625).

Figura 45: Hexaedro regular com aresta de 1 m de comprimento (a), aresta de 0,5m de
comprimento (b) e aresta de 0,25m de comprimento (c).

1m

/

1m . —05m —025m

(a) (b) @

Fonte: Arquivos da autora (2021).

No exemplo ilustrado acima, em escala macroscépica, pode-se observar
também que, apesar do hexaedro inicial ter o mesmo volume que os 64 hexaedros
menores juntos, a area de superficie do hexaedro inicial (6 m?2) é inferior a area de
superficie de cada um dos 64 hexaedros menores (24 m?). Contudo, essa propriedade

é véalida para objetos e particulas independentemente da sua forma geométrica e,
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inclusive, em proporcdes muito menores de tamanho como na escala nanométrica, o
gue possibilita grandes aplicacdes em diversas areas do conhecimento.

Além disso, assim como demonstrado nas sec¢bes anteriores, pode-se
comparar a area de superficie, volume e &rea de superficie especifica dos poliedros
regulares com a area de superficie, volume e area de superficie especifica de uma
esfera de raio R circunscrita a esses poliedros.

Desse modo, sabendo que a area da superficie da esfera de raio R é dada por
p 4mR3 . ~
Agsfera = 4mR? e que o volume é dado por Vigrerq = ”T utilizando as relacdes de

area da superficie poliédrica e volume dos poliedros regulares em funcéo do raio (R)
da esfera circunscrita a esses poliedros, apresentadas na Tab. 9 e na Tab. 10, e
considerando uma esfera de raio unitario, pode-se observar numericamente na Tab.
13 que o dodecaedro e o icosaedro sao os poliedros que mais se aproximam da esfera
circunscrita, tanto em termos de area de superficie quanto de volume e éarea de

superficie especifica.

Tabela 13 — Area de superficie especifica dos poliedros regulares e da esfera circunscrita.

RAIO DA AREA ‘ AREA DE
SOLIDO ESFERA C%'\A’"ZF';”\E"SE?‘ATO DA Qgé'\"zﬂgéSDE SSEEQF?CEIE VOLUME | SUPERFICIE
CIRCUNSCRITA FACE ESPECIFICA
TETRAEDRO
REGULAR 1,0000 1,6330 | 1,1547 4 4,6188 0,5132 9,0000
HEXAEDRO
REGULAR 1,0000 1,1547 1,3333 6 8,0000 1,5396 5,1962
OCTAEDRO
REGULAR 1,0000 1,4142 | 0,8660 8 6,9282 1,3333 5,1962
DODECAEDR
O REGULAR 1,0000 0,7136 | 0,8762 12 10,5146 2,7852 3,7752
ICOSAEDRO
REGULAR 1,0000 1,0515 | 0,4787 20 9,5745 2,5362 3,7752
ESFERA 1,0000 12,5664 4,1888 3,0000

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Na Tab. 13 também €é possivel notar que a area de superficie especifica do

hexaedro é equivalente a area de superficie especifica do octaedro, assim como a
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area de superficie especifica do dodecaedro € equivalente a area de superficie
especifica do icosaedro.

Observa-se também que a razdo entre o volume do poliedro regular e seu dual
€ a mesma que a proporcéo da area de superficie do solido e seu dual. Com base nos
valores da Tab. 13, volume hexaedro / volume octaedro = 1,5396 / 1,3333 = 1,1547 e
area de superficie do hexaedro / area de superficie do octaedro = 8/6,9282 = 1,1547,
volume do dodecaedro / volume do icosaedro = 2,7852 / 2,5362 = 1,0981 e area de
superficie do dodecaedro / area de superficie do icosaedro = 10,5146 / 9,5745 =
1,0981). Segundo Weisstein (n.d) essa propriedade foi observada pela primeira vez
por Apolénio para o dodecaedro e o icosaedro.

Por outro lado, também pode-se comparar a area de superficie, volume e area
de superficie especifica dos poliedros regulares com a area de superficie, volume e
area de superficie especifica de uma esfera de raio r inscrita nesses poliedros.
Considerando que a esfera inscrita tem raio unitario, pode-se observar numericamente
na Tab. 14 que a area de superficie especifica de todos os poliedros regulares é igual
a area de superficie especifica da esfera de raio r inscrita em cada um desses
poliedros que correspondente ao triplo do inverso do raio dessa esfera, como

demonstrado anteriormente.

Tabela 14 — Area de superficie especifica dos poliedros regulares e da esfera inscrita.

RAIO DA AREA . AREA DE
SOLIDO ESFERA COD'\A’"ZFEESE;\‘ATO DA Qg’é'\g_\'géSDE SSEEQF?SE VOLUME | SUPERFICIE
INSCRITA FACE ESPECIFICA
TETRAEDRO 10,392
REGULAR 1,0000 4,8990 3 4 41,5692 13,8564 3,0000
HEXAEDRO
REGULAR 1,0000 2,0000 | 4,0000 6 24,0000 8,0000 3,0000
OCTAEDRO
REGULAR 1,0000 2,4495 2,5981 8 20,7846 6,9282 3,0000
DODECAEDR
O REGULAR 1,0000 0,8981 1,3876 12 16,6509 5,5503 3,0000
ICOSAEDRO
REGULAR 1,0000 1,3232 0,7581 20 15,1622 5,0541 3,0000
ESFERA 1,0000 12,5664 4,1888 3,0000

Fonte: Arquivos da autora (2021).
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Considerando uma mesma esfera de raio r inscrita em cada um dos poliedros
regulares, na Tab. 14 observa-se também que o tetraedro apresenta maior area de
superficie, maior volume e que o icosaedro apresenta a menor area de superficie e
menor volume.

Por fim, destaca-se que dentre os poliedros regulares o dodecaedro apresenta
maior aproximacao entre area de superficie e volume da esfera circunscrita, assim
como o icosaedro apresenta maior aproximacao entre area de superficie e volume da

esfera inscrita.
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4 APLICACOES EM CIENCIA BASICA E APLICADA

Nesse capitulo serdo apresentadas algumas aplicacbes dos poliedros
regulares nas Ciéncias. Essas aplicacdes em algumas areas do conhecimento, em
diferentes escalas de comprimento desde o nivel subatémico até nivel macroscopico,
justificam a importancia de conhecer as propriedades matematicas e geométricas dos
poliedros regulares apresentadas na sec¢ao anterior e incentivam a utilizagado de uma

proposta de ensino para estudantes do ensino médio envolvendo essa tematica.

4.1 QUIMICA, CIENCIA DOS MATERIAIS, NANOTECNOLOGIA

A ciéncia que estuda a composicado, estrutura, propriedades da matéria e as
mudancas sofridas por ela € a Quimica e a Estereoquimica € um dos ramos da
Quimica que estuda os aspectos tridimensionais das moléculas. Dessa forma, o
estudo da geometria molecular aproxima essas duas ciéncias da Matematica.

Desde a antiguidade filésofos e estudiosos estudam a composi¢cao da matéria,
que pode ser definida como qualquer coisa que possui massa e ocupa lugar no
espaco. Hoje, sabe-se que a matéria é constituida por atomos e pode se apresentar
em trés estados fisicos: o estado soélido, o estado liquido e o estado gasoso. A
estrutura atdmica é formada por trés particulas fundamentais: prétons, néutrons e

elétrons, como ilustrado na Fig. 46.

Figura 46 — Esquema de estrutura atdmica e suas particulas fundamentais.

Fonte: Arquivos da autora (2021).


https://mundoeducacao.uol.com.br/quimica/estrutura-atomo.htm
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Os atomos pertencem a diferentes tipos de elementos quimicos e podem se
agregar formando moléculas que constituem substancia elementar ou substancia
simples (atomos de um Unico tipo de elemento quimico, Fig. 47a) ou compostos
quimicos (atomos de dois ou mais tipos de elementos quimicos ou duas ou mais

substancias elementares, Fig. 47b).

Figura 47 — Representacdo de substancia simples como H; (a) e substancia composta
como HzO.

(a) (b)

Fonte: Arquivos da autora (2021).

As propriedades fisicas e quimicas das substancias quimicas dependem da
sua estrutura, ou seja, dependem da maneira como os atomos dos elementos que as
constituem estéo arranjados no espaco e dependem, também, do tipo de ligagcédo que
mantém estes atomos unidos.

Como ilustrado na Fig. 48 e segundo Feitosa, Barbosa e Forte (2016, p. 71):

Alguns compostos quimicos sdo constituidos de ions, que
sdo atomos que perderam ou ganharam elétrons,
tornando-se eletricamente carregados, como o cloreto de
sédio (NaCl), formado pelos ions Na* e CI. Outros
compostos quimicos séo constituidos por moléculas, que
séo as menores unidades de uma substancia que mantém
as caracteristicas quimicas e de composicdo do
composto, como a 4gua, que é constituida por moléculas
de H20 (dois 4tomos de hidrogénio para cada atomo de
oxigénio).

As ilustracbes apresentadas sdo exemplos de como a representacdo de

estruturas quimicas e o conhecimento das suas caracteristicas geométricas pode
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facilitar a compreensdo das propriedades fisicas e quimicas das substancias

quimicas.

Figura 48 — Representacdo da molécula de cloreto de sédio (NaCl) (a) e da molécula de
agua H0 (b).

(@) (b)

Fonte: Arquivos da autora (2021).

Atiyah e Sutcli (2003) discutiram e apresentaram exemplos de estudo de
representacdo de elétrons em uma esfera, estrutura de atomos de carbono, a
determinacdo de simetria e arranjos de minima energia e problemas relativos a
configuragéo de particulas pontuais, observando também o ponto de vista geométrico
ao relacionar com poliedros, em especial os poliedros regulares.

Alvarez (2005) afirmou que o tetraedro e octaedro sdo os modelos estruturais
mais comuns na quimica do metal de transicdo molecular e sao considerados como
as unidades estruturais basicas da maioria dos so6lidos inorgéanicos.

Alvarez e Echeverria (2010) relataram que representar graficos de disperséo
das medidas de forma de familias de compostos em relacdo a dois poliedros ideais,
assim chamados os poliedros cujas arestas tém o mesmo comprimento ou suas faces
sdo poligonos regulares, é util para a andlise estereoquimica. No entanto, os autores
também destacaram que os poliedros regulares e semirregulares nos fornecem
apenas um nuamero limitado de formas ideais de modo que se deve ter em maos outros
conjuntos de poliedros menos regulares.

Diante disso, Alvarez (2005) esclareceu e apresentou algumas operacoes
geomeétricas com poliedros regulares para construir poliedros semirregulares que
podem ser utilizados para ilustrar a representacdo de estruturas quimicas, como

ilustrado na Fig. 49 na Fig. 50.
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Figura 49 — Truncamento de um tetraedro.

<

b

Fonte: Alvarez (2005).

Figura 50 — Poliedros gerados a partir de um octaedro (a) e icosaedro (b).
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Fonte: Alvarez (2005).

Sobre a forma das moléculas, Alvarez e Echeverria (2010) esclarecem que
duas moléculas tém a mesma forma se diferirem apenas em tamanho, posi¢cdo ou
orientagdo no espago. Dito de outra forma, duas moléculas tém a mesma forma se
elas podem ser sobrepostas por combinacbes de translacdes, rotacoes e escala
isotropica. Além disso, duas moléculas tém a mesma simetria se permanecerem
indistinguiveis apds a aplicacdo do mesmo conjunto de operacdes de simetria. Dessa

forma, os autores concluem que duas moléculas com formas diferentes podem ter a
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mesma simetria, indicando que a forma é um critério mais rigoroso do que a simetria,

conforme ilustrado pelos exemplos na Fig. 51.

Figura 51 — Dois poliedros semirregulares com simetria octaédrica e 24 vértices: hexaedro
truncado (a) e octaedro truncado (b).

(b)

Fonte: Alvarez e Echeverria (2010).

Alvarez e Echeverria (2010) ressaltam ainda que, existem, no entanto, alguns
casos em que forma e simetria sdo equivalentes, e correspondem precisamente aos
poliedros regulares, pois, por exemplo, todos os quatro poliedros de vértices com
simetria tetraédrica ttm a mesma forma, e 0 mesmo acontece para o octaedro, o cubo,
0 dodecaedro e o icosaedro.

Na mesma perspectiva de utilizar a geometria como ferramenta util para a
representacdo de estruturas quimicas na estereoquimica, Alvarez (2005) apresentou
uma descricao sistematica de poliedros com varios graus de regularidade ilustrando
com exemplos de estruturas quimicas, principalmente de diferentes campos da
Quimica Inorganica como ilustrado na Fig. 52, na Fig. 53 e na Fig. 54.

Além dos aspectos de tamanho e forma das substancias quimicas, € importante
destacar que alguns elementos quimicos como o Carbono, Oxigénio, Fosforo e
Enxofre podem originar duas ou mais substancias simples diferentes que sé&o
chamadas de al6tropos. A diferenca entre essas substancias se deve a quantidade de
atomos ou arranjo espacial dos atomos, como exemplo, pode-se citar que o oxigénio

pode formar o gas oxigénio (O2) e o ozbnio (0O3). A Fig. 55 apresenta algumas
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estruturas alotropas do carbono conhecidas atualmente: grafite, diamante, fulereno,
nanotubos e grafeno.

Cabe ressaltar que os fulerenos foram descobertos em 1985 por Robert F. Curl
Jr., Sir Harold Kroto e Richard E. Smalley (prémios Nobel de Quimica em 1996), os
nanotubos de carbono foram observados em 1991 por Sumio lijima, e o grafeno, foi
isolado e identificado em 2004 por André Geim e Konstantin Novoselov (prémios
Nobel de Fisica em 2010).

Figura 52 — Poliedro Frank-Kasper de 16 vértices correspondendo ao Cul2Mg4 (a) e sua
decomposi¢cdo como um composto de um Cul2 tetraedro truncado e um Mg4 tetraedro (b).

(a) (b)
Fonte: Alvarez (2005).

Figura 53 — Adamantano como um composto de um tetraedro e um octaedro: esqueleto
carbonéaceo (4&tomos de carbono terciarios e secundarios em vermelho e preto,
respectivamente) (a), arranjo tetraédrico dos atomos de carbono terciarios (b) e arranjo
octaédrico dos atomos de carbono secundarios (c).

(@) (b) (b)
Fonte: Alvarez (2005).
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Figura 54 — Estrutura de alguns fulerenos, da esquerda para a direita: Sizo, Siza, Ge2s, Ceo,
C70, Cso.

(b)

(d) (e) (f)
Fonte: Alvarez (2005).

Figura 55 — Estruturas al6tropas do carbono: grafite (a), diamante (b), fulereno (c), nanotubo
de carbono de parede simples (d), nanotubo de carbono de parede multipla (e) e grafeno (f).

(d) (e) (f)
Fonte: Zarbin e Oliveira (2013).
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Das formas alotropicas do carbono apresentadas na Fig. 55 a estrutura do
fulereno chama atenc&o pois essa molécula possui a sua estrutura de acordo com
Pereira (2012, p. 270) é “esférica e tridimensional, de forma fechada em si, em forma
de ‘gaiolas’ ou ‘esferas ocas’ em uma rede altamente simétrica de hexagonos ligados
por pentdgonos, que dao a curvatura de esfera da molécula". Segundo SANTOS et
al. (2010):

Embora desde 1966 célculos teéricos demonstrassem a
possibilidade da existéncia de “gaiolas” estaveis formadas
exclusivamente por atomos de carbono, somente em
1985 um experimento realizado por Kroto et al.
comprovou experimentalmente a existéncia de tais
compostos. Nesse experimento, uma placa de grafite foi
submetida a um laser pulsado de alta frequéncia e os
agregados gerados no plasma foram analisados por
espectrometria de massas.

Em virtude de suas caracteristicas de simetria e estabilidade, essas moléculas
foram chamadas inicialmente de buckminsterfulerenos e depois fulerenos em
homenagem ao arquiteto americano Richard Buckminster Fuller (1895-1983). A
molécula do fulereno também é conhecida como buckyball (SANTOS et al.,2010;
PEREIRA, 2012).

Medeiros (2004) apud Pereira (2012) destacou que os fulerenos possuem
guantidades diferentes de atomos de carbono, podendo ser formados por 20, 60, 70,
100, 180, 240 e até 540 desses atomos. Contudo, Santos et al. (2010, p. 680) afirmou
que “sob condi¢des especificas para a formagao destes agregados, o espectro de
massas apresentou o pico do Ceo como principal.”

A geometria da molécula do fulereno Cso € formada por 60 atomos de carbono
onde cada um desses atomos esta ligado a trés outros e tém a forma do icosaedro
truncado de Arquimedes (Fig. 56a). Esse poliedro tem 12 faces pentagonais
regulares, 20 faces hexagonais regulares, 60 vertices e 90 arestas, e é obtido pelo
truncamento do icosaedro regular (Fig. 56b) que € um poliedro formado por 30
arestas, 12 vértices e 20 faces triangulares equilateras.

A Fig. 57a representa a molécula do fulereno Ceo destacando os 60 atomos de
carbono nos vértices do poliedro e a Fig. 57b representa a molécula do fulereno Ceo

destacando as 90 liga¢cbes quimicas nas arestas do poliedro.
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Figura 56 — Icosaedro truncado de Arquimedes (a) e truncamento do icosaedro regular (b).

Fonte: Nietto e Martins (2019).

Figura 57 — Representacao do fulereno Ceo, destacando os d&tomos (a) e as ligacdes
interatbmicas e estruturas tipo pentagono e hexagono (b).

(a) (b)
Fonte: Andrade (2016).

Melo (2003) fez uma contextualizacao histérica e um comparativo dos aspectos
geomeétricos da molécula do Ceo e a bola de futebol, ja que ambas tém a forma do
icosaedro truncado de Arquimedes, constatando a validade do Teorema de Euler V -
A + F = 2 para esse poliedro. A partir dessa relacdo o autor demonstrou que todo
poliedro convexo que contenha somente faces hexagonais e pentagonais possuli
exatamente 12 faces pentagonais.

Na demonstracdo apresentada por Rocha Filho (1996), seja P é o numero de
pentagonos e H o numero de hexagonos, o nimero de faces numa molécula fulerénica

7

e:
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F=P+H (Eq. 8)

Observando que no caso dos fulerenos, como cada atomo esta ligado a trés
outros, em cada vértice ha o encontro de trés arestas (cada uma ligada a dois

vértices), assim:

2
v=_3)4 (Eq. 9)
Ao contar as arestas para todas as faces, sendo cada aresta compartilhada por

duas faces, cada aresta é contada duas vezes; assim, numa molécula fulerénica:

A= (3) (5P +6H) (Eq. 10)
Substituindo a Eq. 10 na Eq. 9 tem-se:

v=_)p+2H (Eq. 11)

Substituindo as equacgbes 8, 10 e 11 na Relacdo de Euler F +V = A + 2, tem-
se que P =12. A menor molécula de fulereno, o Czo, tem a forma do dodecaedro
regular, poliedro com 20 vértices, 30 arestas, 12 faces pentagonais e nenhuma face
hexagonal como ilustrado na Fig. 58. Os atomos da molécula sao representados pelos
vértices e as ligacBes quimicas pelas arestas do dodecaedro.

Figura 58 — Representacdo do fulereno Cxo.

Fonte: Cavalcante (2015).

Rocha Filho (1996) observou também que:

No caso do Ceo, cada pentagono esta rodeado por um colar de
cinco hexagonos. Se o0 niumero desses colares ao redor de cada
pentagono for aumentado para 2, 3 ou mais, obtém-se uma
familia de fulerenos gigantes que comeca com Co240 € Csa0 (a
familia € dada por Ceon?, onde n =1, 2, 3 etc.). Essas moléculas,
a medida que se tornam maiores, ficam menos esféricas.
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A importancia de estudar a forma geométrica do fulereno permite evidenciar a
relacdo Matematica-Quimica das estruturas e discutir a interpretacdo da geometria
molecular e suas propriedades sob a 6tica da Geometria/Topologia. Nesse sentido,
Correa e Reis (2017) realizaram uma oficina para construcdo de representacdo da
estrutura de fulerenos com uso de materiais manipulaveis com estudantes do curso
de Licenciatura em Quimica da Universidade Federal do Triangulo Mineiro, como
ilustrado na Fig. 59.

Figura 59 — Representagéo da estrutura de fulerenos com materiais manipulaveis: Cso(a),
Ceo(b) e C70(C).

@) (b) (c)
Fonte: Correa e Reis (2017).

Retomando o estudo das propriedades da matéria, segundo Calister (2002, p.
2):

A Ciéncia dos Materiais investiga as relagbes entre as
estruturas e as propriedades dos materiais. Com base nas
correlagdes entre estrutura-propriedade, a Engenharia de
Materiais consiste no projeto ou engenharia da estrutura
de um material para produzir um conjunto predeterminado
de propriedades.

Entretanto, as propriedades da matéria dependem néo sé da sua composicao
e estrutura. Como visto anteriormente na se¢éo sobre conceitos matematicos, a forma
e tamanho de um objeto ou particula influenciam a sua area de superficie especifica,

gue € a relacao entre area de superficie e volume.
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Coelho (2020, p. 7) ressalta ainda que “na nanoescala os materiais tendem a
apresentar propriedades muito especiais ao interagir com uma fonte de luz e, como
possuem alta relacdo superficie/volume, a reatividade quimica € muito elevada”.
Segundo Pastrana-Martinez et al. (2013, p. 21) nos materiais a escala nanométrica
(1-100 nandémetros) “os efeitos quanticos tornam-se mais pronunciados, possuem
novas propriedades e o0s elementos quimicos exibem padrdes distintos de
reatividade”.

Dessa forma, como a relagdo entre area de superficie e volume se acentua na
escala nanométrica, a area de superficie especifica € uma importante propriedade,
pois quanto maior a area de superficie especifica maior a eficiéncia de catalisadores,
fotocatalisadores, sensores, biosensores, células solares, etc.

Nesse aspecto, Santos et al. (2019) fizeram um estudo de revisao bibliografica
acerca de utilizacdo de nanoparticulas de 6xido de ferro no tratamento de agua e
citaram aplicacbes ambientais da nanotecnologia no tratamento de agua e
remediacao, sensoriamento, deteccéo e controle de poluicdo. Os autores destacaram
que:

A utilizacdo de 6xidos de ferro nanoestruturados vem
sendo profundamente estudada devido as vantagens que
este material apresenta frente a outros materiais em
escala nanométrica. Seu baixo custo, facilidade na
separacao por meio da utilizacdo de campos magnéticos
externos (devido a propriedade ferromagnética), elevada
area superficial, alta capacidade de adsorcdo de
poluentes e eficiente acdo como fotocatalisador nas
reacOes de degradacéo de poluentes organicos e redugéo
de poluentes metalicos, assim como na inativacdo de
virus em meios aquaticos, mostram o potencial do uso
deste material para despoluicdo de &gua residuais
(AMBASHTA,; SILLANPAA, 2010; GOYAL; JOHAL;
RATH, 2011; GUO et al.,, 2013; AHMED et al., 2014;
MOHAMMED et al., 2017 apud SANTOS et al.,2019).

Coelho (2020, p. 7) também destacou que “a ultima década testemunhou o
desenvolvimento de uma variedade de tipos de nanoformulagcdes para as mais
diversas aplicagdes na agricultura e industria de alimentos”.

Além disso, Leopoldo e Del Vichio (2020) citaram que a nanotecnologia esta
sendo empregada em computacao, na producdo de roupas mais resistentes tais como
coletes a prova de balas, farmacia, cosmética, medicina no tratamento de cancer e

até na deteccdo do novo coronavirus (Sars-CoV-2). Os autores ainda citaram
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pesquisas com nanorrobds que poderdo navegar na corrente sanguinea humana para
monitorar, detectar, com incrivel precisdo, qualquer anomalia, e enviar dados da
saude do usuario em tempo real a um computador, alertando os médicos
responsaveis pelo paciente.

Nesse contexto, Costa e Silva (2017) relataram que as caracteristicas fisicas e
guimicas das nanoparticulas que incluem tamanho, carga, forma e propriedades de
superficie individuais sdo importantes no transporte e distribuicdo de ativos para
interagir com biomoléculas como enzimas, anticorpos e receptores, tanto na superficie
como no interior da célula. Dessa forma, a superficie das nanoparticulas pode ser
modificada e revestida com moléculas bioativas para deteccdo seletiva e na terapia
nao invasiva do cancer.

Diante do exposto, Gracia-Pinilla et al. (2008) destacaram a importancia do
desenvolvimento de novos nanomateriais para aplicagdes em medicina, catélise,
eletrbnica, Optica e plasménica e estudaram modelos de geometria dos poliedros
regulares para nanoparticulas de prata que tém propriedades antibacterianas e
antivirais.

Os autores utilizaram resultados de simulagbes de dinamica molecular para
comparar o comportamento estrutural e energético dessas geometrias e utilizaram
seis estruturas iniciais diferentes de tetraedro, icosaedro e cuboctaedro (Fig. 60) a fim
de comparar a caracterizacdo de forma e estrutura cristalina das nanoparticulas de
prata, por meio de microscopia de forca atdbmica, e prever as condicbes
termodinamicas necessarias para a estabilidade dessas estruturas.

Mckenna (2009) reforcou a importancia de realizar uma pesquisa minuciosa
das configuracbes atdbmicas possiveis para encontrar a mais estavel com base no
grande numero de estudos de sistemas nanoparticulas metéalicas. Segundo o autor,
pequenos aglomerados (com numero de atomos menor que 20) podem adotar uma
variedade de geometrias incomuns, incluindo configuracdes planas, anéis e tubos.
Nanoparticulas maiores podem adotar estruturas semelhantes ilustradas na Fig. 61.

A identificacdo das estruturas que sao mais termodinamicamente estaveis para
uma dada temperatura e pressao é feita a partir do calculo da energia livre de varias
configuracbes de nanoparticulas diferentes, observando o equilibrio entre as

nanoparticulas e o ambiente para cada configuracdo. A analise topologica das
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nanoparticulas também ¢é realizada a fim de obter o nUmero de atomos de cada
configuracdo. Mckenna (2009) observou que a tendéncia geral € que ao aumentar o
tamanho de nanoparticulas, a morfologia preferida para nanoparticulas de ouro no
vacuo segue a seguinte ordem: decaédrica - icosaédrica - marks decaédrica -
octaédrica truncada. O autor também destacou que em alta pressao, as moléculas de
CO séao adsorvidas em quase todos os atomos da superficie e isso faz com que
morfologias das nanoparticulas com area de superficie maior sejam preferencialmente

estabilizadas.

Figura 60 — Configuragdes iniciais usadas nas simulacdes de dindmica molecular: um
icosaedro (2869 atomos) (a), um cuboctaedro (2869 atomos) (b), um aglomerado esférico de
2899 atomos (c), um tetraedro perfeito de 2925 atomos (d), um tetraedro com apice superior

deslocado para um dos vértices da base com 2856 atomos (e), e um tetraedro com seu
apice superior deslocado para uma das faces laterais com 2925 atomos (f).

(d) (e) 0]

Fonte: Gracia-Pinilla et al. (2008).

Bhatt e Kumar (2017) defendem que é muito util entender o comportamento de
fusdo dos nanomateriais durante suas aplicacées em alta temperatura. Sabe-se que
a temperatura de fusdo das nanoparticulas metalicas, organicas e semicondutoras é
menor em comparagcdo com 0s mesmos materiais em escala macroscoépica (materiais
volumétricos). Mas, segundo os autores, muitos modelos tentaram explicar que a
temperatura de fusdo é dependente do tamanho com base no fato de que as

nanoparticulas séo esferas ideais.
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Figura 61 — Morfologia de nanoparticulas metélicas: octaédrica (a), octaédrica truncada (b),
cuboctaédrica (c), icosaédrica (d), decaédrica (e), inodecaédrica (f) e marks decaédrica (g).

(b) (€) (d)

I,’
ey,

(e) V)
Fonte: Mckenna (2009).

Contudo, como o tamanho e a forma das nanoparticulas influenciam
diretamente seu volume e sua area de superficie, a diferenca entre a area de
superficie especifica para nanoparticulas de formas diferentes é muito grande. Diante
disso, Bhatt e Kumar (2017) generalizaram as aplicacdes do modelo de energia de
ligagdo para estudar o efeito do tamanho na temperatura de derretimento de
nanosolidos independentes (Ag, Au, Al e Zn) e nanoparticulas incorporadas (Pb e Ag)
em formas diferentes: cilindrica, icosaédrica regular, fio, esférica, hexaédrica regular,
octaédrica regular e tetraédrica regular (Fig. 62). Esses materiais foram escolhidos
para viabilizar a comparacdo com dados experimentais disponiveis em outras
publicacdes.

Os resultados de Bhatt e Kumar (2017) demonstram que a temperatura de
fus&o dos nanossolidos Ag, Au, Al e Zn diminui com a diminuigdo do tamanho e é mais
alta para forma cilindrica e € mais baixa para tetraédrico entre as diferentes formas
consideradas no trabalho, e que diminuem continuamente na seguinte ordem

decrescente: cilindrica, icosaédrica, fio, esférica, octaédrica e por fim, tetraédrica.
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Figura 62 — Diferentes formas de nanomaterial: cilindrica (a), icosaédrica (b), fio (c), esférica
(d), hexaédrica (e), octaédrica (f) e tetraédrica (g).
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(a) (b) (c) (d) (e) (f) (g)

Fonte: Bhatt e Kumar (2017).

Os autores verificaram também que o efeito de forma para superaguecimento
de nanoparticulas de Pb e Ag indica que a temperatura de fusdo aumenta com a
diminuicdo do tamanho das particulas, e € maior para a forma tetraédrica e minima
para forma cilindrica e diminui na seguinte ordem decrescente: tetraédrica, octaédrica,
esférica, fio, icosaédrica e entéo cilindrica.

Bhatt e Kumar (2017) observaram que ao diminuir o tamanho das
nanoparticulas o numero total de atomos e atomos de superficie diminui, mas a area
de superficie especifica aumenta. Como a area de superficie especifica também
depende da forma, os autores observaram que ela € minima para a forma icosaédrica
e maxima para a forma tetraédrica. Estes dados estdo de acordo com os resultados
de area de superficie especifica dos poliedros regulares demonstrados anteriormente
na Secao 2.2.6.

Além disso, verificou-se que a relagéo entre o numero de atomos de superficie
e 0 numero total de atomos das nanoparticulas € a mesma para as formas esférica e
hexaédrica, e que resultados semelhantes foram obtidos para nanoparticulas
icosaédricas e em forma de fio. Com isso, Bhatt e Kumar (2017) concluiram que o
comportamento de derretimento e superaquecimento dos nanomateriais € devido ao
aumento da razao entre area de superficie por volume (area de superficie especifica)
com a reducdo no tamanho de particula para formas diferentes, e dessa forma, é
essencial levar em consideracdo o efeito de forma durante o desenvolvimento dos
modelos tedricos.

Nesse aspecto, Gonzalez et al. (2018) observaram que o desempenho

catalitico de nanoparticulas metalicas relativo a atividade e seletividade em relacédo a
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reacao alvo, dependem das especificidades da sua superficie, em funcéo da natureza
de sua forma, além do tamanho e composicdo dessas nanoparticulas. Os autores
relatam a necessidade de refinamento dos métodos que permitem a sintese de
nanoparticulas observando essas caracteristicas (composicdo, tamanho e forma)
para desenvolver um catalisador e auxiliar na solucdo de desafios em quimica
sustentavel e desenvolvimento de energia.

Diante disso, métodos experimentais e computacionais foram combinados por
Gonzalez et al. (2018) para obter resultados eletroquimicos relatados sob diferentes
concentracdes de citrato e condi¢cdes de pH para constatar que, em meios neutros, o
citrato usado como agente de cobertura na agua origina nanoparticulas de platina
(eletrocatalisador) de forma tetraédrica e octaédrica na agua.

Os autores esclareceram as caracteristicas geométricas das nanoparticulas,
tendo em vista que as propriedades de adsorcéo sédo, em geral, bastante dependentes
da especificacdo da superficie local, e que o atomo recém-depositado na superficie
da nanoparticula se move até atingir uma posicao onde a energia € minimizada.

Por fim, ressalta-se que a compreensédo desses fendbmenos e a geracdo de
produtos com o desenvolvimento da Nanociéncia e Nanotecnologia possibilita
aplicacdes em potencial em todos os ramos da atividade humana: energia, agricultura,
meio ambiente, bens de consumo, salude e medicina, manufatura, construcéo civil,
transporte, eletrénica, tecnologia da informacéo, cosméticos, téxteis, entretenimento,

comunicacao, lazer, etc.

4.2 MINERALOGIA, GEOTECNIA E TECNOLOGIA DO CONCRETO

Exemplificando os estudos em Mineralogia, Garcia-Monge et al. (2010)
apresentaram uma pratica basica para iniciar o reconhecimento visual de minerais
observando propriedades fisicas como cor, forma, brilho, densidade e dureza. A pirita
possui forma semelhante a cubos ou hexaedros (Fig. 63a), a octaedro e a
pentagonododecaedro. A galena tem como forma de apresentagdo mais comum 0
hexaedro com bordas chanfradas (arestas com corte obliquo/diagonal) ou vértices
truncados (Fig. 63b). A fluorita tem cristais bem formados em forma de cubo ou

octaedro, como ilustrado na Fig. 63c.
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Figura 63 — Imagens de minerais pirita (a), galena (b) e fluorita (c).

(b)
Fonte: Garcia-Monge et al. (2010).

Um dos objetivos da tese de Chaves (1997) foi a classificacdo de campo das
principais caracteristicas fisicas do diamante da Serra do Espinhaco (Minas Gerais —
Brasil). O autor destacou que, em termos gerais, ha maioria das vezes o0 aspecto dos
cristais de diamante € octaédrico ou dodecaédrico, algumas vezes cubico e, em
rarissimas situagfes lembrando a forma tetraédrica e que sdo comuns os cristais de

faces encurvadas, como ilustrados nas Fig. 64 e Fig. 65.
Figura 64 — Principais caracteristicas fisicas do diamante da Serra do Espinhaco.
@ g 1 2 3
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Fonte: Chaves (1997).



98

Figura 65 — Imagem de cristal de diamante de habito octaédrico (a) e cristal de diamante de
hébito cubico (b).

(b)

Fonte: Chaves (1997).

Pereira (2010) desenvolveu um trabalho experimental para caracterizagao de
oxidos de ferro e de inclusdes fluidas em estruturas de rochas. Segundo a autora “a
estrutura basica de um 6xido de ferro € de um octaedro, no qual cada atomo de ferro
(2* ou 3*) é rodeado por seis O% ou por seis OH". A polimerizacédo destes octaedros
em arranjos compactos, em que essas unidades podem interagir por meio de 3 seus
apices, arestas ou faces, forma a estrutura cristalina de todos os minerais deste

grupo”. A Fig. 66 ilustra a representacado do octaedro de ferro.

Figura 66 — Representacédo do (a) octaedro de ferro, (b) polimerizacéo pelo apice, (c) aresta
e (d) face.

]
4- ou 3- 10- ou 9- |

(a)

(b) (c) (d)

® Oxigénio © Hidrogénio * Ferro

Fonte: Pereira (2010).
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Costa (2011) esclareceu que cada octaedro FeOs compartilha suas arestas

com outros trés octaedros, no mesmo plano, e uma face € comum com um octaedro

no plano adjacente. Essa estrutura ilustrada na Fig. 76 esta de acordo com o0s

modelos reportados na literatura.

Figura 67 — Representacao da célula unitaria de Fe203, ressaltando o cluster de FeO6.
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Fonte: Costa (2011).

Além disso, fragmentos minerais ou fragmentos rochosos contidos em

depdsitos sedimentares formam as particulas dos solos e a morfologia compreende o

estudo da forma das particulas ou geometria geral de uma particula.

Segundo Martins (2020) a forma das particulas é uma caracteristica inerente

ao solo que desempenha um papel importante nas propriedades fisicas e no

comportamento mecanico dos solos. Por essa razdo, a caracterizacdo dessas

particulas possibilita a melhor selecdo de agregados utilizados nas obras de

engenharia.

Por outro lado, Riva (2010) destaca a grande irregularidade na forma das

particulas do solo e que é comum utilizar a esfera como forma-padréo de comparacéao,

pois ela possui a menor area de superficie se comparada a qualquer outro objeto

tridimensional de mesmo volume.

Entretanto, baseado nos estudos de mineralogia do solo, a forma de suas

particulas tende a ser laminar quanto menor for o seu tamanho (DIXON & WEED,
1989; MELO et al., 2002 apud MULAZZANI E GUBIANI, 2016). A Fig. 68 ilustra a

classificacéo da estrutura do solo segundo a forma dos agregados.
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Figura 68 — Estrutura do solo segundo a forma dos agregados: laminar (a), prismética (b),
colunar (c), bloco angular (d) e granular (f).
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Fonte: Riva (2010).

Além disso, para Nunes, Teixeira e Saraiva (2021) a caracterizacdo da
morfologia dos agregados relativo a textura superficial, esfericidade e angularidade é
importante para analisar como essas caracteristicas afetam as propriedades do
concreto no estado fresco, como trabalhabilidade e fluidez, e no estado endurecido,
como resisténcia a compressao ou médulo de elasticidade.

De forma sucinta, a textura superficial ou rugosidade é uma propriedade que
esta relacionada com a superficie das particulas; a esfericidade ou arredondamento,
por sua vez, compara a forma da particula com uma esfera, relacionando o diametro
da maior esfera inscrita nessa particula com o diametro da menor esfera circunscrita
a particula, e, além disso, observando uma esfera com o mesmo volume de uma
determinada particula, pode-se comparar a area de superficie dessa esfera com a
area de superficie da particula; e a angularidade ou circularidade, dependendo da
escala em que as caracteristicas de superficie sdo observadas, esta relacionada com
as irregularidades e saliéncias das particulas como cantos e arestas. (MARTINS,
2020; RIVA, 2010).

Na Fig. 69 é apresentada a escala de arredondamento de Powers (1953) que,
segundo Riva (2010), mostra a diferenciagéao entre arredondamento ou esfericidade e
angularidade, refletindo uma distingdo geométrica entre a forma global da particula e
a rugosidade de sua superficie.

Como a area de superficie especifica das particulas do solo e agregados
influenciam suas propriedades dos solos e argamassas, Mulazzani e Gubiani (2016)
realizaram um trabalho para estimar a area superficial especifica por meio da curva

granulométrica. No modelo proposto e avaliado pelos autores observou-se que a area
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superficial especifica (ASE) obtida experimentalmente foi maior que a area superficial
especifica estimada sendo necessario utilizar um fator de escala para obter estimativa

mais precisa. Segundo os autores:

Esse resultado indica que o pressuposto da esfericidade das particulas perde
validade a medida que se considera particulas cada vez menores. A esfera é
a forma geométrica com menor superficie em relagdo ao volume (ou massa
para uma mesma densidade), por isso, se considerarmos uma mesma
guantidade de massa, quanto menos esférica for a forma da particula maior
sera sua superficie, portanto maior sera a ASE. Isso explica porque a ASE
obtida experimentalmente foi maior que a ASE estimada, mesmo que fosse
estimada considerando particulas com diametro de 0,4 nm (MULAZZANI E
GUBIANI, 2016, p. 3).

Figura 69 — Escala de arredondamento (esfericidade) e angularidade.

Bem Sub- Sub- Muito
Arredondado Angular
Arredondado Arredondado Angular Angular

Baixa
Esfericidade

Alta
Esfericidade

Fonte: Adaptado de Riva (2010).

Nesse contexto referente ao tamanho e forma das particulas, Ghasemi, Emborg
e Cwirzen (2019) estudaram a relacdo entre a area superficial especifica dos
constituintes em argamassas € a consisténcia da argamassa e exploraram uma
hipotese sobre a dependéncia da trabalhabilidade das argamassas com a densidade
de empacotamento e a area superficial de seus constituintes.

Os autores esclareceram que a trabalhabilidade das argamassas depende da
distribuicdo granulométrica e forma das particulas constituintes que interfere na
densidade de empacotamento e na demanda de agua das argamassas ja que um
empacotamento mais denso leva a menos vazios entre as particulas que podem ser
preenchidas.

Além disso, destacaram também que a demanda de agua estéa relacionada com

a area superficial dos ingredientes da mistura pois argamassas com agregados que
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possuem maior area superficial especifica e formato angular exigem mais agua para
mesma quantidade de cimento.

Devido a complexidade para caracterizar a distribuicdo de tamanho das
particulas, assume-se por simplificacdo matematica que as particulas tém forma
esférica. Contudo, estudos citados pelos autores demonstraram erros da ordem de
20-30% na estimativa de area superficial especifica do material triturado, justificando
a proposicao de nova metodologia que utiliza dodecaedros e hexaedros (cubos) como
formas uniformes de modelo em vez de esferas para melhorar a estimativa de area
superficial especifica e distinguir entre agregados naturais e agregados triturados.

Os autores ressaltaram que o calculo da area superficial especifica ndo levou
em consideracédo os efeitos de forma, rugosidade e textura dos agregados que afeta
0 momento das particulas, suas caracteristicas de rotacdo e possiveis
intertravamentos.

De forma semelhante, Ghasemi et al. (2020) comparou os valores de area
superficial especifica calculados para diferentes poliedros regulares cujo comprimento
de aresta foi definido com relag&o ao raio de esferas intermediarias tomadas com base
na distribuicdo granulomeétrica obtidas no método de peneiramento a seco.

Para os autores, a importancia de uma melhor estimativa da area de superficie
especifica (razdo entre a area de superficie das particulas e seu volume) se deve a
possibilidade de definir a forma quantitativamente e fornecer informacdes sobre a
graduacéo e o médulo de finura do agregado amostrado. Dessa forma, explorou-se a
possibilidade de substituir a suposi¢cao de uma forma esférica pela forma de poliedros
regulares para melhorar a precisdo da estimativa de area superficial especifica das
particulas de mistura de concreto e classificacdo de agregados com base em sua
angularidade, forma representativa e demanda de agua para dosagem de argamassas

e concreto.

4.3 BIOLOGIA E BIOINFORMATICA

Buscando relacionar a estrutura e a forma dos poliedros regulares com a forma
similar de organismos vivos, Alvarez (2005) destacou a radiolaria e um gréo de polen
como ilustrado na Fig. 70. A geometria de diatomaceas e radiolaria (Fig. 71) que séo

pequenos protozoarios (0,1 - 0,2 milimetros) encontrados como o zooplancton na
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forma solitaria e em col6nias, foi divulgada pelo biélogo aleméao Ernst Haeckel (1834-

1919) em Formas de Arte na Natureza, em 1904.

Figura 70 — Radiolaria Aulonia hexagona e uma micrografia eletrdnica de um grao de pdlen
de uma convulvullaceae com um diametro de cerca de 120nm.

(a) (b)
Fonte: Alvarez (2005).

Os radiolarios sao protozoarios que fazem parte do plancton marinho presente
em todos 0s oceanos e que apresentam esqueletos siliciosos externos com formas
poliédricas e como o0s cocolitos, mindsculas plaquetas de carbonato de calcio
secretadas por certos protozoarios ou algas no plancton que formam colbnias
(coccolitoforos) com uma variedade de formas, entre as quais se pode encontrar
Braarudosphaera bigelowii (Fig. 71c) com um formato de dodecaedro (ALVAREZ,
2005).

Além disso, Hill e Rowlands (2008) apresentaram aplicacdes de estruturas
matematicas, tanto algébricas quanto geométricas (Fig. 72), assim como sistemas
organizados em outras escalas, em particular, a fisica, na construgdo de codigos da
natureza considerando a sua complexidade e tridimensionalidade para representacao
de conceitos bioldgicos como traducéo, transcricao, replicacdo do cédigo genético,
DNA/RNA nos quais a estrutura dos amino4cidos que constituem as proteinas de
acordo com suas propriedades quimicas apresenta formato de poliedros regulares
(tetraedro, hexaedro, icosaedro, dodecaedro e icosaedro).



104

Figura 71 — Hexapodus inflatus — Octahedral (a), Ovulus coralli — Octahedral (b),
Pseudoglobulus footballi — dodecaédrico (c), Braarudosphaera bigelowii - dodecaedro
perfeito (d), Braarudosphaera pentagonica (e), Tentaculus gigantiucs - dodecaédrico

(esferas em cantos) (f), Icosaédrica (stellated) (g), Metamorphosus lucidus — Icosaédricos
(h), Tentaculus minimus - dodecaédrico (com esferas em cantos) (i), Curvata Astrosphera -
Circogonia icosahedra - perfeito icosaedro (j), Dictyochophyceae — Silicoflagellates (k).
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() (K)
Fonte: Haeckel (1904).

Figura 72 — O icosaedro e a geometria pentagonal do DNA: visdo de cima para baixo (a),
vista lateral 1 (b), vista lateral 2 (c), visdo de cima para baixo sobreposto a um gréfico de
dispersdo de DNA (d), espiral de discos pentagonais sobrepostos (icosaedra
incompleta),vista de cima para baixo (e), espiral de discos pentagonais sobrepostos
(icosaedra incompleta),vista de cima para baixo, sobreposto ao grafico de dispersdo do DNA
(com dodecaedros internos — faces numeradas identificam as posi¢oes do dNTP).

Fonte: Hill e Rowlands (2008).

Alvarez (2005) afirmou que se pode encontrar uma molécula de DNA de fita
simples dobrada em um octaedro oco, bem como outros poliedros de DNA como o
tetraedro, o cubo e o octaedro truncado, e que estruturas icosaédricas tém sido
amplamente reproduzidas para os capsideos dos virus. Segundo Rivero (n.d) o

capsideo é uma estrutura que protege o genoma dos virus e pode ter diferentes
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formas como icosaédrica, a exemplo do adenovirus, e helicoidal, como o virus do

mosaico do tabaco (Fig. 73).

Figura 73 — Capsideos icosaédricos centrados em um eixo duplo: forma esquematica de um
capsideo (a) e virus dos satélites do mosaico do tabaco (b).

(@) (b)

Fonte: Rivero (n.d).

Parvez (2020) informou que os virus envelopados icosaédricos e helicoidais
sd0 muito comuns em animais e raros em plantas e bactérias. Esse autor também
apresentou a diversidade estrutural e morfologica dos virus com diferencas notaveis
em suas formas, tamanhos, composi¢cées moleculares e organiza¢des, como ilustrado
na Fig. 74 e na Fig. 75.

Figura 74 — Micrografia eletrnica de alguns virus representativos de animais, plantas,
fungos e bactérias.

Fonte: Parvez (2020).

Rivero (n.d) destacou que a estrutura icosaédrica € a maior estrutura que pode

acomodar 60 subunidades assimétricas feitas de proteinas e, além disso, maximiza a
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quantidade de volume por unidade de area. Entretanto, estudos citados pelo autor
mostraram que a mesma simetria era compativel com capsideos compostos por
diferentes numeros de subunidades. Essas unidades proteicas fundamentais,
chamadas capsdmeros que compdem o capsideo, podem ser constituidas por uma

ou mais proteinas do mesmo tipo, ou mesmo por proteinas de diferentes tipos.

Figura 75 — Representagéo de virions mostrando seus tamanhos (20-400 nm) e formas
(esféricas, poliédricas, elipticas, em forma de bastéo, etc.).
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Fonte: Parvez (2020).

Parvez (2020) também observa que as subunidades da proteina do capsideo
sdo assimétricas e dessa forma, o nimero maximo de interacbes entre as
subunidades pode ser estabelecido apenas quando elas s&o organizadas
simetricamente.

Além disso, Peeters e Taormina (2008) relatam que os caps6meros se agrupam
em grupos de cinco (pentameros) em torno de doze revelagbes equidistantes
correspondendo aos vértices de um icosaedro, e em grupos de seis (hexameros) em
torno de pontos na interse¢do do capsideo com eixos globais de simetria 3 vezes e/ou
6 vezes locais do mesmo icosaedro. Dito de outra forma, Rivero (n.d) esclarece que
guando os capsbmeros sdo circundados por seis capsémeros vizinhos, devido ao

formato hexagonal sdo chamados hexametros. Analogamente, quando o0s
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capsdmeros sado circundados por cinco capsdémeros vizinhos, devido ao formato
pentagonal sdo chamados pentameros. Nesse sentido, Parvez (2020) apresentou as

Figs. 76, 77 e 78 ilustrando a formacédo de capsideo icosaédrico.

Figura 76 — Formagéao de capsideo icosaédrico com anéis de cinco subunidades
(pentdmeros) ou seis subunidades (hexametros) nos vértices de cada uma das faces.

Fonte: Adaptado de Parvez (2020).

Figura 77 — Montagem de um capsideo icosaédrico (T=1) de um virus esférico.
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Fonte: Adaptado de Parvez (2020).

Diante disso, Rivero (n.d) destaca que existem maneiras contadas de formar
um capsideo icosaédrico com base no modelo de Caspar e Klug proposto em 1962.
Ao substituir 12 hexameros por 12 pentameros forma-se uma superficie fechada e a
quantidade de formas que podemos usar para criar capsideo icosaédrico esta

relacionada ao numero de triangulagéo T.
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Figura 78 — Apresentacdo esquematica para formacao de capsideos icosaédricos T=1
(subunidade A), T=3 (subunidades A, B e C) e T=4 (subunidade A, B, C e D).

Fonte: Parvez (2020).

O numero de proteinas em um capsideo ou o numero total de capsémeros em
um capsideo depende do numero de triangulacdo T. Segundo Rivero (n.d) cada uma
das estruturas com um numero de triangulagédo diferente pode ser encontrada em
VAarios virus, como o picornavirus, que tem nimero de triangulagéo T=3, ou herpevirus,

com numero de triangulacdo T=16, como ilustrado na Fig. 79.

Figura 79 — Exemplos de capsideos icosaédricos correspondentes a numeros diferentes T.

T=13 T=16

Fonte: Rivero (n.d).
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Com relacao a simetria, segundo Peeters e Taormina (2008) o modelo proposto
por Caspar e Klug explora eixos coordenados bem escolhidos em uma rede hexagonal
plana para rotular os virus de acordo com o0 numero de proteinas do capsideo que
exibem possibilitando a classificacdo de capsideos icosaédricos dos virus.

Por outro lado, Parvez (2020) ressalta que um capsideo estavel deve estar em
perfeita simetria e com a menor energia livre possivel, pois a simetria geométrica do
capsideo contribui muito para sua estabilidade e equilibrio entre a estrutura do
genoma empacotado (acido desoxirribonucléico/DNA ou &cido ribonucléico/RNA) e/ou
o envelope labil que deve derreter em um citoplasma em um local e tempo precisos.
Com isso 0 autor mencionou em seu trabalho a simetria ctbica dos poliedros regulares
e exemplificou capsideos icosaédricos com numero de triangulacdo diferente com

principio de eixos de simetria na Fig. 80.

Figura 80 — Simetria cubica dos poliedros regulares (a) e capsideos icosaédricos com
namero de triangulacao diferente com principio de eixos de simetria (b).
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Fonte: Adaptado de Parvez (2020).

Dessa forma, estudo da estrutura em nivel atbmico de varios virus com imagem

3D detalhada obtida por meio de cristalografia de raios-X de alta resolucéo,
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microscopia crioeletrénica e simulacdes moleculares elucida as suas caracteristicas
morfologicas e possibilita o desenvolvimento de medicamentos antivirais (MISHRA,
2020; PARVEZ, 2020).

Segundo Peeters e Taormina (2008) o conhecimento das propriedades
dindmicas dos capsideos virais permite interferir mecanica e quimicamente em sua
montagem ou, de forma mais geral, em seu ciclo de replicacdo. Para Parvez (2020)
esse conhecimento estrutural detalhado possibilita a compreensdo dos mecanismos
de montagem/desmontagem do capsideo, antigenicidade, interacdo como o0s
receptores de células hospedeiras e desenvolvimento de estratégias terapéuticas.

Parvez (2020) destacou que sobretudo na pandemia da doenca SARS-CoV-2
(COVID-19) é necessaria a compreensao estrutural de novos virus emergentes em
relacdo ao desenvolvimento de tratamento e intervengdes eficazes. Nesse sentido, o
autor relatou que uma estrutura cristalina recentemente determinada do
nucleocapsideo SARS-CoV-2 revelou sua arquitetura e automontagem muito
semelhantes as do SARS-CoV-1 e do virus da sindrome respiratéria do Oriente Médio
(MERS-CoV)”, como ilustrado na Fig. 81.

Figura 81 — Virus esféricos com capsideos icosaédricos. PAV: Parvovirus; CMV:
Citomegalovirus; NV: Norovirus; HBV: virus da hepatite B; 29 1: bacteriéfago; SARS-CoV-2:
virus-2 da sindrome respiratoria aguda grave; BTV: virus da lingua azul; SV40: virus Simian

40; HSV-1: virus Herpes simplex; MLV: virus da leucemia murina; HIV-1: Virus da

imunodeficiéncia humana-1; Influenza: virus da influenza.

Influenza

Fonte: Parvez (2020).

Por fim, Mishra (2020) esclarece que é necessario um estudo matematico da

estrutura dos virus, pois a simetria € usada como uma ferramenta em virologia para
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entender e classificar os virus, tendo em vista que os medicamentos antivirais sao
concebidos de forma a interferir ou bloquear a montagem viral, interferindo com a

estrutura de simetria do virus para torna-lo inativo.
4.4 ROBOTICA E MOVIMENTO

Segundo Carmichael e Gifford (2007) o robo tetwalker, (Fig. 82) foi projetado
na NASA Goddard Flight Center (GSFC) para exploracédo espacial sendo capaz de
manobrar suavemente em terreno rochoso e dificil com estabilidade ja que seu apoio

se da em apenas trés pontos.

Figura 82 — Os engenheiros Caner Copperrider e Ken Lee trabalham no prot6tipo do robd
tetwalker no Goddard Flight Center da NASA.

Fonte: Wong (2005).

O tetwalker é um tetraedro com suportes telescépicos e ndés. Ele tomba pela
paisagem, deformando-se, pois, o0 topo do tetraedro se move na direcdo desejada,
enguanto a borda posterior se move na mesma direcéo (Fig. 83). Com isso, seu centro
de gravidade muda e o robd “cai”. O processo se repete conforme o robd continua a
girar em dire¢céao ao seu local final (WONG, 2005).

Com base nos rob6s andadores baseados em tetraedros, Ding e Yao (2013)
propdem um método para a construcdo de um mecanismo moével hexaedro
implantavel. Esse mecanismo pode ser considerado uma estrutura implantavel que
pode se expandir em seis dire¢cdes independentemente devido a sua configuracao

completamente simétrica. A analise de estabilidade e simulacdo dindmica do andar e
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rolar foram realizadas e um protétipo foi fabricado para verificar e validar resultados

experimentais das fun¢des de caminhar e tombar, ilustrado na Fig. 84.

Figura 83 — Simulagdo de movimento do tetwalker.

Fonte: Carmichael e Gifford (2007).

Figura 84 — Etapas do movimento do mecanismo moével na forma de hexaedro.

s

Fonte: Ding e Yao (2013).

4.5 METEOROLOGIA E CARTOGRAFIA

A modelagem de fendmenos atmosféricos globais é de grande importancia
cientifica, econbmica, social e politica. Na Meteorologia, assim como em diversas
areas do conhecimento, a esfera € utilizada como base para a estudos de previsdo do
tempo e de modelagem oceénica, por exemplo. Contudo, os poliedros regulares
também podem servir de base para o desenvolvimento de malhas quase uniformes ja
gue eles podem ser inscritos em uma esfera e suas faces podem ser projetadas na
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superficie de modo que as projecdes das suas arestas para a esfera resultam em
arestas geodésicas na esfera, como ilustrado na Fig. 85. Esse tipo de malha é
denominado malha geodésica para a esfera (PEIXOTO, 2013).

Peixoto (2013) destaca que por meio do processo de discretizacdo € possivel
refinar uma malha base como ilustrado na Fig. 85 até a resolucédo desejada pelo
processo de discretizacdo. A discretizacdo da esfera usando um hexaedro como
referéncia (Fig. 85b) é feita repartindo cada quadrado esférico (projecbes dos lados
do hexaedro na esfera) uniformemente em novos quadrados esféricos para obter uma
malha com espacamento de grade adequado a representacdo da esfera como

apresentado na Fig. 86.

Figura 85 — Representacfes planas e esféricas poliedros regulares, da esquerda para a
direita; tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Fonte: Peixoto (2013).

Figura 86 — Discretizag&o da esfera usando um hexaedro.

RS
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Fonte: Peixoto (2013).
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As malhas geodésicas obtidas por meio da projecao das arestas dos poliedros
regulares na superficie da esfera circunscrita sdo uniformes e ndo apresentam
concentracéo de pontos em torno dos polos como as malhas latitude-longitude. Diante
disso, Silva (2014) destacou que, recentemente, diversos modelos atmosféricos estao
sendo desenvolvidos utilizando essas malhas e Peixoto (2013) afirmou que
“‘certamente a que vem ganhando mais espaco dentro dos grupos de estudos de
modelagem meteoroldgica € a do tipo icosaédrica”.

Nessa malha geodésica, os vértices do icosaedro regular inscrito em uma
esfera sdo pontos da malha geodésica e sdo conectados por arcos geodésicos
formando uma malha triangular composta por 20 triangulos geodésicos
correspondentes as 20 faces do icosaedro regular projetadas na superficie esférica.
A partir da conexdo dos circuncentros dos 20 triAngulos geodésicos dessa malha
triangular, denominada malha primal, constréi-se a malha dual. (PEIXOTO, 2013;
SILVA, 2014). A representacdo da malha primal com 12 pontos geradores e seu

respectivo diagrama de Voronoi € ilustrada na Fig. 87a

Figura 87 — Malha primal (em azul) e diagrama de Voronoi para malhas icosaédricas com
12 geradores (em preto) (a) e malha primal (em azul) e diagrama de Voronoi para malhas
icosaédricas com 42 geradores (em preto) (b).

(@)

Fonte: Silva (2014).

Como exemplificado anteriormente utilizando o hexaedro, essa malha pode ser
sucessivamente refinada acrescentando-se novos pontos nos pontos médios das

arestas geodésicas e 0s conectando até se obter o espagamento entre pontos



116

desejado. Inicialmente obtém-se quatro triangulos no interior de cada um dos 20
triangulos do icosaedro como pode-se observar em vermelho na Fig. 87b. A Fig. 87b
também apresenta um refinamento da malha triangular com 12 vértices, formando
assim uma malha triangular com 42 vértices que séo os geradores do diagrama de
Voronoi, constituido de poligonos esféricos pentagonais ou hexagonais, associado a
esta triangularizacédo. Cada regido de Voronoi é chamada de célula da malha.

No processo de refinamento da malha geodésica icosaédrica até obter a
resolucdo desejada, Silva (2014) destaca que o diagrama de Voronoi sera composto
por exatamente 12 pentdgonos associados aos vértices do icosaedro e um numero
determinado de hexagonos. Segundo esse mesmo autor, para um nhivel q de
resolucdo da malha, a quantidade de hexadgonos depende da quantidade de triangulos
da malha primal e é igual 229 triangulos no interior de cada um dos 20 triangulos do
icosaedro.

Segundo Walko e Avissar, 2008 apud Silva et al. (2009) um novo modelo
denominado Modelo de Atmosfera Terra e Oceano (Ocean Land Atmosphere Model
— OLAM) representa uma nova geracdo de modelos meteorolégicos capaz de
representar simultaneamente fenbmenos meteoroldgicos de escala global, e com o
acoplamento de grades refinadas consegue representar de forma mais acurada os
fendbmenos de escala local e estimar o clima regional, foi desenvolvido recentemente
na Universidade Duke — EUA. Esse modelo utiliza uma grade do tipo néo estruturada,
em que as células possuem um formato triangular na direcdo horizontal, como uma
malha geodésica icosaédrica (Fig. 88a).

Silva et al. (2009) também explicam que nesse modelo 0 aumento da resolucao
espacial de alguma regido de interesse pode ser obtido através da divisdo das grades
triangulares mantendo na mesma localidade as faces do triangulo original da grade
de menor resolucdo como ilustrado na Fig. 88b. Os mesmos autores destacam ainda
gue aumentar a resolucao espacial de forma ilimitada por meio do refinamento da
malha, que pode ser feito simultaneamente em regifes distintas, facilita o
entendimento de processos meteoroldgicos e climaticos de dessas regides. A Fig. 88c
ilustra a localizagdo de uma grade mais refinada inserida no dominio global e as

respectivas caracteristicas de superficie.
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Figura 88 — Grade icosaédrica usada ho modelo OLAM (a), refinamento das grades
horizontais (b), modelo OLAM, cobertura vegetal e dominio das grades global e acoplada
para a América do Sul (c).

(a) (b) (©)
Fonte: Silva et al. (2009).

As caracteristicas geométricas dos poliedros regulares também possibilitam a
sua utilizacdo em cartografia. Nesse sentido, devido a dificuldade de representar o
globo terrestre em uma superficie plana reduzindo as distor¢cdes de area, forma e
angulos existem varios tipos de projecdes cartograficas. Um dos sistemas de projecéo
do Mapa Mundial divide a esfera em 20 triangulos esféricos equilaterais, que sédo entao
achatados para formar o icosaedro € conhecido como projecdo de Buckminster Fuller

ou projecao Dymaxion (Fig. 89).

Figura 89 — Globo terrestre transformado em icosaedro regular (a) e projecdo de
Buckminster Fuller (b).

Fonte: IBGE (2021).
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Este método compreende uma projecdo realizada por intermédio da
representacdo do mundo na superficie de um poliedro e resulta em um mapa com
distorcdo menos visivel do tamanho e area dos continentes. Entretanto, apesar das
poucas distor¢cbes em sua representacdo da superficie terrestre, ndo é possivel
observar as distancias entre os continentes, o que impossibilita a sua utilizacdo nos

sistemas de navegacao.

4.6 ARQUITETURA E ENGENHARIA

Nota-se facilmente a presenca de poliedros como prismas e piramides no meio
ambiente construido. Além disso, muitas obras arquitetdnicas utilizaram como
inspiracdo os poliedros regulares por sua geometria singular com regularidade e
simetria que favorece a estabilidade das estruturas e beleza dessas obras, conforme
exemplificado a seguir.

A Plataforma de Observacdo em Bottrop-Batenbrock (Fig. 90), localizada na
area industrial da cidade de Bottrop-Batenbrock na Alemanha, foi idealizada pelo
arquiteto Wolfgang Christ em 1995, tem a forma de um tetraedro e possui 60 metros

de altura.

Figura 90 — Plataforma de Observacao em Bottrop-Batenbrock.

Fonte: Bortolossi (2009).
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A Atomium (Fig. 91), localizada em Bruxelas, na Bélgica, foi idealizada pelo
engenheiro André Waterkeyn € um hexaedro regular (cubo) que representa um cristal

elementar de ferro composto por nove &tomos.

Figura 91 — Atomium em vista inferior (a) e vista aérea (b).

Fonte: Landgraf (2004).
A piramide de entrada do Museu do Louvre (Fig. 92), em Paris, na Francga, foi

projetada pelo arquiteto Leoh Ming Peit e inaugurada em 1989. Essa piramide de base

guadrada juntamente com o seu reflexo forma um octaedro.

Figura 92 — Piramide de entrada do Museu do Louvre.

Fonte: Fotomat (n.d)
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O Bosque da Esperanca (Fig. 93), localizado nas favelas de Soacha, proximo
a cidade de Bogota, na Colémbia, e projetado por Giancarlo Mazzanti € um espaco
para a pratica de diversos esportes e atividades recreativas pela comunidade carente
da regido. A sua cobertura é feita de dodecaedros, modulos com 12 superficies de

material transltcido.

Figura 93 — Bosque da Esperancga em vista inferior (a) e vista aérea (b).

Fonte: Serafini (n.d).

A Biosfera de Montreal (Fig. 94), localizada na cidade de mesmo nome no
Canada4, foi projetada pelo arquiteto Buckminster Fuller para o pavilhdo dos Estados
Unidos na Feira Mundial de 1967, a Expo 67, em Montreal.

Figura 94 — Biosfera de Montreal.

Fonte: Langdon (20186).


http://www.giancarlomazzanti.com/
https://pt.wikipedia.org/wiki/Buckminster_Fuller
https://pt.wikipedia.org/wiki/Estados_Unidos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Estados_Unidos
https://pt.wikipedia.org/wiki/Exposi%C3%A7%C3%A3o_Universal_de_1967
https://pt.wikipedia.org/wiki/Montreal
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O arquiteto criou esse tipo de estrutura conhecida como domo geodésico ou
cupula geodésica a partir da divisdo dos triangulos que compdem as faces de um

icosaedro que € o poliedro que mais se aproxima da esfera.
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5 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

Diante do exposto, foram introduzidos os conceitos basicos de geometria plana
e espacial a fim de desmistificar os elementos dos poliedros regulares como faces,
arestas, vértices, diagonais, e esclarecer a diferenca conceitual entre poliedros
regulares e poliedros de Platdo ou poliedros platnicos.

A importancia da Histéria da Matematica referente a descoberta e estudo das
caracteristicas dos poliedros regulares também foi destacada, como por exemplo, na
associacao feita por Platdo aos quatro elementos fundamentais da natureza e ao
universo, na criacdo do Modelo de Kepler do sistema solar, na demonstracao do
Teorema de Euler e no nascimento da Topologia.

Nesse trabalho também foram realizadas demonstracdes para determinacao
das diagonais das faces, das diagonais dos poliedros, dos angulos poliédricos, da
existéncia de apenas cinco poliedros regulares (tetraedro, hexaedro, octaedro,
dodecaedro e icosaedro), assim como foram apresentadas as transformacdes sobre
0s cinco poliedros regulares para obtencdo dos treze poliedros semirregulares
também conhecidos como poliedros arquimedianos.

Ademais, foi apresentado o principio da dualidade entre os poliedros regulares
e a construcdo dos poliedros regulares inscritos e circunscritos em uma esfera de
modo a relacionar o comprimento das arestas de cada poliedro ao comprimento do
raio da esfera inscrita e ao comprimento do raio da esfera circunscrita.

Dessa forma, além de demonstrar o célculo da area de cada uma das faces e
area de superficie poliédrica com apresentacdo de exemplos de planificacdo dos
poliedros regulares, também foi demonstrado o célculo do volume e da area de
superficie especifica desses poliedros em funcdo do comprimento de suas arestas,
bem como em funcédo do comprimento do raio da esfera inscrita e em funcéo do raio
da esfera circunscrita, de modo a possibilitar uma comparacdo numérica entre
caracteristicas dos poliedros regulares em relacdo a esfera inscrita e esfera
circunscrita.

Por fim, com o objetivo de reconhecer e relacionar os conceitos matematicos
dos poliedros regulares aplicados a modelagem de fenbmenos em areas da ciéncia,
foram apresentadas algumas aplicagcdes em Quimica, Fisica, Ciéncias dos Materiais,
Nanotecnologia, Biologia, Engenharias, Meteorologia, Cartografia, Roboética e
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Arquitetura. Os trabalhos retornados mostraram que o tema de pesquisa abordado é
atual e se mostra como potencial para o desenvolvimento de trabalhos futuros na area.

Diante disso, destaca-se a importancia do desenvolvimento de trabalhos com
essa tematica e a realizacdo de atividades interdisciplinares com recursos variados
para tornar a disciplina de Matematica mais atraente e mais contextualizada, tendo
em vista que as aulas meramente expositivas e apresentacdo de férmulas prontas
dificultam a curiosidade dos estudantes e pouco contribuem para uma aprendizagem
ativa e significativa. A escolha dos conteldos que serdo vivenciados e a metodologia
que sera utilizada pelo professor devem ser adequadas ao contexto educacional,
destacando o papel do professor como mediador no processo de ensino-
aprendizagem.

Como perspectivas, espera-se que essa pesquisa possa auxiliar no
desenvolvimento de propostas didaticas que utilizem a tematica da
interdisciplinaridade no ensino de geometria, bem como a utilizacdo de geometria
dindmica e de materiais manipulaveis no ensino para a melhoria da percepcéo e
visualizagdo espacial com construcdo da aprendizagem por meio de formacéo de
imagens mentais e associa¢des que relacionem os conceitos do mundo real com o0s
conteudos abordados em sala de aula.

Assim, conclui-se essa dissertacao ressaltando a importancia de se estudar os
conceitos de Geometria Espacial, em especial os poliedros regulares, resgatando a
Historia da Matematica, viabilizando a interdisciplinaridade com outras areas do
conhecimento e reconhecendo a aplicacdo da Matematica a realidade como normatiza

os documentos regulatérios educacionais para o Ensino Médio.
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