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Resumo

Neste trabalho, abordamos os coeficientes binomiais, que sao vistos no ensino basico
na 22 série do ensino médio, quando sao apresentados aos alunos os contetdos de ané-
lise combinatoéria. Ao serem apresentados os coeficientes binomiais os alunos estudam
a definicao e o surgimento destes coeficientes no Triangulo de Pascal e no Binomio
de Newton. Com o objetivo de expor os coeficientes binomiais, apresentamos e de-
monstramos algumas de suas relevantes propriedades e algumas de suas extensoes.
Inicialmente, apresentamos os principios de contagem, apds expomos a definicao dos
coeficientes binomiais e suas propriedades, apresentamos também a relacao desses co-
eficientes com a sequéncia de Fibonacci e o Teorema de Lucas. Além disso, propomos
algumas atividades que podem ser utilizadas pelo professor de matematica do ensino
médio que utilizam os coeficientes binomiais assim como suas propriedades. Finaliza-
mos com uma constru¢ao do Triangulo de Pascal e do desenvolvimento do Binomio
de Newton no Geogebra que pode ser utilizado pelo professor durante a apresentagao

destes conteudos.

Palavras-chave: Coeficientes binomiais. Triangulo de Pascal. Binomio de Newton.

Ensino médio.
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Abstract

In this work, we approach the binomial coefficients, which are seen in basic education
in the 2nd grade of high school, when students are presented with the contents of
combinatorial analysis. When binomial coefficients are presented, students study the
definition and emergence of these coefficients in the Triangle of Pascal and Newton’s
Binomial. In order to expose the binomial coefficients, we present and demonstrate
some of their relevant properties and some of their extensions. Initially, we present the
counting principles, after exposing the definition of the binomial coefficients and their
properties, we also present the relationship of these coefficients with the Fibonacci
sequence and the Lucas Theorem. In addition, we propose some activities that can
be used by the high school mathematics teacher that use the binomial coefficients as
well as their properties. We finish with a construction of the Pascal Triangle and the
development of the Newton Binomial in the Geogebra that can be used by the teacher

during the presentation of these contents.

Keywords: Binomial coefficients. Pascal’s triangle. Newton’s binomial. High school.
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Introducao

A contagem sempre esteve presente na vida do homem. Em relagao aos ntimeros de
contagem, temos os coeficientes binomiais ou niimeros binomiais que estao presentes
em contetidos de analise combinatoria como triangulo de Pascal, bindmio de Newton e
em outras areas da mateméatica como probabilidade, teoria dos ntimeros, entre outras.
Este contetido é enriquecedor devido as suas intimeras propriedades.

O primeiro contato dos alunos da educacao basica com a definicao dos coeficien-
tes binomiais acontece no ensino médio, quando sao apresentados para os alunos os
contetdos de analise combinatoria. Tais contetidos sao mencionados por professores da
educagao basica em uma matéria da revista Caculo - matematica para todos [13], como
um dos assuntos que menos gostam de ensinar. Precisamos mudar este pensamento a
respeito dos contetidos de analise combinatoria e torna-los um assunto que desperta o
interesse e a imaginacao dos alunos.

Desta maneira, o objetivo geral do presente trabalho é apresentar os coeficientes
binomiais, expondo algumas de suas propriedades e propor algumas atividades para o
ensino médio.

Para tal, foram delineados os seguintes objetivos especificos: listar as principais
técnicas de contagem para as demonstracoes combinatorias; apresentar os nimeros
binomiais; demonstrar algumas das propriedades dos coeficientes binomiais; expor a
expansao binomial e multinomial; relatar algumas extensoes dos coeficientes binomiais
e apresentar atividades sobre este tema.

Desta forma, o trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo,
sao apresentados os conceitos basicos da analise combinatoria e retratamos as defini-
¢oOes para os principios de contagem, apresentando exemplos para melhor compreensao.
No segundo capitulo, abordamos a definicao dos coeficientes binomiais, realizamos de-
monstragoes por argumento combinatoério que consiste em provarmos que os dois lados
de uma igualdade contam a mesma quantidade, por definicao algébrica e pelo método
do principio de inducao finita, algumas propriedades binomiais cléssicas. Ilustramos
tais propriedades no triangulo de Pascal, apresentamos o desenvolvimento do Binémio
de Newton e expomos os coeficientes multinomiais e o teorema multinomial.

No terceiro capitulo, expomos sobre os ntiimeros de Fibonacci e a sequéncia de Fi-
bonacci relacionando com os coeficientes binomiais e o aparecimento desta sequéncia
no triangulo de Pascal. Demonstramos o Teorema de Lucas no qual temos uma cone-

xao entre duas grandes areas da Matemética a Anélise Combinatoéria e a Teoria dos
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Numeros. Este teorema nos auxilia calcular, coeficientes binomiais médulo primo por
meio do produto de coeficientes binomiais formados pelos digitos da expansao em base
do niimero primo e ao considerarmos os coeficientes binomiais dispostos no triangulo
de Pascal modulo 2 conseguimos visualizar o surgimento de um interessante padrao.
No quarto capitulo, apresentamos como os contetidos que envolvem os coeficientes
binomiais estao inseridos nas diretrizes curriculares, e propomos algumas atividades a
serem aplicadas no ensino médio que utilizam os coeficientes binomiais. Finalizamos
com uma construgao do Triangulo de Pascal e o desenvolvimento do Bindmio de Newton

utilizando o software Geogebra.
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1 Analise Combinatodria

A Anélise Combinatoéria visa desenvolver métodos e técnicas para solucionar pro-
blemas relacionados a contagem, estabelecendo um estudo das combinagoes e possibi-
lidades por meio de um conjunto de elementos. “De maneira mais geral, podemos dizer
que a Analise Combinatoria é a parte da Matemaética que analisa estruturas e relagoes
discretas” ([8] p. 1). Além de ser uma parte fundamental da Matemética Discreta, ela
tem uma grande relevancia para o desenvolvimento da probabilidade. Atualmente a
Analise Combinatoria possui diversas aplicagoes praticas e tedricas em jogos, economia,
biologia, quimica e outras areas do conhecimento.

Nesta se¢ao abordamos os principios béasicos da contagem que serao vélidos para
as demonstragoes nas secoes seguintes tais como: principio aditivo e multiplicativo,
arranjo, permutagao, combinagao, permutacao com elemento repetido, permutacao

circular e combinacao completa.

1.1 Principios de Contagem

A contagem de elementos é realizada desde os primordios de forma direta e indireta,
de acordo com [8] o primeiro contato das pessoas com a Matematica sucedeu através
das técnicas de contagem. Desde cedo as criangas aprendem a enumerar os nimeros
e depois comecam a identificar a relacao de ordem existente neles, e por meio dos
problemas de contagem conhecem as operacoes aritméticas. Dois principios basicos
de contagem bastante utilizados sao intitulados como Principio Aditivo e Principio

Multiplicativo.

1.1.1 Principio Aditivo

A primeira técnica basica de contagem é conhecida como Principio Aditivo, que

pode ser enunciado da seguinte forma:

"Sejam A e B dois conjuntos disjuntos (AN B =), com r e s elementos, respec-
tivamente. Entao AU B possui v+ s elementos (|AU B| = |A| + |B|)."

Este principio é bastante aplicado em problemas que podem ser divididos em casos

distintos, conforme podemos ver no exemplo a seguir:
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Exemplo 1.1. No refeitorio hd 7 salgados diferentes e 4 tipos de bolos diferentes.
De quantas maneiras uma pessoa pode escolher somente uma quitanda de lanche para

comprar?

Solucgao: A pessoa pode escolher um tipo de salgado ou um tipo de bolo e como hé
7 possibilidades na escolha do salgado e 4 possibilidades na escolha do bolo, segue que
uma pessoa tem 744 = 11 maneiras de escolher um lanche para comprar no refeitorio.

O Principio Aditivo pode ser generalizado para um namero finito de conjunto desde

que sejam disjuntos:

"Considere os conjuntos Ay, A, As, ..., Ay, , disjuntos dois a dois, isto é, A;NA; =
0, se i # j com py,p2,P3,-..,Pm €elementos respectivamente. Entao o nimero de ma-
neiras de escolher um elemento de um dos conjuntos € o nimero de elementos da uniao

desses conjuntos U A; = Z |A;| elementos."”

i=1 i=1

Exemplo 1.2. Considere que numa biblioteca hd 3 livros diferentes de geografia, 6
livros diferentes de historia e 5 livros diferentes de matemdtica. Um aluno tem a
permissao para pegar emprestado exatamente um livro. De quantas formas poderd um

aluno escolher qual livro ird pegar emprestado?

Solugao: Como o aluno pode escolher apenas um livro, entao ele pode escolher um
de geografia, ou um de histéoria ou um de matematica. Como na biblioteca ha 3
possibilidades de escolha para o livro de geografia, 6 possibilidades para o livro de
historia e 5 possibilidades para o livro de matematica, a escolha de exatamente um

livro pode ser feita de 3 + 6 + 5 = 14 maneiras.

1.1.2 Principio Multiplicativo

Principio Multiplicativo também conhecido como Principio Fundamental da Con-

tagem, é enunciado por [8] da seguinte maneira:
"Se uma decisao dy pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez tomada a decisao

dy, a decisao dy puder ser tomada de y maneiras entao o niumero de maneiras de se

tomarem as decisoes dy e dy € x-y."
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Este principio é utilizado em problemas onde as tarefas podem ser realizadas sepa-

radamente. O exemplo a seguir ilustra o principio multiplicativo:

Exemplo 1.3. De quantas maneiras pode-se vestir uma pessoa que tenha duas blusas

e trés calgas?

Solucao: Para que a pessoa possa se vestir ha duas acoes a serem realizadas, a primeira
escolher uma blusa e a segunda escolher uma calga, para escolher uma blusa tem-se 2
possibilidades e para escolher uma calca 3 possibilidades, sendo assim pelo principio
multiplicativo esta pessoa possui 2 - 3 = 6 maneiras para se vestir.

Um método que mostra com clareza todas as opgoes possiveis num problema de con-
tagem é chamado diagrama de arvore de decisao. Nele temos de forma estruturada
e enumerada todas as decisdes possiveis para um problema de escolha. [10]

A Figura 1 mostra um exemplo de arvore de decisao com relacao ao Exemplo 1.3.

Figura 1: Diagrama de arvore de decisao

Calca 1
/

Blusa 1 — Calga 2
\

Calga 3

\ Calga 1
/

Blusa 2 — Calga 2
\

Calca 3

Fonte: Elaboracao propria

O diagrama de arvore comeca no nivel zero onde nao é tomada nenhuma decisao,
no primeiro nivel é apresentado as possibilidades que ha para a primeira escolha ser
tomada, que neste caso do exemplo é escolher entre duas blusas, uma para se vestir
e no segundo nivel, independente da escolha feita na primeira decisao é apresentado
as possibilidades de realizar a segunda ac¢ao que é a escolha da calga. O tltimo nivel
evidencia o total de possibilidades de escolhas possiveis para se realizar a atividade

solicitada. KEste método é mais vidvel em problemas com poucas possibilidades, pois
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quando o namero de possibilidades ¢ elevado, construir um diagrama de arvore se torna
exaustivo.
O principio multiplicativo pode ser generalizado para um numero finito qualquer

de agoes a serem executadas:

"Ao realizar uma atividade que pode ser dividida em P,, a¢oes, tendo cada acao P;,
com 1 < i < m podendo ser feitas de q; maneiras, independente das escolhas que foram
feitas nas Py, agoes anteriores, com 1 < h <i <m entao hd q1-q2-q3 - .. ." Qm Maneiras

de executar a atividade."”

Exemplo 1.4. O novo modelo de placas instituido no Brasil conhecido como Placas
Mercosul, sequem um movo padrao, tendo uma sequéncia estabelecida de 3 letras, 1
numero, 1 letra e 2 numeros. De quantas formas podemos escolher os simbolos de uma

placa, de acordo com este novo modelo?

Solugao: Para escolher os simbolos de uma placa Mercosul precisamos fazer acoes
independentes, primeiramente temos que escolher 3 letras, depois 1 niimero, novamente
1 letra e por fim 2 nimeros. H& 26 possibilidades de escolha para as letras e 10
possibilidades para os niimeros, temos assim pelo principio multiplicativo um total de
26-26-26-10-26-10-10 = 456.976.000 formas para escolher os simbolos de uma placa
Mercosul.

Outra forma de ilustrar o principio multiplicativo é atraves da linguagem de con-
juntos:

"Sejam A e B dois conjuntos nao vazios com cardinalidade x e y respectivamente.

O produto cartesiano A X B € formado pelos pares ordenados (r,s) tais que r € A e
s€ B. Assim |[Ax B|=|A|-|B|=z-y."

Este mesmo raciocinio pode ser estendido para n conjuntos finitos:

"Sejam conjuntos finitos nao vazios Ay, As, ..., A, o produto cartesiano A X Ag X
As X ... x A, € o conjunto formado pelas n-uplas ordenadas (ay,as,as,...,a,) tais
que a; € A; para i = 1,2,3,...,n. Temos assim: |A; X Ay X Az X ... X A,| =
| Av] - [Ag] - [Ag| - oo [An] "

Exemplo 1.5. Quantas Placas Mercosul poderiam ser formadas caso fosse proibido a

repeticao de letras e nimeros?
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Solugao: Como neste caso nao pode haver repeticao, para escolher as trés primeiras
letras temos: 26 possibilidades de escolha para a primeira, 25 possibilidades para a
segunda e 24 possibilidades para a terceira letra, pela sequéncia a proxima escolha é
para um nimero no qual temos 10 possibilidades e depois escolhemos mais um letra,
como ja foram feitas 3 escolhas para as letras e nao pode haver repeticao, temos 23
escolhas possiveis para escolher esta letra e para escolher os dois ntimeros temos 9
possibilidades para o primeiro e 8 para o segundo. Assim temos um total de 26 - 25 -

24-10-23-9 -8 = 258.336.000 placas.

1.2 Arranjo

A seguir, enunciamos a férmula para calculo do nimero de sequéncias ordenadas
de elementos de um determinado conjunto. Por exemplo, ao criarmos uma senha de 3
digitos, as senhas 123 e 321 sao consideradas duas senhas diferentes.

Antes de apresenté-la definimos o fatorial de um nimero natural. Temos que dado
um numero natural n o fatorial de n simbolizado por n! é o produto de todos os niimeros
naturais de 1 até n, portanto n! =n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1. Por defini¢ao, 0! = 1.

8]

Definigao 1.1. Seja A um conjunto nao vazio com n elementos. Denomina-se arranjo
simples dos n elementos tomados p a p com 1 < p < n, cada agrupamento ordenado

de p elementos diferentes escolhidos entre os n elementos distintos.

O numero de arranjo simples é dado pela seguinte féormula:

n!

e = )

Iremos deduzir essa formula atraves do principio multiplicativo para caracterizar o

arranjo simples. Consideremos a seguinte situacao:

Exemplo 1.6. Quantas filas de p lugares € possivel organizar tendo n elementos dis-

tintos?

Solugao: Neste problema temos n elementos com os quais queremos preencher p
lugares, para resolvé-lo iremos dividir em etapas:

12 etapa: escolher o elemento para ocupar a 12 posicao da fila, nesta etapa temos
n elementos disponiveis para esti escolha, portanto, temos n maneiras diferentes de

escolher o elemento.
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22 etapa: iremos escolher o elemento para ocupar a 2% posicao da fila, como ja foi
feita uma escolha de elemento para ocupar a 1? posicao da fila, temos n — 1 possibili-
dades de escolha para essa etapa.

32 etapa: ap0Os o preenchimento da 22 posicao da fila, temos que ha n — 2 possibi-
lidades de escolhas para a 3% posicao da fila.

Analogamente, iremos continuar com este mesmo raciocinio até a p-ésima etapa,
onde iremos escolher o p-ésimo elemento, como temos n elementos para serem organi-
zados na fila e p— 1 elementos ja foram escolhidos nas etapas anteriores, ha n— (p—1)
possibilidades, ou seja, temos n — p + 1 maneiras de escolher o elemento que ocupara
a p-ésima posicao da fila.

Pelo principio multiplicativo temos que as posi¢oes na fila podem ser organizadas

den-(n—1)-(n—2)-...-(n—p+ 1) maneiras diferentes, assim:
Ap=n(n—-1).n—-2)-...-(n—p+1)
Multiplicando e dividindo o segundo menbro da igualdade por (n — p)!, temos:

n-n—-1)-n—-2)-...-n—p+1)-(n—p)!  n!
(n—p)! (n—p)!
A seguir, temos alguns exemplos para ilustrar a técnica de contagem mencionada

Amp =

acima.

Exemplo 1.7. Quantos nimeros de quatro algarismos, podemos formar com os alga-

rismos 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8 e 97

Solucao: Temos que escolher ordenadamente 4 algarismos distintos entre os 9 algaris-
mos disponiveis, ou seja, temos 9 elementos para serem arranjados 4 a 4. Pela formula

do arranjo simples temos:

90 9! 9-8-7-6-5
(9—4) 5 3!

numeros de 4 algarismos diferentes que podem ser escritos com os algarismos de 1 a 9.

Ag,q = =9.8-7-6=3.024

Exemplo 1.8. Uma corrida de rua realizada todos os anos tem premiacao para os trés
primeiros colocados. No ano de 2019 houveram 60 participantes. De quantas maneiras
distintas podemos obter as trés primeiras classificagoes para a corrida que aconteceu

em 2019, sabendo que ndo houve empate?

23



Solugao: Dentre os 60 participantes da corrida apenas os 3 primeiros irao ganhar

premiacao, temos assim:

60! 60! 60-59-58 57T

v 0" =60 - 59 - 58 = 205.320
(60 — 3)I — 57! 571

A6073 =

maneiras possiveis para os 3 primeiros colocados.

1.3 Permutacao

Permutacao é uma técnica de contagem que é decorréncia do arranjo. Cada per-
mutacao dos n elementos consite em um arranjo simples dos n elementos, tomados n a
n. De acordo com [12] uma permutagao de n objetos distintos é qualquer agrupamento
ordenado desses objetos, representado por P,. O nimero de permutacoes simples dos

n objetos, é dado por
Po=n-(n—=1)-(n=2)-...-1=n!

Exemplo 1.9. De quantas maneiras podemos ordenar numa fila 8 pessoas, sendo 3

mulheres e 5 homens, supondo que as mulheres devem ficar no inicio da fila?

Solucgao: Inicialmente devemos ordenar as mulheres que ficarao no inicio da fila. Isso
pode ser feito de P3 = 3! = 6. Em seguida devemos ordenar os homens. Isso pode
ser feito de P; = 5! = 120 maneiras. Assim, pelo principio multiplicativo existem
Ps; - P; =6-120 = 720 maneiras de ordenar uma fila como pedido no enunciado.
Denomina-se anagrama qualquer palavra obtida permutando as letras de uma pa-
lavra original, nao precisando ter um significado na lingua portuguesa, sendo esta
palavra considerada como qualquer sequéncia de letras. Toda palavra é tida como um
anagrama dela mesma, pois na permutacao as letras podem ficar na mesma ordem que
estavam orginalmente. Quando temos uma palavra formada por n letras distintas a

quantidade de anagramas dessa palavra sera P, = n!. [§]
Exemplo 1.10. Qual o nimero de anagramas da palavra CONTAGEM?

Solugao: A palavra CONTAGEM ¢ formada por 8 letras distintas, deste modo a

quantidade de anagramas dessa palavra é Py = 8! = 40.320.
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1.4 Combinacao

Combinagao é uma técnica de contagem que surge como consequéncia dos arranjos
e permutagoes. Aqui, contamos o numero de subconjuntos de p elementos distintos
que podem ser formados a partir de um conjunto com n elementos distintos (p < n).
Na combinagao a ordem dos elementos nao ¢é relevante, ou seja, trocar a ordem dos
elementos nao estabelece outra combinacao. Por exemplo, duplas formadas a partir de
um grupo de pessoas, Joao e Maria ou Maria e Joao, sao consideradas a mesma dupla.
[12]

C,p representa a quantidade de combinacoes de n elementos tomados p a p, com

0 <p <n. A férmula para calcular C, ,, ¢ dada por:

n!
p(n —p)!
Exemplo 1.11. Um professor elaborou uma prova contendo 15 questoes sobre o con-

Onap -

teudo estudado e na hora da prova informou aos alunos que poderiam escolher 10
questoes para responder. De quantas maneiras um aluno pode escolher quais questoes

ird responder?
Solugao: O aluno tem que escolher 10 questoes entre as 15 questoes dadas, que

corresponde a

15! 150 15-14-13-12-11-387 360360
10!(15 —10)! ~ 10!-5! 107 5! 120

Cis,10= =3.003

maneiras.

Exemplo 1.12. (ENQ-PROFMAT - 2016/2) De quantas maneiras distintas podemos
escolher trés nimeros do conjunto I;o = {x € N;1 < x < 40}, de modo que a sua soma
seja:

a) Um nimero impar?

b) Um maltiplo de 37

Solugao: a) Ha duas possibilidades para que a soma de 3 nimeros do conjunto Iy dé
um nimero impar:

i) Os trés nimeros serem impares;

ii) Apenas um nimero é impar.

O conjunto Iy possui 20 ntimeros fmpares, logo para escolhermos trés ntmeros

20! 20! s
31(20 — 3)! =307 1.140 possibilidades.

impares distintos temos: Cyy,3 =
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Agora, para escolhermos apenas um ntumero impar e dois niimeros pares temos 20

: . . 20! .
nimeros impares e precisamos selecionar 1, ou seja, Cyg,1 = 1ol = 20 maneiras e
o conjunto 4o possui 20 ntimeros pares no qual precisamos selecionar 2, assim temos

20! 20!

C y = =
202701120 — 2)1  2118)
3.800 maneiras de escolher um niimero fmpar e dois pares no conjunto Iyg.

= 190. Logo, pelo principio multiplicativo temos, 20-190 =

Portanto, pelo principio aditivo, existem 1140 4 3800 = 4.940 possibilidades de

escolher 3 ntimeros do conjunto Iy cuja soma é um nimero fmpar.

Solugao: b) Para obtermos um multiplo de 3, somando trés niimeros do conjunto Iy,
temos 4 possibilidades:

i) Trés multiplos de 3;

ii) Trés nameros da forma 3k + 1;

iii) Trés nameros da forma 3k + 2;

iv) Trés nameros de formas distintas 3k, 3k + 1 e 3k + 2.

O conjunto Iy possui 13 nimeros multiplos de 3 que sao: {3,6,9,...,36,39}. Para
selecionarmos trés ntimeros miultiplos de 3, temos (3,53 = 286 maneiras.

O conjunto Iy, possui 14 ntmeros da forma 3k + 1 que sao: {1,4,7,...,37,40},
para selecionarmos 3 ntmeros dessa forma, temos C'4,3 = 364 maneiras.

O conjunto Iy possui 13 ntmeros da forma 3k + 2 que sao: {2,5,8,...,35,38},
para selecionarmos 3 numeros dessa forma, temos (3,3 = 286 maneiras.

Para selecionarmos os trés nimeros de formas distintas 3k, 3k + 1 e 3k 4 2, temos
pelo principio multiplicativo 13 - 14 - 13 = 2366 possibilidades.

Portanto, pelo principio aditivo, existem 286 + 364 + 286 + 2366 = 3.302 maneiras

possiveis de escolher trés niimeros do conjunto Iy cuja soma seja um multiplo de 3.

1.5 Permutagao com elementos repetidos

Uma permutacao com elementos repetidos acontece quando desejamos contar uma
lista de elementos, em que alguns desses elementos podem aparecer mais de uma vez.
Aqui, queremos calcular o nimero de permutacoes de n objetos sendo n; objetos do
tipo 1, ny objetos do tipo 2, ..., ng objetos do tipo k, com ny +no + ... +n =n. O

ntumero de permutacoes desse tipo é dado pela quantidade:

n!

Pnl,ng,ng,,...,nk J—
n
ny! - nol-ngl- oo ny!
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O denominador n{!- ny!-ng!-...-ng! corresponde ao nimero de maneiras de permutar

os objetos de cada tipo.
Exemplo 1.13. /8] Qual o nimero de anagramas da palavra MATEMATICA?

Solugao: A palavra MATEMATICA tem 10 letras, sendo que a letra M é repetida 2
vezes, a letra A é repetida 3 vezes, e a letra T é repetida 2 vezes. Assim, o nimero de

anagrama da palavra é dado por:

10! 10-9-8-7-6-5~4-3.r_604800

2,32 o
Pig -~ 20.31.921 21. 3.2l

= 151.200

1.6 Permutacao Circular

Algumas agoes sao realizadas em estruturas do tipo circular. Por exemplo, uma
artesa que confecciona pulseiras de micangas, dispoe de 4 tipos diferentes de micangas
e deseja saber quantas pulseiras diferentes ela pode fabricar utilizando as micangas
disponiveis; ou ainda, uma pessoa deseja saber de quantas formas pode formar uma
roda de ciranda com 6 criancas. Para responder estes tipos de questionamentos utili-
zamos as permutacoes circulares que se diferenciam das permutacoes simples, pois nas
permutacoes circulares o que importa é a posicao relativa dos objetos entre si e nao os
lugares que os objetos ocupam. [§]

Considere 5 pessoas que iremos representi-las por A, B, C, D e E. Caso essas 5
pessoas se sentem em um fila, temos P; = 5! = 120 maneiras de serem organizadas.
Na fila cada posi¢ao como essas: (A, B, C, D, E), (E, A, B, C, D), (D, E, A, B,
C), (C, D, E, A, B), (B, C, D, E, A) sao consideradas de formas diferentes. Ja essas
mesmas configuragoes em uma mesa circular como podemos observar na Figura 2, sao

consideradas idénticas, pois elas sao apenas uma rotacao de uma mesma configuracao.

Figura 2: Mesa circular

A E D

C B
E D C B A
B A E D C
D C B A E

C B A E D

Fonte: Elaboragao propria
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O numero de permutagoes circulares é representado por PC,. A quantidade de
permutacoes simples distintas que ocasiona permutacoes circulares iguais é n, pois se
nao fosse considerado iguais as disposi¢oes que coincidem por rotagao, teriamos n!
disposicoes, desse modo temos que a quantidade de permutagao circular é dada pela
seguinte formula:

n!

PC,=—=(n-1)
Cn n (n )

Exemplo 1.14. [8] De quantos modos 5 meninas e 5 meninos podem formar uma roda

de ciranda de modo que pessoas do mesmo sexo nao figuem juntas?

Solucao: Primeiro vamos fazer uma permutacao circular com as 5 meninas, isto é,
PC5 = 4! modos de formar uma roda com as meninas. Depois disso, os 5 meninos
devem ser postos nos lugares entre as meninas, o que pode ser feito de 5! modos.
Assim o modo de formar uma ciranda com 5 meninas e 5 meninas de modo que as

pessoas do mesmo sexo nao fiquem juntas é 4! - 5! = 2.880.

1.7 Combinacao Completa

A combinacao completa ou com repetigao é utilizada em problemas de contagem,
no qual temos que escolher p objetos dentre os n objetos dados (p < n), podendo
escolher o mesmo objeto mais de uma vez, isto é o que difere a combinagao completa
da combinacao simples.

Na combinagao simples escolhemos p objetos distintos entre n objetos distintos
dados, ja a combinacao completa é o nimero de modos de escolhemos p objetos distintos
ou nao entre n objetos distintos dados. A combinacao completa pode também ser
exposta como o numero de solu¢oes inteiras nao-negativas da equagao linear da forma
1+ x9+ 23+ ...+ 2, =p. O ntmero de combinacoes completas é representado por
CR,, [8]. O exemplo a seguir ilustra o caso geral para calcular o niimero de solugoes

inteiras nao negativas:

Exemplo 1.15. Quantas sao as solugoes inteiras nao-negativas da equacao xi + To +

3+ ...+ x, =p, onde n e p sio numeros inteiros positivos dados?

Solucgao: As solugoes desta equacao sao dadas pelas maneiras de escolher p elementos,

dentre n elementos permitindo haver repeti¢coes. Cada solugao serd representada por

28



uma fila contendo dois simbolos, que serdo mais (+) e barra (|). O simbolo de +
representa os valores das incognitas e a | é utilizada para separar as incognitas.

O primeiro grupo dos simbolos de mais corresponde ao valor x1, o segundo grupo
corresponde ao valor de x5 e assim até o n-ésimo grupo que corresponde ao valor de
x,. Para separarmos os n grupos devemos ter n — 1 barras e temos de ter um total de
p sinais de mais. Assim é feita a correspondéncia biunivoca entre as disposicoes dos
sinais de mais e das barras com as solucoes da equagao x; + xo + x3+ ...+ x, = p.

Deste modo, temos um total de [p + (n — 1)] = n 4+ p — 1 posigdes para colocar p
sinais de mais (+), ou seja, basta escolher p dentre os n + p — 1 lugares para colocar

os sinais de mais (4). Assim, a quantidade de filas formadas seguindo esta regra é:

(n+p—1)!
pl(n —1)!

Desta forma, ha C(n + p — 1, p) solugoes inteiras e nao negativas da equagao z; +

To+ X3+ ...+ x, =p. Assim,

B _(n+p-—1)!
CRnp = Cpip1p = 1)

Exemplo 1.16. (ENQ-PROFMAT - 2019/2)

a) Determine o nimero de solugdes inteiras nao negativas da equa¢ao x+y—+z+t = 98.

b) Determine o niumero de solugées inteiras nao negativas da inequagao x+y+z < 98.

Solugao: a) Cada solugao da equagdo = + y + z + ¢t = 98 pode ser representada por
um fila de 98 sinais + e 3 sinais de | que separam as incognitas e a quantidade de +
indica o valor numerico de cada incégnita, cada fila desta forma corresponde a uma
solugdo da equag@o. Dessa maneira, a solu¢ao (29, 37, 0, 32) corresponde a seguinte
fila: + ++4---+|++++---+||+ +++---+. Para contar a quantidade de tais

29 37 32
filas, basta escolher 98 dentre os 98 + 3 = 101 lugares para colocar os sinais de +. Isso
|

pode ser feito de Cg1 95 maneiras, ou seja, 0%13] — 166.650 sao as solugoes da equacgao
rTH+y+z+t=98. o

Solugao: b) Em cada solugao inteira nao negativa de z +y + z < 98 definimos a folga
da solugdo por t = 98 — (x + y + z). Assim, existe uma correspondéncia biunivoca
entre as solucoes inteiras nao negativas de z + y + 2z < 98 e as solugoes inteiras nao
negativas de x +y + z +t = 98. Portanto, o ntimero de solucoes inteiras nao negativas
de x +y + z < 98 ¢ igual a 166.650.
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2 Coeficientes Binomiais

Nesta secao discorremos sobre os coeficientes binomiais, tridngulo de Pascal, de-
monstramos algumas das importantes identidades binomiais, apresentamos o Binémio
de Newton e sua generalizagao, o Teorema Multinomial.

Os coeficientes binomiais ou niimeros binomiais representam a quantidade de esco-

lhas de p elementos entre n elementos distintos. Eles sao representados pela seguinte
n

notagao: que foi "introduzida pelo matemaético e fisico alemao Barao Andreas
p

von Ettinghausen (1796-1878)"([4], p.14). A leitura desta notagdo é combinagao de n
termos tomados p a p, onde n representa a ordem e p a classe do nimero binomial,

comn >pen,p €N, assim temos:

(o) =

Pela definicao dada, temos a seguir alguns ntimeros binomiais:

- (n n! n! ]
1. = = = .
0 0l(n—0)! 0! n!

! “(n—1)!
ii. (n>: n _nn ) =n, paran > 1.

1 -(n-0! 11 (n—1)
. [(n n! n!
iii. (n) = i — ) = o 1, para todo n € N.

Os numeros binomiais possuem a mesma definicao da combinacao simples, ou seja,
n . ~ .

Chp = , deste modo pode-se utilizar a notagao entre parénteses para representar
uma combinacao simples, entretanto os livros didaticos do ensino bésico no Brasil
. . ~ , ~ ny . - . .
utlizam mais a notacao C,, ,. J& a notagao ¢ muito utilizada nos livros de ensino

p
superior. |9
Evidenciaremos os resultados dos ntimeros binomiais apresentados acima utilizando

o argumento combinatério. Seja um conjunto A com n elementos a quantidade de

subconjuntos com p elementos do conjunto A que teremos é:

e Considerando p = 0, temos um subconjunto sem elementos do conjunto A, ou

seja, um subconjunto vazio.

e Considerando p = 1, temos n subconjuntos com 1 elemento do conjunto A, ou

seja, n subconjuntos unitarios.
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e Considerando p = n, temos um subconjunto com n elementos do conjunto A, ou

seja, o subconjunto é o préprio conjunto A.

A seguir enfatizamos um tridngulo muito importante, que tem varias finalidades na
matematica, ele é conhecido por diferentes nomes ao redor do mundo como: Triangulo
de Yang Hui, Triangulo de Tartaglia, Triangulo de Tartaglia-Pascal ou Triangulo de

Pascal. Através dele discutimos algumas propriedades dos coeficientes binomiais.

2.1 Triangulo de Pascal

Triangulo de Pascal ¢ um triangulo aritmético infinito formado por uma tabela

constituida pelos coeficientes binomiais onde n representa a linha e p a coluna.

p
Ele recebe esse nome em homenagem ao matematico francés Blaise Pascal devido o

desenvolvimento e aplicagoes que ele fez de varias propriedades do tridngulo, e por ter
sido considerado por varios anos o idealizador do triangulo arirmético, mas ele nao foi
o primeiro a descobrir, pois alguns séculos antes os chineses ja haviam o desenvolvido.
Em 1665 Pascal publicou uma obra intitulada "Traité di Triangle Arithmétique” onde
enuncia e demonstra propriedades do triangulo aritmético. [5]

H4 duas formas de representar o Triangulo de Pascal que pode ser de forma assimé-
trica sem colunas verticais e de forma simétrica com as colunas verticais, a Tabela 1 a

seguir, apresenta o Triangulo de Pascal com coeficientes binomiais de forma assimétrica.
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Tabela 1: Triangulo de Pascal de coeficientes binomiais

0 1 2 3 4 5 6 7 ... p—1 p p+1
0
0
0
1 1
1
0 1
5 2 2 2
0 1 2
3 3 3 3
3 0 1 2 3
4 4 4 4 4 4
0 1 2 3 4
5 5 5 5 5 5 5
0 1 2 3 4 5
6 6 6 6 6 6 6 6
0 1 2 3 4 5 6
. 7 7 7 7 7 7 7 7
0 1 2 3 4 5 6 7
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
n—1
0 1 2 p—1 p p+1
n n n n n n n
0 1 2 p—1 p p+1
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
n+1
0 1 2 p—1 P p+1

Fonte: Elaboracao propria

De acordo com a tabela acima a construgao do Triangulo de Pascal é feita com a

seguinte configuragao:

e A primeira coluna (vertical) da tabela representa a ordem das linhas e a primeira

linha (horizontal) da tabela representa a ordem das colunas, sempre iniciadas no

. . . . n L . .
numero 0, sendo assim escreve-se o coeficiente binomial na n-ésima linha e
p
p-ésima coluna.
e Os coeficientes binomais de mesmo numerador ocupam a mesma linha e os de

mesmo denominador ocupam a mesma coluna, desta forma a linha n+1 representa

1 1
todos os coeficientes binomiais a comecar de <n3— ) até (ni— 1).
p

A seguir, temos a Tabela 2 que apresenta o Triangulo de Pacal de valores numéricos,
onde cada coeficiente binomial é calculado através da definicao ja apresentada dos

numeros binomiais.
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Tabela 2: Triangulo de Pascal de valores numéricos

0]1
11 1
1 1
1 3 1
1 6 4 1
10 10 5 1

15 20 15 6 1
21 35 35 21 7 1

o N O Ot s W N
—_
o N O Ot s W N

28 56 70 56 28 8 1

Fonte: Elaboragao propria

Para facilitar a contrucao do Triangulo de Pascal de valores numeéricos, apresenta-

mos algumas caracteristicas importantes:

e O primeiro e o ultimo elemento de cada linha é sempre 1, pois seja qual for a

n
linha, o primeiro elemento é do tipo (O) = 1 e o ultimo elemento exceto o da
primeira linha é do tipo ( ) =1.
n

e Cada elemento com excegao do primeiro e ultimo a partir da 3% linha é obtido
através da soma de dois elementos da linha anterior, sendo o elemento que esta

imediatamente acima dele e o elemento que esta localizado a esquerda.

e Em uma mesma linha, dois coeficientes binomiais equidistantes dos extremos sao

iguais.
e Uma linha n do Triangulo de Pascal possui n 4 1 termos.

Enfatizamos a seguir, algumas identidades dos coeficientes binomiais fazendo suas

demonstragoes através do argumento combinatério e em algumas delas faremos também
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a demonstragao pelo método algébrico, essas identidades sao muito relevantes para a

construcao do Triangulo de Pascal.

2.1.1 Binomiais Complementares

Uma das caracteristicas que ja vimos do Triangulo de Pascal é que em uma linha,
dois coeficientes binomiais equidistantes dos extremos sao iguais. Esses coeficientes

binomiais recebem o nome de binomiais complementares. 8]

Proposicao 2.1. Sejam n e p numeros inteiros, tais que 0 < p < n. Entao:

ny\ n
<p) N <n - p)
Demonstragao. Escolhermos p elementos dentre um conjunto com n elementos dispo-
niveis para formar um subconjunto, é equivalente a escolhermos n — p elementos dentre

n elementos que nao farao parte do subconjunto, desta forma h& uma correspondéncia

biunivoca de subconjuntos com p elementos e n — p elementos.

| |
Algebricamente temos: (n) = " ;= n.' ;= ( " ) [
p) pn—pt (—pl-p \n-p

Podemos visualizar essa proposicao no Tridngulo de Pascal da Tabela 3 a seguir:

Tabela 3: Coeficientes Binomiais Complementares

(a) Triangulo de Pascal Coeficientes Binomiais (b) Triangulo de Pascal de Valores

0 1 2 3 4 5 6

0 0 01 2 3 456
0
1 1 01

: 0/ \1

, 2\ /9 9 1111
0/ N1/ A2 2012 1

3 3\ /3 3 3
0/ \1 2 3 3113 3 1

4 4\ (4 4 4 4
0/ \1 2 3 4 4114 6 4 1

5 D ) ) )
0 9 3 5 5) 1I10 10.1

6 o) (@ 0 0 N (C) (° 6/16 1520 156 1
0/ \1 2 3 4/ \5/) \6 & 2

Fonte: Elaboracao propria
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Nas tabelas apresentadas anteriormente temos dois Triangulo de Pascal, no qual
podemos observar na Tabela (a) que na linha 5 os coeficientes binomiais das colunas
1 e 4 satisfazem a Proposicao 2.1, sendo assim eles sao coeficientes binomiais comple-
mentares. Para uma melhor visualizacao, eles estao destacados na cor rosa escuro. Na
mesma linha, temos os coeficientes binomiais complementares nas colunas 2 e 3 que
estao descatados de amarelo, de modo consequente, temos na linha 6 alguns pares de
coeficientes binomiais complementares destacados.

Na Tabela (b) temos os valores dos coeficientes binomiais nos quais podemos perce-
ber que na linha 5 os elementos das colunas 1 e 4 sao iguais, equidistantes dos extremos
e estao destacados na mesma cor dos respectivos coeficientes binomiais da Tabela (a).
Nesta mesma linha, temos os elementos das colunas 2 e 3 que também sao iguais e
equidistantes dos extremos.

Mediante a Proposicao 2.1 podemos perceber a existéncia de uma simetria dos coefi-
cientes binomiais no Triangulo de Pascal, visto que em uma mesma linha a distribuicao

deles da direta para a esquerda é equivalente da esquerda para a direita.

2.1.2 Relacao de Stifel

A relagao de Stifel é uma identidade muito importante que auxilia na construgao do
Triangulo de Pascal, facilita na resolugao de problemas e pode ser usada para definir
recursivamente os coeficientes binomiais. Ela evidencia que a soma de dois coeficientes
binomiais adjacentes em uma mesma linha, resulta no coeficiente binomial da préxima

linha abaixo do ultimo coeficiente somado. [10]

Proposicao 2.2. (Relagao de Stifel) Sejam n e p nimeros inteiros tais que p < n,

G =) (o)

~ .~ . . .. n .
Demonstragao. Pela defini¢ao dos coeficientes binomiais, temos que ( ) determina
p

vale que

a quantidade de subconjuntos com p elementos que podemos formar de um conjunto
com n elementos. Podemos contar a quantidade destes subconjuntos de outra maneira,
dividindo eles em dois casos distintos e olhando para um elemento a especifico do

conjunto de n elementos. Dessa forma, temos os seguintes grupos:

A = Os subconjuntos que contém o elemento a.
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B = Os subconjuntos que nao contém o elemento a.

O grupo A terd o elemento a em todo subconjunto formado, logo restam p — 1

elementos para serem escolhidos, dentre n — 1 elementos disponiveis para formar o

subconjunto e isso pode ser feito de ( 1) maneiras.

p JR—
O grupo B nao terd o elemento a nos subconjuntos formados, assim temos n — 1

. PR . . ) n—1
elementos disponiveis para formar p subconjuntos e isso pode ser feito de ( )

) p
maneiras.

-1 -1
Pelo principio aditivo temos: <n ) + <n
p p—

p
Portanto, <n) = (n h 1> + <n a 1) |
p p p—1

Algebricamente temos:

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)! B
( p )+(p—1>_p!'(n—l—p)!+(p—1)!‘(n7/f—p>l/17!_
m—=Dl-p-D'n=—p!l+n-1!p(n-—1-p)!

pl-(n=1-=p!-(p—1!(n—p)

:(n—l)!-M.(n—p>!+(n_1)!.p.M,(n_1_p)!
pt-(n—1=p)- (p—1JT (n —p)!
_ m=1D!"(n—p) - n=p=1T4+n—-1D!-p- (n=—p=1)T
pl-(n=p=T)T- (n—p)!

(m—Dln—p+p] (-1ln nl (n)

p

pl-(n—p)!  pl-(n—p)! p-(n—p!

Na Tabela 4 a seguir, podemos verificar a relacao de Stifel no Triangulo de Pascal, ela

da a base para um arranjo geométrico dos coeficientes binomiais em forma de triangulo.
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Tabela 4: Relagao de Stifel

(a) Triangulo de Pascal Coeficientes Binomiais (b) Triangulo de Pascal de Valores
0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 456
0
0 01
1
! 0
9 11 1
2
g 201 2 1
3
0 3|1 3 3 1
4 4
4 0 4 411 1
) 2\ (5
Zle 4) \5 5|1 5 1
6 0 Y (°) (° 6]1 20 156 1
0 4) \5/) \6

Fonte: Elaboracao propria

Nas tabelas acima temos destacados duas relagoes de Stifel, na linha 4 (destacado
de verde) temos a soma dos coeficientes binomiais das colunas 2 e 3, que resulta no
coeficiente binomial da linha 5 coluna 3 e na linha 5 (destacado de azul), temos a soma
dos coeficientes binomiais das colunas 1 e 2, que resulta no coeficiente binomial da
linha 6 coluna 2. A partir da segunda linha, através da relagao de Stifel a contrucao do
Triangulo de Pascal torna-se mais facil e pratica, sem termos a necessidade de decorar
todos os seus termos.

Em seguida, temos um exemplo de resolucao de exercicio utilizando a relacao de
Stifel.

Exemplo 2.1. (IME/2016 - Adaptado) Qual o valor da soma abaizo?
2016 n 2017 N 2018 n 2019 n 2020 N 2016
5 5 5 5 5 6
n n—1 n—1
Solucgao: Iremos fazer uso extensivo da relagao de Stifel: ( + < 1).
p—
2016 n 2016 . 2017 L 2018 2019 2020
5 6 5 5

2017 2017 2018 2019 2020
- (60 (57 (57 (% ) ( )

-~
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_ (2018, (2018) (2019 (2020
S\ 6 5 5 5
/2019 L (2019Y | (2020
S\ 6 5 5
/2020 L (2020\ _ (2021
S\ 6 5 ) \ 6

2.1.3 Teorema das Linhas

O Teorema das Linhas apresenta uma forma muito eficiente de calcularmos a soma
dos elementos de uma linha do Triangulo de Pascal, no qual a soma de todos os ele-

mentos da linha n do Triangulo de Pascal é igual a 2. [§]

Proposicao 2.3. Sejam n e p numeros inteiros, tais que 0 < p < n. Entao:
n
n n n n n n "

p=0 p n
Demonstragao. Consideremos um conjunto com n elementos. Para formar subcon-
juntos desse conjunto, temos que cada elemento a qualquer tem duas possibilidades:
o elemento a pode estar no subconjunto ou o elemento a pode nao estar no subcon-
junto. Assim cada elemento tem 2 possibilidades e pelo principio multiplicativo temos
2-2-2-...-2=2" maneiras distintas.

Podemos determinar de outro modo o nimero de subconjuntos de um conjunto com

n elementos. Sabemos que ¢ o nimero de maneiras de escolhermos p elementos
p

dentre n elementos de um conjunto. Dividindo em casos distintos a quantidade de

subconjuntos temos:

n
e Escolher um subconjunto vazio temos (0) maneiras.
n
e Escolher um subconjunto com 1 elemento temos (1) maneiras.
n
e Escolher um subconjunto com 2 elemento temos <2) maneiras.

n
e Escolher um subconjunto com 3 elemento temos (3) maneiras.
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E, assim sucessivamente, até escolhermos um subconjunto com n elementos dentre

. .. . . . n
os n elementos disponiveis, ou seja, teremos p = n e isso pode ser feito de ( )
n

maneiras.

Pelo principio aditivo, temos

(0) (1) G)+ )+ () =)

subconjuntos. Portanto em um conjunto com n elementos temos um total de 2" sub-

conjuntos distintos. [ |

Fazendo a demonstragao dessa proposicao atraves do Principio de Inducao Finita,

temos:

Demonstragao.

i) A igualdade é valida para n = 0, pois

()-r-s
0
ii) Suponhamos que o resultado seja valido para algum n, isto é
V(M) () (D) () () =
0 1 2 3 4) 7 \n)
iii) Demonstraremos que o resultado é valido para n + 1.
n+1 n n+1 n n+1 n n+1 n n+1 P n+1
0 1 2 3 4 o n+1
Pela Relagao de Stifel (Proposi¢ao 2.2), temos que
n+1\ (n n n
1) \o 1
n+1\ (n n n
2 ) 1 2
() =60+ C)
= +
n n—1 n

Temos assim,

(o) ()02 ) -
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(5 )= 16+ GG+

)=l C))+ G2
ravinode (* ) = (1)« (11

oo (0 ) - ) = (1) poctemos reesrever a iguaaa
(5)=166)+ O 1)+ )]+ =+ 1620+ G+ 6 -
2\{(3) " @ ; (g) - (Z>l:2.2n:2n+l

-~

HI

Logo, o teorema vale para a linha n + 1. Portanto, por indugao, vale para qualquer
linha. [ |

Podemos verificar na Tabela 5 o Teorema das Linhas no Tridngulo de Pascal.

Tabela 5: Teorema das Linhas

(a) Triangulo de Pascal Coeficientes Binomiais (b) Triangulo de Pascal de Valores
0 I 2 3 4 5
0 0 1 2 3 4 5
0
1 1 0f 1
0 1
9 9 9 11 1
0 1 2 201 2 1
3 i 3 i 3 N (3) e
0 1 2 BV 31+3+3+1=38
4 4 4 4 4\ ot
o) "\u) " \2) ) \4) A1 F 44644+ 1-16
5 5 5 > 5\ (5
O 1 9 3 4] \5 5/ 1 5 10 10 5 1

Fonte: Elaboragao propria

Podemos observar que o teorema das linhas vale para todas as linhas do triangulo

de Pascal, destacamos duas para melhor averiguagao, na Tabela (a) temos a soma dos

nimeros binomais resultando em poténcia de dois e na Tabela (b) temos os valores dos

coeficientes binomiais ja calculado e sua soma resultando no valor correspondente da

poténcia de 2.

40



Exemplo 2.2. (Unificado - Adaptado) Resolva a equagdo a sequir na varidvel n:

n—1
(”) — 1022
—~ \p

Solugao: Utilizando o Teorema das Linhas, temos que

pno (Z) ) (3)+(T)+(’;)+(§)++(n§1)+(z) .
5= () ()¢ () e 1) -

p=1

hS]

Pelos somatérios acima, temos

(n) 11022 + <”) —on
0 n

1+1022+1=2"

1024 = 2™
210 — 2'rL
n =10

2.1.4 Teorema das Colunas

O Teorema das Colunas, possibilita somarmos uma quantidade finita dos primeiros
elementos de uma coluna. A soma dos n + 1 primeiros elementos de uma coluna n
do Triangulo de Pascal resulta, no elemento da préoxima linha que estd avancado uma

coluna em relagao ao ultimo elemento somado [§].

Proposicao 2.4. Sejam n e p numeros inteiros com 0 < p < n. Entdo a soma dos

n + 1 primeiros elementos da coluna n é:

G () () o ()= (02

Demonstracgao. Considere um conjunto A de ntimeros naturais, com n + p + 1 ele-
mentos, onde o primeiro elemento é o niimero 1, o segundo o niimero 2 e assim suces-

sivamente até o (n + p + 1)-ésimo elemento que é o namero o n + p + 1.
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n 1
Para formar subconjuntos do conjunto A com n + 1 elementos temos ( tp )

n+1
maneiras.

Iremos contar de outra forma a quantidade de subconjuntos com n + 1 elementos
do conjunto A. Tomemos a como o maior elemento do subconjunto de n+ 1 elementos,
temos que a varia de n+ 1 até n + p + 1. Para contar todos os subconjuntos formados

por n + 1 elementos analisaremos essa situagao em casos distintos:

e Escolher os n elementos restantes para formar o subconjunto, de modo que o

maior elemento seja o elemento n + 1 do conjunto. Desta forma nao podemos

. . n
escolher elementos maiores que n + 1. Assim temos (

maneiras.
n

e Escolher os n elementos restantes para formar o subconjunto, de modo que o

: : : n+1 :
maior elemento seja o elemento n 4+ 2 do conjunto. Temos < ) maneiras.
n

e Escolher os n elementos restantes para formar o subconjunto, de modo que o

. . . n+2 )
maior elemento seja o elemento n 4+ 3 do conjunto. Temos < ) maneiras.
n

E, assim sucessivamente, até escolhermos os n elementos para formar o subconjunto,

. . . n+p .
com o maior elemento do conjunto sendo n + p + 1. Temos assim maneiras.
n

G =)= (0)
G ()= () e ()= (02

Fazendo a demonstracao dessa proposicao atraves do Principio de Inducao Finita

Pelo principio aditivo, temos

sobre p, temos:

Demonstracgao.

i) A igualdade é valida para p = 0, pois
n\ (n+1\ 1
n) \n+1)
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ii) Suponhamos que o resultado seja valido para p, ou seja,

) )0 ()= )

iii) Demonstraremos que o resultado é valido para p + 1, temos que

() () () e () (70 -
)= e ()] () -

-

HI

(n+p+1> <n+p+1>
_|_
n-+1 n

Pela relacao de Stifel, temos

n+p+1 n n+p+1\ [(n+p+2
n+1 n N n+1

O que mostra que o resultado vale para p + 1. Portanto, por inducao, vale para todo

p.

Na Tabela 6 a seguir, podemos certificar o Teorema das Colunas no Tridangulo de

Pascal.
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Tabela 6: Teorema das Colunas

(a) Triangulo de Pascal Coeficientes Binomiais

0O 1 2 3 4 5 6
0
0
0
1
1
0
2 2
2
0 2
3 3\ (3
3
0 2/ \3
44 4\ [4\ (4
0 2)\3/) \4
55 3\ [(9\ [(5) (D
0 2)\3) \4) \5
66 6\ (6) [(6) (6
0 3/ \4) \5) \6

(b) Triangulo de Pascal de Valores

01 2 3 456

5

6

1

1

1 1

1 3 1
1 6 4 1
1 10 10 5 1

16 201561

Fonte: Elaboracao propria

Destacado de vermelho esté a soma dos 5 primeiros termos da coluna 1 do Triangulo
de Pascal, no qual o resultado é o coeficiente binomial da linha 6 e coluna 2. O Teorema

das Colunas s6 pode ser utilizado quando a soma inciar com o primeiro elemento da

coluna selecionada.

Exemplo 2.3. (UERJ/2006 - Adaptado) Em uma barraca de frutas, as laranjas sao
arrumadas em camadas retangulares, obedecendo a sequinte disposi¢ao: a primeira
camada contém duas laranjas, uma sequnda camada contém seis laranjas, a terceira

camada contém doze laranjas e assim por diante, conforme a figura a sequir. Calcule

o numero total de laranjas que compoem quinze camadas.

Solugao: Cada camada de laranja é da forma (k + 1)k, para k € N. Como queremos
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15
a soma das quinze camadas, temos assim Z(k + 1)k, multiplicando e dividindo por

k=1
2, temos:
15

k+ 1)k kE+ 1)k
S E U,y B
k=1 k=1
Podemos reescrever cada termo dessa soma como sendo um nimero binomial, tere-

mos assim um somatoério de binomiais consecutivos, todos de mesma coluna

oS () (3) () + ()]

Aplicando o Teorema das Colunas, temos

)0+ () (] () -

Como ja vimos, para aplicar o Teorema das Colunas é necessério que a soma inicia-se
com o primeiro elemento de uma coluna n do Triangulo de Pascal, entretanto podemos
obter a soma de coeficientes binomais consecutivos que nao se iniciam com o primeiro
elemento de uma coluna, aplicando duas vezes o Teorema das Colunas, conforme o

exemplo a seguir:

Exemplo 2.4. Calcule o valor de A:

o = () (6) () e+ (5)
(6)+ () () ()
() ()= () ()

22 12
Temos que A = B — C. Pelo Teorema das Colunas B = ( ) e C = ( )

6 6
A= (262> — (162> = 74.613 — 924 = 73.689.

B

C

Portanto,
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2.1.5 Teorema das Diagonais

O Teorema das Diagonais viabiliza somarmos os elementos de uma diagonal qual-
quer do Triangulo de Pascal, iniciando pelo primeiro elemento da diagonal. A soma dos
elementos da diagonal serd igual ao elemento que esta logo abaixo da ultima parcela

somada, posicionado na mesma coluna deste [8].

Proposicao 2.5. Sejam p, n e k numeros inteiros tais que 0 < k < p. Entao:

) () (3 (57) = (5= ()

Demonstragao. Aqui, analisamos a seguinte situacao:

De quantas maneiras diferentes é possivel distribuir p canetas idénticas para n + 2
pessoas?

Neste problema temos que distribuir p canetas iguais para n + 2 pessoas, podendo
cada pessoa receber mais de uma vez a mesma caneta, temos assim um problema
de combinagao completa ou com repetigdo. Como ja vimos anteriormente (segao 1.7),
podemos representar esta solugao por uma sequéncia de p sinais de mais (+) e p+[(n+
2) — 1] = p+ n + 1 sinais de barra (|) representando assim as posigoes para colocar os
sinais de mais, ou ainda, podemos obter a resposta desta situagao calculando as solugoes

inteiras e nao-negativas da equacgao linear x1 + 2o + T3+ ... + Tp + Tpni1 + Tpao = P,

<n+2—|—p—1) _ (n+p—i—1>
p p

maneiras de distribuir p canetas para n + 2 pessoas.

que pode ser feito de

Agora, contamos a quantidade de maneiras de distribuir p canetas iguais para n+ 2
pessoas, dividindo em casos distintos e utilizando novamente a combinacao completa

ou com repeticao. Consideremos que as pessoas estejam numeradas de 1 até n + 2.

e Distribuir p canetas para a (n+2)-ésima pessoa e distribuir 0 caneta para as n+1

.. : n+14+0-—-1 n .
primeiras pessoas. Isso pode ser feito de 0 =10 maneiras.

e Distribuir p — 1 canetas para a (n + 2)-ésima pessoa e distribuir uma caneta para

14+1-1 1
as n + 1 primeiras pessoas. Isso pode ser feito de <n * Jlr > = (nT )

maneiras.
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e Distribuir p — 2 canetas para a (n + 2)-ésima pessoa e distribuir 2 canetas para

1+42-1 2
as n + 1 primeiras pessoas. Isso pode ser feito de <n + ;_ ) = (n;— )

maneiras.

e Distribuir p — 3 canetas para a (n + 2)-ésima pessoa e distribuir 3 canetas para
.. , n+1+3-1 n+3
as nm + 1 primeiras pessoas. Isso pode ser feito de 5 = 5

maneiras.

E, assim sucessivamente, até a (p + 1)-ésima situagao, que se refere a distribuir

p —p = 0 canetas para a (n + 2)-ésima pessoa e distribuir p canetas para as n + 1

o ) n+1l+p—1 n+p .
primeiras pessoas. Que pode ser feito de = maneiras.
p p
Portanto, pelo principio aditivo, temos

@) () (27 (57) o (57)

maneiras de distribuir p canetas idénticas para n + 2 pessoas.
Logo,

0 (1) (37 =00

Ha uma equivaléncia entre o Teorema das Colunas e o Teorema das Diagonais,
deste modo uma outra maneira de demonstrarmos o Teorema das Diagonais é através do
Teorema das Colunas, ou vice-versa. Para isso utilizaremos a Proposigao 2.1 (binomiais
complementares). Assim, temos que cada termo do lado esquerdo do Teorema das

Colunas é igual aos termos do lado esquerdo do Teorema das Diagonais:
n\ (n
n) \0
n+1l\ (n+1
n n 1
n+2\  (n+2
n N 2
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n+p\ (n+p
n p
Analogamente, o termo do lado direito dos dois teoremas também sao iguais
nt+p+1\ (n+p+1
n—+1 N P

Desta maneira, o Teorema das Colunas é valido se, e somente se, o Teoremas das
Diagonais também for valido. Na Tabela 7 a seguir, podemos visualizar o Teorema das

Diagonais no Triangulo de Pascal.

Tabela 7: Teorema das Diagonais

(a) Triangulo de Pascal Coeficientes Binomiais (b) Triangulo de Pascal de Valores
0 I 2 3 4 5 6
0 01 2 3 456
0
1 0|1
Y 111

O OO UTO = O W
= OO Ol

5) o)

Fonte: Elaboracao propria

Temos destacado acima a soma dos quatro primeiros elementos da diagonal, que
tem o primeiro elemento situado na coluna 0 da segunda linha do Triangulo de Pascal,

tendo como resultado desta soma o elemento que esté situado na linha 6 coluna 3.

Exemplo 2.5. Calcule o valor da soma a sequir:

)+ () ) () (V)
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Solugao: Pelo Teorema das Diagonais, temos
6 n 7 n 8 n 9 n 10y  [/6+4+1Y\ /11\ 330
0 1 2 3 4) 4 S\4)

2.1.6 Algumas outras identidades dos coeficientes binomiais

Os coeficientes binomiais possuem varias identidades, demonstraremos mais algu-

mas.
Proposicao 2.6. Sejam n e p numeros inteiros, tais que 0 < p <n en > 1. Entdao:

St = () - ()« () - () =0

p=0

Demonstragao. Seja um conjunto A com n elementos e x € A. Consideremos ¢ o
total de subconjuntos de A com nimero par de elementos e r o total de subconjuntos

de A com numero impar de elementos, temos assim

=6 G) () ()
() 6) () ()

Para obter o subconjunto ¢, podemos dividir em dois casos distintos: os subcon-

juntos que possuem o elemento x e os subconjuntos que nao possuem o elemento x.

e No primeiro caso, como o elemento x pertence aos subconjuntos, temos entao que
escolher um niimero impar de elementos dentre os n — 1 elementos restantes do

conjunto A.

e No segundo caso, como o elemento x nao pertence aos subconjuntos, temos que

escolher um numero par de elementos dentre os n — 1 elementos do conjunto A.

Pelo principio aditivo, temos

o= (") (S ) e () () (M)
(30 (T (3N () ()
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Analogamente, para calcular os subconjuntos de r, dividiremos também nos dois

casos distintos:

e No primeiro caso, como o elemento x pertence aos subconjuntos, temos entao
que escolher um niimero par de elementos dentre os n — 1 elementos restantes do

conjunto A.

e No segundo caso, como o elemento x nao pertence aos subconjuntos, temos entao

que escolher um nimero impar de elementos dentre os n—1 elementos do conjunto

A.

Pelo principio aditivo, temos:

o S R P R Gl R G R G O
(o) ()02 0500

Logo, g =r.

Portanto,

Através dessa proposicao, temos que ao somarmos uma linha do Triangulo de Pascal
com os sinais alternados o resultado sera sempre zero, como podemos verificar na Tabela

8, a seguir:
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Tabela 8: Soma com sinais alternados das linhas do Triangulo de Pascal

(a) Triangulo de Pascal Coeficientes Binomiais (b) Triangulo de Pascal de Valores
0 I 2 3 4 5
0 0o 1 2 3 4 5
0
0
1 1 01
. 0 1
9 9 11 1
0/ 1\l 21 2 1
3 3
0 1 -3+ 3-1 =0
5
5 51 5 10 10 5 1

Fonte: Elaboracao propria

A proxima identidade é conhecida como identidade de Vandermonde, pelo fato de
ter sido descoberda por Alexandre-Théophile Vandermonde, que foi um matemaético
do século XVIII. [10]

Proposicao 2.7. (Identidade de Vandermonde) Sejam r, s e n nimeros inteiros nao-

negativos, tais que r >n >0 es>n > 0. Entao:
> ()6 -0)
v—o \P/ \n—Dp n

Demonstracao. Analisamos a seguinte situacao:
Suponhamos que em uma turma ha r mulheres e s homens. De quantas maneiras
podemos formar um grupo composto por n pessoas dessa turma?

Primeiramente, escolhe-se n pessoas dessa turma dentre as r mulheres e os s homens,
. . r+s . L
isso pode ser feito de maneiras distintas.
n

Agora, contamos de outra forma a quantidade de obtermos um grupo de n pessoas

dentre as r mulheres e os s homens, dividindo em casos distintos:

e Escolher 0 mulher e n homens para formar o grupo. Isso pode ser feito de

r\ [ s ) L.
( )< ) maneiras distintas.
0/ \n
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e Escolher uma mulher e n — 1 homens para formar o grupo. Isso pode ser feito de

r s . .
maneiras distintas.

e Escolher duas mulheres e n — 2 homens para formar o grupo. Isso pode ser feito

de " ° maneiras distintas.
2/\n—2

E, assim sucessivamente, até o (n+ 1)-ésimo caso, no qual sera escolher n mulheres

r\ (s
e 0 homens para formar o grupo. Isso pode ser feito de ( ) ( ) maneiras distintas.
n

Pelo principio aditivo, temos

D006 0600 -0
00

A préxima identidade é conhecida como Identidade de Lagrange, ela é um colorario

que diz respeito a Identidade de Vandermonde.

Corolario 2.1. Seja n um nimero inteiro nao-negativo. Entao:

()-x()

Demonstragao. Consideremos r = s = n na Identidade de Vandermonde, obtemos

no lado direito desta identidade

r+s\ (n+n\ [(2n
n N n \n
Pelo lado esquerdo, obtemos
> ()60 -2 06"
\p/\n—p) ‘= \p/\n—p
Pela Proposic¢ao 2.1 (Binomiais Complementares), temos que
n n n 2
> ()6")-20)6) -2 0)
—\p/\n—-p) = \p)\p) Z\r
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Portanto,

G-

p=0

A identidade seguinte é conhecida como Relacao de Fermat.

Proposicao 2.8. (Relag¢ao de Fermat) Sejam n e p nimeros inteiros nao-negativos,

(Z)Z;f:@oil)

Demonstragao. Analisamos a seguinte situagao:

com 0 < p <n. Entao:

Uma turma de estudantes formada por n alunos, deseja criar uma diretoria com-
posta por p + 1 alunos dessa turma, sendo 1 presidente e p conselheiros. De quantos
modos pode-se formar essa diretoria?

Podemos contar de duas formas diferentes as maneiras de formar essa diretoria.

e Primeira forma: Escolher p+ 1 alunos dentre os n alunos dessa turma, que pode
ser feito de (pj— ] maneiras e em seguida escolher o presidente dessa diretoria
dentre as p + 1 pessoas, que pode ser feito de (p 4+ 1) maneiras, restanto assim
p conselheiros. Dessa forma, pelo principio multiplicativo temos (p + 1)( " )

p+1
maneiras distintas de formar a diretoria.

e Segunda forma: Escolher primeiramente os p conselheiros dentre os n alunos dessa

turma, que pode ser feito de ( maneiras e em seguida escolher o presidente
p

dentre os n — p alunos restantes, que pode ser feito de (n — p) maneiras. Dessa

forma, pelo principio multiplicativo temos (n — p)( ) maneiras distintas de
p

formar a diretoria.

Logo,

wro(, ) =0-n()
(pil> N ZIT(Z)
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2.2 Binomio de Newton

O Binomio de Newton expressa a n-ésima poténcia de um binémio (x + y), recebe
esse nome em homenagem ao fisico e matematico Isaac Newton. O Binémio de Newton

além de ser muito ttil na matemética também é muito utilizado na genética. [10]

Proposicao 2.9. Teorema Binomzal - Sejam x e y nimeros reais, n e p niumeros

mteiros nao-negativos, entao

n __ - n n— _ n n, 0 n n—1,1 n n—2 2 n 0. n
(xr+vy) —Z(p):)s pyp—((])xy —|—(1>x Y +(2>:)§ Y +...+(n)xy

p=0

Demonstracao. Analisamos a seguinte situagao:

Uma prova de matematica é composta por z questoes de andlise combinatoria e
y questoes de probabilidade. De quantas maneiras n alunos poderao escolher uma
questao cada, da prova para responder?

Neste problema temos n alunos para escolher uma questao dentre as x questoes de

analise combinatoéria e y questoes de probabilidade, desse modo temos que:

e O primeiro aluno podera escolher uma questao para responder das z +y questoes

disponiveis.

e O segundo aluno também podera escolher uma questao para responder das z +y

questoes disponiveis.

e O terceiro aluno também podera escolher uma questao para responder das x + y

questoes disponiveis.

E, assim sucessivamente, até o n-ésimo aluno, que podera escolher uma questao
para responder das x + y questoes disponiveis.

Pelo principio multiplicativo, temos

(z+y)-(x+y) - (+y) .- (z+y) =(x+y)"

maneiras diferentes de escolher uma questao da prova para responder.
Agora, contamos a quantidade de maneiras diferentes que n alunos poderao escolher
uma questao da prova para responder dentre as x questoes de analise combinatoria e

y questoes de probabilidade, dividindo em casos distintos.
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Consideremos p a quantidade de alunos que preferem escolher para responder ques-
toes de probabilidade, com 0 < p < n. Desta forma temos n — p alunos que optarao

por responder questoes de analise combinatéria. Entao:

e No caso de p = 0, nenhum aluno escolheréd questoes de probabilidade. Sendo

assim n alunos escolherao questoes de anélise combinatoria para resolver, que
pode ser feito de (0> 2™y? maneiras distintas, dado que o primeiro aluno tem x

maneiras de escolher questoes de anélise combinatoria, o segundo aluno também
tem x maneiras de escolher e, assim sucessivamente, até o n-ésimo aluno que tem

também x maneiras de escolher essas questoes.

e No caso de p = 1, um aluno escolhera questoes de probabilidade, que pode ser
feito de T maneiras e este aluno tera y formas de escolha. Sendo assim n — 1
alunos restantes escolherao questoes de analise combinatoéria para resolver, que
pode ser feito de (T) 2" 'yl maneiras distintas, dado que cada aluno tera x

maneiras de escolher questoes de andlise combinatoria.

e No caso de p = 2, dois alunos escolherao questoes de probabilidade, que pode
ser feito de (Z) maneiras e cada aluno terd y formas de escolha. Sendo assim
n — 2 alunos restantes escolherao questoes de analise combinatoria para resolver,
que pode ser feito de <Z) 2" 2y? maneiras distintas, dado que cada aluno tera x

maneiras de escolher questoes de andlise combinatoria.

E, assim sucessivamente, até a (n + 1)-ésima situa¢do no qual todos os n alunos

escolherao responder questoes de probabilidade e nenhum aluno escolhera questoes de
n

anélise combinatoéria, que pode ser feito de ( )xoy" maneiras distintas.
n

Pelo principio aditivo, temos

Y\ n oo N\ no11 N\ n2 2 ”on_n LA
(o)xy+(1>x y+(2)x y+...—|—(n>xy—z;<p)x v

Portanto,

($+y)n: n a:n*pyp: n wny0+ n wnflyl_'_ n a:”’2y2+...+ n xoy”
—\P 0 1 2 n



[
Iremos fazer a demonstracgao deste teorema utilizando o Principio de Indugao Finita,
temos:

Demonstragao.

i) A igualdade é valida para n = 0, pois

Para n = 1 também é valida, pois

1 1
(z+y)=z+y= (0) T (1)$0y1

ii) Suponhamos que o resultado seja vélido para algum n, isto é
" /n
(JU + y)n _ Z ( )xn—pyp_
p=0 p
Aqui, temos a hipotese de Inducao.

iii) Demonstraremos que o resultado é valido para n + 1.

Partindo da hipotese de indugao, multiplicando ambos os lados da igualdade por

(z +y), temos

e =03 (4)a e

p=0 p
Z (n) xn+1—pyp + Z (n) xn—pyp—kl
p=0 p p=0 p

Calculando e retirando o 0-ésimo termo do primeiro somatoério, calculando e re-
tirando o n-ésimo termo do segundo somatoério e depois redefinindo a variavel p

para p — 1, temos

n+1 n+1 - n n+1l—-p, p - n n—p+1, p
R Z(p)x y+z(p—1)x ’

p=1 p=1
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Colocando o termo "1 7PyP em evidéncia, temos

In+1+yn+1+ [(”) +( n )] xn-‘rl—pyp

p=1

1
Pela Proposicao 2.2 - Relacao de Stifel, temos que < " 1) + (n) = (n + )7
p p

deste modo obtemos

xn-ﬁ-l + yn-l—l + Z (n -+ 1)xn+1—pyp

p=1 P

1 1
Inserindo o 0-ésimo termo (n E)i_ )x”“ e o (n+1)-ésimo termo <n i 1) y™1 no
n

somatorio obtemos

n+1
n+1
(x + y)nJrl _ Z ( ) >xn+1pyp

p=0

Logo, o teorema é valido para n + 1. Portanto, por inducao, é valido para todo n &€

Desenvolver expressoes do tipo (z+y)" paran = 0 e n = 1 sdo triviais, paran = 2 e

n = 3 é mais comum utilizar conceitos de produtos notaveis, fazendo uso da propriedade

distribuitiva da multiplicagao em relacao a adigao, para n > 4, pode-se utilizar a

propriedade distribuitiva da multiplicacao em relacao a adicao e o agrupamento de

termo semelhantes. Entretanto, através do Bindmio de Newton temos uma forma mais

rapida de desenvolver expressoes desse tipo.

Utilizando a férmula do Binémio de Newton, para expandir algumas poténcias do

binémio (z + y), temos

0
(x4+y)° = <(>x y°
1 1
_ O>x1yo+ X 20y

= (
cor=()
(x +y)3 <3>$3y0+
=)



t

= = = = = =
(z+y)° = o 2By + o iyl 4 J 23y 4 o 228+ J oyt 4 o 2048
0 1 2 3 4
Calculando os valores dos coeficientes binomiais, obtemos
z+1y)? = 12%°
)1 — 1x1y0 + 11’0y1
)2 = 1229 + 2yt + 1202
T + y)3 — 1x3y0 + 3x2y1 + 3x1y2 + 1I0y3
)4 — 1ZC4yO + 41’3y1 + 6x2y2 + 43313/3 + 11.03/4
) = 125y° + Syt + 1023y? + 1022y3 + 5oty + 12%)°
Observe que:

e O desenvolvimento de (z + y)” possui n + 1 termos.

Os coeficientes do desenvolvimento do Bindomio de Newton (destacados de ver-
melho acima) sdo os coeficientes binomiais dispostos na linha n do Triangulo de

Pascal.

A diferenca entre o numerador e denominador do coeficiente binomial correspon-
dente, equivale a cada expoente de x e o demoninador do coeficiente binomial

correspondente, equivale a cada expoente de y.

Os expoentes de = decrescem de n até 0 e os expoentes de y crescem de 0 até n.

A soma dos expoentes das variaveis em cada termo corresponde a n.

Utilizando o Bindémio de Newton, podemos facilmente demonstrar as identidades
dos coeficientes binomiais, como podemos observar no exemplo a seguir, em que temos

uma outra demonstracao do Teorema das Linhas, aplicando o Binémio de Newton.
Exemplo 2.6. Seja n um numero inteiro nao-negativo. Entdo:

> ()~

p=0 p

Demonstragao. Aplicando a féormula do Binémio de Newton, considerando x =1 e

y = 1, temos que

£ (-5 ()



Exemplo 2.7. Seja n um nidmero inteiro nao-negativo. Demonstre a sequinte identi-

dade: .
()
p=0 p

Demonstragao. Considerando x = 1 e y = 2 na expansao do Bindémio de Newton,

obtemos
n

3" = (1+2)" = i (Z) e =5 <Z> 2"

p=0 p=0

2.2.1 Termo geral do Bin6mio de Newton

O termo geral do Binémio de Newton é uma expressao que nos fornece qualquer
termo do desenvolvimento do binémio, sem termos a necessidade de escrevermos todos

os termos do desenvolvimento. Este termo é dado pela seguinte expressao:

Tpp1 = (n> " PyP
p

8
Exemplo 2.8. Calcule o sexto termo do desenvolvimento do bindémio (g + 3)

Solucao: Pelo termo geral do binomio de Newton, temos p = 5

- ()
e ()

1’3

Ty =56~ - 243

T = 170123

2.3 Coeficientes Multinomiais

Os coeficientes multinomiais ou nimeros multinomiais sao uma generalizacao dos

coeficientes binomiais. Denotado por , 0 coeficiente multinomial repre-

ny,Ng,..., My
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senta a quantidade de divisoes de um conjunto de n elementos distintos em p subcon-
juntos distintos de tamanho ny, ns, ..., n,, respectivamente, com p > 2 e ny,ng,...,n,

inteiros nao-negativos, tais que ny +ny + ... +n, =n [11]. Assim,

( n ) n!
Ny, Na, ... Ny nilng!. . my!

Considere a seguinte situagao:

Um conjunto A com n elementos distintos, deve ser dividido em p subconjuntos de
tamanhos ny, ng, ng, ..., n,, nesta ordem, de modo que n; +ng +n3+...+n, =n. De
quantas maneiras podemos formar esses p subconjuntos de A?

Solugao: Analisamos separadamente cada modo de formar subconjuntos do conjunto
A.

e Para o primeiro subconjunto que tera n; elementos, temos n elementos dispo-

niveis do conjunto A, deste modo ha ) maneiras distintas de formar este
m

subconjunto.

e Para o segundo subconjunto que terd no elementos, temos n — n; elementos

n—n

disponiveis do conjunto A, deste modo ha ( 1) maneiras distintas de formar

12
este subconjunto.

e Para o terceiro subconjunto que tera ngz elementos, temos n — n; — ny elementos
n—mny — Ny

) maneiras distintas de
ns

disponiveis do conjunto A, deste modo hé (

formar este subconjunto.

Repetimos esse processo até o p-ésimo subconjuto que terd n, elementos, havendo

n—mn; —ng —n3g — ... — ny_1 elementos disponiveis do conjunto A, deste modo ha

n—m;—Ng— ... = Np-1 . .. .
( P maneiras distintas de formar este subconjunto.
n

p
Pelo principio multiplicativo, obtemos

n n—ng n—mny — Ny n—m;—Ng— ... Np
n, Noy ns np

n! (n=m)t n=m—m)l (i —np— = ny)!
(n—mn)!ng! (n—ny —ng)ng! (n—ny —ng —nz)lng! 0ln,,!
n! n
- nilnglng! - .- ny! - (nl,ng,ng,, e ,np)

maneiras de formar os p subconjuntos de A.
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2.4 Teorema Multinomial

Teorema Multinomial, polinémio de Leibniz ou féormula do multindmio de Newton
¢ uma generalizacao do Binomio de Newton, que nos permite escrever a expansao de

uma expressao do tipo (z1 + z2 + ... + )", em que p e n sdo inteiros positivos.

Proposicao 2.10. Teorema Multinomzal - Se n é um nimero inteiro nao-negativo,
entao:

n

n n

(x1+x0+...Ha,)" = E <n n n )CL‘11$22...$Z", em que ni+...+n, = n.
1 M2 Tl 157162y «oey Tlp

Demonstragao. Note que

(x1+x2+ . 4xp) =14+ 22+ ..+ 2,) (T + X2+ .+ xp) - (B F 22+ Tp)

.

Vv
nfatores

Cada termo do produto acima é obtido escolhendo uma variavel de cada fator, de
forma que a variavel ; seja escolhida precisamente n; vezes (para cada i de 1 até p) e,
em seguida, multiplicando os elementos escolhidos. Deste modo, se escolhermos x; em
n, fatores, escolhermos 2 em ny fatores e, assim sucessivamente, até escolhermos z,, em
n, fatores, de modo que n; +ny + ... +n, = n. Obtemos, multiplicando os n elementos
escolhidos, o resultado z}*-25?-...-2,". Assim, somando os termos semelhantes, temos
que o coeficiente em cada um dos termos gerados é exatamente o niimero de maneiras

de escolhermos os n elementos que formam o termo. Essa quantidade é dada por

n n—np n—mny —Ng n—m; —Ng— ... Np_1
n, No ns ny

maneiras, em que

(n)(n—m)(n—nl—ng) (n—nl—ng—...—np1> ( n )
ny ) ng Ny niy,No, N3, ..., Ny

Assim,

n
n __ niy .n2 n
(1 + 2o+ oo +2,)" = E (n i n):cl Ty Ty”
nyngt.Anp=n N 170200 1P
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3 Coeficientes Binomiais: extensoes

Nesta secao abordamos os numeros de Fibonacci, no qual temos que cada um desses
numeros podem ser expressos como uma soma de coeficientes binomiais, e o Teorema
de Lucas que atraves dele obtemos o resto da divisao de um coeficiente binomial por

um namero primo.

3.1 Numeros de Fibonacci

Considerado o mais talentoso matematico da Idade Média, Leonardo Fibonacci ou
Leonardo de Pisa, nasceu em Pisa na Italia, concedeu grandes contribuigoes para a
matematica, obtendo um grande reconhecimento em uma sequéncia niimerica que leva
o seu nome, a sequéncia de Fibonacci. Essa sequéncia é formada pelos nimeros de
Fibonacci que foram introduzidos no livro intitulado Liber abaci publicado em 1202,
onde além de outras coisas Fibonacci apresentou os ntimeros hindu-arabicos e descrevou
um problema sobre a reproducao dos coelhos [5]. No qual temos a seguir:

"Um homem colocou um casal de coelhos em um curral cercado por todos os lados
por uma parede. Quantos pares de coelhos este casal pode dar a luz em um ano, se for
conhecido que todo més, a partir do sequndo, cada par de coelhos dd a luz um par?"”

Solucgao:
e No primeiro més, temos um par de coelhos;

e Como demora 2 meses para haver a primeira reproducao até os coelhos estarem

adultos, temos que no segundo més continua tendo o mesmo par de coelhos;
e No terceiro més, a feméa deu a luz a um par de coelhos, tendo assim dois pares;

e No quarto més, temos 3 casais de coelhos, sendo os dois do segundo més e mais

um que foi gerado pelo primeiro casal;

e No quinto més, temos 5 casais de coelhos, sendo os 3 do terceiro més e um par de
coelhos gerado pelo primeiro casal e mais um par de coelhos gerado pelo segundo

casal;

e E, assim por diante.

Na Figura 3 a seguir, podemos verificar um esquema que representa a quantidade

de pares de coelhos até o sexto més. Desta forma, este problema descreve a seguinte
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sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...) que é conhecida como sequéncia de Fibonacci

e cada nimero que compoe essa sequéncia é denomidado nimero de Fibonacci.

Figura 3: Quantidade de pares de coelho

Ndmero de Pares

) D & 2 S a? 3
oits oteo; S
we?  a? B o¥es 5
(‘Ré" a7 . ) '\‘\A 2 T TP “2) 2 & - 42) ,‘ T l) 8
Ee"‘{ﬁﬁ (tﬂ%v‘qz‘d/ “: J’J‘ & E;'{f JJt‘ﬁ' \'"J}Uk kn‘ip = uﬁ&/ ‘I(P U

Fonte: sites.google.com/site/leonardofibonacci7/o-problema-dos-coelhos.

A sequéncia de Fibonacci é infinita, e cada nimero seguinte com excecao dos dois
primeiros é sempre a soma dos dois nimeros imediatamente anteirores. A notacao
F,, representa o n-ésimo numero de Fibonacci. Aqui, os termos decorrentes de uma
sequéncia de Fibonacci com F; = 1 e F, = 1 podem ser encontrados através da seguinte
relagao de recorréncia:

Fn+1 =Fy+

Esta sequéncia aparece em varios contextos e fendomenos da natureza como, por
exemplo nos girassois, numa colmeia de abelhas, nas conchas de moslucos, entretanto,

aqui, damos énfase no aparecimento dessa sequéncia no Triangulo de Pascal.
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3.1.1 Relacao entre os Niimeros de Fibonacci e os Coeficientes Binomiais

Podemos encontrar os nimeros de Fibonacci no Triangulo de Pascal, havendo assim
uma relacao com os coeficientes binomiais. As somas ao longo das diagonais crescentes

do Tridngulo de Pascal sao os ntimeros de Fibonacci.

Proposicao 3.1. Sejan > 0. Entao:

E (n;p) ) <g>+ (n11>+(”;2) o=

Onde | x| denota o maior nimero inteiro menor ou igual a x.

| E—

p=0

Temos dois casos:

e Se n for par, temos que

N3

n_
( p) :Fn+1
p

3
[e=]

e Se n for fmpar, temos que

n—1

(1)

=0

3

Demonstramos essa proposicao atraves do Principio de Inducao Finita, temos:

Demonstragao.

i) A igualdade é valida para n = 0, pois

(0-1-

Para n = 1, temos que também ¢ valida

()-1-

ii) Suponha que o resultado seja valido para algum n, tal que n < p.

2] (n;p) ) (g)+(nzl>+(”;2)+...:mﬂ

p=0
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iii) Demonstramos que o resultado é valido para n + 1.

Pela hipotese de indugao

P n n n—1 n n—2 L
n+1 — 0 1 9
n—1 n—2 n—3
F, =
(o) () (0)
Pela recorréncia de Fibonacci F,, o = F, 11 + F),, sucede
F_n+n—1+n—2++n—1+n—2+n—3+
"2 \0 1 2 0 1 2
Através da relagao de Stifel, obtemos
P n n n L n—1 n n—2 n
"2 \o 1 2 3
n—+1 n -
Pelo fato de que < 0 ) = (O) entao

e (7)o () (3059

Assim, a identidade vale para n + 1. Portanto, por inducao, vale para todon. W
Podemos verificar na Figura 4, a soma das diagonais crescente do Triangulo de

Pascal, que resulta nos nimeros de Fibonacci, formando assim a sequéncia de Fibonacci.

Figura 4: Triangulo de Pascal e os ntimeros de Fibonacci

11
1
i PP
1
131
146 41
1 51010 5 1
1 6152015 6 1

I 7235352171

Fonte: https://sabermatematica.com.br/sequencia-de-fibonacci.html
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.- o~ /n of — [P .
Proposicao 3.2. Seja F,, com F, = ————. Entao:
— \P a—f
p_
n 2n __ Q2n
o\ a—f

Demonstragao. Temos que

()= [ ()3 ()]

p=0

Pela formula do Binoémio de Newton, temos (z + y)" = Z (n> " PyP. Consi-

p=0 p

n

n
derando x = 1, concluimos que (1 + y)" = Z ( )yp . Assim, podemos reescrever
p=0

> ;)5 =azglosar—ar),

«Q
p=0 p

CcOomao:

no entanto 1 +a =a’e 1+ 3 = B2

n n _&271_6271_
> ()=t

p=0 p

Portanto,

5
5
Exemplo 3.1. Verifique que: Z ( )Fp = Fio.
p
p=0
Solucgao:

> ()= () () (s (s (e ()

P
=1-0+5-14+10-1+10-24+5-3+1-5

0+5+10+204+15+5 =55 = Fj

3.2 Teorema de Lucas

O matematico francés Francois Edouard Anatole Lucas deu grandes contribuicoes

para a matemaética, principalmente na area de Teoria dos Numeros. E o criador de um
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jogo muito conhecido: a torre de Hanoi. Em 1878 Francois Edouard Anatole Lucas
provou um interessante teorema, no qual leva o seu nome, o Teorema de Lucas que
caracteriza as paridades dos coeficientes binomiais através do resto da divisao desses
coeficientes por um nimero primo [7|. Antes de apresentarmos o Teorema de Lucas,
fizemos uma breve introducao sobre mudanca de base ntimerica para nimeros inteiros
positivos.

Quando escrevemos um nimero inteiro utilizamos a base decimal, onde temos que
cada algarismo possui um peso que lhe é atribuido em func¢ao da posicao ocupada por
ele no nimero. Este peso sempre em poténcia de 10 ocorre da seguinte maneira: o
ultimo algarismo da direita tem peso um, o proximo algarismo sempre da direita para
esquerda tem peso 10, o proximo tem peso 100, e assim por diante [6]. Por exemplo, o
nimero 1250 na base decimal é a representacao de: 1-10% +2-10%2+5-10' +0 - 10°.

Utilizando o Lema 3.1, podemos converter qualquer ntimero de base decimal para

outra base qualquer:
Lema 3.1. Sejam dados os nimeros inteiros n e b, comn > 0 e b > 1, existe uma
unica maneira de escrever n como uma Soma

n=ab’ +ap_ 10"+ ap b2+ .+ ab+ag

com 0 < a; <p—1ear #0. Dizemos que aga,_1...a9 € a representacao de n em

base b, e escrevemos n = [ayax_1 - . . aglp.

Esta representacao é denominada de expansao relativa a base b, para determinar
a expansao de um nimero qualquer em relagao a base b aplicamos sucessivamente o

algoritmo de divisao euclidiana.
Exemplo 3.2. Vamos representar o nimero 356 na base 7.

Solugao: Por divisoes euclidianas sucessivas, temos

356 =50-7+6
0=7-7T+1
7=1-740
1=0-7+1

Pelos restos obtidos temos que: 356 =1-73+0-72+1-7+ 6 = [1016];
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Para obter mais esclarecimento sobre este assunto, consulte HEFEZ [6] Capitulo 4.
Em HEFEZ [6] Capitulo 9, obtemos informagoes e explicagoes sobre congruéncia entre
dois ntmeros inteiros, em que seja a e b inteiros congruentes escrevemos como a = b
mod m, quando a e b possuem o mesmo resto na divisao euclidiana por m.

Apos essa breve explanacao, apresentamos o Teorema de Lucas:

Teorema 3.1. (Teorema de Lucas) Sejap um nimero primo e sejamm = [mgmy_1 . . .
Mamimo|pe n = [Ngng_1 ... NaN1Ny), dois nimeros inteiros representados relativamente

a base p. Tem-se que:
m mg mg—1 mgy my mo
()= ) o) ) ) () o
n Nk Ng—1 [P ny L
Antes de demonstrarmos este Teorema, provamos alguns lemas auxiliares.
Lema 3.2. Seja p primo e 1 < k < p entao: <£) € sempre divisivel por p.
Demonstragao. Quando k& = 0, temos

(](;) =1, logo (g) # 0 mod p.

Pelo mesmo raciocinio, quando k£ = p, temos

<p) =1, logo (p) % 0 mod p.
p p

Para 1 < k < p sabemos que

(p): b _pp=D-(p=2--p-k+1
k) kl-(p—Fk) k!

(Z) :p((p—l)-(p—2)k-!...-(p—k+1))

Como k < p e pela definicao de um nitimero primo, nao ha nimero menor que ele

que possa dividi-lo, assim nao existe nenhum fator em k! que divida p em absoluto,

entao Z é multiplo de p.

Portanto, <p

k:) = 0 mod p, quando 1 < k < p. [ |

Lema 3.3. Seja p primo, entao: (1+ X)? =1+ XP mod p.
Demonstragao.
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(1+X) = (g)X0+ (f)Xl + (g))@ T (Z)Xp mod p

Pelo fato de (p) = (p) =1, temos
0 p

(1+X)P51+(?)X1+(Z)X2+...+Xpmodp

Pelo Lema 3.2, temos que
1+X)P=14+0-X'"+0-X?>+...4+ XP mod p
Portanto,

(1+X)»=14 X? mod p.

Lema 3.4. Seja p primo e n wm nidmero inteiro nao negativo, entio: (1 + X)p"
1+ X7

Demonstragao. Pelo Lema 3.3, temos que (1 + X)? =1+ X? mod p.
Suponhamos que (1 + X)pk =1+ X?" mod p, entao

(1+ X)) = <(1 + X)pk>p mod p

= <1 + ka>p mod p

= (P} (D)o + (D)o o [ P ) 4 (D)™ mod p
0 1 2 ~1 p

=1+ X?""" mod D

|
De posse dos Lemas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, segue a demonstracao do Teorema de Lucas.

Demonstragao. Temos, o seguinte somatorio

i (ZZ)X” mod p

n=0

= (m)X°+ (m)Xl + (m)X2+...+ <m>Xm mod p
0 1 2 m
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= (14 X)™ mod p
Representando m em termos da expansao em base p, obtemos

k
m=mo+mp+map’ + ... +mept = mp’
=0

Substituindo m em (1 + X)™ mod p, escrevemos

(14 X)™ mod p = (1 + X)motmptmap®+.+mp® o p

= (14 X)™0 - (14 X)™P - (1+ X)™P ... (1+X)™ mod p

k
EH (1+ X) mip! mod p

Eﬁ<1+X >mim0dp

=

Aplicando o Lema 3.4, temos

k .
EH(l—i—Xpi) Zmodp

1

I
o

. 7
Considerando X? =Y, escrevemos

k
EH (1+Y)™ mod p
i=0

Pelo Teorema Binomial sabemos que (1 + Y)" = Z (n) Y?

p=0 p

()

Como my; éo dlgito de m na base D, entao 0 < m; <p, portanto p— 1> m;, segue
L m; ! m;
i )
§ : yn § yn
n=0 n=0

Observe que apenas o limite superior da soma mudou de m; para p — 1, como

resultado, novos termos serao adicionados as expansoes polinomiais, podemos assumir

. m;
com seguranga este resultado, pois quando n > m; temos ‘1 =0.
n
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= li (p_l (”;) Y"> mod p

Aqui, transformamos o produto do somatoério no somatoério do produto. Antes disso,

substituimos, Y por X,

=0 n=0
p—1 m p—1 m p—1 m
= ( O)X” Z( 1>XP1” ( k)Xp"modp
n=0 n n=0 n n=0 n

Seja Z seja um conjunto, tal que Z = {0,1,2,...,p — 1}. Convertemos o produto

da soma em soma do produto.

T . . ) 2 -
Temos que HXP "= X =0 , onde E p'n; é um nimero na base p, portanto
=0 i=0

k
i
E pn;
podemos dizer que X =0 = X" onde 0 < n < L. L é o maior nimero que
podemos fazer ao escolher o valor de n; a partir de ng,nq,...,n, € Z. O maior valor

que podemos agregar é escolher cada valor de n; como p—1. Assim L = (p—1)+ (p—
Dp+ (p—1Dp>+ ...+ (p— 1)p*. Isso significa L > m.

k k
m; in
Assim, podemos reescrever = E (H < Z) H XP ”) mod p como
n.
i=0

no,N1,...NgEZL =0 v

k
= Z <H (m2> XTL> mod p, em que n = ng + nip + ..+ nkpk
n.

no,N1,...NgEZL =0 ¢
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Observe que qualquer combinagao tnica de ng,ni, na,...,n, cria um valor tnico

para [, que varia de 0 para L.

ZL: (ﬁ (ZL) X"> mod p.

n=0 \:=0

Assim, n; sao os digitos de n em termos da expansao em base p e m; sao os digitos

de m em termos da expansao em base p. Se, n > m, entao deve haver um digito

, . . . ~ my L

n; que é maior que m; para um ¢ particular. Se for esse o caso, entao ( ) sera,
T

0 desde que n; > m;. Portanto quando n < L, podemos reescrever a equacao =

> (f[ (ZZ) X") mod p, como:

no,ni,..ngEL =0 v
m k m.
=S (H ( )x) mod p
, UD
Comparando o ponto inicial e final, chegamos a

(1= 55 (11 (1)) e

n=0 n=0 \i=0

Como os dois polinémios sao equivalentes, seus coeficientes devem ser equivalentes.

Portanto,
m e m
( ) = H ( Z) mod p
n . n;
=0
em que m; sao digitos de m e n; sao digitos de n em base p. [

Outra demonstracao é através do principio de inducao finita, no qual utilizaremos

o seguinte lema:

Lema 3.5. Seja p primo, m = cp+a en = dp+ b para inteiros nao negativos a,b, c,d
coma eb entre 0 e p— 1, entao:

() = () (5) ot

Demonstragao. Pelo Lema 3.3, temos que

(1+2)» =14 2P mod p
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Pelo Lema 3.2, temos que p divide cada coeficiente binomial (i) com 1<k <p,

assim

(I+a)™ = (1 +2)7 = ((1+2)")°(1 + 2)°
(14 2P)°(1 4+ 2)* mod p

m
O coeficiente de 2" na expansao de (1+z)™ é ( ) , pelo que tem de ser congruente
n

modulo p com o coeficiente de ™ no produto da direita. Utilizando o teorema binomial,

temos que o produto da direita é:

(1+2) (1 + )" = (Z (0 x) <Z () $j>

Jj=0
Sendo 0 < j < a < p a Unica maneira de obter " = 2%*® ¢ nesta expressao

c\ [a
considerarmos i = d e j = b. Assim temos que o coeficiente seré ( d) ( )

() = () (5) moar

Demonstracao do Teorema de Lucas, por inducao:

Portanto,

Demonstracgao. Por indugao em k, temos que:
Para k =1, temos

m = mip + mo = [mimel, € n = n1p + ng = [n1ng), deste modo temos

my\  (mip+mg
n mp + no
Pelo Lema 3.5, temos que

mip + my my\ [y
= mod p.

nip + no ny ng
Consideremos que o teorema seja valido para k.
Provaremos que ¢ valido para k + 1.
Se m = [Mgr1Mmy ... MaMglp € N = [Np1n . . . N1Ng)p
Entdao m = m/p + mg e n = n'p 4+ ng, onde m' = [myppimy...mql, e 0’ =

Nga1Ng - - - nl]p

Pelo Lema 3.5, temos
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(n) = () (i) ot

Pelo fato de m’ e n’ tém expansoes a base p um digito mais curta, podemos aplicar

a hipotese de indugao. Assim temos,

()= () Gt) e ) ) () ot

Logo, o teorema é valido para k + 1. Portanto, por inducao, é vélido para todo
k. |

3.2.1 Aplicagoes do Teorema de Lucas

Uma aplicagao direta do Teorema de Lucas é resolver o seguinte problema: Qual é

o resto de um coeficiente binomial quando dividido por um ntmero primo?

2300
Exemplo 3.3. [6/ Encontre o resto da divisao de <1044) por 7.

Solucao: Primeiramente escrevemos 2300 e 1044 em termos da expansao em base 7,
temos assim
2300 =6-7>4+4-72+6-7+ 4 = [6464];
1044=3-7+0-74+2-7+1=[3021];

Pelo Teorema de Lucas, temos

=)= -

=6-1-1-4=24=3mod 7
Logo, o resto é 3.

Exemplo 3.4. Uma piramide formada por latas, contem uma lata no topo, 2 latas na
sequnda camada, 3 latas na terceira e assim por diante até a base que tem 200 latas.
Este grande lote de latas serd distribuido em caizas contendo 11 latas cada. Quantas

latas permanecerao sem distribuicao?

Solucao: Podemos escrever a quantidade de latas como:
1 . 2 . 3 P 200
1 1 1 o 1
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Pelo Teorema das Colunas, obtemos

1 n 2 n 3 P 200\ /201
1 1 1) 1) \ 2
Escrevendo 201 e 2 em termos da expansao em base 11, temos:

201 = [173]11 e 2 = [2]11

Utilizando o Teorema de Lucas, temos

(2)= (0)(5) (5) =omoan

Portanto, sobrara 3 latas sem serem distribuidas em caixas.
Através do Teorema de Lucas podemos descobrir quantos niimeros pares héd numa

linha n do Triangulo de Pascal.

m
Corolario 3.1. Para todo m, n inteiros nao negativos e todo p primo, p divide ( )
n

se e so se algum dos digitos da expansao de n em base p for maior que o digito na

posicao correspondente da expansao base p de m.

~ NP m
Demonstragao. Para que p possa dividir ( ), pelo Teorema de Lucas tem que
n

dividir
ng Nkg—1 N2 n no
onde m e n sdo expansdes na base p, tal que m = [mpmg_1..mamymel, € n =

[Mg—1...N2M1 M) -
Como p é primo, isso significa que para algum 7, p tem de dividir ( Z) . Sen; <m;
n;

mz' . . .. ] 4
o que implica que p divide m;!, o que é

.. m;
temos que p divide =
n; n;! - (m; — n;)!

impossivel pelo fato de p ser primo e maior que m;. Logo temos de ter n; > m; o que
. . m; TR
implica = 0, que ¢é divisivel por p. [
1
Exemplo 3.5. Quantos numeros da linha 2021 do Tridngulo de Pascal siao pares?
2021
k

contamos quantos nimeros dessa forma sao impares e subtraimos do total de elementos

Solucao: Queremos saber quantos nimeros da forma ( sao pares. Para isso

da linha 2021 do Triangulo de Pascal. Utilizando o Teorema de Lucas, temos que 2021
na base 2 é 2021 = [11111100101]2 Se k = [kllklokg...klkg]g, entao:

(F) = ()G EIE ) ) mea
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Pelo Corolario 3.1, temos que isto é diferente de zero se e s6 se cada k; estiver entre
0 e o nimero acima dele no coeficiente binomial. Temos assim 2-2-2-2-2-2-1-1-1-2-1-2

escolhas possiveis para os k; o que resulta em 256 valores de k tais que 2 nao divide

n
( k) Como vimos na se¢ao 2, uma linha n do Triangulo de Pascal possui n + 1

termos, desta forma hé 2.022 elementos na linha 2021 do Triangulo de Pascal, portanto
2.022 — 256 = 1.766 ntimeros desta linha que sao pares.
Podemos generalizar este exemplo, percebendo que o nimero das entradas da linha

n do Tridangulo de Pascal que nao sao divisiveis por p é:
(g +1) - (ng—1+1)-...(na+1)-(no+1)

. . n ~
Pois, seja n = [ngng—_1...n1ngl, € m = [mymy_y ... mymgl,. Temos que (m) nao
é divisivel por p se e somente se m; < n; para 0 < i < k. Assim existe n; + 1 escolha

para cada m;.
Exemplo 3.6. Quantos nimeros da linha 15 do Tridngulo de Pascal sao impares?

Solucgao: Verificaremos a quantidade de elementos da linha 15 do Tirangulo de Pascal
que nao sao divisiveis por 2, temos que 15 = [1111]; assim a quantidade de elementos
que nao sao divisiveis por 2 sao 2-2-2-2 = 16, logo 16 nimeros da linha 15 do Triangulo
de Pascal sao impares, ou seja, nao ha nenhum ntmero par nesta linha.

Se construimos um Triangulo de Pascal tomando as pariedades dos coeficientes
binomiais médulo 2 e pintarmos os elementos pares e fmpares de cores diferentes,
obtemos o mesmo padrao do Triangulo de Sierpinskie!. Na Figura 5 a seguir, podemos
verificar um Tridngulo de Pascal modulo 2 até a linha 15, onde temos de azul os nimeros

impares e de amarelo temos os ntimeros pares.

'Figura geométrica obtida através de um processo recursivo.
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Figura 5: Triangulo de Pascal

Fonte: https:brilliant.org/wiki/lucas-theorem/.

Através do Teorema de Lucas, podemos explicar essa estrutura recursiva, que apa-

rece no Tridngulo de Pascal quando calculamos os coeficientes binomiais modulo 2.

Proposicao 3.3. Seja T,, o Triangulo de Pascal até a linha 2™ — 1 considerando as

entradas modulo 2. Paran > 1, T,,.1 tem como estrutura:

Demonstracgao. As primeiras 2" — 1 linhas, equivalem as linhas de T,,, evidenciando
assim o T}, em cima. A segunda parte do padrao condiz da linha 2" a 2! — 1, sdo as

linhas da forma 2" 44 com i = 0,1,...,2" — 1. Iremos fixar um desses 7’s.

7



Temos que, a expansao a base 2 de 2" + ¢ ¢é igual a expansao a base 2 de 7 tendo
um digito 1 acrescentado na posi¢ao n + 1 e possivelmente alguns zeros.

Pelo Teorema de Lucas para k =0,1,...,4, como k < 1, temos

i\ i+
(1) = (") moaz

isto explica o T}, do lado esquerdo, e por simetria explica também o 7;, do lado direito,
que ocorre para k =2"2"+1,...,2" 4 1.

Agora, provamos que entre os dois T}, as entradas sao zeros, ou seja, as entradas
correspondem a elementos pares.

Se i < k < 2", entao como i < k algum digito da expansao na base 2 de k precisa
ser maior que o digito correspondente de i. Como k < 2" este precisa estar antes da

posicao n+ 1, pelo que ainda é maior que o digito correspondente da expansao de 2" +1,

2 +Z)EOmon. [ |

logo pelo Teorema de Lucas, temos que ( I
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4 Coeficientes binomiais no ensino médio

No ensino médio, os alunos tém contato com os coeficientes binomiais ao ser abor-
dado o contetido de analise combinatoéria, no qual eles estudam o conceito dos niimeros
binomiais para inteiros nao negativos, verificam no tridngulo de Pascal algumas propri-
edades e realizam céalculos envolvendo o Binémio de Newton, desta forma esse capitulo
tem por objetivo propor algumas atividades, que envolva a utilizacao dos coeficientes
binomiais no ensino médio.

De acordo com os Parametros Curricular Nacionais - Ensino Médio (PCN) a ma-
tematica do ensino médio deve ser vista como uma ciéncia que possui caracteristicas
especificas, através de seu ensino. "E importante que o aluno perceba que as definicoes,
demonstracoes e encadeamentos conceituais e l6gicos tém a funcao de construir novos
conceitos e estruturas a partir de outros e que servem para validar intuicoes e dar sen-
tido as técnicas aplicadas"(|2] p.40). Assim, os conteudos que abordam os coeficientes
binomiais podem ser aplicados no ensino médio verificando quais conceitos podem ser
explorados.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (Ensino Médio): Ciéncias da Natureza, Ma-
tematica e suas Tecnologias (PCN+) que sao orientagoes educacionais complementares
aos PCN, temos que a matematica no ensino médio precisa ser desenvolvida de modo
que contribua para o exercicio da cidadania, preparando o aluno para o mundo do
trabalho e para continuacao dos estudos, os PCN+ trazem como uma das metodolo-
gias a resolucao de problemas, que é considerada como "peca central para o ensino de
Matemaética, pois o pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo
esta engajado ativamente no enfrentamento de desafios"([3| p. 112).

Os contetdos de matematica nos PCN+ sao sistematizos em trés eixos ou trés te-
mas estruturadores que sdo: 1. Algebra: numeros e funcoes; 2. Geometria e medidas;
3. Analise de dados. O eixo Anélise de dados é organizado em trés unidades tematicas:
Estatistica, Contagem e Probabilidade. Na unidade tematica contagem podemos rela-
cionar o contetido que envolve os coeficientes binomiais, embora nao ha citacao direta
sobre os contetudos triangulo de Pascal e binémio de Newton podemos considera-los
separados na parte flexivel do curriculo que é permitido nos PCN+, visto que estes
contetudos se articulam.

A BNCC do Ensino Médio na area de Matematica e suas tecnologias, possui com-
peténcias especificas da area no qual cada competéncia possui habilidades a serem

desenvolvidas, assim na BNCC nao ha citagao direta de conteidos a serem aplica-
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dos no curriculo, mas sim as habilidades que devem ser alcancadas, estas habilidades
sao apresentadas sem a indicacao de seriagao, permitindo assim a flexibilizacao dos
curriculos de cada unidade escolar. [1]

A habilidade que contribue para o desenvolvimento dos contetidos que envolve os
coeficientes binomiais é: "(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem
envolvendo agrupamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios mul-
tiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore"([1]
p. 537).

Esta habilidade esta relacionada com a competéncia especifica 3:

"Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedimentos mate-
maticos para interpretar, construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados
e a adequagao das solugoes propostas, de modo a construir argu-
mentagao consistente" ([1] p. 535).

Esta competéncia, relaciona a resolucao e formulacao de problemas que sejam sig-
nificativos para o aluno, fazendo com que ele seja capaz de reconhecer e identificar os
procedimentos matematicos necessarios para resolver algum problema, e assim consiga
aplicar e executar tal procedimento. Ao abordar um contetdo, de acordo com a BNCC
este pode envolver varias habilidades dependendo da forma que for apresentado, assim
os contetidos que envolve os coeficientes binomiais podem atingir outras habilidades e

competéncias, conforme for desenvolvido pelo professor.

4.1 Sugestoes de atividades

Os contetdos de anélise combinatéria no curriculo referéncia da rede estadual de
educacao de Goiés, estao inseridos na 22 série do ensino médio no 3° bimestre. Para
as atividades propostas consideramos que os alunos ja tenham conhecimento sobre os
contetidos de andlise combinatéria como: principio multiplicativo e aditivo, fatorial,
arranjo, permutacao e combinacao simples. Fica a critério do professor estipular o
ntimero de aulas necessérias para a realizacao das atividades, visto que cada turma

tem suas pecularidades.
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4.1.1 Atividade 1

Esta atividade é um exercicio adaptado da referéncia [8], pode ser introduzida como
um incentivo para a apresentacao do Teorema das Linhas, levando assim os alunos a
desenvolver habilidades referentes ao pensamento niimerico, apds a apresentagao da
resolucao feita pelos alunos o professor pode relacionar este problema com o Teorema

das Linhas, no qual a soma de todas as combinagoes de n ¢é igual a 2".
Série: 22 série do ensino médio.
Contetdo: Coeficientes binomiais, Teorema das Linhas.
Unidade tematica: Niumeros e operagoes.
Objetivo: Conhecer e utilizar o Teorema das Linhas.

Atividade proposta: De quantas maneiras podemos obter a palavra BINOMIAL,

no quadro a seguir, podendo ir sempre para baixo ou para direita?

B

B I

B I N

B I NO
BI N OM
B INOMI
BINOMII A

BINOMI AL

Na figura a seguir, temos um exemplo de possibilidade formar a palavra BINO-

MIAL, partindo de B e indo para baixo e para direita.
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B I

B I N

B|{1 NO
BII'/N OM
B INOMII

B I NOM|IlA
B I NOMI AL

Observando esta figura, temos que a maneira de formarmos a palavra BINOMIAL
. (T .
comegando com o quarto B (da direita para esquerda) é 5 | POl temos 7 passos para
formar a palavra desejada e em trés momentos precisamos mover para a direita.
~ L . 7 .

Solugao: Comegando com o primeiro B (da direita para esquerda), temos (O) possibi-
lidade de formar a palavra BINOMIAL, pois iremos escolher 0 passos para avangarmos
para direita. Para o segundo B (da direita para esquerda), temos (1) possibilidades,
pois em algum momento precisamos escolher um passo para a direita. Com o terceiro

7
B, temos <2> possibilidades, pois precisamos escolher dois passos para irmos para
. . . 7 g 7 o
direita, de maneira analoga, temos 5 possibilidades para o quarto B, 4 possibi-
: : 7 - 7 e
lidades para o quinto B, . possibilidades para o sexto B, 6 possibilidades para

. . 7 . . -
o sétimo B. E, para o ultimo B, temos - possibilidades, pois todos 0s passos serao

para direita.

Pelo principio aditivo, temos

(o) ()= () () 0) - () (6)-6)

Pelo Teorema das Linhas, obtemos

000+ () () Q) () ()-s-

maneiras de obtermos a palavra BINOMIAL de acordo com o enunciado.
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4.1.2 Atividade 2

Esta atividade tem o intuito de desenvolver as habilidades algébricas dos alunos,
levando a reconhecer uma outra propriedade dos coeficientes binomiais a Relagao de
Fermat, através dela temos um outro modo de obter os termos de uma linha do Trian-

gulo de Pascal.
Série: 22 série do ensino médio.
Conteudo: Coeficientes binomiais.
Unidade tematica: Niumeros e operagoes.
Objetivo: Conhecer a Relacao de Fermat.

Atividade proposta: Utilizando a definicao dos coeficientes binomiais prove que

)
)

(pi 1) (p+ 1)!(2!—29 -t

G)

n! plin—p)! _ nlpl(n —p)(n —p—1)!
(p+ Dl (n—p—1)! n!  (p+D(n—p—1)n!

Solucao:

pl(n—p) _(n—p)
(p+1p! (p+1)

n
L (p + 1) n—p . n
Ao multiplicarmos cruzado = obtemos a Relagao de Fermat 1)
p

G

n—p(n - :
n 21? < ), apos os alunos fazerem a demonstracao algébrica o professor pode mostrar
p p

como obter os termos das linhas do Triangulo de Pascal sem conhecer os termos da

linha anterior, utilizando a Relacao de Fermat.

Por exemplo, a linha 12 do Tridngulo de Pascal comega com o termo 1 e depois 12,
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para calcular o proximo termo utilizando a Relacao de Fermat, temos que multiplicar

n ]19, no qual n =12 e p = 1, assim obtemos:

o termo anterior por

12—-1 11 12_132_66
141 2 2

que é o termo da linha 12 e coluna 2, o préximo termo basta multiplicarmos 66 por
12 -2

2+1

10 660
— .66 = — = 220
3 3

Continuando calcular os termos, temos

1
-2202?2495

-4952@2792

4
-7922%:924

DN oo O

Pela simétria do Triangulo de Pascal, basta repetirmos os termos em ordem decres-

cente, obtendo assim todos os termos da linha 12 do Triangulo de Pascal.

4.1.3 Atividade 3

Através desta atividade os alunos podem perceber que resolver um problema utili-
zando as propriedades dos coeficientes binomiais, como a relacao de Stifiel e os coefici-

entes binomiais complementares, torna a resoluc¢ao mais simples.
Série: 22 série do ensino médio.
Contetdo: Coeficientes binomiais.
Unidade tematica: Niumeros e operagoes.
Objetivos: Utilizar as propriedades dos coeficientes binomiais.

Atividade proposta: (PUC-SP) No saguao de um teatro, ha um lustre com
10 lampadas, todas de cores distintas entre si. Como medida de economia de energia
elétrica, o gerente desse teatro estabeleceu que s6 deveriam ser acesas, simultaneamente,
de 4 a 7 lampadas, de acordo com a necessidade. Nessas condigoes, de quantos modos

distintos podem ser acesas as lampadas desse lustre?
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Solucao: Como s6 deve acender 4, 5, 6 ou 7 lampadas simultaneamente temos:
10 n 10 n 10 N 10
4 5 6 7
10 10 11 10 10 11
Pela relacao de Stifel, t = =
ela relacao de Stifel, emosque<4)+(5) (5)6(6)+( (7)

7
. . . 11 11
Pela propriedade dos binomiais complementares, temos que . )=

Assim,
m+1o+m+uy_u+n__m_g_m
4 5 6 7)  \5 4) \5) 571
4.1.4 Atividade 4

Esta atividade irad relacionar a propriedade de simetria dos coeficientes binomiais
de uma linha do triangulo de Pascal. Sera necesséario que os alunos relembrem como se
resolve uma equagao do 2° grau. E preciso utilizar a relacao de Stifel para encontrar a

alternativa correta.
Série: 22 série do ensino médio.
Conteudo: Coeficientes binomiais, tridngulo de Pascal, equacao do 2° grau.
Unidade tematica: Niumeros e operagoes.

Objetivos: Reconhecer a simetria dos termos de uma linha do Triangulo de Pascal.

Utilizar a relagao de Stifel para encontrar a alternativa correta.

Atividade proposta: A soma dos trés primeiros elementos de uma linha n do
triangulo de Pascal com os trés tultimos elementos dessa linha resulta em 344. Qual o

maior termo desta linha?

2) 17 n 16 . 16

6 6 7
17 16 16
7 7 8

)+ (3)+(
0 (5) () ()
)« (i)

17 16 16
d
) (11 11) * 12)

b) + +

+

+
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Solucao: Uma linha n do triangulo de Pascal comeca com o termos 1 depois n e o
n
préximo termo é (2> Pela simetria deste triangulo, os 3 ultimos termos sao iguais

aos trés primeiros, temos assim que

vt (5) 4 (5) +n+1-30

+n
24 2m+2- (g)

2+2n+2- —_344
+2n + 2 (n—2)!

n(n —1)
— =344
2

2+2n+2-

2+2n+n(n—1) =344

2+2n+n®—n=344
n?+4+n—342=0

Temos uma equacao do 2° grau, utilizando a féormula de Bhaskara, obtemos

—1+4/1—-4-1-(-432)

n =

2
—14+4/1369
n= ——
2
—1+37
n=———/#—H—
2
36
n=—=18

2

Como n > 0, temos que a linha do Tridngulo de Pascal é a linha 18, agora iremos

calcular o maior termo desta linha. A linha 18 possui 19 termos, assim pela simétria

18
do Triangulo de Pascal o maior termos desta linha ¢é <9 ) Agora, analisaremos as

alternativas:
Na let )t 17 + 16 + 16
r m
a letra a) temos | . 6 .
1 1
Pela relacao de Stifel, obtemos 67 + 77 =\~

17 16 16
Na letra b) t
a letra )emos(7)+(7)+(8)
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1 1
Pela relacao de Stifel, obtemos ( ’ + (87
1 1
Na letra ¢) temos ( < > < ) 6)
17
Pela relagao de Stifel, obtemos 9

17

Pela relacao de Stifel, obtemos 1

+

() (
6 16
Nal
a letra d) temos < ) ( 1) (12)
7y (18
12)  \12
Assim, resposta correta é a letra
4.1.5 Atividade 5
Série: 22 série do ensino médio.
Conteudo: Triangulo de Pascal.

Unidade tematica: Niumeros e operagoes.

Objetivos: Explorar a propriedade hexagonal do triangulo de Pascal.

Relacionar geometria com analise combinatoria.

Uma propriedade dos coeficientes binomiais é a propriedade hexagonal. Aqui,
quando formamos um hexdgono em qualquer parte do Triangulo de Pascal e multi-
plicamos os coeficientes binomiais que formam os vértices nao adjacentes, obtemos o
mesmo resultado da multiplicacao dos coeficientes binomiais restantes, como podemos

observar na figura a seguir.
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Calculando alternadamente os coeficientes binomiais que formam o hexagono da

()G =0)EE)

1-1-3=1-3-1

cor vermelha, temos

3=3

Calculando alternadamente os coeficientes binomiais que formam o hexégono da

(6= G0

5-20-21=10-35-6

cor verde, temos

2100 = 2100

Calculando alternadamente os coeficientes binomiais que formam o hexédgono da

()66 = G

15-7-56=6-28-35

cor amarela, temos

5880 = 5880

88



A propriedade que relaciona os coeficientes binomiais que formam um hexégono no

triangulo de Pascal é a seguinte:
Sejan>1el<p<n. Entao:

GG () =606

Demonstracao.

(Z: i) (pz 1) (n;?H) e —(?)!_(T?i p) (p+ 1)!(2!—19— 1! 'p!(in:llz!p)! N

(n—1)! n!(n+1) (n+ 1)n! B
p-—Dn—pn—p—1p+D(n—p—D(n+1)plp—-1)(n+1-p)!

p(n—1)! (n+ 1)!(n-p) (n+ 1)n!
p(p—Din—p)n—p—p+Dln—p—1Hn+1)(n-p) p(p — D!(n +1—p)!

(n—1)lp (n+1)!(n—p) (n+ 1)n! _
pin—p—1ln—p) (p+ i n—p)l(n+1)p(p — D!(n+1—p)!

p!(fln—_plz! D (p Jr(Tll)J!r(;)i p)!(p— 1)!(Z!+ 1—p)! (n; 1) @i i) (pﬁ 1)

Atividade proposta: Em um triangulo de Pascal desenhe um hexagono:

a) Verifique a propriedade hexagonal para o hexagono ilustrado.

b) Calcule o nimero de diagonais desse poligono utilizando a definigao dos coeficientes
binomiais.
Solugao b) Seja um poligono com n lados. Para formar um segmento neste poligono
. . L . . n
precisamos de dois vérticies, assim temos 9 ) na contagem desses segmentos temos

tanto as diagonais quanto os lados do poligono. Retirando os n lados, temos que a

quantidade de diagonais desse poligono é:



Calculando a quantidade de diagonais de um hexagono, temos

6 6-5
Dg = —6=———6=15-6=9
= (o) 0=

4.1.6 Atividade 6

O Binomio de Newton pode ser utilizado para calcular exercicios sobre juros com-
postos. A féormula para calcular juro composto é&: M = C - (1 +1i)" o termo (1 + i)
¢ um bindémio, e para calculd-lo podemos utilizar o teorema Binomial, que nos da
uma reposta aproximada, facilitando os calculos quando nao temos uma calculadora
por perto. O conteido juro composto é apresentado aos alunos na 32 série do ensino

médio, sendo assim esta atividade é adequada para esta seriacao.
Série: 32 série do ensino médio.
Conteudo: Juros compostos, binémio de Newton.
Unidade tematica: Niumeros e operagoes.

Objetivo: Utilizar o bindmio de Newton para calcular exercicios sobre juros com-

postos.

Atividades propostas: 1) Um capital de R$ 12000,00 foi aplicado a uma taxa
de 2% ao més, no regime de juros compostos, durante 6 trimestres. Calcule o valor do
montante, utilizando a férmula do binémio de Newton para calcular uma aproximacao
para o valor do binémio.

Solucgao: Como o tempo é 6 trimestres, temos 6-3 = 18 meses. Pela formula dos juros
compostos, obtemos
M = 12000 - (1+0,02)"®

Utilizando o bindémio de Newton, temos
18 18 18 18
(1+Qomw::<O)P%Qomm+(1)P%Q0®L+(Z)P%Q0m2+(3>1wmxnﬁ+

- 18
Calculando o desenvolvimento do binémio para os quatro primeiros termos conse-

18
+ )10(0,002)18.
guimos uma boa aproximagao, desta forma temos
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(1+40,02)® ~ 1,42

Calculando o valor do montante, temos
M = 12000 - 1,42

M ~ 1704

2) (UFRJ) Um capital é aplicado por 12 anos e 6 meses a juros compostos de meio por
cento ao més. Ao final desse periodo, o rendimento acumulado sera igual, inferior ou
superior a 100%? Justifique.

Solucao: 12 anos e 6 meses = 150 meses

Pela formula dos juros compostos, temos

M = C - (1+0,005)""
M = C - (1,005)°

Precisamos verificar se (1,005)'*° ¢ maior que 2, menor que 2 ou igual a 2.

Iremos reescrever (1,005)'° como

1 150
1 150 = (1 150 — 1 o
(1,005)1% = (1 + 0,005) < + 200)

Pela expansao do Binomio de Newton,

1™ 150\ s /1 \" . (150 1\" /150 1\?
L _ L 1149 [ 2 148 (L1
(ram) = (o) () (1) (@) + (7)1 (am) +

150
ot 150 10 L
150 200

Calculando os 3 primeiros termos, temos

1 1
1-1-1+150-1+ — + 111751+ ——
150 200+ E 40000

3 447

+4+ 1600

3 447
1+--4+—=~202
+4+1600 , 029

91



Logo, ao final dos 150 meses o rendimento sera supeiror a 100%.

4.2 Construcao do Triangulo de Pascal utilizando o Geogebra

Devido a pandemia do COVID-19, as aulas da rede estadual de educacao de Goiés
durante este periodo pandémico estao acontecendo através do Regime Especial de Au-
las Nao Presenciais - REANP. Nestas aulas os recursos digitais sao bastante utilizados.
Sendo assim, apresentamos os passos para que o professor de matemética possa cons-
truir o Triangulo de Pascal e o desenvolvimento do Binémio de Newton utilizando o
Geogebra?.

Através de uma videochamada ou no ambiente escolar utilizando-se de um projetor,
o professor pode apresentar o Triangulo de Pascal feito no geogebra e discutir com
os alunos as propriedades existentes, mostrando também a relacao dos coeficientes
binomiais com o Triangulo de Pascal e o Binomio de Newton.

Para realizar a construcao do Triangulo de Pascal no Geogebra precisamos seguir

0s seguintes passos:

e 12 Passo: Construa um controle deslizante n, indo de 0 a 10 e incremento 1,

este controle deslizante vai determinar a quantidade de linhas do Triangulo de

Pascal.
Figura 6: Janela do Geogebra com o controle deslizante
€2 GeoGebra Classic - x
Gl ~ 4L D> OO &N =4 Q=
On=o A LEACcE @ @

0 ® 10

+

L]

e 22 Passo: Na barra entrada, construa uma sequéncia com o seguinte comando:

2Software de matematica dinamica gratuito.
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11=Sequéncia(Sequéncia(nCr(j, i), i, 0, j), j, 0, n)

Esta sequéncia ira formar os termos das linhas do Triangulo de Pascal.

e 32 Passo: Construa uma tabela de texto com a sequéncia que criamos. Na barra

entrada digite: TabelaDeTexto(11)

Esta tabela de texto ir4 apresentar os termos das linhas do Triangulo de Pascal,

construindo assim um Tridngulo de Pascal até a décima linha.

Figura 7: Janela do Geogebra com o Tridngulo de Pascal construido

€2 GeoGebra Classic X
[ r L @O 4N = s Q=
O"=3 N n=3 LN S
0 ® e -
n= Sequéncia(Sequénc\'a(nCr(j,i),i.,(méd
— {4 1{1,2,1},{1,3.3,1}}
@ tedor =

o

1
21
331

e
[RESE
W

Iremos acrescentar o desenvolvimento de (x + y)" para que assim os alunos possam
ter uma melhor visualizagao que os termos das linhas do Triangulo de Pascal sao os

mesmos termos do desenvolvimento do binémio. Para isso precisamos continuar com

0s seguintes passos:

e 42 Passo: Nas ferramentas da décima janela selecione texto e insira: (z+y)" =

atividando as caixas Serif e Formula ETEX.
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Figura 8: Janela do Geogebra com os comandos do passo 4

€2 GeoGebra Classic - X
R]d o H 0O &N =@ Q=
n=7 A L#Haca
0 ° LN0)
11 = Sequéncia(Sequéncia(nCr(j, i),1,0,}.] ne7
— {{1L{1,1},{1,2,1},{1,3.3,1},{1,4, s
1
11
® 121
_ 133 1
tedol = 1 g 41 1
1510 105 1 11
16 15 20 15 6 1 1 21
1 7 21 3 35 21 7 1 133 1
. 146 4 1
(©] texto = “(wy) =" 15 10 10 5 1
16 15 20 15 6 1
+ 17 21 35 35 21 7 1
#®
z+y) =
(=+y) a
Q

e 52 Passo: Iremos realizar a expansao dos bindmios, para isso utilizaremos a
Janela CAS. No canto direito do Geogebra clique nos trés pontos e selecione:
Calculo Simbélico (CAS) para abrir a janela CAS, insira na primeira cédula:
s: (z+y)", na segunda cédula insira: Expandir(s). Este comando iré realizar os

calculos da expansao do binémio de Newton.

Figura 9: Janela do Geogebra com os comandos do passo 5

€7 GeoGebra Classic - X
Bl ~ A >O0O0 4N = Q =
o n=8 AL 1 sl x Li#Aach : 4
0 ® N0} - s:= (x+y)°
: Expandir(s)
11 = Sequéncia(Sequéncia(nCr(j,i),i,0,}.] 2
- n=8
o L2 L33 1 {14, 8 Ty 42820 y2 4 5665y + .
Entrada
) 3
11
121
133 1
@ tewor=11456 4 1 !
1510 105 1 11
1615 20 15 6 1 1201
1720 35 3 21 7 1 133 1
18 28 56 70 56 28 & 146 4 1
R 15 10 10 5 1
@ tewtor = sz y=" 16 15 20 15 6 1
17 20 35 35 21 7 1
o= (xty)! 18 28 56 70 56 28 8 1
-7 N
(v+y)’= P
+
Q
Q

e 62 Passo: Na barra entrada, insira o comando: texto3=LaTeX($2). Este co-
mando iré fazer com que apareca na janela de visualizagao do Geogebra as epan-

soes do binémio de Newton.
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Figura 10: Janela do Geogebra com o Triangulo de Pascal e a expansao do binémio

¥ GeoGebra Classic - X
R]d P> OO &N =@ Q=
n=6 A/ 1S ey x- HAaCR @ @
@ 3
0 ® LNC) - 5:= (x+y)
Expandir(s) n=6

11 = Sequéncia(Sequéncia(nCr(j, i),i,0,3},] 2

— 1L {1,1}41,2,1},{1,3.3,1},{1,4, X +6x5y+15x3y>+20%° y* +

Entrada
A 3
11
1
121
@ textol = 1 3 3 1 11
146 4 1 121
1510 105 1 133 1
1615 20 15 6 1 146 4 1
1510 10 5 1
Q@ vtz = “@wep)fon 16 15 20 15 6 1

@ totod = SO 65y 15y 1200
(z+y)° = X465y +15x"y?+203 v + 15 vt +6xy° +y°

Assim esta finalizado a nossa contrucao, o professor pode ocultar a janela de algebra
e a janela do CAS, clicar com o lado direito do mouse em cima do controle deslizante

e selecionar animar ou ir movendo o controle deslizante manualmente.

Figura 11: Janela do Geogebra com o Triangulo de Pascal e a expansao do Bindémio
de Newton

=1

"«

@ GeoGebra Classic -

s [N o as
DS S« IPINNEIE Q
L HaeCc B €
n=10
1
11
12 1
13 3 1
1 4 6 4 1
15 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 3 3 21 7 1
1 8 28 56 70 5 28 8 1
1 9 36 8 126 126 8 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

(+9)" = X410y + 4558 y? 4120 X7 y3 + 21058 y* 425255 y5 4210y + 12053 y7 + 4552 y° + 10 xy° 4y

gl

Conforme for movendo o controle deslizante ird aparecer as linhas do Triangulo de
Pascal e o desenvolvimento do Binémio de Newton, facilitando assim para que o aluno
possa perceber que os coeficientes do desenvolvimento do binémio de Newton sao os

termos da respectiva linha do triangulo de Pascal.
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Consideracoes finais

Os coeficientes binomiais representam a quantidade de combinacoes de n elementos
tomados p a p, conhecidos também por serem os elementos que compoem o tridngulo
de Pascal e os coeficientes do desenvolvimento do bindémio de Newton. Eles possuem
varias propriedades que auxiliam nos calculos que envolvem as somas de combinacoes.

Neste trabalho, apresentamos um material conciso a respeito dos coeficientes bi-
nomiais, abordando e demonstrando suas propriedades, expondo exemplos, algumas
curiosidades como a sequéncia de Fibonacci e o Teorema de Lucas, além de propormos
atividades para serem aplicadas em sala de aula.

Nas atividades propostas expomos algumas com o objetivo de relacionarmos os
coeficientes binomiais com outros conteudos da Matemaética além da Analise Combi-
natoria, para que assim possamos reforcar os conhecimentos nesta vasta area. Embora
nao tenhamos aplicado em sala de aula as atividades devido a pandemia do COVID-19,
acreditamos que a execucao das mesmas sera bastante positiva, visto que para resolver
as atividades os alunos atingirao habilidades propostas pela BNCC e ampliarao a com-
preensao dos niimeros binomiais, reconhecendo suas propriedades, contribuindo assim
para a contrugao do conhecimento matematico e para o desenvolvimento da capacidade
de argumentagcao.

A apresentacao do tridngulo de Pascal construido no Geogebra corrobora também
com a BNCC pelo fato de atribuir a importancia da utilizagao dos recursos tecnologicos,
estimulando deste modo o desenvolvimento computacional por meio da interpretacao.

Por tudo exposto, esperamos que este trabalho possa contribuir para uma aprendi-
zagem mais significativa e enriquecedora. E que possa estimular o professor a dar mais

énfase nestes contetdos no ensino basico.
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