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RESUMO

Esta dissertacdo ¢ fruto de um estudo que tem como objetivo analisar os desafios e
possibilidades para o ensino de geometria espacial na Educacdao de Jovens e Adultos (EJA),
baseando-se em documentos oficiais, nas concepgdes de EJA, nas teorias de desenvolvimento
do pensamento geométrico e nos recursos metodologicos adotados para esse ensino. O estudo
se inicia com a analise dos aspectos legais da EJA e as peculiaridades dessa modalidade da
Educagao Basica, destacando-se algumas concepgoes, desafios e possibilidades para o ensino
de jovens e adultos na atualidade. Na sequéncia, ¢ feita uma abordagem da teoria de van Hiele,
buscando compreender as fases desenvolvimento do pensamento geométrico do aluno jovem e
adulto e como os conceitos geométricos devem ser abordados no processo de ensino e
aprendizagem. Como recurso auxiliar ao ensino de Geometria Espacial na EJA, € apresentada,
aos professores da area, uma proposta de utilizacdo do software GeoGebra, com aspectos
pedagogicos para esse ensino. Na experiéncia do autor como professor de EJA, o que se
percebe, a maioria das publicagdes que tratam do ensino de Geometria com o auxilio do
GeoGebra, apesar das grandes contribui¢des para o ensino, ndo sdo motivadoras para o aluno
da EJA, principalmente porque o vocabulario adotado e a forma de abordagem dos contetdos
ndo estdo adequados a realidade desse aluno. Nesse sentido, este trabalho discute a necessidade
de o professor olhar para as especificidades do ensino para o aluno jovem e adulto,
considerando-se seus interesses, expectativas, potencialidades, niveis de pensamento
geométrico e ritmos de aprendizagem. Buscando aporte tedrico nos documentos oficiais da
Educacgdo Basica e em autores como D’Ambrosio (2012); Fonseca (2005); Freire (1996);
Gadotti e Romao (2000); Kaleff /et al] (1994); Lorenzato (1995); Nunes, Carraher e
Schliemann (2011); dentre outros, procura-se compreender os aspectos educacionais da EJA e
propor alternativas para a melhoria do ensino de geometria, para que a aprendizagem ocorra de
forma satisfatoria, em cumprimento ao papel do professor e da escola em proporcionar ao aluno

jovem e adulto uma educagdo de qualidade, como garantido na legislagdo vigente.

Palavras-chave: EJA. GeoGebra. Geometria Espacial. Pensamento Geométrico.



ABSTRACT

This dissertation is the result of a study that aims to analyze the challenges and possibilities for
the teaching of spatial geometry in Youth and Adult Education (EJA), based on official
documents, on EJA conceptions, on theories of thought development. geometric and
methodological resources adopted for this teaching. The study begins with the analysis of the
legal aspects of EJA and the peculiarities of this modality of Basic Education, highlighting
some conceptions, challenges and possibilities for teaching young people and adults today.
Next, an approach to van Hiele's theory is made, seeking to understand the development phases
of geometric thinking in young and adult students and how geometric concepts should be
approached in the teaching and learning process. As an auxiliary resource to the teaching of
Spatial Geometry at EJA, a proposal for the use of the GeoGebra software is presented to the
area's teachers, with pedagogical aspects for this teaching. In the author's experience as an EJA
teacher, what can be seen is that most publications dealing with the teaching of Geometry with
the help of GeoGebra, despite the great contributions to teaching, are not motivating for the
EJA student, mainly because the vocabulary adopted and the way of approaching the contents
are not adequate to the reality of this student. In this sense, this work discusses the need for the
teacher to look at the specifics of teaching for young and adult students, considering their
interests, expectations, potential, levels of geometric thinking and learning rhythms. Seeking
theoretical support in official documents of Basic Education and in authors such as D’ Ambrosio
(2012); Fonseca (2005); Freire (1996); Gadotti ¢ Romao (2000); Kaleff [et al] (1994);
Lorenzato (1995); Nunes, Carraher e Schliemann (2011); among others, seeks to understand
the educational aspects of EJA and propose alternatives to improve geometry teaching, so that
learning occurs satisfactorily, in compliance with the role of the teacher and the school in

providing quality education for young and adult students, as guaranteed by current legislation.

Keywords: EJA. GeoGebra. Spatial Geometry. Geometric Thinking.
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INTRODUCAO

Desde o inicio de minha vida escolar a Matematica foi minha disciplina preferida, na
qual me sobressaia e sentia prazer em estudar. Cursei todo o Ensino Fundamental em uma
escola publica municipal em uma comunidade rural, na qual tive excelentes professores e,
apesar de me esforcar para obter bons rendimentos em todas as disciplinas, me dedicava mais
ao estudo da Matematica, na qual obtinha os melhores resultados.

Ao concluir o Ensino Fundamental, tive a satisfagdo de me ingressar no Ensino Médio
na modalidade EJA em uma escola estadual de Ceres, minha cidade natal e na qual resido.
Apesar do esfor¢o dos 6timos professores e da gestdo escolar, as condigdes da escola deixavam
muito a desejar em relagdo ao ensino e, por perceber esses déficits, procurava sempre
complementar os estudos em casa, buscando em livros as respostas para meus questionamentos,
mesmo sem acesso a rede de internet. Passava os finais de semana estudando para ter condigdes
de ajudar os colegas.

Concluido o Ensino Médio, fui aprovado na primeira tentativa de vestibular e me
ingressei no ano de 2003 no curso de Licenciatura Plena em Matematica no extinto Campus
Rialma da Universidade Federal de Goias (UFG). Tive 6timos professores e adquiri bons
conhecimentos de geometria euclidiana plana, Geometria Espacial e Geometria Analitica. No
entanto, a linguagem utilizada nos cursos superiores nao ¢ adequada aos alunos da EJA.
Trabalhdvamos ali demonstragdes de teoremas nas quais predominava uma linguagem
simbolica e que, ndo poucas vezes, superava meus niveis de pensamento geométrico. Somente
com muito esfor¢o e estudos posteriores consegui assimilar parte daqueles conteudos, mas
ainda ha muito o que aprender.

Apesar da paixao pela Matematica e, mesmo estando em um curso de licenciatura, ndo
imaginava seguir a carreira de professor. A principio, meu anseio era simplesmente a formagao
superior em uma institui¢do federal de ensino, apenas para realizacao pessoal, e esse curso era
minha Unica op¢ao para alcanga-lo. Contudo, me sentia muito feliz com o curso e, durante esse
periodo nasceu o interesse por atuar na area. Esse desejo foi se intensificando a medida que
ajudava os colegas de faculdade na preparagdo para as avaliagdes, simplesmente pelo prazer de
vé-los crescer juntamente comigo.

Em 2007, recém formado, fui convidado para ministrar aulas de Matematica para o
Ensino Médio em um colégio estadual da minha cidade e, no periodo de 2008 a 2012, trabalhei

como auténomo informal, ministrando aulas particulares de refor¢o escolar e preparagdo para
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concursos. Mais tarde, em 2012, fui aprovado em um processo seletivo para professor substituto
em um Instituto Federal de minha cidade, cumprindo um contrato de 23 meses e, em junho de
2014, solicitei a rescisdo do contrato para ser empossado, na mesma institui¢ao de ensino, no
cargo de professor da Educacdo Basica Técnico Tecnoldgica (EBTT) em carater efetivo, apos
aprovagao em concurso publico.

Atuando como professor de Matematica no Programa Nacional de Integragdo da
Educacao Profissional com a Educacao Basica na Modalidade de Educacao de Jovens e Adultos
(Proeja) desde 2012, fui convidado e designado, em junho de 2016, como Coordenador de
Cursos Técnicos na Modalidade EJA da instituicao de ensino onde trabalho. Apesar da falta de
experiéncia em gestdo, foi uma experiéncia maravilhosa, na qual, por meio de uma gestao
participativa, procurei atender as necessidades dos alunos e orientar os colegas que ainda nao
tinham experiéncia com EJA. As experiéncias como ex-aluno da EJA me auxiliaram muito no
desenvolvimento desse trabalho.

Ha muito sentia a necessidade de cursar um mestrado de qualidade, sonho que foi, por
longos anos, adiado por falta de condigdes de fazé-lo. No entanto, dentre outras opgdes, tomei
conhecimento do PROFMAT e decidi que era isso o que eu queria para minha vida, pois
satisfazia meus anseios ¢ se adequava ao meu perfil profissional. Na terceira tentativa de
aprovagao no Exame Nacional de Acesso (ENA), consegui me ingressar no ano de 2019. Foi
quando conheci colegas e professores que me proporcionaram vdarias experiéncias € novos
conhecimentos que, com certeza, me tornaram uma pessoa melhor e contribuirdo para minha
pratica ao longo da minha vida profissional.

Na condicdo de ex-aluno e atual professor na EJA, tenho percebido a dificuldade dos
estudantes em assimilar os conteudos de geometria da forma como sdo ensinados na escola e
também a dificuldade dos professores em ministrar tais conteudos. Essa percep¢ao sempre me
causou muito incomodo e despertou em mim o desejo de contribuir de alguma forma para que
essa lamentavel situacdo seja revertida e o ensino dessa importante area da Matematica seja
retomado nas escolas de forma significativa.

A esperanga de que professores e alunos percebam a beleza da Geometria e se
interessem em aprendé-la e ensind-la com entusiasmo me impulsionaram a elaborar esse
trabalho, fruto de uma criteriosa pesquisa bibliografica, e desenvolver um produto educacional
direcionado aos alunos, at¢ mesmo porque, durante esse estudo, constatei a pouca quantidade
de materiais especificamente elaborados como orientacao e propostas didaticas para a EJA.

Avaliando as dificuldades encontradas pelos alunos de modo geral e, em particular,

dentro das peculiaridades da EJA, estou convicto de que a descontextualizacao dos contetidos
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e a ado¢do de metodologias inadequadas sao alguns dos problemas percebidos como geradores
da ineficiéncia do ensino da geometria escolar, uma vez que, principalmente na EJA, o
desenvolvimento do pensamento geométrico ¢ impulsionado pelas relagdes entre o contetdo
que se deseja ensinar e as experiéncias de vida dos alunos, de modo a tornar o estudo relevante
e a aprendizagem significativa para esse aluno.

O professor precisa se preocupar com quais metodologias sdo adequadas para esse
ensino, considerando a possibilidade de abandonar a zona de conforto e buscar novos desafios.
Antes de tudo, € preciso conhecer os alunos, suas dificuldades, anseios e expectativas para, a
partir dai, tracar as melhores estratégias de ensino para cada situagao, dentro do contexto do
aluno e da escola, com a consciéncia de que esta ¢ quem precisa de adequar a realidade do
aluno, e ndo o contrario. E preciso identificar os niveis de pensamento geométrico dos alunos
para propor atividades adequadas ao seu estagio de desenvolvimento, conforme explica a teoria
de van Hiele, assunto tratado nesse trabalho.

Refletindo sobre minhas proprias dificuldades e recordando as dificuldades relatadas
por colegas de trabalho, embora ndo tenha sido possivel levantar dados por meio de uma
pesquisa de campo devido a indisponibilidade de tempo habil para os tramites legais, decidi
estudar sobre o assunto e chego a conclusdo de que a raiz desse problema esta na formagao do
professor que, muitas das vezes, tenta ensinar o que nao sabe ou simplesmente ignora certos
contetdos importantes por ndo ter o suporte necessario para ministra-lo. Falta a nos, professores
da EJA, uma boa formagdo académica em Geometria e uma formagdo pedagogica especifica
para se trabalhar na EJA.

Nesse sentido, resta aos profissionais que, assim como eu, defendem a importancia da
EJA e desejam cumprir nossa missdo de proporcionar aos jovens e adultos uma educagao de
qualidade que lhes ¢ garantida pela legislacdo brasileira, buscar por conta propria o
aprimoramento dos conhecimentos e propor metodologias que auxiliem colegas de profissao e
alunos nesse processo de ensino e aprendizagem em Geometria.

E preciso romper com metodologias baseadas em processos tradicionais de ensino que
acabam por tornar o ensino mecanico ¢ sem sentido para o aluno e se preocupar em buscar
meios para uma educacao que respeite o ritmo de aprendizagem do aluno, leve em consideracao
os diferentes niveis de pensamento e agregue recursos diversos, de acordo com o contexto do
grupo. Dada a diversidade da EJA, a escolha da metodologia ndo ¢ uma tarefa das mais faceis,
pois, como diria o ilustre matematico e professor Ubiratan D’ Ambrosio, “Uma das coisas mais

notaveis com relacao a atualizacao e ao aprimoramento de métodos ¢ que nao ha uma receita.
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Tudo o que se passa na sala de aula vai depender dos alunos e do professor, de seus
conhecimentos matematicos e, principalmente, do interesse do grupo” (D’AMBROSIO, 2012).

Diante da grande influéncia tecnologica a qual se submete a sociedade contemporanea,
a utiliza¢do de softwares educativos tem se revelado uma alternativa importante para facilitar o
aprendizado e despertar o interesse dos alunos.

Contudo, esse a eficiéncia desse recurso depende da media¢do do professor, a quem
deve ser dada autonomia para planejar agdes e decidir sobre quais tecnologias adotar, quando e
como introduzir esses recursos tecnoldgicos como apoio no processo de ensino e aprendizagem,
de modo a promover o avango gradativo nos niveis de pensamento do aluno.

Refletir sobre o desenvolvimento do pensamento geométrico do aluno jovem e adulto e
as possiveis contribui¢des dos ambientes de geometria dindmica para o ensino de Geometria
Espacial na EJA ¢ um dos objetivos desse trabalho. Embora a ideia original se limitasse a
desenvolver um tutorial de uso do GeoGebra na linguagem do aluno da EJA, as pesquisas
direcionadas pela professora orientadora levaram o autor a conhecer o Modelo van Hiele de
desenvolvimento do pensamento geométrico e se interessar por aprofundar o estudo nessa linha.

Trata-se, portanto, de um trabalho que busca uma sincronia entre, pelo menos, trés temas
muito importantes e que merecem estudos mais detalhados, a saber, EJA, pensamento
geométrico e softwares de geometria dindmica. Baseado na minha experiéncia como professor
pesquisador em EJA e na busca de informagdes sobre os temas escolhidos para a elaboragdo
desse trabalho, percebo a baixa producao de materiais de pesquisa disponiveis sobre o assunto,
a excecao de alguns trabalhos que tratam um ou outro tema, mas de maneira isolada.

Nesse sentido, o objetivo desse trabalho ¢ desenvolver uma proposta de trabalho
fundamentada em uma pesquisa bibliografica que nos possibilitou compreender aspectos
relacionados ao ensino de geometria, ao ensino na EJA e as possibilidades de utilizagao do
software GeoGebra como recurso didatico. Para tal, nos orientamos pela seguinte questao
norteadora: quais elementos sao significativos para o ensino de geometria espacial para o aluno
da EJA?

Procurando adequar esse trabalho as condi¢des de isolamento social, optamos por uma
metodologia de trabalho voltada para a pesquisa bibliografica e a produ¢ao de um material que
proporcione ao aluno da EJA o estudo de geometria espacial dentro da perspectiva de teoria e
pratica com o auxilio do GeoGebra. Embora a dissertagdo tenha sido redigida em uma
linguagem mais apropriada para professores, elaboramos um Produto Educacional como

recurso complementar a esse trabalho. Trata-se de um e-book o qual, com as mesmas atividades



26

aqui propostas, porém, em uma linguagem direcionada ao aluno da EJA, serd editorado e
publicado em breve.

Com base no exposto, o primeiro capitulo versa sobre a realidade da EJA e algumas
concepgdes, desafios e possibilidades para o ensino de Geometria nessa modalidade nos dias
atuais, enfatizando a compreensdo de como ocorre o desenvolvimento do pensamento
geométrico de jovens e adultos, a luz da Teoria de van Hiele.

No segundo capitulo, serdo apresentadas algumas possibilidades para o ensino de
geometria na EJA, destacando-se as contribui¢des do uso das tecnologias educacionais, em
particular, dos ambientes de geometria dindmica. Destacando-se aspectos pedagogicos do
software GeoGebra, propde-se nesse capitulo a utilizacdo desse recurso como instrumento
complementar ao ensino de geometria espacial na EJA.

O terceiro capitulo apresenta alguns conceitos geométricos de acordo com os Guias de
Referéncia e uma proposta para o ensino de soélidos geométricos para alunos da EJA,
envolvendo a constru¢do, manipulagdo e andlise dos principais so6lidos de interesse da
geometria, de modo a facilitar a identificacdo de elementos, relagdes e propriedades e o
desenvolvimento da abstragdo e do pensamento geométrico por meio de conjecturas e dedugdes.

O quarto e ultimo capitulo traz consideragdes sobre o Produto Educacional, que se trata
de um livro digital interativo (e-book) com uma proposta elaborada em consonancia com o
Modelo van Hiele, para o estudo de geometria espacial com o auxilio do software GeoGebra.
Esse material, direcionado a alunos da EJA, deve passar pelo processo de editoragdo e ser
publicado em breve, podendo ser explorado, também, por outras pessoas que tenham interesse

em aprender geometria de uma forma dindmica, envolvente e significativa.
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1. A EDUCACAO DE JOVENS E ADULTOS E O ENSINO DE
GEOMETRIA ESPACIAL

Essa secdo traz algumas consideragdes importantes sobre a Educag¢do de Jovens e
Adultos (EJA) e o ensino de Geometria Espacial nessa modalidade. Para que se compreenda
melhor o que ¢ a EJA e alguns desafios enfrentados desde sua origem e que, apesar dos avangos,
ainda perduram até os dias atuais, faz-se aqui uma abordagem dos aspectos legais da EJA como
politica publica de ensino e algumas possibilidades para o ensino de Geometria nessa
modalidade da Educagao Basica, a luz da teoria do desenvolvimento do pensamento geométrico
de Van Hiele, um importante modelo que contribui para a identificagdo dos niveis de

pensamento e favorece os avangos para niveis superiores, facilitando a aprendizagem.

1.1 A Educacao de Jovens e Adultos — EJA

A Educacdo de jovens e Adultos — EJA — ¢ uma modalidade da Educa¢do Basica, criada
com o objetivo principal de promover a democratizagdo do ensino no Brasil e destinada aos
brasileiros que ndo tiveram condi¢des de concluir o ensino fundamental ou o ensino médio na
idade propria. Apesar das recorrentes quedas no nimero de matriculas na Educacdo Bésica, o
Censo Escolar 2020 aponta um total de 3.002.749 alunos matriculados na EJA sendo 1252.580
no Ensino Médio (BRASIL, 2021, p 27). Esse numero bastante expressivo justifica a
importancia dessa modalidade para a educagdo brasileira, sob a perspectiva de um ensino de
qualidade, ofertado como garantia, ainda que tardia, do direito a cidadania.

Importa destacar que na atualidade a EJA conta com um grande numero de alunos
jovens, na busca de uma formacao rapida para o mercado de trabalho. S3o, de modo geral,
trabalhadores com idade minima para matricula de 15 anos para o Ensino Fundamental e 18
anos para o Ensino Médio, ndo tendo limite méximo de idade para idosos.

Embora a EJA seja um direito garantido nos artigos 206 e 208 da Constitui¢do Federal
de 1988 (BRASIL, 1988), seu importantissimo papel para a educagdo brasileira somente veio a
alcancar maior reconhecimento a partir das efetivas mudangas pela Lei de Diretrizes e Bases da
Educagdao Nacional — LDB (BRASIL, 1996). No entanto, faltam ainda politicas publicas de
incentivo e valorizacdo dessa importantissima modalidade, principalmente no tocante a

formacao docente, materiais didaticos e outros investimentos imprescindiveis como garantia
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das condi¢des de permanéncia e éxito essenciais para o possivel alcance dos reais objetivos para
os quais a EJA foi concebida.

Na concepcao de Fonseca (2005, p. 14), a EJA ¢ “uma agdo educativa dirigida a um
sujeito de escolarizagdo basica incompleta ou jamais iniciada e que acorre aos bancos escolares
na idade adulta ou na juventude”. Para a autora, a possibilidade de inclusdo ou de reinclusdo na
escolarizagdo basica, do individuo adulto, vitima do impedimento de seu acesso a escolarizagao
ou da interrup¢do da sua trajetoria escolar ¢, em grande medida, condicionada por fatores
inerentes a um amplo contexto de exclusdo social e cultural que transcende os limites de um
episodio isolado de negagdo do acesso a um servigo. Outrossim, nega-se aos alunos jovens e
adultos o reconhecimento como “‘sujeitos de conhecimento e aprendizagem”.

Ao que se percebe, a marginalizacdo e a opressao dos sujeitos pelas diferengas sociais
estdo muito mais explicitas quando se trata da pessoa adulta do que em relacdo as criangas e
adolescentes. Tal situagao tem transformado a EJA num campo arido para alunos e professores,
seja pelo proprio sentimento de fracasso, abandono e impoténcia que o aluno adulto carrega em
relacdo a educagdo escolar, seja pelas dificuldades que os professores encontram para lidar com
a diversidade e peculiaridades que caracterizam esse publico tdo heterogéneo. Com relacao as
divergéncias conceituais que permeiam as propostas, realizagdes ¢ avaliagdes da Educacao de

Jovens e Adultos, Fonseca salienta que

A marca da exclusdo definird um jogo de tensdes bastante mais acirrado do que as
daquele, ja ndo pouco conflituoso, que estabelece as propostas, as realizagdes e as
avaliagdes na Educacdo Basica de criangas e adolescentes. Arroyo (2001) atribui esse
acirramento ao cruzamento de interesses que determinam decisdes e praticas
pedagogicas na EJA, e que sdo, em geral, muito “menos consensuais do que na
educagdo da infancia e da adolescéncia, sobretudo quando os jovens e adultos sdo
trabalhadores, pobres, negros, subempregados, oprimidos, excluidos”. (FONSECA
2005. pp. 14-15).

A situacdo parece controversa quando se avalia o amparo legal que a EJA vem
conquistando, principalmente pos criagdo da LDB, em 1996. Desde entdo, a modalidade vem
intensificando, embora de forma bastante timida, a luta pelo espago que lhe ¢ de direito, como
disposto na secdo V, Art. 37° da Lei de Diretrizes e Bases da Educacao Nacional 9.394/96, que
promove a EJA ao reconhecimento como modalidade especifica da educacio basica e atribui
ao Poder Publico a obrigacdo de promover agdes no sentido de viabilizar e gerir politicas de
incentivo ao acesso a uma educagdo gratuita e de qualidade aqueles que ndo tiveram condigdes

de concluir seus estudos na idade propria, conforme mencionado:



29

Art. 37°. A educagdo de jovens e adultos serd destinada aqueles que ndo tiveram
acesso ou continuidade de estudos no ensino fundamental e médio na idade propria. §
1°. Os sistemas de ensino assegurarao gratuitamente aos jovens ¢ aos adultos, que ndo
puderam efetuar os estudos na idade regular, oportunidades educacionais apropriadas,
consideradas as caracteristicas do alunado, seus interesses, condi¢cdes de vida e de
trabalho, mediante cursos e exames.

§ 2°. O Poder Publico viabilizara e estimulara o acesso e a permanéncia do trabalhador
na escola, mediante a¢des integradas e complementares entre si. (BRASIL, 1996).

No entanto, a EJA ainda carece de maior atengdo e politicas publicas de incentivo,
sobretudo em relacdo a produ¢do de materiais especificos, formacdo de professores e
adequagdes metodoldgicas, como motivagdao para que jovens e adultos pouco escolarizados
retomem os estudos, regatem sua autoestima e conquistem sua cidadania plena, favorecido pelas
relagdes sociais estabelecidas na escola como um ambiente fisico ¢ humano que atenda as
especificidades e peculiaridades desse publico. Muito ainda falta para que o direito estabelecido
no texto da lei se concretize através de praticas educacionais que tenham como personagem
central o aluno jovem, adulto e idoso.

O timido numero de publicagdes que explicitam a importancia, os avangos e o potencial
educativo da EJA reforca o olhar preconceituoso que se encontra ainda arraigado na sociedade
e revela o quanto essa modalidade carece de reconhecimento. Enquanto a educagao de criangas
e adolescentes ¢ colocada em posicao de destaque, pouco se sabe sobre a modalidade que
oportuniza a jovens, adultos e idosos a realizagdo do sonho de concluir seus estudos, conquistar
melhores condi¢des de trabalho e se sentirem capazes de promover as tdo sonhadas
transformagdes sociais. Além disso, pouca divulgacdo ha sobre aqueles adultos que
conseguiram, através da EJA, o ingresso e €xito em um curso superior.

O reduzido espaco que a Educagdo de Jovens e Adultos ocupa nos documentos oficiais
da educacdo e o pequeno volume de publicagdes de obras cientificas e materiais didaticos
especificos para a modalidade explicitam a real situagdo da EJA. Se por um lado faltam politicas
publicas efetivamente direcionadas para a oferta de um ensino de qualidade para jovens e
adultos, por outro, existe um comodismo na sociedade em relagao a manifestagao dos anseios
e expectativas em relagao a se fazer valer do direito adquirido de reinser¢do do aluno jovem,
adulto e idoso na trajetéria escolar. As Diretrizes Curriculares Nacionais ddo margem a

intervengdo da sociedade, ao ressaltarem que

E a participacio da comunidade que pode dar voz e vez as criangas, aos adolescentes
e as suas familias, e também aos que frequentam a Educacdo de Jovens e Adultos
(EJA), criando oportunidades institucionais para que todos os segmentos envolvidos

no processo educativo, particularmente aqueles pertencentes aos segmentos



30

majoritarios da populagdo que encontram grande dificuldade de se fazerem ouvir e de
fazerem valer os seus direitos, possam manifestar os seus anseios e expectativas e
possam ser levados em conta, tendo como referéncia a oferta de um ensino de

qualidade para todos. (BRASIL, 2013, p. 117)

Gadotti e Romao (2000), compartilham dessa convic¢ao da importancia da intervencao

popular no enfrentamento aos problemas educacionais no Brasil, ao salientarem que

A solugdo dos problemas educacionais ndo reside exclusivamente na escola. A
histéria tem mostrado que nenhum pais do mundo contemporaneo alcangou niveis
elevados de alfabetizagdo sem que suas populagdes tenham conquistado;
simultaneamente, melhorias substanciais nas suas condigdes de vida e uma

distribuicdo de renda mais equitativa (GADOTTI; ROMAO, 2000, p. 108)

No cenério atual, a EJA carece da urgente implementacao de uma politica educacional
inclusiva e permanente que priorize a universalizagdo do ensino bdsico e o respeito as
especificidades dos individuos e que necessariamente precisa estar vinculada a uma politica
global de desenvolvimento econdmico, de combate as injusti¢as sociais € a mé distribuicao de
renda, bens e servigos. E preciso que a populagiio manifeste sua insatisfagdo com as politicas
educacionais forjadas nos meandros dos programas de impacto propagandistico implementados
pelos governos, denunciando sua ineficacia pela auséncia de vinculo com politicas de promogao

da melhoria das condi¢des de vida para a maioria da populagdo.

1.2 Concepcoes, desafios e possibilidades para a EJA na atualidade

A Educacao de Jovens e Adultos carece de urgentes e efetivas transformacgdes, visando
atingir os fins educacionais propostos na LDB 9.394/96, em seu Art. 22, que dispde que “a
educagao basica tem por finalidades desenvolver o educando, assegurar-lhe a formagao comum
indispensavel para o exercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e
em estudos posteriores” (BRASIL, 1996, p. 9). E necessario romper com os paradigmas da
educacao tradicional para admitir que “a logica hoje ¢ de uma escola flexivel, que valorize e
desenvolva as diferencas e compartilhe o desafio de aprender o que fazer e quais praticas adotar,

atendendo as exigéncias atuais, adaptando-se aos alunos e ndo o inverso” (FANTINATO, 2014,

p-11).
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Um dos aspectos mais preocupantes com relacao a educagao bdsica e, em particular, da
EJA no Brasil ¢, sem duvida, a auséncia de politicas efetivas de incentivo a formacgao
continuada docente, ficando a cargo do professor cuidar da sua propria atualizagdo e do seu
aprimoramento profissional. Como reflexo da deficiéncia formativa do professor, a inovagao
das praticas educativas, configura-se em um constante e angustiante desafio, diante do qual o
professor se defronta com as dificuldades na elaboracdo de um planejamento flexivel, marcado
pela instabilidade como efeito da diversidade, das necessidades, interesses e anseios de cada
turma, além dos niveis de conhecimento e de pensamento matematico.

Nesse sentido, Gadotti ¢ Romao (2000, p. 69) afirmam que a grande revolugdo na
Educacdo Brasileira depende muito mais da conciliagio do compromisso com as camadas
oprimidas da populacdo e com as estratégias arquitetadas a partir de uma leitura da realidade
do que das alteracdes na legislacdo ou do proprio sistema. Pautado nos principios de liberdade
e equidade, o resgate da funcionalidade do saber escolar requer uma reflexdo sobre questoes do
tipo “para quem estou ensinando”, “por que planejei minhas aulas dessa forma” e “para que
projeto de sociedade estou trabalhando”. Esse seria o primeiro passo para o que esses autores

chamam de “a grande Revolugdo Pedagodgica”. E importante politizar o ensino, porque

A politizagd@o do ato pedagdgico tem relagdo intima com a questdo da recuperagdo da
funcionalidade do saber escolar, isto é, a recaptura da instrumentalidade do que ¢
desenvolvido na sala de aula para o projeto de vida do aluno. E a perda dessa
funcionalidade que provoca a evasao, a repeténcia, o desinteresse, a apatia do alunado,
mormente entre os jovens e adultos que trazem para as relagdes pedagdgicas uma série
de experiéncias, vivéncias e saberes construidos na luta cotidiana pela sobrevivéncia,
sem falar da incorporagdo da ideia de que os conteidos e habilidades a serem
adquiridos servem apenas para responder as avaliagdes propostas. (GADOTTI e

ROMAO, 2000, p. 69)

Diante do exposto, ha de se considerar ainda que a trajetéria da EJA, principalmente nas
ultimas décadas, revela que o perfil do aluno jovem e adulto da atualidade nem de longe se
compara aos tempos que precedem a era da tecnologia e da informacao. Isso principalmente
porque as exigéncias do mercado de trabalho ja ndo se encontram mais alinhadas ao modelo de
ensino tradicional daquela época. Nesse sentido, verifica-se a necessidade de repensar a pratica
pedagdgica da EJA, sobretudo porque h4d uma tendéncia em se nortear pelas diretrizes pensadas
para o ensino regular, nesse contexto ineficientes, porque as recentes reformulagdes em quase

nada contemplam as suas peculiaridades.
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Nos documentos oficiais da educacao brasileira, a Matematica do Ensino Médio tem
como meta a formagdo de cidaddos éticos e autdbnomos, que tenham plenas condigdes de
compreender os processos produtivos, se inserir no mercado de trabalho e interagir socialmente
de forma positiva e transformadora. Quanto a EJA, embora o foco principal esteja no trabalho,
ndo sdo raros os relatos de alunos que retornam aos estudos em idade avangada no anseio de
uma realizacdo pessoal de ingressar numa universidade e conquistar o tdo sonhado diploma de
curso superior. Nesse sentido, a Lei de Diretrizes e Base da Educagdao Nacional (BRASIL,

1996), dispde em seu artigo 35, que as finalidades do Ensino Médio sao:

I - a consolidag@o e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino
fundamental, possibilitando o prosseguimento de estudos;

II - a preparacdo bésica para o trabalho e a cidadania do educando, para continuar
aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibilidade a novas condi¢des
de ocupagdo ou aperfeicoamento posteriores;

III - o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formacgao ética
e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico;

IV - a compreensdo dos fundamentos cientifico-tecnoléogicos dos processos
produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.

(BRASIL, 1996, pp. 13-14).

Quanto a Geometria, a disciplina ¢ apresentada nas Diretrizes Curriculares Nacionais de
Matematica (BRASIL, 1998) como um dos conteudos estruturantes para o Ensino Médio.
Importa destacar que este ¢ um ramo da Matematica cujo estudo ¢ fundamental para a
compreensdo da composi¢cdo das formas existentes no mundo real, constituindo-se num vasto
campo de possibilidades de investigacdo, reflexdo, interpretagdo e deducdo. Por favorecer a
analise de fatos e o estabelecimento de ligacdes e relacdes entre elementos, o estudo da
Geometria Espacial promove o desenvolvimento do pensamento critico e da autonomia, além
da capacidade de conjecturar, sintetizar, formalizar e aplicar o conhecimento matematico.

Na auséncia de diretrizes curriculares especificas para a EJA, dentro de suas
especificidades, professores que atuam nessa modalidade devem o fazer, via de regra, apoiados
numa proposta de ensino flexivel, respeitando as diferencas individuais e considerando os
conhecimentos informais trazidos pelos alunos, dentro da perspectiva de que se trata, ou pelo
menos assim o deveria, de uma educacdo que traz consigo, dentre outras possibilidades, o
estabelecimento da mediagdo entre um referencial tedrico e pratico, relacionado aos saberes e

competéncias construidos e apropriados ndo somente, mas também, fora do ambiente escolar.
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No cendrio atual, percebe ¢ que hd uma grande caréncia de educadores inclusivos que
sejam capazes de adaptar as atividades e o curriculo da modalidade as especificidades do aluno
jovem e adulto, considerando-se seus niveis de pensamento, experiéncias socioculturais e seus
modos de relacionar e aplicar o conhecimento matematico a situagdes do cotidiano. Tais
consideracdes devem nortear as agdes pedagogicas, a comegar pela escolha dos contetidos mais
relevantes e dos recursos metodologicos a serem adotados.

Nesse sentido, o éxito escolar da EJA encontra-se, de certo modo, a mercé das
necessarias e urgentes adequagdes metodologicas que devem ser constantemente desenhadas
em diferentes contextos e que, por percorrerem universos € cendrios tdo distintos, se
caracterizam pelo aprender fazendo e pelo fazer aprendendo em um ambiente potencialmente
susceptivel a imprevistos e incertezas. O que se espera de positivo nessa situagdo ¢ que o
professor esteja capacitado para, fora de sua zona de conforto, conduza seus alunos a um terreno
fértil para o aprimoramento de saberes, novas ideias e concepgdes, significagdes, formalizacdes,
construgao e socializagao de novos conhecimentos.

Importa ainda salientar que ndo se deve imputar ao aluno a responsabilidade de se
adaptar ao ambiente escolar, mas a escola ¢ quem deve se adequar as condigdes e interesses do
seu alunado. Isso pode custar ao professor o abandono da sua zona de conforto, ao abrir mao
das metodologias vivenciadas durante sua formag¢ao académica para dar lugar ao desconhecido,
incerto e, por vezes, inovador. Como sugere D’ Ambrosio, “Uma das coisas mais notaveis com
relagdo a atualizacao e ao aprimoramento de métodos ¢ que nao ha uma receita. Tudo o que se
passa na sala de aula vai depender dos alunos e do professor, de seus conhecimentos
matematicos e, principalmente, do interesse do grupo” (D’AMBROSIO, 2012. p. 89)

O planejamento do ensino de jovens e adultos esta pedagogicamente bem fundamentado
quando, mediado pela reflexdo sobre o perfil dos alunos e suas peculiaridades, se alcanca o
equilibrio entre as metodologias adotadas e os objetivos educacionais que se almeja alcangar.
Nesse sentido, ¢ de fundamental importancia que o foco do processo educacional se desloque
dos contetidos para centrar-se nos sujeitos envolvidos na agdo educativa. E inadmissivel que o
professor, ignorando a flexibilidade dos projetos pedagdgicos, se prenda no formalismo e
legalismo exagerado e priorize sua propria interpretacdo em detrimento dos niveis de
pensamento e compreensdes dos alunos.

Considerando-se as peculiaridades do publico alvo da EJA, uma postura importante do
educador ¢ o respeito ao ritmo de desenvolvimento do aluno adulto, levando-se em
consideragdo os possiveis traumas, frustragdes, insucessos e injusti¢as sociais sofridas por ele

ao longo da vida. Via de regra, a EJA busca um resgate historico da autoestima e da motivagao



34

para retomada dos estudos, especialmente daqueles alunos que, por diversas razdes, nao
conseguiram concluir os estudos na idade propria e se encontram afastados da sala de aula ha
longo periodo. E imprescindivel que o professor procure interagir com seus alunos, conhecer o
mundo deles, conquistar sua confianga e prezar pelo respeito mutuo.

Diante da auséncia de materiais didaticos especificos para atender as peculiaridades da
Educacdo de Jovens e Adultos, se faz urgente e necessario ao professor o afastamento da sua
zona de conforto, dedicando-se a uma intensa e consciente busca por metodologias e recursos
pedagogicos adequados ao ensino nessa modalidade, privando pela contextualizagdo das
atividades no sentido de tomar o conhecimento de senso comum como ponto de partida para
inser¢ao do aluno em um ambiente de aprimoramento e formaliza¢do de seus conhecimentos
prévios. Importante lembrar que a contextualizacdo transcende os limites dos saberes e
vivéncias, contemplando também o didlogo com outras disciplinas.

Nao se pode negar que atividades adequadamente contextualizadas despertam nos
alunos da EJA o sentimento de pertinéncia ao mundo dos jovens e adultos, abrindo-lhes a porta
para um novo mundo que lhes permite, na condicdo de descobridores e agentes ativos,
empoderar do conhecimento cientifico e construir, com a mediacao do professor, um elo entre
o conhecimento prévio proveniente de sua vivéncia e o conhecimento formal sistematizado que
lhe proporcione, desde a aquisicdo de um linguajar mais apropriado, até a mudanga de habitos
e costumes necessarios a sua ascensao social. Esse seria, com certeza, um passo importante para
a permanéncia e €xito desse aluno na escola.

Nesse sentido, o educador Paulo Freire salienta que

Todo ensino de contetidos demanda de quem se acha na posi¢ao de aprendiz que, a
partir de certo momento, va assumindo a autoria também do conhecimento do objeto.
O professor autoritario, que recusa escutar os alunos, se fecha a esta aventura criadora.
Nega a si mesmo a participag@o neste momento de boniteza singular: o da afirmagao
do educando como sujeito de conhecimento. E por isso que o ensino dos contetidos,
criticamente realizado, envolve a abertura total do professor ou da professora, a
tentativa legitima do educando para tomar em suas maos a responsabilidade de sujeito
que conhece. Mais ainda, envolve a iniciativa do professor que deve estimular aquela
tentativa no educando, ajudando-o para que a efetive. (FREIRE, 1996, p. 64)

Em relagdo ao ensino de geometria espacial na Educa¢do de Jovens e Adultos, ¢
interessante destacar que o aluno adulto, escolarizado ou ndo, traz consigo sua matematica
propria que ele, influenciado por suas vivéncias, tradi¢des culturais e condigdo social vai, a seu
modo, construindo e se apropriando ao longo da vida, visando a atender as suas necessidades

individuais e coletivas. E admissivel se deduzir que o adulto ndo escolarizado tenha um

conhecimento razoavel sobre diversas formas geométricas presentes no seu cotidiano,
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identificando, de modo préprio e informal, suas propriedades bésicas. Contudo, a aplicagdao
desses conhecimentos geométricos limita-se as exigéncias recorrentes do trabalho.

Nesse sentido, ¢ imprescindivel que o professor da EJA se disponha a valorizar e
compreender essa matematica que o aluno ja sabe como condi¢do essencial a criagdo de
estratégias metodoldgicas que possibilitem a sistematizagdo desses saberes como veiculo de
aproximacao entre a matematica informal do cotidiano e a matematica formal dos livros, de
modo a oportunizar ao sujeito, por meio do dominio da escrita e da leitura da matematica
formalizada, avangar para niveis mais elevados do conhecimento e desenvolver a capacidade
de aplicar essa matemadtica, agora provida de sentido, para atender as suas necessidades,
sobretudo, no mundo do trabalho.

Denunciando as consequéncias negativas do excesso de formalidades da escola em
detrimento da preocupacdo devida com a harmonizagdo dos conceitos matematicos que se
espera construir na escola e aqueles construidos no cotidiano, Nunes, Carraher e Schliemann

(2011), ressaltam que

Quando analisamos os invariantes de conceitos matematicos aprendidos na escola e
fora dela, ¢ possivel que, apesar das grandes diferencas nas situa¢des, encontremos as
mesmas propriedades como subjacentes ao raciocinio matematico dentro e fora da
escola. Isso ndo significara que os conceitos sejam idénticos, pois a variedade de
situagdes a que o conceito ¢ aplicado pode nio definir, para a aprendizagem escolar e
para a aprendizagem informal, conceitos com a mesma extensdo. [...] ha no ensino
escolar da matematica uma énfase nas regras, na sintaxe, muito mais que no
significado. (NUNES, CARRAHER e SCHLIEMANN, 2011, p. 169)

Com base no exposto, o fazer pedagogico do professor da EJA pressupde um processo
dialégico marcado pela aproximagdo e maior envolvimento entre professor e alunos, na busca
pela compreensdo dos problemas que esses alunos enfrentam dentro e fora da escola, bem como
suas dificuldades e limitagdes, como norte para o planejamento estratégico de agdes
motivadoras que se traduzam no estimulo necessério e suficiente para a permanéncia e €xito
desses alunos na escola. Além disso, o conhecimento do contexto social e cultural destes
estudantes € pega fundamental para a criagdo de um real ambiente do aprimoramento e produgao
de novos conhecimentos visando uma aprendizagem de fato significativa.

As peculiaridades da EJA, sobretudo em relacdo ao sentimento de abandono e
inseguranc¢a do aluno jovem, adulto e idoso explicitam, ainda mais que no ensino regular, o
estabelecimento de uma relagdo de aproximacao entre professor e aluno, pautada na liberdade,
confianga, respeito e amizade, fundamentais para a boa relacdo humana. Esse posicionamento

em defesa da valorizagdo da relagdo afetiva saudavel que o professor deve estabelecer com seus
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alunos ¢ corroborado nas colocacdes do educador Paulo Freire, no sentido de que o professor
deve abandonar o autoritarismo e se abrir para o rompimento de praticas pedagogicas que

negam o respeito a dignidade e autonomia do educando, pois

E a convivéncia amorosa com seus alunos e na postura curiosa e aberta que assume e,
a0 mesmo tempo, provoca-os a se assumirem enquanto sujeitos socios-historicos-
culturais do ato de conhecer, ¢ que ele pode falar do respeito a dignidade e autonomia
do educando. Pressupde romper com concepgdes € praticas que negam a compreensao
da educacdo como uma situagdo gnoseologica. A competéncia técnico cientifica e o
rigor de que o professor ndo deve abrir mao no desenvolvimento do seu trabalho, ndo
sdo incompativeis com a amorosidade necessaria as relagdes educativas. Essa postura
ajuda a construir o ambiente favoravel a produg@o do conhecimento onde o medo do
professor e o mito que se cria em torno da sua pessoa vio sendo desvalados. E preciso
aprender a ser coerente.

De nada adianta o discurso competente se a agdo pedagdgica é impermeavel a
mudancas (FREIRE, 1996, p. 7).

Essa relagdo humana possibilita ao professor identificar os interesses individuais e
coletivos do grupo e, diga-se de passagem, interesses, anseios € expectativas bastante
diversificadas, expressos por essas pessoas batalhadoras, humildes, sensiveis e carentes de
atencdo, reconhecimento e respeito, na tentativa de atender, na medida do possivel, suas
expectativas. Através desse didlogo o professor estabelece uma relagdo mutua de respeito e
confianga que lhe permite, numa agdo investigativa e reflexiva, definir os contetidos e recursos
metodoldgicos mais apropriados para que, dentro dos limites permitidos pela flexibiliza¢ao
curricular, se crie reais condigdes para uma aprendizagem significativa.

Segundo Fonseca (2005), educadores matematicos de jovens e adultos se desdobram na
busca por materiais de cunho mais instrumental como complemento aos textos de reflexdo
tedrica como subsidio para a discussao, elaboragdo e implementacao de propostas pedagdgicas
para a EJA. Dentre as principais dificuldades enfrentadas pelo professor de Matematica da
Educacao de Jovens e Adultos da Escola Basica destaca-se, além da deficiéncia formativa para
se trabalhar especificamente com jovens, adultos e idosos, a pequena produ¢do de materiais
didaticos elaborados especificamente para o ensino de Matematica nessa modalidade, restando

aos educadores matematicos nado muito mais que

. recorrer a materiais que, embora elaborados originalmente visando o publico
adolescente ou mesmo infantil, podem ser adaptados ao trabalho com alunos adultos
porque tratam de maneira adequada os conteudos matematicos (sob o ponto de vista
conceitual, epistemoldgico, histdrico, utilitario) e de maneira respeitosa o aprendiz.

(FONSECA, 2005, p. 100)
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Diante da indisponibilidade de material didatico especifico para a modalidade, fica a
cargo do professor da Educagao de Jovens e Adultos buscar em materiais elaborados para outras
modalidades de ensino subsidios para nortear suas agdes. Maior cuidado deve-se tomar ai para
ndo infantilizar o ensino, criando um forte entrave a superagdo dos traumas e frustragdes
provenientes das experiéncias escolares negativas que provavelmente estao inculcados nesses
alunos. Ademais, ¢ imprescindivel que o professor se empenhe na busca por metodologias
inovadoras e potencialmente eficazes para o resgate da autoestima e da autoconfianga desses
alunos como estimulo a permanéncia e €xito escolar.

Generalizando as consideracdes de Nunes, Carraher e Schliemann (2011), destaca-se a
possibilidade de uma nova concepgao sobre o fracasso escolar de jovens e adultos, caracterizada
pela superagdo da visdo de fracasso do aluno, para dar lugar ao reconhecimento de um fracasso
da escola. H4 certa coeréncia quando se nota a incapacidade do professor em reconhecer e
explorar as reais potencialidades do aluno, lidar com e sobre os processos naturais que
favorecem a aquisi¢do do conhecimento e relacionar o conhecimento formal que se deseja
transmitir ao conhecimento prévio produzido por meio de experiéncias anteriores vivenciada

fora e/ou dentro do ambiente escolar.

A evasdo e o fracasso escolar aparecem hoje entre os problemas de nosso sistema
educacional que sdo estudados de forma relativamente intensa. A concepcdo de
fracasso escolar aparece alternativamente como fracasso dos individuos (Poppovic,
Esposito e Campos, 1975), fracasso de uma classe social (Lewis, 1967, Hoggart,
1957) ou fracasso de um sistema social, economico ¢ politico (Freitag, 1979; Porto,
1981) que pratica uma seletividade socio-econdmica indevida. [...] pretende-se
explorar uma outra alternativa: o fracasso escolar ¢ o fracasso da escola. (NUNES;
CARRAHER; SCHLIEMANN, 2011, pp. 41-42)

Embora alguns estudiosos relacionem o fracasso escolar a deficiéncias de natureza
cognitiva, afetiva e social provenientes da vivéncia em ambientes culturalmente deficitarios e
outros defendam a ideia de que esse fracasso ¢ determinado predominantemente por fatores de
ordem bioldgica, tais concepgdes nao se sustentam diante da constatagdo de que muitos dos
alunos que vivem essa mesma realidade t€ém bom rendimento escolar. Pode ser que esse
fracasso tenha maior relagdo com a propria acdo educativa, com o aspecto seletivo do sistema
educacional e com as dificuldades de acesso da classe baixa a educagao formal, “eliminando a
possibilidade de que seus membros possam resolver por si proprios os problemas sociais e
econdmicos que enfrentam em decorréncia da hiperurbanizagdao” (PERLMAN, 1977 apud

NUNES; CARRAHER; SCHLIEMANN, 2011, p. 43).
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Apesar dos inegaveis avangos nas politicas publicas voltadas para a Educagdo de Jovens
e Adultos, principalmente a partir da tltima década do século passado, as mengdes presentes
nos documentos oficiais da educagdo basica revelam o quanto essa modalidade ainda se
mantém, por falta de incentivo governamental, relegada a um segundo plano. Esse descrédito
ainda se agrava pela falta de interesse de docentes em compreender as especificidades do aluno
adulto, adotar metodologias e elaborar materiais didaticos adequados, suprimindo assim a
infantilizacdo pela contextualizagdo do ensino, de modo a contribuir para a constru¢ao do
processo de conscientizagao critica e conquista da cidadania.

Uma outra causa marcante da repeténcia e da evasdo escolar na EJA ¢ a ineficiéncia do
processo avaliativo que, a exemplo do que ocorre no ensino regular, tem caracteristicas muito
mais classificatorias e punitivas que investigativas, sobre os avancos alcangados pelos alunos e
as possiveis falhas metodologicas, como o deveria ser. A propria forca do termo “avaliagdo”
atribuida aos instrumentos formais de “verifica¢do de aprendizagem” ja reflete o carater cruel
desse processo e gera fortes tensdes. Além do fato de que as questdes ali elencadas ndo
contemplam todo o conhecimento do aluno, os resultados produzidos em meio a essa
instabilidade emocional ndo refletem fielmente a realidade do aluno.

E preciso romper com os paradigmas sobre a avaliagio tradicional para aliviar a pressdo
psicologica que esse tipo de instrumento impde sobre os alunos, superar seu carater
classificatorio e dar a ela um corpo de investigacdo dos avangos alcangados pelos alunos,
embora se admita que o professor adote parametros para avaliar os niveis de conhecimento, nao
para classificar, mas para tomar medidas necessarias ao preenchimento das principais lacunas
do ensino. Avaliar o aluno jovem e adulto pressupde se envolver em um processo continuo,
dialogico e desarraigado de certas formalidades. Para D’ Ambrosio (2012), “a transparéncia dos

esquemas de avaliagdo e a exposi¢do de resultados sdo essenciais”, mas

Seria desnecessario dizer o quanto os modelos classificatorios de avaliagdo podem
abrir espago para a corrup¢do. [...] corrupgdo num sentido mais amplo e ainda mais
grave, pois esses modelos levam os avaliados a se adaptar ao que ¢ desejado pelos
avaliadores. [...] Claramente, as avaliagdes como vém sendo conduzidas, utilizando
exames e testes, tanto de individuos como de sistemas, pouca resposta tem dado a
deploravel situagdo dos nossos sistemas escolares. (D’AMBROSIO, 2012. p. 59)

Essa inovagdo no processo avaliativo, como dito, requer do professor o abandono do
modelo ineficiente de avaliagdo elaborada para momentos especificos, visando respostas
compativeis com um resultado esperado, acabado e, muitas vezes inico. Nesse processo o

professor, avaliando enquanto ensina e aprendendo enquanto avalia, consegue identificar os
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avancos e as falhas de aprendizagem dos alunos e tomar agdes corretivas constantemente e de
forma consciente e intencional, longe das tensdes daquele modelo de avaliagdo marcado por
injusticas que culminam em um grande empecilho a permanéncia e éxito na EJA. Fora dessa

concepe¢ao a avaliagcdo ndo representa mais que mera formalidade, desprovida de sentido.

1.3 Geometria Espacial na EJA Ensino Médio

Dentre as principais causas do triste abandono do ensino de Geometria na escola
destaca-se a deficiéncia formativa do professor que, sem deter o conhecimento geométrico
necessario para realizar suas praticas pedagdgicas, vive as tensdes de tentar ensinar algo que
nao sabe ou, ainda pior, se abstém de ensina-lo. A situagdo se agrava com a apresentagao dos
conteudos geométricos quase sempre nos ultimos capitulos do livro, ficando seu ensino refém
das limita¢des do tempo letivo. Tal omissdo custa a escola e a sociedade a ofuscacdo da visdo
de qudo bela, rica, poderosa e importante a Geometria ¢ para a formagao do cidaddo. Assim,

um lugar prioritario dessa valorosa area nas instituicoes de ensino € digno de defesa.

Na verdade, para justificar a necessidade de se ter a Geometria na escola, bastaria o
argumento de que sem estudar Geometria as pessoas ndo desenvolvem o pensar
geométrico ou o raciocinio visual e, sem essa habilidade, elas dificilmente
conseguirdo resolver as situagdes de vida que forem geometrizadas; também nao
poderdo se utilizar da Geometria como fator altamente facilitador para a compreensdo
e resolucdo de questdes de outras areas de conhecimento humano. Sem conhecer
Geometria a leitura interpretativa do mundo torna-se incompleta, a comunicag@o das
ideias fica reduzida e a visdo da Matematica torna-se distorcida. (LORENZATO,
1995.p.5)

No contexto da EJA, ¢ evidente que o cidaddo adulto, escolarizado ou nao, conhece a
geometria do cotidiano e exerce varias acdes sobre ela. No entanto, esse conhecimento ¢
fundamentado no empirismo e limitado as necessidades imediatas do individuo, o que o torna
parcial e susceptivel de conclusdes equivocadas. Sem dividas, ¢ no ambiente escolar que o
conhecimento de senso comum se completa e se formaliza, falhas conceituais sao corrigidas e
novos conhecimentos produzidos, de modo a preparar antecipadamente o aluno para agir
positivamente diante de situagdes inesperadas do seu cotidiano, com a autonomia necessaria
para, diante das adversidades, lutar pela conquista de seus interesses.

A abordagem adequada da Geometria Espacial fortalece a conexdo preexistente entre os
conteudos geométricos escolares € o conhecimento de mundo do aluno adulto. Mas essa

adequagdo requer um bom planejamento e a adocao de estratégias que possibilitem a esse aluno
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acompanhar as aulas de Geometria Espacial com autoconfianga e entusiasmo, sanar suas
deficiéncias conceituais e avancgar, gradativamente, para niveis mais elevados de pensamento
geométrico. Nesse sentido, cabe-nos uma reflexdo sobre o conhecimento de certas teorias de
desenvolvimento do pensamento geométrico, como o modelo de van Hiele, aliado ao uso de
ambientes de geometria dindmica, como o software GeoGebra.

Convém observar que a conquista da autonomia e da capacidade de promover as
transformagdes sociais almejadas pelo individuo e pelo grupo estao situadas em contextos tao
diversos e distintos que demandam um Plano de Trabalho Docente dimensionado para além do
aspecto burocratico e legalista. Isso porque, sem a intencional coeréncia com os objetivos e as
condigdes de trabalho que se traduzem na percep¢do das limitacdes dos ambientes de
aprendizagem e das potencialidades dos individuos envolvidos no processo, o sucesso que se
prega para a Educacdo de Jovens e Adultos e por que ndo dizer, para a Educacao de um modo
geral ndo passaria, certamente, de mera utopia.

Dentro dessa perspectiva, o planejamento do professor deve estar imbuido de uma
profunda reflexdo sobre o contetido que se deve trabalhar, partindo de quatro premissas: “o que
ensinar”, “por que ensinar’, “quando ensinar’ e “como ensinar’. A resposta a esses
questionamentos vai depender de fatores diversos e, inevitavelmente influenciados pelos
anseios, necessidades e expectativas dos alunos. E claro que esses fatores devem se conectar a
outros fatores inerentes ao proprio ambiente escolar, mas esses ndo podem se sobrepor aqueles.
E por isso que o planejamento carece de certa desburocratizagdo a medida que, por questdes
contextuais, tende a superar os limites da legalidade.

Na concepcao de Freire (1996), ¢ dever do professor:

[...] ndo so respeitar os saberes com que os educandos, sobretudo os das classes
populares, chegam a ela — saberes socialmente construidos na pratica comunitaria —
mas também, como ha mais de trinta anos venho sugerindo, discutir com os alunos a
razdo de ser de alguns desses saberes em relagdo com o ensino dos conteudos. Por que
ndo aproveitar a experiéncia que tém os alunos de viver em areas da cidade
descuidadas pelo poder publico para discutir, por exemplo, a polui¢do dos riachos e
dos corregos e os baixos niveis de bem-estar das populacdes, os lixdes e os riscos que
oferecem a saude das gentes. Por que ndo ha lixdes no coragdo dos bairros ricos e
mesmo puramente remediados dos centros urbanos? (FREIRE, 1996, p.16).

Contudo, uma das maiores dificuldades enfrentadas pelo docente, na visdo do
pesquisador, diz respeito a indisponibilidade de tempo para se trabalhar os contetidos de forma
contextualizada e entremeada por experiéncias praticas, sem afetar o cumprimento integral do
curriculo programado. Por outro lado, a aprendizagem avanca por caminhos mais largos quando

¢ dada ao estudante a oportunidade de participar ativamente do processo, sentindo-se valorizado
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e respeitado, capaz de contribuir para a construcio do proprio conhecimento. Tais
consideragdes sao muito pertinentes no campo das reflexdes acerca das inovagdes
metodoldgicas, em particular, o uso de recursos tecnoldgicos em sala de aula.

A valorizacao do conhecimento prévio do aluno e o respeito a sua forma de pensar e se
expressar sdo atitudes essenciais para o resgate da confianca e autoestima como meio da
conquista da autonomia para agir positivamente diante de situacdes-problema, sejam elas
ficticias, como as simulagdes propostas como atividade escolar, ou reais, como aquelas que
frequentemente surgem no dia a dia. No entanto, um possivel desequilibrio gerado pelo
contraste entre a linguagem materna e a linguagem escolar, entre o conhecimento de senso
comum e o conhecimento escolar formalizado, podem culminar na resisténcia do aluno em
aceitar certos vocabularios, procedimentos e conceitos apresentados pelo professor.

Segundo Nunes, Carraher ¢ Schliemann (2011, pp. 66-67), pesquisas mostram que o
desempenho na resolucdo de problemas da vida supera em muito o desempenho na resolucao
de problemas escolares, mesmo quando simuladas as mesmas situagdes. Isso mostra que, além
da necessidade da contextualizagdo dos contetidos, principalmente, mas ndo somente, no
contexto da EJA, existe um outro problema, que se trata das diferencas entre a comunicacao
oral e a comunicagdo escrita. Ao que se percebe, a desarmonia entre a linguagem materna e a
linguagem formal adotada no ambiente escolar € uma barreira que precisa ser rompida para que
a aprendizagem seja significativa.

De acordo com os mesmos autores, ¢ dificil comparar os niveis de motivagdo do aluno
para resolver problemas escolares e problemas do cotidiano, uma vez que as consequéncias do
erro se diferem nas duas situagdes. No entanto, ha divergéncias entre as relagdes pessoais que
se desencadeiam na escola e aquelas relagdes estabelecidas fora dela. Nesse sentido, € possivel
que a grande diferenga entre a eficiéncia escolar € o desempenho na resolucao de problemas
cotidianos nao resulte necessariamente de fatores motivacionais nem das relagdes humanas,
mas das diferengas nas estratégias cognitivas escolhidas para a resolucao desses problemas e
das diversas, amplas e conflitantes relacdes geradas em situagdes tao distintas.

Nesse sentido, Moreira e David (2007), fazem a seguinte consideragdo: “Se, por um
lado, o conhecimento anterior do aluno pode servir de obstaculo para o avango no aprendizado,
por outro, ¢ indiscutivel que os processos de abstragdo e generalizacdo se desenvolvem
essencialmente em interagdo com esse conhecimento.” (MOREIRA; DAVID, 2007. p. 32). No
campo da Geometria Espacial, o possivel obstaculo que se observa diz respeito a resisténcia do
aluno adulto em abandonar suas concepgdes fundamentadas no empirismo para dar lugar a

novas formas de conceber propriedades e relagcdes entre objetos.
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Desse modo, ¢ sensato associar as dificuldades de abstragao observada no aluno adulto
as metodologias tradicionais de ensino. Diante das experiéncias escolares negativas do passado,
ha de se compreender que esse aluno se desmotiva muito facilmente quando lhe sdo
apresentadas féormulas acabadas, sem demonstracao pratica daquilo que se pretende mostrar, ou
simplesmente, quando o resultado diferente do esperado ¢ desprezado ou considerado como
erro. Valorizar a forma de pensar do aluno, contextualizar o ensino e adequar as metodologias
aos interesses do aluno se constituem em um grande estimulo & efetivagdo do processo de
ensino-aprendizagem e da universalizagdo do acesso a educacdo bdsica.

Fazendo mengdo ao ensino de matematica na atualidade, D’ Ambrosio (2012) chama a
ateng¢do para a incompreensao de muitos professores acerca da necessidade de se relacionar o
contetdo matematico com o mundo real, requisito fundamental na preparacao para a cidadania.
Para esse autor, alguns ainda preservam a visao de uma Matemadtica independente do contexto
cultural e social, embora ndo contestem a contextualizagdo de outras disciplinas.
Particularmente, no tocante ao ensino de geometria na EJA, ha evidéncias de que a
contextualizagdo dos conteidos tem se revelado um importante elemento motivador e
facilitador da aprendizagem, sobretudo diante das peculiaridades do aluno jovem e adulto.

Importa salientar que a contextualizacdo do ensino de Matematica, além de levar em
consideragao o cotidiano do aluno, também vincula os conteudos matematicos a outras areas de
conhecimento. Nesse sentido, os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) alertam
sobre os riscos da interpretacao equivocada de que contextualizar ¢ abordar apenas o que se
supde fazer parte do cotidiano do aluno, pois sob essa concepg¢do, “[...] muitos conteudos
importantes serdo descartados por serem julgados, sem uma analise adequada, que ndo sdo de
interesse para os alunos porque nao fazem parte de sua realidade ou ndo tém uma aplicagdo
pratica imediata” (BRASIL, 1998, p. 23).

Na atualidade ¢ inconcebivel que o ensino da geometria formal na EJA se faca, como o
tem sido tradicionalmente, sem referéncia ao conhecimento cotidiano do aluno jovem e adulto.
Segundo Nunes, Carraher e Schliemann (2011), ndo deve haver distingdo entre a Matematica
formal e a Matematica enquanto atividade humana. Desse modo, o professor deve buscar
alternativas metodologicas para fazer da sala de aula um ambiente atrativo para a expansao do
conhecimento cotidiano, através da acdo investigativa e da troca de experiéncias, de modo
dinamico e interessante para o aluno. Nesse ambiente de ensino contextualizado o aluno se
motiva a aprender geometria de forma prazerosa e significativa.

Ensinar Geometria espacial na EJA a partir de figuras estaticas ¢ um grande desafio,

contudo, valendo-se dos conhecimentos empiricos que esses alunos ja trazem, o professor pode



43

langar mao de recursos tecnologicos apropriados para a constru¢cdo e manipulagcdo de objetos
similares aqueles que fazem parte do cotidiano do aluno respeitando seus niveis de pensamento
geométrico. Segundo Giraldo, Caetano e Mattos (2012), o processo de construir uma
representacao para um objeto em um ambiente de geometria dindmica leva o aluno a percepcao
e reflexdo acerca das propriedades e relacdes matematicas entre as inimeras imagens que se

sobrepdem, se articulam entre si e sao manipuladas de forma interativa.

Nesse ambiente, a garantia de validade das propriedades e relagdes matematicas do
objeto representado ¢é incorporada concretamente no proprio processo de construcdo
da representag@o. Dessa forma, as proprias experiéncias de construir representagdes
em geometria dindmica ja constituem, por si so, exercicios que demandam um maior
nivel de conhecimento matematico dos objetos. Essas experiéncias podem ainda
fornecer pistas sobre outras propriedades e relagdes dos objetos construidos, além
daquelas que fazem parte de suas defini¢des ou sdo dadas nos enunciados dos
problemas, sugerindo porque estas sdo validas (ou ndo validas) e indicando caminhos
para sua dedugdo. Assim, o processo de construgdo pode nos levar a perceber ou a
conjecturar propriedades, que, evidentemente, deverdo ser confirmadas ou refutadas
por argumentos matematicos. (GIRALDO; CAETANO; MATTOS, 2012, p. 114)

As potencialidades reconhecidas nos softwares de geometria dindmica promovem o
desenvolvimento da abstracdo matematica, uma vez que possibilitam a analise de relagdes e
propriedades de objetos matemdaticos e a formulagdo de conjecturas que, seguidas
necessariamente de comprovacgdes ou refutacdes por meio de argumentos matematicos formais,
auxiliam na expansdo da concep¢do de uma representacdo geométrica de desenho, quando a
imagem ¢ vista como representagdo de um objeto isolado, para figura, quando essa mesma
imagem ¢ percebida como representagdo genérica de uma classe de objetos matematicos, que
compartilha um conjunto comum de propriedades.

Nas reflexdes acerca da resisténcia de alguns professores ao uso de recursos
tecnoldgicos como componentes facilitadores no processo de ensino e aprendizagem, ndo se
deve ignorar que vivemos na era digital, em tempos modernos nos quais, além de outros
atributos que lhe sdo peculiares, a tecnologia disponibiliza diversos aplicativos e ferramentas
potencialmente eficientes na constru¢cdo do conhecimento e no processo de aproximacao entre
alunos e professores, estreitando os lagos de amizade fundamentais para uma educagdo
humanizada capaz de, por meio dessa acdo dialdgica, dinamica e colaborativa, promover
significativas melhorias na qualidade do ensino de geometria na EJA.

Entretanto, ndo se deve admitir que os recursos tecnologicos se sobreponham as teorias
educacionais, pois esses ndo surtirdo nenhum efeito positivo se ndo houver um planejamento
pautado na compreensdo do pensamento do aluno, no desenvolvimento cognitivo € na

capacidade de perceber, interpretar, planejar e agir sobre situagdes propostas pelo professor,
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visando a criagdo de um ambiente favoravel ao aprimoramento dos conhecimentos prévios e a
construgdo e socializacdo de novos conhecimentos. Apesar das inegaveis contribuigdes para o
ensino, a eficacia educacional dos softwares de geometria dindmica esta condicionada a

compreensdo dos niveis de pensamento geométrico do aluno.

1.4 A Teoria de Van Hiele e 0 Desenvolvimento do Pensamento Geométrico

Transcendendo os limites do saber e fazer, a aprendizagem significativa que miramos
pressupde a acdo consciente que se apresenta na forma de aplicacdo do conhecimento de forma
sistematica e ordenada na resolugdo de problemas, onde estd imbuida e claramente expressa a
compreensdo do que se esta fazendo, por que se estd fazendo e qual o momento certo para o
fazer. Nesse sentido, o professor deve propor, dentro do contexto do aluno, atividades que
simulem situagdes ndo usuais, como estimulo ao desenvolvimento da capacidade de elaborar,
consciente e deliberadamente, métodos e agdes para solucionar esse problema ficticio, como
preparacdo para agir diante de uma possivel situagdo real futura.

Quanto ao ensino de geometria, ¢ imprescindivel que o professor conheca os niveis de
pensamento e conhecimento geométrico de seus alunos, pois € a partir desse conhecimento que
se deve planejar as acdes de modo que as atividades estejam dentro de um nivel de resolugao
acessivel para todos. E claro que para atingir seus objetivos educacionais o professor precisa
colocar as atividades em um nivel relativamente elevado, mas isso deve ocorrer de forma
gradual para ndo se correr o risco de elevar o grau de dificuldade além do nivel de pensamento
geométrico do aluno. As agdes devem ser sistematizadas, de modo a promover a elevacao
gradativa do aluno a niveis superiores do pensamento geométrico.

Nesse sentido, Kaleff [et al] (1994) observam que as deficiéncias na formacao do
pensamento abstrato em geometria, presente até mesmo entre alunos que cursam os ultimos
semestres dos cursos de graduacdo em matematica, decorrem da incapacidade de relacionar
sistemas axiomaticos e das dificuldades em sistematizar o pensamento dentro da propria
geometria euclidiana. Essa triste realidade pressupde a necessidade de reflexao acerca de certas
teorias sobre o desenvolvimento do pensamento geométrico. Para tal, esse trabalho apresenta o
importante Modelo desenvolvido pelo casal de professores holandeses Pierre van Hiele e Dina
van Hiele, citado na literatura como guia para aprendizagem em geometria.

Diante da caotica situagdo do ensino da Geometria, decorrente de causas diversas,

conforme mencionado por Lorenzato (1995), ha de se considerar a forma como os conteudos
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geométricos vém sendo abordados, sem quaisquer aplicagdes ou explicagdes de natureza
histérica ou logica, e, portanto, desprovida de significado para o aluno. Nesse sentido, propde-
se aqui uma analise criteriosa do desenvolvimento do pensamento geométrico, como principio
fundamental para que a aprendizagem ocorra e seja, de fato, significativa para os estudantes da
Educagdo basica e, em particular, para alunos da Educaciao de Jovens e Adultos (EJA). Nesse
trabalho, essas discussdes tém aporte tedrico no Modelo do casal van Hiele, tomado como norte
para o planejamento de atividades para o estudo de geometria, buscando-se compreender os
cinco niveis de compreensao que, segundo essa teoria, descrevem o estado e a evolucdo do
pensamento geométrico, essenciais para a negociagao de significados.

Segundo Kaleff [et all] (1994), embora as primeiras publicagdes dos resultados das
investigagdes realizadas pelo casal de professores holandeses Pierre van Hiele e Dina van Hiele-
Geldof sobre o desenvolvimento do pensamento geométrico tenham ocorrido em 1959 e, no
ano seguinte, esse modelo ja tenha sido inserido no curriculo de geometria nas escolas da entdo
Unido Soviética, essa teoria s6 alcangou repercussdo mundial em 1973, com a publicagdo do
livro “Mathematics as an Educational Task”, no qual o matematico holandés Hans Freudenthal
destaca a importancia desse trabalho, que ficou conhecido como Modelo de van Hiele e
comegou a ser divulgado em 1976, pelo professor americano Izaak Wirsup.

Sobre a construgdo de conceitos geométricos, van Hiele (1957 apud LIMA; SANTOS,
2020, p. 11), inspirado na teoria da evolugdo da inteligéncia segundo a ideia construtivista de
Piaget, descreve cinco diferentes niveis de raciocinio e afirma que o desenvolvimento desses
niveis ¢ mais influenciado pelas metodologias adotadas do que pela maturagdo e idade dos
sujeitos. Para eles, o aluno deve construir ativamente seu proprio conhecimento, passando
necessariamente por niveis mais baixos de pensamento geométrico antes de alcangar os niveis
mais altos. Para que isso ocorra, € preciso instigar o raciocinio do aluno, leva-lo a questionar,
interpretar, raciocinar, conjecturar, argumentar, verificar e provar o que estd sendo investigado.

Para Oliveira e Gazire (2012, p. 10), apesar de sua influéncia piagetiana, Van Hiele
revela ser mais otimista que Piaget, pois acredita que o desenvolvimento cognitivo em
geometria pode ser acelerado através de instrugdes adequadas. Segundo a autora, o modelo de

van Hiele ¢ composto de duas partes.

[...] a primeira, totalmente “descritiva”, procura explicar como se processa a evolugao
do raciocinio geométrico dos alunos através da descri¢@o dos niveis de pensamento
identificados; a segunda, “prescritiva”, d& indicagdes de como um professor pode
ajudar o seu aluno a alcangar um nivel superior de raciocinio. (OLIVEIRA; GAZIRE,
2012, p. 10, grifo nosso)
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Na literatura, os niveis de pensamento geométrico de van Hiele sdo enumerados e
denominados de diferentes maneiras. Contudo, enumerar os niveis de 1 a 5 pode ser mais
conveniente quando se considera que, apesar de, originalmente, a teoria indicar cinco niveis de
pensamento geométrico (1- visualizagdo; 2- analise; 3- deducdo informal; 4- dedugdo formal;
5- rigor), algumas pesquisas (SENK, 1989; USISKIN, 1982, apud VIEIRA; ALLEVATO,
2015, p. 45) sugerem a existéncia de um nivel mais bésico que o primeiro nivel (visualizagado).
Seria concebivel, entdo, considerar nivel 0 aquele no qual ndo ocorre sequer o reconhecimento
visual do objeto, mas esse possivel nivel ndo sera abordado nesse trabalho.

Onivel 1 — Visualiza¢do ou Reconhecimento — é caracterizado, segundo van Hiele (1999
apud VIEIRA; ALLEVATO, 2015, p. 45), pela compreensdo das figuras de acordo com sua
aparéncia, ou seja, pela capacidade de identificar e trabalhar com formas geométricas de acordo
com a aparéncia global dessas formas. Nesse nivel, o aluno reconhece as figuras, sdo capazes
de representa-las como imagens mentais e utilizam-se de modelos visuais e de imagens
conhecidas para identifica-las. Nesse sentido, por exemplo, o aluno pode reconhecer
determinada figura como um cubo pela sua aparéncia com um dado, ou um prisma qualquer
por se parecer com uma caixa. Nao hé ainda consciéncia das propriedades, nem de todos os
elementos que compdem a figura.

Embora esse primeiro nivel seja fortemente influenciado pela percepg¢ao, pressupondo
que o professor proponha atividades de observacdo, manipulagdo, construg¢do, separagao,
composi¢ao e decomposi¢do, o aluno ainda ndo demonstra consciéncia das propriedades que
determinam as formas. Além disso, tais propriedades nao sdo abstraidas a partir da manipulagdo
dessas formas, apesar de atividades dessa natureza auxiliarem o processo de transi¢do para o
estagio seguinte, que ocorre na fase de aprendizagem mais avangada para esse nivel e marca o
momento no qual os estudantes comegam a associar figuras com caracteristicas e propriedades
comuns.

No nivel 2 — Andlise — o aluno, usando do raciocinio sobre conceitos geométricos,
reconhece as figuras geométricas por meio de uma andlise informal de suas partes e atributos
através de observagdo e experimentagdo, ou seja, a partir da percepgao de suas propriedades
apreendidas experimentalmente, por meio de atividades de observagao, de medi¢ao e desenhos.
“Nesta fase o aluno comeca a discernir as caracteristicas e propriedades das figuras, mas nao
consegue, ainda, estabelecer relacdes entre essas propriedades e nem entende as defini¢cdes ou
vé inter-relagdes entre figuras”. (PEREIRA; SILVA; MOTTA JUNIOR, 2005, p. 25 apud
VIEIRA; ALLEVATO, 2015, p. 45).
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Nesse estagio, o aluno comeca a discernir caracteristicas das figuras geométricas, a
conceituar classes e formas a partir da combinagdo de suas propriedades e a apreciar que uma
colecdo de formas ¢ composta devido as suas propriedades. No entanto, por ndo conseguir
explicitar ainda as inter-relagdes entre figuras ou propriedades, esse aluno se encontra
susceptivel a uma série de equivocos. Desse modo, por exemplo, ele poderia apropriar-se da
convic¢do de que determinada figura ndo ¢ um prisma porque ¢ um cubo.

O nivel 3 — Deducao Informal ou Ordenacdo — ¢ marcado pela capacidade para formar
definicdes abstratas, distinguir entre a necessidade e a suficiéncia de um conjunto de
propriedades no estabelecimento de um conceito geométrico, estabelecer inter-relagdes entre as
propriedades nas figuras e at¢ mesmo compreender algumas argumentagdes 16gicas no dominio
da Geometria. Desse modo, o aluno reconhece classes de figuras, entende a inclusdo e
intersecdo de classes e consegue classificar figuras seguindo uma hierarquia (ordenando as
propriedades, por exemplo) e justificar suas classificagcdes, ainda que seus argumentos sejam
apresentados de maneira informal. Por exemplo, esse aluno consegue perceber que um cubo ¢
um prisma porque ¢ dotado de todas as propriedades do prisma.

O aluno nesse nivel ¢ capaz de descobrir propriedades geométricas por meio de
dedugdes informais. Segundo van Hiele (1999 apud VIEIRA; ALLEVATO, 2015, p. 47), esse
aluno, diante de suas descobertas, comeca a se preocupar com as propriedades dos objetos
geométricos e a sentir a necessidade de organizar essas propriedades e estabelecer relacdes entre
elas. A partir da organizacdo logica dessas ideias, surgem as primeiras manifestagoes do
verdadeiro pensamento dedutivo e, valendo-se das propriedades que ja conhece, o aluno passa
a formular defini¢des e utiliza-las para justificar seu raciocinio.

O desenvolvimento do aluno nesse nivel torna-o capaz de trabalhar com sentencas
abstratas e, com o aprimoramento do conhecimento sobre as propriedades geométricas,
estabelecer conclusdes baseadas mais na ldgica do que na intuigdo. Entretanto, esse aluno ndo
compreende ainda o significado de uma dedugdo como um todo, ou o papel dos axiomas.
Embora seja capaz de acompanhar provas formais, ndo consegue perceber como construir uma
prova partindo-se de premissas diferentes, nem compreende que a dedugao logica ¢ o método
inicial para se estabelecer verdades geométricas.

O nivel 4 — Deducao Formal — ¢ caracterizado pela percep¢ao da necessidade de um
sistema ldgico estruturado, no qual o aluno, ao examinar mais do que apenas as propriedades
das formas, consegue construir racionalmente suas provas e demonstragdes, € ndo apenas
memoriza-las, valendo-se da sua capacidade de raciocinar formalmente no contexto de um

sistema matematico completo, com termos indefinidos, com axiomas, com um sistema l6gico
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subjacente, com definigdes e teoremas. “Neste estadgio o aluno analisa e compreende o processo
dedutivo e as demonstracdes com o processo axiomatico associado” (PEREIRA; SILVA;
MOTTA JUNIOR, 2005, p. 25 apud VIEIRA; ALLEVATO, 2015, p. 47). Além disso, percebe
a possibilidade de desenvolver uma prova de mais de uma maneira e torna-se capaz de,
deduzindo uma afirmagdo a partir de uma outra ou de outras, desenvolver sequéncias de
afirmacdes que levem ao estabelecimento uma teoria geométrica.

O nivel 5 — Rigor — ¢ o nivel mais elevado do modelo van Hiele, no qual varios sistemas
dedutivos sdo avaliados com alto grau de rigor. “Os objetos de atengdo sdo os proprios sistemas
axiomaticos, nao apenas as dedugdes dentro de um sistema” (VAN DE WALLE, 2009, p. 443
apud VIEIRA; ALLEVATO, 2015, p. 47). E caracterizado pela comparacdo entre diferentes
sistemas axiomaticos no estudo de varias geometrias, incluindo as ndo euclidianas, sem a
necessidade de modelos concretos e pelo aprofundamento na analise de propriedades de um
sistema dedutivo, tais como consisténcia, independéncia e completude dos axiomas. E o nivel
menos abordado nas pesquisas, pois a Geometria escolar mal chega ao nivel da dedugao formal.

De acordo com Crowley apud Lindquist e Shulte (1994, p. 6), Kaleff (1994, pp. 6-7) e
Alves e Sampaio (2010, p. 71), os van Hiele propuseram que cada nivel de raciocinio engloba
cinco fases sequenciais de aprendizagem: interrogagdo, orientagdo dirigida, explicagdo,
orientagdo livre e integrag¢do. Eles afirmam que “o ensino desenvolvido de acordo com essa
sequéncia favorece a aquisicdo de um nivel de pensamento em um determinado tépico de
geometria” (KALEFF, 1994, p. 6). A descri¢ao das fases de aprendizagem pelos van Hiele ¢
uma proposta de organizacao das atividades, que devem ser elaboradas gradativamente,
respeitando-se o ritmo de desenvolvimento do aluno.

A fase 1 (Questionamento ou Informag¢ao) ¢ caracterizada pelo didlogo entre professor
e aluno sobre o material de estudo, momento no qual o professor faz observagoes, levanta
questdes e apresenta o vocabulario especifico do nivel a ser atingido. Nessa fase o professor
percebe o grau de conhecimentos anteriores do aluno sobre o assunto e o aluno percebe que
dire¢do os estudos tomarao.

Na fase 2 (Orientacdo Direta) os alunos exploram o assunto a partir de materiais
cuidadosamente selecionados pelo professor e executam atividades, normalmente em etapa
Unica, que proporcionam respostas especificas e objetivas, favorecendo a familiarizagao
gradual com as estruturas caracteristicas desse nivel.

A fase 3 (Explicitagdo) ¢ marcada pela autonomia dada aos alunos para, expressando
verbalmente suas opinides emergentes sobre as estruturas que observam, trocarem experiéncias,

confrontarem pontos de vista e analisarem individualmente suas ideias e buscarem um
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consenso, sem a intervencao do professor, que apenas atua como observador. A partir dessas
manifestagdes espontaneas e coletivas, os alunos refinam o uso do seu vocabulario.

Na fase 4 (Orientagdo Livre) as tarefas sdo constituidas de maultiplas etapas, com a
possibilidade de diversas respostas e diferentes formas de resolugao, a fim de que o aluno ganhe
experiéncia e autonomia na busca de sua forma individual de resolver as tarefas e sua propria
orientacdo no caminho da descoberta de seus objetivos, de modo a tornar claras as relacdes
entre os objetos de estudo.

Na fase 5 (Integragdo), o professor atua como mediador no processo de sintese,
fornecendo ao aluno experiéncias e observagdes globais sem, contudo, apresentar novas ideias
ou informagdes convergentes com as observadas nas fases anteriores. Ao superar essa fase o
aluno esta apto para avancar para o nivel posterior.

De acordo com VIEIRA e ALLEVATO (2015), o modelo de van Hiele classifica o
desenvolvimento do pensamento geométrico em niveis muito bem delimitados, seguindo uma
hierarquia tal que ¢ inconcebivel que o aluno consiga atingir um nivel de pensamento sem antes
ter passado pelos niveis anteriores. Isso ndo significa que ndo possa ocorrer o contrario, pois,
dependendo da metodologia adotada pelo professor, um aluno que se encontra em um
determinado nivel de pensamento pode regredir a niveis inferiores. Por isso ¢ tdo importante
que o professor procure conhecer seus alunos e elaborar um planejamento a luz dessa teoria de
desenvolvimento para que o ensino e a aprendizagem de geometria se concretizem.

Clements e Battista (1992 apud VIEIRA; ALLEVATO, 2015, p. 45), corroboram essa
afirmacdo de que o avanco para um nivel superior do pensamento geométrico pressupoe o
dominio dos niveis precedentes e acrescentam que, além da possibilidade de que conceitos
compreendidos implicitamente em um nivel tornem-se explicitos no nivel seguinte, uma relagao
admitida como correta em um nivel pode revelar-se incorreta em outro, uma vez que cada nivel
possui sua linguagem propria, estabelecida por seus proprios simbolos e pelo conjunto de
relagdes que conecta esses simbolos. Nesse sentido, percebe-se o carater corretivo da evolucao
dos niveis de pensamento segundo van Hiele.

De acordo com Oliveira (2012, pp. 9-10) as principais propriedades dos niveis de
desenvolvimento do pensamento geométrico de van Hiele se resumem em quatro. A primeira
delas ¢ a “hierarquiza¢do e sequencialidade dos niveis”, uma vez que um aluno ndo pode atingir
o nivel n sem ter passado pelo nivel (n — 1); a segunda propriedade ¢ a “adjacéncia”, pois, em
cada nivel de pensamento, o que era intrinseco no nivel precedente torna-se extrinseco no nivel
atual, isto ¢, o produto do nivel n torna-se o objeto de estudo do nivel (n + 1); a terceira

propriedade ¢ a “distingao”, porque cada nivel tem seus proprios simbolos linguisticos e sua
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propria rede de relagdes conectando esses simbolos, ou seja, cada nivel tem uma linguagem
propria; a quarta e ultima propriedade ¢ a “separagdo”, caracterizada pela percepcao de que
duas pessoas que raciocinam em niveis diferentes ndo conseguem se entender. E o que muitas
vezes ocorre na relagio professor-aluno.

Com base no exposto, percebe-se o quanto o conhecimento das propriedades dos niveis
de desenvolvimento do pensamento geométrico de van Hiele pode ser determinante no
planejamento do professor e no éxito do estudo da geometria escolar, principalmente no tocante
a selecao dos conteudos geométricos, escolha dos recursos didaticos e metodologia e percepgao
do momento adequado para se abordar cada contetido, tendo como referéncia o nivel de
desenvolvimento do aluno da EJA, respeitando seu ritmo de aprendizagem e explorando seus
conhecimentos prévios e sua forma de se expressar. E preciso estar atento para o fato de que o
vocabulario utilizado no didlogo entre professor e aluno ¢ elemento primordial para a
compreensdo e, portanto, a linguagem deve estar adequada ao nivel do aluno. Além disso, o
avango para niveis superiores deve ser gradual e sequencial, respeitando-se as fases para a
aquisi¢ao de cada nivel de pensamento geométrico.

A Tabela 1 apresenta algumas das habilidades caracteristica de cada nivel de van Hiele,

segundo Dall’Alba (2015 apud ASSAD, 2017 pp. 45 - 46).

Tabela 1: Habilidades desenvolvidas nos niveis de van Hiele

Habilidades Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4 Nivel 5
Reconhecimento/ Analise Deducio Dedugio Rigor
visualizaciio Informal Formal
Reconhecendo Reconhecer Valer-se  de | Compreender Identificar todas
figuras pela sua | inter-relacdes | informacdes 0s diversos | as informagdes
Reconhecimento | aparéncia global, | e propriedades | sobre uma | sistemas implicitas  nas
visual perceber uma | comuns entre | figura  para | dedutivos e | figuras
figura como parte | figuras deduzir outras | utilizar figuras | geométricas que
de outra maior. distintas. informagdes. | para provar | compoe um
suposicoes. desenho.
Compreender Perceber em | Dominando o | Fazer distingdo | Explicar
algumas detalhes  as | vocabulario entre detalhadamente
defini¢des de | diversas especifico, definigoes, diversos
figuras e associar | propriedades | elaborar axiomas e | sistemas
corretamente um | de uma figura. | expressdes por | teoremas e | dedutivos e
Argumentacio nome a uma meio de inter- | identificar o | elaborar
verbal figura. relagcdes entre | que ¢ | expressoes
as figuras. apresentado e o | matematicas
que € solicitado | para resultados
para fazer | presumidos.
numa
atividade.
Criar esquemas de | Esbogar o | A partir de | Desenhar com | Conceber as
figuras a partir da | desenho  de | figuras dadas, | precisio uma | limitagdes e
correta uma figura a | construir figura a partir | oportunidades
identificagdo  de | partir de | outras figuras | de informagdes | das diversas
seus elementos. propriedades prévias e | reproducdes
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Desenho ou dadas e | pertinentes as | decidir sobre a | graficas;
grafica transpor para | essas. necessidade da | descrever
I\ desenho utilizagdo  de | graficamente,
informacoes elementos em diferentes
verbais. auxiliares para | sistemas
o desenho. dedutivos,
conceitos  ndo
formalizados.
Perceber Reconhecer as | Compreender | Desenvolver Compreender as
diferencas e | diferentes a inclusao de | demonstragdes | limitagdes e
semelhancas entre | classificagdes | classes de | valendo-se de | aplicacdes dos
Raciocinio figuras e a | das  figuras | figuras  por | propriedades e | modelos
logico- preservacdo  da | geométricas e | meio de suas | consequéncias | axiomaticos e
geomeétrico forma de wuma | distinguir propriedades e | decorrentes das | identificar  as
figura figuras pelas | reconhecer a | relagdbes entre | caracteristicas e
independente de | suas importancia figuras ou entre | classificacdo de
sua posicao. propriedades. | de uma boa | elementos de | um sistema
definicao. uma figura. axiomatico.
Reconhecer Perceber Compreender | Inferir Retratar
formas propriedades | o conceito de | propriedades sistemas
geomeétricas geomeétricas um  modelo | dos objetos a | abstratos
presentes nos | nos elementos | matematico partir de | utilizando
Aplicagdo do | elementos da | da natureza; | que retrata | informacdes modelos
conhecimento natureza ou | reproduzir relagdes entre | sobre as suas | matematicos;
geomeétrico transformados fenémenos objetos formas; estabelecer
pelo homem. fisicos em um | geometricos. solucionar padroes
modelo ou no problemas matematicos
papel. associados  a | para representar
objetos fenémenos
geometricos. fisicos.

Fonte: ASSAD (2017 pp. 45 — 46). Adaptado pelo autor

Diante da diversidade da EJA, ha de se considerar que os alunos raciocinam em

diferentes niveis e por isso, hd divergéncias nas opinides e constatacdes. E necessaria a

intervencdo do professor no sentido de favorecer uma boa comunicacdo entre todos os

envolvidos no processo, buscando também meios para os compreender e se fazer compreendido

por eles. Com essa consciéncia, o professor deve incentivar a comunicac¢do em sala de aula, sob

a perspectiva de que alunos em niveis mais avangados sdo capazes de, a seu modo e com uma

linguagem mais proxima da linguagem dos colegas, compartilhar suas ideias, contribuindo para

o avanco de outros, de modo que, com a troca de conhecimentos e intervencao do professor,

todos consigam se apropriar do conhecimento geométrico, tenham éxito escolar, desenvolvam

sua autonomia e se tornem capazes de aplicar esses conhecimentos em situagdes cotidianas.
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1.5 O Ensino de Geometria na EJA, a luz da teoria de van Hiele

Ao contrario do que tradicionalmente se prega, as dificuldades de aprendizagem
atribuida a EJA ndo se explicam, necessariamente, pela falta de capacidade intelectual, muito
menos pela idade cronoldgica do aprendiz. Ao que se percebe, essas dificuldades sdo reflexo
de um planejamento equivocado que desconsidera o fato de que a aprendizagem humana ¢ um
processo sistematico que passa por niveis de desenvolvimento do pensamento humano. O
professor precisa identificar em que nivel o aluno se encontra em determinado conteudo para,
sem saltar etapas, planejar atividades que possibilitem o avango de um determinado nivel para
niveis superiores de pensamento.

Superando o mito de que o desempenho escolar e a capacidade cognitiva estdo
condicionados a idade cronologica dos alunos da EJA, esses autores, baseados na teoria de van
Hiele, salientam que “a progressdo para um nivel mais avancado depende mais da instrugao
(acdo do professor e tipos de tarefas propostas) do que da idade biologica do individuo”
(VIEIRA; ALLEVATO, 2015, p. 45). Nesse sentido, Crowley (apud LINDQUIST; SHULTE,
1994, p. 6) acrescenta que, do ponto de vista pedagdgico, as preocupagdes devem estar mais
centradas no método, na organizacdo do curso, nos conteidos € nos materiais € recursos
didaticos utilizados do que na maturidade do aluno.

Corroborando essa concepg¢do, Palacios (1995, apud FONSECA, 2005, p. 22), aponta
para um redimensionamento das consideragdes sobre a natureza das condi¢des que determinam
as possibilidades de aprendizagem e construg¢dao de conhecimento na idade adulta, uma vez que
ndo ha evidéncias de sustentacdo na Psicologia para argumentos que atribuem a idade
cronoldgica as eventuais dificuldades de aprendizagem do aluno adulto. Nesse sentido, o
enfoque deve ser ampliado para a observacao de uma série de fatores de natureza diversa que
determinam o nivel de competéncia cognitiva de pessoas com idade mais avancada e as
possibilidades de aprendizagem e constru¢ao de conhecimento na idade adulta.

Quanto ao ensino de geometria no Brasil, as publica¢des destinadas a fins didaticos
evidenciam que maior énfase ¢ dada as formas mais regulares e recorrentes nas observagdes do
cotidiano do cidaddo comum. Com efeito, formas assimétricas, ainda que ocasionalmente
mencionadas, ndo se apresentam na literatura como elementos de estudos mais aprofundados.
Contudo, o estudo das formas regulares nos permitem realizar calculos sobre essas outras
formas com relativa precisdo e isso, ao que parece, ja ¢ suficiente para atender as necessidades
da maioria dos brasileiros. Essa questao foi aqui elencada apenas para alertar sobre as limitagdes

do conhecimento escolar diante das exigéncias do mundo real.
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A beleza da geometria estd na construgdo e acao investigatdria sobre o objeto construido.
No processo de construgdo o aluno aprende fazendo e faz aprendendo e ainda que de modo nem
sempre intencional, vai compreendendo, a seu modo e tempo, a estrutura do objeto e as relagdes
entre os elementos que o compde. A manipulagdo do objeto observado, seja pelo uso de
materiais concretos, seja com o auxilio dos softwares de geometria dindmica, agucga a
curiosidade do aluno investigador e revela propriedades importantes para a construgdo de
significados e compreensao do mundo, uma vez que, dada a estaticidade de coisas que nos
cercam, muitas dessas propriedades passam desapercebidas ao nosso sentido.

Apesar da falta de habilidade dos alunos da EJA com a geometria formalizada, seja pelo
fato de nunca ter tido contato com ela, ou pelo longo periodo de interrup¢do dos estudos no
ambiente escolar, o professor dessa modalidade conta com a vantagem de estar trabalhando
com jovens e adultos que ja tem uma boa nog¢do visual de formas geométricas que fazem parte
do mundo que os cerca. Tal fato sugere que muitos desses alunos provavelmente ja
desenvolveram seu pensamento geométrico para além do nivel inicial. Contudo, ndo se deve
desconsiderar a hipotese de que alguns alunos ainda se encontram estagnados no nivel mais
basico e necessitam de motivagdo e apoio para avangar para niveis superiores.

E claro que em um grupo tio heterogéneo como é o caso da EJA, os alunos se encontram
em niveis de pensamento geométrico muito diversos e o professor deve se atentar aos ritmos de
aprendizagem. Cada aluno tem seu tempo de aprender e se desenvolve de forma peculiar, por
1sso ¢ importante o acompanhamento do professor, no sentido de buscar o equilibrio entre o
grau de dificuldade das atividades propostas e o nivel de pensamento do aluno. A agdo precisa
ser replanejada constantemente para se elevar gradativamente o nivel de dificuldade, de acordo
com as condic¢des do aluno. Ao saltar etapas, o professor incorre no erro de exigir do aluno algo
que esta além do seu nivel de pensamento geométrico, fadando esse aluno ao fracasso escolar.

A importancia atribuida aqui ao conhecimento do modelo de van Hiele se deve,
sobretudo por possibilitar ao professor elaborar atividades a partir de ambientes de geometria
dindmica com vistas a favorecer a transi¢do entre as fases de desenvolvimento do pensamento
para que se alcance o nivel de pensamento geométrico desejado. Importa ao professor a
consciéncia de que nenhum recurso fisico ou virtual € capaz de promover melhorias no ensino
de Geometria se sua ado¢ao nao vier precedida de um planejamento pautado na compreensao e

respeito aos niveis de pensamento geométrico.
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2. POSSIBILIDADES PARA O ENSINO DE GEOMETRIA NA EJA

Que o ensino de geometria no Brasil vem sendo, ha muito, relegado a um segundo plano
¢ uma constatacao irrefutavel. Parece 6bvio que essa situacdo nao mudara enquanto o professor
e a escola permanecerem omissos a essa realidade. Em certa medida, € preciso que o professor
tome para si a responsabilidade de buscar medidas urgentes de interven¢do na organizagao
curricular, propondo alternativas para a retomada dessa importante area da Matematica no
ambiente escolar. Quando se trata da EJA, os conteudos geométricos sao abordados de forma
muito superficial, descontextualizada e desmotivadora para o adulto que busca na escola um

conhecimento de aplicacdo pratica e imediata no seu cotidiano.

2.1 Contribuicoes dos Softwares de Geometria Dinamica para o Ensino de Geometria

Em meio ao abandono das constru¢des geométricas na escola, pouca mengao se faz ao
uso de materiais manipulaveis em sala de aula. Ao que se percebe, poucos sao os professores
que se aventuram a propor atividades dessa natureza, at¢ mesmo porque as constru¢des manuais
exigem um tempo que o professor ndo dispde para a realizagao desse tipo de tarefa. Além disso,
a falta de habilidade no manuseio dos instrumentos para confec¢do manual, tais como régua,
compasso, transferidor e tesoura, torna-se um fator desmotivador para muitos alunos. Nesse
sentido, os ambientes de geometria dindmica emergem como uma interessante alternativa
complementar ao ensino.

Diante do acelerado avango tecnologico e da facilidade de acesso as tecnologias de
informag¢do e comunicacdo, o aluno jovem, adulto e idoso da atualidade se vé€, naturalmente,
induzido a buscar o desenvolvimento de certas habilidades no manuseio de aparelhos celulares
e computadores para atender as exigéncias do mercado de trabalho e outras demandadas sociais.
Em meio a essa realidade emerge um ambiente propicio para o uso de softwares de geometria
dindmica como estimulo ao estudo de geometria na EJA, justificado pelo fascinio do aluno ao
vislumbrar a possibilidade de explorar minuciosamente representagdes visuais similares a
objetos concretos do seu cotidiano, em um ambiente virtual.

Como salienta Scalabrin e Mussato (2020, pp. 129-130), com o advento das Tecnologias
Digitais e a crescente aceleragdo das possibilidades de acesso e dominio dessas tecnologias, o

cenario educacional ¢ contemplado por novas alternativas para o ensino e aprendizagem,
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proporcionando aos professores possibilidades de ampliar os métodos de ensino, e ao aluno,
possibilidades de buscar autonomia nos estudos e construir uma aprendizagem significativa
para ele.

Nesse sentido, destaca-se a importancia dos softwares de matematica dindmica para o

ensino, uma vez que

[...] os ambientes de visualizagdo e experimentagdo com software de matematica
dindmica tém grande destaque, no que se refere a compressdo de processos
relacionados a produg@o de significados e conhecimentos matematicos. Além disso, ¢
possivel verificar a presenga de varias caracteristicas proprias dos softwares alojados
nesse ambiente, tais como Calculadora Grafica, Calculadora CAS, Calculadora
Cientifica, Calculadora 3D, ferramentas de Geometria (plana, espacial e analitica),
Planilhas, dentre outros (SCALABRIN e MUSSATO, 2020, p. 131)

Segundo Alves e Sampaio (2010), estudos indicam que alunos que passaram pela
experiéncia de lidar com representacdes dindmicas de figuras e propriedades geométricas
melhoraram suas justificativas a determinadas indagag¢des conceituais, demonstrando maior
evolucdo em relagdo a compreensdo e apreensdo dos conceitos geométricos. Esses autores
ressaltam ainda que, além de despertar o interesse e possibilitar melhorias no desempenho dos
alunos, o uso de softwares de geometria dindmica exige do professor um melhor planejamento
das atividades, podendo assim trazer importantes contribui¢des para o ensino da Matematica da
Educagao Basica.

Preocupados com o abandono do ensino de geometria, os autores supracitados observam
que os conteudos geométricos vém sendo historicamente ignorados por muitos professores e
apontam o emprego do GeoGebra como uma tendéncia consideravelmente colaborativa para a
retomada do ensino de geometria na escola. Destacam que a utilizagdo do recurso
computacional no ensino de geometria representa uma outra dindmica para a aprendizagem,
estimulado pela visualiza¢do e principalmente pela possibilidade de manipulagdo e execugdo
do conhecimento adquirido pelo aluno. Na EJA, os ambientes de geometria dinamica
estreitariam as relagdes entre o cotidiano e a formalizagao de conceitos.

Atualmente o professor pode contar com uma grande diversidade de tecnologias na
expectativa de facilitar seu trabalho, motivar os alunos e possibilitar um melhor atendimento as
suas necessidades educativas. Contudo, ¢ importante que se entenda que as tecnologias nem
sempre se encontram atreladas a informatica, pois, “todo instrumento a servico da melhoria da
qualidade dos servigos e do aprimoramento da acdo humana ¢é considerado uma tecnologia”

Pirozzi (2013, p. 11). Embora ndo se possa negar a importancia do computador, das midias
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eletronicas e dos softwares educativos no contexto educacional, ndo se deve atribuir aos

recursos tecnoldgicos os fins da educagao. Como afirma Moran,

As tecnologias sdo meio, apoio, mas com o avanco das redes, da
comunicacao em tempo real e dos portais de pesquisa, transformaram-
se em instrumentos fundamentais para a mudanga na educacao. Ha uma
primeira etapa, que ¢ a definicdo de quais tecnologias sdo adequadas
para o projeto de cada instituicdo. Depois, vem a aquisi¢ao delas. (...)
Em seguida, vem o dominio técnico-pedagogico, saber usar cada
ferramenta como ponto de vista gerencial e didatico, isto ¢, na melhoria
de processos administrativos e financeiros e no processo de ensino e
aprendizagem. (MORAN, 2007, p. 90)

Quanto ao ensino da matematica, Borba, Scucuglia e Gadanidis (2016, p.17 apud
SCALABRIN; MUSSATO, 2020, p. 130) ressaltam que “as dimensdes da inovagado tecnologica
permitem a exploracdo e o surgimento de cendrios alternativos para a educagdo e, em especial,
para o ensino de matematica”. Nesse sentido, Scalabrin e Mussato (2020, p. 130) pontuam que
0 uso de recursos tecnoldgicos deve ser planejado para a criagao de ambientes de aprendizagem
que possibilitem novas formas de ensinar e aprender. E interessante que o professor busque
alternativas para tornar as aulas de geometria mais atrativas para o aluno, mas isso deve ser
cuidadosamente planejado de modo a ndo se distanciar das finalidades do ensino. Como

afirmam Beltrdao, Vitor e Barbosa,

E possivel que as aulas de matematica se tornem cada vez mais interessantes e
atrativas aos alunos com o auxilio da tecnologia, desde que as ferramentas
tecnologicas sejam utilizadas em prol do conhecimento do educando, e ndo
simplesmente como distracdo, porém, para que esse fendmeno acontega, faz-se
necessario algumas mudangas nos paradigmas atuais vigentes, nos quais as aulas
ministradas sejam cuidadosamente elaboradas como forma de desafio ou algum tipo
de experiéncia de aprendizado profundo dos alunos, para que esses se sintam parte
integrante das aulas no processo de constru¢io do conhecimento (BELTRAO;
VITOR; BARBOSA, 2017, p. 140 apud SCALABRIN; MUSSATO, 2020, p. 130).

Ressaltando essa importancia do uso de softwares educativos para o desenvolvimento
do processo de ensino e aprendizagem da Matematica como de outras disciplinas na atualidade,
Bento (2010) defende a incorporacdo desses recursos tecnoldgicos ao processo de ensino e
aprendizagem como ferramenta de mediagao entre o individuo e o conhecimento. Ao defender

a importancia dos softwares de geometria dindmica para o ensino, Bento (2010) salienta que



57

[...] na Geometria, o recurso computacional ¢ um instrumento para desenvolver, entre
outras habilidades a de visualizagdo, facilitando a movimentagdo das figuras com
software de geometria dindmica, promovendo maior exploracdo dos conceitos

geométricos, para a aquisi¢do ¢ formalizacdo dos mesmos. (BENTO, 2010, p. 20).

Diante do exposto, pode-se afirmar que o ensino de geometria espacial se torna mais
eficiente e atrativo quando a andlise do objeto de estudo sdo agregados os processos de
constru¢ao e manipulacdo de figuras. Durante a construcdo de uma figura geométrica em um
ambiente de geometria dinamica, elementos e propriedades sdo percebidos e explorados de
forma similar ao que ocorre quando se trabalha com materiais manipuldveis, com a vantagem
de se obter maior perfei¢do e rapidez na construcao desses objetos. As dificuldades no manuseio
do computador ndo sdo maiores que aquelas ocasionadas pela falta de habilidade com
instrumentos de desenho e construcdo manual de objetos manipuléveis.

De acordo com Borba, Scucuglia e Gadanidis (2016, apud SCALABRIN; MUSSATO,
2020, pp. 130-131), atividades que propdem a constru¢do de objetos em um ambiente de
geometria dindmica, permitem tracar novos caminhos de investigagdo matematica e, por
possibilitar uma andlise imediata da construcdo, contribuem para o desenvolvimento dos
conceitos geométricos. Complementando essa ideia, Girardo (2012, p. 39 apud SCALABRIN;
MUSSATO, 2020, p. 130), destaca que a grande vantagem das construgdes geométricas
reproduzidas na tela do computador em ambientes de matemdtica dinamica sobre as
desenvolvidas com lapis e papel ¢ a praticidade com a qual se pode alterar alguns elementos
com um simples arrastar do mouse, facilitando observar as modificagdes decorrentes dessa
manipulacdo.

As importantes descobertas proporcionadas pelo dinamismo dos softwares de geometria
dindmica revelam seu aspecto heuristico e a amplitude das possibilidades de visualizagao,
dedugdes, conjecturas e provas visuais que situam o aluno em um importante cenario para
investigacao, instigando-o a se aventurar em novas descobertas, na comparag¢do de objetos,
percepcdo das relagdes entre elementos € no reconhecimento de suas propriedades. Como
afirma Pereira (2012), “As caracteristicas do GeoGebra potencializam a constituicdo de
cenarios para investigagdo, nos quais o aluno ¢ capaz de experimentar situagdes em um processo
dinamico” (PEREIRA, 2012, p. 32 apud SCALABRIN; MUSSATO, 2020, p. 131).

Apesar da importancia dos softwares de geometria dinamica, ndo se deve atribuir a esse
recurso maior importancia, em detrimento de tantos outros, tais como figuras, materiais

manipulaveis, dobraduras, recursos de midia, dentre outros, incluindo o proprio livro didatico.
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Nao se pode esquecer que o GeoGebra ¢ um recurso complementar e ndo deve, de modo algum,
ser concebido como a solucao de todos os problemas educacionais. Essa consciéncia nao tira o
mérito do recurso tecnologico no processo de ensino de Geometria. Apenas alerta para o risco
de uma énfase exagerada nesses recursos em detrimento da agdo do professor e de suas escolhas.

Na concepcao de Bonotto e Bisognin, (2015 apud SCALABRIN; MUSSATO, 2020)

O desenvolvimento das tecnologias na educag@o surge como um meio de ensino e ndo
como um fim, pois quando usados de maneira eficiente, a utilizagdo desses recursos
tecnologicos pode modificar as formas como os alunos aprendem e sdo ensinados. O
grande desafio dos professores ndo é somente utilizar as tecnologias em sala de aula,
mas sim, tornar a aula mais envolvente, interativa, criativa e capaz de produzir
significados ao aluno por meio da utilizagdo da tecnologia. (BONOTTO e
BISOGNIN, 2015 apud SCALABRIN; MUSSATO, 2020, p. 130)

Com base no exposto, vale destacar que nem o computador por si s6, nem tampouco 0s
softwares educativos quando utilizados de maneira inadequada, surtem efeito positivo no
processo de ensino e aprendizagem. Com a consciéncia de que mais importante que a
metodologia em si € a pratica consciente do professor, recomenda-se nesse trabalho a utilizagao
do Geogebra como recurso complementar, desde que tudo seja feito de forma muito bem
planejada.

Além da relativa facilidade para se construir objetos geométricos nos ambientes de
geometria dindmica, a diversidade de ferramentas disponiveis nesses ambientes permite que as
caracteristicas e propriedades desses objetos sejam percebidas visualmente durante cada fase
da construgdo. Nesses ambientes as propriedades dos objetos se mantém quando a imagem
bi/tridimensional ¢ colocada em movimento na tela do computador. As comparagdes entre um
objeto construido e outros similares gerados a partir de alteracdes de pardmetros também
auxiliam na compreensao das representacdes, criagdo de conjecturas, identificacdo de padrdes
e formalizagdo de conceitos geométricos de real significado para o aluno adulto.

Certamente, uma das grandes preocupagdes ao se propor envolver os alunos da EJA na
realizacdo de atividades envolvendo o uso do computador em sala de aula ¢ o nivel de
conhecimentos de informatica que esses alunos detém. Provavelmente a maioria deles nunca
fez um curso bésico da computagdo e possivelmente alguns ndo t€m acesso a computadores em
suas residéncias ou em seus locais de trabalho. Essa pode ser uma das causas da resisténcia dos
professores em adotar os recursos tecnologicos em suas aulas. Contudo, hé vérias possibilidades
para romper esses desafios, principalmente quando a instituicdo de ensino dispde de um

laboratério de informatica adequadamente equipado para tal.
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Interessante observar que a relativa simplicidade das ferramentas basicas do GeoGebra
e a possibilidade de testar essas ferramentas e avaliar os resultados obtidos fazem da suposta
falta de habilidade no manuseio do software, seja por parte do aluno ou mesmo ao professor,
um fator de menor relevancia no processo de escolha desse instrumento como recurso
complementar ao ensino de Geometria, tornando-se, com algum esfor¢o, um instrumento
motivador para que esse aluno, desenvolvendo seu espirito investigativo, descubra
empiricamente a funcionalidade de boa parte das ferramentas do GeoGebra e, explorando a
riqueza ¢ beleza da Geometria, conquiste gradativamente sua autonomia e autoconfianga na

resolugdo de problemas geométricos.

2.2 O Software GeoGebra

Embora uma proposta pedagdgica fundamentada na teoria de van Hiele possa
perfeitamente ser implementada sem o uso dos recursos tecnoldgicos, convém refletir sobre a
possibilidade de potencializar esse ensino com o auxilio de softwares de geometria dindmica.
Estudos revelam que os ambientes de geometria dindmica, quando adequadamente explorados
pelo professor, podem contribuir significativamente para a aprendizagem da geometria e para
a investigacdo matematica. Nesse sentido, o reconhecimento das potencialidades do GeoGebra
endossa as recomendagdes da utilizagdo desse software nas aulas de geometria, sobretudo pelo
fato de possuir caracteristicas alinhadas a proposta pedagogica de van Hiele.

Uma das caracteristicas interessantes do GeoGebra estd relacionada a riqueza das
possibilidades de visualizacdo, uma vez que o reconhecimento visual, que leva a identifica¢ao
do objeto, ¢ o primeiro nivel do pensamento geométrico segundo van Hiele. Além disso, muito
mais que em instrumentos de representagao estatica, tais como livros, lousas e similares, um
ambiente de geometria dindmica, em particular, o GeoGebra 3D pode facilitar, através da
construcao, manipulacdo e visualiza¢do do objeto em movimento, a andlise e o reconhecimento
de suas propriedades, favorecendo a negociacao de significados, a formalizacao de conceitos,
o desenvolvimento de habilidades e a compreensdao do mundo.

O GeoGebra € um software livre de matematica dindmica indicado para todos os niveis
de ensino. Reunindo ferramentas de Geometria, Algebra, Estatistica e Célculo, numa
interconexao pratica, de facil manuseio e de linguagem simples, esse ambiente vem se
destacando como uma importante ferramenta complementar ao ensino em sala de aula, sendo

\

indicada como um estimulo a criatividade e ao desenvolvimento do raciocinio ldgico,
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facilitando a compreensdo de conceitos, a criagdo de conjecturas e a comprovacdo visual de
diversos resultados algébricos. Completando o trabalho com régua, compasso, transferidor e
outros materiais manipulaveis, o GeoGebra dispde de recursos similares muito praticos.

Dentre as versdes para notebooks ou PCs, recomenda-se o GeoGebra Classic para
Desktop, por ser a versdo mais limpa e completa do GeoGebra. Quando executado em
notebooks ou PCs, a velocidade de processamento durante a criacdo e edi¢do de objetos,
principalmente utilizando a ferramenta 3D, depende do processador e da memoéria RAM da
maquina na qual o software esta instalado, mas, em geral, trata-se de um software relativamente
leve. Existe ainda a versdo online, que ndo requer o armazenamento de dados permanentes na
memoria do computador, contudo, a versdo para Desktop oferece a vantagem do trabalho
offline em casos de indisponibilidade de rede.

A versao utilizada nesse trabalho ¢ a 6.0.631.0-offline, atualizada em margo de 2021.
Vale destacar que, embora algumas versdes apresentem semelhangas com relagdo ao layout,
ferramentas e disposi¢cdo dos icones, a versdo citada aqui difere em varios aspectos daquelas
apresentadas em alguns tutoriais em forma de texto ou video disponiveis h4 algum tempo na
internet. Visando evitar frustragdes, sugere-se ao professor que alerte seus alunos sobre a
importancia de uma andlise critica dos materiais consultados e da possibilidade de descobrir
sozinho a funcionalidade de diversas ferramentas. Aconselha-se consultar documentos mais
recentes e explorar o software para descobrir como as ferramentas funcionam.

Além da sua utilizagdo de forma mais restrita, pensada para uso do professor em sala de
aula e/ou para a pratica dos alunos, o software ainda dispoe de ferramentas de desenvolvimento
de atividades de maior abrangéncia, possibilitando a criacdo de materiais didaticos de acesso
publico, no formato de paginas web interativas, como, por exemplo, quiz e jogos educativos.
No site oficial do GeoGebra estdo disponiveis atividades interativas superinteressantes € com
um grande potencial pedagogico envolvendo diversas dreas da matematica. Além disso, esse
software da ao professor autonomia para criar e publicar gratuitamente suas proprias atividades,
de forma dindmica, chamativa ¢ envolvente.

Certamente o conhecimento basico do funcionamento de um software € pré-requisito
para o dominio de qualquer ambiente que envolve tecnologia, mas a falta de habilidades mais
avangadas no manuseio do GeoGebra, embora possa dificultar em certa medida o trabalho do
professor, ndo deve ser vista como um fator limitador para a exploracdo desses recursos nas
aulas de geometria. Por outro lado, ndo se pode admitir que o professor incorra no erro de

priorizar o potencial do software e desprezar os niveis de pensamento de seus alunos. Portanto,
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¢ importante que a elaboragdo de atividades que integrem o GeoGebra como ferramenta
complementar seja precedida da preocupacao com os niveis de pensamento de van Hiele.

Ao se explorar figuras geométricas com o auxilio do software GeoGebra, o aluno
desenvolve o espirito investigativo, faz conjecturas e se desdobra em esforcos e esquemas
mentais muito similares aos requisitados e aprimorados durante a resolugdo de problemas. Na
verdade, seja no processo de construgdo, planificacdo ou investigagdo acerca de elementos de
figuras geométricas através do software, essas manipulagdes podem ser consideradas como uma
forma de se resolver geometricamente um problema, num processo onde o registro dos
procedimentos, constatagdes € comprovagdes resultam numa forma de resolucdo algébrica.

Esses aspectos sao muito importantes para o desenvolvimento da autonomia de pensamento.

2.3 O GeoGebra 3D

Diante do abandono de geometria no Brasil, conforme observado por Lorenzato (1995,
pp. 3-4), ndo ¢ sensato esperar que o aluno da EJA, pouco ou nada familiarizado com a
Geometria Espacial no formato como ele é ensinada nas escolas, identifique elementos,
propriedades e relagdes nas representacdes de figuras geométricas tridimensionais apresentadas
no plano de forma dura e estética, sobretudo quando se almeja uma resposta positiva em relagao
ao conhecimento das propriedades presentes nessas representagcdes visuais € sua relacdo com
objetos concretos encontrados no cotidiano.

Nesse sentido, um ambiente virtual dindmico, que possibilite construir ¢ manipular
representacdes geométricas tridimensionais, traria grandes contribuigdes para o ensino de
Geometria Espacial na EJA, sobretudo quando adotado como recurso didatico complementar
ao livro didatico, apostila e outros recursos como, por exemplo, os tdo importantes materiais
manipulaveis. Contribuindo em grande medida para o desenvolvimento da nogao espacial, o
GeoGebra 3D dispde de ferramentas que permitem construir figuras tridimensionais e dar a elas
movimentos translativos e rotativos no espago virtual, favorecendo a analise de elementos que
podem ser melhor explorados quando a figura ¢ observada por diferentes angulos de
visualizagao.

Esse dinamismo faz do GeoGebra 3D uma valiosa ferramenta para o estudo dos objetos
tridimensionais abordados nas aulas de geometria espacial, possibilitando a exploragcdo de
situagdes que, apesar de apresentadas em um ambiente virtual, despertam habilidades de

visualizagao muito similares aquelas desenvolvidas por meio da manipulagdo de objetos 3D no
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espaco real. Essa interacdo dindmica possibilita a visualizagdo desses objetos sob diferentes
angulos, favorecendo a compreensao da sua estrutura e o processo de formagao de imagens
mentais fundamentais a abstracdo, a produgdo de sentidos e a compreensao dos conceitos
geométricos.

A interface do Geogebra 3D exibe o Campo de Entrada, Janela de Algebra e duas janelas
de visualizacdo, que podem estar dispostas lado a lado. A primeira janela de visualizacdo ¢ do
Geogebra 2D, representando o plano xy e a segunda ¢ do ambiente 3D, que representa o espaco
XyZ.

Ao abrir o GeoGebra Classic, versdo 6.0.631.0, sera apresentada uma tela como na

Figura 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Para abrir a janela de visualizacdo 3D, basta clicar nos trés pontinhos que aparecem no
canto superior direito, logo abaixo da lupa e, na caixa de didlogo que se abre, clicar na opgao

“Janela de Visualizagdao 3D”, como indicado na Figura 2.
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Figura 2: Caixa de didlogo para acesso a janela 3D do GeoGebra.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Fazendo isso, abrira a tela a janela 3D do GeoGebra, que permitira facilmente construir

e manipular objetos tridimensionais, como ¢ o caso dos sélidos abordados nesse trabalho, como

na Figura 3.
Figura 3: Janela 3D do GeoGebra.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra.
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Um simples clique em qualquer regido da janela 2D ou 3D faz com que a barra de

ferramentas da respectiva janela apareca, como na Figura 4.

Figura 4: Barra de ferramentas das Janelas 2D e 3D, respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Manter as duas janelas abertas lado a lado permite ao usuario, durante o estudo de
solidos geométricos, observar o comportamento de alguns elementos planos desses solidos. No
entanto, ¢ importante ressaltar que, por razdes obvias, as ferramentas da janela 2D ndo sdo as
mesmas da janela 3D. E facil verificar isso clicando alternadamente sobre as duas janelas e
observando o que ocorre na barra de ferramentas, como mostram as figuras a seguir.

A base plana das construgdes feitas no ambiente 3D, assim como as planificagdes de
solidos geométricos, ¢ automaticamente projetada no plano xy e aparecem na janela de

visualizacdo 2D, como apresentado na Figura 5.

__Figura §: Projecdo, na Janela 2D, de solidos construido no ambiente 3D.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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Partindo desses atributos que fundamentam o carater educativo do GeoGebra e, em
particular, da sua janela 3D, ¢ bastante interessante perceber a interrelagdo
tecnologia/pensamento geométrico/aprendizagem sob a Otica do estabelecimento de uma
sequéncia hierarquica de elementos metodologicos, na qual se propde o GeoGebra como
facilitador ao avango para niveis superiores de desenvolvimento do pensamento geométrico de
van Hiele com vistas a retomada do ensino e aprendizagem de geometria de forma significativa.
Importa esclarecer que a énfase nesses elementos deve estar, respectivamente, na aprendizagem

significativa de geometria espacial, no modelo de van Hiele e no GeoGebra.

2.4 Aplicacdes do GeoGebra 3D no ensino de geometria espacial

Segundo Scalabrin e Mussato (2020, p. 131), uma das grandes contribui¢des do uso de
softwares de matematica dinamica nos processos de ensino e de aprendizagem dos conteudos
de geometria espacial estd relacionada as varias possibilidades de visualizacdo das figuras
tridimensionais. Segundo esses autores, a capacidade de visualizar pode ser desenvolvida a
medida que se fornega ao aluno material de apoio didatico baseado em elementos concretos,
representativos do objeto geométrico em estudo. A importancia da visualizagdo para o
desenvolvimento cognitivo no campo da geometria ¢ endossada por Borba, Scucuglia e

Gadanidis (2016), ao salientarem que

A visualizacdo envolve um esquema mental que representa a informacdo visual ou
espacial. E um processo de formagao de imagens que torna possivel a entrada em cena
das representacdes dos objetos matematicos para que possamos pensar
matematicamente. Ela oferece meios para que conexdes entre representagdes possam
acontecer. Assim, a visualizagdo ¢ protagonista na producdo de sentidos e na
aprendizagem matematica (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2016, p. 53 apud
SCALABRIN; MUSSATO, 2020, p. 131).

Como ja mencionado nesse trabalho, a possibilidade de dar movimento as figuras na
tela do computador, coloca o aluno em um ambiente interativo e investigativo, no qual ele
consegue manipular objetos, identificar e comparar seus elementos, analisar suas propriedades,
realizar conjecturas e observar suas regularidades. Dessa forma, o GeoGebra revela-se um

excelente recurso complementar ao ensino de Geometria Espacial, sob a perspectiva da
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superacao das dificuldades de aprendizagem inerentes ao estudo de figuras geométricas
tridimensionais, sobretudo por auxiliar na compreensao de conceitos, relagdes e propriedades
de interesse da Geometria Espacial.

De acordo com Andrade (2015, p. 36 apud SCALABRIN; MUSSATO, 2020, p. 132) o
GeoGebra 3D facilita a construgdo de diversos solidos geométricos, superficies e curvas
tridimensionais, assim como calcula com razodvel exatiddo comprimentos de segmentos, areas
e volumes, além de mostrar geométrica e algebricamente interse¢des entre figuras.

Do ponto de vista didatico, o uso do GeoGebra 3D, desde que aliado a outros recursos,
tais como o uso de materiais manipulaveis nas aulas de Geometria Espacial pode transformar a
natureza do conhecimento matematico, por possibilitar ao professor modificar o tipo de
atividades propostas em sala de aula, visando alcancar os alunos em diferentes niveis de
compreensdo, € aos alunos visualizarem os objetos construidos de maneira diferente do que

estdo habituados a observar nos livros didaticos.

2.5 Construcoes geométricas a luz da teoria de van Hiele

Uma andlise realizada por Scalabrin e Mussato (2020) sobre atividades desenvolvidas
para o ensino de Pirdmides revela que “o uso do software GeoGebra aliado as atividades
propostas de cunho exploratério e investigativo, favoreceu para que o processo de
aprendizagem dos alunos sobre os conceitos geométricos ocorresse de forma gradativa,
partindo da informag¢do visual dos objetos construidos e andlise das propriedades, para a
compreensdo da logica formal e elaboracdo de conjecturas” (SCALABRIN; MUSSATO, 2020,
p. 142). Isso mostra que a visualizagao € o ponto de partida para a compreensao da logica formal
e que o desenvolvimento do pensamento geométrico € favorecido pelos ambientes de geometria
dinamica.

Essas observacdes estdo em consondncia com o que se 1€ na Proposta Curricular para a

Educagao de Jovens e Adultos, que dispde que

A compreensdo das relagdes geométricas supde agdo sobre os objetos. Porém, para
que os alunos se apropriem desse conhecimento, ndo basta mostrar-lhes objetos
geométricos ou apresentar-lhes suas propriedades. Inicialmente, as figuras
geométricas sdo reconhecidas pela sua aparéncia fisica e ndo pelas suas propriedades.
Posteriormente, a partir de observagdes e experimentacdes, comega-se a perceber
algumas caracteristicas dessas figuras e as propriedades que conceituam as formas
geométricas (BRASIL, 2001, p.147)
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Desse modo, ¢ interessante que o primeiro contato dos alunos com os contetdos
geométricos ocorra por meio da visualizagao de objetos concretos ou virtuais, € que o professor
dialogue com seus alunos buscando identificar seus niveis de conhecimento sobre esses objetos,
partindo do reconhecimento e identificagdo das formas pela aparéncia fisica e avangando para
a percepcao de seus elementos, relagdes e propriedades. Percebe-se, portanto, que o momento
introdutorio dos contetidos tem mais um carater investigativo, tanto por parte do professor, que
investiga o quanto seus alunos dominam o conteudo e a forma como eles pensam, como por
parte dos alunos, que partem da visualizagdo para a investigacao dos elementos que compdem
as formas geométricas.

A partir do reconhecimento das formas pela observacdo de suas caracteristicas globais,
os alunos devem ser instigados a descrever as propriedades comuns a essas figuras e separa-las
em classes, de acordo com essas propriedades. Essa fase pode ser favorecida pela
complementacdo dos contetidos e atividades do livro didatico e outros recursos através de
representacdes dinamicas e atividades experimentais, envolvendo a constru¢do e manipulagao
de materiais concretos ou objetos virtuais explorados por meio do uso de softwares de geometria
dinamica. Atividades dessa natureza possibilitam a percep¢ao e compreensao das caracteristicas
e propriedades que definem as formas geométricas, favorecendo a construgdo de significados e

conceitos geométricos.
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3. UMA PROPOSTA PARA O ENSINO DE SOLIDOS GEOMETRICOS
PARA ALUNOS DA EJA

Diante da notavel dificuldade que o aluno, ndo somente, mas também, da EJA encontra
em compreender as representacdes bidimensionais de objetos tridimensionais apresentadas no
livro didatico, deve ser uma preocupacao do professor buscar instrumentos de apoio para o
estudo da Geometria Espacial, sobretudo no que se refere a qualidade da representagcdo de
objetos espaciais no plano, dada a importancia da representacdo no processo de
desenvolvimento do pensamento geométrico.

De acordo com Gutiérrez (1996 apud BORSOI, 2016, p. 31), a representagdo de um
objeto, seja ela verbal ou grafica, ¢ um importante instrumento para expressar conhecimentos e
ideias geométricas. Nesse sentido, a representagdo tem papel crucial em todos os niveis de
desenvolvimento do pensamento geométrico, ajudando a criar ou transformar imagens mentais
e produzir o raciocinio visual. No entanto, toda representagdo plana de objetos espaciais ¢é
imperfeita, pois implica na perda de alguma informacdo. Para minimizar essas perdas, o
GeoGebra 3D revela-se um importante instrumento de apoio, principalmente por possibilitar
que, de maneira dindmica, se explore as mais variadas representagdes de um mesmo objeto, a
fim de que o aluno perceba elementos e se recupere o maximo de informacdes perdidas na
representacao plana estatica.

Para melhor desempenho nas atividades com o GeoGebra 3D, ¢ importante que o aluno
consiga desenhar e reconhecer poligonos em 2D e tenha uma base sélida no campo da
Geometria Plana. Nesse sentido, ¢ importante que o professor, antes de falar de solidos
geométricos, verifique qual o nivel de conhecimento de Geometria Plana que seus alunos
detém, sobretudo no que tange a classificagdo e elementos das formas poligonais, paralelismo,
perpendicularismo e angulos, pois esses sdo pré-requisitos para a compreensao dos elementos
abordados no campo da Geometria Espacial.

Identificadas as dificuldades no campo da Geometria Plana, o professor deve fazer uma
breve revisdo desses contetidos com seus alunos. Seria interessante apresentar defini¢des e
teoremas como os que se seguem e trabalhar com os alunos atividades que permitam reforgar,
inicialmente com o auxilio do GeoGebra 2D, o que ¢ apresentado em cada afirmagao. Por partir
daquilo que o aluno ja conhece de figuras planas e avancando gradativamente para o campo
espacial, com o cuidado de se manter a estrita relagdo com o conhecimento cotidiano, essa

atividade preparatoria possibilita o preenchimento das lacunas conceituais, a familiarizacdo
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com as ferramentas do GeoGebra e 0 avango na apropriacdo de novos conceitos, de modo que
a aprendizagem ocorra de forma significativa para o aluno.

Adotando um vocabulario simples, porém, voltado para a compreensdao do professor,
serdo apresentados aqui, como sugestao, alguns axiomas, defini¢cdes e teoremas da geometria,
com o objetivo de explicitar quais seriam os pré-requisitos para o estudo dos conteudos de
Geometria Espacial abordados nessa secao. Importa relembrar que todo esse trabalho esta sendo
construido a luz da teoria dos van Hiele e, além disso, levando-se em consideracao a diversidade
dos alunos da EJA e suas possiveis dificuldades de abstragdo ocasionadas pelo pouco contato
com a geometria escolar.

Como pré-requisitos para o estudo dos poliedros, em especial poliedros platonicos,
prismas e piramides, ¢ importante que o aluno, além de conseguir desenhar poligonos com o
GeoGebra 2D, tenha bem definido o que ¢ um poligono, consiga classificar poligonos,
estabelecer relagdes entre essas figuras planas, perceber suas principais propriedades e calcular
sua area. Os pré-requisitos para o estudo de corpos redondos, como cilindro, cone e esfera,
incluem conceitos como raio ¢ diametro, além do dominio do calculo da area do circulo.

Ao avangar no campo da Geometria Espacial, ¢ importante que o professor cuide para
que os alunos tenham bem claros certos conceitos de Geometria Plana, tais como aqueles
referentes a angulos, paralelismo e perpendicularidade entre retas no plano, além de dominar
os célculos de distancias entre objetos no plano e areas de figuras planas.

Para suavizar a transi¢ao da Geometria Plana para a Geometria Espacial, propde-se que
sejam apresentadas aos alunos algumas defini¢des, axiomas e teoremas, porém, sem apresentar
nenhuma demonstracdo algébricas nesse primeiro momento. O objetivo ¢ que os alunos
explorem essas afirmagdes no GeoGebra e tentem, a partir da observa¢do das figuras,
compreender o significado dessa informagao.

Vale relembrar que a simplicidade do vocabulério e a riqueza de detalhes, tanto no texto,
quanto nas atividades com o GeoGebra, se deve a expectativa de que a presente proposta
desperte interesses e alcance, além de outros leitores, também professores que ndo tém
experiéncia em sala de aula com alunos da EJA, nem tampouco o dominio basico do software
GeoGebra. A esséncia desse trabalho ¢ uma proposta metodologica, sem nenhuma pretensao de
ditar regras como se essa fosse a Unica e mais eficiente forma de se ensinar geometria na EJA.
Longe dessas pretensdes, a intencao ¢ abrir portas para que o professor crie e desenvolva sua
propria metodologia, com base nessas ideias, mas de modo conveniente, dentro da realidade de

seus alunos e da institui¢ao de ensino onde trabalha.
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Tendo em mente os pré-requisitos basicos e outras informag¢des importantes para esse
estudo, sugere-se afirmagdes como os que se seguem, contudo, sem nenhuma demonstragao,
por considerar que esses alunos ja passaram pelo estudo da Geometria Plana. A disposi¢ao
dessas informacdes ¢ apresentada como sugestdo, e sua importancia se deve ao fato de que o
aluno da EJA, em casos ndo raros de esquecimento ou nio assimilagdo dos contetudos estudados
anteriormente a essa fase, necessita ter onde recorrer para tirar suas dividas. Essas informagoes,
com certeza, facilitardo para que novos conceitos fagam sentido para esse aluno.

Seguem algumas afirmagdes, algumas elaboradas pelo proprio autor com base nos
conhecimentos adquiridos ao longo dos anos e outras baseadas nas obras de Azevedo Filho

(2015), Corréa (2019) e Dante (2001).

Definicdo 3.1 (Segmento de reta) Sejam A ¢ B dois pontos distintos sobre uma reta r. O
conjunto de todos os pontos de r, localizados entre A e B, inclusive os proprios

A e B, recebe o nome de segmento de reta e ¢ denotado por segmento AB.

Definicao 3.2 (Poligono) Chama-se poligono toda figura plana fechada formada por segmentos

de reta que se encontram nos extremos e nao se cruzam em nenhum ponto.

Defini¢ao 3.3 (Paralelismo) Duas retas r e s no plano sdo ditas paralelas se, e somente se, ndo
tém nenhum ponto em comum. Em linguagem matematica, escreve-se tr//s.

Duas retas ndo paralelas denominam-se retas concorrentes.

Defini¢cao 3.4 (Perpendicularismo) Duas retas concorrentes no plano sdo perpendiculares se,

e sO se, o angulo entre elas mede 90°.

Axioma 3.5 (Postulado de Euclides) Por um ponto A fora de uma reta r passa uma tnica reta

t paralela a reta r.

Definicao 3.6 (Paralelogramo) Um quadrilatero plano convexo ¢ um paralelogramo se, e sO

se, possui os lados opostos paralelos.

Proposicao 3.7 Em todo paralelogramo os angulos opostos sdo congruentes, ou seja, t€ém

medidas iguais.
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Proposicio 3.8 Em um paralelogramo os pares de lados opostos sdo congruentes.

Definicdo 3.9. (Triangulo isésceles) Um tridngulo ¢ dito isosceles se tem dois lados

congruentes.

Proposiciao 3.10 Em um tridngulo is6sceles os angulos da base tém mesma medida.

Defini¢ao 3.11 (Tridngulo equildtero) Um triangulo ¢ dito equilatero se, e so se, os trés lados

e os trés angulos sdo congruentes.

Proposicio 3.12 Em um tridngulo equilatero os trés angulos internos medem 60°.

Defini¢ao 3.13 (Plano) Um plano ¢ uma figura geométrica bidimensional formada pela reuniao

de infinitas retas, perpendiculares a uma reta dada, dispostas lado a lado.

Axioma 3.14 Cada reta contém pelo menos dois pontos distintos; todo plano contém no minimo
tr€s pontos ndo colineares; o espaco contém pelo menos quatro pontos distintos

entre si ndo coplanares e ndo colineares.

Axioma 3.15 Por trés pontos nao colineares passa um unico plano.

Defini¢ao 3.16 (Paralelismo no espaco) Dados dois planos a e B, diz-se que esses planos sao

paralelos se existe uma reta r simultaneamente perpendicular aos dois.

Axioma 3.17 A intersecao de dois pontos distintos ndo paralelos ¢ uma reta.

Defini¢cao 3.18 (Distancia entre dois planos) A distancia entre dois planos paralelos a e 3,
denotada por d(a, ), ¢ definida como sendo a distancia de um ponto qualquer

de um dos dois planos ao outro plano.

Defini¢cao 3.19 (Planificac¢io) Planificar um poliedro consiste no processo de corta-lo ao longo
de algumas de suas arestas e abri-lo de modo que suas faces se apoiem

totalmente sobre uma superficie plana, sem sobreposi¢des ou deformacoes.
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Para evitar as frustragdes tdo comuns entre os alunos da EJA, ¢ importante que o
professor dé a eles ciéncia de que a planificagdo de um poliedro pode ser feita corretamente de
diferentes maneiras. Para se ter uma ideia, Bortolossi (2009 apud CORREA, 2019, p. 135)
observa que o tetraedro regular possui duas planificagdes distintas, o cubo e o octaedro regular
possuem 11 diferentes planificagdes, o icosaedro regular e o dodecaedro regular possuem 43380
planificagdes diferentes. Apesar dessa diversidade de modos de fazé-lo, as planificagdes
abordadas nesse capitulo, fielmente tomadas do modo como sdo apresentadas no GeoGebra,
sdo suficientes para esse estudo.

Partindo dos atributos que fundamentam o carater educativo do GeoGebra e, em
particular, da sua janela 3D, ¢ bastante interessante perceber a interrelacdo
tecnologia/pensamento geométrico/aprendizagem sob a oOtica do estabelecimento de uma
sequéncia hierdrquica de elementos metodologicos, na qual se propde o GeoGebra como
facilitador ao avango para niveis superiores de desenvolvimento do pensamento geométrico de
van Hiele com vistas a retomada do ensino e aprendizagem de geometria de forma significativa.
No entanto, importa esclarecer que a énfase nesses elementos deve estar, respectivamente, na
aprendizagem significativa dos contetidos da Geometria Espacial, no Modelo van Hiele de

desenvolvimento do pensamento geométrico e no software GeoGebra.

3.1 Conceitos geométricos de acordo com o Guia de Referéncia

No campo da Geometria do Ensino Médio, a versdo experimental do Curriculo
Referéncia da Rede Estadual de Educagdo de Goias (2021, pp. 159-163) orienta que, dentro do
eixo tematico “Grandezas e Medidas”, os conteudos de Geometria Plana sejam trabalhados no
2° bimestre da 1* série. Dentro do eixo tematico “Espago e Forma” devem ser trabalhados os
conteudos de Geometria Espacial, no 3° e 4° bimestres da 2% série e os contetidos de Geometria
Analitica no 1° bimestre da 3?* série.

Dentro do eixo tematico “Grandezas e medidas”, os contetidos de Geometria Plana
devem ser abordados no 2° bimestre da 1? série do Ensino Médio, com as seguintes expectativas
de aprendizagem:

— Utilizar as formulas usadas em geometria, para o calculo de perimetros ¢ areas de figuras
planas;
— Resolver situagdes problemas envolvendo o célculo de perimetros e areas de figuras

planas;
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— Utilizar semelhanca de tridngulos para estabelecer as relagdes métricas;

— Deduzir as relagdes métricas no tridngulo e aplicé-las;

— Aplicar o Teorema de Pitdgoras e o Teorema de Tales na resolucao de problemas;

— Resolver problemas relacionados a tridngulos;

— Reconhecer aplicacdes das relagdes métricas do tridngulo retdngulo em um problema

que envolva figuras planas.

Para o 3° e 4° bimestres da 2* série do Ensino Médio, os conteudos de Geometria
Espacial sao propostos dentro do eixo tematico Espaco e formas, tendo como expectativas de
aprendizagem as seguintes:

— Compreender os conceitos primitivos da geometria espacial;

— Reconhecer as posi¢des de retas e planos no espaco;

— Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas planificagcdes ou vistas;

— Identificar e nomear os poliedros regulares.

— Identificar a relagdo entre o nimero de vértices, faces e/ou arestas de poliedros expressa
em um problema (Relagdo de Euler);

— Reconhecer e nomear prismas e cilindros;

— Resolver problemas envolvendo o calculo de area lateral e area total de prismas e
cilindros;

— Resolver problemas envolvendo o calculo do volume de prismas e cilindros;

— Reconhecer e nomear pirdmides e cones;

— Resolver problemas envolvendo o calculo de area lateral e 4rea total de pirdmides e
cones;

— Resolver problemas envolvendo o calculo do volume de pirdmides e cones;

— Compreender a definicao de superficie esférica e de esfera;

— Resolver problemas utilizando o célculo da area da superficie esférica e do volume de

uma esfera.

No 1° bimestre da 3? série, ainda seguindo o eixo tematico Espaco e Forma, devem ser
trabalhados os contetidos de Geometria Analitica, tendo dentre outras expectativas de
aprendizagem as seguintes:

— Compreender os conceitos de ponto, reta e plano;

— Calcular a distancia entre dois pontos na reta orientada e no plano cartesiano;
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— Resolver problemas utilizando o calculo da distancia entre dois pontos;
— Obter o ponto médio de um segmento de reta;

— Reconhecer e verificar a condi¢ao de alinhamento de trés pontos;

Nesse sentido, os contetidos de Geometria Espacial abordados nesse trabalho seriam
trabalhados no 2° periodo da EJA, considerando-se a carga horaria definida para essa
modalidade que, no Ensino Médio ¢ ofertada, normalmente, em trés periodos semestrais a
excecdo do Proeja, um programa que integra a Educacdo Bdsica o ensino profissionalizante e
que ¢ ofertado, normalmente em institui¢des federais de ensino, em seis periodos semestrais.

No Proeja os referidos contetudos ficariam para o 4° periodo.

3.2 Prisma

Segundo propde Souza (2013), a introducao ao estudo dos prismas pode ocorrer a partir
da apresentacdo de solidos geométricos de formas variadas dispostos sobre uma mesa,
destacando-se, dentre esses solidos, quais sdo prismas e quais ndo sdo. Dentro dessa proposta
esta a expectativa de que o aluno consiga construir uma nog¢ao intuitiva do objeto para depois
estabelecer uma definicdo mais formal.

Nesse sentido, o estudo dos prismas deve englobar, além de conhecimentos
geométricos, também operagdes e relagdes algébricas, como, por exemplo, nogdes de
comprimento e do célculo de 4reas e volumes. Para que a aprendizagem se dé de forma
significativa, ¢ de fundamental importancia que os principais resultados fornecidos pelo
GeoGebra sejam verificados algebricamente pelo aluno. Essa ¢ uma forma de motivacao que,
de certa forma, da sentido as formulas apresentadas no livro didatico, contribuindo para a
construcao e aprimoramento do conhecimento e, consequentemente, para o desenvolvimento
do pensamento geométrico.

Considerando-se que o desenvolvimento do pensamento em Geometria Espacial
segundo van Hiele se inicia pelo reconhecimento do objeto por meio da visualizagdo de suas
caracteristicas globais, sugere-se que, antes mesmo de qualquer defini¢do formal, o professor
apresente aos alunos alguns materiais manipulaveis e figuras relacionadas para que os alunos,
em um breve momento, manipulem e anotem suas observagdes. Durante essas discussoes o

professor deve apresentar, sutil e gradativamente, o vocabulario relacionado ao que se pretende
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trabalhar e, a0 mesmo tempo, avalie o grau de conhecimento dos alunos sobre as formas e o
vocabulario.

Na sequéncia, os alunos devem explorar o software GeoGebra para, além de realizar a
construcdo e planificacdo de prismas, também valer-se do dinamismo do software para
manipular as figuras, analisando-a atentamente por diferentes angulos, uma ac¢do importante
para melhorar a compreensao da estrutura do objeto, facilitando a identificacdo de elementos e
a percepcao de propriedades e relagoes.

A comparacdo das figuras apresentadas com formas geométricas representadas e
manipuladas no GeoGebra 3D torna o estudo ainda mais interessante, por permitir ao aluno
relacionar as figuras aos materiais concretos e observar, além das caracteristicas comuns a um
grupo de solidos geométricos, elementos e relagdes algébricas que provavelmente passariam
desapercebidos durante as manipulagdes de materiais concretos.

Desse modo, um aluno que, inicialmente, se encontrava no nivel 1 de van Hiele,
reconhecendo a figura apenas pelo simples fato de possuir bases paralelas e faces laterais
quadrangulares, avanga para o nivel 2, comegando a perceber algumas propriedades, como por
exemplo, que tipo de poligono forma as bases de cada prisma e a deduzir sobre o paralelismo
dos planos que contém essas bases.

Admitindo que esse seja o primeiro contato dos alunos com as representagcdes de
prismas, embora muitos desses solidos facam parte do cotidiano deles, algumas das
constatagdes que se espera nesse momento inicial de analise e comparagdes, sdo, em linguagem
bem simples, que a parte de baixo ¢ igual a parte de cima, as laterais sdo retangulos e ndo tem
uma pontinha apontando para cima. Nesse momento ¢ importante a mediagao do professor no
sentido de esclarecer que a parte de baixo e a parte de cima sdo chamadas, respectivamente,
base inferior e base superior e que as laterais sdo sempre paralelogramos, de modo que os alunos
elaborem uma defini¢do simples, clara e precisa, como a seguinte, adaptada de Souza (2013, p.

27):

Definicao 3.20-a (Prismas) Um prisma ¢ um so6lido geométrico que possui como base inferior
e base superior figuras planas congruentes e paralelas entre si, tendo

paralelogramos como faces laterais.

Parece 6bvio que a simplicidade do vocabulério utilizado em definicdes como essa
aproxima o aluno da EJA da compreensao das definigdes apresentadas no livro didatico,

naturalmente dotadas de um vocabulario mais rebuscado. No entanto, ha de se considerar que
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o aluno da EJA possui uma linguagem propria e se esse aluno, ao final do estudo sobre prismas,
conseguiu avancar, ao menos até o nivel 3 (deducao informal) de van Hiele, é provavel e
suficientemente satisfatorio que ele tenha conquistado sua autonomia para negociar
significados, elaborar uma imagem mental e desenvolver argumentos explicativos diante da

seguinte defini¢ao:

Definicdo 3.20-b (Prismas) Prisma ¢ um poliedro composto por duas faces poligonais
congruentes e paralelas contendo n lados que formam suas bases e uma

quantidade n de paralelogramos que formam suas faces laterais.

Apos as discussoes iniciais sobre o assunto prismas diante da exposi¢cdo de materiais
como descrito no primeiro paragrafo desse topico, sugere-se que o professor solicite aos alunos
que abram o software GeoGebra e sigam os passos para que as janelas 2D e 3D fiquem dispostas
lado a lado, como ilustrado na Figura 3, apresentada na pagina 57.

Nesse momento, o professor deve solicitar aos alunos que, usando as ferramentas do
GeoGebra 3D construam prismas conforme as instrugdes que se seguem € registrem suas
observagdes durante o processo de construcdo. Essa atividade deve ser dirigida e
supervisionada, mas com o minimo possivel de intervengdo do professor no momento das
discussdes. No entanto, alguns procedimentos devem ter o direcionamento do professor, focado
sempre na sua intencionalidade de induzir seus alunos a uma boa investigagao sobre a figura
geométrica denominada prisma. Do contrario, os alunos podem se dispersar € ndo conseguir
realizar a tarefa dentro do pouco tempo disponivel para esse estudo.

O objetivo dessa atividade ¢ envolver o aluno na construcao de seis prismas distintos,
na expectativa de que seja suficiente para que esse aluno perceba elementos, relagdes e
propriedades, desenvolva imagens mentais e crie seu proprio conceito de prisma. Acredita-se
que com essa metodologia favoreca a constru¢do de conhecimentos fundamentais para que
ocorra uma aprendizagem significativa sobre o tema abordado. Propde-se que o professor
oriente e acompanhe seus alunos durante o desenvolvimento desses passos, destacando que, em
todas as atividades propostas nesse trabalho, o GeoGebra deve estar aberto com as janelas 2D
e 3D dispostas lado a lado, como j4 indicado anteriormente nas figuras 2 e 3.

Para o estudo dos prismas no GeoGebra 3D, recomenda-se proceder conforme os passos

a seguir.
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1) Clicar na janela 2D para acionar sua barra de ferramentas, como j4 ilustrado na Figura 4 e

criar um controle deslizante, clicando em controle deslizante, como mostra a Figura 6.

Figura 6: Ferramenta para criar o controle deslizante (na janela 2D).
€2 GeoGebra Classic
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Fonte: Elaborada pelo autor.

3) Clicando novamente na janela 2D, abrird uma caixa de didlogo para configuracao do controle
deslizante. Como se pretende construir poligonos com n lados, ¢ recomendado que se altere
o nome do controle deslizante para “n = 3” e os demais valores de n para “min: 3”, “max: 8”

e “Incremento: 17, como na Figura 7. Feitas essas alteragdes, deve-se clicar em OK.

Figura 7: Configuracio do controle deslizante.
Controle Deslizante

@ Numero Angulo Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacao

min max Incremento
3 8 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

5) Para se criar uma base regular para o prisma, deve-se clicar na janela 3D e, na barra de
ferramentas, clicar na ferramenta “Poligono Regular”, como na Figura 8. Nesse estagio, a
escolha de uma base regular ¢ adequada e ndo trard nenhum prejuizo para o estudo

pretendido.
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Figura 8: Acesso a ferramenta “Poligono Regular”.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6) Depois de clicar em “Poligono Regular”, deve-se clicar em dois pontos quaisquer do plano
xy. Essa acdo determinard um dos lados do poligono regular que servird de base para o
prisma. Para facilitar a constru¢do de um prisma reto usando essa ferramenta, sugere-se que
um desses dois pontos seja a origem do espaco Xyz, ou seja, no ponto (0, 0, 0). Do contrério,
serd gerado um prisma obliquo.

Ao clicar nesses dois pontos, abre-se a caixa de dialogo ilustrada na Figura 9. Para
vincular o nimero de lados do poligono ao controle deslizante, deve-se preencher o campo
“Vértice” com o parametro “n” e clicar OK. Vincular a base do prisma ao controle deslizante
possibilita a construgdo de diversos prismas, a partir da variacdo do parametro “n”. Vale
observar que o nimero de lados de um poligono ¢ igual ao numero de vértices, portanto, o

campo vértices define também o niimero de lados.

Figura 9: Vinculando o nimero de vértices do poligono ao controle deslizante n.

Poligono Regular

2L
o

Fonte: Elaborada pelo autor.

O primeiro poligono que surge imediatamente € o tridngulo. Dai, como os valores de
n variam de 3 a 8, os demais poligonos surgem na seguinte sequéncia: quadrilatero,

pentagono, hexagono, heptagono e octégono, conforme Figura 10.
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Figura 10: Sequéncia de poligonos que serdo base dos prismas a serem construidos.

|
Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

7) Com a base definida, clique na ferramenta prisma (Figura 11), em seguida, sobre o poligono
da base e, finalmente, em algum ponto sobre o eixo perpendicular ao plano da base (plano
xy), normalmente o eixo vertical. Esse ponto definira a altura H do prisma e a base superior
estard situada em um plano paralelo ao plano onde foi criada a primeira base, distando H
unidades do plano da base inferior. Sera gerado um prisma similar ao apresentado na Figura

12.
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Figura 11: Acesso a ferramenta “Prisma” do GeoGebra 3D.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Figura 12: Prisma triangular de altura 3 gerado na Janela 3D.

-1

-2

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Concluida a constru¢do, o usuario pode dar movimento a figura, possibilitando
visualiza-la por diferentes angulos. Para isso, basta clicar na ferramenta “Mover” e em seguida,
mantendo pressionado o botdo auxiliar do mouse, clicar na Janela 3D e mover o cursor sobre

essa janela, obtendo resultados como os apresentados na Figura 13.



Figura 13: Prisma triangular de altura 3 gerado na Janela 3D.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

8) Do mesmo modo que a planificagdo de objetos manipuldveis € importante para a

compreensdo de sua estrutura, 0 GeoGebra 3D dispde desse recurso para objetos virtuais.

Para planificar um prisma, basta clicar na ferramenta “Planificacdo” (Figura 14) e em

seguida sobre o prisma. Serd criado automaticamente um controle deslizante “b” com os

parametros de 0 a 1. Quando b = 1, o prisma estara totalmente planificado e sé entdo tera

todas as faces apresentadas nas duas janelas de visualizagdo, como na Figura 14.

Figura 14: Acessando a ferramenta “Planificacao”.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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Figura 15: Planificacdo do Prisma.

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3.2.1 Elementos do prisma

Alguns elementos de um prisma podem ser facilmente percebidos durante as
manipulagdes, como na Figura 15. A identificagao dos vértices, faces e arestas, incluindo a
identificacao dos poligonos que formam as faces, sem se preocupar com suas propriedades,
demonstra que o aluno esta no nivel 1 (visualiza¢do ou reconhecimento) de van Hiele. Quando
o aluno percebe que as faces laterais sdo paralelogramos e comeca a identificar outras pro
propriedades, demonstra ter avancado para o nivel 2 (andlise). Com as observacdes da figura
no GeoGebra, o avanga, podendo perceber, por exemplo, que as diagonais de um prisma reto-
retangulo estdo implicitas na figura e suas medidas podem calculadas por meio do teorema de
Pitdgoras. Ao elaborar argumentos e raciocinios para calcular essas medidas, o aluno tera
avangado para o nivel 3 de van Hiele (deducao informal).

Uma vez identificados os elementos do prisma, sugere-se ao professor solicitar que os
alunos preencham a Tabela 2 e, posteriormente, analisem esses dados e tentem identificar
relacdes entre eles, na expectativa de que alguns consigam chegar a uma deducdo informal da

Relagao de Euler.

Tabela 2: Registro sobre os elementos dos prismas

Poligono da Base

Num. de Faces

Num. de Vértices

Num. de Arestas

Triangulo 5 6 9
Quadrilatero 6 8 12
Pentagono 7 10 15
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Hexagono 8 12 18
Heptagono 9 14 21
Octogono 10 16 24

Fonte: Elaborada pelo autor

Apo6s o preenchimento dos dados da Tabela 2, o professor deve motivar discussoes sobre
esses dados, na expectativa que os alunos percebam que a soma das duas primeiras colunas
excede em duas unidades o valor da terceira, ou seja, em linguagem matematica, sendo F, V e

A, respectivamente a quantidade de faces, vértices e arestas do prisma, vale a relagao

F+V =A+2 (Relagdo de Euler)

3.2.2 Classificacao dos prismas

Através das construgdes dindmicas, fica mais facil para o aluno compreender que os
prismas podem ser classificados em retos ¢ obliquos e, por meio da ferramenta “Angulos”
verificar as medidas dos angulos das arestas laterais em relagdo ao plano da base e tirar suas
proprias conclusdes. Manipulando as figuras, o aluno pode alterar os poligonos das bases do
prisma (Figura 10, p. 73) e perceber as diferencas, tornando-se ainda capaz de classificar um
prisma, de acordo com o poligono da base, como prisma triangular, quadrangular, pentagonal
e assim por diante.

Com essas observacgdes, o aluno certamente conseguira compreender defini¢des e

observagGes COmo as que s¢ segucm.

Definicdo 3. Um prisma ¢ dito reto quando suas arestas laterais sao perpendiculares a base e,

consequentemente, suas faces laterais sdo retangulos.

E importante que o professor explique aos alunos que arestas adjacentes de um prisma
reto estdo contidas em um plano perpendicular aos planos das bases do prisma e que as faces
laterais desse prisma estao contidas em planos distintos, ambos perpendiculares aos planos das

bases. A veracidade dessas afirmacdes pode ser verificada com o auxilio de ferramentas do

GeoGebra 3D.
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Definicio 4. Dois planos sdo perpendiculares se formam entre si um angulo reto, ou seja, se

o angulo entre eles mede 90°.

Defini¢ao 5. Um prisma obliquo possui arestas laterais obliquas a base. Nesse caso, as faces

laterais sdo paralelogramos ndo retangulos.

Considerando-se a baixa carga horaria disponibilizada para o estudo de geometria na
EJA, ¢ importante que o professor realize uma sele¢do de conteudo direcionada as exigéncias
mais praticas dos alunos. Diante dessas limitagdes, sugere-se que maior énfase seja dada aos
prismas regulares retos, por se tratar do caso mais recorrente em situagdes do cotidiano. O
estudo desse caso em particular, além de j4 demandar um bom tempo, fornece ao aluno as bases
necessarias para um posterior estudo dos demais casos. Para melhor compreensdo da
perpendicularidade entre os planos que contém as arestas laterais e as bases do prisma, ¢

interessante uma atividade com o auxilio do GeoGebra 3D, como a que segue.

3.2.3 Area lateral e area total do um prisma

Para calcular a érea lateral de um prisma, o aluno precisa reconhecer os poligonos das
faces e saber calcular a area de quadrilateros. Da forma como as figuras foram construidas no
GeoGebra, o elemento altura estd explicito, restando ao aluno determinar a medida da aresta da
base, o que pode facilmente ser feito com auxilio da ferramenta “Distancia, Comprimento ou
Perimetro”, disposta na barra de ferramentas da Janela 2D, como na Figura 16. Nesse sentido,
o GeoGebra facilita a identificagdo das faces laterais, sua quantidade e forma poligonal, além
de fornecer as medidas necessarias para os calculos algébricos, favorecendo assim a valorizacao

da importancia da Algebra no estudo da Geometria.



85

Figura 16: Ferramenta para se medir distancias entre objetos no plano.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Importante salientar que, em virtude da indisponibilidade de tempo, do nivel de
conhecimentos dos alunos e dos objetivos do estudo, ha circunstancias nas quais o professor
pode julgar nao haver necessidade de se prender em todos esses calculos e, nesses casos, a area
lateral pode ser calculada diretamente pelos dados fornecidos pelo software, bastando para isso,
que o aluno calcular a diferenca entre a area da planificagdo (area total da superficie do objeto)
e o dobro da area do poligono da base, visto que a planificagdo fornece a area das duas bases
do prisma. Uma vez realizada a planificacdo do prisma, a area da base (Poligono(A,B,n)) e a
area total (Planificagao(a,b)), apresentadas nessa ordem, encontram-se, ambas, disponiveis na

Janela de Algebra do GeoGebra, como se pode verificar na Figura 17.
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Figura 17: Identificacdo da drea total e drea da base do prisma na Janela de Algebra.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3.2.4 Volume do prisma

Antes mesmo de explicar a logica do calculo do volume de um prisma, o professor deve
esclarecer aos alunos que o termo volume, nesse contexto, representa a quantidade de unidades
clibicas de medida que preenche totalmente o solido sem deixar sobras. E importante deixar
claro que o volume pode conter uma quantia de unidades inteiras e mais uma parte de uma
unidade, ou seja, nem sempre esse valor pode ser representado por um nimero natural, mas,
sempre por um decimal, normalmente com arredondamento de, no méaximo, trés casas.

As construgdes no GeoGebra 3D ja fornecem, logo abaixo do nome do poligono, situado
na Janela de Algebra, o volume desse solido geométrico, como ilustrado a Figura 18. Contudo,
¢ importante que o aluno saiba realizar esses calculos e, por isso, o professor deve trabalhar a
teoria com os alunos e utilizar o software como apoio para verificar os resultados. Bom dar
ciéncia aos alunos que, devido as aproximacgdes, podem ocorrer pequenas divergéncias nos

resultados encontrados.
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Os valores destacados nos retangulos em vermelho na Figura 18 representam,
respectivamente a area do poligono da base poll do prisma, a altura H desse prisma e,
finalmente, o volume do Prisma(pol1,H). Interessante que os alunos sejam motivados a alterem,
usando os respectivos controles deslizantes, o tipo de poligono da base e a altura dos prismas ¢
verifiquem que o produto da 4rea da base pela altura sera sempre igual ou muito préximo do

volume desse prisma.

Figura 18: Identificacdo dos valores numéricos para calculo algébrico do volume.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Para convencer o aluno de que a relagao Base x Altura ¢ valida para se calcular o volume
de qualquer prisma, o professor pode utilizar o Principio de Cavalieri (Teorema 3.20), tomando
como auxilio o paralelepipedo reto retangulo, cujo volume ¢ mais intuitivo € compreensivel,
embora esse solido ndo tenha ainda sido identificado nesses termos para os alunos. Nao vamos
nos deter nessa demonstra¢ao, mas o professor pode encontrar demonstragdes desse tipo em
bons livros didaticos. Por ora, o confronto dos resultados obtidos com os dados do GeoGebra é

suficiente para esse convencimento.
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Teorema 3.20 (Principio de Cavalieri) Considere dois solidos S; € S,, de mesma altura,
apoiados sobre um plano a. Se a interse¢do de todo plano f paralelo a a ¢é vazia
ou determina sobre esses solidos superficies de areas iguais, entao os sélidos S;

e S, tém volumes iguais.

O Principio de Cavalieri sera citado mais adiante nas demonstragdes dos volumes de
outros s6lidos geométricos e, embora seja possivel demonstra-lo com maior rigor matematico,
ele sera aqui tomado por verdadeiro, sem esse tipo de demonstragdo. Dada a sua importancia
para diversas demonstragdes geométricas, recomenda-se ao leitor pesquisar sobre o assunto.

Por ora, ¢ suficiente tentar o convencimento por meio do exemplo a seguir, para o qual
dois prismas foram construidos, conforme Figura 19, sendo o primeiro um prisma obliquo
triangular e o segundo um prisma reto retangular de base quadrada, ambas as bases iguais a 2
unidades quadradas de medida. Estrategicamente, esses prismas foram construidos de tal modo
que suas alturas possam ser alteradas, a primeira pelo arraste do ponto H sobre o eixo vertical

e a segunda por meio do controle deslizante b.

Figura 19: Dois prismas de mesma altura com bases distintas de areas iguais.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Embora as alturas dos dois prismas variem de forma independente, os resultados que
mostram a validade do Principio de Cavalieri s6 podem ser observados quando as alturas sdao

iguais, por isso, as manipulacdes devem manter sempre esse critério. A recomendagdo ¢ que
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apenas as alturas sejam alteradas e os campos referentes aos volumes observados para que o

aluno se certifique de que o volume do prisma triangular “a” ¢ sempre igual ao volume do

paralelepipedo “c”, como ilustrado na Figura 20.

Figura 20: Variando as alturas e observando a manutencao da igualdade dos volumes.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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O fato de um dos prismas ser reto retangular e o outro ser obliquo triangular favorece
ainda mais ao aluno se convencer da validade do Principio de Cavalieri, pois intuitivamente, o

aluno comeca a ter a percepgao de que esse teorema se aplica a qualquer solido geométrico.

3.3 Paralelepipedo

Para o estudo dos paralelepipedos, propde-se 0 mesmo procedimento adotado no estudo
dos prismas, na expectativa de que, diante da exploragdo de materiais manipulaveis e figuras,
complementadas pelas construg¢des e manipulagdes feitas no GeoGebra, o aluno perceba que os
paralelepipedos pertencem a uma subclasse dos prismas. Essa percepgao transcende os limites
do reconhecimento de um paralelepipedo simplesmente pela aparéncia da sua forma geométrica
(nivel da visualiza¢do), mas pressupoe a identificagdo de algumas propriedades da figura, o que
sugere um possivel avanco para o Nivel 2 (andlise) do pensamento geométrico segundo o
Modelo van Hiele. Nesse estagio, o aluno perceba que, por gozarem das mesmas propriedades,
os paralelepipedos pertencem a uma subclasse dos prismas.

Desse modo, os pré-requisitos para o estudo dos paralelepipedos e dos prismas, em
geral, sdo praticamente os mesmos. Desse modo, o aluno que tem boa compreensdo sobre os
prismas e percebe que paralelepipedo ¢ um caso particular de prisma ndo terd grandes
dificuldades em fazer associagdes entre as figuras, descobrir novas relacdes e assimilar o
conteudo. Pelo longo espago de tempo entre o estudo de Geometria Plana e Geometria Espacial,
¢ possivel que os alunos tenham esquecido alguns conceitos.

Nesse sentido, ¢ importante que o professor faca uma breve revisdo sobre
paralelogramos, reforcando sua definicao e algumas propriedades e relagdes, ja que esse ¢ o
poligono de interesse no estudo dos paralelepipedos. Sobre paralelismo e perpendicularidade e
inclinagdo, as informagdes necessarias podem ser verificadas no topico que trata dos prismas.

Convém relembrar que estudo desse tema envolve conhecimentos conceituais de
paralelismo, angulos, 4reas e volumes. E fundamental que o professor incentive os alunos a
realizarem calculos algébricos, principalmente quando se tratar das medidas de capacidade. No
caso dos paralelogramos reto-retangulos, o teorema de Pitagoras deve ser trabalhado no célculo
da medida das diagonais. Essa interrelagéo entre Geometria ¢ Algebra é de suma importancia,
pois a disjuncado entre as areas da Matematica tem revelado o aspecto ineficiente do ensino da

disciplina.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Prismatoide
https://pt.wikipedia.org/wiki/Prismatoide
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A exemplo da forma como foi introduzido o estudo dos prismas, uma boa estratégia ¢
iniciar pelo trabalho com materiais concretos e imagens e apos as devidas discussoes e registros,
passar para as atividades no GeoGebra. Dentro dessa proposta, objetiva-se proporcionar ao
aluno as condi¢des necessarias para uma aprendizagem significativa sobre paralelepipedos,
partindo do conhecimento cotidiano e aprimorando esse conhecimento de modo a compreender
melhor a estrutura dessa forma, seus elementos, propriedades e relacdes, formalizar argumentos
validos e aplicar esses conhecimentos em situacoes reais.

Ha de se considerar que o perfil do aluno da EJA, principalmente no tocante as suas
vivéncias e experiéncia profissional, favorece o ensino e aprendizagem desse tema, desde que
o professor selecione criteriosamente os contetidos mais relevantes e utilize um vocabulario
adequado, dentro da realidade do aluno.

Ao propor atividades no GeoGebra em complemento as demais metodologias ja
mencionadas, deve-se observar que a versdo utilizada para esse trabalho nao dispde de
ferramentas especificas para constru¢do de paralelogramos e paralelepipedos, mas isso ndo
impede que, com a adogao de algumas estratégias, essas figuras sejam construidas. Um caminho
relativamente facil para se construir um paralelepipedo na janela de visualizagdo 3D ¢ iniciar
pela constru¢do de um paralelogramo na janela 2D, que servird de base para esse so6lido
geométrico. No entanto, como ja mencionado, as o GeoGebra ndo apresentam a ferramenta
paralelogramo.

Como a constru¢ao no GeoGebra auxilia muito no estudo desse solido, sugere-se aqui
uma forma interessante para construi-lo, at¢ mesmo porque requer alguns conhecimentos de
Geometria Plana que os alunos supostamente t€ém, ou precisam reforca-los com o auxilio do

professor. Isso se fard conforme os passos a seguir.

Passo 1. Para criar o paralelogramo da base, deve-se iniciar clicando na ferramenta segmento
e em dois pontos quaisquer da janela 2D, de modo que seja criando um segmento
AB. Em seguida, clicar no ponto B e em outro ponto fora do segmento AB, para criar
um segmento BC. Desse modo, ficam construidos dois lados adjacente AB ¢ BC do

poligono ABCD, formando um angulo qualquer, como mostra a Figura 21.



Figura 21: Lados adjacentes
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AB e BC, base para a construcdo de um paralelogramo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Passo 2. Tendo em vista que os lados opostos do paralelogramo ABCD, sdo paralelos, o ponto

D deve ser estrategicamente inserido de modo que se tenha AB//CD e BC//DA. Para
tal, sugere-se que, se trace duas retas, sendo uma contendo o ponto A e paralela ao
segmento BC e outra contendo o ponto C e paralela ao segmento AB. Isso pode ser
feito clicando na ferramenta “Reta Paralela” e em seguida no segmento AB e depois
no ponto C, repetindo-se o procedimento para o segmento BC e o ponto A, como

mostra a Figura 22.

Figura 22: Retas paralelas aos lados AB e BC, para determinacio do vértice D de modo

que CD//AB e DA//BC.
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Fonte:

Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

O ponto D procurado € a intersecao dessas duas retas criadas. Para defini-lo, basta clicar

na ferramenta “intersecdo de dois objetos” e depois sobre as duas retas, como na Figura 23.



Figura 23: Determinacao do vértice D do paralelogramo com o auxilio da ferramenta
“Intersec@o de Dois Objetos”.

93

€ GeoGebra Classic

R |[A 2= @O
O
O @PcntoemObjsto

."k Ponto

{" Vincular / Desvincular Ponto

)( Intersegdo de Dois Objetos

@ . * Ponto Médio ou Centro

-

. .Z Numero Complexo -1 0 1 2 3
N Otimizagao _1
. N Raizes

=

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Passo 3. Definidos os vértices A, B, C e D, deve-se construir o paralelogramo clicando na

Figura 24: Criacao do paralelogramo com auxilio da ferramenta “Poligono”, conhecendo

ferramenta “Poligono” e em seguida, nos pontos ABCDA, nessa ordem. Assim, sera

criado o paralelogramo, como na Figura 24.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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Passo 4. Para facilitar a compreensdo, sugere-se alterar o nome do poligono para “Base”,

procedendo como na Figura 25. O professor deve auxiliar o aluno quando necessario.

Figura 25: Alteracdo do nome do poligono da base.
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Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Passo 5. Criado o paralelogramo, pode-se omitir as retas auxiliares, deixando apenas o

poligono. Isso pode ser feito desmarcando os elementos identificados como “Reta”

na Janela de Algebra, simplesmente clicando no local indicado na Figura 26.

Figura 26: Omitindo as retas auxiliares para melhor visualizagdo da figura.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
p gem g

Passo 6. Antes de criar o paralelepipedo, sugere-se que seja criado um controle deslizante e,

na caixa de didlogo de criagdo, os dados sejam ajustados como destacado na Figura

27. O parametro H determinard a variagdo da altura do o sélido durante as
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manipulag¢des dentro do intervalo [0,5; 5], em saltos de 0,5 unidades, o suficiente

para esse estudo.

Figura 27: Criagdo e configuracdo do controle deslizante para variacdo da altura do
paralelepipedo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Passo 7. Uma forma pratica para se criar o paralelepipedo que tem como base o paralelogramo

ABCD, que aqui foi nomeado como “Base”, e altura dependente do parametro H do
controle deslizante, ¢ digitar na caixa de entrada o comando Prisma(Base, H). Assim,

sera gerado o paralelepipedo ABCD, como na Figura 28.

Figura 28: Construcéo do paralelepipedo a partir do poligono “Base”, altura vinculada ao

controle deslizante H.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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Para verificar que, durante as manipulagdes, a base ABCD permanecerd sendo um
paralelogramo, ¢ interessante que, utilizando a ferramenta “Angulo”, se insira a medida dos

angulos internos do poligono da Janela 2D, procedendo como se segue.

Passo 8. Clicar na ferramenta “Angulo” e, em seguida, nos trés extremos dos segmentos que
determinam cada um dos quatro angulos, seguindo a sequéncia no sentido horario.
Por exemplo, para determinar a medida do angulo A, deve-se clicar na ferramenta
angulo e em seguida, nos pontos B, A e D, nessa ordem. Repetir de maneira analoga

para os demais angulos. Com isso, as medidas serdo explicitadas como na Figura 29.

Figura 29: Determinagio dos angulos do paralelogramo base do paralelepipedo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Nesse estagio, ¢ importante solicitar ao aluno que arraste os pontos A, B ou C,
provocando deformagdes no poligono Base e observe o que ocorre com as medidas dos angulos
internos. O objetivo € que se observe que, embora haja alteragdes nas medidas desses angulos,
a figura mantém a congruéncia dos angulos opostos (Figura 30), uma propriedade dos
paralelogramos. E importante que o aluno perceba que independentemente das manipulagdes,
a base sera sempre um paralelogramo e, portanto, o prisma mantera todas as propriedades de
um paralelepipedo. Essas percepgdes representam uma mudanga de estagio de desenvolvimento

do pensamento geométrico, demonstrando um avango nos niveis de van Hiele.

Figura 30: Manutencao da congruéncia dos angulos opostos diante das manipulacoes.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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3.3.1 Elementos do paralelepipedo

Num primeiro momento pos construcdo do paralelepipedo, ¢ interessante que o
professor solicite aos alunos que, valendo-se do dinamismo do GeoGebra, manipulem a figura,
observando-a atentamente sob diferentes angulos e preencham a Tabela 3. Da mesma forma
como foi feito com os prismas, os alunos devem procurem identificar o maximo de propriedades
das figuras e as relacoes entre os dados numeéricos referentes a cada elemento, verificando que
para essa figura vale também a Relacdo de Euler. Essa atividade ¢ de fundamental importancia
para o avango nos niveis de desenvolvimento do pensamento geométrico, iniciando-se com a
transi¢do do nivel 1 para o nivel 2, esperando-se, com o desenvolvimento de outras atividades,

avancar ao menos até o nivel 3 de van Hiele.

Tabela 3: Registros sobre os elementos observados no paralelepipedo
Poligono da Base | Num. de Faces Num. de Vértices Num. de Arestas

Quadrilatero | 6 8 12

Fonte: Proprio autor

3.3.2 Classificacdo dos paralelepipedos

Assim como os demais prismas, os paralelepipedos sdo classificados em retos e
obliquos. Como o aluno j4 estudou sobre prismas retos e obliquos, ndo h4 necessidade de se
ater novamente nesse assunto. No entanto, ¢ interessante uma breve apresentagao desses dois
tipos de paralelepipedo no GeoGebra, principalmente para que o aluno verifique, pela analise
dos angulos entre as arestas laterais e o plano da base, a veracidade das caracteristicas expressas

na defini¢do seguinte.

Definicdo 3.21 (Paralelepipedo reto) Um paralelepipedo ¢ dito reto quando suas arestas
laterais sdo perpendiculares a base e, consequentemente, suas faces laterais sao

retangulos.




98

3.3.3 Area lateral e drea total de um paralelepipedo

Para se determinar a area lateral do paralelepipedo, um caminho ¢ utilizar a ferramenta
“Planifica¢do”, a exemplo do que foi feito com os prismas. Da mesma forma, o professor pode-
se recorrer aos calculos algébricos ou valer-se dos resultados apresentados na Janela de Algebra
do GeoGebra. Para obten¢do desses dados deve-se dar sequéncia a atividade no GeoGebra 3D,

procedendo como no passo a seguir.

Passo 9. Para se obter a planificagdo do objeto, deve-se clicar na ferramenta “Planificacdo” e,
em seguida, no paralelepipedo apresentado na Janela de visualiza¢do 3D. E criado
automaticamente um controle deslizante cujo parametro define os estigios de

planificagdo, como na Figura 31.

Figura 31: Planificacdo do paralelepipedo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

A Figura 31 mostra dois estagios de planificagdo, um quando j = 0.5, o que significa que
o processo de planifica¢do estd em 50%, e o outro quando j = 1, que representa 100%. Vale
observar que somente nesse estagio final da planificagdo, ou seja, quando j = 1, o objeto esta
totalmente planificado e, somente nesse estagio, todas as faces sdo apresentadas na Janela de
visualizacdo 2D. Isso facilita determinar a quantidade de faces da figura e dai, verificando as
medidas das arestas e valendo-se dos conhecimentos de Geometria Plana, calcular a area de
cada face, e realizar a partir desses valores o célculo algébrico da area lateral e da area total,
confrontando os resultados com os valores apresentados na Janela de Algebra.

Com esse tipo de atividade, espera-se que o aluno avance nos Niveis de van Hiele a
ponto de perceber que um paralelepipedo ¢ uma forma tridimensional cujas 6 faces sdo
paralelogramos identificar as propriedade da figura, criar uma imagem mental e associa-la ao
vocabulario formal, desenvolvendo a capacidade de elaborar argumentos do para definir esse
solido de diferentes formas, como as que se seguem.

Nesse estagio, o aluno teria avangado para o nivel 3 (dedugdo informal) de van Hiele, ja
satisfatorio para o aluno jovem e adulto, embora alguns desses alunos sejam potencialmente
capazes de avangar para o nivel 4 (dedu¢do formal), tornando-se capazes de elaborar provas e
demonstragdes com maior rigor matematico, embora esse estagio ndo se encaixe no perfil do
aluno da EJA, principalmente quando se considera o tempo reduzido de contato desse aluno

com a geometria escolar.
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De qualquer modo, o aluno que se desenvolve satisfatoriamente até atingir o nivel 3 de
van Hiele, embora ndo tenha ainda desenvolvido a capacidade de elaborar demonstragdes
formais, € capaz de negociar significados, criar imagens mentais e compreender as diferentes
formas de se definir um paralelepipedo, como as que se seguem, inclusive de estabelecer
relacdes entre essas definicdes.

Quanto a classe e ao poligono da base, um paralelepipedo pode ser definido da seguinte

forma:

Definicdo 3.22-a (Paralelepipedo) Chama-se paralelepipedo todo prisma cuja base ¢

um paralelogramo.

Observando a classificagdo do poliedro e as propriedades das faces, pode-se assim

definir paralelepipedo:

Definicio 3.22-b (Paralelepipedo) Define-se paralelepipedo como sendo um hexaedro no qual

cada face ¢ um paralelogramo.

Finalmente, um paralelepipedo pode ter como base de sua defini¢do o reconhecimento

do paralelismo de cada um dos trés pares de planos que contém faces opostas.

Definicao 3.22-c¢ (Paralelepipedo) Diz-se que um poliedro ¢ um paralelepipedo se este € um

hexaedro com trés pares de faces paralelas.

3.3.4 Diagonal do paralelepipedo reto-retangulo

Com a metodologia aqui proposta, € provavel que o aluno, ao analisar um paralelepipedo
reto-retangulo na tela do GeoGebra, consiga perceber que, pelas propriedades da figura, sua
diagonal ¢ a hipotenusa de um triangulo retangulo, cujos catetos sdo uma aresta lateral e uma
diagonal da base. Dependendo do seu nivel de pensamento geométrico, ¢ capaz de deduzir que
a diagonal da base do paralelepipedo ¢ também a hipotenusa de outro tridngulo retangulo no
qual os catetos sdo duas arestas adjacentes da base e, portanto, conhecendo-se as dimensdes da

base, a medida da diagonal pode ser calculada por meio do teorema de Pitagoras.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Paralelogramo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Hexaedro
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Paralelo_(geometria)&action=edit&redlink=1
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Um aluno que ja tenha alcancado o nivel 2 (anélise) de van Hiele ¢ capaz de manifestar
essa percepgao e raciocinio, embora ndo consiga ainda elaborar argumentos para justificar sua
logica de pensamento. Os questionamentos feitos pelo professor vao contribuir para o
desenvolvimento dessa habilidade de explicar, mesmo que de maneira simples e informal, o
que fazer e por que fazer para determinar essas medidas, promovendo ai 0 avango para o nivel
3 (dedugao informal) do Modelo van Hiele.

Para facilitar esse estudo, o professor pode solicitar aos alunos que, construido o prisma
no GeoGebra 3D, construam triangulos clicando na ferramenta “poligono” e, em seguida, em
trés vértices do paralelogramo, convenientemente escolhidos, como ilustra a Figura 32.

Na Figura 32, o triangulo ABC, que contém a diagonal da base e o tridngulo ACF, que
contém a diagonal do paralelepipedo, estdo representados, respectivamente, pelos poligonos t1
e t2. Como a base € um retangulo e as arestas laterais sdo perpendiculares ao plano da base, nao
restam duvidas que esses dois tridngulos sdo retangulos, mas se julgar necessario, o aluno pode
verificar a medida do maior angulo interno de cada um por meio da ferramenta “Angulo”.

Para melhor visualizagio dos poligonos, pode-se desmarcar, na Janela de Algebra, o
elemento prisma. Para os calculos, as medidas de todos os segmentos estdo apresentadas na
Janela de Algebra. A identificagdo desses elementos na figura também auxilia no avango do

pensamento geométrico.
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Figura 32: Visualizacdo dos tridngulos que auxiliam na deducio do calculo da medida da
diagonal do paralelepipedo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3.3.5 Volume do paralelepipedo reto-retangulo

Como o paralelepipedo ¢ um prisma, seu volume pode ser calculado como ja explicado.
Do mesmo modo, a Janela de Algebra do GeoGebra apresenta esse valor, porém, o professor
deve explorar outros valores apresentados nessa janela, solicitando que os alunos utilizem esses
valores na realizacao dos calculos e, posteriormente, confrontem os resultados.

Tomando como exemplo a Figura 33, o volume do paralelepipedo, apesar de estar
exposto no elemento Prisma disposto na Janela de Algebra, deve ser calculado multiplicando-
se a area do poligono ABCD da base pela altura do sélido, representada pela terceira coordenada
do ponto H. Assim, sendo V o volume procurado, A a area da base e H a altura do

paralelepipedo, o calculo ¢ como segue.
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Figura 33: Visualizag¢do dos tridngulos que auxiliam na dedu¢do do calculo da medida da
diagonal do paralelepipedo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3.4 Cubo

De acordo com Wikipédia (2020), o Cubo Magico (Figura 34), como originalmente

chamado por seu inventor, o professor hungaro de arquitetura Erné Rubik ¢ um quebra-

cabeca tridimensional criado em 1974 e amplamente difundido na década de 1980, quando foi

licenciado pela Ideal Toys e teve seu nome alterado para “Cubo de Rubik”. Nesse mesmo ano,

ganhou o prémio alemao do “Jogo do Ano (Spiel des Jahres)”. Interessante o fato de que o

professor Erné Rubik demorou um més para resolver o cubo pela primeira vez.

Geralmente confeccionado em plastico e apresentado em vdrias versdes, ¢ atualmente

um dos brinquedos mais populares do mundo, com mais de 350 milhdes de unidades vendidas.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Ern%C5%91_Rubik
https://pt.wikipedia.org/wiki/Quebra-cabe%C3%A7a
https://pt.wikipedia.org/wiki/Quebra-cabe%C3%A7a
https://pt.wikipedia.org/wiki/Tridimensional
https://pt.wikipedia.org/wiki/1974
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ideal_Toy_Company
https://pt.wikipedia.org/wiki/Alemanha
https://pt.wikipedia.org/wiki/Spiel_des_Jahres
https://pt.wikipedia.org/wiki/Pl%C3%A1stico
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A versdao mais comum ¢ a 3x3x3, composta por 6 “faces” de 6 cores diferentes, com “arestas”

medindo 56 mm cada.

Atualmente cubistas de varias nagdes praticam e competem nao so6 a resolucao do 3x3x3,
mas também outros similares. A partir de 2003, a Associagdo Mundial do Cubo Magico (WCA,
World Cubing Association) passou a organizar competi¢cdes por todo o mundo e reconhecer

recordes nacionais, continentais ¢ mundiais.

Figura 34: Cubo Magico ou Cubo de Rubik.
T

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Rubiks cube by keqs.jpg

Esse breve historico tem como objetivo principal despertar a curiosidade do aluno e criar
um ambiente favoravel para a introdugdo ao estudo do s6lido geométrico cubo. O nome “cubo”
magico associado a figura favorece a criacdo de uma imagem mental primaria da forma
geométrica que caracteriza esse objeto de estudo. Intencionalmente ndo foram apresentadas
nesse texto muitas informagdes além do que se julga suficiente, para evitar que a atencao do
aluno se fixe especificamente nesse objeto e o compreenda como representagdo tnica do cubo,
sem perceber sua relagdo com outros materiais importantes para a generalizacao da forma. A
intengdo ¢ levar o aluno a percep¢ao de que um cubo nio se trata, necessariamente, de um cubo
magico, mas pode ser qualquer outro objeto que apresente a mesma forma e as mesmas
propriedades. E interessante que o professor esclareca a seus alunos que o cubo é uma figura
muito importante para o estudo da Geometria Espacial, pois o cubo cuja aresta mede 1 unidade

de medida € a base para o célculo do volume de todos os solidos geométricos.

E natural que nesse primeiro contato o aluno identifique um cubo pela aparéncia, mas
ndo perceba ou ndo se importe com as propriedades da figura, tais como a congruéncia das
arestas, a forma quadrada e a congruéncia de todas as faces e a perpendicularidade entre faces

adjacentes.

Nesse estagio, ¢ importante que o professor reconhega que esse estado manifesto pelo
aluno caracteriza o Nivel 1 (Reconhecimento) de desenvolvimento do pensamento geométrico

segundo o Modelo van Hiele e que esse aluno precisa de um direcionamento planejado, mas


https://pt.wikipedia.org/wiki/Cor
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com a devida autonomia, para superar as fases de transicdo para o Nivel 2 (analise), quando

comeca a perceber algumas das propriedades basicas da figura.

Uma vez criada uma imagem mental primitiva para a figura cubo, sugere-se ao professor
apresentar aos alunos algumas figuras e materiais manipuldveis, tais como dados, cubos
magicos, caixas ou outros objetos de formato cubico, para que sejam manipulados e as
observagdes registradas e compartilhadas com o grupo. Isso possibilitard ao professor perceber
se os alunos reconhecem as representacdes do cubo, o que caracteriza o nivel 1 de van Hiele.
Essa atividade deve ser breve e minuciosamente planejada, considerando-se a limitagdo do
tempo disponivel para esse estudo.

Explorando as ferramentas do GeoGebra, existem diferentes modos de se construir um
cubo, umas mais simples, porém com menos recursos, outras mais elaboradas, mas com a
vantagem de permitir mais possibilidades de manipulagdes. Dentre esses, propde-se aqui um
modo que se julga conveniente para esse estudo. Para que o aluno tenha melhor percepcao das
propriedades e relagdes presentes nesse solido, sugere-se que a medida da aresta seja vinculada
ao controle deslizante. Para tal, deve-se clicar na janela de visualizacdo 2D para acionar sua

barra de ferramentas e proceder conforme os passos a seguir.

1) Criar um Controle Deslizante e configura-lo como na Figura 35. Essa configura¢do ¢ uma

sugestdo conveniente para esse estudo, mas ndo necessariamente precisa ser seguida.

Figura 35: Configuragao do Controle Deslizante *a”, vinculado a aresta do cubo.

Controle Deslizante

@® Nimero Angulo Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacao

min max Incremento

05 5 0.5

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2) Para vincular o comprimento das arestas do cubo ao controle deslizante, deve-se clicar na
ferramenta segmento de comprimento fixo e preencher o campo “comprimento” da caixa
de didlogo com o parametro do controle deslizante, nesse caso, “a”. Clicando em OK, sera

criado um segmento (Figura 36) que serd uma das arestas do cubo.

Figura 36: Constru¢do de um segmento com comprimento fixo para aresta do cubo.
. B
N EENEIERAR
as=
(@) i  Reta

« Segmento

+" Segmento com Comprimento Fixo

: Segmento com Comprimento Fixo
~~ Semirreta

«* . .
2 Caminho Poligonal

@ aA=(2070
B = PontoEm(Esfera(A, a)} . | 4
= (-1.0.7.0)

f = SegmentolA, B)

Fonte: Elaborada pelo autor.

3) Clicando na ferramenta cubo e em seguida nos pontos A ¢ B do segmento AB, sera gerado

o cubo apresentado na Figura 37.



Figura 37: Cubo de arestas vinculadas ao controle deslizante “a”.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3.4.1 Elementos do cubo

Uma vez construida o cubo, pode-se melhorar sua visualizac¢do através da omissao dos

eixos, mantendo apenas o plano como referéncia para dar ao aluno a nogao do espago. Isso pode

ser feito seguindo a sequéncia mostrada na Figura 38 e vale também para o estudo de qualquer

outra figura geométrica.

Figura 38: Sequéncia de procedimentos para omitir os eixos e manter o plano na janela 3D.
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i |
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Fonte: Elaborada pelo autor,

Nesse caso, o s6lido ¢ exibido como na Figura 39, com variagdes de tamanho definidas

pelo controle deslizante.
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Figura 39: Representagdes do cubo com arestas medindoa = 0,5, a=25ea = J.

"

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

A manipulacdo dessas figuras facilita ao aluno identificar e analisar elementos, tais
como faces, vértices e arestas, possibilitando a percep¢do de propriedades e relagdes
importantes para a compreensao da estrutura desse solido geométrico ¢ das expressoes
algébricas aplicadas aos calculos de comprimento, area e volume, dando sentido ao estudo, de
modo que tais conhecimentos se tornem realmente aplicaveis a situagdes do cotidiano. A
visualizagao por diferentes angulos favorece ainda o processo dedutivo por meio do qual o
aluno passa a perceber, por exemplo, que o cubo tem seis faces, todas quadradas e congruentes

e que tem também diagonais, embora essas estejam implicitas na figura.

3.4.2 Diagonal do cubo

No nivel 3 de van Hiele o aluno consegue desenvolver estratégias para calcular a medida
da diagonal de um cubo. Nessas condi¢des, o aluno consegue criar imagens mentais que o
permitam identificar que, ao tragar a diagonal da base e, a partir de um dos seus extremos, a
diagonal do prisma, ter-se-a4 gerado dois tridngulos retangulos cujas medidas das diagonais

podem ser calcular algebricamente aplicando-se, duas vezes, o teorema de Pitdgoras.

4) Clicando na ferramenta cubo e em seguida nos pontos A e B do segmento AB, sera gerado
o cubo ABCDEFGH. Para visualizar as diagonais do cubo e da base, com suas respectivas
medidas, deve-se digitar, na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, os comandos

“Segmento(A,C)” e depois, “Segmento(E,C)”. Para facilitar para o aluno fazer os calculos
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algébricos, sugere-se ainda digitar o comando “Poligono(A,C,E,A), gerando o triangulo
retangulo ACE, cuja cor deve ser alterada e a transparéncia aumentada, acessando suas

configuragdes. A imagem deve ser apresentada como ilustrado na Figura 40.

Figura 40: Diagonal da base e diagonal do cubo.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Embora as medidas das diagonais ja estdo apresentadas na Janela de Algebra, a Figura
4.7 favorece ao aluno calcular esses valores e ainda mais, deduzir uma expressao genérica para
determina-los em um cubo qualquer em func¢do da medida “a” da aresta. Ao analisar o triangulo
retangulo CAE destacado no cubo, o aluno percebe que a medida d, da diagonal do cubo pode
ser calculada por meio do teorema de Pitdgoras, mas apenas o cateto AE tem medida “a”
conhecida. Analisando um pouco mais, percebe que pode utilizar o mesmo teorema para

calcular a medida do cateto d,, diagonal da base, em fun¢do da aresta “a”.
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Desse modo, aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo ABC, deduz que a medida

da diagonal da base do cubo ¢ dada por
d1 = a\/i

e, aplicando o mesmo teorema, desta vez no triangulo CAE, deduz que a medida da diagonal

do cubo de aresta “a” pode ser calculada pela expressao

d2=a\/§

3.4.3 Area lateral e drea total do cubo

Do mesmo modo que nos solidos abordados anteriormente, € provavel que a essa altura
o aluno da EJA, explorando a figura na Janela 3D GeoGebra, consiga perceber as propriedades
do cubo, concebendo esse s6lido como um paralelepipedo composto de seis faces quadradas e
congruentes. Para melhor visualizagdo, recomenda-se que o cubo seja planificado no
GeoGebra, clicando na ferramenta “Planificacdo” e depois, sobre a figura, como ja foi feito
anteriormente com outros prismas. Agindo dessa forma, o cubo serd apresentado como ilustrado

na Figura 41.

Figura 41: Cubo planificado.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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Sabendo que as faces do cubo sdo todas quadradas e congruentes e que esse solido
possui duas bases e quatro faces laterais, ¢ muito provavel que o aluno deduza que a area lateral
do cubo ¢ igual a soma das areas de quatro quadrados de lado “a” e que a area total corresponde

4

area lateral acrescida do dobro da area de uma base. Em linguagem matematica, tem-se que

— 2
Apgse = A%,

— 2
ALateral =4a

— 2
ATotal = 6a

A elaboracdo de argumentos e raciocinios logicos desprovidos do devido rigor
matematico, para justificar que a area lateral do cubo corresponde a soma das areas de quatro
quadrados congruentes e a area total corresponde a soma das areas de seis desses quadrados,
caracterizam o avango para o nivel 3 (deducdo informal) de van Hiele. Por razdes ja
mencionadas nesse trabalho, ndo se espera que o aluno da EJA elabore com maior rigor
demonstragdes formais para o céalculo da area do cubo, capacidade que so seria adquirida a

partir do nivel 4 (deducao formal).

3.4.4 Volume do cubo

Espera-se que os alunos percebam que, por ter as mesmas propriedades do prisma e ter
como bases quadrados, o cubo ¢ um prisma e entdo seu volume pode ser calculado como o
volume de um prisma. Contudo, as manipula¢des no GeoGebra e a compreensao de que todas
as faces do cubo s3o todas quadradas permitem ao aluno intuir que a altura e as arestas da base
tém medidas iguais e dai, ao calcular algebricamente o volume do cubo, esse aluno pode
facilmente deduzir a expressdo que permite calcular o volume do cubo em fun¢do da medida

[P

de suas arestas. Desse modo, ndo sera dificil deduzir que o volume do cubo de aresta “a” ¢
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3.5 Piramide

Em um breve apanhado sobre a historia das piramides do Egito Antigo, Santos (2021)
salienta que ha varias discussdes sobre a origem dessas construgdes € as possiveis explicagoes
para a complexa engenharia que possibilitou construi-las. Embora a historia desses locais
sagrados seja cercada de misticismos, o que se sabe € que historiadores e arquedlogos chegaram
a conclusdo de que cada um dos blocos de pedra que eram lapidados e encaixados uns sobre os
outros nessas construcdes pesava cerca de duas toneladas e que os proprios egipcios
desenvolveram mecanismos para o transporte das rochas e outros materiais utilizados nessas
construgdes. Quanto a curiosa forma geométrica desses monumentos, Mendonga (2019)
esclarece que os egipcios escolheram o formato piramidal porque acreditavam ser essa uma
forma de ascensdo do farad aos céus, sendo acolhido por R4, a divindade mais poderosa da
mitologia egipcia.

O processo de construgdo dessas obras piramidais durava de vinte a trinta anos,
camponeses eram recrutados durante o periodo de seca do rio Nilo e, embora esses monumentos
tenham sido implantados h4 mais de 2500 anos, os egipcios, ja naquela época, demonstravam
um conhecimento matematico bastante desenvolvido, pois utilizavam calculos precisos na
elaboracdo de técnicas que determinavam a posi¢do exata para que as pedras se encaixassem
perfeitamente umas sobre as outras. Além disso, ha um grande conhecimento geométrico na
engenharia utilizada na construc@o de labirintos na parte interna das pirdmides, como estratégia
para enganar os violadores de tumba e proteger toda a riqueza dos farads, que ficariam
guardadas no momento em que eles fossem mumificados.

Segundo Mendonga (2019), existe um total de 123 piramides no Egito. As mais
conhecidas sdo as piramides de Queops, de Quéfren e de Miquerinos (Figura 42), que
representam uma familia de farads e estdo localizadas na peninsula de Gizé. Essa terna de

piramides € a Unica das sete maravilhas do mundo que ainda resiste intacta as agdes do tempo.

ra 42: As trés principais piramides do Egito.

e
camaisbrasil.

Fonte: MENDONCA (2019. Diponivel em: https:/www.edu
com.br/enem/artes/piramides-do-egito. Acesso em 15/06/2021.
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Esse breve historico tem por objetivo despertar o interesse € a curiosidade do aluno e
dar sentido ao estudo das piramides, facilitando a cria¢do de uma imagem mental da forma
geométrica piramidal. Embora essa forma ndo pareca tdo recorrente no cotidiano do aluno da
EJA, ndo se deve ignorar a importancia desse estudo para as generalizagdes, para a compreensao
do mundo e para a continuidade dos estudos, incluindo a matematica e outras disciplinas.

Considerando-se que o aluno ja explorou o assunto prismas, acredita-se que esse aluno
ja tenha um bom dominio sobre poligonos € uma boa nog¢ao espacial, incluindo os conceitos de
base, faces, arestas, vértices, areas ¢ volume, pré-requisitos fundamentais para o estudo das
piramides. Nao serdo abordados aqui todos os detalhes dessa forma, pois o objetivo principal é
despertar o professor para a importdncia de se respeitar os niveis de desenvolvimento do
pensamento geométrico do aluno segundo van Hiele e explicitar as possibilidades de avango

com o auxilio do GeoGebra.

3.5.1 Elementos da piramide

Para iniciar o estudo das pirdmides o professor pode lancar mao de materiais
manipulaveis e imagens e verificar se os alunos conseguem identificar as formas e seus
elementos. A partir dai, o estudo pode ser complementado com a constru¢ao e manipulagdo de
piramides no GeoGebra, pois, além de possibilitar a otimiza¢do do tempo disponivel para o
estudo, auxiliard muito no estudo dos elementos e das relagdes entre eles, além de possibilitar
novas descobertas, deducdes, conjecturas e percepcao de propriedades da figura.

Com a pretensdo de explorar essa mesma constru¢ao em abordagens posteriores, ja
levando-se em consideragdo as limitagdes de tempo para o estudo, propde-se ao professor a

construcdo de uma piramide de bases e altura varidveis. Para isso, sugere-se 0s passos a seguir.

Passo 1) Visando facilitar a variacdo do poligono da base, sugere-se criar, na Janela de

Visualizacao 2D, um controle deslizante n, configurando-o como na Figura 43.
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Figura 43: Criagao e configuragao do Controle Deslizante *n” para o poligono da base.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Passo 2) Ainda na Janela 2D, criar a base da piramide, clicando na ferramenta “Poligono
Regular”, em seguida, em dois pontos distintos A e B, e definindo na caixa de didlogo

o nimero de vértices pelo pardmetro n do controle deslizante, como na Figura 44.

Figura 44: Criagdo da base da piramide, vinculada ao Controle Deslizante “n”.
: |"‘\ L as= n=3 B
LU T [o){s] PANNIEE :
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E:) Poligono Regular
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Poligono Regular

f)- Poligono Semideformavel

N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os poligonos gerados sdo os mesmos da Figura 13 (ver pagina 75). Basta acionar o

controle deslizante n para visualizar todas as bases criadas para a construcao das piramides.

Passo 3) Para facilitar a variagdo de altura da piramide durante as manipulagdes, sugere-se

criar outro controle deslizante H, configurando-o como na Figura 45.
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Figura 45: Configuracdo do Controle Deslizante para definir a variagdo de altura da

pirdmide.
Controle Deslizante
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H=1
@® Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento
0,5 5 0,5

Fonte: Elaborada pelo autor.

Passo 4) Na Caixa de Entrada, digitar o comando “Pirdmide (Poll, H)”, para gerar a pirdmide
que tem como base o poligono apresentado na tela e altura vinculada ao controle

deslizante H, como na Figura 46.

Figura 46: Construindo a piramide com altura vinculada ao Controle Deslizante “H”
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Uma vez criada a piramide, sugere-se que o professor solicite aos alunos que modifique
manualmente os parametros do controle deslizante, gerando, além da piramide triangular
mostrada na Figura acima, outras pirdmides como as apresentadas na Figura 47 e manipule

atentamente cada figura, anotando e refletindo sobre suas descobertas, dividas e constatagdes.
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Figura 47: Piramides com bases determinadas pelo Controle Deslizante *“1”.
A A 4
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3.5.2 Classificacao das piramides

Observando as diversas piramides geradas com a variacdo do pardmetro do controle
deslizante 1, como mostrado na Figura 47, o aluno provavelmente perceberd que o que difere
essas piramides sao os poligonos da base. Considerando o conhecimento que esse aluno detém
sobre poligonos, o professor deve esclarecer que as piramides sdo classificadas, de acordo com
o poligono da base, em pirdmide triangular, quadrangular, pentagonal e assim por diante.

Nesse estagio, o professor deve estimular o aluno a manipular cada figura e, de acordo

com os elementos observados, preencher as células com os dados numéricos da Tabela 4.

Tabela 4: Dados numéricos preenchidos pelo aluno, com base nas observagoes dos
elementos de cada piramide

Tipo da Base Num. de Faces Num. de Vértices Num. de Arestas
Triangular 4 4 6
Quadrangular 5 8
Pentagonal 6 6 10
Hexagonal ¢ 7 12
Heptagonal 8 8 14
Octogonal 9 9 16

Fonte: Elaborada pelo autor

Preenchida corretamente a Tabela 4, ¢ 0 momento de discutir com os alunos as relagdes
entre os elementos de cada linha das tabelas 2 (ver pagina 76) e 4, possibilitando que sejam

feitas conjecturas da Relagdo de Euler. Por possibilitar a percepcao de certos elementos e
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relagdes, essa atividade auxiliard o avanco do nivel de pensamento geométrico do aluno, como
pressupoe a teoria dos van Hiele.

3.5.3 Area lateral e drea total de uma piramide
Para o célculo das areas da piramide, sugere-se que iniciar o estudo por meio da

ferramenta “Planificagdo” do GeoGebra. Considerando a piramide ja construida, no topico

3.5.1, clicar na ferramenta “Planificacdo” e acionar o controle deslizante, como na Figura 48.

Figura 48: Planificacdo de uma pirdmide.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

O processo de planificagdo gerou o Controle Deslizante b, cujo parametro varia de 0 a
1. Isso representa o percentual de abertura da figura. Somente quando b =1 a figura aparece na
Janela de Visualizagdo 2D, pois se encontra 100% planificada, ou seja, todas as faces estdo
totalmente apoiadas no plano da base.

Os dados numéricos que acompanham os elementos poll = Poligono(A,B,n) e ¢ =
Planificagao(a,b) representam, respectivamente, as areas da base e a area total da piramide. Em
certos casos, ¢ importante que o professor solicite os calculos algébricos e, para isso, a Figura
48 auxilia na percepcao de que a area lateral ¢ a soma das areas de n regides triangulares e a

area total ¢ essa soma acrescida da drea do poligono da base.
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O professor pode se valer desse momento para trabalhar com seus alunos o calculo da
medida do apotema da piramide regular, esclarecendo para eles que o apotema ¢ a altura do
triangulo que forma uma face lateral. E um 6timo momento para se trabalhar vérios célculos
envolvendo, por exemplo, o teorema de Pitagoras, visto que as medidas de alguns elementos
sao desconhecidas. Contudo, diante da limitagdo do tempo, pode ser conveniente utilizar o
proprio GeoGebra para calcular essas distancias ou até mesmo as areas, mas ndo € recomendado
trabalhar o conteudo na sua totalidade sem recorrer a célculos algébricos.

Na falta de tempo para explorar muitos céalculos, o professor deve conduzir os alunos a
perceberem que, dadas a area da base e a area total da piramide, a area lateral ¢ facilmente
obtida tomando-se a segunda e subtraindo dela a primeira. Por exemplo, a pirdmide
representada na Figura 48 tem area da base igual a 4,43 e area total igual a 13,6 e, portanto, sua

area lateral € 13,6 — 4,43 = 9,17 unidades quadradas.

3.5.4 Volume da piramide

Uma forma interessante de se conduzir o aluno a dedugdo da formula do volume da
piramide de forma significativa requer a percepg¢ao da relagdo entre o volume da pirdmide e o
volume de um prisma de mesma base, até mesmo por considerar que, ha essa altura, esse aluno
ja sabe calcular o volume do prisma e, portanto, deve avancar valendo-se de um conhecimento
prévio. Baseado no Modelo de van Hiele, esse estudo se inicia pela visualizacao e avanga para
as conjecturas e compreensao das formas e suas relagdes, culminando no desenvolvimento do
pensamento geométrico. Nesse sentido, propde-se que seja realizada, com o auxilio do

GeoGebra, a atividade a seguir.

Passo 1) Na Janela 2D, criar um tridngulo, clicando na ferramenta “Poligono” e, em seguida,
em trés pontos distintos A, B e C, fechando a figura no ponto A, como mostra a

Figura 49.
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Figura 49: Criacdo de base triangular para prisma e piramide.

RS ISl [=)PINE 3
D-Poligono

D Poligono Regular

& Poligono Rigido

b- Poligono Semideformavel

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Passo 2) Para variar a altura das figuras, deve-se criar um controle deslizante H, configurando-

o como na Figura 50.

Figura 50: Configuragdo do Controle Deslizante vinculado a altura do prisma e piramide.

Controle Deslizante
Nome
H=1
@ Nimero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento
1 5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Passo 2) Na caixa de entrada, digitar o comando “Prisma(t1,H)”, para criar o prisma cuja base
¢ o triangulo t1 e a altura varia conforme o parametro H do controle deslizante. Ver

Figura 51.



Figura 51: Construcdo do prisma de base “t1” e altura vinculada ao Controle Deslizante
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Passo 2) Para melhor visualizacdo do que se segue, ¢ interessante omitir o prisma e evidenciar

suas duas bases. Para tal, deve-se recorrer a Janela de Algebra e desmarcar o

elemento “Prisma(tl,H)”. Caso outros elementos sejam também desmarcados,

marca-los novamente, mantendo desmarcado apenas o elemento Prisma. Na caixa de

entrada, digitar Poligono(D,E,F), como na Figura 52.
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Figura 52: Omitindo o prisma e evidenciando suas duas bases.
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0O c = Segmento(A,B,t1) / 4
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O d = Prisma(tl, H) 53
— 8.86
3 f
+ Poligono(D, E, F)
— 295 as
Q

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Passo 2) Criar outra piramide de base coincidente com a base inferior do prisma e vértice
coincidindo com um dos vértices da base superior, digitando na caixa de entrada, o

comando “Pirdmide(t1l, D)”, como na Figura 53.
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Figura 53: Construc¢io de pirimide com a base inferior do prisma e vértice no ponto D.
. 256 N HEeace : =
o) b = Segmento(C, A, t1) : HL

— 3.05 d
6

3

c = Segmento(A, B, tl) :
@)

- 237 :
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O ;
3
d = Prisma(tl, H)
0 fea
— 8.86

Cc
d; = Segmento(E, F,t2) 2 1
O c :a

— 256 / >

. S9i-+-+-+9 -FB' 0 1 2+
e = Segmento(F,D,t2) *
o ( ) 3
— 3.05
f = Segmento(D, E, t2) 5 =
' &
— 237 -3
@ 2= Poligono(D.EF) : i a
— 295
. -5
. Piramide(t1,D) 2 Q

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Passo 3) Criar outra piramide, agora com a base coincidente com a base superior do prisma e
vértice coincidindo com um dos vértices da base inferior. Para isso, digitar na caixa

de entrada o comando “Piramide(t2, B)”, como na Figura 54.
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Figura 54: Cria¢do de piramide com a base superior do prisma e vértice no ponto B.
— 3.05 =N HiHaCE i ¢

© c = Segmento(A, B, t1) H|=

- 2.37 d

3
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O
1 —— 5 s -
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—~ 256 2
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O ¢ a

~ 305 A
v

f = Segmento(D, E, t2) : B
@)

- 2.37

t2 = Poligono(D, E,F)
O

— 295 73
o g = Piramide(t1,D) : = "
— 295 Q

+ Piramide(t2, B)

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Para melhor visualizagdo, o professor pode orientar os alunos a mover a figura
procurando uma posi¢do que permita perceber partes que faltam para preencher um poligono
convexo. Em seguida, alterar a cor das piramides, de preferéncia com cores bem distintas. Isso
pode ser feito selecionando o elemento “Pirdmide” na Janela de Algebra e clicando nos trés
pontinhos para acessar “Configuragdes”, e depois em Cor. Essa alteragdo facilita para o aluno

distinguir as duas piramides que compdem o poliedro, como na Figura 55.
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Figura 55: Movendo o poliedro e alterando as cores das piramides.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Nesse momento, € importante o professor verificar se os alunos percebem que uma

piramide de base triangular se encaixa perfeitamente no espago que falta para tornar o poliedro

convexo. O procedimento para construg¢do dessa piramide sdo conforme o Passo 3.

Passo 3) Na Caixa de Entrada, digitar o comando “Piramide(B,C,F,D)”, para que seja criada

a piramide que completa o preenchimento do prisma, como na Figura 56.



Figura 56: Construindo a piramide que completa o preenchimento do prisma.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Agora o elemento “d = Prisma(tl,H)” deve ser marcado novamente ¢ a figura ¢ a figura

manipulada de modo que possa ser observada sob diversos angulos, possibilitando a percepgao

de que a juncao das trés piramides coincide exatamente com o Prisma d, conforme Figura 57.
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Figura 57: Visualiza¢do do prisma preenchido pelas trés piramides de igual volume.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Geometricamente, j& ¢ possivel convencer o aluno de que um prisma pode ser composto
pela jungao de trés piramides de igual volume. Basta observar, na janela de Algebra, a igualdade
dos volumes de ambas as piramides, expressos a direita das setas, logo abaixo do nome do
poliedro. Na Figura 57, o volume de cada piramide ¢ 1,97 unidades ctbicas e o volume do
prisma ¢ 5,91 unidades cubicas. Para uma comprovagao algébrica, o professor deve solicitar
aos alunos que efetuem a soma dos volumes das trés piramides e comparem com o volume do
prisma. Tudo deve ser devidamente registrado pelo aluno.

Como o volume das figuras estd vinculado a altura H do controle deslizante, ¢
importante que, acionando o controle deslizante, a altura seja alterada e essa comparagdo dos
volumes realizada para diferentes alturas. O professor deve esclarecer aos alunos que possiveis
divergéncias nos valores podem ocorrer porque o GeoGebra opera com aproximagdes, mas
essas diferen¢as sao minimas ¢ irrelevantes.

Feitos os devidos registros, o professor deve solicitar que os alunos calculem a razao
entre o volume de uma piramide e o volume do prisma. No caso da Figura 57, o aluno deve

realizar o calculo

Volume do Prisma "d" 5,91 _

Volume da Piramide "g" 1,97
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Ao realizar os calculos, ¢ provavel que o aluno perceba que, mesmo com as possiveis
inexatiddes, a razao procurada sempre igual a 3 ou, em raros casos, muito proxima desse valor.

Dai, valendo-se da propriedade fundamental das proporc¢des, deduz-se facilmente que

1
Volume da Piramide g = 3 Volume do Prisma "d"

Essa relagcdo pode ser generalizada considerando-se o Principio de Cavalieri, uma vez
que, provada a validade para solidos de base triangular, como acabamos de demonstrar, é
possivel que, para qualquer prisma pl, se construa um prisma p2 de mesma altura H e base
triangular, de tal modo que a area da base de pl seja igual a area da base de p2. Pelo Principio
de Cavalieri, os prismas pl e p2 tem volumes iguais e, portanto, pl também ¢ composto por
tr€s piramides de volumes idénticos, sendo que, cada pirdmide de pl tem volume exatamente
igual ao volume de uma piramide de p2.

Desse modo, espera-se convencer o aluno de que, dada uma piramide qualquer e um

prisma de mesma base e altura igual a altura da piramide, vale sempre a relagao

Vpiramide = §-VPrisma
Como o volume do prisma de altura H e area da base dada por Aggge €
Verisma = Apase-H

deduz-se que o volume da pirdmide altura H ¢ dado pela relacao

Vbiramide = §-ABase-H
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3.6 Tetraedro

Uma forma mais simples de se construir um tetraedro no GeoGebra ¢ clicando na
ferramenta “Tetraedro” e, em seguida, em dois pontos quaisquer sobre o plano da Janela de

Visualizagdo 3D. Sera gerado o tetraedro de base ABC, como ilustrado na Figura 58.

Figura 58: Tetraedro de base ABC.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

J4

E possivel que pela visualizagio os alunos percebam que um tetraedro ¢ um caso
especial de piramide, mais especificamente, uma piramide de base triangular. Essa percepcao ¢
caracteristica do Nivel 1 (Visualizagdo ou reconhecimento) do Modelo van Hiele. Contudo, ¢
interessante que o professor solicite aos alunos que, manipulando a figura, analisem todas as
faces e destaquem alguma caracteristica especial verificada nessa figura. Importante recordar
que uma figura semelhante ja foi estudada, a exemplo da piramide triangular apresentada na
Figura 56.

Valendo-se do conhecimento construido no estudo das piramides, ¢ muito provavel que,
além da identificagdo dos elementos do tetraedro, o aluno também reconhega algumas das
propriedades da figura e consiga argumentar sobre elas, demonstrando o avango para o Nivel 2
(Analise) de van Hiele. Importante o professor destacar que, se todas as faces sdo triangulos
equilateros, entdo esse tetraedro ¢ dito regular e ¢ também um dos cinco sélidos platonicos que
serdo abordados na secao 3.7.

Ha de se esperar que esse estudo seja relativamente breve, uma vez que os alunos,

conhecedores das formas piramidais, seus elementos, propriedades e relagdes, ja detém, mesmo
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que implicitamente, o dominio de boa parte do contetido tetraedro. Desse modo, o professor
deve encorajar e orientar seus alunos no sentido de, seguindo alguns dos passos descritos para
o estudo das piramides, explorarem a figura tetraedro, realizando, por exemplo, planificagdes,
alteracdo de medidas, calcular suas areas e fazer comparagdes, dentre outras atividades

indicadas pelo professor.

3.6.1 Elementos, area e volume do tetraedro

O aluno da EJA que detém o nivel 1 de van Hiele consegue identificar os principais
elementos de um tetraedro, perceber que sua base € triangular e criar uma imagem mental para
0 que seria sua altura simplesmente pela visualizagdo da figura, mesmo sem perceber as
propriedades desse s6lido. Ao atingir o nivel 2 de pensamento geométrico segundo a teoria de
van Hiele, esse aluno passa a perceber as propriedades da figura e a classifica-la como um caso
particular das piramides. Avancando para o nivel 3, torna-se capaz de explicar com certo rigor
a logica usada para o calculo da altura do tetraedro por meio de sucessivas aplicagdes do
teorema de Pitagoras e também desenvolver bons argumentos para explicar o calculo da area
superficie e do volume de um tetraedro.

Para esse estudo, ¢ suficiente tomar um tetraedro regular de aresta medindo “a” e, para
facilitar esse estudo, sugere-se construir esse solido no GeoGebra. Para visualizar o tetraedro

por diferentes angulos e poder manipular facilmente suas medidas e observar simultaneamente

algumas de suas representagdes, sugere-se proceder como nos passos seguintes.

1) Para controlar a medida das arestas, deve-se criar um controle deslizante “a” e configura-

lo, sugestivamente, como na Figura 59.

Figura 59: Configurag¢ao do Controle Deslizante “a” a ser vinculado a aresta do tetraedro.
Controle Deslizante

® Nimero Angulo nteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2) Clicar na ferramenta “Segmento de Comprimento Fixo” e em seguida em uma regido
qualquer da Janela 2D, preenchendo o campo “Comprimento” com o parametro “a”, como

na Figura 60. Essa acdo definira uma aresta da base do tetraedro, vinculada ao controle

deslizante.

Figura 60: Construgdo de segmento de comprimento fixo vinculado ao Controle Deslizante
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Fonte: Elaborada pelo autor.

3) Para construir o tridngulo equilatero que servira de base para o tetraedro, deve-se clicar na
ferramenta “Poligono Regular” e nos extremos A ¢ B do segmento de comprimento fixo

do passo anterior. Sera criado o triangulo ABC, de lado medindo “a”, como na Figura 61.

Figura 61: Construcao de tridngulo equilatero ABC, base do tetraedro de aresta “a”.

K= IPANNE < |

Poligono Regular

[>» Poligono

I:} Poligono Regular

‘ I}- Poligono Rigido

ey
2

1 b- Poligono Semideformavel

A |
. e
f L]

A

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4) Para se construir o tetraedro de base “pol1” e aresta “a”, deve-se digitar, na Caixa de Entrada
da Janela de Algebra, o comando “Tetraedro(pol1)”. O s6lido sera gerado como na Figura

62. Essa acao definird uma aresta da base do tetraedro, vinculada ao controle deslizante.

Figura 62: Construcédo do tetraedro de base “poll™ e aresta “a”.

e poll = Poligono(A,B,3) : 25

— 043 25

O g = Segmento(A, B, poll) :

-1 ' &
*

Tetraedro(poll) : 5

— 0.12

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Embora o GeoGebra j& apresente o volume do tetraedro, ¢ importante que o aluno

visualize os segmentos necessarios para o calculo algébrico. Para isso, deve-se proceder como

S€ seguc.

5) Digitar, na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, o comando “CentroDeGravidade(poll)”,
depois “Segmento(A,E)” e, finalmente, “Segmento(D,E)”, gerando os catetos do tridngulo

retangulo AED, como na Figura 63.
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Figura 63: Construgao do tetraedro de base “poll” e aresta “‘a”.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Convém relembrar que a medida do segmento AE equivale a dois tercos da altura do
triangulo equilatero ABC e essa altura o aluno ja deve saber calcular. O segmento DE ¢é a altura
do tetraedro e pode ser calculada utilizando-se o teorema de Pitagoras.

Para facilitar a dedug@o da formula para o célculo da area da superficie do tetraedro, o
solido deve ser planificado. Para tal, deve-se clicar na ferramenta “Planificacdo” e depois sobre

o tetraedro, como na Figura 64.

Figura 64: Planificacio do tetraedro.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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A partir dessas observagdes o aluno pode perceber que a area da superficie do tetraedro
equivale a quatro vezes a area da base e o volume do tetraedro ¢ igual a terca parte do produto
da area da base pela altura do solido. O professor pode direcionar o aluno na expectativa de que
ele deduza que a area e o volume do tetraedro regular sdo, em fun¢do da medida da aresta,

dados, respectivamente, pelas expressoes

A=a%\V3

B a2
12

Diante da realidade da EJA, ndo ha necessidade de avancar nesse assunto muito além
do que foi sugerido aqui e € provavel que nem sempre o professor tera disponibilidade de tempo
para explorar todas essas sugestoes. Fica a critério de cada professor decidir o que € como

abordar cada assunto tratado aqui.

3.7 Poliedros regulares

Para introduzir o assunto, o professor deve esclarecer que esse estudo vai tratar de
poliedros convexos e que, dentre eles, existem apenas cinco poliedros regulares, também
chamados de poliedros de Platdo ou poliedros platonicos e que serdo esses os solidos
geométricos abordados nesse topico.

Como complemento ao uso de materiais manipuldveis, figuras e ao material tedrico e
outros adotados pelo professor, propde-se aqui a exploracdo das ferramentas do GeoGebra, de
modo que o aluno participe do processo de construgao da representacao figural desses solidos
e va percebendo, de forma pratica e dinamica, seus elementos, propriedades e relagdes. Embora
esse primeiro momento esteja mais voltado para o reconhecimento das formas, o vocabulério
especifico para o estudo ja pode ser introduzido, para que o aluno desenvolva a capacidade de
relacionar elementos e propriedades as figuras. O reconhecimento das figuras pela aparéncia de
suas formas ¢ a identificacao de seus elementos, tais como faces, vértices e arestas ¢ caracteriza
o Nivel 1 (Visualizagdo ou reconhecimento) da teoria de desenvolvimento do pensamento

geométrico segundo van Hiele.
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Do ponto de vista pedagdgico, o dinamismo do GeoGebra destaca-se como um estimulo
ao estudo desses objetos, facilitando a identificagdo de propriedades e o desenvolvimento da
capacidade de perceber a existéncia de elementos implicitos da figura, tais como suas diagonais,
angulos, dentre outros, de modo a promover o desenvolvimento da abstragdo ¢ o consequente
avango para niveis superiores de pensamento.

Especificamente para o estudo dos poliedros regulares, sugere-se a construcdo e
manipulagao dos cinco poliedros de Platdao, valendo-se do auxilio do GeoGebra, conforme os

passos a seguir.

Passo 1. Na Janela de visualizag¢do 2D, o aluno deve criar um quadrado, um pentdgono regular
e trés tridngulos regulares distintos. Recomenda-se manter um bom distanciamento
entre as figuras, para melhor visualizagdo durante as atividades posteriores. Todos
esses poligonos podem ser construidos clicando-se na ferramenta “Poligono
Regular” e em dois pontos distintos da Janela de visualizagdo. Na caixa de didlogo
que se abre, preencher o campo “Vértices” com o niimero de vértices do poligono
desejado, ou seja, 3 para cada um dos trés triangulos, 4 para o quadrado e 5 para o
pentagono. Feito isso, serdo apresentadas na tela representacdes como as da Figura

65.
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Figura 65: Construcao dos poligonos base para os poliedros regulares (ou poliedros de
Platao).
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Para a construgdo dos cinco poliedros de Platdo, partindo desses poligonos (Figura 65),
sugere-se que, na Caixa de Entrada, se digite os comandos especificos para cada figura, como
segue: para criar o cubo, deve-se digitar, o comando “Cubo(poll)”; para a construcdo do
dodecaedro, digitar o comando “Dodecaedro(pol2)”; para o tetraedro, digitar “Tetraedro(pol3);
para o octaedro, o comando “Octaedro(pol4) e, finalmente, digitar o comando

“Icosaedro(pol5)” para criar o icosaedro, como na Figura 66.
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Figura 66: Construcdo dos poliedros regulares (ou poliedros de Platdo).
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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3.7.1 Forma planificada dos poliedros regulares

Construidos os poliedros, como na Figura 66, o professor deve solicitar aos alunos que
manipulem atentamente as figuras e anotem suas observagdes. Nesse momento, o aluno pode,
inclusive, clicar na ferramenta “Planificacdo” e em seguida em cada um dos poliedros, obtendo
o resultado mostrado na Figura 67. Isso possibilitara observagdes importantes, como, por
exemplo, a diferenciagdo das figuras pela sua forma planificada e a identificagao da quantidade

de faces de cada poliedro.

Figura 67: Forma planificada dos poliedros regulares (ou poliedros de Platao).

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Interessante notar que o processo de planificagdo disponibiliza controles deslizantes
independentes, cada um vinculado a uma das figuras, possibilitando ao aluno manipular um

solido por vez e observar separadamente o que ocorre durante esse processo.

3.7.2 Poliedros de Platio e a Relacido de Euler

Visando facilitar o reconhecimento das relagdes e propriedades desses solidos, sugere-

se que o professor solicite aos alunos que, valendo-se do recurso da manipulacdo oferecido pelo
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GeoGebra 3D, facam o registro de alguns dados em especial, como os apresentados na Tabela

5.
Tabela 5: Registro sobre os elementos observados nos poliedros de Platao
Poliedro Poligono da face | Num. faces | Num. vértices | Num. arestas
| Hexaedro (Cubo) | Quadrado 6 8 12
| Dodecaedro Pentagono regular 12 20 30
Tetraedro Triangulo equilatero 4 4 6
| Octaedro Triangulo equilatero 8 6 12
Icosaedro Triangulo equilatero 20 12 30

Fonte: Proprio autor

Preenchida a Tabela 5, o professor deve direcionar a analise e discussdo desses dados,
na expectativa de que, diante dessa andlise e da observacgdo das figuras, os alunos consigam
criar conjecturas e tirar conclusdes importantes para a deducao da Relacao de Euler, ou, ao
menos, sejam capazes de compreender essa relacdo de maneira significativa. Essa intervencao
intencional do professor caracteriza, segundo a teoria de van Hiele, uma das fases de transi¢do
para niveis superiores de pensamento geométrico, devendo ser cuidadosamente planejada para
que esse aluno seja, sutilmente e com certa autonomia, induzido a perceber essa importante
relagdo e valer-se dela para resolver problemas.

Nesse estagio, o aluno deve ser capaz de compreender as afirmagdes seguintes e associar
imagens mentais a elas, demonstrando a capacidade de abstracdo. Esse avango ¢ muito
significativo quando se desenvolve na EJA um trabalho diferenciado como esse, onde se
procura respeitar os ritmos de aprendizagem e explorar as peculiares do aluno jovem e adulto
em prol da educagdo, primando pelo avango nos niveis de desenvolvimento do pensamento

geométrico de acordo com o Modelo van Hiele.

Teorema 6.1: (Relacdo de Euler): Em todo poliedro convexo ¢ valida a relagao

V+F=A+2ouseja,V—-—A+F =2

Definicdo 6.1 (poliedros platonicos): Diz-se que um poliedro € platonico se, e so se, €
convexo, em todo vértice concorre 0 mesmo numero de arestas, toda face tem o

mesmo numero de arestas e € valida a Relacao de Euler.
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Finalmente, o aluno pode confrontar essas informagdes com as figuras geradas no

GeoGebra, de modo a sentir-se convencido de sua veracidade.

3.8 Cilindro

Considerando-se dois planos distintos e paralelos a e 5, assim como mencionado no
estudo dos prismas, tomemos sobre esses planos duas regides circulares (circulos) ¢y e c,, de
raios congruentes e centros 0, e 0,. Tragando-se o segmento de reta 0,0,,0 conjunto que esse
segmento e todos os segmentos de reta paralelos a ele e cujas extremidades pertencem aos
circulos ¢4 e ¢, € denominado cilindro de bases c; e c;.

Um modo simples de se construir um cilindro reto no GeoGebra 3D, de modo que sua

altura e o raio da base possam ser facilmente manipulados, € proceder como nos passos a seguir.

1) Inicialmente, deve-se criar dois controles deslizantes e ao configura-los, renomear cada um

deles como r e h, respectivamente, além de alterar os valores, como na Figura 68.

Figura 68: Configuracdo dos controles deslizante vinculados ao raio e altura do cilindro.
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o : © ¢ Intervalo Controle Deslizante Animagao
I {{ [
mm e Incremento min max Incremento

0.3 s U,o

0.5

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Como base para o cilindro, deve-se construir um circulo com raio vinculado ao controle
deslizante r. Para isso, deve-se clicar na ferramenta “Circulo: Centro & Raio” e em um ponto
qualquer da Janela 2D. Abrird uma caixa de didlogo na qual deve-se preencher o campo

“Raio” com o parametro r e clicar OK, para que seja gerada a imagem como na Figura 69.



Figura 69: Construgdo do circulo de raio vinculado ao Controle Deslizante
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3) Uma vez construido o circulo “c” da base, o cilindro pode ser construido a partir dele e, para

maiores possibilidades de manipulagdes, sugere-se que sua altura seja vinculada ao controle

deslizante h. Desse modo, para que esse cilindro seja gerado deve-se digitar, na caixa de

Entrada da Janela de Algebra, o comando “Cilindro(c, h)”, como ilustrado na Figura 70.
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Figura 70: Construgdo do cilindro de base “c” e altura vinculada ao Controle Deslizante
“h”l
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Concluido esse processo de construgdo, o aluno deve ser instruido a manipular a figura
por meio dos controles deslizantes e também de movimentos na tela, de modo a observar

diferentes figuras e por diversos angulos, como ilustrado na Figura 71.

Figura 71: Diferentes vistas do cilindro reto, possibilitadas pelas manipulagdes.

L}

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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3.8.1 Elementos do cilindro e classificacio dos cilindros

Comparando-se os cilindros com os prismas da Figura 20 (pagina 83), percebe-se que,
semelhantemente aos prismas, os cilindros tém duas bases paralelas e uma superficie lateral. A
principal diferenca € que as bases sdo circulares e nao poligonais, ao passo que a superficie
lateral ndo ¢ composta de poligonos, mas de uma superficie curva.

As bases sdo duas regides circulares de mesmo raio, situadas em planos distintos e

paralelos. Assim como nos prismas, a altura do cilindro € a distancia entre os planos que contém

suas bases. Sendo C; e C, os centros dos circulos das bases, a reta C;C, ¢ chamada “cixo” do

cilindro.

Os segmentos paralelos a reta m e que estao situados na superficie do cilindro sao
chamados “geratrizes”.

Semelhantemente aos prismas, os cilindros sdo classificados em retos e obliquos. Um
cilindro € reto quando seu eixo ¢ perpendicular aos planos de suas bases. Caso contrario, o
cilindro ¢ dito obliquo. Devido ao pouco tempo disponivel em sala de aula e a pouca relevancia
desse assunto para o aluno da EJA, o professor deve fazer uma abordagem superficial, apenas
a titulo de conhecimento, sem delongas. Basta que sejam apresentadas algumas figuras e/ou
solidos manipuldveis para uma breve discussdo e seguir para assuntos mais relevantes para o

estudo proposto.

3.8.2 Areada superficie lateral e area total do cilindro

A versdo do GeoGebra utilizada nesse trabalho ndo dispde da ferramenta para
planificac¢do de corpos redondos, por isso, ndo € possivel obter as areas do cilindro utilizando-
se desse recurso, como foi sugerido no estudo dos prismas e piramides. No entanto, com os
conhecimentos de Geometria Plana e as experiéncias do cotidiano que se pressupdes que o
aluno da EJA traga consigo, ¢ provavel que esse aluno ndo encontre dificuldades em
compreender que a superficie do cilindro, embora seja cura, pode ser representada na forma de
uma figura plana retangular, cuja medida da base equivale ao perimetro do circulo da base e a
altura ¢ a mesma do cilindro.

Considerando-se que o aluno, conhecendo as medidas do raio r da base e a altura h do
cilindro, saiba calcular o comprimento de um circulo, o professor pode, valendo-se da

planificagao de materiais manipulaveis, tais como tubos flexiveis, por exemplo, auxiliar o aluno
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na dedugdo da érea lateral do cilindro, levando-o a compreensado de que essa area, denotada por

A;, pode ser calculada por meio da relagao

A, =2nr.h

Nessas condicdes, e auxiliado pelas visualiza¢des proporcionadas pelo GeoGebra, esse
aluno consegue ainda calcular a area de uma base do cilindro, dada por

Ab = 7'[7"2

e deduzir que a area total da superficie do cilindro pode ser obtida pela relagao

A=2nr?+2nr.h

Embora ndo haja necessidade pratica, o professor pode optar por um maior rigor
matematico, solicitando aos alunos que melhorem esteticamente essa relagdo por meio da

evidencia¢do dos termos semelhantes, visando obter uma relagdo equivalente do tipo

A =2nr(r+h)

3.8.3 Volume do cilindro

Conhecendo a logica para o célculo do volume de um prisma e percebendo algumas
propriedades comuns entre cilindros e prismas, € provavel que o aluno deduza que o calculo do
volume de um cilindro segue a mesma logica, diferindo apenas pela forma de se calcular as
areas das bases. Contudo, o professor pode valer-se do Principio de Cavalieri para convencer
esse aluno, bastando para isso proceder como nos passos que se seguem.

1) Criar dois controles deslizantes, “R” e “H”, e configurd-los como na Figura 72.
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Figura 72: Configuragio dos controles deslizantes “R” e “H”.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Clicar na ferramenta “Circulo: Centro & Raio” ¢ em uma regido qualquer da Janela 2D,
preenchendo o campo Raio da caixa de didlogo com o parametro “R” e clicando OK. Em
seguida, clicar na ferramenta “Segmento com Comprimento Fixo” e em outra regido da
Janela 2D, preenchendo o campo “Comprimento” da caixa de didlogo com o comando
“R*sqrt(pi) e clicar OK. Finalmente, clicar na ferramenta “Poligono Regular” e nos pontos
A e B, extremos do segmento construido. Finalizar preenchendo o campo “Vértices” da caixa
de didlogo com o numeral 4 (quatro). Desse modo, serdo geradas a base circular de um
cilindro e a base quadrada de um prisma, ambas as bases de mesma area, como ilustrado na

Figura 73.



Figura 73: Construcgio de circulo e poligono de mesma area vinculados ao Controle
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

2) Para dar ao aluno a certeza de que a igualdade das areas do cilindro e do poligono da Figura
7.6 sera preservada durante as manipulagdes, deve-se digitar, na Caixa de Entrada da Janela
de Algebra, o comando “Area(c)” e manipular o controle deslizante, comparando valores
dos campos referentes as areas das duas figuras. O elemento “poll” representam o poligono

com sua area e o elemento “a” representa a area do circulo ¢, como na Figura 74.

Figura 74: Areas das bases, paraR=1,2, 3, 4 e 5, respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Dados gerados no GeoGebra.
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4) Construir, no GeoGebra 3D, um prisma de base “poll” e um cilindro de base “c”, ambos
com alturas vinculadas ao controle deslizante “H”. Para isso, deve-se digitar, na Caixa de
Entrada da Janela de Algebra, os comandos “Prisma(poll,H)” e “Cilindro(c,H)”.

Interessante destacar que os volumes dos dois sélidos sdo iguais, como na Figura 75.

Figura 75: Solidos auxiliares para dedugao do volume do cilindro pelo Principio de
Cavalieri.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Importante mostrar para os alunos que, para qualquer raio r ou altura H, o dado numérico
que representa o volume do cilindro ¢ sempre igual ao que representa o volume do prisma, com
uma possivel, mas desprezivel divergéncia decorrente das aproximagdes. Isso pode ser
verificado facilmente manipulando-se os controles deslizantes, a exemplo do ilustrado na

Figura 76.
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Figura 76: Volumes dos solidos para R=1e H=15 e para R=3 e H = 2, respectivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Partindo dessas constatagdes, o professor pode direcionar o aluno na intencao de que,
fundamentado no Principio de Cavalieri, ele venha a deduzir que o célculo do volume do
cilindro €, a exemplo do volume do prisma, dado pelo produto da area da base pela altura, ou

seja, esse volume ¢ dado pela relacao

V=mnr%h

Nesse estagio, o aluno que demostra a compreensao desse conteudo e consegue elaborar
argumentos logicos para explica-lo terd avangado ao menos para o nivel 3 de van Hiele, o que
ja ¢ bastante satisfatorio, considerando-se o perfil do aluno da EJA, ndo no sentido de
capacidade intelectual, mas de oportunidades e perspectivas, principalmente por se tratar de
alunos ha tempos fora do ambiente escolar e com objetivos educacionais diversos aos objetivos

de um aluno do Ensino Regular.

3.9 Cone

Pelas suas experiéncias praticas, o aluno da EJA ¢ capaz de conceber o cone como um
objeto com uma base plana circular e uma ponta, criando uma imagem mental para distingui-
lo de outros solidos. Provavelmente uma associagao recorrente do nome cone a alguma imagem
mental diz respeito aos cones de sinalizac¢do de transito. Alguns podem perceber a semelhanca

da figura com um funil, uma casquinha de sorvete, um chapeuzinho de aniversario ou outros



149

objetos com forma geométrica parecida. Por isso, ¢ importante que o professor disponibilize

imagens como as da Figura 77.

Figura 77: Objetos que lembram um cone.

Fonte: https://www.passeidireto.com/pergunta/6572123 1/4-objetos-que-lembram-o-cone

Ja tendo estudado sobre outros solidos geométricos, € possivel que esse aluno consiga
perceber algumas semelhangas do cone com o cilindro, pelo formato da base e também com a
piramide, por ter apenas um vértice fora da base. E provavel que desenvolva ainda uma nogao
de como calcular a altura do cone, ou ao menos percebé-la intuitivamente. Essa percep¢do, com
certeza, trara contribui¢des importantes para a deducdo do volume do cone e demonstram que
esse aluno detém o nivel 1 (reconhecimento) de van Hiele.

Ao observar figuras e manipular objetos concretos ou virtuais, esse aluno avanca nas
fases de desenvolvimento do pensamento geométrico, passando a perceber algumas
propriedades do cone. Com uma abordagem adequada, priorizando o respeito aos niveis de
pensamento dos alunos e a valorizagao de suas experiéncias, os conhecimentos sao construidos
gradualmente e a aprendizagem se torna prazerosa e significativa para o aluno.

Nesse sentido, propde-se que ao mesmo tempo que figuras e materiais manipulaveis sdo
disponibilizados aos alunos, sejam também propostas atividades de construcao, manipulagdo e
analise desse s6lido no GeoGebra.

As sugestoes que se seguem sao instrucdes, passo a passo, para a construgdo de cones
no GeoGebra 3D, de tal modo que seus principais elementos possam ser visualizados sob

diferentes angulos.
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1) Para construir um cone de altura h e base circular de raio r, de modo que essas medidas
possam ser facilmente manipuladas, deve-se iniciar pela criacdo de dois controles

deslizantes, configurando-os como destacado na Figura 78.

Figura 78: Configuracao dos Controles Deslizantes “r” e “h”, para raio e altura do cone.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Paraabase do cone, deve-se criar um circulo com centro movel e raio vinculado ao controle

deslizante “r”, procedendo como na Figura 79.

Figura 79: Construcao de circulo de raio vinculado ao Controle Deslizante “r”.
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Q Setor Circular

CD Setor Circuncircular

-

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3) Para construir o cone vinculado cuja base € o circulo “c” gerado no passo anterior ¢ a altura
vinculada ao controle deslizante “h”, deve-se digitar, na Caixa de Entrada da Janela de

Algebra, o comando “Cone(c,h)”, como na Figura 80.
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Figura 80: Construcdo do cone de base “c” e altura “h”.

€2 GeoGebra Classic
Bl rde>bdd®d @4 N
o ! N [ e o e
| @ 5 (3) r=1
. @ °
. h=2 : h=2
1 el 5 (3) ® 5 ‘
A = (-1.97, 0.61) : : (3!
O c: Circulo(A,r) 3 64
— (x + 1.97)* + (y- 0.61)* = 1
& Cone(c, h) : - ‘4
— 2.09 A :
i
-4 S
-1

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Uma vez construido o cone de acordo com o sugerido, os alunos devem manipular a
base e a altura, respectivamente, por meio dos controles deslizantes “r”” € “h” e observar as
alteragdes numéricas na Janela de Algebra. Devem também movimentar a figura por meio de
arrastes do mause sobre a Janela de Visualizacao 3D e observar o sélido por diferentes angulos.

O processo de construcdo e manipulacdo no GeoGebra favorece a identificacdo dos
elementos, propriedades e relagdes. Por isso, recomenda-se manipular os controles deslizantes
e também mover o solido na Janela de Visualizagdo 3D, observando-o atentamente sob
diferentes angulos, a exemplo da Figura 81, e tentando compreender sua estrutura, identificar

seus elementos e perceber propriedades e relagdes.

Figura 81: Alguns resultados da manipulacao do cone no GeoGebra 3D.

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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3.9.1 Elementos e classificacio dos cones

Nao sdo necessarios muitos argumentos para mostrar ao aluno que os cones se
classificam em reto e obliquo, bastando ao professor apresentar figuras e esclarecer que um
cone ¢ reto quando seu eixo € perpendicular ao plano da base e obliquo quando ndo o ¢ (Figura
82). O GeoGebra nao fornece, em suas ferramentas basicas, meios para a constru¢ao de cones

obliquos.

Figura 82: Diferenciacio entre cone reto e cone obliquo.

Cone Reto Cone Obliquo Cone reto Cone obliquo

Fonte: cursinhopopularpaulofreire.files.wordpress.com.

A essa altura o aluno ja deve ter identificado alguns dos elementos do cone, tais como
base, vértice e, ainda que intuitivamente, a altura. Contudo, ao tragar o raio da base e o segmento
que representa a altura, essa nogdo torna-se mais clara e fornece elementos importantes para a
identificacao da geratriz e para alguns calculos importantes. Para tal, deve proceder como se

segue.

4) Ciente de que a base cone ¢ um circulo de raio medindo r, o aluno pode tragar esse raio no
GeoGebra, bastando clicar na ferramenta “Segmento com Comprimento Fixo” da Janela
2D, depois no centro do circulo (ponto A) e, na caixa de didlogo que se abre, preencher o

campo com o parametro “r”’, como ilustrado na Figura §3.
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Figura 83: Tragado do raio da base do cone, vinculado ao Controle Deslizante “r”.

€2 GeoGebra Classic Segmento com Comprimento Fixo
% .A # I:). |_]|‘\ g -t A Comprmento
I
O ‘ o Reta
1
- Segmento -
h
. 1 " Segmento com Comprimento Fixo f=
O A /Samirreta 2
" Vetor
o C: 3
55 2

.l v}. Veetor a Partir de um Ponto

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

4) Para facilitar a compreensao, sugere-se acessar clicar sobre os dados referentes ao segmento

(Y2}

“f” na Janela de Algebra, acessar as “Configuracdes” e alterar o nome “f” para “r”’, como

na Figura 84.

Figura 84: Alterando o nome do segmento f para r, representando o raio.

@ ¢ Circulo(A,r) : D

— (x + 257) + (y + 0.93)

ot G h) Basico Cor Estilo Avangado Programagao

— 18.85

Nome

0 B = Ponto(Circulo(A,r)) i j - r
(-0.57, -0.93) ® S i —
' f = Segmento(A, B) Duplicar entrada 4 Segmento(A, B)
- 2 Duplicar resultado
+ Apagar Legenda
I Configuragdes I

Fonte: Elaborada pelo autor.

5) Para tragar a geratriz e o eixo do cone, deve-se primeiramente criar um ponto coincidente
com o vértice do cone. Isso pode ser feito clicando na ferramenta “Ponto” e em seguida
sobre o vértice do cone. Para facilitar a associacdo desse ponto ao elemento vértice,
recomenda-se renomear esse ponto como “V”.

Feito isso, clicar na ferramenta “segmento” e em seguida sobre os pontos “V” e “A”,

renomeando esse segmento como “h”. Repetir o procedimento, s6 que dessa vez, clicando
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sobre os pontos “V”’ e “B”. Lembrar que “V” ¢é o vértice, “A” ¢ o centro da base e “B” ¢

uma extremidade do raio r.

Desse modo, o segmento VA representa a altura do cone e deve ser renomeado como “h”
[Pl

e o segmento VB representa a geratriz do cone e deve ser renomeado como “g”. A figura

deve ser apresentada como na Figura 85.

Figura 85: Tracado dos elementos eixo e geratriz do cone.

_ A
hy =5 i 10 )
1 ® 5
a: Cone(c, hy)
— 3272 ] —
’ y o '-\._\.- .
O = Ponto(d) : / \
| A |
— (214,25, 5) ® 2 T /
\ r J/
! Y
@ B = Ponto(Circulo(A,r)) L =
O 2 0 2 B a 5
— (2.67, 0.06) ®
-2
r = Segmento(A, B)
@) I
- 25
O h = Segmento(V,A) 7
=B -8
1]
0 g = Segmento(V,B) 10 a
— 5.59

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Tendo ciéncia de que a figura explorada trata-se de um cone reto, o aluno deve deduzir
que o tridangulo ABV ¢ retangulo, pois o eixo VA ¢ perpendicular ao plano da base, no qual esta
contido o raio AB. Desse modo, conhecidas as medidas da altura h e do raio r, ambos catetos
do triangulo retangulo ABV, de hipotenusa g, o aluno € capaz de calcular a medida da geratriz
g aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo ABV. Note que r e h sdo determinados pelos
parametros dos controles deslizantes e, portanto, s6 resta ao aluno calcular o valor de g e
comparar com a medida da geratriz g dada pela Janela de Algebra do GeoGebra.

Por exemplo, pela Figura 85 tem-se que

g2 =12+ k2
g? =2,5% + 52

g =+/31,25

g =559
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E importante que o aluno seja motivado a fazer esses célculos e comparar com os dados

da Janela de Algebra, para perceber a importante integragdo entre Geometria ¢ Algebra.

3.9.2 Area da superficie do cone

A exemplo do que pode ser feito no caso de prismas e piramides, uma forma logica para
se calcular a 4rea da superficie de em cone seria partindo da planificacdo desse sélido. No
entanto, por ter uma superficie lateral curva, o cone, assim como o cilindro e a esfera, se
enquadra na classe dos sdlidos redondos, para os quais o GeoGebra ndo disponibiliza a
ferramenta “Planificagdo”. Para dar ao aluno uma nog¢ao de como seria essa planificagdo, o
professor deve apresentar aos alunos figuras que podem ser encontradas em alguns livros

didaticos ou mesmo na internet, como a apresentada na Figura 86.

Figura 86: Forma planificada do cone.

A\

Fonte: https://www. matematica.pt/fa_cﬂa rea—superﬁi:ie—cone.p hp .

Dependendo do nivel de pensamento geométrico no qual o aluno se encontra, € possivel
que ele perceba que a area lateral do cone corresponde a area de um setor circular e que para se
calcular a area total deve-se adicionar a essa area lateral a area do circulo de raio r, base do
cone. Ao perceber essa caracteristica e se preocupar com a forma de calcular a area dessa
superficie, esse aluno demonstra ja ter avangado para o nivel 2 (analise) de van Hiele. O
desenvolvimento de argumentos logicos para esse calculo, mesmo que de forma parcial e
dedutiva, indica um avango para o nivel 3 (dedugdo informal).

Como ndo ha tempo disponivel para muitas demonstracdes, o professor pode esclarecer

que a area lateral do prisma de raio r e geratriz g ¢ dada pela expressao

A =mr.g
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Com essa informacao e ja sabendo calcular a area da superficie circular, o aluno € capaz

de deduzir que a area total da superficie do cone ¢
A=nr’+mr.g
que, apo6s alguns célculos, se resume a
A=nr(r+g)

Embora seja importante para o aluno calcular algebricamente essa area, existem
momentos nos quais ¢ suficiente tomar esse valor no GeoGebra, principalmente quando se
precisa ganhar tempo. Ademais a Janela de Algebra permite verificar a area, ainda que
simplesmente para verificar os resultados obtidos nos calculos.

Para tal, deve-se proceder como se segue.

6) Para se obter a area total da superficie do cone “a”, deve-se digitar, na Caixa de Entrada da

Janela de Algebra, o comando “SuperficieLateral(a)”, como na Figura 87.

Figura 87: Apresentacdo da area da superficie do cone “a”.
- 14 ”1 L

a: Cone(c, h;) : - o

— 32.72 =
o V = Ponto(d) : 10 2 j!
1) .

— (2.14, 25, 5) ®©

B

N B = Ponto(Circulo(A,r)) .
=

— (2.67, 0.06) @ :

0 r = Segmento(A, B)

[ . \
— 25 {| A |
A
0 h = Segmento(V, A) b .

@ g = Segmento(V, B)

— 559
i

e = Area(c)

— 19.63

f : Superf icieLateral(a) ¢ 1z

— 4391

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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3.9.3 Volume do cone

Para deducao do volume do cone, uma alternativa interessante € construir, no GeoGebra
3D, um cilindro circunscrito ao cone, isto €, usar a mesma base do cone para esse cilindro e
definir sua altura como a mesma do cone.

Como o cone construido para esse estudo tem como base o circulo “c” e altura vinculada

ao Controle Deslizante “h”, deve-se construir o cilindro como se segue.

7) Digitar, na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, o comando “Cilindro(c,h)”. Desse modo,

sera gerado o cilindro como ilustrado na Figura 88.

Figura 88: Volume do cone e do cilindro de mesmo raio e alturas iguais.

Bla X D00 4N =+

® > (_ ( o i
== (B &8 :
™ a: Cone(c.h :
© (c,h) 6|14 =25
- 3272 @
14 hyes
@ V = Ponto(d)
— (2.14, 25, 5) ® 12
@ B = Ponto(Circulo(A,r;)) : 10 1:4

— (267, 0.06) ®

@) r = Segmento(A, B)

- 2.5

®) h = Segmento(V,A)
— 5

0 g = Segmento(V,B)

2
— 559

e = Area(c)
- 19.63

f : Superf icieLateral(a
O p (a)
— 4391 8

i : Cilindro(c, h) : -2

— 98.17

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Uma vez construido o cilindro, o professor deve solicitar aos alunos que manipulem as

figuras e as observem atentamente, registrando em uma tabela (Tabela 6) os valores
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apresentados nos campos referentes aos volumes dos dois s6lidos, como destacado na Figura

88.
Tabela 6: Comparacio dos volumes do cone e do cilindro.
Anotagdo | | Anotacdo 2 | Anotagdo 3 | Anotacdo 4 | Anotacdo 5 | Anotacdo 6
VC:’ lindro
VCane
VCi!indr'o
VCOT?E

Fonte: Elaborada pelo autor.

O preenchimento da Tabela 6 ¢ uma sugestao de atividade para que o aluno perceba que

a razao entre o volume do cilindro e o volume do cone de mesma base e altura ¢ sempre igual

a 3. O professor deve alertar o aluno para possiveis divergéncias, mas deixar claro que, caso

ocorra, essa diferenca ¢ desprezivel e, por isso, o valor pode sempre ser arredondado para 3.

Tal divergéncia se deve as operagdes com o numero irracional  (pi).

Dai, o aluno pode deduzir que

Veitindaro

VCone

e entdo, pela Propriedade Fundamental das Proporgdes,

€, portanto,

=3

v Vcilindro
cone — 3

m.r%h

Veone = 3

Pela comparagdo entre as formas, elementos e propriedades das figuras, € provavel que

alguns alunos associem o volume do cone ao volume da pirdmide e percebam que ambos os

calculos obedecem a mesma logica, ou seja, representam a ter¢a parte do produto entre a area

da base e a altura do solido geométrico.
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Para a realidade da EJA, o conteudo abordado nesse topico ¢ suficiente para que o aluno
compreenda o necessario sobre cones e tenha condi¢des de aplicar esses conhecimentos em

situacoes do seu cotidiano.

3.10 Esfera

Ao ouvir falar de esfera ¢ muito provavel que venha a mente do aluno da EJA a imagem
de uma bola e de outros objetos com a mesma forma geométrica. Nesse sentido, o estudo
superficial do tema ndo representa para esse aluno nenhuma novidade. Contudo, o professor
deve valer-se dos conhecimentos que esse aluno ja tem para leva-lo a buscar conhecimentos
mais profundos sobre o assunto. O fato desse aluno conhecer o objeto na pratica e ter algum
dominio sobre ele deve ser um fator motivador. Contudo, conhecer suas propriedades e calculos
importantes com aplicacdo em situagdes do cotidiano pode causar perplexidade em muitos
desses alunos, sobretudo quando a metodologia adotada pelo professor faz com que o aluno se
sinta capaz e perceba que seu conhecimento e experiéncias de vida sao valorizados.

Além de objetos esféricos, o aluno da EJA estd familiarizado com objetos cuja forma
geométrica se aproxima de uma semiesfera e tem a percepcdo de que € possivel se construir
uma esfera a partir da unido de duas semiesferas de mesmo raio. Objetos como os apresentados

na Figura 89 podem ser explorados na introdugao do tema, pois sdo comuns a esses alunos.

Figura 89: Objetos que lembram uma esfera ou uma semiesfera.

Fonte: Acervo pessoal do autor.

O objetivo desse estudo ¢ fazer com que seja dada ao aluno a compreensdo de que,
geometricamente, esfera é uma figura tridimensional limitada por uma superficie esférica.

Trata-se de um s6lido geométrico definido por um conjunto de pontos que estdo a uma mesma
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distancia de um ponto dado, que ¢ o centro da esfera. A distancia R entre o centro e um ponto
qualquer situado na superficie da esfera ¢ definida como medida do raio da esfera. Esses
conceitos tornam significativos para o aluno da EJA quando aprendidos na pratica.

Para que esse objetivo seja alcangado, sugere-se que, além de figuras e materiais
manipuldveis que aproximem esse aluno de experiéncias cotidianas com objetos de forma
esférica, o professor proponha atividades no GeoGebra, considerando-se que o dinamismo do
software, associado as diversas representagdes feitas simultaneamente contribuem bastante para
o aprendizado, principalmente pelo despertamento do espirito investigativo e dedutivo e pela
interagdo entre Geometria e Algebra.

O que se segue ¢ uma sugestao de atividade que o professor deve propor que seus alunos
executem no GeoGebra 3D, com maior ou menor riqueza de detalhes, a depender de suas

condicoes de trabalho.

1) Na Janela 2D, iniciar pela criagdo de um controle deslizante R, configurando-o como na

Figura 90.

Figura 90: Configura¢do do Controle Deslizante “R”.
Controle Deslizante

@® Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento

i 8 0,5

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Para construir a esfera com raio vinculado ao controle deslizante, deve-se clicar na
ferramenta “Esfera: Centro & Raio” e em algum ponto sobre o plano da Janela 3D. Na

€90
T

caixa de didlogo que se abre, preencher o campo “raio” com o parametro “r”. Para facilitar
a compreensao, sugere-se renomear o cento da esfera (ponto A) como “C”, como ilustrado

na Figura 91.
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Figura 91: Construcdo da esfera de raio vinculado ao Controle Deslizante “R”.
Rl SO PR I R -

=N 4_ H @ Esfera: Centro & Ponto i ; A

® R=
L= @ Esfera: Centro & Raio :

1 :

Esfera: Centro & Raio

Rawo

R

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3.10.1 Volume da esfera

O que se segue ¢ uma sugestdo de atividade que pode levar o aluno da EJA a uma
deducao significativa da expressao matematica que expressa o volume de uma esfera em fungao

da medida de seu raio. O professor deve orientar seus alunos a se guiarem pelos passos a seguir.

1) NaJanela de visualizagdo 2D, criar um controle deslizante, configurando-o, sugestivamente,

como indicado na Figura 92.

Figura 92: Criacdo e configuracao do Controle Deslizante “R”.

Controle Deslizante
Nome
R=1
@ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento
1 5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Algumas figuras dessa atividade dependem de dois pontos sobre o eixo Oz, simétricos € a

uma distancia varidvel R da origem. Para criar esses dois pontos, deve-se, na Janela 3D,
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clicar na ferramenta “Segmento com Comprimento Fixo” e depois na origem (0, 0, 0) do
sistema cartesiano. Na caixa de didlogo que se abre, preencher o campo “Comprimento” com
o parametro “R”. Sera criado um segmento AB como na Figura 93, mas o que interessa, de
fato, ¢ o ponto B de sua extremidade fora da origem. Para criar o outro ponto, deve-se clicar
na origem novamente e preencher o campo “Comprimento” com o mesmo parametro “R”.

Desse modo sera criado um segmento AC de comprimento R, assim como AB.

Figura 93: Criacdo de dois pontos B e C, vinculados ao Controle Deslizante “R”.
Segmento com Comprimento Fixo

€2 GeoGebra Classic

Comprimento

o "1 — -
1

e Segmento

+

<" Segmento com Comprimento Fixo

- WaZaL,

~~ Semirreta Thestd i

~ Vetor

.;. Vetor a Partir de um Ponto

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

3) Criados os dois segmentos, deve-se clicar na extremidade fora da origem de cada um deles
e arrastar esse ponto, colocando-o sobre o eixo Oz, um de cada lado da origem. Para isso,
deve-se ir movimentando a figura até coloca-la numa posi¢do que facilite a colocagao
desses pontos em uma posi¢do na qual apareca, na Janela de Algebra, na forma (0, 0, 1) e
(0, 0, -1), com o controle deslizante em R = 1. Feito isso, deve-se omitir os segmentos,

deixando visiveis apenas os pontos, como na Figura 94.
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Figura 94: Ajuste dos pontos B e C e omissao dos segmentos AB e AC.
® A = Intersecio(EixoX, EixoZ) i R._1 v

= (0,0.0) “

0] B = PontoEm(Esfera(A, R))
' — (0.0.1) :

@ f = Segmento(A, B) $
2
o | 3

®@ ©- PontoEm(Esfera(A,R)) i :
— (0, 0,-1) :

-2 -1 o 1 2
@ g = Segmento(A, C) 3
-1
-1

+ -2

=3

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

4) Clicar na ferramenta “Esfera: Centro & Raio” e em seguida, na origem (ponto A). Abrird
uma caixa de diadlogo, na qual o campo “Raio” deve ser preenchido com o parametro “R”.

Desse modo, a esfera serd apresentada como na Figura 95.

Figura 95: Construcio da esfera de raio vinculado ao Controle Deslizante “R”.
> A & N asc
"Z" m @ Esfera: Centro & Ponto

R= Q Esfera: Centro & Raio
. 51

Esfera: Centro & Raio

Raio

R

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

4) Clicar agora na ferramenta “Cilindro” e depois sobre os pontos B e C. Na caixa de didlogo
que se abre, preencher o campo “Raio” com o pardmetro “R”, gerando o cilindro

circunscrito a esfera, como na Figura 96.
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Figura 96: Constru¢ado do cilindro circunscrito a esfera.

@ @ J,‘ S * || ABC C{;: Cilindro

" A Piramide -

L’;} Fazer extrusao para Piramide

fj Extrusao para Prisma

.»"} Tetraedro

-
I}II Cubo
" ¥ Pianificagdo

Cﬂe Superficie de Revolugao

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

A partir dessa construcao, ja ¢ possivel comparar volume da esfera com o volume do
cilindro, bastando, para isso, manipular o controle deslizante, anotar os volumes dos dois
solidos e calcular a razdo entre os dois volumes, para cada raio R. No entanto, o aluno pode ter
dificuldades em determinar a fracdo geratriz dessa razdo decimal, dificultando a deducdo da
formula.

Pensando nisso, recomenda-se que seja construida ainda outra figura auxiliar, conhecida
na geometria como clepsidra, que se trata de dois cones de mesma altura e bases congruentes e
paralelas, unidos pelos vértices. Para fins desse estudo, a clepsidra deve estar inscrita no cilindro

e, para isso, deve-se proceder como no passo seguinte.

4) Digitar, na caixa de dialogo da Janela de Algebra, o comando “Cone(B,A,R)”. Repetir o
procedimento, digitando “Cone(C,A,R)”. Esses parametros representam, respectivamente,
o centro da base, o vértice e o raio dos cones. Serd assim gerada a clepsidra inscrita no
cilindro e vinculada ao controle deslizante “R”. Para melhor visualizacao, recomenda-se

alterar a cor dos cones. A representagdo deve ficar como ilustrado na Figura 97.
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Figura 97: Esfera e clepsidra inscritas no cilindro “b”.
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- 50.27 4
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4 4
j: Cone(C,A,R) : a b A
— 838 -7
Q Q

-

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Uma vez construida essa figura, ela deve ser manipulada e cada um de seus componentes
pode ser estudado individualmente, a critério do professor ou a depender da necessidade do
aluno. Para que o volume da esfera seja exibido na Janela de Algebra, deve-se digitar, na Caixa
de Entrada, o comando “Volume(a)”. Dai, manipulando-se o controle deslizante, os volumes
dos solidos se alteram, como na Figura 98. Nesse caso, o elemento “m” representa o volume da

esfera “a”.
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Figura 98: Volumes dos solidos para R =1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente.
a : Esfera(A,R) a: Esfera(A,R) a: Esfera(A,R) a : Esfera(A,R) a: Esfera(A,R)

Lz2 =1 — x4+ y4+2=4 —=xX+y+22=9 — 4Ly L22=16 —x2+yl4+z2=1725

2

—_ x? 4 y?

b: Cilindro(B,C,R) b : Cilindro(B, C,R) b Cilindro(B,C,R) b : Cilindro(B,C,R) b : Cilindro(B, C, R)

— 6.28 — 50.27 — 169.65 — 402.12 — 785.4
h : Cone(B, A, R) h : Cone(B, A,R) h : Cone(B, A,R) h : Cone(B, A,R) h : Cone(B,A,R)
— 1.05 — 8.38 — 28.27 — 67.02 — 1309
j: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R) j : Cone(C,A,R) j+ Cone(C,AR)
— 1.05 — 838 — 28.27 — 67.02 — 130.9

m = Volume(a) m = Volume(a) m = Volume(a)

— 523.6

m = Volume(a) m = Volume(a)

— 4.19 — 3351 — 113.1 — 268.08

Fonte: Elaborada pelo autor. Dados gerados no GeoGebra 3D.

Para esse estudo, sugere-se que esses volumes sejam anotados em uma tabela e efetuadas

algumas operagdes, como na Tabela 7.

Tabela 7: Volumes do cilindro e do cone e relacdo entre esses volumes.

Raio | Viiindro Vcone VEsfera Vcitindro = 2-Vcone
1 6,28 1,05 4,19 6,28—2.1,05 = 4,18
2 50,27 8,38 33,51 50,27 — 2.8,38 = 33,51
3 169,65 28,27 113,1 169,65 —2.28,27 = 113,11
4 402,12 67,02 268,08 402,12 —2.67,02 = 268,08
5 785.4 1309 523,6 7854 — 2.130,9 = 523,6

Fonte: Elaborada pelo autor.

Preenchida a Tabela 7, os dados devem ser analisados pelos alunos, com o
acompanhamento do professor. A expectativa ¢ que os alunos percebam que o volume da esfera

de raio R pode ser calculado pela relacao

VEsfera = Vcitindaro — 2 -Vcone

em que ambos os trés solidos tem raio R, cada um dos dois cones tem altura igual ao raioR e o
cilindro tem altura igual ao diametro da esfera, ou seja, H = 2R.
Uma vez percebida e compreendida essa relacdo, fica facil para o aluno que ja domina

o calculo do volume do cilindro e do cone, deduzir a expressao matematica para calcular o
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volume da esfera, em funcao de seu raio R, partindo daquilo que ele ja sabe. Resta ao professor
incentivar esse aluno a substituir na expressdo os termos Vi iiindaro © Vcone p€las suas
respectivas formulas, ja deduzidas em tdpicos anteriores.

Desse modo, tem-se que

1
Visfera = TR*.2R = 2.5TR°R

o que, desenvolvendo os calculos resulta na expressao

_ 4 _p3
VEsfera - ET[R .

Desenvolvendo esse raciocinio, a formula tao usada nos livros e outros tipos de material
didatico passa a fazer sentido para o aluno. Na pratica, a primeira expressao, aquela que na qual
o volume da esfera ¢ dado em funcdo dos volumes do cilindro e dos cones, ja ¢ satisfatoria para
o aluno da EJA, porém, a continuidade dos célculos facilita a compreensdo dos contetidos na
forma como sdo geralmente expostos no material didatico.

Embora demonstragdes algébricas de maior complexidade ndo sejam adequadas para se
trabalhar na EJA, é importante que o professor as compreenda essas ideias para ter condigdes
de se portar com maior seguranca diante de questionamento levantados por alguns alunos mais
curiosos. Nesse sentido, segue uma demonstracao algébrica para a formula do volume da esfera,
a partir do Principio de Cavalieri.

Essa demonstra¢do, com certeza, ¢ muito importante para o professor e para aqueles
alunos em um nivel de pensamento geométrico mais avangado. Vale a consciéncia de que a
linha de raciocinio adotada para essa dedugdo esta fora do alcance daqueles alunos que ainda
ndo atingiram, no minimo, o nivel 3 de van Hiele. De qualquer modo, a compreensao dessas
ideias indica um significativo avango para niveis superiores de pensamento geométrico.

Convém iniciar essa demonstragdo algébrica com maior rigor matematico relembrando

que a area de um circulo de raio r €

Vetreuto = 307

3

e que o volume de um cone de raio r ¢ altura H é dado pela expressao
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V = —TTT'Z H
cone 3 .

Essas informacgdes sdo importantes para a resolu¢ao do problema em questdo, que se
trata de calcular o volume de uma esfera de raio R.

A intersecdo dessa esfera com um plano a que a corta a uma distancia d do seu centro é
uma superficie circular de raio r, com r < R, chamada se¢do transversal da esfera.
Sejam C e C;, respectivamente os centros da esfera e de uma secgdo transversal ¢ e seja P uma
extremidade do raio do circulo c sobre a superficie esférica.

O segmento r que representa o raio do circulo ¢ e o segmento d que une o centro desse
circulo ao centro da esfera sdo catetos de um triangulo retdngulo que tem por hipotenusa um

segmento R de comprimento igual ao raio da esfera, conforme ilustrado na Figura 99.

Figura 99: Triangulo retangulo de catetos r e d e hipotenusa R.

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

Dai, pelo teorema de Pitagoras, tem-se que

R? = 1% + d?

donde se deduz que

r2=R*-d
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Desse modo, a area da secdo s da esfera, regido circular de raio r, ¢ dada por

A = mr?

Segue dai que, substituindo-se 72, a 4rea de uma se¢do transversal s da esfera ¢ dada,
em funcdo do raio R da esfera e da distancia d que separa a se¢ao s do plano paralelo que contém

o centro C, pela expressao

A = n(R? — d?)

Seja uma clepsidra de raio R e altura 2R inscrita em um cilindro de mesma base e altura,
com vértices coincidindo com o centro C da esfera, como na Figura 100. Vale lembrar que uma
clepsidra corresponde a dois cones de mesma altura e bases congruentes e paralelas, unidos
pelos vértices e que o espaco interior ao cilindro e exterior a clepsidra chama-se “anti-
clepsidra”.

Seja ainda uma secdo transversal s;, determinada pela interse¢ao do plano @ com a

clepsidra a uma distancia d do centro da esfera, também ilustrada na Figura 100.

Figura 100: Secao transversal da clepsidra de raio R, a uma distancia d do centro da
esfera inscrita no cilindro de raio R.

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.
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Note que o segmento r, raio da regido circular s; de centro C, ¢ paralelo ao raio R da
clepsidra e determina, sobre a superficie da clepsidra um ponto P, de tal modo que os triangulos

retangulos CBD e CC;P sdo semelhantes. Por essa semelhanga tem-se que

Qul =
el =

Entdo, r = d e, portanto, a area da secdo transversal s; do cone ¢
— 2 : — 2
As, =mr®ouainda, A, =mnd

Nesse caso, a secdo transversal da anti-clepsidra € a coroa circular de raios R e r, cuja

area é
ASz = 7T(R2 — dz) = Ag

ou seja, a area se¢ao transversal da anti-clepsidra ¢ exatamente igual a drea da se¢do transversal
da esfera.

Isso significa que, para toda distancia d < R do centro da esfera, ¢ possivel determinar
uma sec¢ao transversal da anti-clepsidra com area igual a area da secdo transversal da esfera.

Sendo assim, tem-se, pelo Principio de Cavalieri, que o volume da esfera ¢ igual ao
volume da anti-clepsidra de mesmo raio R e altura 2R igual ao diametro da esfera.

Como ja foi visto que o volume de um cone ¢ igual a terca parte do volume do cilindro
de mesma base e altura, ndo ¢ dificil perceber que o volume da anti-clepsidra ¢ a diferenga entre
o volume do cilindro de raio R e altura 2R e o volume de dois cilindros de base e altura R, ou

seja
1
V =nR?.2R — 2.§7TR2R

Donde se conclui que o volume da esfera de raio R ¢ dado pela expressao

V—4 R3
_37'[
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Para facilitar a compreensdo do aluno, o professor pode simular uma situagao na qual
uma esfera de raio R € colocada sobre uma mesa, ao lado de uma anticlepsidra de raio R e altura
2R e ambas sdo seccionadas por um plano p, paralelo aos planos das bases da anticlepsidra,
como ilustrado na Figura 101. E importante reforcar aos alunos que a regido interna ao cilindro
e externa a clepsidra ¢ chamada anticlepsidra.

Nesse caso, a sec¢ao transversal gerada pela intersecao do plano p com a anticlepsidra ¢
uma coroa circular de centro D, limitada exteriormente por um circulo de raio R e inferiormente
por outro circulo de raio d, como ilustrado na Figura 101. Vale ressaltar que essa ¢ a mesma
situacdo mostrada na Figura 100, porém, com a separacao da esfera, de modo que o aluno possa

visualizar melhor e compreender a ideia.

Figura 101: Segdes transversais determinadas pelo plano p sobre a anti-clepsidra e a esfera.

plano p. paralelo ao plano da base

Fonte: Elaborada pelo autor. Imagem gerada no GeoGebra 3D.

ApoOs compreender que o plano p intersecta os dois solidos gerando duas sessdes
transversais, como as destacadas em vermelho na Figura 101, o aluno deve ser levado a perceber
que, na clepsidra, os triangulos OBX e ODP sao retangulos e tem um angulo agudo em comum,
pois BOX = DOP. Logo, pelo caso AA, esses tridngulos sao semelhantes (pesquise sobre
semelhanca de triangulos). Importante destacar ainda que o tridngulo OBX ¢ isosceles, isto €,
tem dois lados com medidas iguais, e seus catetos medem R. Dai, segue da semelhanca de
triangulos que o tridngulo ODP também ¢ isosceles e, portanto, o cateto DP também tem medida
d.

A secdo transversal determinada pelo plano p sobre a anti-clepsidra € uma coroa circular

de area dada, dedutivamente, pela relacao
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A1 = T[RZ - T[dz.
Evidenciando m,

A, = n(R? — d?).

Na esfera, o tridangulo CNQ também ¢ retangulo e, portanto, vale o Teorema de

Pitagoras, donde

R? =12 + d?

e, portanto,

r2= R?—d>

A sessdo transversal determinada pelo plano p sobre a esfera ¢ um circulo de raio r, cuja
area €

AZ = 7TT2.

Como 2 = R? — d?, temos que a 4rea dessa sessdo é dada por

A, = n(R? — d?).

Entdo, A; = A,, ou seja, a area das duas sessdes transversais, em fun¢do da distancia d
que separa o plano p do centro da esfera, sera sempre igual, para todo p pertencente ao intervalo
fechado [0, R].

Em outras palavras, todo corte determinado pelo plano p sobre os dois sélidos a uma
distancia d < R do centro da esfera determina uma secao transversal na anti-clepsidra com area
exatamente igual a drea da secdo transversal determinada pelo mesmo plano na esfera.

Sendo assim, tem-se, pelo Principio de Cavalieri, que o volume da esfera ¢ igual ao
volume da anti-clepsidra de mesmo raio R e altura 2R igual ao didmetro da esfera.

Como ja foi visto que o volume de um cone ¢ igual a terga parte do volume do cilindro

de mesma base e alturas iguais, ndo ¢ dificil deduzir que o volume da anti-clepsidra ¢ a diferenca
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entre o volume do cilindro de raio R e altura 2R e o volume de dois cilindros de base e altura

R, e, como esse ¢ também o volume da esfera, chegamos a relacao
1
V = nR?.2R — Z.EnRzR,

donde, desenvolvendo os célculos, se conclui (e faz sentido afirmar) que o volume da esfera de

raio R ¢ dado pela expressdo

V =2nR3.

3.10.2 Area da superficie esférica

Conhecendo a expressdo que permite calcular o volume da esfera de raio R, pode-se
utilizar essa expressao para deduzir a formula da area da superficie esférica. Na EJA, ¢ inviavel
aprofundar essa demonstragdo com os alunos, porém, ¢ muito importante que o professor
compreenda essa ideia e, se achar conveniente, a apresente a seus alunos, mesmo que a titulo
de conhecimento. Essa compreensao dé sentido a férmula, embora apenas alunos em um nivel
de pensamento geométrico mais avangado sdo capazes de compreendé-la.

Para tal, o professor deve tomar duas esferas concéntricas, uma de raio R e outra um
pouco maior e determinar o volume da superficie situada entre essas duas esferas, ou seja, a
diferenca D entre os volumes das duas esferas. Sendo d a distancia entre as duas superficies

esféricas, tem-se que

D= i R+d)3 : R3
= 37'[( ) 37

D = * R+ d)3 : R3
= 37r( ) 37'[

4 4
D= §n(R3 + 3R%d + 3Rd?* + d3) — §nR3
4 4 4
D= §nR3 + 4mR%*d + 4nRd* + gnd3 - §RR3

4
D = 4nR?*d + 4nwRd? + §7Td3
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Pelo Principio de Cavalieri, o volume D da casca esférica corresponde ao volume de um
prisma de base poligonal e altura d. Desse modo, a area da base desse prisma € o quociente
A D
d
Assim, a area da casca esférica de espessura d corresponde a area da base do prisma,

dada por
4
A =4nR? + Rd +§T[d2

Como o que se deseja encontrar ¢ a area da superficie esférica, ndo € dificil deduzir que
a distancia entre as duas esferas deve ser nula, ou seja, sua casca deve ter espessura desprezivel.

Portanto, pondo d = 0, obtém-se
A = 4nR?

expressao essa que representa a area da superficie de uma esfera de raio R.

E claro que o professor é quem vai decidir sobre quais contetdos sdo mais importantes
e qual metodologia vai adotar para ministra-los, a depender de fatores diversos, dentro do
contexto da escola e dos alunos. O objetivo dessa proposta metodoldgica € contribuir com ideias
interessantes para a melhoria do ensino de Geometria Espacial na EJA. Nao ha aqui pretensdo
de impor ideias nem regras, ficando essa proposta em aberto para criticas, sugestdes e

aprimoramentos.
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4 O PRODUTO EDUCACIONAL

Este capitulo traz uma abordagem sobre o produto educacional elaborado a partir dessa
Dissertagdo de Mestrado. Trata-se de um livro digital interativo (e-book), conforme Apéndice
01 (pagina 188), baseado em partes dos capitulos 1, 2 e 3 desse trabalho, dando maior énfase
as atividades do Capitulo 3, com as devidas adequagdes de linguagem, direcionada,
especificamente aos alunos da EJA, embora possa se aplicar perfeitamente a outras pessoas que
sintam o desejo de conhecer e explorar a beleza da geometria e aprendé-la de forma prazerosa
e significativa.

O Produto Educacional foi elaborado com o intuito de contribuir com o ensino de
Geometria Espacial e tem como publico-alvo alunos que cursam o ensino médio na modalidade
Educagdo de Jovens e Adultos EJA e encontra-se disponivel no Portal EduCapes para acesso

publico, no enderego eletronico http://educapes.capes.gov.br/handle/capes/602739.

Além disso, o e-book foi recebido pela Dire¢do de Ensino do Instituto Federal Goiano,
Campus Ceres, a qual declara estar o material adequado para ser utilizado, a critério do docente
em validacao do Conselho de Curso, como material didatico complementar para os alunos,
conforme Declaragao de Recebimento do Produto, disponibilizada no Anexo 01 (pagina 187).

A percep¢ao do descaso com o ensino da geometria escolar, da escassez de materiais
pedagogicos especificamente elaborados para a EJA e da falta de sentido que os alunos da EJA
demonstram perceber na forma como os contetidos geométricos normalmente sao ensinados na
escola, nos motivou a elaborar e disponibilizar aos alunos da EJA, e a quem mais se interessar,
esse material que os auxilie na compreensao de tdo importantes contetidos de um modo que os
faca perceber a beleza da Geometria enquanto ciéncia primordial para a compreensdao do mundo
que nos cerca.

Nesse sentido, essa proposta traz algumas orientagdes importantes para o estudo de
solidos geométricos, mais especificamente direcionadas a alunos que ndo tiveram a
oportunidade para se aprofundar no estudo de Geometria Espacial, tratando esses assuntos de
maneira leve, envolvente e de facil compreensdo, com uma linguagem simples e detalhada,
proporcionando ao leitor as condicdes necessarias para o estudo, valorizando seus
conhecimentos prévios, respeitando seus niveis de pensamento geométrico e lhe permitindo
participar ativamente da constru¢do do préprio conhecimento, de modo que a aprendizagem

seja, de fato, significativa para ele.


http://educapes.capes.gov.br/handle/capes/602739
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4.1 Descricao do produto educacional

Esse livro digital interativo, escrito em forma de texto, acrescido de videos online.
Dividido em trés capitulos, essa obra ¢ apresentada em um formato que pode ser lido em
dispositivos digitais como computadores, iPad, tabletes ou smartphones. A Figura 102 dd uma
ideia de como ficou a apresentagdo visual dessa obra, embora esteja sujeita as alteragcdes para

publicacao, por meio de uma editora, em momento oportuno.

Figura 102: Primeira e ultima folhas do produto educacional (e-book).

2 Autor
» UMA PROPOSTA PEDAGOGICA PARA
O ESTUDO DE
GEOMETRIA ESPACIAL NA EJA < @
ATH
Epar Clvesa Svae — Licossisde om Matomitica pels Universidada
Podarsl de Godgs (UPG) Espeeislista sm Fducacio de Joveas & Adultos
palo Cantra Universitirio Barle de Msuj (Ribeirjo Frato/SF). Frofessar
da Matamjtics do Ensisn Bjsien Tdesico Teeacljgies (EETT) da Roda
Fedars] da Ension. Mesire pala da Mestradn Fr am
Bdstemities sm Reds Necioasl (Frafmat), sob orieatagdo da Frofessoes
Dioutera Elisabath Cristing 4 Paris (PROFMAT/TMEUPC).
EXPLORANDO SOLIDOS GEOMETRICOS COM O
AUXILIO DO SOFTWARE DE GEOMETRIA
: Co-autora
DINAMICA GEOGEBRA ‘
> (\“ b | Frata. Dra. E¥sabeth Cristies da Faria - Frofessara da 4res ga Educagso
Matomities do Iastituba da Matemities ¢ Estatistics 42 UPG & profassora
%0 Frograms oa Fgs Credusglo em Ensing da Edvesglo Bisics
CEFAEMIPG & do FROPMATAMEATE. Espetialista am Etsamatamitica
Ly - ) (FUE /SF), Mastre sm Educsgia
Brasileira FEMUFC o Dautors am Edueagfo Metamgtica (PUC/SFY
ELISABETH CRISTINA DE FARIA
A

Fonte: Acervo pessoal do autor.

Consistindo, essencialmente, em uma proposta pedagdgica com exemplos de atividades
para serem desenvolvidas com o auxilio do GeoGebra 3D, essa obra merece especial atengao
pelo seu carater didatico e autoexplicativo, potencialmente capaz de proporcionar ao aluno a
rica oportunidade de estudar além dos limites fisicos do ambiente escolar, podendo otimizar
seu tempo disponivel e aproveita-lo para constru¢do e aprimoramento de seus conhecimentos,
principalmente em tempos nos quais o acesso presencial a escola ndo estd tao facil, como a
exemplo da fase pandémica na qual nosso pais € o0 mundo momentaneamente se encontram.

Contudo, ndo se trata da solucdo para todos os problemas educacionais, nem tampouco
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minimiza a importancia da mediac¢ao do professor que deve, sempre que possivel, ser procurado
para esclarecer eventuais duvidas.

Ao desenvolver as atividades propostas nessa obra o aluno podera se divertir com as
maravilhas da geometria, aprendendo de maneira pratica, dindmica, divertida e significativa. E
um material que o professor pode indicar para seus alunos, como material pedagogico auxiliar,
visto que a abordagem dos contetdos tem potencial para facilitar muito o processo de ensino e
aprendizagem de geometria, favorecendo um ensino de qualidade, uma vez que, por possibilitar
a constru¢do e manipulacdo de representagdes geométricas, o uso adequado do GeoGebra,
desde que com a devida interven¢do do professor, pode ser uma alternativa muito interessante
para a percep¢do de propriedades e relagdes, compreensdo de conceitos geométricos e
construcao de sentidos.

Para a elaboracdao desse e-book, nos orientamos pela mesma questdo que norteou a
escrita da Dissertagdo, a saber: quais elementos s3o significativos para o ensino de geometria

espacial para o aluno da EJA?

4.2 Conteudos do produto educacional

O e-book estéa dividido em trés capitulos, versando o primeiro capitulo sobre a Educagao
de Jovens e Adultos (EJA), com destaque para alguns aspectos legais da modalidade, o
reconhecimento do seu grande potencial educativo e a importancia do estudo de Geometria na
EJA. Para maiores esclarecimentos e interatividade, esse capitulo apresenta ainda um video
online interessante para quem deseja saber um pouco mais sobre como funciona a EJA.

O segundo capitulo traz informagdes e instrugdes sobre o GeoGebra, destacando
algumas de suas caracteristicas, vantagens, aspectos pedagogicos, possibilidades de exploragdo
do software e recomendagdes de uso, além de instru¢des detalhadas para o download e
instalacdo da versao utilizada nesse trabalho. Apresenta também a interface do GeoGebra 3D e
mostra uma maneira facil de fazer com que as janelas 2D e 3D se mantenham dispostas lado a
lado, de modo a enriquecer o estudo com uma maior quantidade de informagdes visuais. Em
complemento ao contetido textual, esse capitulo dispde de dois videos instrutivos online sobre
o GeoGebra, sendo o primeiro uma introdu¢do ao GeoGebra e o outro sobre os comandos do
GeoGebra 3D.

O terceiro e ultimo capitulo apresenta uma série de atividades cuidadosamente

planejadas em observancia as orientacdes do Modelo van Hiele, de modo a proporcionar ao
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aluno plenas condi¢des de desenvolvé-las, no intuito de que ocorram gradativamente, o
desenvolvimento dos niveis de pensamento geométrico.

Essas atividades propostas no Capitulo 3 envolvem o estudo dos prismas,
paralelepipedos, cubos, piramides, tetraedros, poliedros regulares, cilindro, cone e esfera. O
objetivo ¢ que o aluno aprenda a classificar os principais poliedros e corpos redondos,
identifique seus elementos e perceba as propriedades e relagdes entre eles, incluindo a Relagao
de Euler para poliedros convexos, além de deduzir e desenvolver os calculos de diagonais, areas
e volumes. Pela deducdo das expressdes matematicas para esses calculos, esse aluno passa a
ver sentido nas formulas apresentadas nos livros e materiais similares de estudo.

Esse tltimo capitulo conta ainda com 19 videos online, tratando, nessa ordem, sobre:
Poliedros e corpos redondos, planificacdo de solidos geométricos, Principio de Cavalieri para
volumes, prismas, paralelepipedos, cubos, piramides, tetraedros, poliedros regulares, Relacao
de Euler, cilindros, cones, fracdo geratriz de uma dizima periodica e esferas. Os dois ultimos

videos fazem um apanhado geral sobre prismas, piramides, cilindros, cones e esferas.

4.3 Metodologia adotada para a producao do e-book

A elaboracdo desse e-book se iniciou pela pesquisa bibliografica realizada para a escrita
da Dissertagdo. Idealizado para ser uma adaptacao de parte do Trabalho de Conclusado de Curso,
diferindo basicamente pela sele¢do dos conteudos mais relevantes para os alunos e pela
adequacdo de linguagem, foi realizado um minucioso trabalho de adequacao de uma proposta
para professores para tornd-la uma sequéncia didatica direcionada e apropriada para alunos.

O intuito ¢ auxiliar principalmente alunos da EJA, mas também outros estudantes da
educacgdo basica, a partir da proposta de atividades para serem desenvolvidas com a utiliza¢ao
do software GeoGebra, visando facilitar o estudo de s6lidos geométricos.

Desse modo, pode-se dizer que o trabalho foi desenvolvido em duas etapas, consistindo
a primeira na realizacao de um estudo tedrico que se iniciou com um levantamento bibliografico
sobre o tema e resultou no texto da Dissertacdo, base para o contetido do livro. A segunda etapa
foi o processo de elaboracdo do produto, na qual foi realizada a selecdo dos contetidos
relevantes para os fins a que se destina o produto, seguida da adaptagdo de linguagem,
acréscimo de informacgdes e detalhes, selecdo e inser¢do de videos educativos disponiveis no
YouTube e incansdveis revisoes desse material complementar ao ensino em sala de aula,

visando contribuir ao maximo para que esses alunos alcancem uma aprendizagem significativa.
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4.4 Discussoes sobre o produto educacional

Um dos objetivos que se espera ter alcancado com esse trabalho diz respeito a ampliacao
da produgao critica de materiais direcionados a EJA. Nao foi apenas “mais um trabalho”, mas
algo diferente de tudo o que se costuma ler, principalmente pela riqueza de detalhes,
simplicidade do vocabuldrio e preocupagcdo com a forma como o leitor irda receber as
informagdes e interagir com a obra. Os videos online inseridos no corpo do texto como
complemento ao texto ¢ um dos grandes diferenciais dessa obra e ¢ motivagdo para o
desenvolvimento de trabalhos futuros em formato similar.

Além disso, uma das principais contribui¢des do arduo trabalho de elaboragdo foi
motivar uma reflexao sobre o ensino de Geometria na EJA, principalmente diante da escassez
de materiais especificos e da auséncia de politicas publicas de valorizacao e fomento a essa
importante modalidade de ensino da Educacao Bésica.

Embora tenhamos outras preocupacdes além das investigagdes sobre os beneficios e
desafios do uso de ambientes de geometria dindmica no estudo da geometria escolar, as
atividades aqui propostas explicitam e enfatizam os aspectos pedagogicos do GeoGebra,
principalmente pela facilidade de se construir € manipular objetos virtuais de maneira muito
proxima dos que € feito com objetos manipulaveis do mundo real, fator motivador para
compreensdo de conceitos, defini¢cdes, propriedades e relagdes.

Esse estudo mostrou o quanto o uso adequado de recursos tecnoldgicos pode contribuir
para a compreensdao do mundo real, a partir das diversas possibilidades de visualizacdo de
objetos e das relagdes algébricas apresentadas simultaneamente as representagdes geométricas
na tela do computador.

Espera-se que essa proposta auxilie muitos alunos no estudo de geometria e que seja
bem aceita pela maioria, com resultados positivos para a educagao brasileira de modo geral e,
sobretudo, para a EJA. E claro que muito ainda ha que se estudar sobre o assunto e essa pesquisa
vem impulsionar outros estudos, inclusive, servir de referéncia para a produgdo de novos
materiais.

Diante das dificuldades dos professores em encontrar materiais de ensino adequados e
também dos alunos em assimilar os conteudos de geometria da forma como, tradicionalmente,
sdo ensinados na escola, percebe-se a importancia e necessidade que mais trabalhos como esse
sejam produzidos e disponibilizados, sem custo para o usuario, como material de apoio para

alunos de todos os niveis e modalidades de ensino.
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Apesar das contribui¢des dos softwares educativos, o desenvolvimento das atividades
mostrou algumas limitacdes do GeoGebra, nos levando a concluir que as ferramentas
disponiveis no software nem sempre sao suficientes para explorar os contetidos geométricos na
sua totalidade. Para maiores constatagdes, ressalta-se aqui a importancia do desenvolvimento
de pesquisas futuras, baseadas, se possivel, em atividades presenciais que proporcionem ao
aluno da EJA o contato com esses recursos, na expectativa de que seja possivel observar, na
pratica, o quanto essa metodologia pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento
geométrico.

Nesse sentido, espera-se ter concretizado o intuito de produzir um material que venha a
auxiliar alunos na compreensdo dos contetidos geométricos € do mundo, partindo de um bom
planejamento e do desenvolvimento consciente de atividades, com vistas a producdo de um
conhecimento geométrico que seja significativo para o aluno.

Ha esperanca de que essa e outras obras similares sejam bem aceitas como material
complementar em apoio as atividades propostas por professores em sala de aula, de modo a
tornar o ensino de Geometria Espacial mais leve, atrativo e significativo para alunos da EJA e

de todas as modalidades de ensino.
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CONSIDERACOES FINAIS

Um dos objetivos que se espera ter alcancado com esse trabalho diz respeito a ampliacao
da produgao critica de materiais direcionados a EJA. Essa preocupagdo também esta explicita
nas colocagdes de Gadotti e Romao ao estabelecerem como uma das linhas de ag¢do “ampliar,
por meio de impressos e multimidias, a elaboragdo, producao, distribuicdo e avaliagdao de
materiais didaticos proprios a EJA” (GADOTTI e ROMAO, 2000, p. 128). Muito além das
discussoes sobre questdes relevantes da Educacdo Basica, o diferencial desse trabalho esta na
incorporacao de propostas didaticas e metodologicas potencialmente eficazes na luta por
melhorias no ambito educacional e das transformagdes sociais.

A elaboragdo deste trabalho possibilitou uma reflexao sobre o ensino de Geometria na
EJA, principalmente diante da escassez de materiais especificos e da auséncia de politicas
publicas de valorizagdo e fomento a essa importante modalidade de ensino da Educagdo Basica.

O aprofundamento nos estudos sobre o Modelo van Hiele levou o autor a percepgado que,
muito mais importante que a simples adogao de recursos tecnoldgicos que embasava a proposta
original desse trabalho, seria conhecer e respeitar os niveis de pensamento do aluno. Nessa
concepgao, o conhecimento do Modelo van Hiele exerce fundamental importancia no processo
de planejamento e atuagdo do professor, por favorecer que a escolha das metodologias e dos
recursos didaticos influenciem positivamente o ensino, de modo que o estudo se torne atrativo
e a aprendizagem em Geometria seja significativa para o aluno da EJA.

Embora os ambientes de geometria dinamica tenham deixado de ser o foco principal
desse trabalho, as atividades aqui propostas explicitam e enfatizam os aspectos pedagogicos do
GeoGebra, principalmente pela facilidade de se construir e manipular objetos virtuais de
maneira muito proxima dos que ¢ feito com objetos manipuldveis do mundo real, fator
motivador para compreensdo de conceitos, definigdes, propriedades e relagdes. Percebe-se
ainda o quanto o uso adequado de recursos tecnoldgicos pode contribuir para a compreensao
do mundo real, a partir das diversas possibilidades de visualizacdo de objetos e das relagdes
algébricas apresentadas simultaneamente as representagcdes geométricas na tela do computador.

Conhecendo um pouco das peculiaridades da EJA e o perfil dos professores que atuam
na modalidade, espera-se que essa proposta auxilie o professor na escolha dos materiais e
métodos para o ensino de Geometria e seja bem aceita por parte dos alunos, com resultados
positivos para a educacio brasileira de modo geral e, sobretudo, na EJA. E claro que muito

ainda ha que se estudar sobre o assunto e essa pesquisa vem impulsionar esses estudos,
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inclusive, servir de referéncia para pesquisas de campo e futuros trabalhos cientificos e produtos
educacionais a serem produzidos nessa linha de investigagao.

A proposta do Ensino da Geometria, nos documentos oficiais da Educacdo Basica,
embora apresente rasas orientacdes no sentido que o curriculo deve ser voltado para o
desenvolvimento do pensamento geométrico do aluno, pouca mengdo faz especificamente a
EJA, restando ao professor seguir as orientagdes para o Ensino Regular. Contudo, ao recorrer
aos materiais didaticos, o professor se depara com um material que, na sua maioria, ¢
inadequado para o ensino na EJA. O que se percebe ¢ que, diante da pesada carga horaria a qual
esse professor se submete, falta tempo habil para fazer as devidas adequagdes desse material.
Ciente dessa realidade, elaborou-se esse trabalho como um material de apoio para esse professor
e espera-se que as atividades aqui propostas, mesmo sem alteracdo alguma, embora a
recomendacao ¢ que sejam adequadas a proposta do professor, contribua em grande medida
para o ensino de Geometria Espacial na EJA.

Finalmente conclui-se que a elaboracdo dessa dissertacdo proporcionou preciosos
momentos de reflexdo critica, nos levando a concluir que o ensino da Geometria na EJA e na
Educacao Basica em geral necessita de mudancas conceituais, procedimentais e atitudinais.
Nesse sentido, o intuito foi produzir algo que venha a auxiliar professores na melhoria da
qualidade de suas aulas, partindo de um bom planejamentos e do desenvolverem consciente de
atividades, visando a constru¢do do conhecimento geométrico por meio de um ensino de
caracter amplo, mas nao além do que os niveis de desenvolvimento dos alunos permita avancar.

Pensando no aluno, propos-se produzir baseado nas atividades propostas no capitulo 3
dessa dissertacdo, um material complementar em linguagem adequada para o aluno da EJA, de
modo a tornar o ensino de Geometria Espacial mais atrativo e significativo para esse aluno. As
maiores dificuldades constatadas dizem respeito a necessidade de investimentos publicos na
formagdo continuada de professores e em recursos tecnologicos para que essa proposta possa
se tornar efetiva na maioria das escolas interessadas.

Finalmente, o desenvolvimento das atividades mostrou algumas limitagdes do
GeoGebra, nos levando a concluir que as ferramentas disponiveis no software nem sempre sao
suficientes para explorar os conteudos geométricos na sua totalidade. Para maiores
constatagoes, ressalta-se aqui a importancia do desenvolvimento de pesquisas futuras, baseadas,
se possivel, em atividades presenciais que proporcionem ao aluno da EJA o contato com esses
recursos, na expectativa de que seja possivel observar, na pratica, o quanto essa metodologia

pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento geométrico.
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RESUMO

Este livro digital interativo ¢ baseado em partes de um Trabalho de Conclusao de Curso
(TCC) do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) do Programa
de Pos-graduacao Stricto Sensu do Instituto de Matematica e Estatistica (IME-UFG). Intitulado
“Geometria Espacial na EJA: Uma Proposta de ensino a luz do Modelo van Hiele com auxilio
do Software de Geometria Dindmica GeoGebra”, o TCC supracitado consiste em uma pesquisa
bibliografica e versa sobre alguns desafios e possibilidades para o ensino e aprendizagem de
Geometria Espacial na Educagdo de Jovens e Adultos (EJA). Diante do descaso com o ensino
da geometria escolar, da escassez de materiais pedagogicos especificamente elaborados para a
EJA e da falta de sentido que os alunos da EJA demonstram perceber na forma como os
conteudos geométricos normalmente sdo ensinados na escola, nos propomos a elaborar e
disponibilizar ao caro aluno da EJA, e a quem mais se interessar, um material que os auxilie na
compreensdo de tdo importantes conteudos de um modo que os faga perceber a beleza da
Geometria enquanto ciéncia primordial para a compreensdo do mundo que nos cerca. Nesse
sentido, essa proposta traz algumas orientagdes importantes para o estudo de soélidos
geométricos, mais especificamente direcionadas a alunos que ndo tiveram a oportunidade para
se aprofundar no estudo de Geometria Espacial, tratando esses assuntos de maneira leve,
envolvente e de facil compreensdo, com uma linguagem simples e detalhada, proporcionando
ao leitor as condi¢des necessarias para o estudo, valorizando seus conhecimentos prévios,
respeitando seus niveis de pensamento geométrico e lhe permitindo participar ativamente da
construcao do proprio conhecimento, de modo que a aprendizagem seja, de fato, significativa.
A esséncia dessa obra ¢ uma proposta pedagdgica com exemplos de atividades no GeoGebra
3D, que o leitor pode propor ao seu professor explorar durante as aulas, caso ache conveniente,
e ainda terd a rica oportunidade de estudar em casa e aprimorar seus conhecimentos,
principalmente em tempos nos quais o acesso presencial a escola ndo esta tdo facil, como a

exemplo da fase pandémica na qual nosso pais ¢ 0 mundo momentaneamente se encontram.
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CARTA AO LEITOR

Caro leitor

Bem-vindo ao nosso estudo sobre solidos geométricos com o auxilio do software
GeoGebra.

Para facilitar sua compreensdo, vamos ajuda-lo a construir, em um ambiente virtual
dindmico, s6lidos geométricos que representam objetos com formas semelhantes aqueles que
voceé pode observar em sua casa, na rua, no trabalho e em varios outros locais. Se vocé observar
atentamente todos os detalhes de cada s6lido geométrico que faz parte desse estudo, tenho
certeza de que ird identificar muitas semelhancas com objetos que vocé€ conhece.

Se vocé ainda ndo conhece o GeoGebra, ou se conhece, mas tem dificuldades em
trabalhar com esse programa, ndo se preocupe. Esse material vai auxilid-lo em todas as etapas
da construcdo e manipulagdo dos objetos, de modo que, quando vocé menos esperar, vai
perceber que esta aprendendo geometria de um jeito facil e divertido.

Mesmo que no inicio as coisas parecam um pouquinho complicadas, ndo se desanime.
Se seguir todas as instru¢cdes com bastante atencao, vai perceber que as atividades sdo bem mais
faceis que parecem ser. Para facilitar sua compreensdo, as atividades sdo descritas passo a
passo, de forma simples e detalhada. Com dedicagdo e paciéncia vocé conseguira realizar todas
as atividades e aprender muitas coisas legais e interessantes.

Para que vocé aprenda, de fato, ¢ importante que ndo pule nenhuma etapa e fique atento
a todos os detalhes, pois a cada passo vocé descobrira muitas coisas curiosas € interessantes
sobre as figuras que voce esta construindo. Va trabalhando sem pressa e aproveite para registrar
suas observagdes para poder rever suas descobertas mais tarde. Registre também suas duvidas
e dificuldades, para pesquisar sobre o assunto ou tirar dividas com seu professor ou com seus
colegas.

Tenho certeza de que vocé ird aprender muitas coisas interessantes sobre objetos do seu
dia a dia, descobrir coisas novas, se divertir e se encantar com a beleza da geometria.

Para complementar, inserimos varios videos online no corpo do texto para vocé assistir.

Bons estudos!

Eber O. Silva



1 EJA: UM DIREITO A EDUCACAO A QUALQUER TEMPO

A Educacao de jovens e Adultos — EJA — ¢ uma modalidade da Educagao Basica, criada
com o objetivo principal de promover a democratizacdo do ensino no Brasil e destinada aos
brasileiros que nao tiveram condi¢des de concluir o ensino fundamental ou o ensino médio na
idade propria.

E bom que vocé saiba que a EJA tem amparo legal na legislacio vigente, conquistando
maior reconhecimento pos criagdo da LDB, em 1996. O texto da se¢do V, Art. 37° da Lei de
Diretrizes ¢ Bases da Educacdo Nacional 9.394/96, reconhece a EJA como modalidade
especifica da educacdo basica e atribui ao Poder Publico a obrigacdo de promover a¢des no
sentido de viabilizar e gerir politicas de incentivo ao acesso a uma educacdo gratuita ¢ de
qualidade aqueles que ndo tiveram condigdes de concluir seus estudos na idade propria,

conforme mencionado:

Art. 37°. A educacdo de jovens e adultos serd destinada aqueles que ndo tiveram
acesso ou continuidade de estudos no ensino fundamental e médio na idade propria. §
1°. Os sistemas de ensino assegurardo gratuitamente aos jovens e aos adultos, que ndo
puderam efetuar os estudos na idade regular, oportunidades educacionais apropriadas,
consideradas as caracteristicas do alunado, seus interesses, condi¢cdes de vida e de
trabalho, mediante cursos e exames.

§ 2°. O Poder Publico viabilizara e estimulard o acesso e a permanéncia do trabalhador
na escola, mediante agdes integradas e complementares entre si. (BRASIL, 1996).

Em reconhecimento do grande potencial educativo da EJA queremos motivar vocg,
jovem ou adulto que teve poucas oportunidades de frequentar a escola, a retomar os estudos,
por acreditar ser esse um meio de resgate da sua autoestima e conquista da cidadania plena,
favorecido pelas relagdes sociais estabelecidas em um ambiente que busca atender aos seus
anseios, necessidades e expectativas. Nosso desejo € que as praticas educacionais dessa
modalidade de ensino tenham como personagem central vocé, aluno jovem, adulto ou idoso.

Por ndo encontrar muitas publicagdes especificamente elaboradas para o ensino de
geometria na EJA de forma dinamica e interativa, achamos por bem disponibilizar a vocé, esse
material de estudo. Esperamos o estar ajudando a aprender geometria de forma facil e prazerosa.

Se vocé deseja saber um pouco mais sobre a EJA, assista o video 1.



Video 1: Saiba como funciona a EIA
@;3 Para saber mais...

Qique no centro da tela da "»
imagem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo. aproximadamente 12 minutos

Fonte':  YouTube:www.youtube.com/watch?v=LOVhAS5w SZc&ab channel=TVBrasilGov.  Acesso em
02/08/2021

4+ Mas... por que estudar geometria na EJA?

A geometria ¢ um ramo da Matematica cujo estudo ¢ fundamental para a compreensao
da composicao das formas existentes no mundo real, constituindo-se num vasto campo de
possibilidades de investigacao, reflexao, interpretagdo e deducdo. Por favorecer a andlise de
fatos e o estabelecimento de ligacdes e relagdes entre elementos, o estudo da Geometria
Espacial promove o desenvolvimento do pensamento critico e da autonomia, além da
capacidade de conjecturar, sintetizar, formalizar e aplicar o conhecimento matematico.

Consideramos que vocé, aluno da EJA, ainda que esteja fora da escola ha muito tempo,
tem muita experiéncia de vida e plenas condi¢des de aprender os contetidos da forma como sao
tratados nesse material de apoio. Acreditamos que vocé tenha um conhecimento razoavel sobre
diversas formas geométricas presentes no seu dia a dia e que consiga identificar algumas de
suas propriedades basicas. Aprender um pouco mais de geometria a partir daquilo que vocé ja

sabe ¢ muito importante para sua vida profissional e para o prosseguimento dos estudos.

1 Todos os videos utilizados nessa obra, incluindo as imagens que os identificam, sdo de acesso livre e encontram-
se disponiveis no YouTube. Contudo, atribuimos todos os créditos aos seus responsaveis.


http://www.youtube.com/watch?v=LOVhA5w_SZc&ab_channel=TVBrasilGov
https://www.youtube.com/embed/LOVhA5w_SZc?feature=oembed
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2 0 SOFTWARE DE GEOMETRIA DINAMICA GEOGEBRA

Em primeiro lugar, pensamos em propor atividades no GeoGebra porque as
potencialidades reconhecidas nos softwares de geometria dinamica sdo muito importantes para
o desenvolvimento da abstracdo matemadtica, pois possibilitam a andlise de relagdes e
propriedades de objetos matematicos e a formulacdo de conceitos, dando sentido ao estudo. No
entanto, ¢ muito importante que vocé utilize, além do GeoGebra, outros materiais como textos,
figuras e objetos concretos. Dessa forma, vocé percebera varias relagdes e compreendera
melhor os contetidos estudados.

As importantes descobertas proporcionadas pelo dinamismo dos softwares de geometria
dinamica revelam seu aspecto heuristico e a amplitude das possibilidades de visualizagao,
dedugdes, conjecturas e provas visuais que situam o aluno em um importante cenario para
investigacdo, instigando-o a se aventurar em novas descobertas, na comparagdo de objetos,
percepcao das relacdes entre elementos e no reconhecimento de suas propriedades. Como
afirma Pereira (2012), “As caracteristicas do GeoGebra potencializam a constituicdo de
cenarios para investigagao, nos quais o aluno € capaz de experimentar situagdes em um processo
dindmico” (PEREIRA, 2012, p. 32 apud SCALABRIN; MUSSATO, 2020, p. 131).

A diversidade de ferramentas disponiveis nesses ambientes permite que as
caracteristicas e propriedades desses objetos sejam percebidas visualmente durante cada fase

da construcao.

+ O que mais vocé precisa saber sobre o software GeoGebra

Criado em 2001 e atualmente utilizado em 190 paises ao redor do mundo, o GeoGebra
¢ um software de matematica dindmica gratuito e multiplataforma, que vem ao encontro de
novas estratégias de ensino e aprendizagem para todos os niveis de ensino, combinando
conteudos de geometria, algebra, estatistica e calculo numa tinica aplicagdo. O dinamismo desse
software possibilita a professores e alunos explorar, investigar, conjecturar e testar hipoteses
acerca de situacdes na constru¢ao do conhecimento matematico.

Indicado para todos os niveis e modalidades de ensino, o0 GeoGebra retine ferramentas
de Geometria, Algebra, Estatistica e Calculo, numa interconexao pratica, de facil manuseio e
de linguagem simples, esse ambiente vem se destacando como um estimulo a criatividade e ao

desenvolvimento do raciocinio légico, facilitando a compreensdo de conceitos, a criagdo de
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conjecturas e a comprovagao visual de diversos resultados algébricos. Completando o trabalho
com régua, compasso, transferidor e outros materiais manipuldveis, o GeoGebra dispde de
recursos similares muito praticos.

Dentre as versdes para notebooks ou PCs, recomendamos o GeoGebra Classic para
Desktop, por ser a versdao mais limpa e completa do GeoGebra. Podendo ser executado em
notebooks, PCs ou aparelhos com sistema Android, trata-se de um software relativamente leve.
Existe ainda a versdo online, que ndo requer o armazenamento de dados permanentes na
memoria do computador, contudo, a versdo para Desktop oferece a vantagem do trabalho
offline em casos de indisponibilidade de rede.

A versao utilizada nessa obra é a 6.0.631.0-offline, atualizada em marco de 2021.
Embora vocé encontre diversos tutoriais em formato de textos e videos na internet, € muito
importante que vocé faga uma analise critica dos materiais consultados e da possibilidade de
descobrir sozinho a funcionalidade de diversas ferramentas. Recomendamos que vocé consulte
documentos mais recentes, verifique de qual versdo estdo falando e explore o software para
descobrir como as ferramentas funcionam.

Para explorar o GeoGebra, vocé tem a op¢do de utilizar a versdo on-line acessando o

site www.geogebra.org/classic#classico ou, se preferir, pode instala-lo em seu computador. A

segunda opcdo oferece a vantagem de permitir que vocé trabalhe offline quando estiver sem
acesso a uma rede de internet.

Para baixar o software e instala-lo em seu computador, acesse o site www.geogebra.org

e clique na opg¢ao Baixar Aplicativos, como indicado na Figura 1:

Figura 1: Baixando o software GeoGebra

= GeoGebra

GeoGebra - Aplicativos Matematicos

s livremente C sos aplicat

fi
E Feed de Noticias

vos matematicos

START CALCULATOR MATERIAIS DIDATICOS

Materiais

o Perfil

&\ Pessoas

v.\ Classroom

J,j‘J Baixar Aplicativos

Fonte: https://www.geogebra.org/?lang=pt



http://www.geogebra.org/classic#classic6
http://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/?lang=pt
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Ao escolher essa opcdo, abrird outra tela com varios aplicativos para download. E
interessante escolher a versao mais recente. Para nosso estudo, sugerimos o GeoGebra Classic

6. Basta escolher essa versao e clicar em DOWNLOAD para baixar, como na Figura 2.

Figura 2: Escolhendo a versao e fazendo Download

Baixar Aplicativos GeoGebra

Aplicativos GeoGebra gratuitos para iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux

Calculadora Calculadora Grafica
¢ hat graf W transformacoes. Er t enhe grat e resolva eq
Jerivadas e integ solcativo Oratult

Q

Calculadora 3D Geometria

>

GeoGebra Classico 6 Calculadora CAS

0°

Fonte: https://www.geogebra.org/?lang=pt

Concluido o download, basta instalar o software no seu computador e comecar a

explora-lo. Para saber um pouco mais a esse respeito, sugerimos que vocé assista o Video 2.

Video 2: Introdugdo ao GeoGebra

@§ Para saber mais...

GeaGebra

Qligque no centro da tela da "»
imagem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reproducgdo: aproximadamente 48 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=IRXmjQx7mWc. Acesso em 02/08/2021.



https://www.geogebra.org/?lang=pt
http://www.youtube.com/watch?v=IRXmjQx7mWc
https://www.youtube.com/embed/IRXmjQx7mWc?feature=oembed
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+ O GeoGebra 3D

O GeoGebra 3D ¢ um importante instrumento de apoio para vocé explorar, de maneira
dindmica as mais variadas representagdes de objetos, a fim de perceber elementos e
propriedades das figuras. Para melhor desempenho, recomendamos que vocé comece
construindo figuras na Janela 2D. V4 clicando nas ferramentas e vendo o que acontece na tela.
Isso lhe dara maior confianga para utilizar as ferramentas do ambiente 3D.

Contribuindo para o desenvolvimento da nogdo espacial, o GeoGebra 3D dispoe de
ferramentas que permitem construir figuras tridimensionais e dar a elas movimentos
translativos e rotativos no espago virtual, favorecendo a andlise de elementos que podem ser
melhor explorados quando a figura ¢ observada por diferentes angulos de visualiza¢do. Essa
interacao dindmica possibilita a visualizacdo desses objetos sob diferentes angulos, favorecendo
a compreensao da sua estrutura, o processo de formagdo de imagens mentais € a compreensao
dos conceitos geométricos.

A interface do Geogebra 3D exibe o Campo de Entrada, Janela de Algebra e duas janelas
de visualizacao, que podem estar dispostas lado a lado. A primeira janela de visualizagao ¢ do
Geogebra 2D, representando o plano xy e a segunda € do ambiente 3D, que representa o espaco
XyZ.

Ao abrir o GeoGebra Classic, versdo 6.0.631.0, serd apresentada uma tela como na

Figura 3.

_ Figura 3: Janela 2D do GeoGebra - Versdo 6.0.631.0

Al =~ & oo * ez (
oM ls D A3 4R K" 3 R

[

Fonte: Elaborada pelo autor
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Para abrir a janela de visualizacdo 3D, basta clicar nos trés pontinhos que aparecem no
canto superior direito, logo abaixo da lupa e, na caixa de didlogo que se abre, clicar na opgao

“Janela de Visualizagdao 3D”, como indicado na Figura 4.

Figura 4: Caixa de didlogo para acesso a janela 3D do GeoGebra
) GeoGebra Classic - (=) X

D P50 Jcl=IPINNEIL Q =
- Hiace(

X Fechar

o

Cdlculo Simbdlico (CAS)

Janela de Visualizagao 2

Janela de Visualizagao 3D I

Planilha

Calculadora de Probabilidades

p Tilple 7

Protocolo de Construgao

-5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Elaborada pelo autor

Fazendo isso, abrird a tela a janela 3D do GeoGebra, que permitira facilmente construir
e manipular objetos tridimensionais, como ¢ o caso dos solidos abordados nesse trabalho, como

na Figura 5.

Figura 5: Janela 3D do GeoGebra

D
Il

RlA A~ D> PB® A @ &£ N sc

+ N - A C 8cé = N

Fonte: Elaborada pelo autor
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Um simples clique em qualquer regido da janela 2D ou 3D faz com que a barra de

ferramentas da respectiva janela apareca, como na Figura 6.

Figura 6: Barra de ferramentas das Janelas 2D e 3D, respectivamente

£ Geolebra Classic - o

...' CA .-. . :‘ .. '.- ¥, ". :'- *-! .I. Q E
+ AN\ ACS & 7y
) GeoGebra Classic - [a]
Rle* ~ 2> DB ® 4 @ £ N ¥ Q =

Fonte: Elaborada pelo autor

Manter as duas janelas abertas lado a lado permite ao usuario, durante o estudo de
solidos geométricos, observar o comportamento de alguns elementos planos desses solidos. No
entanto, ¢ importante ressaltar que, por razdes Obvias, as ferramentas da janela 2D nao sdo as
mesmas da janela 3D. E facil verificar isso clicando alternadamente sobre as duas janelas e
observando o que ocorre na barra de ferramentas, como mostram as figuras a seguir.

A base plana das construgdes feitas no ambiente 3D, assim como as planificacdes de
solidos geométricos, ¢ automaticamente projetada no plano xy e aparecem na janela de

visualizag¢ao 2D, como apresentado na Figura 7.

Figura 7: Projecdo, na Janela 2D, de s6lidos construido no ambiente 3D

H = Ponto(EixoZ)

® ° Prisma(A, B,C,D,H) $ / ‘l;

Planificagio(a, b)

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra.
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Vocé pode aprender um pouco mais sobre o GeoGebra 3D assistindo o Video 2.

Video 3: O GeoGebra 3D
€ ;5 Para saber mais...

Qligque no centro da tela da "»
imegem

Se nao abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 10 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=VKFbrl 6REVk&t=71s. Acesso em 02/08/2021.



http://www.youtube.com/watch?v=VKFbr16REVk&t=71s
https://www.youtube.com/embed/VKFbr16REVk?start=63&feature=oembed

-17 -

” 3 0 ESTUDO DOS SOLIDOS GEOMETRICOS

Nessa se¢do aprenderemos um pouco sobre os poliedros (poliedros platdnicos, prismas
e piramides) e corpos redondos (cilindro, cone e esfera). Para esse estudo ¢ importante que vocé
consiga desenhar poligonos e circulos com o GeoGebra 2D, e, além disso, reveja defini¢des e
conceitos como lado, vértice, diagonal, raio e didmetro, além de relembrar como se calcula
areas dessas figuras planas.

Que tal ter uma nog¢do basica do que iremos estudar? O Video 4 ajudara vocé a

compreender os conteudos e desenvolver as atividades propostas mais adiante.

Video 4: Poliedros e corpos redondos

§ Para saber mais...

Qique no centro da tela da "» lc.,.,o elsfe,a QB
imagem

- B

Se ndo abrir o video, clique em paralelepipedo ___ cilindro
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo. aproximadamente 5 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=gHTSeS8wDts&t=108s. Acesso em 02/08/2021.

Ao avangar no campo da Geometria Espacial, ¢ importante que vocé saiba sobre
angulos, paralelismo e perpendicularidade entre retas no plano, além de dominar os célculos de
distancias entre objetos no plano e areas de figuras planas.

Para ajudar vocé, apresentamos algumas defini¢cdes, axiomas e teoremas, porém, sem
apresentar nenhuma demonstracdo. O objetivo ¢ que vocé explore essas afirmacgdes no
GeoGebra ¢ tente, a partir da observagao das figuras, compreender o significado de cada
informacao.

Tendo em mente os pré-requisitos basicos e outras informag¢des importantes para esse
estudo, sugere-se afirmacgdes como os que se seguem, contudo, sem nenhuma demonstracao,

por considerar que esses alunos ja passaram pelo estudo da Geometria Plana. A disposi¢ao


http://www.youtube.com/watch?v=gHTSeS8wDts&t=108s
https://www.youtube.com/embed/gHTSeS8wDts?feature=oembed
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dessas informacdes ¢ apresentada como sugestdo, e sua importancia se deve ao fato de que o
aluno da EJA, em casos nao raros de esquecimento ou nao assimilagao dos conteudos estudados
anteriormente a essa fase, necessita ter onde recorrer para tirar suas duvidas. Essas informacdes,
com certeza, facilitaro para que novos conceitos fagcam sentido para esse aluno.

Seguem algumas afirmagdes elaboradas pelo autor, com base nos conhecimentos
adquiridos ao longo dos anos, e outras baseadas nas obras de Azevedo Filho (2015), Corréa
(2019) e Dante (2001).

Caso vocé desconheca alguns termos, ndo se preocupe, apenas preste atengao no texto
relacionado a eles. De qualquer modo, vamos explicd-las de maneira bem superficial.
“Defini¢do” ¢ um enunciado que explica o significado de alguma coisa. “Axiomas” sdo
conceitos primitivos, aceitos como verdadeiros sem a necessidade de demonstragao.
“Proposigoes” sao afirmagdes que podem ser demonstradas.

Preste bastante atengdo nessas afirmagdes e tente verificar a veracidade delas no

GeoGebra.

Definicdo 3.1 (Segmento de reta) Sejam A e B dois pontos distintos sobre uma reta r. O
conjunto de todos os pontos de r, localizados entre A e B, inclusive os proprios

A e B, recebe o nome de segmento de reta e ¢ denotado por segmento AB.

Definicao 3.2 (Poligono) Chama-se poligono toda figura plana fechada formada por segmentos

de reta que se encontram nos extremos e ndo se cruzam em nenhum ponto.

Defini¢cao 3.3 (Paralelismo) Duas retas r e s no plano sdo ditas paralelas se, e somente se, ndo
tém nenhum ponto em comum. Em linguagem matematica, escreve-se r//s.

Duas retas ndo paralelas denominam-se retas concorrentes.

Defini¢cao 3.4 (Perpendicularismo) Duas retas concorrentes no plano sdo perpendiculares se,

e sO se, o angulo entre elas mede 90°.

Axioma 3.5 (Postulado de Euclides) Por um ponto A fora de uma reta r passa uma Unica reta

t paralela a reta r.

Definicao 3.6 (Paralelogramo) Um quadrilatero plano convexo ¢ um paralelogramo se, € sO

se, possui os lados opostos paralelos.
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Proposicao 3.7 Em todo paralelogramo os angulos opostos sdo congruentes, ou seja, t€ém

medidas iguais.

Proposi¢cao 3.8 Em um paralelogramo os pares de lados opostos sdo congruentes.

Definicdo 3.9. (Tridngulo isosceles) Um tridngulo ¢ dito isosceles se tem dois lados

congruentes.

Proposiciao 3.10 Em um tridngulo isésceles os angulos da base tém mesma medida.

Definicao 3.11 (Triangulo equilatero) Um triangulo ¢ dito equilétero se, e s6 se, os trés lados

e os trés angulos sdo congruentes.

Proposicio 3.12 Em um tridngulo equilatero os trés angulos internos medem 60°.

Definicao 3.13 (Plano) Um plano ¢ uma figura geométrica bidimensional formada pela reunido

de infinitas retas, perpendiculares a uma reta dada, dispostas lado a lado.
Axioma 3.14 Cada reta contém pelo menos dois pontos distintos; todo plano contém no minimo
tr€s pontos ndo colineares; o espaco contém pelo menos quatro pontos distintos
entre si nao coplanares e nao colineares.

Axioma 3.15 Por trés pontos ndo colineares passa um tnico plano.

Defini¢cao 3.16 (Paralelismo no espaco) Dados dois planos a e B, diz-se que esses planos sdao

paralelos se existe uma reta r simultaneamente perpendicular aos dois.

Axioma 3.17 A intersecao de dois pontos distintos nao paralelos € uma reta.

Definicio 3.18 (Distancia entre dois planos) A distancia entre dois planos paralelos a e f3,

denotada por d(a, B), ¢ definida como sendo a distancia de um ponto qualquer

de um dos dois planos ao outro plano.
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Defini¢cao 3.19 (Planificacio) Planificar um poliedro consiste no processo de cortd-lo ao longo
de algumas de suas arestas e¢ abri-lo de modo que suas faces se apoiem

totalmente sobre uma superficie plana, sem sobreposi¢des ou deformagdes.

E importante saber que a planificagdo de um poliedro pode ser feita corretamente de
diferentes maneiras. Nao se frustre se encontrar em outros materiais de estudo planificacdes
diferentes das que vocé verifica no GeoGebra. Todas elas podem estar corretas!

O video 5 esclarece algumas dividas sobre as planificagdes.

Video 5: Planificacdo de solidos geométricos

@§ Para saber mais...

PLANIFICAGAO

Qique no certro da tela da "» DE SOLIDOS
imagem GEOMETRICOS D

]

Se nao abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 10 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=mSL27huvhIQ. Acesso em 02/08/2021.

As atividades que se seguem o ajudardo a compreender as representagdes
bidimensionais de objetos tridimensionais apresentadas no livro didatico. Isso ¢ muito

importante para o desenvolvimento do pensamento geométrico.

4+ 3.1 Aprendendo sobre prismas

Para entender o que ¢ um prisma, vamos construir € manipular esse s6lido no GeoGebra
e analisd-lo atentamente por diferentes angulos, buscando compreender sua estrutura,

identificar elementos e a perceber algumas propriedades e relagdes. Procure comparar essas


http://www.youtube.com/watch?v=mSL27huvhIQ
https://www.youtube.com/embed/mSL27huvhIQ?feature=oembed
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figuras com materiais concretos e observar todas as informagdes apresentadas na tela do
computador, principalmente os dados numéricos da Janela de Algebra.

A partir dessas observagdes, esperamos que vocé compreenda a defini¢ao 3.20.

Definicdo 3.20 (Prismas) Prisma ¢ um poliedro composto por duas faces poligonais
congruentes e paralelas contendo n lados que formam suas bases e uma

quantidade n de paralelogramos que formam suas faces laterais.

Para esse estudo, vamos construir seis prismas distintos, o suficiente para que vocé
perceba elementos, relagdes e propriedades, desenvolva imagens mentais e crie seu proprio
conceito de prisma.

Para essa e todas as demais atividades desse estudo, vocé deve abrir o GeoGebra e dispor

as janelas 2D e 3D lado a lado, como ja indicado anteriormente nas figuras 2 e 3.
Tudo certo? Agora siga os seguintes passos:

1) Clique na janela 2D para acionar sua barra de ferramentas, como ja ilustrado na Figura 4 e
crie um controle deslizante, clicando em controle deslizante, como mostra a Figura 8, e

depois sobre a Janela 2D novamente.

Figura 8: Ferramenta para criar o controle deslizante (na janela 2D)
€2 GeoGebra Classic

R || o2 ][ X D= || OO ]| £ | N2 ]|
+ -/ 1

=2 3
2%f Controle Deslizante

ABC Texto

M Inserir Imagem

Fonte: Elaborada pelo autor

2) A caixa de dialogo que se abriu ¢ para configuracio do controle deslizante. Como se pretende
construir poligonos com n lados, altere 0 nome do controle deslizante para “n = 3” e os
demais valores de n para “min: 3”, “max: 8” e “Incremento: 17, como na Figura 9. Feitas

essas alteragdes, clique em OK.
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Figura 9: Configurag¢do do controle deslizante

Controle Deslizante

Nome

n=3

® Numero Angulo Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animagao

min max Incremento

3 8 1

Fonte: Elaborada pelo autor

3) Para se criar uma base regular para o prisma, clique na janela 3D e, na barra de ferramentas,

clicar na ferramenta “Poligono Regular”, como na Figura 10.

Figura 10: Acesso a ferramenta “Poligono Regular”
{2 GeoGebra Classic

QoA/"\ii‘é:'AG

n=3 = ‘ [_

[ > Poligono
3 .7 L -

—a I ——

I o Poligono Regular

e

Fonte: Elaborada pelo autor

6) Depois de clicar em “Poligono Regular”, clique no ponto (0, 0, 0), que ¢ o encontro dos trés
eixos e depois em outro ponto qualquer do plano xy. Essa a¢do determinara um dos lados do
poligono regular que servira de base para o prisma.

Ao clicar nesses dois pontos, abre-se a caixa de dialogo ilustrada na Figura 11. Para
vincular o nimero de lados do poligono ao controle deslizante, preencha o campo “Vértice”
com o parametro “n” e clicar OK. Vincular a base do prisma ao controle deslizante possibilita
a construcdo de diversos prismas, a partir da variagdo do pardmetro “n”. Vale observar que

o nimero de lados de um poligono ¢ igual ao nimero de vértices, portanto, o campo vértices

define também o ntimero de lados.
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Figura 11: Vinculando o numero de vértices do poligono ao controle deslizante n
0 6

L

Poligono Regular

= 4
0

5 ————————————

Fonte: Elaborada pelo autor

O primeiro poligono que surge imediatamente € o tridngulo. Dai, como os valores de
n variam de 3 a 8, os demais poligonos surgem na seguinte sequéncia: quadrilatero,

pentagono, hexagono, heptagono e octégono, conforme Figura 12.

Figura 12: Sequéncia de poligonos que serdo base dos prismas a serem construidos

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

7) Com a base definida, clique na ferramenta prisma (Figura 13), em seguida, sobre o poligono
da base e, finalmente, em algum ponto sobre o eixo perpendicular ao plano da base (plano
xy), normalmente o eixo vertical. Esse ponto definird a altura H do prisma e a base superior
estard situada em um plano paralelo ao plano onde foi criada a primeira base, distando H
unidades do plano da base inferior. Sera gerado um prisma similar ao apresentado na Figura

14.
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Figura 13: Acesso a ferramenta “Prisma” do GeoGebra 3D

2 GeoGebra Classic

R AL 2o D l,'g :-@ & N nsc >

n=3 =
(@) =N A Piramide »
3 @ B n=3
: * s Prisma
A = Intersecio(EixoX, |
O L& Fazer extrusao para Piramide
— (0,0,0) : '\
: ﬂj Extrusao para Prisma 8
@ B=(32-3020) °
: é Cone
f = Segmento(A, B, pol _—
O ¢ ( - tj Cilindro
— 44
: ./\) Tetraedro 4
poll = Poligono(A, B,1
® 151 cubo
— 837
) Tt %0t 1ol g Planificagao =
ﬂ% Superficie de Revolugao

-5

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 14: Prisma triangular de altura 3 gerado na Janela 3D

-2 B

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Concluida a construgdo, vocé€ pode dar movimento a figura e visualiza-la por diferentes
angulos. Para isso, clique na ferramenta “Mover” e em seguida, mantendo pressionado o botao
auxiliar do mouse, clique na Janela 3D e mover o cursor sobre essa janela, para obter resultados

parecidos com os apresentados na Figura 15.
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Figura 15: Prisma triangular de altura 3 gerado na Janela 3D

€2 GeoGebra Classii
X Mover [
o
- (0,
B = (C
A
. '
poll : k
— 2. I |

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

8) Do mesmo modo que a planificagdo de objetos manipuldveis é importante para a
compreensdo de sua estrutura, o0 GeoGebra 3D dispde desse recurso para objetos virtuais.
Para planificar um prisma, basta clicar na ferramenta “Planificacdo” (Figura 16) e em
seguida sobre o prisma. Sera criado automaticamente um controle deslizante “b” com os
parametros de 0 a 1. Quando b = 1, o prisma estara totalmente planificado e sé entdo tera

todas as faces apresentadas nas duas janelas de visualizagdo, como na Figura 17.

Figura 16: Acessando a ferramenta “Planificacdo”

© GeoGetrs lsic -
R APPSO & N e St
@ A= InersesiolBioY Exx) A pramice 64— Haco i @

~ (0.0,0) 15 prona

=(2 -2 5
@ s (2.-226,0) ?& Fazer extrus3o para Piramide

S f = Segmento(A, B, poll) ﬁ Extrusdo para Prisma !
- 301 & Cone
O poll = Poligono(A, B, 3, PlanoXQY) a Cilindro :
- 394
./} Tetraedro
1
F = P EixoZ 2 "
o onto(EixoZ) ’ @ Cubo 7
- (0.0,3) T
D’thﬁ 5 o 1 2 3 4

a = Prisma(poll, F) -
O % Superficie de Revolugao
- 11.81

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Figura 17: Planifica¢do do Prisma

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

# 3.1.1 Elementos do prisma

Vocé ja deve ter observado que um prisma possui faces poligonais, vértices e arestas e
que, duas dessas faces sdo paralelas. Essas sdo as bases do prisma. Para compreender a relagao
entre esses elementos, copie € preencha a Tabela 1.

Para isso, manipule o controle deslizante e, para cada prisma, identifique o poligono da

base para preencher a linha correspondente da tabela.

Tabela 1: Registro sobre os elementos dos prismas

Poligono da Base Num. de Faces Nim. de Vértices Num. de Arestas

Tridngulo

Quadrilatero

Pentagono

Hexagono

Heptagono

Octbgono

Fonte: Elaborada pelo autor

Ap6s o preenchimento da Tabela 1, observe qual relagdo existe entre a soma das duas

primeiras colunas e o valor que vocé anotou na terceira coluna. Veja que vale a relagdo

F+V =A+2 (Relagdo de Euler)
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7 3.1.2 Classificacio dos prismas

Um prisma pode ser reto ou obliquo, definido conforme a defini¢ao 3.21. Pode-se

também classificar os prismas pelo poligono da base.

Defini¢do 3.21 Um prisma ¢ dito reto quando suas arestas laterais sdo perpendiculares a base

e, consequentemente, suas faces laterais sdo retangulos.

As arestas adjacentes de um prisma reto estdo contidas em um plano perpendicular aos
planos das bases do prisma e as faces laterais desse prisma estdo contidas em planos distintos,
ambos perpendiculares aos planos das bases. Tente constatar a veracidade dessas afirmagdes
com o auxilio de ferramentas do GeoGebra 3D.

Observe ainda as defini¢des 3.22 e 3.23.

Defini¢do 3.22 Dois planos sdo perpendiculares se formam entre si um angulo reto, ou seja,

se o angulo entre eles mede 90°.

Defini¢ao 3.23 Um prisma obliquo possui arestas laterais obliquas a base. Nesse caso, as faces

laterais sdo paralelogramos nao retangulos.

# 3.1.3 Area lateral e area total do um prisma

Para calcular a 4rea lateral de um prisma, vocé precisa reconhecer os poligonos das faces
e saber calcular a 4rea de quadrilateros. Da forma como as figuras foram construidas no
GeoGebra, o elemento altura esta explicito, restando a vocé determinar a medida da aresta da
base, o que pode facilmente ser feito com auxilio da ferramenta “Distancia, Comprimento ou

Perimetro”, disposta na barra de ferramentas da Janela 2D, como na Figura 18.
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Figura 18: Ferramenta para se medir distancias entre objetos no plano

€ GeoGebra Classic
k][ L[] 0]€]N)=] 4
+ ' d. Angulo . E

"ﬂ;. Angulo com Amplitude Fixa

? Distancia, Comprimento ou Perimetro

/| Inclinacao
{1.2} Lista

5_3 b Relagao

3/ Inspetor de Fungdes

Fonte: Elaborada pelo autor

Faca a planificagdo do prisma. Assim vocé poderd observar a area da base
(Poligono(A,B,n)) e a area total (Planifica¢do(a,b)), apresentadas nessa ordem, na Janela de
Algebra do GeoGebra, como se pode verificar na Figura 19. Tente descobrir como calcular a

area lateral. Dica: a area lateral ndo envolve as areas das duas bases.

Figura 19: Identificacdo da érea total e 4rea da base do prisma na Janela de Algebra

€2 GeoGebra Classic
AL PBe L@ LN D

® "° =N W~ (8% : -a
3 e—— 8 (3)

@ A=(07.041) n=5n
@ B-=(-038-057) g H=2 \
? 8
@) poll = Poligono(A, B, n) b’=1
— 183 £
©) f = Segmento(A, B, poll)
— 1.03
H=2
@

1 el 5 (%)

@) a = Prisma(poll.H)
— 3.66

b=1

. H
0 m—— 1 .
e ¢ = Planificagdo(a, b) %
— 13.97
n
+ -8

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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# 3.1.4 Volume do prisma

O termo volume representa a quantidade de unidades cubicas de medida que preenche
totalmente o s6lido sem deixar sobras. O volume de um objeto pode conter uma quantia de
unidades inteiras e mais uma parte de uma unidade, ou seja, nem sempre esse valor pode ser
representado por um numero natural, mas, sempre por um decimal, normalmente com
arredondamento de, no maximo, trés casas.

As construgdes no GeoGebra 3D ja fornecem, logo abaixo do nome do poligono, situado
na Janela de Algebra, o volume desse s6lido geométrico, como ilustrado a Figura 20. Contudo,
¢ importante que vocé realize esses calculos e utilize o software como apoio para verificar os
resultados. Saiba que, devido as aproximagdes, podem ocorrer pequenas divergéncias nos
resultados encontrados.

Os valores destacados nos retangulos em vermelho na Figura 20 representam,
respectivamente a area do poligono da base poll do prisma, a altura H desse prisma e,
finalmente, o volume do Prisma(poll,H). Altere as medidas, usando os respectivos controles
deslizantes e observe atentamente o que acontece. Percebe que o produto da area da base pela

altura serd sempre igual ou muito proximo do volume desse prisma?

Figura 20: Identificacdo dos valores numéricos para calculo algébrico do volume

@ A-(07.08) SR L6 AR A

@ B = (-0.38 -057) : =2

@ = — ',@‘ e - ‘
6 2

o
"
-

- poll = Poligono(A, B, n)

2

— 1.83

@& f = Segmento(A, B, poll)
’ — 1.03

H=2

] el — 5 @ 4
@ a = Prisma(poll,H)

—+ 3.66

b=1 :
4

0 s— 1 (%)

) ¢ = Planificagao(a, b) -5
1397
f

+ g

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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A relagdo “Base x Altura” ¢ vélida para se calcular o volume de qualquer prisma,

conforme garante o Principio de Cavalieri (Teorema 3.24).

Teorema 3.24 (Principio de Cavalieri) Considere dois solidos S; e S,, de mesma altura,
apoiados sobre um plano a. Se a interse¢ao de todo plano S paralelo a « ¢ vazia
ou determina sobre esses solidos superficies de areas iguais, entdo os sélidos S;

e S, tém volumes iguais.

O Principio de Cavalieri serd citado mais adiante nas demonstragdes dos volumes de
outros so6lidos geométricos e, embora seja possivel demonstra-lo com maior rigor matematico,
ele sera aqui tomado por verdadeiro, sem esse tipo de demonstragao.

Dada a sua importancia para diversas demonstragdes geométricas, recomendamos que

voce assista o Video 6 e pesquise mais sobre o assunto.

Video 6: Principio de Cavalieri para volumes

@; Para saber mais...

Qique no centro da tela da "»
imagem

V=pixraio’xaltt
=3,14 x5,3* x 10,2 = 899,66 cm*

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 20 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=9xPTuACdeZg&ab channel=JeanProdu%C3%A7%C3%B5esBu%
C3%ADgue. Acesso em 02/08/2021.

Agora que vocé assistiu o video, que tal tentar constatar a validade desse principio por

meio de uma atividade no GeoGebra? Para isso, prossiga como nos passos a seguir.

1) Crie um controle deslizante b e configure-o com min: 1, max: 5 e incremento: 0,5.


http://www.youtube.com/watch?v=9xPTuACdeZg&ab_channel=JeanProdu%C3%A7%C3%B5esBu%25%20C3%ADque
http://www.youtube.com/watch?v=9xPTuACdeZg&ab_channel=JeanProdu%C3%A7%C3%B5esBu%25%20C3%ADque
https://www.youtube.com/embed/9xPTuACdeZg?feature=oembed
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2) Usando a ferramenta “Poligono Regular”, construa um tridngulo e um quadrado. Depois va

ajustando seus pontos até que os dois fiquem com area igual a 2, como destacado na Figura

21.

3) Clique na ferramenta prisma, depois sobre o tridngulo e em seguida no ponto (0, 0, 2) sobre

o eixo z (vertical). Basta clicar em cima do ponto representado pelo numeral 2.
4) Na Caixa de Entrada, digite o comando “Prisma(poll, b)”.

Assim, vocé acaba de construir dois prismas diferentes, cujas bases tem areas iguais.
Por favor, nao altere os pontos da base, pois as areas precisam se manter iguais.

A altura do prisma triangular pode ser alterada pelo arraste do ponto J sobre o eixo
vertical e a segunda por meio do controle deslizante b. Manipule as alturas e observe o que
acontece com os volumes dos dois prismas sempre que as alturas forem iguais. Vocé pode

observar o valor do controle deslizante e arrastar o ponto J para esse mesmo valor.

Figura 21: Dois prismas de mesma altura com bases distintas de areas iguais

{2 GeoGebra Classic

e | Y . 1 . | » . . {2,
. [y | .’\ o | B ™ ‘.\J B 8 O < . ABC =
A= [1.1) AN LLHaeC S 7'\
@ B = (024, 168) 3 ‘
- b=2
-

poll = Poligono(A,B,4)}

f = Segmento(A, B, poll i

F = (2.28, -0.43)

G = (1.26, -2.47) : 2 1

tl = Poligono(E,F,G)

e = Segmento(F,G,t1) i

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Embora as alturas dos dois prismas variem de forma independente, os resultados que
mostram a validade do Principio de Cavalieri s6 podem ser observados quando as alturas sdo
iguais, por isso, as manipulagdes devem manter sempre esse critério. Altere apenas as alturas e
observe os campos referentes aos volumes para certificar-se de que o volume do prisma

triangular “a” ¢ sempre igual ao volume do paralelepipedo “c”, como ilustrado na Figura 22.
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Figura 22: Variando as alturas e observando a manutenc¢ao da igualdade dos volumes
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Para saber mais sobre os prismas, assista o Video 7.
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Video 7: Saiba mais sobre os prismas

@§ Para saber mais... :
- PRISMAS

Qligque no centro da tela da "»
imagem

Altura Aresta lateral

Face lateral

Base

Se ndo abrir o video, clique em % hreta da e

“Assistir no YouTube”

Reproducdo: aproximadamente 4 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=bBL YJTiJPU&ab channel=VandoMat. Acesso em
02/08/2021.

+ 3.2 Aprendendo sobre paralelepipedos

Para compreender os paralelepipedos ¢ importante que vocé faga uma revisdo sobre
paralelogramos, reforcando sua defini¢do e algumas propriedades e relacdes, j4 que esse € o
poligono de interesse no estudo dos. Sobre paralelismo e perpendicularidade e inclinagdo, as
informagoes necessarias podem ser verificadas no topico que trata dos prismas.

Convém relembrar que estudo desse tema envolve conhecimentos conceituais de
paralelismo, angulos, areas e volumes. Como foi feito estudo dos prismas, sugerimos que vocé
utilize também materiais concretos e imagens e reforce com as atividades no GeoGebra.

Nas primeiras tentativas de construir um paralelepipedo no GeoGebra, vocé vai perceber
que a versao utilizada para esse trabalho ndo dispde de ferramentas especificas para construgao
de paralelogramos para a base do sdlido, nem ferramentas para a construcdo direta de
paralelepipedos. Contudo, isso ndo impede que, com a adogao de algumas estratégias, essas
figuras sejam construidas.

Um caminho relativamente facil para se construir um paralelepipedo na janela de
visualizacdo 3D ¢ iniciar pela construcdo de um paralelogramo na janela 2D, que servird de

base para esse solido geométrico. Para isso, vocé€ deve proceder conforme os passos a seguir.


http://www.youtube.com/watch?v=bBL_YJTiJPU&ab_channel=VandoMat
https://www.youtube.com/embed/bBL_YJTiJPU?feature=oembed
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Passo 1. Para criar o paralelogramo da base, clique na ferramenta segmento e em dois pontos
quaisquer da janela 2D, de modo que seja criando um segmento AB. Em seguida,
clique no ponto B e em outro ponto fora do segmento AB, para criar um segmento
BC. Desse modo, ficam construidos dois lados adjacente AB e BC do poligono

ABCD, formando um angulo qualquer, como mostra a Figura 23.

Figura 23: Lados adjacentes AB e BC, base para a constru¢do de um paralelogramo
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 2. Tendo em vista que os lados opostos do paralelogramo ABCD, sdo paralelos, o ponto
D deve ser estrategicamente inserido de modo que se tenha AB//CD e BC//DA. Para
tal, trace duas retas, uma contendo o ponto A e paralela ao segmento BC e outra
contendo o ponto C e paralela ao segmento AB. Isso pode ser feito clicando na
ferramenta “Reta Paralela” e em seguida no segmento AB e depois no ponto C.

Repita o procedimento para o segmento BC e o ponto A, como mostra a Figura 24.

Figura 24: Retas paralelas aos lados AB e BC, para determinagao do vértice D de modo
que CD//AB e DA//BC

Classic
izl Yy e h
2 B @O L] N

= (-1 . Reta Perpendicular

(0.5]="= Reta Paralela

— Segn < Mediatriz

+ 1.84 .{_ Bissetriz

(2.3¢ .C Reta Tangente

) Reta Polar ou Diametral

= Segr »

»e .
, 220 ¥+ Retade Regressao Linear

;\ Lugar Geométrico

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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O ponto D procurado ¢ a interse¢do dessas duas retas criadas. Para defini-lo, clique na

ferramenta “intersecdo de dois objetos” e depois sobre as duas retas, como na Figura 25.

Figura 25: Determinagao do vértice D do paralelogramo com o auxilio da ferramenta

“Intersecdo de Dois Objetos”
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 3. Definidos os vértices A, B, C e D, construa o paralelogramo clicando na ferramenta

“Poligono” e em seguida, nos pontos ABCDA, nessa ordem. Assim, sera criado o

paralelogramo, como na Figura 26.

Figura 26: Criagdo do paralelogramo com auxilio da ferramenta “Poligono”, conhecendo
os vértices A, B,Ce D
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Passo 4. Para facilitar sua compreensao, altere o nome do poligono para “Base”, procedendo

como na Figura 27.

Figura 27: Alterando o nome do poligono da base
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 5. Criado o paralelogramo, omita as retas auxiliares, deixando apenas o poligono. Para
isso, desmarque com um clique os elementos identificados como “Reta”, na Janela

de Algebra como indicado na Figura 28.

Figura 28: Omitindo as retas auxiliares para melhor visualizagdo da figura
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 6. Antes de criar o paralelepipedo, crie um controle deslizante e, na caixa de didlogo de

criagdo, altere os dados como destacado na Figura 29. O parametro H determinaré a
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variagdo da altura do o solido durante as manipulagdes dentro do intervalo [0,5; 5],

em saltos de 0,5 unidades.

Figura 29: Criacao e configuragdo do controle deslizante para variacao da altura do

paralelepipedo
Controle Deslizante
Nome:
H=05
@ Namero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento
0,5 5] 04

l .-.-.r.‘l -: :I.!-‘l “

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo 7. Para construir o paralelepipedo que tem como base o paralelogramo ABCD, que aqui
foi nomeado como ‘“Base”, e altura dependente do parametro H do controle
deslizante, va na Caixa de Entrada e digite o comando “Prisma(Base, H)”. Assim,

sera gerado o paralelepipedo ABCD, como na Figura 30.

Figura 30: Construgao do paralelepipedo a partir do poligono “Base”, altura vinculada ao
controle deslizante H
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® 0.5 e 5 ® 8 Q
ﬂ Prisma(Base, H) : 3 Q e

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Para verificar que, durante as manipulagdes, a base ABCD permanecera sendo um
paralelogramo, ¢ interessante que, utilizando a ferramenta “Angulo”, se insira a medida dos

angulos internos do poligono da Janela 2D, procedendo como se segue.

Passo 8. Clique na ferramenta “Angulo” e, em seguida, nos trés extremos dos segmentos que
determinam cada um dos quatro angulos, seguindo a sequéncia no sentido horario.
Por exemplo, para determinar a medida do angulo A, deve-se clicar na ferramenta
angulo e em seguida, nos pontos B, A e D, nessa ordem. Repita de maneira analoga

para os demais angulos. Assim, as medidas serdo mostradas, como na Figura 31.

Figura 31: Determinagdo dos angulos do paralelogramo base do paralelepipedo
L] N =2 %
4: Angulo

‘,\" Angulo com Amplitude

c,m/' Disténcia, Compriment:

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Arraste os pontos A, B ou C, provocando deformacdes no poligono Base e observe o

que ocorre com as medidas dos angulos internos, como na Figura 32.

Figura 32: Manutencao da congruéncia dos angulos opostos diante das manipulagdes
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra.

Percebe que, embora haja alteragdes nas medidas desses angulos, a figura mantém a
congruéncia dos angulos opostos? Lembre-se que essa ¢ uma propriedade dos paralelogramos
e, portanto, independente da manipulacdo que vocé fizer nesse poligono, ele serd sempre um

paralelogramo e, entdo, o prisma que vocé construiu sera sempre um paralelepipedo.
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# 3.2.1 Elementos do paralelepipedo

Manipule o paralelepipedo no GeoGebra e o observe-o por diferentes angulos. Tente

identificar seus elementos e depois preencha a Tabela 2.

Tabela 2: Registros sobre os elementos observados no paralelepipedo

Poligono da Base Num. de Faces Num. de Vértices Num. de Arestas

Fonte: Elaborada pelo autor.

Da mesma forma como foi feito com os prismas, procure identificar o maximo de
propriedades das figuras e as relagdes entre os dados numéricos referentes a cada elemento.

Verifique se para esse solido geométrico vale também a Relagdo de Euler.

7 322 Classificacao dos paralelepipedos

Assim como os demais prismas, os paralelepipedos sdo classificados em retos e
obliquos. Como vocé j& estudou sobre prismas retos e obliquos, ndo ha necessidade de se ater
novamente nesse assunto. De qualquer modo, tente utilizar o GeoGebra para verificar a

veracidade das caracteristicas expressas na defini¢cao seguinte.

Definicao 3.21 (Paralelepipedo reto) Um paralelepipedo ¢ dito reto quando suas arestas
laterais sdo perpendiculares a base e, consequentemente, suas faces laterais sao

retangulos.

Z/ 3.2.3 Area lateral e 4rea total de um paralelepipedo

Para se determinar a area lateral do paralelepipedo, um caminho ¢ utilizar a ferramenta
“Planificac¢do”, a exemplo do que foi feito com os prismas. Faga todos os célculos algébricos
ou utilize alguns dos resultados apresentados na Janela de Algebra do GeoGebra. Para obtengao

desses dados volte a atividade do GeoGebra 3D, e proceda como no passo a seguir.
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Passo 9. Clique na ferramenta “Planificacdo” e, em seguida, no paralelepipedo apresentado na
Janela de visualizagio 3D. E criado automaticamente um controle deslizante cujo

parametro define os estagios de planificagdo, como na Figura 33.

Figura 33: Planificacdo do paralelepipedo
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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A Figura 33 mostra dois estagios de planificagdo, um quando j = 0.5, o que significa que
o processo de planifica¢do estd em 50%, e o outro quando j = 1, que representa 100%. Vale
observar que somente nesse estagio final da planificagdo, ou seja, quando j = 1, o objeto esta
totalmente planificado e, somente nesse estagio, todas as faces sdo apresentadas na Janela de
visualizacdo 2D. Isso facilita determinar a quantidade de faces da figura e dai, verificando as
medidas das arestas e valendo-se dos conhecimentos de Geometria Plana, calcular a area de
cada face, e realizar a partir desses valores o calculo algébrico da area lateral e da area total,
confrontando os resultados com os valores apresentados na Janela de Algebra.

E ai, conseguiu perceber que os paralelepipedos pertencem a uma subclasse
dos prismas?

Quanto a classe e ao poligono da base, um paralelepipedo pode ser definido da seguinte

forma:

Definicdo 3.22-a (Paralelepipedo) Chama-se paralelepipedo todo prisma cuja base ¢

um paralelogramo.

Observando a classificagdo do poliedro e as propriedades das faces, pode-se assim

definir paralelepipedo:

Definicao 3.22-b (Paralelepipedo) Define-se paralelepipedo como sendo um hexaedro no qual

cada face ¢ um paralelogramo.

Finalmente, um paralelepipedo pode ter como base de sua defini¢do o reconhecimento

do paralelismo de cada um dos trés pares de planos que contém faces opostas.

Defini¢ao 3.22-c (Paralelepipedo) Diz-se que um poliedro ¢ um paralelepipedo se este ¢ um
hexaedro com trés pares de faces paralelas.

7 324 Diagonal do paralelepipedo reto-retangulo

Para facilitar o calculo da medida da diagonal do paralelepipedo, construa, no GeoGebra

3D, um paralelepipedo reto-retangulo e use seus vértices para construir tridngulos clicando na


https://pt.wikipedia.org/wiki/Prismatoide
https://pt.wikipedia.org/wiki/Paralelogramo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Hexaedro
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Paralelo_(geometria)&action=edit&redlink=1
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ferramenta “poligono” e, em seguida, em trés vértices do paralelogramo, convenientemente

escolhidos, como ilustra a Figura 34.

Figura 34: Visualizacao dos triangulos que auxiliam na dedugdo do calculo da medida da
diagonal do paralelepipedo
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Na Figura 34, o triangulo ABC, que contém a diagonal da base e o tridngulo ACF, que
contém a diagonal do paralelepipedo, estao representados, respectivamente, pelos poligonos t1
e t2. Como a base ¢ um retangulo e as arestas laterais sdo perpendiculares ao plano da base,
esses dois triangulos sdo retadngulos. Caso isso ndo esteja claro para vocé, verifique a medida
do maior angulo interno de cada um deles por meio da ferramenta “Angulo”.

Para melhor visualizagdo dos poligonos, desmarque, na Janela de Algebra, o elemento
prisma. Para os calculos, as medidas de todos os segmentos estao apresentadas na Janela de
Algebra.

Ao analisar o paralelepipedo reto-retangulo na tela do GeoGebra, vocé consegue
perceber que, pelas propriedades da figura, sua diagonal ¢ a hipotenusa de um tridngulo

retangulo, cujos catetos sdo uma aresta lateral e uma diagonal da base?
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Percebe também que a diagonal da base do paralelepipedo ¢ também a hipotenusa de
outro triangulo retangulo no qual os catetos sao duas arestas adjacentes da base?

Se vocé percebeu isso, deve ter notado que a diagonal da base pode ser calculada
aplicando-se o teorema de Pitdgoras no tridngulo ABC e, para calcular a diagonal do
paralelepipedo, deve-se aplicar o mesmo teorema, dessa vez no triangulo ACF.

Faga os calculos e depois compare os resultados com as medidas dos segmentos b, ¢ ¢5,

na Janela de Algebra.

/ 3.2.5 Volume do paralelepipedo reto-retangulo

Como o paralelepipedo ¢ um prisma, seu volume pode ser calculado como ja explicado.
Do mesmo modo, a Janela de Algebra do GeoGebra apresenta esse valor, mas ¢ importante que
voce faca os célculos e depois compare os resultados.

Tomando como exemplo a Figura 35, o volume do paralelepipedo, apesar de estar
exposto no elemento Prisma disposto na Janela de Algebra, deve ser calculado multiplicando-
se a area do poligono ABCD da base pela altura do sélido, representada pela terceira coordenada
do ponto H. Assim, sendo V o volume procurado, A a é4rea da base e H a altura do

paralelepipedo, o célculo ¢ como segue: V =4.3 = 12.

Figura 35: Area da base, altura e volume do paralelepipedo
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Para saber mais sobre os paralelepipedos, assista o Video 8.

Video 8: Saiba mais sobre os paralelepipedos

@;5 Para saber mais..,

Qligque no centro da tela da "»
imagem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reproducdo. aproximadamente 10 minutos

Fonte?: YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=aGjQOBLtkZs&ab_channel=Prof KaduLandert. Acesso
em 02/08/2021

+ 3.3 Aprendendo sobre cubos

De acordo com Wikipédia (2021), o Cubo Magico (Figura 34), como originalmente
chamado por seu inventor, o professor hingaro de arquitetura Erné Rubik ¢ um quebra-
cabeca tridimensional criado em 1974 e amplamente difundido na década de 1980, quando foi
licenciado pela Ideal Toys e teve seu nome alterado para “Cubo de Rubik”. Nesse mesmo ano,
ganhou o prémio alemao do “Jogo do Ano (Spiel des Jahres)”. Interessante o fato de que o
professor Erné Rubik demorou um més para resolver o cubo pela primeira vez.

Geralmente confeccionado em plastico e apresentado em varias versoes, ¢ atualmente
um dos brinquedos mais populares do mundo, com mais de 350 milhdes de unidades vendidas.
A versdo mais comum ¢ a 3x3x3, composta por 6 “faces” de 6 cores diferentes, com “arestas”
medindo 56 mm cada.

Atualmente cubistas de varias nagdes praticam e competem nao so6 a resolugao do 3x3x3,

mas também outros similares. A partir de 2003, a Associagao Mundial do Cubo Magico (WCA,

2 Esse video e todas as imagens contidas nele sdo de livre acesso e est3o disponiveis no YouTube.


https://www.youtube.com/watch?v=aGjQOBLtkZs&ab_channel=Prof.KaduLandert
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ern%C5%91_Rubik
https://pt.wikipedia.org/wiki/Quebra-cabe%C3%A7a
https://pt.wikipedia.org/wiki/Quebra-cabe%C3%A7a
https://pt.wikipedia.org/wiki/Tridimensional
https://pt.wikipedia.org/wiki/1974
https://pt.wikipedia.org/wiki/Ideal_Toy_Company
https://pt.wikipedia.org/wiki/Alemanha
https://pt.wikipedia.org/wiki/Spiel_des_Jahres
https://pt.wikipedia.org/wiki/Pl%C3%A1stico
https://pt.wikipedia.org/wiki/Cor
https://www.youtube.com/embed/aGjQOBLtkZs?feature=oembed
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World Cubing Association) passou a organizar competi¢des por todo o mundo e reconhecer

recordes nacionais, continentais ¢ mundiais.

Figura 36: Cubo Magico ou Cubo de Rubik

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Rubiks cube by kegs.jpg

Vocé ja deve ter um conhecimento razoavel sobre objetos com essa mesma forma
geométrica, nao €?

O que talvez vocé nao saiba ¢ que esse solido geométrico € muito importante para o
estudo da Geometria Espacial, pois o cubo cuja aresta mede 1 unidade de medida ¢é a base para
o célculo do volume de todos os solidos geométricos.

Vocé ja deve conhecer as expressdes metros cubicos, centimetros cubicos, etc. mas,
fazia ideia que essas expressoes tem relagdo com o cubo?

Explorando as ferramentas do GeoGebra, existem diferentes modos de se construir um
cubo, umas mais simples, porém com menos recursos, outras mais elaboradas, mas com a
vantagem de permitir mais possibilidades de manipulagdes.

Para que vocé tenha melhor percepgao das propriedades e relagdes presentes nesse
solido, vamos vincular a medida da aresta a um controle deslizante. Para tal, clique na janela

de visualizagdo 2D para acionar sua barra de ferramentas e proceda conforme os passos a seguir.

1) Crie um Controle Deslizante e configure-o como na Figura 37.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Rubiks_cube_by_keqs.jpg
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Figura 37: Configuracdo do Controle Deslizante “a”, vinculado a aresta do cubo

Nome

a=1

Controle Deslizante

@® Numero

Intervalo

min
0,5

Angulo

Controle Deslizante

max
5

Inteiro

Animacao

Incremento
0,49

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Para vincular o comprimento das arestas do cubo ao controle deslizante, deve-se clicar na

ferramenta segmento de comprimento fixo e preencher o campo “comprimento” da caixa

de didlogo com o parametro do controle deslizante, nesse caso, “a”. Clicando em OK, sera

criado um segmento (Figura 38) que serd uma das arestas do cubo.

Figura 38: Construgdo de um segmento com comprimento fixo para aresta do cubo

X AP0 O 4N

a=
R
® g

<~ Segmento
+

+« Segmento com Comprimento Fixo

./'/ Semirreta

:: Caminho Poligonal

@ i = SegmentolA, B)

Segmento com Comprimento Fixo

Somprnmentc

a

Fonte: Elaborada pelo autor.

3) Clique na ferramenta cubo e em seguida nos pontos A e B do segmento AB. Sera gerado o

cubo apresentado na Figura 39.
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Figura 39: Cubo de arestas vinculadas ao controle deslizante “a”
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é Planificagao +
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

V4 3.3.1 Elementos do cubo

Uma vez construida o cubo, pode-se melhorar sua visualizagdo através da omissao dos
eixos, mantendo apenas o plano como referéncia para dar ao aluno a nogao do espago. Isso pode
ser feito seguindo a sequéncia mostrada na Figura 40 e vale também para o estudo de qualquer

outra figura geométrica.

Figura 40: Sequéncia de procedimentos para omitir os eixos e manter o plano na janela 3D

SC Q =
Ll >DCec g : |ce
+ =

= 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesse caso, o s6lido ¢ exibido como na Figura 41, com variagdes de tamanho definidas

pelo controle deslizante.
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Figura 41: Representacdes do cubo com arestas medindoa = 0,5, a=25ea =35

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Manipule a figura e tente identificar elementos e perceber propriedades e relagdes
importantes para a compreensdo da estrutura desse solido geométrico e das expressoes
algébricas aplicadas aos calculos de comprimento, area e volume. Isso fard com que vocé veja

sentido nesse estudo e tenha condigdes de aplicar esses conhecimentos a situagdes do cotidiano.

7 332 Diagonal do cubo

Tente calcular a medida da diagonal do cubo que vocé construiu. Para calcular a medida
da diagonal de um cubo. Percebe que, ao tracar a diagonal da base e, a partir de um dos seus
extremos, a diagonal do prisma, vocé consegue identificar dois triangulos retdngulos cujas
medidas das diagonais podem ser calcular algebricamente aplicando-se, duas vezes, o teorema

de Pitagoras? Para facilitar enxergar esses tridngulos, faga como nos passos a seguir.

4) Clique na ferramenta cubo e em seguida nos pontos A e B do segmento AB, gerando o cubo
ABCDEFGH. Para visualizar as diagonais do cubo e da base, com suas respectivas
medidas, v4 na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, e digite os comandos
“Segmento(A,C)” e depois, “Segmento(E,C)”. Em seguida, digite o comando
“Poligono(A,C,E,A)”, gerando o tridngulo retdngulo ACE. Para visualizar melhor, tente
mudar a cor e aumentar a transparéncia desse tridngulo, acessando suas configuragdes. A

imagem deve ser apresentada como ilustrado na Figura 42.
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Figura 42: Diagonal da base e diagonal do cubo

€ GeoGebra Classic
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Embora as medidas das diagonais ja estejam apresentadas na Janela de Algebra, tente
utilizar as medidas dadas para calcular esses valores e ainda mais, deduzir uma expressao

genérica para determina-los em um cubo qualquer em fun¢io da medida “a” da aresta.

Ao analisar o tridngulo retingulo CAE destacado no cubo, perceba que a medida d, da
diagonal do cubo pode ser calculada por meio do teorema de Pitdgoras, mas apenas o cateto AE
tem medida “a” conhecida. Analisando um pouco mais, vocé vai perceber que pode utilizar o

mesmo teorema para calcular a medida do cateto d,, diagonal da base, em fungdo da aresta “a”.

Desse modo, aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo ABC, vocé pode deduzir

que a medida da diagonal da base do cubo ¢ dada por
d1 = a\/z

e, aplicando o mesmo teorema, desta vez no tridngulo CAE, pode concluir que a medida da

diagonal do cubo de aresta “a” pode ser calculada pela expressao

d2=a\/§
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# 3.3.3 Area lateral e drea total do cubo

Do mesmo modo que nos solidos abordados anteriormente, ¢ provavel que a essa altura
o aluno da EJA, explorando a figura na Janela 3D GeoGebra, consiga perceber as propriedades
do cubo, concebendo esse solido como um paralelepipedo composto de seis faces quadradas e
congruentes. Para melhor visualizacdo, recomenda-se que o cubo seja planificado no
GeoGebra, clicando na ferramenta “Planificagdo™ e depois, sobre a figura, como ja foi feito
anteriormente com outros prismas. Agindo dessa forma, o cubo sera apresentado como ilustrado

na Figura 43.

Figura 43: Cubo planificado

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Sabendo que as faces do cubo sdo todas quadradas e congruentes e que esse solido
possui duas bases e quatro faces laterais, ¢ muito provavel que o aluno deduza que a area lateral
do cubo ¢ igual a soma das areas de quatro quadrados de lado “a” e que a area total corresponde

a area lateral acrescida do dobro da 4rea de uma base. Em linguagem matematica, tem-se que

— A2
ABase =a-,

— 2
ALateral =4a

— 2
ATotal = 6a

Tente elaborar um argumento para justificar que a area lateral do cubo corresponde a
soma das areas de quatro quadrados congruentes e a area total corresponde a soma das areas de

seis desses quadrados.
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Z 3.3.4 Volume do cubo

Esperamos que vocé tenha percebido que, por ter as mesmas propriedades do prisma e
ter como bases quadrados, o cubo € um prisma e entdo seu volume pode ser calculado como o
volume de um prisma. Contudo, com as manipulagdes no GeoGebra e a compreensdo de que
todas as faces do cubo sdo todas quadradas, € possivel que tenha notado que a altura e as arestas
da base tém medidas iguais e dai, ao calcular algebricamente o volume do cubo, vocé vai

r

deduzir que o volume do cubo de aresta “a” ¢
V=ad

Para saber mais sobre os cubos, assista o Video 9.

Video 9: Saiba mais sobre os cubos

@gﬁ Para saber mais...

Qigque no centro da tela da "»
imagem

Se nao abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 5 minutos

Fonte: YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=-Xrs8437krE&ab channel=ProfLa%C3%ADs-Matem%
C3%Altica. Acesso em 02/08/2021.



https://www.youtube.com/watch?v=-Xrs8437krE&ab_channel=ProfLa%C3%ADs-Matem%25%20C3%A1tica
https://www.youtube.com/watch?v=-Xrs8437krE&ab_channel=ProfLa%C3%ADs-Matem%25%20C3%A1tica
https://www.youtube.com/embed/-Xrs8437krE?feature=oembed

-52-

+ 3.4 Aprendendo sobre pirimides

Em um breve apanhado sobre a historia das piramides do Egito Antigo, Santos (2021)
salienta que hé varias discussdes sobre a origem dessas construgdes € as possiveis explicacoes
para a complexa engenharia que possibilitou construi-las. Embora a historia desses locais
sagrados seja cercada de misticismos, o que se sabe ¢ que historiadores e arquedlogos chegaram
a conclusao de que cada um dos blocos de pedra que eram lapidados e encaixados uns sobre os
outros nessas construgdes pesava cerca de duas toneladas e que os proprios egipcios
desenvolveram mecanismos para o transporte das rochas e outros materiais utilizados nessas
construgdes. Quanto a curiosa forma geométrica desses monumentos, Mendonga (2019)
esclarece que os egipcios escolheram o formato piramidal porque acreditavam ser essa uma
forma de ascensdo do farad aos céus, sendo acolhido por R4, a divindade mais poderosa da
mitologia egipcia.

O processo de construgcdo dessas obras piramidais durava de vinte a trinta anos,
camponeses eram recrutados durante o periodo de seca do rio Nilo e, embora esses monumentos
tenham sido implantados h4 mais de 2500 anos, os egipcios, ja naquela época, demonstravam
um conhecimento matematico bastante desenvolvido, pois utilizavam calculos precisos na
elaboracdo de técnicas que determinavam a posi¢do exata para que as pedras se encaixassem
perfeitamente umas sobre as outras. Além disso, ha um grande conhecimento geométrico na
engenharia utilizada na construgao de labirintos na parte interna das pirdmides, como estratégia
para enganar os violadores de tumba e proteger toda a riqueza dos farads, que ficariam
guardadas no momento em que eles fossem mumificados.

Segundo Mendonga (2019), existe um total de 123 piramides no Egito. As mais
conhecidas sdo as piramides de Queops, de Quéfren e de Miquerinos (Figura 44), que
representam uma familia de farads e estdo localizadas na peninsula de Gizé. Curiosamente, essa
terna de piramides € a unica das sete maravilhas do mundo que até os dias atuais resiste intacta

as agdes do tempo.
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Figura 44: As trés principais piramides do Egito

Fonte: MENDONCA (2019). Disponivel em: https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/artes/
piramides-do-egito. Acesso em 15/06/2021.

Esperamos que esse breve histérico tenha despertado em vocé o interesse e a curiosidade
em aprender mais sobre as pirdmides e que vocé tenha conseguido memorizar a forma
geométrica de uma pirdmide, pois esse estudo ¢ muito importante para a compreensdo do
mundo e para a continuidade dos estudos, incluindo a matematica e outras disciplinas.

Como vocé ja estudou sobre os prismas, ja conhece os poligonos e uma boa nogao
espacial, ndo terd dificuldades em identificar a base, as faces, arestas e vértices das pirdmides,
além de calcular areas e volume. Nao mostraremos muitos detalhes, mas vocé pode avancar
nesse estudo com o auxilio do GeoGebra.

Que tal iniciarmos observando os elementos da piramide?

# 3.4.1 Elementos da piramide

Agora que vocé tem ideia do que seja uma piramide, veja se encontra algum objeto com
amesma forma geométrica para facilitar suas observagdes. Se ndo encontrar, ndo tem problema!
Vamos tentar construir e compreender a estrutura das piramides no GeoGebra. Para isso,

prossiga como nos passos a seguir.

Passo 1) Na Janela de Visualizagdo 2D, crie um controle deslizante n, configurando-o como

na Figura 45.


https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/artes/%20piramides-do-egito
https://www.educamaisbrasil.com.br/enem/artes/%20piramides-do-egito
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Figura 45: Criagdo e configura¢do do Controle Deslizante “n” para o poligono da base

g 8=2
\ ) @ Controle Deslizante
v

=2 : Nome
3£ Controle Deslizante

n=1

ABC Texto :
@® Numero Angulo Inteiro

M Inserir Imagem

Botao

7® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

Intervalo Controle Deslizante Animacao

min max Incremento
3 8 1

a=1 Campo de Entrada

Fonte: Elaborada pelo autor.

Passo 2) Ainda na Janela 2D, construa a base da pirdmide, clicando na ferramenta “Poligono
Regular”, em seguida, em dois pontos distintos A e B, e definindo na caixa de didlogo

o nimero de vértices pelo parametro n do controle deslizante, como na Figura 46.

Figura 46: Construcdo da base da pirdmide, vinculada ao Controle Deslizante “n”

B TN IcHSIPANIER =
I>h Poligono

I:} Poligono Regular

I} Poligono Rigido

Poligono Regular

D- Poligono Semideformavel

ol

Fonte: Elaborada pelo autor.
Use o controle deslizante n para visualizar todas as bases que voc€ construiu para as

piramides.

Passo 3) Crie outro controle deslizante H, configurando-o como na Figura 47. Com isso vocé

podera variar a altura das piramides e observar o que acontece.
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Figura 47: Configuracido do Controle Deslizante para definir a varia¢do de altura da
piramide

Controle Deslizante
Nome
H=1
@ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento
0,5 <] 0,5

Fonte: Elaborada pelo autor

Passo 4) Na Caixa de Entrada, digite o comando “Pirdmide (Poll, H)”, para gerar a piramide
que tem como base o poligono apresentado na tela e altura vinculada ao controle

deslizante H, como na Figura 48.

Figura 48: Construindo a pirdimide com altura vinculada ao Controle Deslizante “H”

@ A=(19, 153) : @ B=(-034 125) : 4
O B = {—1.06. 0.63) C) poll = Poligono(A, B, ¢) ~
- 113 5
® poll = Poligone(A,B, £) ® i Segmento[A.B.poll,E 3
— 0.72 - 162
. = 3
f = Segmento(A, B, poll) ; ® s ’
O 0.5 eolfu— 5 @ [ 2- 2
- 129 -
. . a = Pirimide(poll,H) ° B
Piramide(Poll, H) : A g
- 0.57 A
- 314 " _ paga”

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Use os controles deslizantes para obter piramides como as apresentadas na Figura 49.
Aproveite para manipular atentamente cada figura, anotando e refletindo sobre suas

descobertas, duvidas e constatagdes.

Figura 49: Piramides com bases determinadas pelo Controle Deslizante “1”

] Uw

.

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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7 3.4.2 Classificacdo das piramides

Observando as diversas piramides geradas com a variacdo do pardmetro do controle
deslizante 1, como mostrado na Figura 49, vocé pode perceber que o que difere essas pirdmides
sdo0 os poligonos da base. Desse modo, as piramides sado classificadas, de acordo com o poligono
da base, em pirdmide triangular, quadrangular, pentagonal e assim por diante.

Para compreender algumas relagdes, observe as piramides no GeoGebra, copie e

preencha a Tabela 3.

Tabela 3: Dados numéricos com base nas observacdes dos elementos de cada pirdmide

Tipo da Base Num. de Faces Nuim. de Vértices Nium. de Arestas

Triangular

Quadrangular

Pentagonal

Hexagonal

Heptagonal

Octogonal

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora, para cada linha da Tabela 3, faca a soma das colunas 2 e 3 e compare com a
coluna 4, para verificar se a Relagdo de Euler ¢ valida também para as piramides.
o r
¢ 3.43 Area lateral e area total de uma piramide

Considerando a piramide ja construida, no topico 3.4.1, clique na ferramenta

“Planificag¢do” e acione o controle deslizante “b”, como na Figura 50.
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Figura 50: Planifica¢do de uma piramide

= — n=5 -a | : -
Al @ £ N sec = N Ol (R Ze
L) W < 3 ——— 55 n=s
e ) e e o =
'A praide A = (-1.33, 0.63) ¥ =25
-I F'S Piramide | — NP E—
- :i Prisma B = (-0.2.-0.51) ’ wmEwnE T . 4
3
T__;, Fazer extruséo para Piramid poll = Poligono(A, B,n)

— 443

Lj Extrus3o para Prisma
f Segmento(A, B, poll)

A ™
(& Cone ~ 161
[':j Cilindro H=2 4
’ 05 i - 55
.'.-*p Tetraedro ~

a Piramide(poll, H)

r -
+iga Cubo . 296

/ﬁf Planificagao b=1

0 9 1 0]
eir s {ria volies -
W Superficie de Revolugao

¢ = Planificagao{a,b)

- 13.6

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

O processo de planificagdo gerou o Controle Deslizante b, cujo parametro varia de 0 a
1. Isso representa o percentual de abertura da figura. Somente quando b = 1 a figura aparece na
Janela de Visualizagdo 2D, pois se encontra 100% planificada, ou seja, todas as faces estdo
totalmente apoiadas no plano da base.

O dado numérico que acompanha o elemento “poll = Poligono(A,B,n)” representa a
area da base e o que acompanha o elemento “c = Planifica¢do(a,b)” representa a area total da
piramide.

E importante que vocé faga todos os calculos. No entanto, é possivel determinar a area
lateral da piramide calculando a diferenga entre a area total e a area da base.

Por exemplo, a piramide representada na Figura 50 tem area da base igual a 4,43 ¢ area

total igual a 13,6 e, portanto, sua area lateral ¢ 13,6 — 4,43 = 9,17 unidades quadradas.

/ 3.4.4 Volume da piramide

Uma forma interessante ¢ mais facil de se deduzir a formula do volume da piramide ¢
considerar a relagdo entre o volume da piramide e o volume de um prisma de mesma base.
Como vocé ja sabe calcular o volume do prisma, fica mais facil compreender. Vamos para o

GeoGebra realizar a atividade a seguir?
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Passo 1) Na Janela 2D, crie um tridngulo, clicando na ferramenta “Poligono” e, em seguida,
em trés pontos distintos A, B e C, fechando a figura no ponto A, como mostra a

Figura 51.

Figura 51: Construcao de base triangular para prisma e piramide

SicH=IPANNE
b- Poligono

**
b Poligono Regular

:\ Poligono Rigido

f,- Poligono Semideformavel

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra.

Passo 2) Para variar a altura, crie um controle deslizante, configurando-o como na Figura 52.

Figura 52: Configuragao do Controle Deslizante vinculado a altura do prisma e piramide

Controle Deslizante

@® Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento

Fonte: Elaborada pelo autor.

Passo 2) Na caixa de entrada, digite o comando “Prisma(t1,H)”, para criar o prisma cuja base
¢ o triangulo t1 e a altura varia conforme o parametro H do controle deslizante. Veja

a Figura 53.



-59-

Figura 53: Constru¢do do prisma de base “t1” e altura vinculada ao Controle Deslizante
C(H”

tl = Poligono(A, B, C) : 5 p “
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H=

1 :
@1._5')@

+ Prisma(tl, H)

— 2.95

: #
Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 2) Para melhor visualizagdo, va a Janela de Algebra e desmarque o elemento
“Prisma(tl,H)”. Caso outros elementos sejam também desmarcados, marque-os
novamente, mantendo desmarcado apenas o elemento Prisma. Na caixa de entrada,

digite Poligono(D,E,F), como na Figura 54.

Figura 54: Omitindo o prisma e evidenciando suas duas bases

4 el
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b = Segmento(C, A, t1)

— 3.05

O c = Segmento(A, B,t1) ] ‘
— 237
H=3

® 1 — 5
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> L
+ Poligone(D, E, F)
-~ 295 5
Q

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 2) Construa outra piramide de base coincidente com a base inferior do prisma e vértice
coincidindo com um dos vértices da base superior, digitando na caixa de entrada, o

comando “Pirdmide(t1, D)”, como na Figura 55.
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Figura 55: Construcdo de piramide com a base inferior do prisma e vértice no ponto D
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Passo 3) Crie outra piramide, agora com a base coincidente com a base superior do prisma e
vértice coincidindo com um dos vértices da base inferior. Para isso, digite na caixa

de entrada o comando “Pirdmide(t2, B)”, como na Figura 56.

Figura 56: Criacdo de piramide com a base superior do prisma e vértice no ponto B
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. -5
+ | Piramide(t2, B) : a

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Mova a figura procurando uma posi¢do que permita perceber partes que faltam para

preencher um poligono convexo. Em seguida, altere a cor das pirdmides, de preferéncia com
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cores bem distintas. Isso pode ser feito selecionando o elemento “Pirdmide” na Janela de
Algebra e clicando nos trés pontinhos para acessar “Configuracdes”, ¢ depois em Cor. Isso

facilita para vocé distinguir as duas piramides que compdem o poliedro, como na Figura 57.

Figura 57: Movendo o poliedro e alterando as cores das pirdmides
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d = Prisma(tl, H) %B D0t
~ 886 =E
dy = Segmento(E, F,t2) s om
? [ =]
- 256 Bl OO0
e = Segmento(F, D, t2) .
(@)
— 305 alizar :
- 2 :
O f Segmento(D, E, t2) Azul 0, 1

- 237

Transparéncia 0 *

t2 = Poligono(D.E,F) *
©
— 295

g = Pirdmide(t1,D)

- 295

® h = Pirdmide(t2. B) Duplicar entrada : a =
Duplicar resultado ¢

~ 295 a &

Apagar

+ Configuragbes Q Q

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Percebe que uma pirdmide de base triangular se encaixa perfeitamente no espaco que
falta para tornar o poliedro convexo? Os procedimentos para constru¢do dessa pirdmide sdo

conforme o Passo 3.

Passo 3) Na Caixa de Entrada, digite o comando “Piramide(B,C,F,D)”, para que seja criada a

piramide que completa o preenchimento do prisma, como na Figura 58.
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Figura 58: Construindo a pirdmide que completa o preenchimento do prisma

s 3
e = Segmento(F, D, t2) :
O A b,
— 3.05 q::—__; C
f = Segmento(D, E, t2 . 1 ;
9 ( ) > a
- 237
: -3 i~ B 0 1 2
t2 = Poligono(D,E,F) *
O e
— 295
O g = Pirdmide(t1,D) .-
— 295 -3
® h = Piramide(t2, B) 5 f
- 295 o}
-5
+ Piramide(B, C,F,D) Q

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Marque novamente o elemento “d = Prisma(t1,H)” e manipule a figura de modo que
possa ser observada sob diversos angulos. Note que a juncdo das trés piramides coincide

exatamente com o Prisma d, conforme Figura 59.

Figura 59: Visualiza¢do do prisma preenchido pelas trés piramides de igual volume

| — b
=N — A A% e
Prisma(t], H)

d :

5 HEE )
- 591 st :

dy = Segmento(E F,l.‘,: ;

- 2.56
e = Segmento(F,D,2) *
€]

- 308

f = Segmento(D, E, 12)

- 237
2 = Poligono(D,E,F) *

- 295

& = Pirdmide(t1,0) * preis
@ 1

- 197

h = Pirdmide(t2,B)

197

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Na Figura 57, o volume de cada piramide ¢ 1,97 unidades cubicas e o volume do prisma
€ 5,91 unidades cubicas.

Use o controle deslizante para variar a altura e, para cada figura, observe os dados na
Janela de Algebra e faca a soma dos volumes das trés piramides e compare com o volume do

prisma. Va anotando tudo e depois observe com aten¢ao. Podem ocorrer possiveis divergéncias
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nos valores, porque o GeoGebra opera com aproximagdes, mas essas diferencas sdo minimas e
irrelevantes.
Agora calcule a razao entre o volume de uma piramide e o volume do prisma, como no

exemplo a seguir.

£ o: Volume do Prisma "d" _ 5,91 _
XeMPRO: Volume da Pirdmide "g" 1,97

Ao realizar os célculos, ¢ provavel que vocé tenha percebido que, mesmo com as
possiveis inexatidoes, a razao procurada sera sempre igual a 3 ou, em raros casos, muito
proxima desse valor.

Dai, pela propriedade fundamental das proporg¢des, tem-se que

1
Volume da Piramide g = 3 Volume do Prisma"d"

Pelo Principio de Cavalieri, ¢ possivel mostrar que, dada uma piramide qualquer e um

prisma de mesma base e altura igual a altura da pirAmide, vale sempre a relagdo

1
Vbiramide = §-VPrisma

Como o volume do prisma de altura H e area da base dada por Ag,se €
Verisma = Apase-H
deduz-se que o volume da piramide altura H ¢ dado pela relacao
Vpiramide = g-ABase-H

Para saber mais sobre as piramides, assista o Video 10.
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Video 10: Saiba mais sobre as pirdmides

?} Para saber mas...

Qigque no centro da tela da "»
imegem

v' Elementos de uma pirdmide
T > wik da
ool

B—\/"> sl Ml
A\MG - {;.u. L-M

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 14 minutos

Fonte: YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=enHOSS5sAgNwé&ab_channel=RevisandoMatematica.
Acesso em 03/08/2021.

4+ 3.5 Aprendendo sobre os tetraedros

Para construir um tetraedro no GeoGebra, clique na ferramenta “Tetraedro” e, em

seguida, em dois pontos quaisquer sobre o plano da Janela de Visualizacdo 3D. Sera gerado o

tetraedro de base ABC, como ilustrado na Figura 60.

Figura 60: Tetraedro de base ABC
4@ & N mc & (R]A 7LD OO LN RS
= T

A Piramide @ A=(201-2%0 N ||JH
:j Prisma @ e= (1.73, -1.41, 0)

f.f} Fazer extrusao para Pirdmide a = Tetraedro(A, B, C)
tj Extrusao para Prisma - 7.85 8 !
(; Cone + Entrad 4
@ Cilindro

I & Tetraedro l :
:;II Cubo

y ﬁ Planificagéo N

{:[__r: Superficie de Revolugdo

2

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.


https://www.youtube.com/watch?v=enHOS5sAqNw&ab_channel=RevisandoMatematica
https://www.youtube.com/embed/enHOS5sAqNw?feature=oembed
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Observando a figura, vocé consegue perceber que um tetraedro ¢ um caso especial de

piramide? E uma piramide triangular, nao ¢?

Manipule a figura e destaque alguma caracteristica especial em relagdo as faces.

Percebe que todas as faces sdo tridngulos equilateros? Entdo, temos na figura um

tetraedro regular, um dos cinco so6lidos platonicos que serdo estudados mais adiante.

Vamos aprender mais sobre os elementos do tetraedro e aprender a calcular a area e

volume desse s6lido geométrico?

/7 3.5.1 Elementos, area e volume do tetraedro

Para esse estudo, construa, no GeoGebra um tetraedro regular de aresta medindo “a”

procedendo como nos passos seguintes.

1) Para controlar a medida das arestas, crie um controle deslizante “a” e configure-o como na

Figura 61.

Figura 61: Configuracdo do Controle Deslizante “a”

Controle Deslizante
Nome
a=1
@ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento
1 5 0,5

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Clique na ferramenta “Segmento de Comprimento Fixo” e em seguida em uma regiao

qualquer da Janela 2D e preencha o campo “Comprimento” com a letra “a”, como na Figura

62. Vocé criou uma aresta da base do tetraedro, vinculada ao controle deslizante!
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Figura 62: Constru¢do de segmento de comprimento fixo vinculado ao Controle Deslizante

feq?
EdB5 ON=IE IR
o Reta

< Segmento

a/. Segmen[o com Compﬂmen(o Fixo Segmento com Comp”mento FIXO

~~ Semirreta Compximerto

- " . 2
%, Caminho Poligonal A
&

o Vetor

-1
4 -

«» Vetor a Partir de um Ponto [ | | T M m

Fonte: Elaborada pelo autor.

3) Para construir o tridngulo equilatero que servird de base para o tetraedro, clique na

ferramenta “Poligono Regular” e nos extremos A e B do segmento de comprimento fixo

do passo anterior. Seré criado o triangulo ABC, de lado medindo “a”, como na Figura 63.

Figura 63: Constru¢do de tridngulo equilatero ABC, base do tetraedro de aresta “a”

Moo <4 X: . '

Poligono Regular

I/\;- Poligono

1> Poligono Regular

| » Poligono Rigido

! £> Poligono Semideformavel

~r

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

4) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, digite o comando “Tetraedro(pol1)”. O solido

serd gerado como na Figura 64.
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Figura 64: Construcao do tetraedro de base “poll” e aresta “a”

® poll = Poligono(A,B,3) i 25

- 043 25

@ ¢- Segmento(A, B, poll) :

-1 5

Tetraedro(poll) : 1.5

— 0.12

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Embora o GeoGebra ja apresente o volume do tetraedro, é importante que vocé visualize
0s segmentos necessarios para o calculo algébrico. Para isso, proceda como se segue.
5) Digite, na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, o comando “CentroDeGravidade(pol1)”,
depois “Segmento(A,E)” e, finalmente, “Segmento(D,E)”, gerando os catetos do tridngulo
retangulo AED, como na Figura 65.

(P

Figura 65: Construcdo do tetraedro de base “poll” e aresta “a
'e) poll = Poligono(A,B,3)

— 0.43 25 24

@ ¢- Segmento(A, B, poll) i

- 1

@ b = Tetraedro(poll, true) :
— 0.12

@) E = CentroDeGravidade(poll)
— (0.34, 0.63)

@) j = Segmento(A, E)

— 0.58 0.5

0 k = Segmento(D, E) : 205
— 0.82 fr

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Lembre-se que a medida do segmento AE equivale a dois ter¢os da altura do tridngulo
equilatero ABC e essa altura vocé ja aprendeu como calcular. O segmento DE ¢ a altura do
tetraedro, que pode ser calculada utilizando-se o teorema de Pitagoras.

Clique na ferramenta “Planificacdo” e depois sobre o tetraedro, como na Figura 66.
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Figura 66: Planifica¢do do tetraedro
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Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Faca os calculos para verificar que a area da superficie do tetraedro regular, em fungdo

da medida “a” da aresta ¢ dada pela expressao

A=a%*/3
€ 0 volume por
_ a2
V==r.

Para saber mais sobre os tetraedros, assista o Video 11.

Video 11: Saiba mais sobre os tetraedros

Q,:S Para saber mais...

Qique no centro da tela da ||»
imegem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 5 minutos

Fonte3: YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=uioTwag2nYs&ab_channel=APRENDER%26EVOLUIR.
Acesso em 03/08/2021.

3 Lembrete: Todos os videos e as imagens contidas neles s3o de livre acesso e est3o disponiveis no YouTube.


https://www.youtube.com/watch?v=uioTwag2nYs&ab_channel=APRENDER%26EVOLUIR
https://www.youtube.com/embed/uioTwag2nYs?feature=oembed
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4+ 3.6 Aprendendo sobre poliedros regulares

Vamos estudar sobre alguns poliedros convexos especiais. Dentre todos os poliedros
convexos, existem apenas cinco poliedros regulares, também chamados de poliedros de Platao

ou poliedros platdnicos. Esses serdo os solidos geométricos abordados nesse topico.

Para saber mais sobre poliedros regulares, assista o Video 12.

Video 12: Poliedros regulares

@; Para saber mais...

Qligque no centro da tela da "»
imagem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reproducado: aproximadamente 9 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=DbzVhSYPxQc&t=7s. Acesso em 03/08/2021.

Agora que vocé€ ja sabe quais sdo os poliedros regulares, vamos construi-los no

GeoGebra, conforme os passos a seguir.

Passo 1. Na Janela de visualizagdo 2D, construa um quadrado, um pentagono regular e trés
triangulos regulares distintos. Mantenha um bom distanciamento entre as figuras,
para melhor visualizagdo durante as atividades posteriores. Todos esses poligonos
podem ser construidos clicando-se na ferramenta “Poligono Regular” e em dois
pontos distintos da Janela de visualizagdo. Na caixa de didlogo que se abre, preencha
o campo “Vértices” com o numero 3, depois 4 e em seguida, 5. Feito isso, serdo

apresentadas na tela representacdes como as da Figura 67.


http://www.youtube.com/watch?v=DbzVhSYPxQc&t=7s
https://www.youtube.com/embed/DbzVhSYPxQc?feature=oembed
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Figura 67: Construcao dos poligonos base para os poliedros regulares (ou poliedros de

Platdo)
. yk = . 1 =
OO <& \ Poligono Regular
I}- Poligono Vértices
I} Poligono Regular 4

J:‘)- Poligono Rigido

£;- Poligono Semideformavel CANCELAR “

C
A& 2 R Q G K §
DOXB P E
‘!i OL ) .
pol2 pﬁ &

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

3
” L
pcﬁ “| poi5 b

-3

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Na Caixa de Entrada, digite os comandos “Cubo(poll)”; depois, “Dodecaedro(pol2)”;
em seguida, “Tetraedro(pol3); depois, “Octaedro(pol4) e, finalmente, “Icosaedro(pol5)” para

gerar os poliedros regulares, como na Figura 68.
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Figura 68: Construcdo dos poliedros regulares (ou poliedros de Platdo)

- o wed, v
0 = (0.11, 0.61)
pol2 = Poligono(N.0,5)
- 05
@ = Semento(N,0,p0l2)
- 0.54
+ Cubo(poll)
) pol2 = Poligono(N,0,5)
— 05
® ' Segmento(N, 0, pol2)
— 054
® e = Cubo{poll, true)
- 09
4+ | Dodecaedro(pol2)
T Segmento(N, 0. poi2)
- 054
o) e = Cubo(poll, true)
- 09
e | % Dodecaedrofpol2, true)
- 119
+ Tetraedro{pol3)
e} e = Cubo{poll, true)
- 09
© o = Dodecaedro{pol2, true)
- 1.19
© u = Tetraedro{pol3, true)
- 009
4+ | Octaedro{pold)
; o = Dodecaedro{poi2, true)
- 119
o u = Tetraedro(pol3, true)
- 0.09
® v = Octaedro(pold, true)
- 0.25
+ lcosaedro( polf)

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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/7 3.6.1 Forma planificada dos poliedros regulares

Manipule atentamente as figuras e anote suas observagdes. Depois, clique na ferramenta

“Planificagdo” e em cada um dos poliedros, obtendo o resultado como na Figura 69. Procure

identificar cada poliedro pela sua forma planificada e a quantidade de faces de cada um.

Figura 69: Forma planificada dos poliedros regulares (ou poliedros de Platdo)

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

/7 3.6.2 Poliedros de Platiio e a Relacdo de Euler

Observando os poliedros regulares no GeoGebra, copie e preencha a Tabela 4.

Tabela 4: Registro sobre os elementos observados nos poliedros de Platao

Poliedro Poligono da face | Num. faces | Nim. vertices | Nim. arestas
Hexaedro (Cubo) | Quadrado

Dodecaedro Pentagono regular

Tetraedro Tridngulo equildtero

Octaedro

Icosaedro

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Agora, para cada linha da Tabela 4, faca a soma da terceira com a quarta coluna e
compare o resultado com a quinta colona. Veja se o Teorema 6.1 esta de acordo com o que vocé
constatou. Essa é a famosa Relagao de Euler.

Teorema 6.1: (Relacdo de Euler): Em todo poliedro convexo ¢ valida a relagio
V+F=A+2,
ou seja,
V—A+F =2
Defini¢do 6.1 (poliedros platonicos): Diz-se que um poliedro ¢ platonico se, e so se, ¢
convexo, em todo vértice concorre 0 mesmo numero de arestas, toda face tem o
mesmo numero de arestas ¢ ¢ valida a Relacao de Euler.

Verifique se essas informagdes sdo validas para as figuras geradas no GeoGebra.

Para compreender melhor a Relagao de Euler, assista o Video 13.

Video 13: Relagdo de Euler

Q}ﬁ Para saber mais...

Qigque no centro da tela da "»
imagem

Se nao abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 23 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=5P_Gx4PP2hw&ab_channel=GiscomGizMatem%C3%A ltica.
Acesso em 03/08/2021.



http://www.youtube.com/watch?v=5P_Gx4PP2hw&ab_channel=GiscomGizMatem%C3%A1tica
https://www.youtube.com/embed/5P_Gx4PP2hw?feature=oembed
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+ 3.7 Aprendendo sobre os cilindros

Considerando-se dois planos distintos e paralelos a e 5, assim como mencionado no
estudo dos prismas, tomemos sobre esses planos duas regides circulares (circulos) c¢; e ¢,, de
raios congruentes e centros 0, e 0,. Tragando-se o segmento de reta 0,0,,0 conjunto que esse
segmento e todos os segmentos de reta paralelos a ele e cujas extremidades pertencem aos
circulos ¢, e ¢, € denominado cilindro de bases c; € c;.

Para construir um cilindro reto no GeoGebra 3D, de modo que sua altura e o raio da

base possam ser facilmente manipulados, proceda como nos passos a seguir.
1) Inicialmente, crie dois controles deslizantes e configure-os como na Figura 70.

Figura 70: Configuragao dos controles deslizante vinculados ao raio e altura do cilindro

Controle Deslizant .
SHEROE KSR enitn Controle Deslizante

Nome
MNome

Numero Angulo Inteiro y & :
® g @® Nimero Angulo Inteiro
Intervalo ntrol i nimaca 3 ) .
il Controle Deslizante Animagéo Intervalo Controle Deslizante Animacéo
i m ncrement -
L friax Incremento min max Incremento

0.9 5 0.5

05

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Como base para o cilindro, construa um circulo com raio vinculado ao controle deslizante
r. Para isso, clique na ferramenta “Circulo: Centro & Raio” e em um ponto qualquer da
anela 2D. Preencha o campo “Raio” com o parametro r e clique ara que seja gerada a
Janela 2D. P it “Raio” t 1 OK, d

imagem como na Figura 71.
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Figura 71: Constru¢ao do circulo de raio vinculado ao Controle Deslizante “r”

@O £ X =+
— e

(2) Cireuio dados Centro & Um de seus Pontos ¢
et 3

(® Circulo: Centro & Raio

_ @ conpeso
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)
A

Circulo: Centro & Raio

o) Arco Circular

Arco Circuncircular L
{—'J L Ll CANCELAR

£ setor Circular

‘U Sator Circuncircular

£ GeoGebra Classic
RlerXbdded@L X
1 N (J—a a8 =
05 _._ 5 @ I I 1 1 g
® h=2 : | . . L g
I ———————— 5 (O r=1
.
@ A=(145-097) : .
Circulo(A,r) »
. CLirculol A, r

— (% + 1450 + (y + 097 = 1

<+ Entrada.

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

3) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, digite o comando “Cilindro(c, h)”, como ilustrado

na Figura 72.




-76 -

Figura 72: Construgdo do cilindro de base “c” e altura vinculada ao Controle Deslizante
‘(h”

(2 GeoGebra Classic

X AL D> P (AO LN P
o ! N HEecs : e

05 5 ® 1 8
h=2 : 5
1 h 5 ® r=1
A 1.45, -0.97 B
(:1:65:490) h=2 sﬁ
r 4 .
O c: Circula(A, r) : 5 4
— (x 4+ 14502 4+ (y + 0972 =1 2 .
" Cilindro(c, h) : 4 id
— 6.28
-4 8. "

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Manipule os controles deslizantes e também de movimentos na tela, de modo a observar

diferentes s6lidos e sob diversos angulos, como ilustrado na Figura 73.

Figura 73: Diferentes vistas do cilindro reto, possibilitadas pelas manipulagdes

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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/ 3.7.1 Elementos e classificacio dos cilindros

Vocé ja deve ter percebido que, semelhantemente aos prismas, os cilindros tém duas
bases paralelas e uma superficie lateral. A principal diferenga € que as bases sdo circulares e
nao poligonais, ao passo que a superficie lateral ndo é composta de poligonos, mas de uma
superficie curva.

As bases sdo duas regides circulares de mesmo raio, situadas em planos distintos e
paralelos. Assim como nos prismas, a altura do cilindro ¢ a distincia entre os planos que contém

, 4 (19791 2
suas bases. Sendo C; e C, os centros dos circulos das bases, a reta C;C, ¢ chamada “eixo” do
cilindro.
. — ~ . . eq e ~

Os segmentos paralelos a reta C;C, ¢ que estao situados na superficie do cilindro sao
chamados “geratrizes”.

Semelhantemente aos prismas, os cilindros sdo classificados em retos e obliquos. Um
cilindro € reto quando seu eixo ¢ perpendicular aos planos de suas bases. Caso contrario, o
cilindro ¢ dito obliquo.

Para saber mais, assista o video 14.

Video 14: Elementos e classificacdo dos cilindros

@;3 ®Para saber mais...

o

Qigque no centro da tela da "»
imagem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 8§ minutos

Fonte*: YouTube:
www.youtube.com/watch?v=rpbFsCa7D4E&ab channel=EquacionaComPauloPereira. Acesso em
04/08/2021.

4 Lembrete: Todos os videos e as imagens contidas neles s3o de livre acesso e estdo disponiveis no YouTube.


http://www.youtube.com/watch?v=rpbFsCa7D4E&ab_channel=EquacionaComPauloPereira
https://www.youtube.com/embed/rpbFsCa7D4E?feature=oembed
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7/ 3.7.2 Area da superficie lateral e drea total do cilindro

A versao do GeoGebra utilizada nesse trabalho nao dispde da ferramenta para
planificagdo de corpos redondos, por isso, nao € possivel obter as areas do cilindro utilizando-
se desse recurso, como foi sugerido no estudo dos prismas e pirdmides. No entanto, ¢ facil
perceber que a superficie do cilindro, embora seja curva, pode ser representada na forma de
uma figura plana retangular, cuja medida da base equivale ao perimetro do circulo da base e a

altura ¢ a mesma do cilindro.
Como ja mostrado no Video 8, a area lateral A; de um cilindro de raio r e altura h, pode

ser calculada por meio da relagao
A, =2nr.h
Como a base ¢ um circulo, vocé deve se lembrar que a drea da base ¢ dada por
A, = mr?
e, entdo, a area total da superficie do cilindro pode ser obtida pela relagdo

A=2nr?+2nr.h

Para melhorar essa formula, vocé pode evidenciar o fator comum 2mr e obter a relagdo

equivalente
A =2nr(r+h),

que ¢, esteticamente, mais elegante que a outra.
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/Z 3.7.3 Volume do cilindro

Vocé deve imaginar que, por terem algumas propriedades em comum, o calculo do
volume do cilindro segue a mesma logica utilizada para calcular o volume de um prisma, certo?
A diferenga esta apenas na forma de se calcular as areas das bases.

Para verificar se isso ¢ verdade, vamos utilizar o Principio de Cavalieri. Para isso

proceda COmMO NnoS pPassos que S€ seguem.

1) Crie dois controles deslizantes, “R” e “H”, e configure-os como na Figura 74.

Figura 74: Configuracdo dos controles deslizantes “R” e “H”
Controle Deslizante Controle Deslizante

@ Numero Angulo Inteiro @ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagdo Intervalo Controle Deslizante Animagado
min max Incremento min max Incremento

- e 1
5 1 1 5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Clique na ferramenta “Circulo: Centro & Raio” e em uma regido qualquer da Janela 2D,
preencha o campo Raio da caixa de didlogo com o parametro “R” e clique OK. Em seguida,
clique na ferramenta “Segmento com Comprimento Fixo” e em outra regido da Janela 2D,
preenchendo o campo “Comprimento” da caixa de diadlogo com o comando “R*sqrt(pi) e
clicando novamente OK. Finalmente, clique na ferramenta “Poligono Regular” e nos pontos
A e B, extremos do segmento construido e preencha o campo “Vértices” da caixa de dialogo
com o numeral 4 (quatro). Desse modo, serdo geradas a base circular de um cilindro e a base

quadrada de um prisma, ambas as bases de mesma area, como ilustrado na Figura 75.
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Figura 75: Construcao de circulo e poligono de mesma area vinculados ao Controle
Deslizante “R”

QO £ N\ = &

G} Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

(2 circulo: Centro & Raio .

o Q Compasso T

O Circulo definido por Trés Pontos

P Semicirculo
-1

'.) AR G a  Circulo: Centro & Raio

®
(:} Arco Circuncircular || rao
2R
Q Setor Circular = |
‘:D Setor Circuncircular | CANCELAR oK I

€2 GeoGebra Classic
R A D> OO 4 N
R
' /Rela
1
<" Segmento
® H
i " Segmento com Comprimento Fixo ) .
Segmento com Comprimento Fixo
® ~~ Semirreta
: P Comprimento
:__ Caminho Poligonal R*sari(pi
® © sqri(pi)
. " Vetor
4+ | Ent -;.VetoraPamrdeumPonto CANCELAR OK
s LR
L ]
i
3 -
Lg5i-algi St 1 2 3
4 -
=)
A B
- | =—Tr—=a
-3
!
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€ GeoGebra Classic

Poligono Regular

VErtices

4

R=1 ! !
e :r Poligono
1 @
I:) Poligono Reguiar “
- H=1 .
T -
2
c >
eC 3l
D C
9 0 2 4
pol1
B B
-2 -
f
-4 -2 -1

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

2) Para ter a certeza de que a igualdade das areas do cilindro e do poligono da Figura 7.6 sera
preservada durante as manipula¢des, digite, na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, o
comando “Area(c)” e manipule o controle deslizante, comparando valores dos campos
referentes as areas das duas figuras. O elemento “poll” representam o poligono com sua area

e o elemento “a” representa a area do circulo ¢, como na Figura 76.

Figura 76: Areas das bases, para R = 1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente

poll = Poligono(A, B, 4)

— 314

g = Segmento(A, B, poll)
— 177

a = Area(c)

— 3.14

poll = Poligono(A, B, 4)

— 12,57

poll = Poligono(A, B, 4)

— 28.27

g = Segmento(A, B, poll)
— 3.54

a = Area(c)

- 12,57

poll = Poligono(A, B, 4)

— 50,27

poll = Poligeno(A, B, 4)

— 78.54

g = Segmento(A, B, poll)
— 7.09

a = Area(c)

— 50.27

g = Segmento(A, B, poll)

— B8.86

a = Area (€)

— 78.54

g = Segmento(A, B, poll)
- 5.32

a = Area(c)

— 28.27

Fonte: Elaborada pelo autor. Dados gerados no GeoGebra.
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4) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, os comandos “Prisma(poll,H)” e
“Cilindro(c,H)”. Interessante destacar que os volumes dos dois solidos sdo iguais, como na

Figura 77.

Figura 77: Solidos auxiliares para dedu¢@o do volume do cilindro pelo Principio de
Cavalieri

B = Ponto({Circulo(A,R /& :
O
— (247.212) 0] :
e} f = Segmento(A, B) H = P
- 177 —4 -2 1] 4
pol
'S poll = Poligono(A, B, 4) $ o B
— 314 f
@ °¢- Segmento(A, B, poll) H 4
— 177
el Prisma(poll, H) 3 5
— 3.14
i
<) b : Cilindro(c, H) H +
— 314 Q
-10 -~

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Manipule os controles deslizantes, a exemplo do ilustrado na Figura 78.

Figura 78: Volumes dos solidos para R=1e H=5 e para R =3 e H = 2, respectivamente

B = Ponto(Circulo(A, R /7))
— (247.-212) ®

f = Segmento(A, B)

- 177

B = Ponto(Circulo(A, R /7))

~ (6.02,212) ®

f = Segmento(A, B)
- 532

poll = Pollgono(4, 8, 4) pall = Poligona(A, B, 4)

A - 227

& = Segmento(A, B, poll) § = Segmento(A, B, poll)

- 177

- 5.32

a = Prisma(poll, H)

a = Prisma(poll, H)
= 15.71 — 56.55
-~ . n
b : Cilindro(c, H) : b : Cilindrofc, H)
— 15.71 == 56.55 &

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Manipulando os sélidos e utilizando os valores para calcular, verifique que, para o

calculo do volume do cilindro de raio r, vale a relagao

V =mnr?h
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Para saber mais sobre os cilindros, assista o Video 15.

Video 15: Saiba mais sobre os cilindros

@gs Para saber mais...

Qique no centro da tela da "»
imagem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugado: aproximadamente 5 minutos

Fonte: YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=0Imo2KUxIi8&ab_channel=100Problema. Acesso em
04/08/2021.

+ 3.8 Aprendendo sobre os cones

Pelas suas experiéncias praticas, ¢ provavel que vocé saiba o que ¢ um cone e consiga
identifica-lo entre outros solidos geométricos. Que imagem vem a sua mente ao ouvir o nome
“cone”? Pode ser que voc€ pense em um cone de sinalizagdo de transito, em um funil, uma
casquinha de sorvete, um chapeuzinho de aniversario ou outros objetos com forma geométrica

parecida. Vocé reconhece as formas geométricas da Figura 79 como cones?

Figura 79: Objetos que lembram um cone

Fonte: https://www.passeidireto.com/pergunta/65721231/4-objetos-que-lembram-o-cone



https://www.youtube.com/watch?v=0Imo2KUxIi8&ab_channel=100Problema
https://www.passeidireto.com/pergunta/65721231/4-objetos-que-lembram-o-cone
https://www.youtube.com/embed/0Imo2KUxIi8?feature=oembed
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Como ja estudou sobre outros s6lidos geométricos, ¢ possivel que vocé consiga perceber
algumas semelhangas do cone com o cilindro, pelo formato da base e também com a piramide,
por ter apenas um vértice fora da base.

Para compreender melhor esse soélido geométrico tdo presente no nosso cotidiano,
vamos estuda-lo com o auxilio do GeoGebra 3D, certo? Para isso, prossiga como nos passos a

seguir.

1) Para construir um cone de altura h e base circular de raio r, de modo que essas medidas
possam ser facilmente manipuladas, vocé deve iniciar pela criacdo de dois controles

deslizantes, configurando-os como destacado na Figura 80.

Figura 80: Configuracdo dos Controles Deslizantes “r” e “h”, para raio e altura do cone

Controle Deslizante Controle Deslizante
o Nome
=3 h =1
@® Numero Angulo Inteiro @® Nimero Angulo inkeiro
inkorvae Controle Deslizante ANEDcRo Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento —= — ———
! 2 23 1 5 05

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Para abase do cone, deve-se crie um circulo com centro movel e raio vinculado ao controle

deslizante “r”, procedendo como na Figura 81.

Figura 81: Construcao de circulo de raio vinculado ao Controle Deslizante “r”

o ll.ac Circulo: Centro & Raio
SIEIRNIEIIK

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

(® circulo: Centro & Raio ) “

*7 Compasso
> e

O Circulo definido por Trés Pontos
(‘ Semicirculo ‘e
.\ Arco Circular A 1

‘/:) Arco Circuncircular

—4 -3\i/_1

Q Setor Circular

Q Setor Circuncircular

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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3) Na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, digite 0 comando “Cone(c,h)”, como na Figura

82.

Figura 82: Construcao do cone de base “c” e altura “h”

€2 GeoGebra Classic

R]r D> B® A @& N

o ! =N \EI@ ft C O
1 5 ® r=1
‘ h=2 : & h=2 f
] l— 5 () ® 5
)
@ A=(197061) : s x
O c: Circulo(A,r) 3 64

— (x +1.97)2 + (y-0.61)2=1

2
Cone(c,h : R
+ 5h) : ,

-1

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Manipule os controles deslizantes e também mova o solido na Janela de Visualizagao
3D, observando-o atentamente sob diferentes angulos, a exemplo da Figura 83, e tentando

compreender sua estrutura, identificar seus elementos e perceber propriedades e relagdes.

Figura 83: Alguns resultados da manipulacdo do cone no GeoGebra 3D

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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/7 3.8.1 Elementos e classificaciio dos cones

A exemplo dos prismas e cilindros, os cones também se classificam em reto e obliquo.
Observando a Figura 84, note que um cone € reto quando seu eixo ¢ perpendicular ao plano da

base e obliquo quando nao o é. Infelizmente o GeoGebra ndo fornece, em suas ferramentas

basicas, meios para a constru¢do de cones obliquos.

Figura 84: Diferencia¢do entre cone reto e cone obliquo

v

Cone Reto Cone Obliquo

Cone reto Cone obliquo

Fonte: cursinhopopularpaulofreire.files.wordpress.com

Para explorar esses solidos geométricos no GeoGebra, proceda como se segue.

4) Clique na ferramenta “Segmento com Comprimento Fixo” da Janela 2D, depois no centro

do circulo (ponto A) e, na caixa de didlogo que se abre, preencha o campo com o parametro

€C_9

r”’, como ilustrado na Figura 85.

Figura 85: Tragado do raio da base do cone, vinculado ao Controle Deslizante “r”
€ GeoGebra Classic

Segmento com Comprimento Fixo

R || A D> e d

T

O """ Reta
1
" Segmento 4
h
@ 1 «" Segmento com Comprimento Fixo |-
) A +~ Semirreta ¢
 Vetor /
(.-.) k] 4 -4 AR £ 2

=« Velor a Partir de um Ponto

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.


https://www.google.com.br/url?sa=i&url=https%3A%2F%2Fcursinhopopularpaulofreire.files.wordpress.com%2F2011%2F05%2Fgeometria-espacial-3-1.pdf&psig=AOvVaw3vWYAiorHdu8PgOBoCd8lB&ust=1627474701493000&source=images&cd=vfe&ved=0CLcBEK-JA2oXChMIiIbboZ6D8gIVAAAAAB0AAAAAEAM
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4) Para facilitar sua compreensdo, clique sobre os dados referentes ao segmento “f” na Janela

€C_I

de Algebra, acessar as “Configuragdes” e alterar o nome “f” para “r”’, como na Figura 86.

Figura 86: Alterando o nome do segmento f para r, representando o raio

( a: Cone(c, h)
— 1685 Nome
© B = Ponto(Circulo(A,r)) i
. fiily e
— (-0.57, -0.93) ® [ ."?
. " Definiczo
f = Segmento(A, B) Duplicar entrada r
O Segmento(A, B)
- 2 Duplicar resultado
+ Apagar Legenda

c: Circulo(A,r) D

— (x + 257) + (y + 0.93)2

Basico Cor Estilo Avancado Programacao

| Configuragtes

Fonte: Elaborada pelo autor.

S)

Clique na ferramenta “Ponto” e em seguida sobre o vértice do cone. Para facilitar a
associacdo desse ponto ao elemento vértice, va em configuragdes e renomeie esse ponto
como “V”. Feito isso, clique na ferramenta “segmento” e em seguida sobre os pontos “V”
e “A”, renomeando esse segmento como “h”. Repita o procedimento, s6 que dessa vez,
clicando sobre os pontos “V” e “B”. Lembrar que “V” ¢é o vértice, “A” € o centro da base
e “B” ¢ uma extremidade do raio r. Desse modo, o segmento VA representa a altura do
cone e deve ser renomeado como “h” e o segmento VB representa a geratriz do cone e deve

e 9

ser renomeado como “g”. Os elementos devem ser apresentados como na Figura 87.

Figura 87: Tracado dos elementos eixo e geratriz do cone

a: Cone(c, hy)

- 3272

V = Ponto(d) : \

I A |
— (2.14, 2.5, 5) ® A :\ /
B = Ponto(Circulo{A, 1)) :

— (267, 0.06) ®

r = Segmento(A, B)

—4
= 25

-5

h = Segmento(V,A)
- 5

g = Segmento(V, B)

— 5.50

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Tendo ciéncia de que a figura explorada trata-se de um cone reto, vocé deve perceber
que o triangulo ABV ¢ retangulo, pois o eixo VA ¢ perpendicular ao plano da base, no qual esta
contido o raio AB. Desse modo, conhecidas as medidas da altura h e do raio r, ambos catetos
do triangulo retangulo ABV, de hipotenusa g, vocé pode calcular a medida da geratriz g
aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo ABV. Note que r e h sdo determinados pelos
parametros dos controles deslizantes e, portanto, so resta a vocé calcular o valor de g e comparar

com a medida da geratriz g dada pela Janela de Algebra do GeoGebra.

Por exemplo, pela Figura 87 tem-se que

g% =12+ h?

g% = 2,52 + 52
g =+/3125
g = 5,59

E importante que vocé efetue esses célculos e compare com os dados da Janela de

Algebra, para perceber a importante integragdo entre Geometria e Algebra.

7 3.8.2 Area da superficie do cone

A exemplo do que pode ser feito no caso de prismas e pirdmides, uma forma logica para
se calcular a area da superficie de um cone seria partindo da planificacdo desse solido. No
entanto, por ter uma superficie lateral curva, o cone, assim como o cilindro e a esfera, se
enquadra na classe dos solidos redondos, para os quais o GeoGebra nao disponibiliza a
ferramenta “Planificagdo”. Contudo, vocé pode encontrar em alguns livros didaticos ou mesmo

consultando na internet, a planificacao de um cone, como a apresentada na Figura 88.
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Figura 88: Forma planificada do cone

/ N
/ A
/’/ A D
D
A — 9
g // \ \\
/ \ /_")
[ b 4
N r
& ==
= 7[‘:) _
r J

Fonte: https://www.matematica.pt/fag/area-superficie-cone.php

Note que a érea lateral do cone corresponde a area de um setor circular e que para se
calcular a area total deve-se adicionar a essa area lateral a area do circulo de raio r, base do
cone. Mas aqui faltam elementos para esse calculo. Por isso, vamos apenas esclarecer que a
area lateral do prisma de raio r e geratriz g ¢ dada pela expressdo

A =mr.g

Com essa informacdo e ja sabendo calcular a area da superficie circular, vocé pode

deduzir que a area total da superficie do cone ¢

A=nr’+mr.g

que, apos alguns célculos, se resume a

A=nr(r+g)

Faca os célculos utilizando a relagio acima e depois recorra & Janela de Algebra para

verificar se os resultados obtidos nos calculos estdo corretos. Para tal, proceda como se segue.

6) Para se obter a area total da superficie do cone “a”, digitar, na Caixa de Entrada da Janela

de Algebra, o comando “SuperficieLateral(a)”, como na Figura 89.


https://www.matematica.pt/faq/area-superficie-cone.php
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Figura 89: Apresentacdo da area da superficie do cone “a”

a : Cone(c, hy) : - e

— 32.72

P V = Ponto(d)
— (2.14, 2.5, 5) ®

o B = Ponto(Circulo(A,r)) : 1
— (2.67, 0.06) ®

®) r = Segmento(A, B) 4_ i

— 3 | A :.
T /
@ h = Segmento(V, A) 7

=2 0 2 4 6
- 5

]
w0

S g = Segmento(V,B)
— 5.59 =

e = Area(c) : -2

— 19.63

f : SuperficieLateral(a)

— 43.01 a

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

/Z 3.8.3 Volume do cone

Para deducao do volume do cone, uma alternativa interessante ¢ construir, no GeoGebra
3D, um cilindro circunscrito ao cone, isto é, usar a mesma base do cone para esse cilindro e
definir sua altura como a mesma do cone.

Como o cone construido para esse estudo tem como base o circulo “c” e altura vinculada

ao Controle Deslizante “h”, deve-se construir o cilindro como se segue.

7) Digite, na Caixa de Entrada da Janela de Algebra, o comando “Cilindro(c,h)”. Desse modo,

sera gerado o cilindro como ilustrado na Figura 90.
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Figura 90: Volume do cone e do cilindro de mesmo raio e alturas iguais

DR RIEFRREL

= > W~ 88
@ a : Cone(c, hy) : a4 g 1%
— 32.72 E 3
e h,=5
V = Ponto(d)
O
— (214, 255, 5) ® 12
@) B = Ponto(Circulo(A,r)) : i ‘BA

— (2.67, 0.06) ®

O r = Segmento(A, B)
- 25

@) h = Segmento(V, A)

— 5

g = Segmento(V, B) :
O 3

— 5.59

e = Area(c)

— 19.63

f : Superf icieLateral(a
) (a) i
— 4391 -8 ' Y

i+ Cilindro(c, h)

— 98.17

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Agora, manipule as figuras e as observe atentamente o que ocorre. Copie a Tabela 5 e
registre nela os valores apresentados nos campos referentes aos volumes dos dois solidos, como

destacado na Figura 90.

Tabela 5: Compara¢do dos volumes do cone e do cilindro

Anotagdo 1 | Anotacdo 2 | Anotagdo 3 | Anotagdo 4 | Anotacdo 5 | Anotacio 6

Vﬂ'iiindro

VCone

Vﬂ'iiindro

VCDne

Fonte: Elaborada pelo autor.
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E possivel que ocorra pequenas divergéncias nos céalculos, mas, caso ocorram, essa
diferencga ¢ desprezivel e, por isso, o valor pode sempre ser arredondado para 3. Tal divergéncia
se deve as operagdes com o numero irracional 7 (pi).

Dai, o vocé pode deduzir que

VCilindro =3
VCone
e entdo, pela Propriedade Fundamental das Proporgoes,
_ Veitinaro
Vcone - 3
e, portanto,
m.r%h
Veone = 3

Percebe que a forma de calcular o volume do cone ¢ muito parecido com a forma de
calcular o volume da piramide? De fato, ambos os calculos obedecem a mesma ldgica, ou seja,

representam a terca parte do produto entre a drea da base e a altura do s6lido geométrico.

Para saber mais sobre os cilindros, assista o Video 16.

Video 16: Saiba mais sobre os cones

@;ﬁ Para saber mais...
A FORMULAS DOS CONES

&

Qigque no centro da tela da ||»
imegem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 15 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=7czepJadjGw&ab_channel=COL%C3%89GIONOVAESCOLA.
Acesso em 04/08/2021.



http://www.youtube.com/watch?v=7czepJadjGw&ab_channel=COL%C3%89GIONOVAESCOLA
https://www.youtube.com/embed/7czepJadjGw?feature=oembed
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4 3.9 Aprendendo sobre esferas

Ao ouvir falar de esfera ¢ muito provavel que venha a sua mente a imagem de uma bola
e de outros objetos com a mesma forma geométrica. Isso € muito bom, porque vocé ja possui
uma boa nog¢ao sobre essa forma geométrica.

Além de objetos esféricos, vocé deve estar familiarizado com objetos cuja forma
geométrica se aproxima de uma semiesfera, isto ¢, metade de uma esfera, ndo ¢? Sabia que ¢
possivel se construir uma esfera a partir da unido de duas semiesferas de mesmo raio?

Objetos como os apresentados na Figura 91 podem ajuda-lo a reconhecer outros objetos

com formas semelhantes.

Figura 91: Objetos que lembram uma esfera ou uma semiesfera

Fonte: Acervo pessoal do autor

O que se segue ¢ uma sugestdo de atividade para vocé realizar no GeoGebra 3D, e

aprender muitas coisas novas sobre esse importante solido geométrico.
1) Na Janela 2D, crie de um controle deslizante R, configurando-o como na Figura 92.

Figura 92: Configuracdo do Controle Deslizante “R”

Controle Deslizante
Nome
R=1
@ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento
1 8 0,5

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2) Para construir a esfera com raio vinculado ao controle deslizante, clique na ferramenta
“Esfera: Centro & Raio” e em algum ponto sobre o plano da Janela 3D. Na caixa de didlogo

13 1A A €C b ~
que se abre, preencha o campo “raio” com o parametro “r”. Para facilitar a compreensao,

renomeie o cento da esfera (ponto A) como “C”, como ilustrado na Figura 93.

Figura 93: Construcao da esfera de raio vinculado ao Controle Deslizante “R”

s o ‘;§£'.'Aac<@> R.:‘ p
=N 4

® R=
[ = @ Esfera: Centro & Raio

)

@ Esfera: Centro & Ponto : 4 |

Esfera: Centro & Raio

Raio

R

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Z 3.9.1 Volume da esfera

Para compreender a expressdao matematica que expressa o volume de uma esfera em

funcdo da medida de seu raio, va para o GeoGebra e proceda como nos passos a seguir.

1) Na Janela de visualizagdo 2D, crie um controle deslizante, configurando-o como indicado

na Figura 94.

Figura 94: Criacdo e configuracdo do Controle Deslizante “R”
Controle Deslizante

Nome

R=1

® Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento

1 5 1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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2) Algumas figuras dessa atividade dependem de dois pontos sobre o eixo Oz, simétricos e a

uma distancia variavel R da origem. Para criar esses dois pontos, clique na Janela 3D, depois,

na ferramenta “Segmento com Comprimento Fixo” e depois na origem (0, 0, 0) do sistema

cartesiano. Na caixa de didlogo que se abre, preencha o campo “Comprimento” com o

parametro “R”. Seré criado um segmento AB como na Figura 95, mas o que interessa, de

fato, ¢ o ponto B de sua extremidade fora da origem. Para criar o outro ponto, clique na

origem novamente e preencha o campo “Comprimento” com o mesmo parametro “R”. Desse

modo sera criado um segmento AC de comprimento R, assim como AB.

Figura 95: Criacdo de dois pontos B e C, vinculados ao Controle Deslizante “R”

R

O

1

+

{2 GeoGebra Classic

A ‘ ) e A R
R A7 e D> OB 4
o~ Reta N o< |

Segmento com Comprimento Fixo

«~ Segmento

" Segmento com Comprimento Fixo

/ Semirreta
~ Vetor

.; Vetor a Partir de um Ponto

Fonte: Elaborada pelo autor.

3) Criados os dois segmentos, clique na extremidade fora da origem de cada um deles e arraste

esse ponto, colocando-o sobre o eixo Oz, um de cada lado da origem. Para isso, movimente

a figura até coloca-la numa posi¢ao que facilite a colocacao desses pontos em uma posi¢ao

na qual apareca, na Janela de Algebra, na forma (0, 0, 1) e (0, 0, -1), com o controle

deslizante em R = 1. Feito isso, omita os segmentos, deixando visiveis apenas os pontos,

como na Figura 96.
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Figura 96: Ajuste dos pontos B e C e omissdo dos segmentos AB e AC

R=1
O A = Interse¢do(EixoX, EixoZ) : ®

- (0,0,0) ; “

B = PontoEm(Esfera(A,R))
— (0.0,1)

@ f = Segmento(A, B) :
2
-1

O C = PontoEm(Esfera(A,R)) i :

- (0.0,-1) A
-2 -1 0 1 2

@ g = Segmento(A, C) $
-1
-1

+ -2

O

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

4) Clique na ferramenta “Esfera: Centro & Raio” e em seguida, na origem (ponto A). Abrira
uma caixa de diadlogo, na qual o campo “Raio” deve ser preenchido com o parametro “R”.

Desse modo, a esfera sera apresentada como na Figura 97.

Figura 97: Constru¢ao da esfera de raio vinculado ao Controle Deslizante “R”

2 A & N asc L
‘£HE @ Esfera: Centro & Ponto

R= @ Esfera: Centro & Raio
® 3

Esfera: Centro & Raio

Raio

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

4) Clique agora na ferramenta “Cilindro” e depois sobre os pontos B e C. Na caixa de dialogo
que se abre, preencha o campo “Raio” com o pardmetro “R”, gerando o cilindro

circunscrito a esfera, como na Figura 98.
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Figura 98: Construcdo do cilindro circunscrito a esfera

@ & N e L Cilindro

L} Fazer extrusdo para Piramide

fﬂ Extrusdo para Prisma

-

JQ» Tetraedro 2

..
IEII Cubo
1 )@ Planificagdo

Qﬁ Superficie de Revolugdo 2

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

A partir dessa construcdo, ja € possivel comparar volume da esfera com o volume do
cilindro, bastando, para isso, manipular o controle deslizante. Anote os volumes dos dois
solidos e calcule a razao entre esses dois volumes, para cada raio R. Em seguida, tente descobrir
a fracdo que gera esse decimal.

Se sentir dificuldades em encontrar essa fragao, assista o video 17.

Video 17: Fragdo geratriz de uma dizima periddica

?; Para saber mais...
o Bééhisrto .
Qique no centro da tela da "» - 3

imagem

Macete para encontrar
a Fragdo Geratriz

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 4 minutos

Fonte’: YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=Q65uuYakV3k&ab_channel=FerrettoMatematica . Acesso
em 04/08/2021.

> Lembrete: Todos os videos e as imagens contidas neles s3o de livre acesso e est3o disponiveis no YouTube.


https://www.youtube.com/watch?v=Q65uuYakV3k&ab_channel=FerrettoMatemática
https://www.youtube.com/embed/Q65uuYakV3k?feature=oembed
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Outra forma interessante para se construir a expressao para o calculo do volume de uma
esfera ¢ utilizando-se uma figura auxiliar, conhecida na geometria como clepsidra, que se trata
de dois cones de mesma altura e bases congruentes e paralelas, unidos pelos vértices. Para esse
estudo, a clepsidra deve estar inscrita no cilindro e, para isso, deve-se proceder como no passo

seguinte.

4) Digite, na caixa de dialogo da Janela de Algebra, o comando “Cone(B,A,R)”. Repita o
procedimento, digitando “Cone(C,A,R)”. Esses parametros representam, respectivamente,
o centro da base, o vértice e o raio dos cones. Sera assim gerada a clepsidra inscrita no
cilindro e vinculada ao controle deslizante “R”. Para melhor visualiza¢cdo, mude a cor dos

cones. A representagdo deve ficar como ilustrado na Figura 99.

Figura 99: Esfera e clepsidra inscritas no cilindro “b”

( - R : -
R|A D PB®H @ LD

< =Y
ABC =5

e | *~? =N G I - = =
] m—le— 5 (3) 6
R=2
9 A = Intersegdo(EixoX, EixoZ § e, o f S
— (0, 0, 0) ? A
o B = PontoEm(Esfera(A,R) : 2
T = (0.0.2)
0O f = Segmento(A, B) 3
) C = PontoEm(Esfera(A,R))
— (0,0, -2) A

O g = Segmento(A, C)

"

Esfera(A,R)

z

)
o

Cilindro(B, C,R)

50.27 -

>

: Cone(B,A,R)

— 8.38

j: Cone(C,A,R) A

- 8.38

~ ~

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

Para que o volume da esfera seja exibido na Janela de Algebra, digite, na Caixa de
Entrada, o comando “Volume(a)”. Depois, manipule o controle deslizante e observe a variacao
dos volumes dos so6lidos, como na Figura 100. Nesse caso, o elemento “m” representa o volume

da esfera “a”. A regido que fica dentro do cilindro, porém, fora da clepsidra é chamada
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“anticlepsidra” e seu volume ¢ a diferenga entre o volume do cilindro e os volumes dos dois

concs.

Figura 100: Volumes dos sdlidos para R =1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente
a : Esfera(A,R) a : Esfera(A,R) a : Esfera(A,R) a : Esfera(A,R) a : Esfera(A,R)

— x4y +22=1 = xX+y+22=4 =X +y+22=0 w4 x2+y+22=16 = x4+ yY¥ L 72 =25

b : Cilindro(B, C,R) b : Cilindro(B,C,R) b : Cilindro(B, C,R) b : Cilindro(B,C,R) b : Cilindro(B, C,R)

— 6.28 —s 50.27 — 169.65 — 402.12 — 785.4
h : Cone(B, A, R) h : Cone(B,A,R) h : Cone(B, A,R) h : Cone(B, A, R) h : Cone(B, A.R)
— 1.05 — B5.38 - 28.27 — 67.02 -+ 1309

j: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R) j: Cone(C,A,R)

— 1.0 — 8.38 — 28.27 — 67.02 — 130.9
m = Volume(a) m = Volume(a) m = Volume(a) m = Volume(a) m = Volume(a)
— 4.19 — 33,51 — 1131 — 268.08 — 5236

Fonte: Elaborada pelo autor. Dados gerados pelo GeoGebra 3D.

Agora, copie e preencha a Tabela 6.

Tabela 6: Volumes do cilindro ¢ do cone ¢ relagdo entre esses volumes

Raio Vﬂ'i{indro Vl’.‘ane VEsfera Vﬂ‘i[indra =7 VCDHE

| | w2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Preenchida a Tabela 6, analise seus dados. Perceba que o volume da esfera de raio R

pode ser calculado pela relagao

Vesfera = Veitindro — 2 - Veones

em que ambos os trés solidos tem raio R, cada um dos dois cones tem altura igual ao raio R e o

cilindro tem altura igual ao diametro da esfera, ou seja, H = 2R.
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Vocé ja sabe as formulas para se calcular os volumes do cilindro e do cone, certo?
Entdo, substitua os termos Vijindaro © Vcone p€las suas respectivas formulas, ja
deduzidas em tépicos anteriores.

Desse modo, vocé deve chegar a relagao
Vesfera = TR2.2R — 2. R?R.

Agora, desenvolva os calculos até chegar a expressao

_ 4 _p3
Vesfera - ET[R .

Na pratica, a primeira expressdo, aquela que na qual o volume da esfera ¢ dado em
funcao dos volumes do cilindro e dos cones, ja resolve nossos problemas do dia a dia. Porém,
a continuidade dos calculos facilita a compreensao dos conteudos na forma como sao
geralmente expostos nos materiais didaticos geralmente utilizados nas escolas.

Vamos finalizar esse topico deduzindo com maior rigor matematico a féormula do
volume da esfera, com

Para que vocé compreenda a ideia, encontre sentido na férmula e tenha certeza de que
ela ¢ realmente valida, faremos uma demonstragao algébrica muito interessante, para a qual
utilizaremos o Principio de Cavalieri.

Antes de iniciar, vamos relembrar que a drea de um circulo de raio r € o volume de um

cilindro e de um cone, ambos de raio r e altura H, sdo dadas, nessa ordem, pelas expressoes

— 2.
Acirculo =Tnr-;

— 2 .
Vcilindro =Tnr -H,

1
e Veone = Emﬂz.H.

Essas informacdes sdo importantes para a resolu¢do do problema em questdo, que se
trata de calcular o volume de uma esfera de raio R.

Importante vocé saber que a interse¢cdo dessa esfera com um plano p que a corta a uma
distancia d do seu centro ¢ uma superficie circular de raio r, com r < R, chamada se¢do
transversal da esfera.

A Figura 101 d4 ideia do que seria uma secao transversal.
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Figura 101: Secao transversal determinada por um plano o sobre a clepsidra de raio R,
a uma distancia d do centro da esfera inscrita no cilindro de raio R.

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.

/ Compreendendo melhor sobre o volume da esfera

Lembra que a regido interna ao cilindro e externa a clepsidra ¢ chamada anticlepsidra?
Pois bem. A secdo transversal gerada pela interse¢do do plano p com a anticlepsidra ¢ uma
coroa circular de centro D, limitada exteriormente por um circulo de raio R e inferiormente por
outro circulo de raio d, como ilustrado na Figura 102. Essa ¢ a mesma situacdo mostrada na

Figura 101, porém, separamos a esfera para vocé visualizar melhor e compreender a ideia.

Figura 102: Secdes transversais determinadas pelo plano p sobre a anti-clepsidra e a esfera.

plano p: paralelo ao plano da base

Fonte: Elaborada pelo autor. Figura gerada no GeoGebra 3D.
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Imagine que a anti-clepsidra de raio R e altura 2R e a esfera de raio R, representadas na
Figura 101, estao dispostas, lado a lado, sobre uma mesa (plano da base inferior), € que um
plano p, paralelo aos planos das bases da anti-clepsidra, corta esses dois sélidos gerando as
sessOes transversais destacadas em vermelho, como na Figura 102.

Perceba que, na clepsidra, os tridngulos OBX e ODP sdo retangulos e tem um angulo
agudo em comum, pois BOX = DOP. Logo, pelo caso AA, esses tridngulos sdo semelhantes
(pesquise sobre semelhanca de triangulos). Note ainda que o tridangulo OBX ¢ isosceles, isto €,
tem dois lados com medidas iguais, e seus catetos medem R. Segue da semelhanca de tridngulos
que o tridngulo ODP também ¢ isdsceles e, portanto, o cateto DP também tem medida d.

A sec¢do transversal determinada pelo plano p sobre a anti-clepsidra € uma coroa circular

de area dada, dedutivamente, pela relagao

A; = R? — nd?.
Evidenciando m,
A; = (R? —d?).

Na esfera, o triangulo CNQ também ¢ retangulo e, portanto, vale o Teorema de
Pitdgoras, donde

R? = 1% + d?

€, portanto,

r?2 = R?—d2.
A sessdo transversal determinada pelo plano p sobre a esfera ¢ um circulo de raio r, cuja

area é

AZ = 71'7‘2.

Como 2 = R? — d?, temos que a area dessa sessdo é dada por

A, = n(R? — d?).
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Entdo, A; = A,, ou seja, a area das duas sessdes transversais, em fun¢ado da distancia d
que separa o plano p do centro da esfera, sera sempre igual, para todo p pertencente ao intervalo
fechado [0, R].

Em outras palavras, todo corte determinado pelo plano p sobre os dois sélidos a uma
distancia d < R do centro da esfera determina uma secao transversal na anti-clepsidra com area
exatamente igual a drea da secdo transversal determinada pelo mesmo plano na esfera.

Sendo assim, tem-se, pelo Principio de Cavalieri, que o volume da esfera ¢ igual ao
volume da anti-clepsidra de mesmo raio R e altura 2R igual ao didmetro da esfera.

Como ja foi visto que o volume de um cone ¢ igual a ter¢a parte do volume do cilindro
de mesma base e alturas iguais, nao ¢ dificil deduzir que o volume da anti-clepsidra € a diferenga
entre o volume do cilindro de raio R e altura 2R e o volume de dois cilindros de base e altura

R, e, como esse ¢ também o volume da esfera, chegamos a relagao
1
V = nR?.2R — Z.EnRzR,

donde, desenvolvendo os célculos, se conclui (e faz sentido afirmar) que o volume da esfera de

raio R ¢ dado pela expressdo

V =2nR3.
3

Agora essa expressdo faz todo sentido, ndo ¢é? Essas deducdes enriquecem nossos

conhecimentos e tornam a Geometria ainda mais bela!

7 3.9.2 Area da superficie esférica

Conhecendo a expressdao que permite calcular o volume da esfera de raio R, pode-se
utilizar essa expressao para deduzir a férmula da area da superficie esférica. Embora nao seja
tdo facil compreendé-la, essa demonstracao sera aqui apresentada a titulo de conhecimento.
Essa compreensao da sentido a formula e é possivel que vocé, com calma e muita atengdo, possa
acompanha-la.

Para tal, vamos tomar duas esferas concéntricas, uma de raio R e outra um pouco maior
e determinar o volume da superficie situada entre essas duas esferas, ou seja, a diferenga D

entre os volumes das duas esferas.
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Sendo d a distancia entre as duas superficies esféricas, tem-se que
D =Zn(R+d)® —InR?
D =Zm(R® + 3R?*d + 3Rd? + d*) — I mR®

D= §HR3 + 4mR?%d + AmRd? + gﬂd3 - §HR3

D = 4wR?d + 4mwRd? + %nd3.

Pelo Principio de Cavalieri, o volume D da casca esférica corresponde ao volume de um

prisma de base poligonal e altura d. Desse modo, a area da base desse prisma ¢ o quociente
Ao D
T d

Assim, a area da casca esférica de espessura d corresponde a area da base do prisma,

dada por
4
A =4nR? + Rd +§nd2

Como o que se deseja encontrar ¢ a area da superficie esférica, ndo ¢ dificil deduzir que
a distancia entre as duas esferas deve ser nula, ou seja, sua casca deve ter espessura desprezivel.
Portanto, pondo d = 0, obtém-se
A = 4mR?

expressao essa que representa a area da superficie de uma esfera de raio R.

Para saber mais sobre a esfera e de outros solidos geométricos, assista os Video 18, 19,

20 e 21.
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Video 18: Saiba mais sobre a esfera

?} Para saber mais...

(lique no centro da tela da ||»
imegem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reproducdo. aproximadamente 13 minutos

Fonte: YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=UpyOtxpXP9ké&ab_channel=ProfTawanJaime. Acesso em
04/08/2021.

Video 19: Dedugdo do volume da esfera

? Para saber mais...
VOLUME DE UMA

: ESFERA
Qigue no centro da tela da .
e Iy

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reproducdo. aproximadamente 15 minutos

Fonte: YouTube: www.youtube.com/watch?v=V3pM2ADZ-sY &ab_channel=ProfessorOctavio. Acesso em
04/08/2021.



https://www.youtube.com/watch?v=Upy0txpXP9k&ab_channel=ProfTawanJaime
https://www.youtube.com/watch?v=V3pM2ADZ-sY&ab_channel=ProfessorOctavio
https://www.youtube.com/embed/Upy0txpXP9k?feature=oembed
https://www.youtube.com/embed/V3pM2ADZ-sY?feature=oembed
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Video 20: Revendo os volumes do prisma e do cilindro
?;55 Para saber mais..,

Qique no centro da tela da ||»
imagem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reprodugdo: aproximadamente 13 minutos

Fonte: YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=UpyOtxpXP9k&ab_channel=ProfTawanJaime. Acesso em
04/08/2021.

Video 21: Revendo sobre as pirdmides, cones e esferas

Qﬁ Para saber mais...

Qique no centro da tela da ||»
imegem

Se ndo abrir o video, clique em
“Assistir no YouTube”

Reproducdo. aproximadamente 12 minutos

Fonte®: YouTube: www.youtube.com/watch?v=UkDjBHXd7Sw. Acesso em 04/08/2021.

6 Lembrete: Todos os videos e as imagens contidas neles s3o de livre acesso e est3o disponiveis no YouTube.


https://www.youtube.com/watch?v=Upy0txpXP9k&ab_channel=ProfTawanJaime
http://www.youtube.com/watch?v=UkDjBHXd7Sw
https://www.youtube.com/embed/PslXeimqIHk?feature=oembed
https://www.youtube.com/embed/UkDjBHXd7Sw?feature=oembed
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CONSIDERACOES FINAIS

Um dos objetivos que se espera ter alcancado com esse trabalho diz respeito a ampliacao
da produgao critica de materiais direcionados a EJA. Nao foi apenas “mais um trabalho”, mas
algo diferente de tudo o que costumo ler, principalmente pela riqueza de detalhes, simplicidade
do vocabulario e preocupagdo com a forma como o leitor ird receber as informacdes e interagir
com a obra. A descoberta da possibilidade se se inserir videos online no corpo do texto como
complemento ao texto ¢ o grande diferencial dessa obra e me motivou muito a desenvolver
trabalhos futuros em formato parecido.

Além disso, uma das principais contribui¢des do arduo trabalho de elaboragdo foi
motivar uma reflexao sobre o ensino de Geometria na EJA, principalmente diante da escassez
de materiais especificos e da auséncia de politicas publicas de valorizacdo e fomento a essa
importante modalidade de ensino da Educacao Bésica.

Embora tenhamos outras preocupacdes além das investigagdes sobre os beneficios e
desafios do uso de ambientes de geometria dinamica no estudo da geometria escolar, as
atividades aqui propostas explicitam e enfatizam os aspectos pedagdgicos do GeoGebra,
principalmente pela facilidade de se construir € manipular objetos virtuais de maneira muito
proxima dos que ¢ feito com objetos manipuldveis do mundo real, fator motivador para
compreensdo de conceitos, defini¢cdes, propriedades e relacdes.

Esse estudo mostrou o quanto o uso adequado de recursos tecnoldgicos pode contribuir
para a compreensdo do mundo real, a partir das diversas possibilidades de visualiza¢do de
objetos e das relagdes algébricas apresentadas simultaneamente as representagdes geométricas
na tela do computador.

Por conhecer um pouco das peculiaridades da EJA, espero que essa proposta auxilie
muitos alunos no estudo de geometria e que seja bem aceita pela maioria, com resultados
positivos para a educagdo brasileira de modo geral e, sobretudo, para a EJA. E claro que muito
ainda ha que se estudar sobre o assunto e essa pesquisa vem impulsionar outros estudos,
inclusive, servir de referéncia para a producdo de novos materiais.

Como ex-aluno da EJA e atual professor da Educagao Bésica com experiéncia em EJA,
tenho percebido as dificuldades dos professores em encontrar materiais de ensino adequados e
também dos alunos em assimilar os contetidos de geometria da forma como, tradicionalmente,
sdo ensinados na escola. Ciente dessa realidade e concluindo essa obra, percebo a importancia
e necessidade que mais trabalhos como esse sejam produzidos e disponibilizados, sem custo

para o usuario, como material de apoio para alunos de todos os niveis e modalidades de ensino.
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Espero estar, com as atividades aqui propostas, contribuindo, de alguma forma, para o
ensino de Geometria Espacial, ndo s6 para alunos da EJA, mas também para outros que,
porventura, vierem a se interessar pelo assunto.

Pensando sempre no aluno, a elaboracdo desse trabalho consistiu, basicamente, na
adaptagdo de parte do conteido do TCC citado na Carta ao Leitor, para uma linguagem
direcionada para esse aluno, de forma interativa e esse foi mais um desafio através do qual
aprendemos muito.

Apesar das contribui¢des dos softwares educativos, o desenvolvimento das atividades
mostrou algumas limitagdes do GeoGebra, nos levando a concluir que as ferramentas
disponiveis no software nem sempre sao suficientes para explorar os contetidos geométricos na
sua totalidade. Para maiores constatagdes, ressalta-se aqui a importancia do desenvolvimento
de pesquisas futuras, baseadas, se possivel, em atividades presenciais que proporcionem ao
aluno da EJA o contato com esses recursos, na expectativa de que seja possivel observar, na
pratica, o quanto essa metodologia pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento
geométrico.

Finalmente, destacamos que a elaboragdo desse e-book nos proporcionou preciosos
momentos de reflexdo critica, nos dando a certeza de que o ensino de geometria na EJA e na
Educacado Bésica em geral ainda necessita de muitas mudangas e que cabe a nos fazermos nossa
parte. Nesse sentido, o intuito foi produzir algo que venha a auxiliar alunos na compreensao
dos conteudos geométricos € do mundo, partindo de um bom planejamento e do
desenvolvimento consciente de atividades, visando a constru¢do de um conhecimento
geométrico que seja significativo para o aluno.

Nosso real desejo e esperanca ¢ que essa € outras obras similares sejam bem aceitas
como material complementar em apoio as atividades propostas pelos professores em sala de
aula, de modo a tornar o ensino de Geometria Espacial mais leve, atrativo e significativo para

alunos da EJA e de todas as modalidades de ensino.
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