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RESUMO

Este trabalho é fruto de uma analise que levou em consideragao 100 provas de con-
cursos para educador em Matematica, distribuidas em 13 bancas. Também foram
analisadas 24 provas do vestibular da Universidade Regional do Cariri - URCA. Esta
dissertagao faz um estudo sobre fungoes, abrangendo as suas propriedades gerais,
funcao afim, funcao quadratica, funcao modular, fungao exponencial, funcao loga-
ritmica, funcoes trigonométricas e nocoes bésicas de Calculo Diferencial e Integral,
tendo como eixo norteador os concursos publicos. A disposi¢ao metodologica empre-
gada se baseia em aspectos tedricos seguida da aplicacao da teoria vista em exames
seletivos. Para essa segunda parte, apresentamos como exemplos 146 questoes de
concursos e 23 questoes do vestibular da URCA envolvendo o topico de fungoes. Fo-
ram apresentadas algumas informacgoes sobre a analise das provas, tais como dados
de recorréncias das questoes e discussao sobre o nivel de dificuldade de algumas ban-
cas. Portanto, tendo feito o estudo de fungoes no contexto dos concursos publicos,

este trabalho tem condigoes de contribuir na preparacao dos estudantes.

Palavras-chave: Fungoes. Concurso Piblico. Aplicagao.
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ABSTRACT

This paper is result of an analysis, that took into account 100 of competition test for
mathematics educator, distributed in 13 contest institution. 24 entrance exams at
the Universidade Regional do Cariri - URCA were also analyzed. Bearing in mind
that civil service exam is the means of access to the teaching career, the objective of
the qualification in contest incited the need for a material like this, that would offer a
mathematical support for candidates who want to apply for a teacher vacancy. This
dissertation makes a study about functions, covering the general properties, affine
function, quadratic function, modular function, exponential function, logarithmic
function, trigonometric function and basic notions of differential and integral calcu-
lations the maintaining the focus in the civil service exam. The methodology used
is based on theoretical aspects followed by the application of the theory found in
the selective process. For this second part, 146 contest questions answered involving
the topic of functions and 23 URCA entrance exam questions involving the topic of
functions. Some information about the analysis of the evidence was presented, such
as data from the recurring questions, and discussion about the difficulty level of some
institution contest. Therefore, having done the study of functions in the context of

public tenders, this work is able to contribute to the preparation of students.

Keywords: Functions. Public Tender. Application.
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Capitulo 1

Introducao

No segundo semestre do ano de 2019, logo ap6s obtermos aprovagao no Exame
Nacional de Qualificacao - ENQ, os primeiros questionamentos acerca do trabalho
de conclusao final foram iniciados. De inicio, o intuito era escrever em Teoria dos
Nuameros, pois durante a graduacao tive a oportunidade de ser bolsista nessa area, o
que pode promover a experiéncia necesséaria para se desenvolver uma boa pesquisa,
tanto que o professor Steve, que é algebrista, foi escolhido como orientador. Porém
algo mudou e o nome disso é concurso.

Em 2017, Apos concluir o curso de Matematica na Universidade Regional do
Cariri - URCA, realizei as primeiras provas de concursos para educador em Mate-
mética, nao obtendo aprovacao. Esse primeiro contato com o meio dos concursos
gerou o desejo da qualificagao e por consequéncia o ingresso de maneira efetiva no
ensino publico de Matematica. Dessa maneira, outros professores de Matematica
podem estar atravessando o mesmo desafio, que é ser aprovado em um concurso
publico.

Uma pessoa muito importante para a realizacao deste trabalho é Jorge Belém e
Silva, foi ele que nos sugeriu o tema. Jorge também estuda para concursos e fez o seu
trabalho final na mesma temaética, com o titulo "Anélise Combinatéria no Contexto
dos Concursos e Vestibulares", vide referéncia [I]. Ele teve a ideia de unirmos as
nossas experiéncias para fazermos materiais de estudos para concursos publicos.

Segundo Jorge (|1, pag. 11])

Durante os estudos para concursos ptblicos e/ou testes vestibulares, por
vezes o estudante se vé procurando em livros ou na internet por proble-
mas e pelas solucoes daqueles que ele encontra dificuldades em resolver
(--+) quando o estudante encontra o material, geralmente os exercicios
nao trazem as solugoes, sendo necessario um trabalho dele para obter
as respostas na internet, e quando as encontram, muitas vezes elas es-
tdo desorganizadas ou até mesmo incorretamente redigidas (---) além
disso, dificilmente héa disponivel um material que contenha um bloco ra-

zoavel de problemas com suas respectivas solugoes bem organizadas e



explicadas, que facilite o trabalho do estudante (- --)

A citacao acima de Jorge nos traz um dos problemas que estudantes para con-
cursos e/ou vestibulares enfrentam: dificuldades em encontrar materiais de estudo.
Acreditamos que trabalhos cientificos como este devem comprir uma fungao social,
dar uma contribuicao para o avanco da sociedade, nao se resumindo apenas a um
intrumento de avaliagao. Diante da necessidade, que é a dificuldade em encontrar
materiais de estudo para concursos piiblicos, um trabalho de modo a suprir essa
caréncia foi desenvolvido, atendendo também a proposta do PROFMAT, que é pro-
mover um avanco no ensino de Matematica na Educacao Basica.

O objetivo do trabalho é se tornar material de estudo para concursos piiblicos
para educador em Matematica. Esperamos também que este trabalho possa ser uti-
lizado como material didatico nas aulas de fun¢oes no Ensino Médio, contribuindo
assim na pratica pedagogica do professor em sala e no estudo dos alunos que es-
tejam se preparando para prestarem vestibulares. O publico-alvo considerado sao
professores de Matematica do Ensino Bésico e alunos do Ensino Médio.

Para cumprirmos com o nosso objetivo, analisamos 100 provas de concursos para
educador em Matematica, onde levamos em consideracao 13 bancas, e 24 provas
do vestibular da URCA. Os dados dessa analise se encontram no Capitulo @] No
Capitulo 2, dispomos de forma preliminar os aspectos teoricos sobre fungoes, para
uma boa compreensao do tema. No Capitulo [3] apresentamos como exemplos 146
questoes de concursos para educador em Matematica e uma secao extra contendo
23 questoes do vestibular da URCA, pois acreditamos que a resolugao de problemas
potencializa o estudo de Matemética, principalmente no contexto dos concursos
publicos e vestibulares.

Ainda na tematica da resolugao de problemas, segundo os Parametros Curricu-

lares Nacionais ([2, pag. 52|)

Nao somente em Matemaética, mas até particularmente nessa disciplina,
a resolugao de problemas é uma importante estratégia de ensino. Os alu-
nos, confrontados com situag¢oes-problema, novas mas compativeis com
os instrumentos que ja possuem ou que possam adquirir no processo,
aprendem a desenvolver estratégia de enfrentamento, planejando etapas,
estabelecendo relagoes, verificando regularidades, fazendo uso dos pro-
prios erros cometidos para buscar novas alternativas; adquirem espirito
de pesquisa, aprendendo a consultar, a experimentar, a organizar dados,
a sistematizar resultados, a validar solugoes; desenvolvem sua capacidade
de raciocinio, adquirem auto-confianca e sentido de responsabilidade; e,
finalmente, ampliam sua autonomia e capacidade de comunicacao e de

argumentacao.

Portanto, resolver situagoes problemas que ja cairam em exames anteriores é uma



estratégia de estudos efeciente para quem deseja prestar concursos ou vestibulares,
desde que tenha um conhecimento teérico preestabelecido.

Nesta dissertagao, também sao trabalhadas algumas relacoes que o topico de
funcoes tem com outros ramos da Matemaética, tais como Matematica Financeira,
Progressoes, Geometria Plana, Geometria Analitica, Trigonometria, etc. Com isso,
conseguimos apresentar também variedade de raciocinios ao longo do texto, de modo

a promover ganho de tempo no momento da prova e de qualidade no estudo.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Funcoes - Propriedades gerais

Estabelecer relgoes é algo inerente a vida humana; situagoes como relacionar um
terreno com sua area, um reservatorio com o seu volume ou até mesmo o preco a
se pagar por determinada quantidade de certo produto sao exemplos de associagoes
que fazemos no nosso dia a dia. Nesse sentido, a Matematica, cujo objeto de estudo
sao os padroes abstratos, fornece-nos as ferramentas necesséarias para entendermos
o funcionamento dos fendémenos que vivenciamos.

Fungoes € um ramo da Mateméatica que relaciona os elementos de dois conjuntos
por meio de uma lei de correspondéncia, chamada lei da fun¢ao e com isso consegui-
mos atribuir significado aos problemas de determinar areas de terrenos ou volumes
de resvatorios, tais como outros que aparecerao.

Imaginemos que se queira construir uma casa num terreno retangular de largura
igual a z metros e comprimento excedendo a largura em 20 metros. Assim, vamos
dar um significado para a érea deste terreno. Chamando a area de A e sabendo que

a area de um retangulo é igual ao comprimento vezes largura, temos:

A=x-(x+20) = 2%+ 20x.

Com isso fizemos uma associagao entre a largura desse terreno, que é variavel,
com a sua area.

Esta secao foi desenvolvida a partir das referéncias 3], [4], [5] [6] e [7].

Inicialmente, a fim de explorar o conceito de funcao de um modo intuitivo, con-

sidere o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1.1. Ao abastecer um automdvel, o preco a ser pago depende do nimero
de litros a ser colocado, entao vamos supor R$ 4,90 o preco do litro do combustivel.
Analisemos a Tabela [2.1):



Tabela 2.1: Litro do combustivel e preco a pagar.

Nuamero de litros (L) | Prego a pagar (R$)
1 4,90
2 2x4,90=29,80
3 3x4,90 =14,70
10 10 x 4,90 = 49, 00
20 20 x 4,90 = 98,00

Note que podemos representar este problema com a sequinte equa¢ao:
4,90 x Quantidade de litros = Prego a pagar.

Veja que a quantidade de litros e o preco a pagar sao varidveis dependentes uma da
outra, entao representando-as pelas letras x ey, respectivamente, temos 4,90 xx = y.

Reescrevendo a equagao anterior e fazendo y = f(x), seque que f(x) = x x4, 90.

Veja que formulamos uma regra que relaciona a quantidade de litros com o preco
a ser pago. Dizemos portanto que esta é a funcao que associa essas duas variaveis.

Para maiores aprofundamentos, veja |4, pag. 72-73|.

Definicao 2.1.2. Dados os conjuntos A e B, uma funcao de A em B € uma regra
que associa a cada elemento x € A wum unico elemento y € B, que serd o seu

correspondente.

Usamos a notagao f : A — B para indicar a funcao f de A em B e escrevemos:
y = f(z), para cada x € A.
Exemplo 2.1.3. 1. Considere os conjuntos A = {1, 2, 3, 4} e

B =1{2,4,6,8,9, 10}. Devemos associar cada elemento de A com o seu dobro

em B.

Note que todos os elementos de A tém correspondentes em B e cada elemento

de B, que corresponde a um elemento de A, € unico.

Entao existe uma fungao de A em B, descrita por f(x) = 2x. Este problema
pode ser descrito pela Figura[2.1):



Figura 2.1: Diagrama de flechas para a fungao f(x) = 2z.

2. Sejam A = {2, 3,5} e B = {4, 8,9, 16, 25}, onde cada elemento de A serd
relacionado com o seu multiplo inteiro em B.

Note que nao temos uma funcao de A em B, pois o elemento 2 de A corres-
ponde a trés elementos em B (4, 8 e 16 sao multiplos inteiros de 2) e néio a

apenas um unico, contradizendo a definicao. Veja a Figura[2.5:

Figura 2.2: Diagrama de flechas ilustrativo.



3. Sejam A = {1,2,3,4,5} e B = {2, 3, 4} relacionados pela regra: cada ele-

mento de A serd transformado no seu sucessor em B.

Veja que nao temos uma funcao de A em B, pois os elementos 4 € 5 de A nao
tém correspondentes em B, vide Figura[2.3:

Figura 2.3: Diagrama de flechas ilustrativo.

4. Sejam A ={-2, —1,1, 2} e B= {1, 4}. Devemos levar cada elemento de A
no seu quadrado em B.

Todos os elementos de A tém correspondentes em B e eles sao tinicos. Temos

entao uma fungao de A em B, vide Figura[2.])

oz

>'4

A

Figura 2.4: Diagrama da funcao de A em B.



Definicao 2.1.4. Dada uma func¢io f : A — B, o conjunto A € dito o dominio
da funcao f, B o contradominio e para cada elemento x € A, o seu correspondente
y = f(z) € B € a imagem de x pela fungao f. O conjunto de todas as imagens
y € B € dito o conjunto imagem de f. Usamos as sequintes notagoes: D(f) ou Dy

para dominio e Im(f), ou ainda f(A) para imagem.

Entao, uma func¢ao precisa de trés componentes: dominio, contradomino e uma
lei de correspondéncia que associe os elementos desses dois conjuntos.
Veremos, no Exemplo [2.1.5] que nem sempre o conjunto imagem de uma fungao

serd igual ao seu contradominio.

Exemplo 2.1.5. Seja a fungdo f : R — R definida por f(x) = 2. Tanto o dominio
quanto o contradominio da fung¢ao sao o conjunto dos numeros reais. Determinemos
agora o conjunto imagem. Note que esta fun¢do nao assume valores negativos (o
quadrado de um nimero real € sempre nao-negativo), entao o conjunto imagem da
fungao serd o conjunto dos nimeros reais nao-negativos. Nota¢ao: Im(f) = {x €
Rlz > 0}, ou ainda Im(f) =R,.

Em muitos casos, seré apresentada somente a lei de formagao da funcao sem que
sejam explicitados o dominio e o contradominio da mesma. De um modo geral, va-
mos considerar o contradominio sendo o conjunto dos nimeros reais (R) e o dominio
um subconjunto A de R. Estudar o dominio de uma fungao significa determinar
o seu dominio de modo que a funcao esteja bem definida. Em outras palavras, é

encontrar o conjunto A tal que a lei de formacao dada defina uma fungao de A em
R.

1
x—4

Exemplo 2.1.6. 1. f(z) =

1
Em R, nao € definida divisao por 0, por isso para existir f(z) = 1 é
x R

preciso que x # 4.

Portanto, D(f) = {x € R|z # 4}, ou ainda D(f) = (—o0,4) U (4, +00).

2. f(z) =z —b.
Em R, nao € definida raiz quadrada de nimero negativo, entao para f ser uma

fungao, devemos ter x — 5 > 0, ou seja x > 5.
Assim, D(f) ={z € R|xz > 5}, ou ainda D(f) =[5, +00).

3. flx) = 3; °

Temos dois casos a considerar: 3 —x >0 ex #0. Daivem x <3 ex # 0.

D(f) = (—o0,0) U (0,3].




Definicao 2.1.7. Dada uma funcao f : A — B, dizemos que [ € injetiva se para
x1,x2 € A, distintos, tem-se f(x1) # f(z2) € B, ou equivalentemente, f(x,) =
f(z2) € B implica x1 = x5 € A.

Definicao 2.1.8. Sendo f : A — B uma funcao. Dizemos que a f € sobrejetiva se

para cada y € B, eziste pelo menos um elemento x € A tal que f(x) =y.

Em outras palavras, uma funcao é sobrejetiva se, e somente se, seu contradominio

coincidir com sua imagem.

Definicao 2.1.9. Uma funcao que for injetiva e sobrejetiva serd dita bijetiva. FEn-
tao sendo f : A — B uma func¢ao bijetiva, dizemos que hd uma correspondéncia

biunivoca entre A e B.

Segue que se uma fungao f : A — B for injetiva, entao existe uma correspon-

déncia biunivoca entre A e f(A), pois para todo y € f(A), existe um tnico z € A

tal que y = f(x).
Também sao usadas as expressoes fungao injetora, funcao sobrejetora e funcao

bijetora, ver [3].

Exemplo 2.1.10. 1. A fungdio f: R — R, onde f(x) = x?, ndao € injetiva, pois
—2,2 € R e tem-se f(—2) = f(2) =4 € R.

2. A fungao f(x) =z + 1 € injetiva, pois

f($1):f<372):>.1'1—|—1:$2+1:>331:$2.

Pergunta: f(z) =z + 1 € também sobrejetiva?

A resposta € que depende do dominio e do contradominio considerados. Se a
f for de R em R, serd sobrejetiva, mas se for de Rt em R, nao serd, pois
para todo x € RY, tem-se f(x) € RT. Logo o contradominio e a imagem nao

coincidem.

Definicao 2.1.11. Dadas as funcoes f : A— B eg: B — C, definimos a composta
de g com f, denotada por gof, como sendo gof : A — C' tal que (gof)(z) = g(f(x)),
Vr € A.

Exemplo 2.1.12. Considere as funcoes f(xr) = 2>+ 1 e g(z) = 3z + 4. Determine
(go f)(x), (fog)(x) e(gof)(2)

e (gof)(x)=g(f(x)) =3(x*+1)+4=32+3+4=32>+7, ou seja, onde

twer x em g(x), substituimos por f(x).
o (fog)(w)=flg(x)) = (Ba +4)* +1=92° + 24z + 17,
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e (gof)2)=g(f(2)=3(22)+7=12+7=19.

Observagao 2.1.13. ([6, pdg. 20/) Dadas f : A — B, g: B—C eh:C — D,
vale a lei associativa (hog)o f=ho(go f): A— D. Com efeito, pois para todo

x € A, temos

[(hog)o fl(x) = (hog)(f(x)) = hlg(f(x))] = hl(g o f)(x)] = [ho(ge f)(z).

Ainda no segmento de funcéao composta, falemos sobre funcao inversa. Para

entender melhor este conceito, considere o Exemplo 2.1.1] A fungao encontrada foi:
Total gasto = 4,90 x Quantidade de litros.
Isso significa que:
Quantidade de litros = Total gasto + 4,90.

Na primeira situagao, encontra-se o total gasto em fungao da quantidade de litros,
j& na segunda é justamente o contrério, ou seja, consegue-se achar a quantidade de
litros tendo por base o total gasto. Dizemos, intuitivamente, que as duas fungoes

sao a inversa uma da outra.

Definicao 2.1.14. ([6, pdg. 17]) Definimos a fungdao identidade como sendo a
fungao idy : A — A, tal que ids(x) = x,Vx € A. Escrevemos idy : A — A, ou

ainda idy.

Defini¢ao 2.1.15. ([6, pdg. 21]) Dadas as fungées f : A — B eg: B — A,
diremos que a g € uma inversa a esquerda para f quando go f =1idy : A — A, ou

seja, quando g(f(x)) =z, Vz € A.

Proposicao 2.1.16. ([6, pdig. 22/) Uma fungio f : A — B possui inversa a

esquerda se, e somente se, € injetiva.

Demonstragao. Se f ¢é injetiva, entao hd uma correspondéncia biunivoca entre A
e f(A). Devemos mostrar que existe uma fungao g : B — A, a satisfazer g(f(x)) =
z,Vr € A. Definamos uma fungio g : B — A tal que g(f(z)) = z,Vf(z) € f(A) e
Vr € A e gly) = xo (elemento que fitamos em A) para y € B — f(A). Reciproca-
mente, supondo que exista uma fung¢ao g : B — A satisfazendo g(f(x)) =z, Vx € A,
para todo x1, x5 € A, temos f(x1) = f(x2) = x1 = g(f(21)) = g(f(22)) = 2. Logo,
f € injetiva.

Definigao 2.1.17. ([0, pag. 22/) Uma fungdo g : B — A chama-se inversa a direita
de uma fungao f : A — B quando fog =idg : B — B, ou seja, quando f(g(y)) = v,
Yy € B.
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Proposicao 2.1.18. ([6, pag. 22]) Uma funcao f : A — B possui inversa a direita

se, e somente se, € sobrejetiva.

Demonstracao. Seja f : A — B sobrejetiva, entao para cada y € B, existe x € A
tal que y = f(x). Definamos uma func¢ao g : B — A pondo, para cada y € B, um
r € A tal que g(y) = x, onde y = f(z). Entdo temos uma fung¢io g : B — A tal
que f(g(y)) = f(z) =y, ou seja, fog=1idg. Reciprocamente, supondo que ezista
g: B — A que satisfaca f o g =idg, para caday € B, seja x € A tal que x = g(y).
Assim, f(z) = f(g(y)) =y. Portanto, f € sobrejetiva.

Definicao 2.1.19. ([6, pag. 22-23]) Uma fungio g : B — A chama-se inversa da
fungao f: A — B quando go f =1ids e f o g =1idg, isto €, quando g € inversa a

esquerda e a direita para f.

Observacao 2.1.20. Seque, pela Proposicao pela Proposi¢ao e pela
Definicao que uma fun¢do possui inversa se, e somente se, € uma bijecao.

Dizemos entao que esta fungao € invertivel.

Observagao 2.1.21. Como composicao de fungoes tem cardter associativo (Obser-
Vacao , a inversa de uma fungao, se existir, € unica. Certamente, para isso
suponha que a funcao f : A — B admita duas inversas, a saber, hy : B — A e
hs : B — A. Temos que:

hl:hlo(fohg):<h10f)0h2:h2.

Proposicao 2.1.22. Dadas duas fungoes invertiveis f : A — B eg: B — C, entdo

a composta g o f também € invertivel e vale (go f)Hz) = (fLog ) (x).

Demonstracgao. Dadas as funcoes invertiveis f : A — B e g: B — C, temos que
elas sao bijegoes. Do fato de f e g serem injetivas, dados x1 e xo € A, distintos,
temos f(x1) # f(xg) em B, donde g(f(x1)) # g(f(x2)) em C, ou seja, gof € injetiva
também. Agora, dado z € C, como a g € sobrejetiva, eziste y € B tal que g(y) = z.
Como a f € sobrejetiva, eziste x € A tal que f(x) =y, ou seja, g(f(x)) = z. Logo,
go [ € sobrejetiva e, portanto, invertivel. go f € uma aplicacao que vai de A em C,

assim (g o f)~! deverd ir de C em A, portanto primeiro deverd ser aplicada g~' e

depois f~1. Assim, (go f)"Hz) = f~H g (x)), isto ¢, (go f) Hz) = (fLog™)(x).

Em algumas fungoes, o processo de determinar sua inversa é simples, em outras

¢ mais complexo. Vejamos o Exemplo [2.1.23| para uma funcao trivial.

Exemplo 2.1.23. Obtenha a inversa da fun¢ao f(z) = 3z + 5.

Podemos denotar f(z) =y, donde 3x + 5 =1y. Temos,
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y—2>5

T
. . 3 Yy—09
Logo, a inversa da funcgao f € g(y) = 5

Definicao 2.1.24. Sendo f : R — R uma funcao, dizemos que a f € par quando

y=3r+5=3r=y—>=>x=

f(z) = f(—=x), Yz € R, ou seja, elementos simétricos no dominio tém a mesma

magem.

Definigao 2.1.25. A funcao f: R — R € impar quando f(—x) = —f(z), Vx € R,

isto €, elementos simétricos no dominio possuem imagens também simétricas.

Exemplo 2.1.26. 1. Mostremos que a fungio f : R — R; f(z) = z* € par.
Temos: f(—z) = (—x)*=(=1)*-22=1-22 =22 = f(x), Vz € R. Logo a f

€ par.

2. Agora vamos mostrar que a funcio f : R — R; f(z) = x é impar. Temos:
fl(=x)=—z=(=1)-z=(-1)- f(x) = —f(x). Logo a f € impar.
Definicao 2.1.27. Dizemos que uma funcao f : R — R € ilimitada em R se dado
y € R, existe x € R tal que f(x) > y.

A etimologia da palavra "mono6tono", respectivamente, do grego e do latim mo-
notonus e monotonu, significa "com um tnico tom", é algo que nao sofre mudancas.
Em Matematica, dizer que uma funcao é monétona é considerar que as relagoes de
ordem entre os seus elementos serao preservadas. Definamos, logo a seguir, o que

vem a ser fun¢ao monotona.
Definicao 2.1.28. Dada uma funcao f: R — R, dizemos que:

1. f € mondtona crescente, ou simplesmente crescente, se dados x1,x2 € R, com

T > X, tem-se f(x1) > f(xg);

2. f € mondtona decrescente, ou simplesmente decrescente, se dados x1,x5 € R,

com x1 > Ty, tem-se f(x1) < f(x2);

3. f € mondtona nao-decrescente, ou simplesmente nao-decrescente, se dados

x1,x2 € R, com 1 > x4, tem-se f(x1) > f(x2);

4. f € mondtona nao-crescente, ou simplesmente nao-crescente, se dados x1,xy €

R, com x1 > 9, tem-se f(x1) < f(x2);

A respeito do comportamento de uma fungao, ela pode assumir um valor méximo,
um minimo global ou localmente, isso é importante no estudo das fungoes. Por
exemplo, em situagdes problemas descritas por fun¢do quadratica, ver Segao [2.3]
saber o seu valor méaximo significa detrminar o lucro maximo de uma empresa ou
a altura maxima de um projétil. Na Secao [2.8] sera feito um estudo aprofundado

sobre méximos e minimos de fungoes quaisquer.
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Defini¢ao 2.1.29. Dada uma fungio f e um ponto w € D(f), f(w) € dito valor
mdzximo global de f (respectivamente valor minimo global de f) se f(w) > f(x),Vx €
D(f) (f(w) < f(z),Yx € D(f)). Se f(w) € o valor mdzimo global de f (respectiva-
mente valor minimo global de f), dizemos que w € o ponto de mdximo global de f

(ponto de minimo global de f).

Definigao 2.1.30. Dada uma func¢ao f, um intervalo aberto I C D(f) e um ponto
d € I, dizemos que f(d) é o valor mdzimo local de f em I (respectivamente minimo
local de f em I) se f(d) > f(z),VYz € I (f(d) < f(x),Vx € I). Se f(d) é o valor
mdzimo local de f em I (respectivamente minimo local de f em 1), entdo d € o

ponto de mdzimo local de f em I (ponto de minimo local de f em I).

Definicao 2.1.31. Uma func¢ao f € periodica se existir um menor real positivo p,
denominado periodo de f, tal que f(x + p) = f(x), Vo € D(f).

Definigao 2.1.32. Dizemos que uma fungao f € identicamente nula se f(z) =
0,Vz € D(f).

Definicao 2.1.33. Uma funcio f : R — R € dita polinomial quando existem a,,

Gp—1, **+, a1, ag € R tais que:
f(.T) = anxn =+ anflxn_l + -+ a1x + ap.

Definigao 2.1.34. Dadas as fungoes polinomiais f : R — R e g: R — R, onde g
nao € identicamente nula, definamos a fung¢ao racional h : R — R como o quociente

entre f e g, isto é, h = f/g.

Nas duas proximas secoes, estudaremos as funcoes polinomiais com n = 1 e

n = 2, respectivamente. Para mais, veja [7].

2.2 Funcao Afim

Com vastas aplicacoes, funcao afim é sempre muito presente em exames seletivos,
surgindo em outras areas, tais como Matematica Financeira com Juros Simples,
Progressoes Aritméticas e até mesmo Geometria Analitica descrevendo a equagao
de uma reta. A principal caracteristica é crescimentos ou decrescimentos igualmente
espacados durante o tempo, dependendo de um valor fixo que seré acrescido em cada
periodo.

Esta secao foi desenvolvida a partir das referéncias [3], [4], [5] e [7].

Iniciemos a teoria de Funcao Afim com a ideia de Juros Simples.

Admita uma aplicagao financeira de R$ 10.000, 00 a ser resgatada 5 anos depois,

num fundo de investimento a juros simples. Suponha que a taxa anual de juros
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simples seja de 10%. Vejamos, através da evolucao do capital, ao longo do tempo,
o valor a ser resgatado.

Primeiro vejamos os juros anuais. Como a taxa anual é de 10%, entao calculando
10% de 10.000, 00, obtemos R$ 1.000, 00.

Considere a Tabela 2.2t

Tabela 2.2: Introducao por meio de juros simples.

Ano | Capital (R$) | Crescimento (R$) | Juros (R$)
0 10.000, 00 - -
1 11.000, 00 1.000, 00 1.000, 00
2 12.000, 00 1.000, 00 2 x 1.000, 00
3 13.000, 00 1.000, 00 3 x 1.000, 00
4 14.000, 00 1.000, 00 4 % 1.000, 00
) 15.000, 00 1.000, 00 5 x 1.000, 00

Com isso, os juros totais da operacao serao de R$5.000,00 e o montante (valor
a ser resgatado) é dado pela soma dos juros com o capital aplicado.

De maneira geral, sendo C' o capital aplicado, n o prazo da aplicacao, i a taxa
de juros simples, J os juros apurados e M o montante, temos J = C' X1 X n e

M = C + J. Manipulando esta tultima expressao, em funcao de n, temos:
M=an+b,ondea=Cxieb="C.

As fungoes de que trataremos nesta secao sao desse tipo, elas recebem o nome
de fungao afim. Neste caso, fizemos a restrigao do dominio em N.

Para maiores aprofundamentos acerca de juros simples, veja [§].

Definicao 2.2.1. Dados a,b € R,a # 0, uma funcio f : R — R que associa a
cada numero real x o polindmio de grau 1 na forma ax + b é chamada funcao afim.
Notagao: f(x) = ax + b.

flz) =2x+1, f(zr) =3x+4 e f(x) = br — 3 sdo exemplos de fungoes afins.
Existem dois casos particulares importantes: fungao linear, denotada por f(x) = ax
e fungéo identidade, dada por f(z) =z (Definicao [2.1.14)).

Nem sempre a fungao afim seré dada, as vezes serd necessario buscé-la, a maneira

mais usual de se fazer isto é conhecendo dois dos seus valores.

Exemplo 2.2.2. Determine a fungao afim f: R — R tal que f(5) =3 e f(1) = 2.
Seja f(x) = ax + b;a,b € R.
De f(5) =3, vem 5a+b=3=b=3—>5a (1).
De f(1) =2, tem-sea+b=2=0b=2—a (2).
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Agora de (1) em (2),
3—5a:2—a:>4a:1:>azz.

Substituindo esse valor em uma das equagoes, digamos em (2), vamos ter

1 8 1 7

1 1
Portanto, f(x) = 17 + Z, ou ainda f(x) = 1 (x+7).

Vamos falar agora da taxa de variagao da fungao afim. De maneira geral, dada
uma fungao afim f : R — R com x; # 23 e f(z) = ax + b;a,b € R tal que
f(z1) = axy +be f(x2) = axy + b, temos

b= f(z1) —ax; e b= f(x3) — axs.

Assim,

f(@1) —axy = f(z2) —azy = [f(z2) — f(z1) =a-
_ f(x2) _f(l’l).

To —T1

(29 — 1)

=

f(x2) — f(21)

To — X7

O valor a = é chamado taxa de variagao da fungao afim (ou

coeficiente de crescimento ou descrescimento).
Existe uma importante relacao entre a taxa de variacao de uma funcao afim e

sua monotonicidade, que sera vista na proposicao a seguir:

Proposicao 2.2.3. Uma fun¢ao afim f(x) = ax + b,a # 0, € crescente (respectiva-

mente decrescente) se, e somente se, a > 0(a < 0);a,b € R,a # 0.

Demonstragao. Suponhamos a > 0, entdo dados x1, x5 € R, distintos, temos

Ty > To = ary > ary = ary +b > avy + b= f(x1) > f(x9).
Reciprocamente, suponha que
1 > Ty = f(iCl) > f(l’Q);ilfl,.xg e R.

De x1 > xo, vem x1 — x9 > 0 e de f(x1) > f(x2), seque que

ar; +b > ary+ b= ary > ary = ary —axs > 0= a-(xr; —x9) > 0.

Como x1 — xo > 0, concluimos que a > 0.
O caso em que [ € decrescente se, e somente se, a < 0 se faz de maneira andloga.

Basta considerarmos que se a < 0, entao —a > 0.
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Proposicao 2.2.4. A func¢ao afim f(x) = ax +b,a # 0, € injetiva.

Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao[2.2.3. Com efeito, consideremos
x1,To € R, distintos. Podemos supor, sem perda de generalidade, que x1 > x5. Se f
for crescente, temos f(x1) > f(x2); se [ for decrescente, seque que f(x1) < f(x2).

Em qualquer um dos casos, tem-se f(x1) # f(x2).
Proposicao 2.2.5. A func¢ao afim f(x) = ax +b,a # 0, é sobrejetiva.
Demonstracao. De fato, pois Vy € R, existe v € R tal que y = ax + b.

Observagao 2.2.6. Seque da Proposi¢ao e da Proposi¢ao[2.2.9 que a fungdo
afim f(x) = ax +b,a # 0, € uma bijecao, logo admite inversa (Observagao .
—b

, ondey = f(x).

Proposicao 2.2.7. A func¢ao afim f(x) = ax +b,a # 0 € ilimitada.

A inversa da fungao afim € a fungao g : R — R tal que g(y) = i

Demonstragao. Segue da Proposi¢ao(2.2.5, pois dado y € Ry, existe x € R tal que
f(z) > y. Da mesma forma, dado z € R_, existe w € R satisfazendo f(w) < y.

Portanto, a funcao afim € ilimitada, tanto superior como inferiormente.

Vamos provar que o grafico de uma funcao afim é de fato uma reta, para esta

demonstragao, usaremos a desigualdade triangular vista na Secao [2.4
Teorema 2.2.8. O grifico de uma func¢ao afim é uma reta.

Demonstracao. De acordo com a Observagao[2.4.4], trés pontos P,Q e R, perten-

centes ao grdafico de uma func¢ao afim f(x) = ax + b;a,b € R, sdo colineares se, e

somente se, |P — R| = |P — Q|+ |Q — R|, onde |P — R| € a maior das distancias.
Denotando P = (x1,axy +b), Q = (x2,axs +b) e R = (x3,ax3 4+ b), temos

|P — R| = |(z1 — x3,ax1 — ax3)| = \/(xl —x3)2 +a?- (v — x3)?

= \/(1 +a?) - (21 — x3)?
= (r1—x3) - V1+a®

P — Q| = |(v1 — 22,am1 — axs)| = \/(£B1 — x9)? + (ax; — axs)?

SN R R
= (CL‘1—$2)-\/1—|—(I2

16



|Q — R| = |(z2 — 23, axy — axy)| = \/(:z:g —x3)? + (axy — axs)?

= \/(1+a2)-(:€2—x3)2
= (29 —x3) - V1+a?

Note que:

P=QI+1Q =Rl = (z1—m) VI+a®+ (s —w3) V1+a?
= 2V1+a2— 2Vl +a?+ 2Vl +a? — 2391+ a?
= xlm—mm
= (11 —x3)-V1i4a?
_ PR

Portanto, o grdfico de uma funcdao afim € de fato uma reta.
Para mais, veja [4].

Exemplo 2.2.9. Esbocemos os grificos das fungées f(x) = x e g(x) = —z, onde f

€ crescente e g, decrescente.

y v

(a) flz) == (b) fz) = —x
Figura 2.5: Gréaficos de Funcao Afim.

Provamos, no Teorema|2.2.8| que o grafico de uma funcao afim é uma reta. Segue
disso que a equacao de uma reta obedece a lei de uma funcao afim. Entao sendo s
uma reta, a sua equacao reduzida é dada por y = mx +n, onde m é o seu coeficiente

angular e n, o coeficiente linear.
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Vimos que o nimero m é a taxa de variagao da funcao afim, ou seja, dados os

pontos A = (x1,41) e B = (9, y2), distintos, pertencentes a reta y = mz + n, temos

Y2 — U1

To — X1 )
Mostremos uma interpretacao geométrica para o coeficiente angular m.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que m > 0. Entao a reta s tem a
forma dada na Figura Ainda considerando os pontos A e B, sejam as retas r e
r’, perpendiculares, tais que r seja paralela ao eixo OX e 1/, paralela ao eixo OY.
Podemos considerar av como sendo o angulo entre as retas r e 1/, assim vamos ter

_ Y=
562—951'

tg o
Logo, m = tga.

Portanto, o coeficiente angular m é a inclinacao da reta s.

Y B /s
P R e -
|
|
I
| r
|
|
|
) I
A 0% 1
Y| e e B o e e e e e - - _|
/1 " [
d | I
| I
| |
| |
| |
| |
| |
| I
| |
1 1
I Io xXr

Figura 2.6: Interpretagao geométrica para o coeficiente angular.

Exemplo 2.2.10. Calcule a equagdo da reta que passa pelos pontos A = (1,0) e
B = (3,2).
Seja y = mx +n a equacdo da reta que passa pelos pontos A e B, onde m € o

coeficiente angular. Temos:
2—-0 2

=2 == = 1.
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Sendo P = (x,y) wm ponto qualquer dessa reta, vamos ter:
y—0
1=
z—1

=y=x—1.

Dadas duas, ou mais retas, através dos coeficientes angulares, podemos determi-

nar suas respectivas posicoes relativas.

Proposicao 2.2.11. Dadas as retasr :y =mix +ny € S:y = Mok + No, entao:

1. r e s sao paralelas se, e somente se, my = my;

2. r e s sao concorrentes se, e somente se, My F My,

1
3. r e s sao perpendiculares (ou ortogonais) se, e somente se, mg = ——, com

my
mq, Mo 7é 0.

Demonstragao. Suponhamos, inicialmente, que as retas r e s nao sejam coinci-
dentes. Seja P' = (2',y') um ponto tal que y' = myz’ +ny ey = mox’ + no.
Temos

miz +ny =mox’ +ny = mix’ — mex’ =ne —my

= o' (mp—mg)=ng—m
Ng — Ny

= =—"—.
my —Mms

Logo, as retas r e s admitem uma intersegao, a saber, P = (2',y') se, e somente
se, my # mo. Da mesma forma, r e s nao possuem interse¢ao alguma se, e somente
se, my = my. Com isso, os itens 1 e 2 sequem demonstrados.

Para o item 3, considere a Figura[2.7. Seja a,0 < o < 90°, um dngulo tal que
my = tga. Entao r e s sao perpendiculares se, e somente se, ms = tg(a + 90°), o

que ocorre se, e somente se,

sen(a +90°)  sen[180° — (a + 90°)]
cos(a+90°)  —cos[180° — (a + 90°)]
sen(90° — «)
~ cos(90° — )

COS @

tg(ar +90%) =

sen «
1
sen o

COos &

Logo, my = ———, onde usamos a Proposi¢ao|2.7.6
my
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Figura 2.7: Demonstragao do item 3.

Veremos que progressao aritmética ¢ um caso particular de fungao afim, restrita
a N. Para ilustrar de forma intuitiva o que vem a ser uma PA considere o Exemplo
2.2.12)

Exemplo 2.2.12. Admita que uma empresa que oferta cursos de Inglés esteja en-
trando no mercado. Para o inicio dos trabalhos, jd foram confirmadas 500 matri-
culas. A meta para os proximos dois anos € que a cada més 100 novas matriculas

sejam efetuadas. Ao final desses dois anos, quantos alunos essa escola de Inglés
tera?

Chamemos de a,, a quantidade de alunos no n—ésimo més, n € N, 1 < n < 24,

vamos ter

a; = 500, ag = 500 + 100, a3 = 500 + 2 x 100, - - - , an41 = 100n + 500.

Assim, fazendo n = 23, teremos

o4 = 2800.

Portanto, ao final de dois anos, a empresa espera ter 2800 alunos matriculados.

Definicao 2.2.13. Progressao Aritmética, ou simplesmente PA, € toda sequéncia
de numeros reais nao-negativos tal que cada termo, a partir do sequndo, € obtido

mediante a soma do termo anterior com uma constante real nao-negativa.
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Seja (a1, as, as, ay,- - ,ay, -+ ) uma progressao aritmética de razao r, onde a,, é
o termo geral, entao

ag =a;+r;a3=as+r=a+2r;ay =az+r=a;+3r;---;a, =a1+(n—1)-r.

Com efeito, pois usando inducao em n,n € N, conseguimos demonstrar a validade
da proposicao.

Sen=1,entdo ey = a1+ (1 —1)-r=ay.

Supondo que a, = a; + (n — 1) - r, para um certo n,n € N, temos

pi1 =ap+r=a+n—-1)-r+r=a+[(n—-1)+1-r=a+n-r

Portanto, a,, =a; + (n — 1) -r,Vn € N.

Temos que:
apn=a+n—1)r,n>1len€Z,
ou ainda, a, =a; +nr,n>0en € Z.

Assim, o termo geral de uma progressao aritmética é dado por uma funcgao afim,
cujo dominio foi restrito ao conjunto dos niimeros naturais.

Veremos na Sec¢ao um aprofundamento no estudo de PA, com progressoes
aritméticas de ordem superior e, mais ainda, sera mostrado que existe uma relagao

importante entre funcoes e a ordem de uma PA.

2.3 Funcao Quadratica

Um jogador de basquete, ao fazer um arremesso, calcula mentalmente a trajeto-
riada da bola para conseguir assim fazer a cesta; ele sabe que ela deve atingir uma
altura maxima e depois ir caindo e, além disso, o percurso deve ser o mais perfeito
possivel, caso contrario, a bola nao entra. Sem perceber, o atleta indiretamente faz
uso de funcao quadrética e aprimora isto sempre quando treina para melhorar o
arremesso.

Esta se¢ao foi desenvolvida a partir das referéncias [3], [4] e [5].

Antes de aprimorarmos o conceito de funcao quadréatica, vejamos o processo de
resolucao de uma equacao do 2° grau.

Uma equagao do 2° grau é toda aquela do tipo:
ar’ +br+c=0,onde a#0ea,b,ccR.

Existe um processo pratico para se achar a solugao, a féormula de Bhéaskara.

Vamos enunciar e demonstrar este importante resultado.
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Teorema 2.3.1. Sendo ax® +bx +c=0; a # 0 e a,b,c € R, uma equagdo do 2°
grau. As suas raizes, se existirem, sao dadas por:

b= Vb? — 4dac
a 2a ’

T

Demonstragao. Como a # 0, temos
c
4+ - x=—-
a a

Usando o método de completar quadrados, temos

2+b +b2 c+62 N ( +b)2 v — dac
T -+ —=— 4+ — r+—=] = ———
a 4a2 a 4a? 2a 4a2
b 2 _
NS R Lt

2a 2a

—b+Vb? — 4dac

T = )

2a

Observagao 2.3.2. Denotando A = /b — 4ac, temos

b+ VA

2a
Chamamos A = v/b?> — 4ac de discriminante da equagdo. Seque disso que uma

equacao do sequndo grau admite raiz real se, e somente se, o discriminante for nao

Xz

negativo, pois no conjunto dos numeros reais nao € definida a raiz de um nimero
negqgativo.

Se o discriminante for nulo, a equagao admite uma unica raiz real, a saber,

b
2a°

Se o discriminante for positivo, a equac¢ao admite duas raizes reais distintas, a

Tr =

dizer,

_-b+VA —b— VA

€ =
2a 2 2a

Definicao 2.3.3. Dados a,b,c € R,a # 0, funcao quadrdtica € a funcao f: R — R

X1

que associa a cada x € R o polinomio do sequndo grau ax® + bx + c. Notagdo:
f(z) = ax® + bz + c.

As raizes de uma fun¢ao quadratica f(z) = az?+bx+c,a # 0, ou seja, os valores
de x € R para os quais se tem f(z) = 0, sdo obtidas resolvendo-se a equagao do
segundo grau az? + bz + ¢ = 0.

Dada uma funcao quadrética f(z) = az® + bx + ¢, a # 0, podemos determinar

os valores de a, b e ¢ conhecendo trés de seus pontos. considere o exemplo:
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Exemplo 2.3.4. Seja f(x) =az®* +bx +c=0, a #0 tal que f(0) =4, f(1)=2¢
f(2) = 1. Vamos encontrar os valores de a,b e c.

De f(0) =4, vem c = 4.

De f(1) =2, tem-se que b= —2—a (1) e de f(2) =1, temos 4a +2b = —3 (2).

1 5
De (1) em (2), seque que a = 5 ¢ b= —5
1 )
Logo, f(x)zﬁ-x2—§-:17—|—4.

Considere a Figura [2.8

d

Figura 2.8: Definicao de parabola.
Definicao 2.3.5. Pardbola ¢ o lugar geométrico dos pontos do plano que sao equi-
distantes do ponto F e da reta d.

Denotemos: O ponto F' é o foco da pardbola; o ponto V', o vértice (ponto médio
do segmento F'D); a reta d, a diretriz; a medida de F'D, o parametro; a reta que
passa por F' e é perpendicular & diretriz d é o eixo de simetria da parabola e P é
um ponto qualquer da parabola.

Vamos provar que o grafico de uma funcao quadratica descreve uma paréabola.
Teorema 2.3.6. O grifico de uma fun¢ao quadrdtica é uma pardbola.

Demonstragao. Considere a Figura[2.8.

Denotemos
P=(x,y), V= (2y,yp), dV,F) =c¢, F = (2,9, +¢) e Q = (z,y, — ).

Temos que:

23



T i
onde a 10 2Cen 4C+y

Portanto, o teorema fica demonstrado.

Observagao 2.3.7. Observemos que consequimos mostrar além do que precisdva-
mos, isto €, também provamos que o conjunto de pontos de uma parabola, de reta

diretriz paralela ao eixo OX, satisfaz a lei de uma func¢ao quadrdtica.

A titulo ilustrativo, a Figura [2.9 traz os grificos das fungdes f(z) = 2% e f(z) =
—x? + 2z.

2 (1,1)

(2,4) y=—a’+2z

-3

(b) f(x) = -2 + 2z

Figura 2.9: Graficos de func¢oes quadraticas.

Definicao 2.3.8. Reta tangente a uma pardbola em um ponto P € a unica reta, cuja

intersegcao com a pardbola ocorre em um unico ponto, que € P, vide Figura[2.10,
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Figura 2.10: Reta tangente.

Definicao 2.3.9. Dada uma fung¢ao quadrdtica f : R — R, seja r uma reta tangente
ao grdfico de f no ponto x € R. Se a pardbola que representa o grifico de f estiver
acima de r (respectivamente abaizo de r), dizemos que sua concavidade é voltada

para cima (respectivamente para baizo).

A definicao acima é restrita a fungoes quadraticas, na Secao [2.8] sera definido
localmente o que vem a ser concavidade de uma funcao qualquer em um intervalo
aberto I C R.

Seja f : R = R; f(z) = az® + bz + ¢, a # 0, uma fungao quadratica. Vamos

descrever analiticamente o valor minimo (respectivamente maximo) de f. Temos:

ax + 4a2  4a? + a
2o 4ac]

N , b cC b v c
ar*+br+c=alx +ax—|—a = a —

b\? b\?
Note que: (l’ + 2—) > 0,Vx € R. Entao a (m + 2—) >0 (respectivamente
a a

b\? A
a (x—l— 2—) < 0) se, e somente se, a > 0 (a < 0). Assim f(z) > —4—,Va: eR
a a

A A
(respectivamente f(x) < —4—,Vac € R) se, e somente se, a > 0 (a < 0). Logo, 1
a a

¢ o valor minimo (respectivamente maximo) de f se, e somente se, a > 0 (a < 0).
b
2a’

assume valor minimo (respectivamente maximo).

2
Como <x + 2—) = 0 se, e somente se, r = —

entao —— ¢é o ponto em que f
a 2a
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Definamos o vértice de uma parabola como sendo o ponto em que ela assume
valor minimo (respectivamente méximo). Sendo (z,,¥,) as coordenadas do vértice,

temos

b A
Ty =——¢CUY, = ——.
! 2q < 4a
Segue do que acabamos de ver que uma funcao quadratica f(z) = ax®+br+c,a #
0 é ilimitada superiormente (respectivamente inferiormente) se, e somente se, a > 0

(a <0).

: b\ . .
Dizemos que f(x) =a (a: + %> . é a forma candnica, ou geral, da funcao
quadratica f(x) = ax® +bx + ¢, a # 0.

Geometricamente, a pardbola é concava para cima (respectivamente para baixo)
se, e somente se, a > 0 (a < 0). De fato, pois a > 0 se, e somente se, a parabola
possui um valor minimo e ¢é ilimitada superiormente. Isso quer dizer que a pardbola
ficara acima de qualquer tangente que se tome dela. Portanto, a parabola seréd
cdncava para cima. A argumentagao é anéloga para o caso em que a < 0.

A funcao quadrética f(z) = ax®+bx + ¢ € uma aplicacao definida de R_ em R,
Se a > 0, a fungao decresce de R_ até o ponto y = y, e cresce de y = y, até R,.
Chamamos ramo decrescente de f o intervalo onde a pardbola é decrescente e ramo
crescente de f o intervalo em que a parabola é crescente, ou seja, o ramo decrescente
da parabola, com a > 0, ocorre no intervalo (—oo, y,) € 0 ramo crescente ocorre em
(yy,00). A argumentagao é inteiramente analoga para o caso em que a < 0.

Com base na referéncia [7], vamos demonstrar os dois proximos resultados.

Proposigao 2.3.10. Dada a fungdo quadrdtica f(z) = ax? a # 0, o grdfico de f €
a pardbola de foco e diretriz, respectivamente, F' = (0,1/4a) e d : y = —1/4a.

Demonstragao. Sendo P = (x,ax?) um ponto qualquer do grdfico de f, temos:

d(P,F) = /2% + (az® — 1/4a)? e d(P,d) = \/(az? + 1/4a)?.

Temos que:
2 2 1 ’ 2 1 ’
WP =) o s (at— L)~ (ot L)
( ) (P,d) z°+ | ax 1 ax +4a
2 1 x? 1
2 2,4 _ 2.4
& '+ az 2+162_ax+?+16a2
2 2
2 _ L z 2
& = 4+ =22
x 2+2 x

Como chegamos a uma igualdade verdadeira, o resultado seque verdadeiro.
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Proposigao 2.3.11. Dada a fungdo quadrdtica f(z) = a(z —w)*,a #0 ew € R, o
grdfico de f € a pardbola de foco F = (w,1/4a) e diretrizd : y = —1/4a.

Demonstragao. Dado P = (x,a(x — w)?) um ponto do grdfico de f, temos:

Portanto, a proposicao seque valida.

Observagao 2.3.12. Observemos que o grdfico da fungdo f(x) = a(x — w)? é uma

translagio do grdfico de g(xr) = ax?

w unidades para a direita, se w > 0 e w

unidades para a esquerda, se w < 0. Veja a representacio grifica na Figura [2.11]
com as fungoes f(z) = 22, g(x) = (x — 2)* e h(z) = (x + 2)%. Para completar esta
observagao, o grifico de H(x) = a(x — w)? + k € obtido fazendo a translagao do

grifico de f(z) = a(x —w)?* k unidades para cima, se k > 0 e k unidades para baizo,

se k <0.

Figura 2.11: Representacao grafica com a fungao f(x) = 2.

Dada uma fungao quadratica f(z) = az® + bz + ¢,a # 0, o proximo resultado

nos apresenta uma importante relacao com o sinal do coeficiente b.

Proposigao 2.3.13. Dada uma fungio quadrdtica f(x) = az® + bx + c,a # 0, se
b > 0 (respectivamente b < 0), entdo o grdfico de f intersecta o eixo OY no ramo

crescente (respectivamente decrescente).
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Demonstracao. FEscrevendo f na forma candénica, temos

b>2 A
o =o (o)
b
Fazendo w = —— e k = ——, vamos ter
2a 4a

f(x)=a-(z —w)*+k.

Vimos, na Proposi¢ao|2.5.11] e na Observagao que o grdfico de f € obtido
por meio do grifico de h(z) = az? transladando w unidades para a direita, se w > 0;

w unidades para a esquerda, se w < 0; k unidades para cima, se k > 0 e k unidades
para baizo, se k < 0.

Se a > 0, entao a concavidade do grifico de f estd voltada para cima. Se b > 0,
entao w < 0, assim o grifico de f(x) = a - (x — w)? + k € obtido transladando o
grifico de h(z) = ax® w unidades a esquerda, logo o grdfico de f toca o eixo OY no
ramo crescente. Se b < 0, temos m > 0, assim o grdfico de f(zr) =a-(x —w)*+k é
uma translagio do grdfico de h(z) = ax® w unidades a direita, portanto a pardbola
que representa o grdfico de f toca o eixo OY no seu ramo decrescente.

A demonstracao para o caso em que a < 0 € inteiramente andloga. Veja a

representagao grifica do problema na Figura[2.13.

b>0

b<0

\/\

Figura 2.12: Representacao grafica da proposicao [2.3.13|

Estudar o sinal de uma fungiao quadratica f(z) = az® + bx + ¢, a # 0 significa
determinar os valores de z € R para os quais se tem f > 0, f =0 ou f < 0. Vejamos

esse estudo nos casos a seguir:
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Caso 1: A > 0.

A funcao admitira duas raizes reais distintas, a saber, z; e xo. Entao f(z) =0
para x = x; e © = xy. Geometricamente, isso quer dizer que a parabola que
representa o grafico de f toca o eixo OX em dois pontos: x; e x5. Além disso, como

podemos ver na Figura [2.13}

\ A

(a) a>0 (b) a <0

Figura 2.13: A >0

a>0: f(x)>0&e r<ziouzr>axse f(x) <0 1 << g
a<0: flx) >0 1 <z<zre f(r)<0& x <z 0uT> 0.

Caso 2: A =0.

Neste caso, a fun¢ao admitird uma tnica raiz real, a dizer, z’, e o sinal dela sera
o sinal de a. Entao f(z) = 0 para z = 2’. Geometricamente, o grafico de f toca o
eixo OX em um tnico ponto: 2’ e, conforme a Figura [2.14f

a>0: f(z) >0,Ve e R—{z'};

a<0: f(x) <0,V e R— {2}

VANA

(a) a>0 )a<0

Figura 2.14: A =0

Caso 3: A < 0.
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Nesta situagao, a funcao f nao admite raiz real alguma, ou seja, nao existe
z € R tal que f(x) = 0. Geometricamente, o grafico de f néo toca o eixo OX. Esta

situagao esta representada na Figura [2.15}

(@) a>0 (b) a <0

Figura 2.15: A <0

Temos entao:

a>0: f(x) >0, Vx € R;

a<0: f(z) <0,V eR.

Existe uma relagao entre fungao quadratica e progressoes aritméticas, que sera
vista a seguir. Antes, porém, precisamos definir o que vem a ser progressao aritmé-

tica de segunda ordem.

Definicao 2.3.14. Progressao aritmética de sequnda ordem é uma sequéncia de
numeros reais na qual as diferencas entre cada termo, a partir do sequndo, formam

uma progressao aritmética de razao nao-nula k.

A definicao acima pode ser estendida para progressoes aritméticas de ordem
superior, ou seja, uma sequéncia de ntmeros reais ¢ dita progressao aritmética de
ordem n,n € N, se as diferencas entre cada termo, a partir do segundo, formam

uma PA de ordem n — 1.

Proposigao 2.3.15. O termo geral de uma progressao aritmética de seqgunda ordem

€ dado por uma funcao quadrdtica, com dominio restrito a N.

Demonstragao. Seja a fungdo quadrdtica f : N — R definida por f(n) = an?® +
bn + ¢, com a,b,c € Ria #0 en € N, tal que (f(1), f(2),---, f(n), f(n+1),---)

seja uma sequéncia de numeros reais. Considere a nova sequéncia definida por

(f(2) = f(), -, f(n+1) = f(n),---). Temos que:
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fn+1)—f(n) = an+1)*+bn+1)+c— (an®+bn+c)
= am*+2n+1)+bn+1)+c—an®—bn—c
= an*+2an+a+bn+b+c—an®—bn—c
= 2an+a+b

= wn-+z,
onde w=2a e z=a-+0b.

Como f(n+ 1) — f(n) é uma fungao afim, com dominio restrito a N, entao a
sequéncia (f(2)—f(1), -+, f(n+1)—f(n),---) € uma progressao aritmética de razao
nao-nula k. Logo, a sequéncia (f(1), f(2),--+,f(n), f(n+1),--+) € uma progressao

aritmética de sequnda ordem.

Observacao 2.3.16. O resultado acima pode ser ampliado para progressoes arit-
méticas de ordem superior, isto €, o termo geral de wma progressao aritmética de
ordem n,n € N, € dado por uma funcao polinomial de grau n. A demonstra¢ao para

este fato se encontra na referéncia [7].

Exemplo 2.3.17. Considere a sequéncia definida por:

a; = 15
ay =45
a3 =91
ay = 153
as = 231
ag = 325

Nessas condicoes, determine o termo aqs.
Note que: as — a; = 30;a3 — as = 46;a4 — a3 = 62;a5 —ay = 78 e ag — a5 = 94.

Com isso, temos uma nova sequéncia (b,),n € N tal que
(bn) = (30,46,62,78,94,- -+ by, ),
que € uma progressao aritmética de razao 16.

Logo, a sequéncia (a,),n € N € uma progressio aritmética de sequnda ordem.
Pela Proposic¢ao o termo geral de (a,) € dado por uma fun¢ao quadrdtica,
com dominio restrito a N.

Temos que: a, = Pn*+Qn+ R;P,Q,R€R,P#0 en € N.

Seja o sistema abaizo:
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P+Q+R=15
—3P —-@Q =-30
AP 4+2Q +R=45 = = 2P=16= P =8.

5P — Q= —46
9P +3Q + R =91

Dai, Q =6 e R=1.
Logo, a, = 8n? +6n + 1 e, portanto, a5 = 1891.

2.4 Funcao Modular

Em qualquer percurso que se deseja fazer, estabelecer uma referéncia confere
maior organizacao e eficiéncia ao processo. Imaginemos uma viagem de carro que
vai de uma cidade A para uma cidade B, a fim de estruturar melhor o trajeto, foi
pensado em um sistema de referéncia cuja origem é a cidade A. Vamos associar a
posicao do carro a sua distancia, em km, da origem do sistema da seguinte forma:
a orientacao do deslocamento é positiva a leste e norte e negativa a oeste e sul.
Através de um programa de computador, foi constatado que a cidade B localiza-se

a 240 a oeste e 537 ao norte. Representemos esta situagao na Figura [2.16}

Norte
BI_ _____ 537

I

I

1

|

1

|

I

I

I

1

I

I

I

]

Oeste 940 A Leste

Sul

Figura 2.16: Representagao do trajeto.

Podemos denotar de duas formas a localizacao da cidade B:

—240 (oeste) 240 a oeste
537 (norte) 537 a norte
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Na primeira situagao, temos o valor relativo e na segunda, o valor absoluto.
Entao valor absoluto de um ponto se refere a distancia dele & origem do sistema
cartesiano considerado, sempre tera valor positivo, enquanto valor relativo depende
da orientacao do sistema de referéncia para a determinacao de seu sinal.

Portanto, independentemente do percurso a ser adotado, saber onde se quer
chegar da o direcionamento de que a viagem precisa. Isso se aplicou muito bem
nas Grandes Navegacoes, onde com o auxilio da bussola, portugueses e espanhois
desbravaram o continente americano.

As fungoes de que trataremos nesta se¢ao associam um nimero real ao seu valor
absoluto, onde a referéncia é o sistema de coordenadas cartesianas xQOy.

Esta secao foi desenvolvida a partir das referéncias [3], [4] e [5].

Defini¢ao 2.4.1. Mddulo (ou valor absoluto) de um nimero real x (notagao: |z|)

representa a distdncia desse numero a origem do sistema de coordenadas cartesianas,

ou seja,
x, sex >0
|z =
—z, sex <0
Da Definicao [2.4.1} segue que |z| > z, pois se x > 0, tem-se |z| = z; por outro
lado, se < 0, vamos ter |z| = —x >0 > x.

Sendo u = (a,b), com a,b € R, um ponto no eixo cartesiano, o moédulo de u
representa a distancia dele a origem do sistema. Entao considerando a Figura [2.17]

temos:

lu| = Va? + b?

Dai, dado = € R, temos também |z| = V2.

(Y g ————

Figura 2.17: Representagao grafica do modulo.

33



Dados os pontos A = (z1,y1) e B = (22,¥2), a distancia entre A e B ¢ dada
por |[A — B|. Com efeito, pois A — B = (x; — z2,41 — ¥2), donde |A — B| =
V(@ —29)? + (Y1 — 12)*

Exemplo 2.4.2. 1. Usando a defini¢ao de modulo, temos

110/ =10 = | — 10|, |12| = 12 = | — 12|, |17] = 17 e | — 20| = 20.

2. Yz € R, sempre vale |z| = | — x|. De fato, pois
7| = Va? = /(-2)* = | —zl.

3. Considerando a Figura|2.16, vamos calcular a distancia entre as cidades A e
B. Entao sendo A = (0,0) e B = (—240,537), temos

|A — B| = |240% + (—537)2| = |345969| = 345969 km.

Proposicao 2.4.3. ([4, pag. 161]) Decorrem da Defini¢cao as sequintes pro-

priedades:
I |z| > 0,Vz € R;
I |2 =0 2 = 0;
I |z| - |y| = |zy|, Vo, y € R;
IV. |z]* = 2,V € R;
Vo x4yl <|z|+ |y|,Vz,y € R;
VL |z —y| > |z| —|y|,Vx,y € R;
VI |z|]<aea>0«< —a<z<a;

VIII. |z|>aea>0%< x< —aoua>a.
Demonstragao. I Sex >0, entao |x| =x > 0; sex <0, temos —x > 0, assim
|z] = —z > 0.

II. Sex >0, entao x = |x| = 0; se x < 0, temos —x = |z| =0, ou seja, x = 0.
Por outro lado, se x =0, obviamente |z| = 0.

III. Se z,y >0, entao |z| - |y| = zy = |zy|.
Se x,y <0, tem-se |z| - [y| = (=) - (=y) = =y = |2y].
Sex>0ey <0, vem |z|- |yl =z (—y) = —zy = |zy|.

O caso x <0 ey >0 se faz de maneira andloga.
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IV. Se x > 0, entao |z| = z, donde |z|* = 2. Se x < 0, temos |x| = —x, assim

22 = (=) (—2) = 22,

].:E—l—y|2:(a:+y)2 = 22+ %+ 2y

< e+ lyPP 42 fx] -yl
= (Jz]+ ly])?
Logo, |z +y| < || + [y].
VI. Temos que:
v —y[?=(z—y)® = 2®+y* —2uy
> o’ + |y =2 Ja] - [yl
= (Jz] = ly])?
Logo, |z —y| = || = [yl.
VII. Se a >0, temos
lz] < a z|? < @

22 —a?><0
(x—a)(xr+a) <0
—a<z<a.

L A

VIII. Se a > 0, vamos ter

lz| >a < |2*>d?
s 2-a?>>0
& (r—a)(x+a)>0

S < —aqoux>a

Observagao 2.4.4. Seque, da desigualdade triangular, a condi¢ao de existéncia de

um tridngulo. Entao os pontos P,Q) e R sao vértices de um tridngulo se, e somente
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se, |P— R| < |P— Q|+ |Q — R|. Como contra-posi¢cao deste fato, P,Q e R sao
colineares se, e somente se, |P — R| = |P — Q|+ |Q — R|, onde |P — R| é a maior

das trés distdncias.

Definicao 2.4.5. Func¢dao modular € toda funcio f : R — R, que associa a cada

nimero real x o seu mddulo, ou seja, f(x) = |z|,Vr € R.

Sao exemplos de fungoes modulares: f(z) = |z|, f(z) = [3x+1|, f(z) = |2*+ 3|
etc.

Geometricamente, como a imagem de uma func¢ao modular é sempre positiva,
ocorrerda uma reflexao em torno do eixo OX. Vejamos o comportamento da fungao
f(z) =2 + 42% — 4 com e sem o médulo na Figura [2.18

y | Yy

0] x

(a) f(z) =23 + 422 — 4. (b) g(z) = |23 + 422 — 4.

Figura 2.18: Grafico de uma funcao modular.

A injetividade e e sobrejetividade de uma funcao modular dapende da lei de
formacao da fungao considerada bem como das restri¢oes feitas ao dominio. Por
exemplo, considerando a fungao f(z) = |z|. Se o dominio da f for real, ela sera
sobrejetiva, pois definimos o contradominio da fun¢ao modular sendo R, , entretanto
nao seré injetiva, pois dados 2 e —2, temos f(2) = 2 = f(—2). Agora se tomarmos
o dominio da f sendo o conjunto dos niimeros reais nao-negativos, ela de fato sera
injetiva e ocorrerd assim uma bijegao.

Equagoes modulares sao igualdades do tipo: [3z+7| = 3, |4z + 1|+ |z| = 2 etc. o
processo de resolucao é simples, basta aplicarmos a Defini¢ao [2.4.1]e as propriedades

de moédulo vistas na Proposigao [2.4.3]

Exemplo 2.4.6. 1. |[x — 7| =8.
r—"T7, sex—72>0

|z — 7| =
—(x—=T7),sex—T7<0
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Temos | — 7| =82 —-T=8ou—2+7=8 =15 ouz = —1.
Logo, o conjunto solugao dessa equagao é: {—1,15}.

2. |z| = d, onde d < 0, nao possui solugao real, pois lembremos que o mddulo
sempre vai indicar um valor nao-negativo. Neste caso, dizemos que o conjunto
solugao € vazio. Sendo "S"o conjunto solugao, temos: S = &.

3. |2z — 4] = |x 4+ 10].

Pela definicao,
20 —4, se2x —4 >0

|22 — 4| =
—(2x —4), se20 —4 <0

z+10, sex+10>0
|z + 10| =
—(x4+10), sex+10<0

Se2r —4>0ex+10>00u2x—4<0ex+10 <0, temos
20 —4 =2+ 10, donde x = 14.
Se2r—4>0ex+10<0ou2x—4<0ex+ 10> 0, entao
20 —4 = —(z+10) = —z — 10.
Dai, 3x = —6, 0 que nos dd xr = —2.
Portanto, S = {—2,14}.
4. Imaginemos que em dado ano um comerciante de médio porte do setor de
carnes obteve um lucro de R$750.000,00 e que no ano sequinte, ocorreu uma

variacao de R$90.000,00 no lucro, onde nao se sabe se essa variagdo foi po-

sitiva ou negativa. Quais os possiveis valores para o lucro apds a varia¢do?
Sendo L o lucro do comerciante apds a variagao de R$90.000, 00, temos

L — 750000 = 90000 ou L — 750000 = —90000, ou seja,

| — 750000| = 90000.

Recaimos num problema de equagao modular. Resolvendo, obtemos L = 840000

ou L = 660000, que sao os possiveis valores para o lucro.

Inequagoes modulares sdo desigualdades do tipo: [3z 4+ 2| < 3, |z + 1] > 4
etc. Entender o seu processo de resolucao auxilia, por exemplo, na determinacao

do dominio de determinadas funcoes. Se estivermos interessados em determinar o

dominio da func¢ao f(z) = y/|4x + 1| — 3, recairemos num problema de inequagao
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modular, ou seja, devemos solucionar |4z + 1| > 3, pois o conjunto dos ntumeros
reais nao admite raiz de nimero negativo.

Dado um namero real a, dizer que |z| > a e || < a equivale a z < —aouz > a
e —a < x < a, conforme visto na Proposi¢ao 2.4.3] Geometricamente, isso pode ser
interpretado pela Figura [2.19}

Figura 2.19: Inequacoes modulares.

Dessa forma, o processo de resolugao de uma inequacao modular consiste basi-
camente em aplicar a Definigao [2.4.1] e os itens VII e VIII da Proposicao [2.4.3
Exemplo 2.4.7. 1. Determine o dominio da fungio f(x) = +/|4x + 1| — 3.

Devemos ter |4z + 1| > 3. Assim,

dr+1|>3 & 4dr+1<-3oudr+12>3

& < —-loux>1/2

Portanto, Dy = {x € Rlx < —1 ou x > 1/2}.

2. Suponha que o lucro de determinada empresa de roupas seja dado pela fung¢ao
f(z) = |50z — 50000] — 75000, onde x € o nimero de pe¢as vendidas. Quantas

pecas de roupas a empresa precisa vender para obter um lucro positivo?
O lucro serd positivo quando |50z — 50000] > 75000. Temos

502 — 50000 < —75000 ou 502 — 50000 > 75000.

Assim, x < —500 ou x > 2500.
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Como x > 0, seque que x > 2500, ou seja, a empresa precisa vender no minimo

2501 pecas para o seu lucro ser positivo.

2.5 Exponenciagao e funcao exponencial

O jogo de xadrez é um dos mais difundidos no mundo, com seu carater es-
tratégico, ele é considerado um esporte, tendo até um campeonato mundial, nas
categorias masculino e feminino. A respeito de sua origem, a explicacao mais aceita
que existe ¢ a de ela tenha se dado na India, por volta do século VI. Ha uma lenda,
amplamente conhecida na comunidade matemaética, sobre o surgimento do xadrez
que se encaixa perfeitamente no estudo de poténcias.

Conta-se que um rei indiano estava passando por um momento dificil, de muita
tristeza, devido a morte de seu filho. Com o intuito de animar ao seu rei, um dos
seus servos resolveu criar um jogo de estratégia para entao presented-lo. Chegando
ao palacio do rei, o servo entregou o tabuleiro com as pegas e explicou as regras do
jogo. Apos alguns dias, maravilhado com o jogo que tivera ganho, o rei mandou
chamar o sabio que criou o jogo para recompensa-lo de alguma forma. Chegando
ao seu encontro, o rei agradeceu ao sabio pela criacao do jogo que tanto o alegrou
e de imediato lhe ofereceu uma recompensa. De inicio, o sabio recusou, mas o rei
retrucou: "nao aceito "nao" como resposta". Dessa forma, o sabio se dirigiu ao
rei e entao fez o seu pedido: "quero um grao de trigo referente & primeira casa do
tabuleiro, dois referente a segunda casa e assim sucessivamente, sempre dobrando a
quantidade da casa anterior até chegar & ultima, de nimero 64". Estando surpreso
com o pedido, pois o considerava simplério, o rei perguntou ao sébio se ele tinha
certeza e ainda falou: "podes ter o que quiseres". O sabio apenas respondeu: "dei-
me apenas o que pedi".

Sendo assim, o rei ordenou ao seu grupo de matemaéticos que calculassem a
quantidade de graos de trigo a ser dada ao criador do jogo de xadrez. Pouco tempo
depois, os matemaéticos voltaram ao encontro do rei e foram concisos: "mesmo
que convertam as aguas salgadas dos sete mares e as terras do mundo inteiro em
graos de trigo, seria insuficiente dar a esse senhor a quantidade de que ele deseja".

Sem entender nada, o rei indagou: "Como?" Os mateméticos entao disseram: "

a
quantidade pedida por esse senhor ¢ de dezoito quintilhoes, quatrocentos e quarenta
e seis quatrilhoes, setecentos e quarenta e quatro trilhoes, setenta e trés bilhoes,
setecentos e nove milhoes, quinhentos e cinquenta e um mil e sencentos e quinze graos
de trigo". Apos esta fala, o sabio virou-se ao rei e concluiu dizendo: "majestade,
nao desejo bens materiais, o meu objetivo com este pedido era apenas mostrar-te o
poder imensuravel dos nimeros".

Esta breve historia nos traz um problema de potenciacao, vamos interpreta-lo
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algebricamente. Antes, porém, precisamos definir poténcia natural ou nula de um
ntmero real.

Esta segao foi desenvolvida a partir das referéncias [3], [4], [9] e [7].

Definigao 2.5.1. Dados a € R,0 < a # 1 e n € NU {0}, poténcia de base a e

expoente n € o numero a™ tal que

ad=1lea*=a-a--a.
N——

n—vezes

Indutivamente, temos

ad=1la =a,-,a"=a""1aea" =a

- a.

Seja a, a quantidade de graos de trigo na n-ésima casa, n € Ne 1 < n < 64.
Temos

a=1l,as=2,a3=4=2%0a,=8=2%--- a,=2""1.

Com efeito, pois usando indugao em n € N, 1 < n < 64, consegue-se mostrar que
de fato a, = 2"!. Entao, se n = 1, temos 1 = 2'~! = 2°. Supondo que a,, = 2!,
para um certon, n € N;1 < n < 64, seja a4 = 2-a, = 2- (2" '), donde a,, 1, = 2".
Logo, a proposicao ¢ valida para n + 1, assim a, = 2" 1,Vn € N,1 < n < 64.

A quantidade de graos de trigo solicitados pelo sabio é dada pela soma
1+24+22 4. 420
por isso o ntmero é tao grande.

As fungoes de que trateremos nesta se¢cdo associam um numero real z com a
poténcia a”,a € R e 0 < a # 1. Antes de conceitua-las, vamos amplicar o conceito
de poténcia para o expoente em 7Z,Q e R, pois a defini¢ao inicial de poténcia foi

feita para o expoente em N U {0}.

Definicao 2.5.2. Dado a € R,0 < a # 1 en € N, definimos a poténcia a™™" pela

relacao

a "= —
an’

Proposigao 2.5.3. Dados a,b € R,0 < a,b # 1;my,mg,--- ,ms € Njs € N e

m,n,p € N, tem-se:

1. g™ .qgm2...qMs = gMitmet+tms ;
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Demonstragao. Demonstraremos cada um dos itens inictalmente em N e depois

em 7.
1. Temos
a/ml.amQ .ams — (a.a...a).(a.a/...a)...(a.a...a)
A ~~ S A ~~ A ~~ S
mi—vezes mo—vezes ms—vezes
= (a Q- a)
—_——
mi1+meo+---+mgs—vezes
_ am1+m2+“'+ms_
Considerando os nimeros —my, —ma, -+ , —My, vamos ter
afml . a7m2 . afms — 1 . 1 v 1
a™ qgm2 a™s
1
o am1+m2+”'+ms
— a*(m1+m2+'"+ms)
= g MMM
2. Temos
N J/ N J/ J/
VT WV vV
n—vezes n—vezes n—vezes
Considere o numero —n, temos
1 1
(a-b)™" = = =a b,
(@-b)» am-b"

3. Temos que:

- )6

~~
n—vezes

() =5t =

Considerando —n, vamos ter

b

4. Temos
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(am)p — am.am._.am
—_—
p—vezes
—_ am+m+~-+m
_ mp
= a N
onde usamos o item 1.
Considerando —m e —p, vamos ter
(a—m)—p = 1 = 1 5
(a=m)P 1
am
1
- 1
(am)P
_ ,mp
- )
onde usamos o item 3.
5. Sem >n, entdao
a™ a® - gmn B B
a a
— a—n—l—n . am—n
— CLO Lgmm
— am—n
Se m = n, temos
am n
—=—=lea""=a""=a"=
a™ a™

. a
Assim, — = a
an

Se m < n, tem-se
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m —m

a a ¢/

a™ am . gn—m CL—(m—n)
—m+m

q—(m—n)

q—(m—n)

m—n

Considerando agora os nimeros —nm e —m, vamos ter

= —gvm — a—m—(—n).

Definigao 2.5.4. Dados a € R,0 < a # 1 en € N, chama-se raiz n-ésima de a o

. . . 1 1
nimero real nao-negativo a» tal que a» = {/a.

.~ m .
Definigao 2.5.5. Dadosa €e R,0<a # 1 e o € Q;m,n € Z,n # 0. Definimos a
poténcia an como sendo a raiz n—ésima de a™, isto €, an = Jam.

Lema 2.5.6. Dados a,b € R,0<a,b#1en € Z,n#0, tem-se que:

3=
3=

3l
I

(a-b) - bm.

a

Demonstragao. Observemos que (ap)% = ap%,Vp, q€Z,q#0.

Suponha que p,q € N, entao

Q=
I
IS

(ap)% = Yar e a”

Assim, (ap)% = ap%,Vp,q eN,q#D0.

Considere os numeros —p e —q, temos

(a—P)_é = (a‘p)_T1 = /(a )1 = a? e 0P =gPi=q

Agora, sem perda de generalidade, considere o nimero —p, temos entao

Y]

= v/aP.

(afp)% = Va7 P e a_p% = a_Tp = Yq~P.

Q=

Logo, (a?)1 = a”7,¥p,q € Z,q # 0.
Sejam r,s e R,0<r,s#1 en € Z, temos



Como r e s sao numeros reais quaisquer, 0 < r,s # 1, podemos denotar a = r"

e b=s". Com isso, concluimos que

(a- b)% = an - bv,Yn € Z,n # 0.
Observacao 2.5.7. Segue que Va-b= /a- /b,¥n € Z,n # 0.

Proposicao 2.5.8. Dados a,b € R,0 < a,b # 1; my,ma,--- ,ms € Q,s € N e

m,n,p € Q, tem-se que:

1. g™ .qgm2...qMs — gMitmet+ms ;

5, — =a™ "
an
Demonstragao. 1. Sejam m; = ]ﬂ,mg = ]2,--- y Mg = &;pia% € Z,qi #
q1 g2 qs

0,eNel<1<s.
Procederemos por inducao sobre s, s € N.

Observemos que o caso em que s = 1 € redundante, pois € obvio que a™ = a™

Dessa maneira, suponha s > 2,s € N.

Se s = 2, entao

Pl P2 P1492 P241 1 1 1
aqd -ql2 = qui2 - qae —= ap1q2 9192 . ap Ne — (apqu)fnqg . (ap2q1>q1q2

1
— (GPMQ . ap2q1>q1q2
_1
— ap1Q2+p2q1) 192
(Pra2+p2a1) =

= Qa q1 q2

P192 Pp241
= Q9192 9192

P1+P2
= qu 92,

Suponha que a proposi¢ao seja vdlida para um certo s,s € N;s > 2. A fim de

mostrar que também vale para s + 1, temos

P1 P2 Ps Pst1 P1 _,_Pz_,_ 4 Bs Ps+1
an -q2 ---qds -t = qa as - @9+ onde Psi1,Qsi1 € L, qsy1 F 0.
p1 | P2 ps w1
Podemos denotar — + — + -+ — = —; wy,wy € Z,wy # 0.
a1 Q2 s W2
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Com isso, vamos ter o produto de duas poténcias, de mesma base, de expoentes

racionais, onde pelo passo base (s = 2), foi mostrado que os expoentes podem

ser somados, pois as bases sao iguais. Assim, temos
ps Ps+1 P1L P2y . 4 Psy Pstl
a2 gds

wy Ps+1 wy | Ps+41 . P P2 Ps
aw2 - qd9%+l = qaq¥2 %+1,48t0 €, an - @92 ---Q9s - %t = g9 9s+1 |

Logo, a proposicao € verdadeira para s+ 1 e portanto ela vale para todo s,s €
N,s > 0.

k
2. Denotemos n = k:_l; ki,ky € Z,ky # 0. Temos
2

k1

(a-b)% = (a-0)"% = [(a-b)f1]% = [(d™)- ()] = ()% - (BF1)F

k
3. Ainda considerando n = k—l; ki, ko € Z,ky # 0, temos
2

R (O N A o R

x
4. Sejam m = “Le p= ﬂ; T1,T2,Y1,Y2 € L € xa,Yys # 0, tem-se que:

L2 Y2
(@)% = (a=)" % = [(a=)"]n = (a¥ -a= ---a=)n = (a= w7
.U
= qa%2 v2,

onde usamos o item 1 e consideramos y; positivo, se y, for negativo, basta

usarmos a Defini¢ao [2.5.2,

/ w/

5. Denotemos m = — en = 7 oy w2 €Ly, 2 #0, tem-se:

S
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onde usamos os itens 1 e 3.

Para completar a definicao de poténcia de expoente real, definamos a poténcia
a“;a e R,0<a#1comaéeR—-Q.

De acordo com a referéncia [6], o conjunto Q dos niimeros racionais ¢ denso em
R, isso quer dizer que dado um intervalo aberto (a,b) de R, existe ¢ € Q tal que

r € (a,b).

Definigao 2.5.9. Dadosa € R,0<a#1 ea € R —Q, considere r,s € Q tais que
r<aes>a, demodo que a diferenca |r — s| seja tao pequena quanto se deseje.

Entao a poténcia a® € definida da sequinte forma:
a” < a* < a’.

Observacao 2.5.10. Observemos que as propriedades de poténcias demonstradas
em Q, ver Proposi¢ao[2.5.8, também sao vdlidas em R — Q. A justificagio para este
fato seque da forma com que poténcia de expoente irracional foi definida, pois sendo
a0 <a#1,a € R—Q tal que a” < a® < a*;r,s € Q, uma vez as propriedades
sendo vdlidas para v e s, consequentemente valerao para «, pois a diferenca |r — s|

pode ser tao pequena quanto se deseje.

Com isso, temos a definicao da poténcia a*,Vx € Rea € R,0 < a # 1. Dessa

forma, estamos em condi¢oes de definir o que vem a ser fung¢ao exponencial.

Definigao 2.5.11. Dado a € R,0 < a # 1, a fungcao f : R — R’ que associa a
cada numero real x a poténcia a® € chamada funcao exponencial de base a. Assim

temos f(x) = a®.

De acordo com [9], vamos provar que a fungao exponencial f(x) = a” é crescente
(respectivamente decrescente) quando a > 1 (0 < a < 1). Antes, porém, precisamos

mostrar que sendo a € R, a > 1 (0 < a < 1) e z € R qualquer, temos:
a® > 1 se, e somente se, z > 0 (z < 0).
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Lema 2.5.12. (]9, Lema 1, pag. 28-29]) Sendo a € R, a > 1 e n € Z, temos:
a™ > 1 se, e somente se, n > 0.

Demonstragao. Provemos, por indugao sobre n, que n > 0 implica a™ > 1.
Sen =1, entio a' = a > 1. Assim o rsultado é verdadeiro para n = 1.
Suponhamos a tese vdlida para um certo n, n € Z, n > 0, devemos provar que
também vale para n + 1.
Sendo a > 1, multiplicando ambos 0os membros desta desigualdade por a™ e man-

tendo o sentido da mesma, pois a’™ € positivo, vamos ter

a>1=a-a">ad" = a"" >a" > 1.

Assim o resultado € vdlido para n + 1 e portanto vale para todo n € Z, n > 0.

Mostremos agora que a™ > 1 implica n > 0.

Suponhamos, por absurdo, que n < 0, ou seja, —n > 0. Notemos que se n = 0,
entio a® = 1. Pela primeira parte, a™™ > 1. Multiplicando ambos os membros desta

desigualdade por a™, teremos

a"-a">d"=1>a",

o que contraria a hipotese a™ > 1.

Seque que a™ > 1 de fato implica n > 0.

Lema 2.5.13. (]9, Lema 2, pag. 29-30]) Sendo a € R, a > 1 er € Q, temos:
a” > 1 se, e somente se, r > 0.

Demonstragao. Provemos primeiro que r > 0 = a” > 1. Sejar = E, p,q € N,
q

entio a” = a1 = (a%)p. Sendo g >0 e (a%)q =a > 1, entao pelo Lema ai >

1. Novamente, pelo Lema ar >1e p > 0 acarreta que (a%)p —a1 =a" > 1.

Mostremos agora que a” > 1= r > 0. Fagcamos r = ]—), p,q €Z, q#0. Seq>0,
q

temos as > 1. Dai, a" = ai = (a%)p > 1, donde, pelo Lema p > 0. Logo,
r>0. Seq<0,isto é, —q > 0, entao 0”@ > 1. Assim a” = (a%)p = (a_%)_p > 1,
pelo Lema —p >0, ou seja, p < 0. Portanto, r > 0.

Proposicao 2.5.14. ([9, Lema 3, pdg. 30/) Sendo a € R, a > 1, r,;s € Q, temos:

a® > a" se, e somente se, s > T.
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Demonstragao. Temos que:

ad>ad" =ad-a">ad a7 & T >1
S s—r>0

= s>,

onde unsamos o Lemal2.5.13.
Lema 2.5.15. ([9, Lema 4, pag. 30-31]) Sendo a € R, a >1 e a € R—Q, temos:
a® > 1 se, e somente se, a > 0.

Demonstracao. Provemos que o > 0 implica a® > 1.

Pela definicao do numero irracional o, positivo, existem r,s € Q tais que

O<r<ac<s.

Como a > 1 er,s >0, pela Proposi¢cao e pelo Lema temos

1<ad <ad’.

Dai, 1 < a” < a® < a®, ou seja, a® > 1.
Mostremos agora que a®* > 1 implica o > 0.

Suponha, por absurdo, que a < 0, entdo —a > 0. Pela primeira parte, a=* > 1.

[0

Dai, a=® - a® > a®, donde 1 > a®, contrariando assim a hipdtese a®* > 1.

Proposicao 2.5.16. ([9, Teorema 2, pdg. 32]) Sendo a € R, a > 1 e x1,x9 € R,

temos:
a® > a™ se, e somente se, 1 > Ts.

Demonstragao. Temos que:

1

a
a"“>a“2<:>72>1 |
a
& 1y —29>0

< I1 > T9,

onde usamos o Lemal2.5.13 e o Lema[2.5.13.

Lema 2.5.17. ([9, Teorema 3, pdg. 32]) Sendo a € R, 0 <a <1 eb€R, temos:
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ab® > 1 se, e somente se, b < 0.

1
Demonstracao. Se 0 < a < 1, entao — > 1. Temos pelo Lema|2.5.15 e pelo Lema
a

1\~
2.5.]5que—b>0(:><—) >1ea’>1, ouseja, a®> > 1< b<0.
a

Proposicao 2.5.18. ([9, Teorema 4, pdag. 32]) Sendoa € R, 0 < a <1 exy,z5 € R,

temos:
a® > a™ se, e somente se, 1 < Tg.

Demonstragao. Temos que:

a*!

At > —>1 & gt > 1
a*?

&S o —19<0

& 1y < 2o,
onde usamos o Lema[2.5.177.

Segue da Proposicao [2.5.16| e da Proposigao [2.5.18] que a fungao exponencial
f(z) = a® & crescente (respectivamente decrescente) se, e somente se, a > 1 (0 <
a < 1). Esta importante propriedade é de suma importancia em todo o estudo de

funcao exponencial.
Proposicao 2.5.19. ([9, pig. 28]) A fun¢ao exponencial f(x) = a®, com0 < a # 1,
€ 1njetiva.

Demonstragao. De fato, dados x1,x5 € R, distintos, podemos supor, sem perda de
generalidade, que x1 > xo. Se a > 1, pela Proposi¢ao temos a® > a™. Se
0 < a < 1, pela Proposicao seque a*' < a®*. Em qualquer um dos casos,

temos f(x1) # f(x2).

Proposicao 2.5.20. A funcao exponencial € sobrejetiva.
Demonstracao. Veja [7, pdg. 156].

Proposicao 2.5.21. A fun¢ao exponencial f(z) = a®,0 < a # 1, € ilimitada supe-

riormente.

Demonstragao. Segue diretamente da Proposigao |2.5.20), pois para todo y € RY,
podemos tomar um certo k € R* . k >y tal que k = f(c), para algum c € R.
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Segue da Proposicao [2.5.19| e da Proposicao [2.5.20| que a funcao exponencial
¢ uma bijecao, logo admite inversa, ver Observacao [2.1.20f Este fato serda usado
na Se¢ao [2.6) ao definir fungao logaritmica, que é a inversa da func¢do exponencial.
Segue, na Figura [2.20, os gréaficos da funcao exponencial para os casos a > 1 e
0 < a < 1. Através deles, temos uma interpretagao geométrica para a Proposigao
ou seja, conseguimos visualizar graficamente o caréter ilimitadado da fungao
exponencial. Para maiores aprofundamentos, veja [4, pag. 237-240|, |9, pag. 33-38]
e [7, pag. 157].

(0,1)
(07 1)

I

(a) a > 1. (b)0<a< 1.

y= a®

Figura 2.20: Grafico da Funcao Exponencial.

Equacoes exponenciais sao igualdades do tipo 7% = 49%% 4 343°* 8% = 16%
etc. Para a sua resolucao, usamos o fato da funcao exponencial ser injetiva, vide

Proposigao [2.5.19] e as propriedades de poténcias vistas na Proposi¢ao [2.5.3

Exemplo 2.5.22. 1. Funcao exponencial estd presente na biologia, sendo o mo-
delo matemdtico que descreve o crescimento de determinados seres vivos ao
longo do tempo. Imaginemos que uma cultura de bactérias duplique sua popu-
lagao a cada hora, assim set é o numero de horas contadas a partir det =0,

em quantas horas a populacao serd de 81927
Note que: 2 = 2,22 =4, ... 210 =1024, 2" = 2048, 22 = 4096 e 2'3 = 8192.

Entao temos 2! = 23, donde t = 13.

2. Resolver 7% + 772 = 50.

Note que:

TR =TT TP =T (14 777) =77+ (50/49).

Assim,

TP 4772 =50 = 77 (50/49) =50 = 7* =49 = 72 = 1 = 2.
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Para maiores aprofundamentos acerca das equagoes exponenciais, veja [4].

Inequacoes exponenciais sao desigualdades do tipo 2% > —, 9% < 817%3 etc.
Para a sua resolugao, usamos a Proposicao e a Proposigao [2.5.18] bem como
as propriedades de poténcias tratadas na Proposicao [2.5.3] Desiguldades desse tipo

sao importantes na determinacao do dominio de determinadas fungoes, como por

exemplo em f(z) = N/ -
T — 4®TT3

1
Exemplo 2.5.23. 1. Ezxplicite o dominio da fun¢ao f(x) = 7 = i
4r+3 — 47ty — ]

5
Devemos ter 4713 — 4T3 > 1.

Temos que:

AT 4TEE =47 43 T4 = 47 (43 — 420)
= 47.(64—16-2)
= 47.32.

Assim

4.32>1=2%.25>1 = 2% >
= 22+5>0

= x> -5/2
onde usamos o Lemal2.5.13 e o Lema[2.5.13.

Portanto, Dy = {x € R|z > —5/2}.

1 3z 1 4x+1
2. Resol (—) > (—) .
esolva 3 o7

Temos

dr+1 (1)3x N (1)12m+3
3 3

3r < 12x + 3

()= 1G)

9x > —3
x> —1/3.

G yu
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Portanto, o conjunto solu¢ao desta inequacao é:

S={recRjz>—1/3}.

Para mais, veja [3].

No estudo de funcao exponencial, existe um tipo de funcao muito importante nas
aplicagoes, que sao as funcoes de tipo exponencial, através delas consegue-se deter-
minar o montante de uma aplicacao financeira, a juros compostos, em qualquer data
bem como saber o termo geral de uma progressao geométrica, fazendo a restrigao

do dominio em N.

Definicao 2.5.24. Dado a € R,0 < a # 1, funcao de tipo exponencial € a func¢ao
[ R = RY tal que f(x) =k-a”, k € R.

Note que k = f(0), pois k- a’ = k. Se k = 0, f seria uma funcao identicamente
nula e assim nao faria sentido definir funcao de tipo exponencial. Se k£ < 0, f
seria negativa em todos os pontos de sua imagem e isso contradiz a definicao de seu
contradominio, que &€ R* . Por isso, vamos considerar k > 0.

Na funcao de tipo exponencial valem as mesmas propriedades da fungao expo-
nencial.

Falemos sobre juros compostos, para isso considere a mesma situagao problema
descrita no inicio da Se¢ao a Unica diferenca é que nesta ilustracao sera tratado
0s juros compostos.

Enquanto em juros simples os juros sao calculados em cima do valor inicial da
operacao, dito capital, em juros compostos, a inicidéncia dos juros ocorre em cima
do valor imediatamente anterior. Vejamos isso na pratica.

Considere a Tabela 2.3

Tabela 2.3: Exemplo com juros compostos.

Ano | Capital (R$) | Crescimento (R$) | Juros (R$)
0 10.000, 00 - -
1 11.000, 00 1.000, 00 1.000, 00
2 12.100, 00 1.100, 00 2.100, 00
3 13.310, 00 1.210,00 3.310, 00
4 14.641, 00 1.3310, 00 4.641,00
) 16.105, 10 1.464, 10 6.105, 10

Perceba que, nesta situagao, o valor a ser resgatado apds 5 anos é maior em
relacao ao do exemplo com juros simples, e essa diferenga aumenta com o passar do

tempo.
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De maneira geral, dada uma aplicacao financeira, a juros compostos, de capital
C, taxa de juros ¢ e tempo ¢, o montante M evolui da seguinte forma ao longo do
tempo:

t=1:M=C+C-i-1=C-(1+1)

t=2:M=C-1+0)+C-(1+1)-i=C-(1+i+i+®)=C-(1+1)?

t=n:M=C-(1414)", com restrigao do dominio em N.

Definigao 2.5.25. ([4, pdg. 313]) Progressao geométrica (PG) € toda sequéncia de
nimeros nao nulos na qual € constante o quociente da divisao de cada termo (a partir
do segundo) pelo termo anterior. Esse quociente é chamado razdo da progressio e

serd indicado por q.

Neste trabalho, sera considerado apenas os valores positivos de uma PG. Para
mais, veja [4].

Considerando uma PG (by, b, b3, -+ ,b,_1,b,) de razao g, temos:

by=0b1-q bs=by-q=0b1-¢* -, by=bo1-q=0b1-¢"".

Portanto, o termo geral de uma PG é dado por uma funcao do tipo exponencial.

A situagao problema descrita no inicio da secao é um exemplo de PG, onde o
primeiro termo € 1 e a razao é 2.

Existe um tipo de fungao que possui muitas aplicagoes, que é a func¢ao exponen-

cial de base e, ou seja, f : R — R¥ tal que f(z) = e*. O ntmero e é irracional,

1 n
a saber 2,7182818284.... Ele é obtido considerando a sequéncia (1 + —) A
n

neN

medida que n cresce, o valor da sequéncia se aproxima do valor de e. Na referéncia

[6], demonstra-se que

1\"
e = lim (1 + —) .
n—00 n
Na secao [2.8] sera feito um estudo sobre limites.
Encerremos esta secao com uma aplicagao da fungao exponencial de base e.
Em Matematica Financeira, existe um tipo de capitalizacao que capitaliza os
juros em intervalos de tempo bem pequenos, continuamente, ele é chamado ca-
pitalizagao continua. Entao considerando uma aplicagao financeira C' de taxa de
capitalizagao continua ¢ durante um periodo n, o montante M apurado ao final da

operacao ¢ dado por:
M=C-e™m.

Nessas condigoes, considerando os dados da situacao problema vista com juros
compostos, vamos encontrar o montante M apurado ao final dos 5 anos com taxa

de capitalizacao continua de 10%. Temos
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M = 10000 - *!5 = 16487, 21.

Comparando esse valor obtido com o da Tabela[2.3] na data de 5 anos, vemos que
o valor a ser resgatado com capitalizacao continua é maior em relagao a capitalizagao
composta. Portanto, o investimento com capitalizacao continua é mais vantajoso em
relacao a capitalizacao composta.

Veremos na secao seguinte a inversa da fungao exponencial, chamada fungao

logaritmica.

2.6 Logaritmo e Funcao Logaritmica

Esta secao foi desenvolvida a partir das referéncias [3], [4], [9] e [7].
Na Segao [2.5] realizamos o estudo de equagbes e inequagdes exponenciais, onde

tratamos apenas dos casos em que podiamos reduzir as poténcias & mesma base,

veja Exemplo 2.5.22| e Exemplo [2.5.23]

Segundo [9, pag. 57]: "[ - -| Se queremos resolver a equagao 2% = 3, sabemos que
x assume um valor entre 1 e 2, pois 2! < 2% = 3 < 22, mas com os conhecimentos
adquiridos até aqui nao sabemos qual é esse valor nem o processo para determiné-lo
[

Com o intuito de resolver esse tipo de problema, bem como outros que aparecerao,

iniciaremos o estudo de logaritmos e fungao logaritmica.

Definicao 2.6.1. Dados a,b € R,0 < a # 1 e b > 0, logaritmo de b na base a

(notagao: log, b) € o niumero real x tal que a poténcia a® seja igual a b, ou seja,
log,b =2 < a” = 0.

Observagao 2.6.2. Segue do estudo de poténcias feito na Segao[2.5 que os sequintes

itens sao consequéncias da Definicao |2.6.1}:
1. Seb=1, entao log, b =0, pois a® =1 =b.

2. Se b= a, tem-se log, b= 1, pois a' =a =b.

Perceba que este item é apenas um caso particular da Defini¢ao |2.6.1, onde
neste caso foi considerado x = 1. Obviamente se a defini¢ao vale para todo

x € R, em particular, valerd para x =1 também.

3. a°8® = b, pois denotando log, b = x, temos a® = b. Assim a'°%® = a® = b.

Definigao 2.6.3. (Condicao de ezisténcia de um logaritmo) Dados a,b € R, dizemos

que o logaritmo log, b existe se b >0 e (0 <a # 1.
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Vejamos agora as propriedades dos logaritmos.

Proposicao 2.6.4. Dados X, Y, k,a,b e R; XY >0 e0<a,b+# 1. Tem-se que:
1. log, (X -Y) =log, X 4+ log, Y;
2. log,(X/Y) =log, X —log,Y;

3. log, X* =k -log, X;

log, X

. log, X = .
4. log, log, b

Demonstragao. Denotemoslog, X = p,log, Y = q,log, (X Y) =1 elog,(X/Y) =

s. Temos

l.a=X-Y=a-a'=a"""<r=p+q.
Observemos que podemos generalizar este item, isto €, sendo Ay, As, -+, Ay,
n € N, nimeros reais positivos, vamos ter
log, (A1 - Ay -+ Ay) = log, Ay +log, Ay + -+ + log, A,.
Com efeito, sendo log,(A; - Ay---A,) = w,log, A1 = wy,log, Ay = wa, -+,
log, A, = w,, vem
aV = q¥l . q¥?...q¥ = aw1+w2+--.+wn7 donde w = wy + we + -+ w,.

p
Qas—a——ap*q(:)s— —
) == =p—q.

3. Se k € N, temos
log, X* =1log, (X - X -~ X) = (log, X +log, X + -+ +log, X) =k - log, X.

J N

TV
k—vezes k—vezes

Se k € N, entao —k € Z — N. Assim

1
log, X =log, XF = log, 1 —log, X* = —k -log, X,
onde usamos o item 2 e o caso em que k € N.

k
SekeQ—7Z, entao k = k—l; ki, ke € Z primos entre si. Temos
2

k1 1 1
log, X*2 =log, (X% )" =k -log, X = ki x — -log, X%
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onde usamos o caso em que k € Z.

Completemos a demonstracao deste item provando para k € R — Q.

Sejam «, f € Q tais que o < k < B, onde a diferenca | — B| pode ser tao

pequena quanto se deseje. Entao temos
log, X* = a -log, X elog, X# = f3-log, X,
onde usamos o caso em que k € Q.

Como a diferenca |a — B| pode ser muito pequena, podemos concluir que

log, X* =k -log, X,k € R — Q.
Logo, log, X* = k -log, X,Vk € R.

4. Sejam logy X =d e log, b= c.

Sabendo que log, X = p, temos

1 P
c

b? = aP = (be )P = be.
Logo, d = p/c, pois de log, b = c, tem-se a® = b, ou seja, a = be.

Definicao 2.6.5. Dadoa € R,0 < a # 1, fungao logaritmica € a funcao f : RY — R

que associa a cada nimero real positivo x o logaritmo log, x. Notagao: f(x) = log, x.

Vimos que a fun¢ao exponencial f : R — R% é uma bijecao, veja Proposicao

2.5.19| e Proposicao [2.5.20] logo admite inversa (Observagao [2.1.20). Mostraremos,

na Proposicao [2.6.6] que a inversa da fun¢ao exponencial é a funcao logaritmica.

Proposicao 2.6.6. ([9, pdg. 80]) Se 0 < a # 1, entdo as fungées f : RY — R
definida por f(x) =log,x e g : R — RY definida por g(x) = a” sao inversas uma

da outra.

Demonstracgao. De acordo com a Defini¢ao basta mostrarmos que f o g =
Idg e go f = Idg:.

De fato:

(fog)(x)= f(g9(x)) =log, a® = x (seque da Defini¢cao e

(go f)(x) = g(f(x)) = d°%* = 2 (seque do item 3 da Observacio[2.6.9).

Observagao 2.6.7. Segque da Proposi¢ao [2.6.6] que a funcao logaritmica é uma

bijecao, ou seja, € injetiva e sobrejetiva.
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Proposicao 2.6.8. ([9, pdig. 81]) A funcdo logaritmica f(x) = log, x é crescente

(decrescente) se, e somente se, a >1 (0 <a < 1).

Demonstragao. Suponha f crescente, entao dados x1,x9 € R, temos

1 > 19 & log, 1 > log, x2

Denotando log, x1 = p e log, x2 = q, temos
T, =aP e xy9 = af.

Assim,

a® > al < p>q

Logo, a funcao exponencial a®,0 < a # 1, € crescente e portanto a > 1, vide
(Proposi¢ao :
Reciprocamente, suponha que a > 1, entdo pela Proposi¢ao a fungao

exponencial a® € crescente. Dessa forma, sendo x1,x5 € R, temos

T1 > Ty & @' > gl8a ™ & log, 1y > log, T,
onde usamos o item 3 da Observagao [2.6.2

O caso em que f € decrescente se, e somente se, 0 < a < 1 € andlogo.

Proposicao 2.6.9. A funcao logaritmica f(x) = log, z,0 < a # 1, é ilimitada em
todo R.

*

Demonstragao. Dadoy € R, a sobrejetividade da fungao logaritmica (Observagao
nos garante a existéncia de um certo w € R* com w > y tal que f(c) = w,
para algum c¢ € R* . Da mesma forma, dado z € R* , existe w' € R* com w' < z
satisfazendo f(d) = w', para algum d € RY. Com isso, mostramos que a fungao

logaritmica € ilimitada tanto superior como inferiormente, ou seja, em todo R.

Vimos na Secao que a fungao exponencial tem um crescimento (ou decresci-
mento) rapido se a > 1(0 < a # 1). No caso da fun¢ao logaritmica, esse crescimento
(ou decrescimento) ocorre de maneira mais lenta, mas a monotonicidade da fungao
juntamente com seu carater ilimitado garantem que ela se estenda por todo R.

Vejamos, na Figura 2.21], o grafico da fungao logaritmica para os casos a > 1 e
0 < a < 1. Para mais, veja (|9, pag. 83|).
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log,z,a >1

log,z,0 <a<1

Figura 2.21: Gréfico da fung¢ao logaritmica.

Um tipo especial de fun¢ao logaritmica é aquela cuja base é o nimero irracional
e. Denotemos f(z) = log, z, ou simplesmente f(z) = Inz.

Equagoes logaritmicas sdo equagoes do tipo: log, z? = 3,logg(z + 1) = logg * +
logg 2% e log,yx = log,qz + 1.
Exemplo 2.6.10. Resolver logy x +logy(x +1) = 1.

Condicao de existéncia: x >0 ex+1 >0, donde x > 0.

Temos que:

logor  logyw
log, 1/2  log, 271

1
log% T = = —log, x = log, o

Assim,

1
logs x+logy(x+1)=1 = logy—+logy(z+1)=1
T

= log, E(:{H—l)} =1

1
= 1+—=2
T
1
= —=1
T
= x =1

Inequagoes logaritmicas sao desigualdades do tipo
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log; = + logs 4z = 1, log, 2% > 2 ete.

Para a sua resolugao, usamos o fato da funcao logaritmica ser crescente para

a > 1 e decrescente para 0 < a < 1, vide Proposic¢ao 2.6.8] isto é,

log, v1 <log, x2 & o1 < 2, Va1, 790 ERY 0> 1

log, 71 <log, T2 & 1 > 12, Vo, 22 € R, 0<a <1
Exemplo 2.6.11. Determine o dominio da fung¢ao

1
x? 1
\/log5 (Z) + logs (5 + 1) —1

2 1
Devemos ter logs <%) + logs <— + 1) > 1.
x

Condicao de existéncia: x > 0.

fx) =

Temos que:
22 1 x2 1
o () +1oms (5 +1) > 1= o | (77) (5 1) > s
S 2T o
4 4

4

22 4+1r-20>0

= < —4ou x> 10.

Considerando a condi¢ao de existéncia, concluimos que

Dy = {z € R|z > 10}.

2.7 Funcoes Trigonométricas

Vimos, na Definigao 2.1.3T, que uma fungéo f : R — R ¢ periodica se existir um
menor p € R tal que f(z) = f(z + p), Vo € R. As fungdes que trataremos nesta
secao sao desse tipo.

Esta secao foi desenvolvida a partir das referéncias [4], [10], [3], [11] e [12].

Segundo [4, pag. 362|:

A palavra trigonometria é formada por trés radicais gregos: tri = trés,
gonos = angulos e metron = medir. Dai o seu significado: medida dos
tridngulos. Atualmente, a Trigonometria néo se limita a estudar somente
os tridngulos; sua aplicagao se estende a varios campos da Matemaética

(como a Geometria e a Analise). Encontramos, também, aplicacoes da
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Trigonometria em Eletricidade, Mecénica, Actstica, Miusica, Engenharia
Civil, Topografia e em muitos outros campos de atividades, aplicagoes
estas envolvidas em conceitos que dificilmente lembram os tridngulos que

deram origem & Trigonometria.

Dada a Figura , considere as semirretas O—1>4 e O?, ambas de origem O,
definimos o angulo entre m e O? , denotado por AOB , como sendo a inclinacao
existente entre essas duas semirretas. A medida de AOB é proporcional & sua
inclinagao, se A = B, tem-se AOB = 0. Nesta secao, o sentido de orientagao

considerado é o anti horério, que é o sentido positivo.

O A

Figura 2.22: Angulo entre duas semirretas.

Vamos associar a cada angulo uma medida, para isso considere a Figura .
Seja a circunferéncia C, centrada em O, de raio unitario. Temos o angulo AOM ,
que podemos denotéa-lo por «, dizemos que a medida de « é igual a medida de seu
arco correspondente, ou seja, o = med(;ﬁ\\/[ ). Vamos dividir a circunferéncia C' em

360 partes iguais e tomar grau como unidade de medida (notagdo: z° 1é-se x graus).

A inclinagao de 360 corresponde a medida de 1°, 360" a 2° e assim sucessivamente.
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M

C

M

(a) (b)
Figura 2.23: Medida de angulos

Se o angulo for igual a 90°, vide Figura , ele ¢ dito reto. Isso ¢ muito
importante na definicao de um tipo especial de tridngulo, amplamente usado na Tri-
gonometria, o tridangulo retangulo. Um triangulo recebe a classificacao de triangulo
retangulo se um dos seus angulos for reto, conforme mostra a Figura [2.24]

Ainda considerando a Figura [2.24] seja o triangulo retangulo OAB e o angulo
OAB = a. Dizemos que o lado AB, maior lado desse tridngulo, é a sua hipotenusa
enquanto os lados OA e OB sao os seus catetos. Tomando como referéncia o angulo

a, OA é chamado cateto adjacente a o e OB, cateto oposto a «.

Figura 2.24: Triangulo retangulo

Teorema 2.7.1. (Teorema de Pitdgoras) Em todo triangulo retangulo, a medida da

hipotenusa ao quadrado € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Demonstracao. Geometricamente, a situacao pode ser descrita pela Figura|2.25:
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Q(%, yl)

Figura 2.25: Demonstracao do Teorema de Pitagoras

Usemos a nocao de modulo vista na Se¢ao . Considerando os pontos P(x1, 1),
Q(z2,y1) € R(x2,y2), vértices do tridngulo retingulo de lados a, b e ¢, temos

a=|P—-—R|,b=|P—-Q| ec=|Q — R]|.

A drea do quadrado maior, denotada por Ay, é dada por |P — R|?, assim como
as dreas dos quadrados Ay e As sio respectivamente |P — QJ* e |Q — R|?.

Da Proposi¢ao item IV, seque que

|[P—RP?=(P-R)? |P-QF =(P-Q)*e|Q—-R>?=(Q—R)”

Assim,

Ay = (21— 22)* + (1 — 1), Ao = (21 — 22)” e Ag = (31 — 12)°.

Desse modo, Ay = Ay + As, ou seja, a®> = b* + 2.

Dado um angulo qualquer «, se 0 < a < 90°, dizemos que ele é agudo e se
90° < a < 180°, ele é dito obtuso. Definiremos seno, cosseno e tangente de um

angulo agudo.

Definicao 2.7.2. Considerando um tridngulo retdngulo qualquer, seja o um dngulo
agudo desse tridngulo. O seno de o (notagdo: sen«) € a razao entre o cateto oposto

e a hipotenusa, o cosseno de o (notagao: cosa) € a razio entre o cateto adjacente
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e a hipotenusa e a tangente de a (notacao: tga) € a razdo entre o cateto oposto e

o cateto adjacente.

Considerando a Figura [2.24) denotando AB = a, OA = b e OB = ¢, temos

c c
senq = —, cosa = — e tga = —.
a b

a
sen o
Segue que tga = . Com efeito, pois
coSs o
sen o c b c a
:—+—:—-—:—:tga
cose a a a b b

Considere a Figura [2.26]

-1

Figura 2.26: Circunferéncia trigonométrica.

Seja a circunferéncia C' de centro O cujo raio é 1. Considere o tridngulo retan-
gulo AOB. Sabemos que sena = AB <+ 1, ou seja, sena = AB, assim sena é a
ordenada de y. Da mesma forma, tem-se cosaw = OB, assim cosa é a abscissa de
x. A circunferéncia C' é chamada circunferéncia trigonométrica, onde O = (0,0) e a
orientacao é no sentido anti-horario. C' é dividida em quatro quadrantes, de acordo
com a orientagao.

A medida do angulo central é a mesma de seu arco correspondente, na Figura
2.26| temos med(AOB) = med(M/-\A). Usamos também radiano (Notagao: rad) para

nos referirmos a comprimentos de arcos.
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Temos que:
180° = mrad.

s
Dai segue que 360° = 27rad, 90° = §md e assim sucessivamente.

Considerando a Figura [2.27] vamos fazer uma redugdo ao 1° quadrante para
obtermos os valores de seno e cosseno para arcos em qualquer quadrante. seja x

um arco no 1° quadrante da circunferéncia trigonométrica. No 2° quadrante, temos

sen(m — ) = senx e cos(m —x) = —cosx. No 3° quadrante, sen(m + ) = —senz e
cos(m+z) = — coszx. Por fim, no 4° quadrante, sen(2r—x) = —senx e cos(2mr—x) =
cosz. Da Figura [2.27] também obtemos:
sen(2m — ) = sen(—x) = —senx e cos(2w — x) = cos(—zx) = cos .
7 | senx
2 |1

1 cosx

2T

Figura 2.27: Extensao do conceito de seno e cosseno.

A partir da segunda volta, ocorrerd uma periodicidade nos valores dos arcos,
assim sendo k € Z o nimero de voltas, vamos ter a + k - 27 = «.

Segue abaixo uma tabela com os principais valores do seno e do cosseno.

Tabela 2.4: Valores notaveis de seno e cosseno.

T 0] 30° (%) 45° (%) 60° (;—r) 90° (%) 180° (m) | 270° (37”) 360° (2m)
senx % \/75 ‘/73 0 —1 0
COS & \/Tg ‘/75 % 0 —1 0
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Para mais, veja [11, pag. 33].
Teorema 2.7.3. Dado o € R, temos
sen?a + cos?ar = 1.

Demonstracao. Considere a Figura [2.20. Aplicando o Teorema de Pitdgoras no

triangulo retangulo AOB, vamos ter
sen? o + cos? a = 1.
Através da reducao ao 1° quadrante, esse resultado vale para todo o € R.

O Teorema [2.7.3| é conhecido como a Relagao Fundamental da Trigonometria.

Definicao 2.7.4. A funcao f : R — R que associa a cada nimero real x o nimero

real senx € dita funcdo seno.

A fungao seno é impar, pois senz = —sen(—z), possui —1 como valor minimo e
1 como valor maximo. Assim, Vz € R, tem-se —1 < senz < 1. O grafico da funcao

seno é dado na Figura [2.28

Y
S o N 3
! —7/2 : | 2 2n
—27 _3l_7T md ! 1O 7T}2 7r : T
2 L":& """""""" -

Figura 2.28: Gréfico da fungao seno.

A fungao seno é periodica de periodo 27, isto é, sendo f(x) = senz, temos
senz = sen(x + 27), Vo € R.
.. . ™ T L 1es -
Restrigindo f(x) = senx ao intervalo [—5, 5], vemos que f é bijetiva, logo
admite uma inversa. A inversa da funcao senz é a funcao arcsenz, restrita ao

. ™ T .
intervalo [—5, ﬂ, dita arco seno.

Definicao 2.7.5. A funcao f : R — R que associa a cada nimero real x o nimero

real cosx € dita fungdo cosseno.
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A funcg@o cosseno é par, pois cosx = cos(—z), possui —1 como valor minimo e 1
como valor maximo. Assim, Vx € R, tem-se —1 < cosz < 1. O gréfico da fungao

cosseno é dado na Figura [2.29

Y
1
R
1 —7T T |
1 1 S
—27T_3_7T : —7'('/2 07'(/2 : 37 QM T
2 RN R R R R omm o omm o omomm o= - R
1 2

Figura 2.29: Grafico da fungao cosseno.

A funcao f(x) = cosz é periddica de periodo 27, ou seja, cosx = cos(z + 27),
Vo € R.

Restrigindo f(z) = cosx ao intervalo [0, 7], f se torna uma bijegao de [0, 7] em
[—1,1], logo admite inversa. A inversa da fungao cosseno ¢ a func¢do arco cosseno,
que associa a cada z € [0, 7] o nimero arccos .

Entender os intervalos onde as fungoes seno e cosseno admitem inversa ajudam
na resolucao de equagoes e inequagoes trigonométricas.

Demonstraremos, na Proposi¢ao[2.7.7] as formulas de adigao e subtragao de arcos
para seno e cosseno. Antes, porém, precisaremos da Proposigao [2.7.6]

Dois angulos o e 8 sao ditos complementares se o 4+ = 90°. Perceba, através
da Tabela [2.4] que

(5] =0 (3) =oon (3 ) () = (5) <o (5 3).

Em geral, isso sempre acontece. Vamos provar este fato na Proposicao [2.7.6]
Proposicao 2.7.6. ([10, Proposicao 6.12, pig. 219]) Para todo ¢ € R, temos:
(5-¢) (5-¢)
sen(——c) = — —c) =senc.

5 € cosc e cos {5 = ¢ sen ¢

Demonstracao. Considere a Figura[2.30;
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P(cosc, senc)

Figura 2.30: Seno e cosseno de angulos complementares.

Estamos considerando g < ¢ <, 08 outros casos sao andlogos.

Considere os pontos P e @) de tal forma que OP e OQ sejam perpendiculares.
Sejam@:ce@:c—g.
Como OP = 0Q e Q(/)\P = 90°, temos que se Q = (xo,Yyo), entao P = (—yo, o).

De P = (cose,senc) e Q = (cos (c — g) , sen (c — g)), temos

(=2)=sn(39) (=2) =5
cosc=—sen(c— =) =sen|(—- —c) esenc=cos|c— =] =cos|=—c]).
2 2 2 2

Proposicao 2.7.7. ([15, pag. 67-68]) Dados a,b € R, temos:

1. cos(a £ b) = cosacosbF senasenb.

2. sen(a £ b) =senacosb £ senbcosa.

Demonstragao. Vamos provar primeiro que

cos(a + b) = cosacosb — senasen b.

Considere a Figura|2.531):
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X
R
Figura 2.31: Seno e cosseno da soma.
Sejam P, ) e R pontos na circunferéncia trigonométrica tais que AP = a,

ﬁz):b, @za—kb, AR = —be RP =a+b. Entio

P = (cosa,sena), Q = (cos(a+b),sen(a + b)) e R = (cos(—b),sen(—b)).

Como os arcos ;la ¢ RP tém a mesma medida, as cordas AQ) e RP sao iguais,
assim d(A, Q) = d(R, P).

Sendo A = (1,0), temos

d(A,Q) = /(cos(a+b) — 1)2 + (sen(a + b) — 0)?
= \/0052(a—|—b)—2003(a+b)+1+sen2(a+b)
= \/2—2cos(a+b),

onde usamos o Teorema [2.7.3.

Observando que cos(—b) = cosb e sen(—b) = —senb, vamos ter

d(R,P) = \/(cosb —cosa)?+ (—senb — sena)?

= Vcos2bh— 2cosbeosa + cos2a + sen2b + 2senbsen a + sen2 a

= /2 —2cosbcosa+ 2senbsena

Assim,
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d(A,Q)=d(R,P) = 2—2cos(a+b)=2—2cosbcosa+ 2senbsena

= cos(a + b) = cosacosb — senasenb.

Quanto a cos(a — b), temos

cos(a — b) = cosla + (—b)] = cosacos(—b) —senasen(—b)

= cosacosb+senasenb.

Em sen(a + b), pela Proposi¢ao temos

sen(a + b) = cos [g—(a—i-b)} = cos[(%—a)—b]
= cos(%—a)-Cosb+sen<g—a)-senb

= senacosb+senbcosa

Em sen(a — b), tem-se

sen(a — b) =senfa + (—b)] = senacosb+ sen(—b)cosa

= senacosb—senbcosa

2.8 Nocoes basicas de Calculo

O desenvolvimento desta segao tem por base as referéncias [14], [15], [16], [17] e
[18].
Para introduzir o conceito de limites, considere o exemplo de particionar um

circulo qualquer, para isso, seja a Figura [2.32
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Figura 2.32: Introdugao do conceito de limites.

Considerando o circulo C, vamos inicialmente dividi-lo em duas partes iguais e
pintar uma delas de azul, assim a parte colorida é 1/2. Depois vamos pintar de
vermelho metade da parte que restou, assim a area colorida é: 1/2 4 1/4. Pintando
novamente metade da area restante de amarelo, a area colorida é: 1/2+1/4+1/8.
Pintando de marrom metade da area que restou, a area total colorida é: 1/2+1/4+
1/8 + 1/16. Continuando o processo, a area colorida se aproxima do valor limite 1.
Dizemos, intuitivamente, que a area total colorida tem limite 1.

Considere os valores da Tabela 2.5t

Tabela 2.5: Nocao intuitiva de limite.

z 19(99/999(9,999 |--- | 10,001 | 10,01 | 10,1
F(z)1010,9[099]0,99 |- | 1,001 | 1,01 | 1,1

Note que a medida que os valores de x tendem a 10 pela esquerda, os valores
de f(z) tendem a 1, assim como quando x tende a 10 pela direita, f(z) também se
aproxima de 1. Neste caso, dizemos que:

lim f(x)=1e lim f(z)=1.

z—10— z—10*

Nesta secao, quando falarmos que os valores de x tendem a uma constante b,
quer dizer que eles se aproximam ou se inclinam para b.

Veremos, a seguir, que dada uma fungao f(x), para o limite de f(z) ser igual a um
namero real L quando z tende a a, devemos ter: gclirorll+ (x) =Le wlf,?_ f(z) = L.
Observemos que na definicao de limites, ndao é preciso que o numero a esteja no
dominio da f, basta que seja extremidade de um intervalo aberto que esteja contido

no dominio da f.
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Definigao 2.8.1. Sejam f uma fungio e a um nimero real tal que a € D(f) ou
(a,y) C D(f). Um nimero real L € dito o limite & direita de f(z) quando x tende

a a pela direita (notagao: lim f(z)=1L) se
Tr—a
Ve>0,30>0|a<z<a+d=|f(x)—L|<e.

Defini¢ao 2.8.2. Sejam f uma fungao e a um nimero real tal que a € D(f) ou
(z,a) C D(f). Um nimero real L é chamado o limite a esquerda de f(x) quando x

tende a a pela esquerda (nota¢iao: lim f(x) = L) se
Tr—a~
Ve>0,30>0|a—d<z<a=|f(x)—L|l<e.

Definicao 2.8.3. Sejam f uma funcao e a um numero real pertencente ao dominio

de [ ou extremidade de um intervalo aberto que esteja contido no dominio de f. Um

numero real L € dito o limite de f(x) quando x tende a a (notagao: lim f(x) = L)
T—a

se
Ve>0,30>0|0< |z —a|<d=|f(x)—L|<e.

Teorema 2.8.4. ([I7, Teorema 3.7.4, pdg. 78]) Se f € definida em um intervalo
aberto contendo a, exceto possivelmente no ponto a, entdo lim f(x) = L se, e so-
Tr—a

mente se, lim f(x) =L e lim f(z)= L.
z—at z—a~

Demonstracao. Suponhamos que lim f(z) = L e lim f(x) = L. Entdo, dado

r—at T—a~

e >0, existem 01 > 0 e 6o > 0 tais que
a<zr<a+d =|flr)-Ll<eces<z<a=|f(r)—L|<e.

Seja 6 = min{dy,02}. Entio a—dy < a—3d ea+d < a+0dy, e portanto, se x # a
ea—0d<xz<a+d, teremos |f(x) — L| < ¢, isto €,

O0<|z—a|l<d=|f(x)—L|<e.

Logo, lim f(z) = L.
T—ra
A demonstracao da reciproca deste resultado seque da definicao de limites e li-

mates laterais.

Defini¢ao 2.8.5. Sejam f uma fun¢ao e a um nimero real tal que a € D(f).
Dizemos que f € continua em a se lim f(x) existe e lim f(z) = f(a). Se lim f(z) =
T—a T—a T—a

f(a),Ya € D(f), entao f € continua em todo o seu dominio.

Exemplo 2.8.6. A fun¢do constante é continua. De fato, sendo f(x) = k,k cons-
tante e a um ponto qualquer de seu dominio, temos |k — k| = 0. Logo, dado ¢ > 0,

existe § > 0 tal que 0 < |z —a| <0 = |k — k| <&, ou seja, im k = k.
r—a

71



Demonstraremos, logo a seguir, algumas das propriedades dos limites, que sao

bem tteis nas demonstracoes e nos exercicios, vide Capitulo

Teorema 2.8.7. Sejam f e g fungoes, W uma constante e suponha que os limites
lim f(x) e lim g(x) existam, entao:
r—a Tr—a

1. im[f(z) & g(z)] = lim f(z) £ lim g(x);

Tr—a T—ra T—a

2. lim f(x) - g(x) = lim f(z) - lim g();

r—a

5. lm W f(az) =W - lim f(2);

r—a

lim f(x)

Demonstracao. Denotemos lim f(z) = M e lim g(z) = N. Temos
r—a Tr—a

1. Mostremos inicialmente que lim|[f(x) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z)
T—a T—a T—a

Como lim f(x) = M e lim g(x) = N, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
r—a T—a

O<l|r—a|l<d = |f(z)— M| <e/2/|g(x)— N|<¢e/2
= |f(z) = M| +|g(x) = N| < ¢
= |f(x) +g(x) = (M + N)| <e,

onde usamos a desiqualdade triangular, vide Proposi¢ao item 5.

Agora mostremos que lim[f(z) — g(x)] = lim f(x) — lim g(z).

Temos que: T—a Tr—a Tr—a
[f(x) = g(z) = (M = N)| = [[f(x) = M]+ [N — g(a)]]
< |f(x) = M+ [N = g(2)]
= [f(x) = M[ + |g(z) — N

De lim f(z) = M e limg(z) = N, para todo ¢ > 0, podemos garantir a
Tr—a Tr—a

existéncia de um 6 > 0 tal que
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O<l|lr—a|l<d = |f(z)—M|<e/2|g(x) — N| <e/2
= |f(x) — M|+ |g(z) = N|<e/2+¢/2
= [f(z) —g(x) - (M - N)| <e

Observemos que sendo n € N e hy, hy,--- , h, fungoes, € vdlido que:
lim[h(x) £ ho(x) £ - -+ £ hy(2)] = lim hy () £ lim hy(z) £ - - £+ lim A, ().
r—a T—a Tr—a Tr—a

A justificacao para este fato seque da associatividade, que € vdlida nos reais,

Pois
tim i () & ) & - = ()] = Bl () & (i) & - = o 2)
= lim ha(z) £ limha(z) £ - 4 by ()]

= lim Ay (x) £ lim ho(x) £ - -+ &+ lim h,(2)

rT—a Tr—a r—a

. Note que:

|f(z)g(z) — MN| = |f(z)g(z) — g(x)M + g(x)M — MN|
= |g(z) - (f(x) = M)+ M- (g(x) — N)
< g(z) - (f(x) = M)|+|M - (9(x) — N)|
= |g(z)| - [f(z) = M|+ |M] - |g(z) — N|

Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

€ €
elg(x) — N| < )
2|g(z)| 2|M|

O0<|z—al<d=|f(zx)— M| <

Assim,
9(x)| - |f(x) = M|+ |M]-|g(z) — N| < |g(x)| + !M‘z\jﬁl =5+

e £ _,
2lg(x)] 2~

Logo, |f(x)g(x) — MN| <e.
. Segue diretamente do item 2 e do Fxemplo pois denotando W = h(z),

temos

lim h(z) - f(x) = lim A(x) - lim f(z) = lm W - lim f(z) = W - lim f(x).

r—a rT—ra rT—a T—a T—ra Tr—ra
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4. Pelo item 2, temos que:

Iy = )y = I g B

Perceba que:

ek e Il S e
= V=gl |-
= lole) = N o

Dado € > 0, existe § > 0 tal que 0 < |z —a| < 6 = |g(z) — N| <e-|g(z)N]|.

Daz,
1 1
<e-|g(z)N|-
lg(z)N| lg(z)N|

Corolario 2.8.8. Sejam f e g fungoes continuas em a e W uma constante, entao

1 L
—— - =|<e.
glx) N

lg() — NI — <, ou sejo,

fxg, f-9, W-fef/lg,g#0, também sao continuas em a.

Demonstracao. Mostremos que f + g € continua em a, as outras demonstragoes
sao andlogas.

Como f e g sao continuas em a, temos que:

lim f(x) = f(a) ¢ lim g(z) = g(a).

T—ra T—ra

Pelo Teorema 2.8.7, item 1, seque que

lim [f(x) £ g(x)] = lim f(z) & lim g(z) = f(a) £ g(a).

T—ra T—a r—a

Observemos que sendo hy, ho, - -+ , h, funcoes continuas em a, entao hy £hy -+
h,, também sao continuas em a, pois pelo Teorema|2.8.

lim[hy(x) 4+ ho(x) & -+ - £ hy(z)] = lim hy(z) £ lim ho(z) £ - - - & lim A, (x)

T—a Tr—a T—a

Tr—ra

= hl(a) + hg(a) +..-£ hn(a)
Proposicao 2.8.9. A funcdo f(x) = 2™ é continua em todo ponto p de seu dominio.

Demonstracao. Devemos mostrar que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, Vp € D(f),

tem-se

|z —p| <d=|2" —p"| <e.
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Note que: 2" —p" = (x —p) - (2" L+ 2" 2p+ -+ ap" 2 + p" 1), Entio

2" =p"| = |r—pl 2" 2" "
< de |2 Pp e ap R
< 0w,

para algum w € R tal que w > |z" ' + 2" 2p+ -+ xp" 2 + p" Y.
Logo, tomando € > ¢ - w, temos |z — p"| < e.

Proposigao 2.8.10. As fung¢des polinomial e racional sao continuas em todo ponto

p de seu dominio.

Demonstragao. Seja f(z) = a,2™ + ap_12" 1+ - + a1z + ag,n € N, uma fungao

polinomial e p um ponto qualquer de seu dominio. Temos:

lim f(z) = lma,z" 4+ ap_12" "+ -+ a1z + ao
T—p T—p

= lima,z" + lim a,_12" ' + - - - + lim a1z + lim aq

= anp" + apap" T+ Fap +ag
= f(p),

onde usamos o Teorema[2.8.7] e a Proposi¢ao[2.8.9

Portanto, f € continua em p.

P
Seja R(z) = ngi,Q(x) # 0, uma fungao racional, onde P(x) e Q(z) sao
x
funcgoes polinomiais. Temos que:
lim P(x)
lim R(x) = lim P@) _ e _ P = R(p).

v =2 Qz)  lImQ(z)  Qp)

Portanto, R € continua em p.

Observagao 2.8.11. Também sao continuas as fungoes trigonométricas, trigono-
métricas inversas, exponenciais, logaritmicas e raizes. As demonstracoes para estes

fatos se encontram nas referéncias [16] e [18].

Teorema 2.8.12. ([18, pag. 115]) Se g for continua em a e f for continua em g(a),
entao a fungao composta f o g dada por (f o g)(x) = f(g(x)) € continua em a.

Demonstragao. Veja [18, pdg. 115].
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Definigao 2.8.13. Sejam f uma fungio e a um nimero real tal que a € D(f) ou

(a,+00) C D(f). Dizemos que lirf f(z) = L se para todo € > 0, existe § > 0 tal
T—>+00
que x > 0 acarreta | f(x) — L| < e.

Definigao 2.8.14. Sejam f uma fun¢ao e d um nimero real tal que d € D(f) ou
(—o0,d) C D(f). Entao lim f(z) = L se para todo € > 0, existe 6 < 0 tal que
T——00

r <0 acarreta |f(z) — L| < e.

1
Exemplo 2.8.15. Mostremos que lim — = 0.

Tz—+o0 T

Intuitivamente, quanto maior o valor de x, mais prozimo de 0 estard a fracdao
1/x.
1

Dado € > 0, podemos tomar 6 > —. Temos que:
€
1 1 1 1
r>0=>—-<-=>-<e=>|-—-0|<e.

z 0 T T

Analogamente, se mostra que lim — = 0.
T——00 I

O problema de definir reta tangente a uma curva qualquer deu origem ao con-
ceito de derivada, um dos mais importantes do Calculo. Entao considerando uma
funcao qualquer f e um ponto P de seu grafico, vamos atribuir um significado a reta

tangente a f em P.
Considere a Figura [2.33}

Figura 2.33: Reta tangente a uma curva qualquer.

Sejam P = (z1, f(x1)) e Q@ = (x2, f(x2)) dois pontos do grafico de f, temos a reta
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r, secante a f em P e (). De acordo com a Secao a inclinagao (ou coeficiente
angular) de r é dada por:
f(@2) — f(x1)

m=—F->=
To — 1

Note que a medida que () se aproxima de P, a reta r se aproxima do que vem a
ser a reta tangente ao grafico de f no ponto P.
Denotando Ax = x9 — x1, a reta tangente ao grafico de f no ponto P é dada

pelo limite abaixo:

lim f(r1 + Ax) — f(m).

Az—0 Azx

Dizemos que o limite acima é a derivada da funcao f no ponto P. De maneira

geral, temos a definicao a seguir:

Definicao 2.8.16. Dada uma funcao f, seja x um ponto qualquer de sew dominio.

A derivada de f em x (notagao: f'(x)) é dada por:

F(x) = lim flz + Azx) — f(x1>'

Az—0 Az

Velocidade e aceleragao sao conceitos que estao relacionados com o topico de
derivadas. Mostremos como esse processo acontece.

Suponha que um objeto se mova de acordo com uma fungao s(t), que representa
o espaco percorrido em funcao de um instante ¢. Imaginemos que esse trajeto ocorra
entre os instantes t e t + At. Entao a velocidade média v, desse objeto entre ¢ e

t + At é dada pela razao:

s(t + At) — s(t)
At '

Agora, considerando intervalos de tempo cada vez menores, definamos a veloci-

dade instantanea v(t) no intante t por:

A aceleragao média a,, desse objeto entre t e At é dada por:

v(t + At) —v(t)
Ay = .
" At
Tomando intervalos de tempo cada vez menores, temos a aceleracao instantanea

a(t) desse objeto no instante t:

v(t+ At) —o(t)
Az—0 At .

77



Perceba que a(t) = v/'(t). Como v(t) = §'(t), temos a(t) = $"(t), isto &, a
aceleragao instantanea de um objeto no instante ¢ é a segunda derivada da func¢ao

que representa a posi¢ao desse objeto em t.
Proposicao 2.8.17. A derivada da fungao constante € zero.

Demonstragao. Seja f(x) = k, k constante. Temos que:

. fle+ Az) — f(x) . k—k .
/ _ _ _ _
f(z) = Alalcm() . = Alimo = Alggmoo = 0.

Proposicao 2.8.18. Se f € uma funcao derivdvel, entiao f é continua em todo ponto

de seu dominio.

Demonstracao. Dado x € D(f), temos, por hipdtese, que

o) =t JEHAD) @)

Az—0 Az

Para todo a € D(f), denotando Ax = x — a, temos

lim(f(x) - f()] = lim [f(a+Ax)— f(a)]

T—a Az—0

A
= Jim [f(a+A2) - f(a)] - T
_ oy |fletAr) - fa)]
Az—0 Ax
= lim flat Ax) — fla) - lim Az
Axz—0 Al’ Ax—0
- Ja)-0=0

Logo, lim /() = f(a).
Proposicao 2.8.19. Sejam f e g funcoes de varidvel real x e W uma constante.
Suponhamos que f e g sejam derivdveis, entao

1 (f+9)(x) = f(x) +g'(x);

2. (Regra do produto) (f - g)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x);

3. (W) (z) =Wf(z).

f'(x)g(x) — f(x)g'(x)
lg(x)]? '

Demonstracgao. Sendo f e g derivdveis, entao

o) =t FE DD @)

Az—0 Az Az—0 Ax

4. (Regra do quociente) <§), (z) =




1. Temos que:

(f +9)(x)

[f(x + Ax) + g(x + Az)] — [f(2) + g(2)]

Az—0 Az

i @+ Az) — f@)] + |g(z + Az) — g(2)]
AnDo Az

. fle+Ax) = flz) . glz+ Az) —g(x)
Ali-—m Az + Aliglo Az
f(z) +g'(x)

Ax

glx + Ax) - [f(x + Az) — f(=)] + f(x) - [9(z + Az) — g(2)]

gz + Ax) - [f(x + Ax) — f(z)]

Ax
+ i S0 Lo+ A2) — g(a)

= lim g(z+Ax) ~Alj€130 Ao

Ax Az—0 Ax

[z + Az) — f(2)

* S fe

= f'(z)g(z) + f(z)d'(x), onde Alimog(rv + Azx) = g(x) justifica-se pela Propo-

sigiio 2818,

3. Fagamos h(x) = W, entao

(h- ) (x) = W) f(x) + W) f(x) = 0 flz) + W f'(x) = W - ['(z), onde
usamos o item 2 e a Proposi¢ao[2.8.17

f(x)
g()

4. Note que:
1

= f(x) - L Pelo item 2, (i) () = f'(z) - == + f(2) -

g9() g g()

/ 1 /
(—) (x). Agora vamos dar um significado para (—) (x). Temos:
g g

1 1 g(x) — gz + Ax)
@AY @) . g() g(ot Aa)
Az—0 Ax Az—0 Ax

—lgla+Ar) — g(@)] | 1

a0 g(x)-glx+Az) Az




Observacgao 2.8.20. Segue dos itens 1 e 3 que (f —g)'(x)
pois (f = g)'(x) = (f +(=1) - 9)'(z) = f'(z) + [(-1)g] (x)

f'(x) —g'(x).

f'(x) = g'(x). De fato,
f'(@) +(=1) - g'(x)

Dadas as fungoes hy, ho, -+ ,hy,n € N, vale

Temos que:

Ry (x) £ hy(x) £ - £ 1 (x).

[hy £ (h_24---h,)](x)
hi(x) £ (hg £ -+ hy,) ()

Ry (x) £ hy(z) £ -+ £ 1 (x).

Dadas duas fungoes derivaveis, existe uma regra que permite calcular a derivada

da composta entre elas, a essa regra tem-se a denominacao de Regra da Cadeia.

Teorema 2.8.21. ([16, pdg. 171-172])(Regra da cadeia) Sejam y = f(z) e x = g(t)

duas fungoes derivdveis, com Imy, C Dy. Entao a composta h(t) = f(g(t)) € derivdvel

e vale a regra da cadeia

W(t) = f'(g()g'(t),t € Dy.

Demonstracao. Veja [16, pag. 171-172].

Proposigao 2.8.22. Dadosn € Z e f(x) = 2", entio f'(x) = nz" .

Demonstragao. Mostremos a validade da proposicao em N e, em sequida, em Z.

Suponhamos inicialmente n € N, sabemos que dados a,b € R, tem-se

a" = b =(a—0b)-(a" P+ a" bt Fa BT,

Temos que:
. (x+Ax)" — 2™
o) —
o= A
_ 1 Az -[(z+Ax)" P+ (@ 4+Ax)" x4 (x4 Az) a2+ 2™
" Ao Ax

Az—0

lim (z+Az)" '+ lim (r+A2)" % 2+---+ lim (z+Az)-2" 2+ lim 2"~
Az—0 Az—0

1
Az—0

:l’n_1+$n_2'.1'—|—"'+.T'£L'n_2+l'n_1:nl'n_l.

Agora considere o niimero —n, assim
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xrn [xn]Q
= fl)= T
= f(x) = —na" .7

= f,(l') = _nl‘_n_17

onde usamos a regra do quociente, vide Proposi¢ao[2.8.19, item 4.

Sen =0, tem-se f(x) =1, donde f'(x) = 0.

Com isso, mostramos que dado n € Z, vale f'(x) = nz" L.

Ao longo deste trabalho vimos fun¢oes definidas explicitamente, tais como y =
arx+b;a,b €R,a#0ey = ar’>+br+c,a,b,c € R,# 0. Em determinadas situacoes,
uma funcao pode ser dada por meio de uma equacao, sem que seja explicitada a
sua lei de correspondéncia. De maneira geral, se uma funcao y = f(z) satisfaz a
identidade H(z,y) = 0,Vz € D(f), dizemos que y = f(x) é uma funcdo definida
implicitamente.

Sao exemplos de funcoes definidas implicitamente 22 + 3% = 9, onde y > 0 e
y=v9—12ey—2zy+1=0, ondey:—l_zx.

O processo de derivacao de uma funcao dada implicitamente é visto no exemplo

a seguir:

Exemplo 2.8.23. Considere uma fun¢ao y = f(z) dada implicitamente pela equa-
cio xy* + 2> + 3z —y = 0. Calcule y'.

Nao precisamos isolar y para entao calcular iy, sendo y uma funcgao de x, vamos
aplicar a regra da cadeia (Proposi¢ao e as propriedades de derivacao vistas
na Proposi¢io[2.8.19. Temos

(zy* +2° +30—y)' =0 = (2v°) +(2¢°) +(Bz) =y =0
= 1-y’+a2-2y- 9y +65° -y +3—y =0
= ¢y -uy+6y*—1)=y*—3
: y’ -3

= - J -
4 2y + 6y% — 1

Agora vamos demonstrar que a féormula da derivada de uma poténcia vista na

Proposigao [2.8.22] é valida em todo R.

Proposigao 2.8.24. Dados r € Q e f(z) = 2", entao f'(x) = ra"'. Também, se
a €R—Q e h(x) =x% vale W' (z) = az* !,
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Demonstracgao. Denotemos r = ]—?;p, qE€Z,q#0, sendoy = f(x), temos
q

y:xgz(xp)%:yqzxp:yq—xpzo.

Derivando implicitamente em rela¢ao a x, vamos ter

p—1 p—1 p—1 »
qufl . y/ _pl,pfl -0 = y/ _ bx _ pa:p _ px __ B< p—1 ~a:5_p)
q—1 M\a—1 p—2
qy q-(xa) grP"a 4
/ P r_4
y = —XI1
q

= fl(z)=ra""

Agora, se a € R — Q, como o conjunto Q dos nimeros racionais € denso em
R, podemos considerar r,s € Q com r < o < s tais que a diferenca |r — s| seja
tao pequena quanto se deseje. Como a proposi¢cdo € vdlida em Q, consequentemente
valerda em R —Q também. Portanto, o resultado € verdadeiro para qualquer expoente

real.

Teorema 2.8.25. ([16, pdg. 148]) Sao vdlidas as formulas de deriva¢ao:
1. f(x)=€e"= f'(x) =¢€";
2. g(z) =lnzx = ¢'(v) = i, x> 0.

z+h T eh -1

- i1 —et e
Demonstrhagao. 1. Temos: f'(x) = }lg% — }lg%e : e®, pois
-1
lim & =1, veja Exemplo|2.8.29.
h—0
1 h)—1 1 h h
2. ¢'(z) = lim n(z+h) = Ine = lim —In (1 + —). Fazendo v = —, temos
h—0 h h—0 h x x

1 1
lim In(1 +u)ﬁ = lim — In(1 —|—u)% = —, pois lim(1 +u)% = e, veja Se¢do .
u—0 u—0 x u—0

Observagao 2.8.26. A Proposicao pode ser estendida para qualquer base real
positiva e diferente de 1. Entao dado a € R,0 < a # 1, se f(x) = a*, denotando

y = f(z) e aplicando derivagio implicita, vamos ter

y=a"=lny=Ina" =xrlna = Iny—zlha=0

1
= —.y —Ina=0
Yy
y/
= = =1Ina
Yy
= Yy =d"lna

82



Analogamente, se f(x) =log, x, seque que

yzlogaxiay:alogax:x = ay—2=0
= a’lna-y—1=0
= ¢ = L
y= al*g. . Ina
, 1
= y =
zlna

Teorema 2.8.27. ([16, pdg. 149-150]) Sao vdlidas as formulas de derivagao:
(1) sen’x = cosx;
(2) cos’ x = —senx;

Demonstracao. Veja [16, pag. 150].

Em alguns problemas nos deparamos com indeterminagoes matemaéticas, a que
trataremos no Teorema [2.8.28 é uma do tipo 0/0. A regra que nos permite calcular
limites que nos levam a essa indeterminacao é conhecida como Regra de L’Hospital.

Entao sendo f e g fungoes derivaveis, tem-se

Teorema 2.8.28. ([19, Teorema 6, pdg. 318]) Suponha que f(a) = g(a) = 0, que
f'(a) e ¢'(a) existam e que ¢'(a) # 0. Entao

flx) _ f'(a)

Shga) gl

Demonstragao. Temos

f'(a) }grcll T—a — T—a L fx—f(a)_l. M
gl@) ~ 9@ —gla) e gle) —gl@) v glz) —gla) e gla)
T—a r—a xr—a
el —1

Exemplo 2.8.29. Mostrar que = ,1}“%
o
h

e 0
Note que }lLir% gera uma forma indeterminada do tipo o Pelo Teorema
%

[2.8:28, temos

h—0 h C h—o 1

Uma outra aplicacao de derivada é o calculo de maximos e minimos de fungoes,

que estudaremos logo a seguir.

Consideremos a figura [2.34]
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N | —————
IS

Figura 2.34: p é ponto de inflexao de f.

Definicao 2.8.30. (10, pdg. 239]) Sejam f uma fung¢do e p € Dy, com f continua
em p. Dizemos que p € ponto de inflexao de f se existirem nimeros reais a e b, com

p €]a,b[C Dy, tal que f tenha concavidades contrdrias em |a,p[ e em |p, b[.

Teorema 2.8.31. ([16, pdg. 239]) Seja f uma fungao que admite derivada até a

sequnda ordem no intervalo aberto I. Entao
(1) Se f"(x) >0 em I, entdo f serd concava para cima em 1.
(2) Se f"(x) <0 em I, entao [ serd concava para baizo em I.
Demonstracao. Veja [16, pag. 239-240].

Observagao 2.8.32. Seque do Teorema [2.8.31 que dada uma func¢do f, continua,
que admite derivada de sequnda ordem em um intervalo aberto I, o (s) ponto (s) de
inflexao de f é (sao) obtido (s) calculando-se f"(x) = 0.

Teorema 2.8.33. ([I7, pdg. 199]) Seja f uma funcio continua no intervalo [a,b]

e derivdvel no intervalo (a,b).
1. Se f'(x) > 0, Vx € (a,b), entdo f € crescente em [a, b|;
2. Se f'(x) <0,V € (a,b), entao f € decrescente em |a,b].
Demonstracao. Veja [17, pag. 199-200].

Definicao 2.8.34. Sendo f uma funcao derivdvel e p € Dy, p € dito ponto ou valor
critico de f se f'(p) = 0.

Veremos, no Teorema [2.8.35 um tipo de critério para determinacao de maximos

e minimos de fungoes, ele é chamado de critério ou teste da derivada primeira.
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Teorema 2.8.35. ([17, pdg. 201]) Seja f wma fun¢do continua num intervalo
fechado [a,b] que possui derivada em todo ponto do intervalo (a,b), exceto possivel-

mente num ponto c.

1. Se f'(x) >0, Ve < ce f'(zr) <0,V > ¢, entdo f tem um mdzimo relativo

em c;

2. Se f'(x) <0,V <ce f(x) >0,V >c, entdo f tem um minimo relativo

em c.

Demonstracao. 1. Da Proposicao vamos ter que f € crescente em [a, c|
e decrescente em [c,b], logo f(x) < f(c), Vx # ¢ em (a,b).

2. Da Proposicao temos que f € decrescente em [a, c] e crescente em [c, b],
portanto f(x) > f(x), Vo # ¢ em (a,b).

Exemplo 2.8.36. Estude o comportamento da funcao f(x) = 23 + ng + 4 com
relacao aos seus mdrimos e minimos locais.

Primeiro determinemos os pontos criticos de f.

Temos que:

f'(z) = 32z% + 9z, donde f'(x) =0 se, e somente, se x =0 ou x = —3.

Assim, os pontos criticos de f sao —3 € 0. Como [’ € uma funcao quadrdtica, f’
¢ positiva para © < —3 e x > 0 e negativa para —3 < x < 0, vide Segao[2.3. Logo,
pela Proposicao f € crescente em (—o0, —3) e (0,400); por outro lado, f €
decrescente em [—3,0].

Como f' muda de positivo para negativo em —3, pelo Teorema[2.8.35, f tem um
mdzimo relativo em —3. Analogamente, f tem um minimo relativo em 0.

Veja, na Figura|2.35, o grifico de f.
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9
f(z) :x3+§x2+4

9
Figura 2.35: Grafico da fungao f(z) = 23 + §x2 +4.

Em Matematica, € comum nos depararmos com operacoes que sao inversas uma
da outra, os casos mais comuns sao de adi¢ao e subtracao e multiplicacao e divisao.
No estudo de Calculo, a derivagao possui uma operagao inversa, chamada integragao.
Entao veremos inicialmente a integral indefinida, como sendo o processo inverso da
derivacao, depois a integral definida a partir do problema de area e, por fim, o
Teorema Fundamental do Calculo, um dos resultados mais importantes do Calculo

Diferencial e Integral.

Definigao 2.8.37. Sejam f uma funcao e I C D(f) um intervalo aberto. Dizemos
que uma fungao F é uma primitiva de f em I se, para todo x € I, tivermos F'(x) =
f(z).

4
Exemplo 2.8.38. Note que a fun¢io F(z) = % + 2x + 1 € uma primitiva de

f(x) = 23+ 2, em um intervalo aberto I C D(f), pois F'(z) = 2 +2,Vx € I. De
maneira geral, qualquer fungcao H tal que H'(x) = f(x),Yx € I € uma primitiva de
feml.

Proposigao 2.8.39. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto I. Se uma
funcao F' é uma primitiva de f em I e k € uma constante, entdao o conjunto de todas

as primitivas de f em I € dado por:

W ={H,H(z) = F(x)+ k,Vx € I}.
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Demonstracao. Sendo F' uma primitiva de f em I, temos F'(z) = f(x),Vo € 1.
Definamos uma fungao H tal que H(x) = F(x) + k, entao H'(x) = (F(x) + k)" =
F'(x)+ k' = F'(x),Yx € 1. Assim, sendo H uma primitiva qualquer de f em I,
temos H(x) = F(x) + k, k constante.

A proposicao acima nos diz que uma funcdo f que admite uma primitiva F' em
um intervalo aberto I C D(f), admitira infinitas primitivas nesse mesmo intervalo,

que diferirao por uma constante.

Definigao 2.8.40. Sejam [ uma funcio e I C D(f) um intervalo aberto. Se F é
uma primitiva de f em I, dizemos que F(x) + k, k constante, é a integral definida

de f em I. Notagao: [ f(x)dx = F(x)+k, onde dz indica a varidvel de integragao.

Proposicao 2.8.41. Sejam f e g funcoes definidas em um intervalo aberto I e k

uma constante, entao
1 [kf(x)de =k [ f(z)dx;
2. Jlf (@) +g(@))de = [ f(z)de + [ g(z)d.

Demonstracao. 1. Seja F(z) + Cy, C; constante, uma primitiva de f em I,
entio F'(x) = f(x),Yx € I, donde kF'(x) = kf(x), ou seja, kF(x) + Cy, Cy

constante, € uma primitiva de kf(x).
Temos que:
k[ f(x)dx = k[F(z) + C1] = kF(z) + kC;.
Denotando Cy = kCy, temos k [ f(z)dx = kF(x) + Cs.
Logo, [ kf(z)dx =k [ f(x)dx.
2. Sejam F(x) + w; e G(x) + wy, wy € wy constantes, primitivas de f e g, res-
pectivamente, em I. Temos que:

[ f(x)dz + [g(z)dx = F(z) + w; + G(z) + we = F(x) + G(x) + w3, com

W3 = W1 + Wa.

Como (F(z) + G(z) + w3)' = F'(z) + G'(z) = f(x) + g(x), seque que

Jlf (@) + g(@)lde = [ f(z)dz + [ g(x)dz.

Exemplo 2.8.42. 1. Sendo f(z) = 2, onde k é um niimero real fixo nao-nulo,
k41
entao /xkdx ! + C, C constante.
k+1
k41 ! k+1
De fato, pois <k:—|—1 +C’> = 2%, ou seja, 1 + C € uma primitiva de

f(x) = a*.
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Agora considerando a fungdo h(z) = a;x® + aga® + -+ + a,2* n € N e

ki, ko, -k, € R, pelo que acabamos de mostrar e pela Proposicao (2.8.41
seque que
k1+1 ko+1
z x k,+1
hz)de — a: - . cta,- ,
/ (@)de = ay - g ar g b e

1
2. Se f(x) = ek #0, ent&o/f(x)dx = Inz+C, C constante, pois (Inz+C') =
1

T
3. Se f(x) = e*, temos /f(x)dx ="+ C, C constante pois (e* + C) = e”.

4. Sendo f(x) = coszx e h(z) =senx, temos
/f(x)dx =senz+C] e /h(m)da: = —cosx + Cy, Cy e Cy constantes.
De fato, pois

(senz + Cy) =cosx e (—cosz + Cy) = —(—senx) = senz.

Areas de figuras planas, tais como triangulo, quadrado e retangulo sao familiares
e sabemos, com técnicas simples, desenvolver os calculos. Se nos depararmos com
um poligono regular de n lados, bastamos dividi-lo em n tridangulos, de mesma area,
e calcularmos a sua area, somando ao final, veja [I8]. Porém, se precisarmos calcular
a area de uma figura qualquer, necessitaremos de um método mais sofisticado.

Com base na referéncia [17], vamos apresentar o conceito de integral definida a
partir do problema de se calcular areas de regides quaisquer.

E interessante observar como o pensamento humano evoluiu ao longo de nossa
historia. Hoje temos uma ciéncia mais sofisticada e acessivel, onde todos nos en-
quanto pesquisadores, professores e alunos estamos fazendo proveito de tudo que foi
construido até os presentes dias.

Antigamente, ao se calcular a area de determinadas figuras, aproximavam-se por
areas de figuras planas ja conhecidas; esse processo ficou conhecido como método da
exaustao. Por exemplo, na area de um circulo, eram inscritos tridngulos e por meio
das areas deles tinha-se uma aproximacao para a area do circulo, quanto maior for

o numero de tridngulos, melhor seré essa aproximacao, veja a Figura [2.36]
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Figura 2.36: Ideia intuitiva para a area de um circulo.

Considere a regiao S dada na Figura

Figura 2.37: Area da regido S.

A regiao S estd compreendida entre o grafico da fungao continua f(x), o eixo
OX easretasx =aex =bh.

Vamos particionar o intervalo [a,b] em n subintervalos da seguinte forma: a =
T < Ty < -+ < Xp1 < x, =Db. Aproximemos a area de S por n retangulos, nao

necessariamente iguais, conforme a Figura [2.38
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0 a=a1my 3y 00 Ticl Ti n-1p = x,

Figura 2.38: Uma aproximagao por retangulos para a area de S.

Considerando o intervalo [z;_1,z;], seja Ax; o comprimento desse intervalo.
Sendo ¢; um ponto de [x;_1,x;], vamos ter que a altura do i-ésimo retéangulo é

de f(c;). Assim, a soma das areas dos n retangulos, representada por .S, é:
Sn = f(cl)Axl + f(CQ)AxQ + - + Cn Axn Z f C’L Azz

Esta soma é chamada soma de Riemann.

Portanto, a area da regiao S, denotada por A, é:

= lim Z fle)Ax;.

mazx Ax;—0

Definicao 2.8.43. ([17, pdg. 260]) Seja f uma fun¢ao definida no intervalo [a,b] e
seja P uma particao qualquer de [a,b]. A integral definida de f de a até b, denotada
b

por/ f(z)dz, é dada por:

b n
/a f(.%')d.l? - mazlgrxli—w; f(CZ)Ax“

b
desde que o limite do 2° membro exista. Se f(x)dx existe, dizemos que f €

integrdvel em [a,b]. Na notagao, a e b sao chamados de limites de integragao.

Proposicao 2.8.44. Se f e g sdo fungoes integrdveis no intervalo [a,b] e k é uma

constante, entio sendo k- f e f + g integrdveis em |a,b|, vale:

1. /abkf(x)dx = k/abf(m)dx
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e | @) + (o) = / e+ / ' gla)da
. 1) st = [ swas~ [ gty

Demonstragao. 1. Temos que:

n

- mathrgrli—)O ki Zl: f<CZ)AxZ

= /ab kf(x)dx

b
k/a f(z)dx = lmathn;Z_)OZf ¢ Az,

2. Temos,

/ab f(z)dz + /abg(x)dx = mawlggﬁ()Zf ci)Az; + mamh&l %OZQ c;)Ax;
Z fle)Ax; + Zg(ci)Axi
i=1 i=1

b
= [ 1@+ g@)ds

= lim
mazx Azx;—0

3. Temos, pelos itens 1 e 2, que

b b
/ f(2) - gla)de = / @)+ (~1) - g(x))da

- /abf(x)d:z: + /ab(—l)g(x)dflf
— /abf(:c)dx +(-1)- /abg(l’)dfﬂ
_ /abf(x)dx—/abg(x)dx

Apresentemos o Teorema Fundamental do Calculo, que relaciona a integragao
com a diferenciagao, onde uma operacao seria a inversa da outra, tais como adi¢ao

e subtracao, multiplicacao e divisao e potenciagao e radiciagao.

Teorema 2.8.45. ([I8, pdg. 356]) Suponha que f seja integravel em |a, b].

(1) Se g(x / f(t)dt, entao ¢'(x) = f(x).
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b
(2) / flz)dz = F(b) — F(a), onde F é qualquer primitiva de f, isto €, uma
ftcbbng:(io tal que F' = f.

Demonstracao. Veja [18, pag. 252] e [18, pdg. 252].

6
Exemplo 2.8.46. 1. Sendo f(x) = 3z* + 2z + 1, calcule / f(z)dz.
4
Como g(x) = 2° + 2% + = € uma antiderivada de f(x), temos

/6f(:z:)d:z: = (6°+ 6%+ 6) — (4° + 42 + 4) = 174.
4

2. Calcule a drea delimitada pela curva f(z) = —2* + 4x e o eizo OX.

Considerando a Figura|2.39, vamos ter:

4 —43 —64 96 64
—? tdr)dr = — +2-4°= ——+32="— —
/O(x—l—:c):c 3 + 5 + 5 5

32

= — =~ 10,7.
3 )

f(x) = -2’ +4a

Figura 2.39: Representacgao grafica.
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Capitulo 3

Resolucao de questoes de concursos

3.1 Funcoes - Propriedades Gerais

Questao 3.1.1. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2009) Julgue os itens sequin-
tes relativos a funcoes, considerando que o dominio de cada uma delas € o conjunto

dos numeros reais.
(I) f(z)=sen(3x) - cos(4z) € uma fungao impar;
(II) Se g(z) e h(x) sao fungoes pares, entao f(x) = g(x)+ h(x) é uma fungao par;

(III) Em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais XOY |, o grdfico de uma
fungao itmpar, da forma y = f(x), nao nula, é simétrico em rela¢io ao eixo
oY,

(IV) Se [f(x)]* € uma fungdo par, entdo, necessariamente, f(x) é também uma

fungao par.
Estao certos apenas os itens:
(A) Iell;
(B) I eIl
(C) Il e IV;
(D) Il e IV.

Solucgao. Analisemos os itens separadamente.

(1) Item correto, pois do fato da fungao seno ser impar, temos

f(=z) = sen(—3z) - cos(—4x)
= —sen(3x) - cos(4x)

= —f().
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II. Item correto, pois

O ~f()

Figura 3.1: Dois pontos quaisquer de uma funcao impar.

Com isso, vemos que o grdfico de f € simétrico em relagao a origem.
IV. Item falso. Seja x® wma funcdao par, porém x é uma funcao impar.
Gabarito: "A".

Questao 3.1.2. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2013) Assinale a opg¢ao cor-

respondente ao dominio da fungio y = f(x) = —z++/(z + 2)?9 — 2200 no conjunto

dos mimeros reais.
(A) (=00, —1].
(B) [0,4+00).
(C) [-1,+00).
(D) [0,200).
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(E) (—o0,+00).

Solucgao. Como o conjunto dos numeros reais nao admite raiz de nimero negativo,

200

devemos ter (x + 2) 22 > 0. Faremos por dedugio. Perceba, x +2 e x tém o

mesmo expoente, que ¢ 200. Alem disso, (x + 2)?° nos dard valores nao-negativos

200

enquanto —x=°, negativos. Com isso, devemos apenas resolver a simples inequag¢ao

r+ 2> —x, assim x > —1. Logo, o dominio desta fun¢do é o conjunto [—1,400).
Letra "C".

Questao 3.1.3. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/PA 2006) Considere as sequintes

funcoes definidas no conjunto dos nimeros reais:
F(x) =3z —4x +1; H(z) = |2 — 2|.
A respeito dessas fungoes, € correto afirmar que
(A) A fungio F € uma fungao par.

(B) A funcao F, quando restrita a semi-reta x > =, admite inversa.

Wl N

(C) A fungao H € uma fungao crescente.
(D) A fun¢ao H, quando restrita a semi-reta x < 2, admite inversa.

Solugao. Analisemos cada um dos itens. Serd se F' € uma func¢ao par? A resposta
€ que nao, pois F(1) = 0 # 8 = F(—1). H ¢€ crescente? Também nao, pois
H(-1)=|(-1® -2 =|—-1-2|=|-3| =3 e HO) = | — 2| = 2. Nos restou
os itens "B"e "D". Uma func¢ao admite inversa se, e somente se, for bijetiva (ver
Observagao . Vejamos a fungdao H, considere |x3 —2| = d, para algum d € R,
entdo 2° — 2 =d ou 2° — 2 = —d, donde x = /d+2 ou v = /—d+2. Assim
vemos que H nao € injetiva, logo nao serd bijetiva. Nos sobrou o item B, que € o

correto. Veja, o x, de F é 3 (ver Segao|2.3). Assim, se restrita a semirreta x > 3

ou xr < 3’ a fungcao F serd injetiva e como jd € sobrejetiva, serd também bijetiva,
veja Figura[3.3
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F(z) = 32% 4 42 + 1

\/ x
2
3

:L’v ==

Figura 3.2: Grafico da fungao F'(z) = 3z* — 4z + 1.

Questao 3.1.4. (UECE - SEDUC/CE 2018) Considere a sequéncia (a,) definida

Como Seque:

CL1:]_
&2:1+2
CL3:2+3+4

as,=44+5+6+7
as =T7+8+9+10+ 11

Observe que o termo a, € a soma de n inteiros consecutivos. Nessas condigoes,

o termo ayy € igual a
(A) 561.
(B) 415.
(C) 481.
(D) 465.

Solugao. Seja (a,) = (1,3,9,22,45,---). Considere a nova sequéncia (b,) definida
por: (b,) = (3—1,9—-3,22—-9,45-22---) = (2,6,13,23,---). Agora seja (c,)
outra nova sequéncia tal que (¢,) = (6 — 2,13 — 6,23 — 13,---) = (4,7,10,---).
Perceba que (¢,,) é uma PA de razao 3, logo (a,) é uma PA de terceira ordem. Com

isso, o termo geral de (a,) € dado por wma fungao polinomial de terceiro grau.
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Temos que: a, = an® +bn*+cn+d, a #0.

Comoa; =1, a, =3, a3 =9 e ay = 22, considere o sistema:

(
a+b+ct+d=1
—T7a—3b—c= -2
Qa+4b+2c+d =3 12a +2b=14
= 4§ —19a —5b—c= —6 =
27a +9b+3c+d =9 18a +2b=17

370 —Tb—c=—13
\64a+16b+4c+d:22

Nas passagens acima, subtraimos equagao por equagao, repetindo este processo

1
no ultimo sistema, teremos —6a = —3, donde a = 5 Substituindo nas outras
~ 3 - 1 3 2
equagoes, b= —1, c= = ed = 0. Dai, vem a, = §n —n”+ §n

1 3
Logo, a1 = 3 x 113 —11%2 — 3 x 11 = 561. Portanto, € a letra "A".

Para responder as Questoes de a as fungoes reais de variavel real

consideradas sao:

f) =2t egla)=""2

Os dominios e os conjuntos imagens (ou conjuntos de valores) dessas fungoes sao
identificados por: Dom(f), Im(f), Dom(g) e Im(g) respectivamente. R representa

o conjunto dos niimeros reais.

Questao 3.1.5. (UECE - SEDUC/CE 2018) Sendo Dom(f) = R—{m}, Dom(g) =
R—{p} e Im(g) = R—{q}, a soma m + p+ q € igual a

(4) 4.
(B) 6.
(C) 5.
(D) 3.

Solucao. Temos que:

Entao Dom(f) = R—{0}, assim m = 0.
Quanto a g, Dom(g) = R—{2}, donde p = 2.

Para sabermos o conjunto imagem de g, vejamos:
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r—3
Tr— 2

g(x) = = z-g(x)-2-g(x) =z -3

= z-g(r)=x—-3+2-g(x)

Dai, se g(z) = 1, teriamos 3 = 2, um absurdo. Logo, ¢ = 1.
Assim, m+p+q=0+2+1=3. Letra "D".

Questao 3.1.6. (UECE - SEDUC/CE 2018) A fungio g : R—{p} — R—{q} €

b
invertivel. Sua inversa g~' : R—{q} — R—{p} tem a forma g~ '(z) = G com

T —+c

a, b e c constantes. Nestas condigoes, a soma a + b+ ¢ € igual a:
(A) —4.

(B) 3.

(C) —2.

(D) 5.

Solugao. Temos que:

o) =222 = gla)a—2g(0) = -3
= g(r) -z —x=-3+2¢g(x)
= x-(g(r)=1)=2-g(z) -3
_2-9(x) =3
T @) 1
Assim, g (z) = 25:13.

Logo, a =2,b=—-3 ec=—1 ¢, portanto, a +b+c=2—-3—-1=2—-4= -2,
Gabarito: letra "C".

Questao 3.1.7. (UECE - SEDUC/CE 2018) Sendo f : R — {0} — R, podemos

afirmar corretamente que a imagem de f € o conjunto
(A) (—o0, —2]U[2,400).

(B) (—o0,—1) U (1, 400).

(C) (—00,0) U (0, +00).

(D) (=00, =2) U (1, 400)

98



Solugao. Temos que: Im(f) = {y € Rly = f(z), para algum x € R — {0}}. De

2+ 1

flx) = ,vem 22 —x - f(x) +1 = 0. Perceba que se o delta desta equagao
x

for negativo, nao existe x € R—{0} tal que y = f(x). Entao fazendo A < 0, temos
f(x)? —4 < 0, donde f(x)* < 4. Logo, —2 < f(x) < 2. Assim, esta fungdo nao
possui imagem no congunto (—2,2). Portanto, Im(f) = (—oo, —2] U [2,+00). Letra
//A f/'

Questao 3.1.8. (UECE - SEDUC/CE 2018) Se z € o resultado da soma das coor-
denadas cartesianas dos pontos de intersegcao dos grdficos de f e de g com o0s eixos

coordenados, entao z € igual a
(A) 3,5.

(B) 4.

(C) 3.

(D) 4,5.

Solugao. Em f(x), nao ha intersegio do grafico com os eixos coordenados, pois
r#0ef(x)#0,Vre R—{0}. Quanto a g(x), se x =0, entdo g(0) = 3/2. Se

3 3 6 9
g(x) =0, vem x = 3. Logo, somando, resulta: ) +3 = 3 + 3=5= 4,5. Letra
//D //'

Questao 3.1.9. (UECE - SEDUC/CFE 2018) f : R—{m} — R e g : R—{p} —

R—{q} é correto afirmar que

(A) As duas fungoes sao injetivas.

(B) Somente uma das fungoes € injetiva.

(C) Nenhuma das fungoes é bijetiva.

(D) As duas fungdes sao sobrejetivas.
Solugao. f : R—{m} — R ndo é sobrejetiva, ji que (—oo,—2] U [2,+00) # R.
Lembremos que para uma funcao ser sobrejetiva, contradominio e imagem devem

2+ 1
x

coincidir. Também, f nao € injetiva, considere =k, k € R, as raizes da

equacdo x> — -k +1 =0 sdo

_ kv ko VR

2 v 2

X
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Assim, para k # +2, existirao dois elementos no dominio de f a se corresponder

com k, isso mostra a nao-injetividade de f. Entao, nao pode ser as letras "A'e
/ID I/.
Vejamos a fungao g. g : R—{p} — R—{q} € injetiva? Considere g(x1) = g(z2),

devemos provar que necessariamente r1 = xy. Temos

$1—3_[L’2—3

= = X1 Ty — 211 —3x9+6=2x1 29— 311 — 225+ 6
ZE1—2 I‘Q—Q
= T = T9,

como quem’amos.

Entao a g é 1-1 (injetiva). Logo, a alternativa "B"€é a correta. Para encerrar, a

y—3
,y# L
y—1

g também € sobre, basta tomarmos x =

Questao 3.1.10. (IBADE - Pref. de Manaus - AM 2018) Considere as fungoes

—1
flz—4) = a ¢ g(3x 4+ 1) = 6x + 5, definidas de R — R. Dessa forma, pode-se

afirmar que g(f(f(x))) € igual a:

Tr+4

xr + 39
B .
)
3r + 49
r+9
D .
)
Solucao. Temos que:
-1
flz—4) = x4 e g(3x +1) =6x +5.
x+3 .
Note que: f(x) = ¢ g(x) = 2x+3 (basta verificar com f(x—4) e g(3z+1).)

Assim,

g(f(f(x)))=g<%4+3)=g(x?) = g<x1r615>

:U—|—15>
~ 2. 3
( 16 +

B $+15+24
N 8 8
B x + 39

- 8
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Gabarito: letra "B".

Questao 3.1.11. (CONSULPAM - Pref. de Pentecoste - CE 2014) Sabendo que

a fungcao f : R — R € tal que para qualquer x e y pertencentes ao seu dominio,
flx+y) = f(z)+ f(y) e f(3) =1, podemos afirmar que:

(A) f(4) =3+ f(1).
(B) f(4) = f(3)+1.
(C) f(4) = f(3)- f(1).
(D) f(4) =1+1/3.
Solugdo. Como f(z+y) = f(z)+ f(y), Yo,y € R, em particular, vale para

r=y=0

Assim f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0), donde

£(0) = 0.

Agora perceba que:

fB) =fA+(=1) = f@+f(=1)=1

Como f(4) = f(2+2) = f(2) + f(2). Usando f(2) =1— f(1), temos

Fa) =2 2f(1).
Note que f(0) = f(14 (=1)) = f(1) + f(=1). De f(0) =0, vem

f) = =f(=1).
De f(4)=1— f(=1) e f(4) =2—=2f(1), temos
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L=f=)=2=2f(1) = 1=2f(1) = f(=1) = 1=2[-f(=D]=f(=1)
= 1= -2/(-1) = f(-])
= 1=-3f(-1)
= f(=1)=-1/3,

onde usamos f(1) = —f(—1).

Substituindo em f(4) =1 — f(—1), concluimos que

f(4)=1+1/3.
Gabarito: letra "D".

Questao 3.1.12. (CONSULPAM - Pref. de Quadra - SP 2019) Sejam f e g fungdes

de R em R, sendo R o conjunto dos nimeros reais, dadas por f(x) = 2x —5 e

g(x) = 3z + 1. Nestas condigdes, o valor de (f o g)~(3) é:
(A) 1.
(B) 2.
(C) 3.
(D) 4.

Solucao. Conforme demonstrado na Proposicao temos que

(gof)y ' =f"og"

Neste caso, (fog)~'(3) = (97" o f71)(3) =g~ (f7'(3))-
Tendo em vista a bijetividade de f e g, temos

1 _y+5 1 _y—l
fly)="—5— ey y) =75~
Logo,
4 —
B = =g = e ) g ) = T = g

Gabarito: letra "A".

Questao 3.1.13. (URCA - Pref. de Cedro - CE - 2014) Considere duas fungoes
polinomiais f(x) e g(x). Se o grau de (f o g)(x) €3 e o grau de g(x) €1, é correto

afirmar que:
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(A) f(x) € de grau 2.
(B) f(x) ¢ de grau 3.
(C) f(x) € de grau 1.
(D) f(x) =3 g(x).

Solugao. Temos que: f(g(x)) = az®+bz*+cx+d, a #0 e g(x) = mz+n, m # 0.
Como o grau de g € 1, ao compor com f, g nao acrescentard grau a f o g, isso quer

dizer que o grau de f € o mesmo que o de fog. Assim, f(x) é de grau 3. Letra
//B N'

Questao 3.1.14. (VUNESP - SEE - SP 2007) Um quadrado de drea A, um tridn-
gulo equildtero de drea B e um circulo de drea C' tém o mesmo perimetro. Entao,

pode-se afirmar que
(A) A=B=C.
(B) A=C > B.
(C) A>B>C.
(D) C>A>B.
(E) C > B> A.

Solucgao. Sejam a o lado do quadrado, | o lado do tridngulo e r o raito do circulo,

o perimetro de cada figura €, respectivamente,
Py =4a, Pr =3l e P = 2mr.
Como esses perimetros sao iguais, vamos ter
Po=PrePpr=Fc.

3
De Py = Pr, vem a = é_ll e de Pr = Pg, vamos ter r = —I.
Daf,

12, podemos comparar as dreas. Assim

' *'>|®

=0,5625-1%; B=10,4330-1*> ¢ C = 0,7166 - [>.
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Logo, C'> A > B. Letra "D".

Questao 3.1.15. (UPA - Pref. de Caririagu - CE 2012) Um cone de altura h e
raio da base v tem um aumento de 20% na altura, e uma diminuicao de 20% no
raio da base. E CORRETO afirmar:

(A) O volume nao se altera.
(B) O wvolume sofre uma redugao de 40%.
(C) O novo volume corresponde a 76,8% do volume original.
(D) O novo volume corresponde a 20% do volume original.
Solucgao. O volume de um cone é dado pelo produto da drea da base pela altura

divido por 3. O volume inicial do cone de altura h e raio da base r é

1
Vi = §7T7”2h.

Com o acréscimo de 20% na altura h do cone e o decréscimo de 20% no raio da

base, temos
H=1,2h e R=0,8r,
onde H e R sao, respectivamente, a altura e o raio da base do novo cone.

O volume desse cone é

1 1
\/2:57(0,87”)2(1,%) = g7m~2h-o, 768
= 0,768V}.

Logo, o novo volume corresponde a 76,8% do volume inicial. Letra "C".

Questao 3.1.16. (UEPB - Pref. de Juazeirinho - PB 2014) Considere uma fung¢do
f:A— R com A= {-3,5+V28,7} e a fungao definida pela sequinte formula
f(x) =52% + 3. A sua imagem € dada pelo sequinte subconjunto B C R :

(A) B ={34,97,113,198}.
(B) B = {48,128,143,248}.

(C) B = {36,75,143,216}.
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(D) B = {48,115,113,197}.
(E) B = {48,115,143,216}.

Solugao. Sendo A = {—3,5,/28,7} o dominio da f, a sua imagem € o conjunto

B ={f(=3).f(5), f(V28), f(T)}.

Basta calcular esses valores. Temos

B = {48,128, 143, 248}.

Gabarito: letra "B".

Questao 3.1.17. (UEPB - Pref. de Juazeirinho - PB 2014) Sejam as fungoes
f:R—=Reg:R — R sabendo que f(x) = v6x +2 e f(g(z)) = x — 3. Assim

podemos afirmar que o valor de g(5) serd dado por:
(4) T4,

(B) —2.

(C) 4.

(D) 1.

(E) 0.

Solucao. Temos que:

Logo,

9(5):(5—3)3—2 _ 22

Gabarito: letra "D,
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Questao 3.1.18. (UEPB - Pref. de Juazeirinho - PB 2014) A partir da fungdo
20— 3

flz) = 1 podemos afirmar que a sua funcao inversa, f~'(x) serd dada por:
(A) (x+1)(z —3)

5 T

© iy

(D) x2—x1'

(E) (22 +1)(z — 1).

Solugao. Temos que:
Dom(f) =R — {1}.

Entao f: R — {1} = R é uma fungao bijetiva, logo admite inversa. Assim

f(g;):2;:13;»(x—1)-f(x):2x—3 = 2 f(2)— f(z) — 2z = —3
= - (flz)—2)=-3+ f(z)

=34 f(x)

T w2

Denotando x = f~Y(x) e f(x) = x, vamos ter a funcio inversa de f. Portanto,

_ r—3
@)=t

Gabarito: letra "B".

Questao 3.1.19. (URCA - Pref. de Cedro - CE 2014) Sendo f(x) uma fungao
periddica de periodo «, podemos afirmar que a fun¢ao g(x) = f(kx +m), k >0, €
de periodo:

(A) a/k.
(B) k.
(C) a.

(D) a- k.
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Solugao. Temos, por hipotese, que o € o menor numero real tal que

f(z) = f(x + a),Vz € D(f).

Como g € uma aplicacao que pode ser obtida por meio da funcao f, que € perio-
dica, entdo a funcao g também € periodica. Chamemos de 3 o periodo de g, ou seja,

B € o menor real satisfazendo

g(z) = g(z + B),Vx € D(g).

Temos que:

gz +B) = flk-(x+B)+m)= flkx +kB+m) = f((kx+m)+ kpB).

Como a g € periddica, entdo

f((kx+m) + k) = f(kx 4+ m),
pois g(z) = g(x + B), Yz € D(g).

Como o periodo da [ é «, teremos que o = kf3, ou seja, § = a/k. Letra "A".

Questao 3.1.20. (URCA - Pref. de Mauriti - CE 2018) Sejam f(z) uma fungao

quadrdtica e g(r) = 5332—i— ! tais que (f o g)(x) = %(25372 — 52+ 6). O valor de f(1)
é:

(A) 17/4.

(B) 3.

(C) 4.

(D) 15/4.

(E) 5.

Solugao. Temos que:

f(x) = az® +bx+c,a #0.

Assim,
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flo@) = a- (22 oo (B2 4

<25x2+10x+1) 5bx 4+ b
- 1 T

+c

25a 2+5a +a+5b +b+
= —zr'+—x+-+—zx+=-+c
4 2 4 2 2

25a 2+5a+5b +&+2b+4c
T Xz .
4 2 4

Temos, por hipotese, que

2
flo(e) = Sa? = Su 3,
Pela igualdade polinomial,
25a 25 ba + 5b 5 a+ 2b+ 4c

De (1), tem-se a = 2. Substituindo em (2),

10 4 5b )
S 56 = —15
2 2
= b=-3
Substituindo em (3),
2 — 4
#:3 = —d44c=12
= 4c=16
= c=4

Logo, f(x) =2z*—3x +4 e, portanto, f(1) = 3. Letra "B".
Questao 3.1.21. (URCA - Pref. de Mauriti - CE 2018) Sobre fungdes, assinale a
alternativa INCORRETA:
(A) Dadas as fungoes f : A — B eg: B — D. Sego f € injetiva, entio f é
mjetiva.

(B) Se f : A — A € uma funcao injetiva e A é um conjunto finito, entao f €

sobrejetiva.

1
(C) O dominio da fungio f(x) =1/ 1 ¢ o intervalo (—1,1).

— 2
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(D) Se f: A— Beg:B — C sdo fungoes invertiveis, entio go f : A — C é
invertivel e (go f) Y (z) = (g7 o f71)(x).

(E) A funcgao f:7Z — 7Z dada por f(n) = 2n+1 é injetiva, mas ndao é sobrejetiva.

Solugao. Analisemos cada um dos itens.

(A) Item correto. Justificagao: como g o f € injetiva, dados x1,xo € A, distintos,

temos

g(f(x1)) # g(f(2)).

Se, por absurdo, f nao for injetiva, existirao a,b € A, distintos, tais que

Dai, aplicando a g, vem g(f(a)) = g(f(b)). Contradigao.

(B) Item correto. Justificagao: seja n a cardinalidade de A, n € N. Se a f nao
fosse sobrejetiva, existiria um certo y € A a nao se corresponder com nenhum

elemento de A, com isso, existem wy,wy € A, distintos, tais que

flwr) = f(ws).
Contradicao, pois a f € por hipdtese injetiva.

(C) Item correto. Justificagao: para a funcao f fazer sentido, devemos ter

1—2>0.
Logo, x € (—1,1).
(D) Item errado. A justificagdo encontra-se na Proposi¢ao|2.1.23.

(E) Item correto. Justificacao: a f € de fato nao-sobrejetiva, pois a expressao
f(n) =2n+ 1,n € Z nos fornece apenas inteiros impares. Com efeito, pois

usando inducao em n, temos:
n=0=f(n)=1en=1= f(n)=3.

Nas duas situagoes, f(n) nos dd nimeros impares. Suponha que f(n) = 2n+1

seja impar, para um certo n € N. Temos

109



fln+1)=2n+1)+1=2n+2+1=2n+1)+2.

Pela hipotese de inducao, 2n + 1 € impar, assim 2n+ 141 € par e

2n+14+14+1=2n+1)+2
€ tmpar.

Portanto, f(n) € impar, Vn € N.

A demonstracao para n € Z — N € andloga.

3.2 Funcao Afim

Questdo 3.2.1. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) Se f(z) = 2z +5 e

g(x) = —x, entao as fung¢oes compostas fog e go f, definidas por (fog)(x) = f(g(x))
e (go f)(x) =g(f(x)), sao, ambas, crescentes.

Solugao. (fog)(z) = f(g9(x)) =2 (—x)+5 = —22 + 5. Nao precisamos fazer a
outra composta, o item estd claramente errado, pois f o g € decrescente (Proposi¢ao

e o enunciado diz que fog e go f sao ambas crescentes.

Com relagao a sequéncia numérica aq, as, - - - , a,, julgue a Questao|3.2.2

Questao 3.2.2. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) Se a sequéncia estiver

em progressao aritmética com razao igual a 10 e ay = 5, entao an > 100.

Solugao. Os termos da progressao aritmética podem ser obtidos por meio da fung¢ao
afim: f(x) = 10z + 5, onde a1 = f(0). Assim, aio = f(9). Dai, f(9) = 95 < 100.

A quetao estd portanto errada.

Questao 3.2.3. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) Em um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais XOY , as retas de equagoes x + 5y —7 = 0 e
3z + 15y + 2 = 0 sao paralelas.

Solugao. Vamos escrever essas duas equagoes na forma reduzida, isto €, com y em

. . 7 1 1 B
fungao de x, entao y = — - T+ R ey = — ST — T Como essas duas equagoes

tém o mesmo coeficiente angular, as referidas retas sao de fato paralelas, assim o

item estda correto.
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Questao 3.2.4. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/PA 2006) Foi proposto aos alunos
de uma classe o sequinte problema.

Em uma competicao esportiva, o técnico de um dos competidores representou o
campo onde se realizard a competicao sobre uma malha quadriculada e utilizou um
sistema de coordenadas cartesianas xQy. O jogador estd com a bola na posi¢ao
P = (3,2) e deverd arremessd-la com o bastao de modo que ela bata na parede do
campo — representada pelo eixo Ox — em um ponto G, seja desviada e caia em um
buraco situado no ponto F, representado pelo ponto (—3,3).

Supondo que o percurso da bola é formado por segmentos de reta, e que o com-
primento do percurso PG + GF deva ser o menor possivel, desenhe o percurso da
bola e encontre as coordenadas do ponto G.

O aluno utilizou o sequinte método para resolver o problema.
(i) Achou a imagem P’ de P por uma reflexao em relagao ao eizo Ox.

(11) Encontrou a equagao da reta r que passa pelos pontos F e P'.

(1ii) Achou as coordenadas do ponto G interse¢ao da reta r com o eizo Ox.
Com base na solucao do aluno, assinale a op¢ao correta.

(A) O ponto P' tem coordenadas (—2,3).

(B) A retar é descrita pela equagdo 6y + bz = 3.

(C) A reta r pode ser descrita pela equagdo x = 3.

(D) O ponto G tem coordenadas (1,0).

Solugao. O primeiro passo € entender que P’ ser uma reflexao de P = (3,2) em
relagio ao eixo Ox significa que P' = (3,—2), ou seja, muda apenas o sinal da
coordenada de y. Agora vamos representar a reta r pela funcao afim f(x) = ax +b.
Como r passa por F' = (=3,3) e P’ = (3,-2), entao f(—=3) = 3 e f(3) = —2.
Substituindo esses valores na fung¢ao, temos

3=-3a+b=b=34+3ac¢e

—2=3a+b = b=-2-3a
= 3+4+3a=-2-3a
5

= a=—=.
“= 7%

1
Disso, vem b = 3
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5 1
Logo, f(z) = —57 - 3" Sendo f(x) =y, temos

= 6y=—5z+3

W

——§x—|—
Y776
= 6y+5xz=3

Portanto, a alternativa correta € a "B".

Uma representacio para este problema estd na Figura[3.5

Figura 3.3: Representacao grafica do problema.

Questao 3.2.5. (IBADE - SEDUC/PB 2017) Se r : 4z — 3y + 15 = 0 € uma reta

contida no plano R?, calcule a distincia entre r e o ponto P(1,—2).
(A) 5u.c.

(B) 2v/6 u.c.

(C) 6 u.c.

(D) 6v/2 u.c.

(E) 52 u.c.

112



Solugao. Sendo r : 4x — 3y + 15 =0, colocando na forma de uma funcao afim,

4
r:y:§x+5.

Seja s a reta perpendicular a r que passa por P, entao o coeficiente angular de

s € =3/4. Sendo (x,y) um ponto qualquer de s, temos

3 2
2 YES L 3 3-dy+8
4 x-1
= —3r—-5=4y
N 3 5)
= ——r — —
Y 1 1’
ou seja,
3 )
S1Yy=——x——.
YT

Agora vamos tirar a intersecao de r com s, com isSo

4. 8.5 4 3 5 1649 20 5
3T T Tt Ty T3t 4 12 4 4
N 25m_ 25
12 4
~ 12
r=——
A
= r=-3

Disso, vem y = 1. Seja Q@ = (—3,1) a intersecao entre v e s, a distancia entre

r e P € a distdncia entre P e (). Assim,

d(r,p) = \J(1+3)2+ (=2 —1)?
= /42 4 (=3)2
V659

I
o
s’
>t

Logo, a alternativa correta € a "A".

Veja Figura[3.4).
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Q(_S’ 1)

d(P,Q) =5 P(1,-2)

Figura 3.4: Representacao grafica do problema.

A figura [3.5] é para a Questao [3.2.6]

Figura 3.5: Graficos das fungoes f e g.

Questao 3.2.6. (IBADE - Pref. de Manaus 2019) Considere duas fungoes represen-
tadas no plano cartesiano, na qual f € a funcao crescente e g € a funcao decrescente,

ambas do tipo afim e de dominio real. Neste caso, pode-se afirmar que o conjunto

g(z)

solucao de () > 0 esta corretamente representado pelo intervalo:
x
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(A) {z € R|3/2 <z < 4}.
(B) {x e R|3/2 <z <4},
(C) {x e Rl x <3/2 ou x> 4}.

(D) {x e Rl x < 3/2 ou x> 4}.

Solucgao. Perceba que ?Em)) > 0 na parte azul da Figum , onde x < 4. Bastamos
x

saber o ponto de intersecao de f com o eixo OX, para isso devemos determinar a
fungao f. Perceba que f passa pelos pontos (0,—3) e (3,3). Sendo f(z) = ax + b,
temos f(0) = =3, donde b= —3. De f(3) =3, vem 3 = 3a— 3, 0 que nos dd a = 2.
Assim, f(x) = 2x — 3. Entao fazendo f(x) =0, tem-se x = 3/2. Como f(z) # 0
g(x)
f(x)

por estar no denominador da inequagao, devemos ter x > 3/2. Logo, >0 no

intervalo 3/2 < x < 4. Letra "A".

Figura 3.6: Quociente g(x)/f(x).

Questao 3.2.7. (CONSULPAM - Pref. de Martindpole - CE 2015) Determine o

valor de a e b para os quais a equacao axr + 1 = x + b possua uma unica solugao.
(A) a=1 eb qualquer.

(B) b#1 e a qualquer.
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(C) a#1 eb qualquer.
(D) b=1 e a qualquer.

Solugao. Temos: axr +1 = x + b, donde (a — 1)z +1 —0b = 0. Uma funcao
f(z) = cx +d € do tipo afim se, e somente se, ¢ # 0, pois caso contrdrio f seria
uma fungao constante. Entao a fungao h(z) = (a—1)x+1—10 € afim se e somente
se, a—1+#0, ou seja, a # 1. O valor de b é qualquer. Isso responde ao que se pede.
Letra "C".

Questao 3.2.8. (CONSULPAM - Pref. de Serrita - PE 2015) José andou 13 km
de tdzi e pagou R$ 30,00. No outro dia José andou 17 km no mesmo tdzi e pagou
R$ 38,00. Sabe-se que para calcular o valor da viagem multiplica-se a distdncia
percorrida por um valor fizo por km e acrescenta-se a bandeirada. Qual o valor pago

por quilémetro e o valor da bandeirada no tdxi que José pegou?
(A) R$ 2,00 e RS 4,00.
(B) R$ 3,00 e R$ 1,00.
(C) R$ 3,00 e R$ 2,00.
(D) R$ 2,00 e R$ 5,00.

Solugao. Perceba, o enunciado diz que o valor a ser pago € dado pelo produto da
distancia percorrida por um valor fizo mais uma taxa adicional, a bandeira. Entdao
sendo x o niumero de quildometros rodados, a o valor por quilémetro rodado e b o valor
da bandeira, a fun¢ao que relaciona o preco a ser pago com o numero de quilometros

rodados €

f(z) = ax +0.
Temos que:
f(13) =30 e f(17) = 38.

Dai, temos a =2 e b= 4. Logo, f(z) =2z + 4.
Assim, o wvalor da bandeira é b = R$ 4,00 e o preco por quilometro rodado é
a= R$2,00. Letra "A".

Questao 3.2.9. (CONSULPAM - Pref. de Tarrafas - CE 2015) Existem algumas
formas de se obter a equagdo de uma reta. Sabemos também que a equacao de uma
reta pode ser da forma geral, reduzida ou segmentdria e que podem ser deduzidas a
partir da resolugao de um simples determinante. Com base nisso, assinale o item que

corresponde a equagao segmentdria da reta que passa pelos pontos A(2,0) e B(0, 3).
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1 1
A) —x+-y=1.
()235 3y

(B) 3z —2y —6=0.

(C) y:;:ﬂ—&

1 1
D) — —y = 0.
()2x+3y 0

Solugao. Equacao de reta é uma funcao afim, entao a equacao reduzida da reta em

questao € obtida por

f(z) = ax + 0,
onde f(2) =0 (ponto A) e f(0) =3 (ponto B).

De f(0) =3, vem b= 3. Disso e de f(2) =0, tem-se que a = —3/2.
Logo,

fle) = —ow+3

Fazendo f(x) =1y, a equagao da reta é:

3 3 6
y=—=cr+3=——zr+- = 2y=-3z+6=-3-(x—2)
2 2 2
2
= —Ty=1-2
g/ ="
2 3r + 2y
= Q=4 oy=
v 3
3r + 2y
= =
6
N 1 +1
—x — —
2" " 3Y

Gabarito: letra "A'.

Questao 3.2.10. (URCA - Pref. de Cedro - CE - 2014) O maior valor de o para

que as retas 3ax + 8y — 5 =0 e 6y — dax + 1 = 0 sejam perpendiculares é:
(A) 1.
(B) 2.
(C) 3.

(D) 4.
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Solugao. Primeiramente, vamos colocar as retas dadas na forma reduzida, que € a

forma de uma funcgao afim.

Entao 3ax +8y —5=0 e 6y —4dax + 1 =0 equivalem a

R1e" +5 20 1
=——x+-ey=—z——.
4 TR T

Essas duas retas sao perpendiculares se, e somente se,

304_ 1 N 304_ 3

8  2a/3 8 20
= 6a’=24
= ao?=4.

Logo, o = 2, pois a questao pode o maior valor de o para as duas retas dadas

serem perpendiculares. Gabarito: letra "B".

Questao 3.2.11. (VUNESP - SEE - SP 2007) Um artesao produz colares formados
por 60 pedras divididas entre ametistas, a um custo de R$ 0,50 a pedra, e jades,
a R$ 1,00 a pedra. Para baratear o preco de cada colar, o artesao aumentou a
quantidade de ametistas em 4 pedras e diminuiu a de jades em 4 pedras, obtendo o

preco de R$ 40,00 o colar. Qual o preco original de cada colar?
(A) R$ 41,00.
(B) R$ 42,00.
(C) R$ 43,00.
(D) R$ 44,00.
(E) R$ 45,00.

Solucgao. A nocao de funcao nos auxilia a interpretar algebricamente problemas da
realidade, vejamos este. Seja x o numero de pedras ametistas ey o nimero de pedras
jades. Temos, v +y = 60, donde y = 60 — x.

Seja C(z) o prego do colar, entdo

C(z) =0,5z+y = 0,520+ 60 —x = —0,5z + 60 = C(x) = —0, 5z + 60.

Temos uma funcao afim. Aumentando o nimero de pegas ametistas em 4 uni-

dades, o preco passa a ser R$ 40,00, ou seja,

118



C(z +4) = 40.

Assim,

40 = —0,5(x +4)+60 = —0,52 — 0,5 -4+ 60 = 40 = —0,52 — 2+ 60
= 40 = —0,57 + 58
= —0,52=—18

= z = 36.

Logo, o prego do colar € obtido fazendo C(36), entdo

C(36) = —0,5-36 + 60 = —18 + 60 = C(36) = 42.

Gabarito: letra "B".

Questao 3.2.12. (VUNESP - SEE - SP 2011) Um professor propds a sequinte

questao, em uma prova, para seus alunos do 1° ano do Ensino Médio.

Analise a variagao das grandezas x e y representadas na Figura[53.7

Figura 3.7: Relacao entre as grandezas x e y.

A respeito da Figura um aluno fez as sequintes observacoes:

1. As grandezas envolvidas no grdfico sao inversamente proporcionais, pois quando

uma grandeza aumenta, a outra diminui e vice-versa.
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1. A relacao entre y e x é uma funcao decrescente.

I1I. Quando y = 2, o valor de x € 5.

A respeito dessas observagoes feitas pelo aluno, pode-se concluir que estd correto

o contido em

(A) I, II, e III.

(B) II e III, apenas.
(C) I e IlI, apenas.
(D) I e I, apenas.
(E) II, apenas.

Solugao. Analisemos cada item separadamente.

I1. Comegando pelo item II, ele estd correto, pois de fato a fun¢ao que relaciona
x ey € decrescente, basta vermos que a medida que x cresce, y decresce e depois o
grdfico dessa funcao € uma reta inclinada para a esquerda.

L. O item I € falso, pois func¢ao afim nao é o modelo que relaciona duas grandezas
mversamente pProporcionais.

Note que se y € inversamente proporcional a x, entao y € diretamente proporci-

onal a 1/x, isto é,

onde k é uma constante.

O grifico de f conforme visto na Figura[3.8 é uma hipérbole.

y Y

@] x o

(a) k> 0. (b) k <O0.

1
Figura 3.8: Gréfico de y = — - k.
x
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Para maiores aprofundamentos, veja [4].

I11. Quanto ao terceiro item, precisamos determinar a lei da funcao que relaciona
x ey. Como o grdfico é uma reta, temos uma funcao afim.

Seja f(x) = ax + b, onde f(0) =12 e f(6) = 0.

De f(0) =12, temos b = 12. Disso e de f(6) =0, seque que a = —2.

Dat,

f(x) = =2z + 12.

Logo, sendo y = 2, tem-se que

2=-2r+12= 2r=-10= 2 =5.
Portanto, I1I estd correto. Letra "B.
Questao 3.2.13. (VUNESP - SEE - SP 2011) A equagao da reta que passa pelos
pontos de coordenadas (—1,—1) e (7,7) €
(A) Tx —y =0.

(B) —x + Ty =0.

(C) z+y=0.
(D) Tx+7=0.
(E) v —y=0.

Solugao. A equagao da reta é dada pela fun¢ao afim f(x) = ax + b.

Temos que:

f(-1) = —1ef(T)=T.
De f(—=1) = —1, temos b= —1+a e de f(7) =7, seque que b =T — Ta.
Dar,

—1+a=7-Ta= 8 =8=a=1.
Depois, b= 0. Logo, f(x) =x e fazendo y = f(z), teremos x —y = 0.

Gabarito: letra "E".

Questao 3.2.14. (VUNESP - SEE - SP 2011) Mantida a relagao existente entre os
nimeros da sequéncia (—2,0,2,4,6,8,---), € correto afirmar que o seu 100° termo

é:
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(A) 190.
(B) 192.
(C) 194.
(D) 196.
(E) 198,

Solugao. Perceba que a sequéncia em questao € uma progressao artimética, entao
todos os seus termos podem ser obtidos por uma func¢ao afim, com dominio restrito
a0s naturais.

Seja f(n) =2n—2, onden >0, ne€ N ea; = f(0);a2 = f(1),a3 = f(2) e assim
sucessivamente.

Logo, o centésimo termo dessa P.A. € obtido fazendo n = 99 na funcao afim
f(n)=2n—2.
Portanto, ayjpo = f(99) =2-99 —2 =198 — 2 = 196. Letra "D".

Questao 3.2.15. (VUNESP - SEE - SP 2011) Tem-se um determinado valor dispo-
nivel para se adquirir certa quantidade de um produto. Se esse produto for adquirido
ao preco de R$ 25,00, o total com sua compra ultrapassard o valor disponivel em
R$ 5,00. Se ele for adquirido ao pre¢o de R$ 24,00, sobrarao, do valor disponivel,
R$ 12,00. O wvalor disponivel que se tem é

(A) R$ 415,00.
(B) R$ 420,00.
(C) R$ 425,00.
(D) R$ 430, 00.
(E) R$ 435,00.

Solugao. Seja P o nimero de unidades vendidas do produto, o valor disponivel pode

ser obtido por meio das sequintes fungoes
f(P)=25P —5 ¢ f(P) =24P + 12

Dai, P = 17. Logo, calculando f(17) em qualquer uma das expressoes para f(P),

teremos

F(17) = 420.

Gabarito: letra "B".
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Questao 3.2.16. (UPA - Pref. de Caririagu - CE 2012) Na producao de calg¢ados,
uma industria tem um custo firo mensal de R$ 15.000,00 mais um custo varidvel
de R$ 2,50 por unidade produzida. Sabendo-se que os custos totais (fixos + varid-
veis) no més de junho totalizaram R$ 40.000, 00, pode-se afirmar que o nimero de

unidades produzidas nesse més foi de:
(A) 8000 unidades.
(B) 10000 unidades.
(C) 15000 unidades.

(D) 25000 unidades.

Solucao. Sendo x o nimero de unidades produzidas, o custo é dado, em fun¢ao do

numero de unidades produzidas, por

C(z) = 2,5z + 15000.

No més de junho, esse custo foi de R$ 40.000,00, assim

40000 = 2,5z + 15000 = 2,5z = 25000

25000
r=—

2,5
=« = 10000.

Gabarito: letra "B".

Questao 3.2.17. (UPA - Pref. de Cariria¢u - CE 2012) Numa Progressao Aritmé-
tica de 200 termos, o 1° termo € 29 e o ultimo é 1024. Pode-se afirmar que a razao
dessa P.A. vale:

(A) 5.
(B) 7.
(C) 9.
(D) 6.

Solugao. Seja f(n) =an+b, n € N, 0 <n <199 a fun¢ao afim que nos permite
determinar qualquer termo desta P.A.
O primeiro termo € b, obtido calculando f(0). O problema nos dd a informag¢ao

de que esse nimero € 29, assim b= 29. Também, a € a razao.
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Reescrevendo f, temos

f(n) =an + 29.

O dltimo termo ser 1024 quer dizer que f(199) = 1024. Assim,

f(199) =a-199+29 = 1024 =a-199 + 29
= 199-a =995

= a=>5.

Portanto, a razao desta P.A. € 5. Letra "A".

Informagdes para as Questoes [3.2.18|[3.2.19

Seja r uma reta que passa pelo ponto P(—1,3) e é paralela a reta s formada
pelos pontos A(—2,1) e B(1,4).

Questao 3.2.18. (UPA - Pref. de Caririagu - CE 2012) O coeficiente angular da

reta r vale:
(A) —1.
(B) 3.
(C) 1.
(D) —2.

Solugao. Primeiro encontraremos a reta s.
Seja f(x) = ax + b a funcao afim que determina a equagao da reta s.
Como s passa por A(—2,1) e B(1,4), entio f(—2) =1 ¢ f(1) =4
De f(=2) =1, entao 1 = —2a+b e de f(1) =4, temos 4 =a+b.

Assim,

b=14+2aeb=4—a = 1+2a=4—a
= 3a=3

= a=1.

Substituindo em 4 = a+ b, vem b= 3. Dessa forma,
s:y=x-+3.
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O coeficiente angular de s € o termo que acompanha x, ou seja 1. Como r €

paralela a s, o coeficiente angular de r € o mesmo que o de s, isto €, 1. Letra "C".

Questao 3.2.19. (UPA - Pref. de Caririagu - CE 2012) Assinale a op¢ao que

apresenta a equacao reduzida da reta r:

(A) y=1+2.
(B) y =2z —1.
(C) y=z—A4.
(D) y =z +4.

Solugao. Seja g(x) = x+d a fungdo afim que determina a equagdo reduzida da reta
r. Como r passa pelo ponto P(—1,3), devemos ter g(—1) = 3, assim 3 = —1 + d,
donde d = 4. Portanto, r .y =x + 4. Letra "D".

Questao 3.2.20. (UEPB - Estado da Paraiba - PB 2005) O comprimento final de
uma barra de metal cujo comprimento inicial € b = 10 ¢m varia com a temperatura t
da barra, de acordo com a equagao | = b+0,0001¢, sendo t dado em graus centigrados
(°C') el em cm. Para um acréscimo de 1°C' na temperatura, qual o acréscimo em

cm sofrido pelo comprimento?
(A) 0,001 cm.

(B) 10,0001 cm.

(C) 0,0001 cm.

(D) 0,01 cm.

(E) 10 cm.

Solucao. Seja | = b+ 0,0001t a fungao que nos da o comprimento final da barra.
Como l; = b cm € o comprimento inicial, t = 0 € a temperatura inicial. Com o
acréscimo de 1°C, a temperatura final passou a ser t = 1. Dai, o comprimento
final da barra € Iy = b+ 0,0001 -1 = b+ 0,0001. Portanto, a dilatagao foi de
ly —1; =b+0,0001 —b=0,0001 cm. Letra "C".

Questao 3.2.21. (UEPB - Estado da Paraiba - PB 2005) Se as retas de equagdes

y = ax—b e y = cx + 3 concorrem perpendicularmente no ponto (2,—3), entio o

valor de b é:
(A) 11/3.
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(B) 7.
(C) 3.
(D) 7/3.
(E) 11.

Solucao. O problema nos da duas informagoes importantes: as duas retas sao per-
pendiculares e passam pelo ponto (2, —3).

Da primeira informacgao, sai a relacao entre os coeficientes angulares das retas,

c=—1/a.
Assim,
1
y=ar—bey=——x+3.
a
. . 2
Da segunda informagao, vem —3 =2a —b e =3 = —— + 3.
a
Isolando a,
—3+b 1
a= ea=—-.
2 3
Dar,
-3+0 1 2
=- = —3+b=<
2 i 3
2
= b=-+3
3+
11
b=—.
3

Gabarito: letra "A".

Questao 3.2.22. (CESGRANRIO - Pref. de Manaus - AM - 2014) O pre¢o da lata
de dleo de soja da marca X em um supermercado é de R$ 2,20. As quartas-feiras,
este dleo entra em promocao: o cliente pode levar até 11 latas pelo preco de R$ 1,80
e, se quiser levar mais que 11 latas, deverd pagar o pre¢o nao-promocional pela
quantidade excedente. Na qurta-feita, Marina gastou R$ 39,60 nesse supermercado,

com a compra do dleo X. O niumero de latas que ela comprou foi:

(A) 9.
(B) 12.
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(C) 18.
(D) 20.
(E) 22.

Solugao. O preco pago pelas 11 primeiras latas € dado por 1,8 x 11, ou seja,

R$ 19, 80.

Seja | o numero de latas compradas apds as 11 primeiras, como o preco pago por

cada uma € de R$ 2,20, o gasto total é encontrado mediante a fun¢ao afim

h(l) = 2,21 + 19,8.

Como Marina gastou R$ 39,60, devemos encontrarl tal que h(l) = 39,6. Temos,

39,6 =2,20+19,8 = 2,2/ =19,8

;19,8
2.2

= [=09.

Assim, foram compradas 9 latas além das 11 iniciais, portanto o mimero total

de latas compradas é 20. Letra "D".

Questao 3.2.23. (AOCP - Pref. de Nossa Senhora do Socorro - SE - 2013) Quantos
maltiplos de 4 hd entre 21 e 234.

(A) 50.

(B) 51.

(C) 52.

(D) 53.

(E) 54.

Solucao. O primeiro maltiplo de 4 apos 21 € 24 e o ultimo antes de 234, 232.
Perceba que o niumero de maltiplos de 4 entre 24 e 232 € o numero de elementos da
P.A. de razao 4, primeiro termo 24 e wltimo termo 232.

Colocando isso numa fungao afim, temos
f(z) =4n+ 24,
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onden >0, n €N en é o numero de termos da P.A.

O dltimo termo é dado por f(n — 1), assim

fln—=1)=4-(n—1)+24 = 4n+20 =232
= 4n =212

= n =>53.

Portanto, o nimero de miltiplos de 4 entre 21 e 234 € 53.
Gabarito: letra "D".

Questao 3.2.24. (FCC - SEE - SP - 2010) Os tdzis de uma cidade cobram um
valor fizo pela bandeirada e mais uma taxa por quildémetro rodado. Sendo B, Q) e
T, respectivamente, os valores (em reais) da bandeirada, do quilometro rodado e do
total pago de tarifa no tdri apos uma viagem de X quilometros, € correto afirmar

que

(A) T — B € diretamente proporcional a X, sendo que a constante de proporciona-
lidade € Q).

(B) T é diretamente proporcional a X, sendo que a constante de proporcionalidade

0.

(C) T é diretamente proporcional a X, sendo que a constante de proporcionalidade
éB.

(D) T é inversamente proporcional a X.
(E) X -Q —T ¢ inversamente proporcional a B.

Solugao. FEste problema pode ser descrito pela sequinte funcao afim

T=Q X+B.

T-B=Q- X.

Entao T — B € diretamente proporcional a X, sendo () a constante de proporci-
onalidade.
Gabarito: letra "A".
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A Figura [3.9] é para a Questao [3.2.25]

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.9: Sequéncia de pontos no plano cartesiano.

Questao 3.2.25. (FCC - SEE - SP - 2010) Com relagio a sequéncia de pontos
(z,y) marcados na reta, € correto afirmar que mantém associagao direta com uma

Progressao
(A) Geométrica de razdio 3.
(B) Geométrica de razao iqual ao coeficiente angular da reta que passa pelos pontos.

(C) Aritmética de razdao igual ao seno do dngulo de inclina¢io da reta que passa

pelos pontos.

(D) Aritmética de razao igual ao coeficiente angular da reta que passa pelos pontos.
(E) Aritmética de razao igual a 3.

Solugao. O grdfico de uma reta nos remete a funcao afim que, por sua vez, estd re-
lacionada a progressao aritmética. Entao, inicialmente, devemos eliminar as opgoes
"A"e "B". De maneira geral, a razao de uma PA € igual ao coeficiente angular da
fungao afim que estd a ela relacionada, ou seja, dada uma fun¢ao afim f(x) = ax+b,
reN 0<x<n-—1,n €N, podemos extrair uma PA de razao a de n termos.
Com isso mostramos que a alternativa corre € a letra "D".

Para encerrar, vamos mostrar o porqué das alternativas C e E estarem erradas.
Primeiramente, devemos encontrar a funcao afim que estd relacionada com a PA
em questao. Seja f(x) = ax + b,a,b € R. Como f passa pelos pontos P(1,3) e
Q(3,6), temos f(1) =3 e f(3) =6.

De f(1) =3, vem 3 =a+b e de f(3) =6, seque que 6 = 3a+ b. Assim,
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b=3—aeb=6—-—3a = 3—a=6-3a
= 2a=3
= a=3/2.
3

3
Disso, b= 3/2. Logo, f(x) = 3T t5

Isso quer dizer que o primeiro termo da PA € 3/2 e sua razao € igual a 3/2, com
1880 mostramos que o item E estd errado.
Quanto ao item C, considere a Figura[3.10

Temos que:

d(P,Q) = \/(3—1)2+(6-3)
VE T3

NZEy

= 13.

Assim considerando o tridngulo retangulo PQR e sabendo que d(R,Q) = 3,

temos

3

sen o = ———

V13’

que obviamente nao € igual ao coeficiente angular da reta em questao.

portanto o item C também estd errado.

7 $

Figura 3.10: Argumentacao geométrica para a solugao do problema.
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Questao 3.2.26. (UPA - Pref. de Farias Brito - CE - 2021) O senhor Rodrigues
estd pensando em entrar na academia para malhar, mas estd em duvida em qual.
Ao pesquisar o preco das mensalidades nas duas academias do bairro, ele obteve as
sequintes propostas:

- Academia Smart Gin: cobra uma taza fiza de 10 reais mensais de manuteng¢ao
do seu plano mais 3 reais por dia que for malhar.

- Academia Top Gin: cobra uma taza fixa de 25 reais mensais de manutencao
do seu plano mais 2 reais por dia que for malhar.

A partir de quantos dias € mais vantajoso financeiramente o senhor Rodrigues

malhar na academia Top Gin?
(A) 14.
(B) 15.
(C) 16.
(D) 21.

Solugao. Vamos relacionar o prego cobrado nas duas academia por meto de duas
fungoes, chamemos de fi a fun¢ao que relaciona o prego cobrado na academia Smart
Gin em funcao do numero de dias malhados e de fy a fun¢dao que nos dd o prego
cobrado na academia Top Gin em fun¢ao do nimero de dias de malhagao.

Sendo x o numero de dias em que o senhor Rodrigues for malhar, vamos ter
fi(z) =3z +10 e fo(x) = 22 + 25.

Perceba que nos primeiros dias de malhacao, se pagard mais na academia Top
Gin, pois o preco fizo € maior, porém depois de algum tempo ela serd mais vantajosa.
Vamos determinar depois de quantos dias as duas academias apresentam o mesmo

valor, pois a partir do dia sequinte a academia Top Gin serd mais vantajosa. Temos

3r+10 =22+ 25 = x = 15.

Entao se o senhor Rodrigues malhar no mdzimo 14 dias, a academia Smart Gin é
melhor op¢ao; se ele malhar exatos 15 dias, as duas academias apresentam o mesmo
custo; se ele malhar a partir de 16 dias, a academia Top Gin se torna a op¢cao mais

rentdvel. Isso responde ao que se pede. Letra C.

3.3 Funcao quadratica
Leia atentamente o texto abaixo para as Questoes de [3.3.1 a [3.3.8
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Cada j = 0,1,---,11 representa um més do ano de 2017, isto é, j = 0 =
janeiro, j = 1 = fevereiro, e assim sucessivamente. Se o més j tem d dias, entao
J + 1/d representa o dia 1° do més j; j + 2/d representa o dia 2 do més j, e assim
sucessivamente, j + d/d = j + 1 representa o dia d do més j. Dessa forma, cada
dia do ano de 2017 pode ser representado por um nimero = do intervalo [0, 12].
Considere que, nessa representacao, em cada dia x do ano de 2017, a porcentagem
de 4gua acumulada em relacao a capacidade maxima do reservatério de determinada

represa seja expressa pelo valor da fungao
f(x) =2*> =10 x + 60.

Questao 3.3.1. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) A diferenca entre os
percentuais de dgua contida na represa em 31/12/2017 e 1°/1/2017 € superior a
20%.

Solugao. Determinemos primeiramente o percentual em 31/12/2017.

Do texto, sabemos que
r=j+1i/d,
onde 1 <1 <d.

Em 31/12, j =11 ei=d =31. Dai, x = 11 4+ 31/31 = 12. Temos

f(12) = (12)* —10-(12) + 60
= 84.

Em 1°/1/2017, 2 = 04 1/31 = 1/31. Assim

f(1/31) = (1/31)> = 10-(1/31) + 60
= 59,6784 ...

Podemos arredondar para 60%.

A diferenca entre os dois percentuais €

84 — 60 = 24%.

Logo, o item estd correto.
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Questao 3.3.2. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) Sabendo-se que feve-
reiro de 2017 teve 28 dias, entao f(1,25) é a porcentagem de dgua acumulada no

reservatorio da represa no dia 25/2/2017.

Solugao. A porcentagem de dgua acumulada no reservatdrio da represa no dia
25/2/2017 € dada por

f(1425/28).

Por outro lado,

F(1,25) = f(1+0,25)
= f(1+1/4)
= f(1+7/28).

Veja que f(1,25) # f(1+25/28). Logo, o item estd errado.

Questao 3.3.3. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) Considere que a fungao
f(z) esteja definida para todos os nimeros reais do intervalo [0,12]. Nesse caso, €

correto afirmar que para cada yo € [0,100], eziste xo € [0,12] tal que yo = f(z0).

Solugao. Como o coeficiente de x> em f(x) € 1, que € positivo, f(x) adamite valor

minimo. Assim, vamos determind-lo. Temos que

A

v— ;7 4= L.

4 4-a “
Note que:

A = (10)2 —4-1-60 = 100 — 240 = —140.
Dar,
—140 140
v

Como 35 € o valor minimo de f(x), nao existe fun¢ao para y € [0,35). Isso
contradiz o enunciado, pois ele afirma que para cada yo € [0,100), existe xo € [0, 12]

tal que yo = f(xo). Logo, o item estd errado.

Questao 3.3.4. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) A inversa de f(z) é

1
expressa por [~ (x) = 2102160’ para 0 <z < 12.
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Solugao. Dada uma func¢ao qualquer, ela admite inversa se, e somente se, for bi-
jetiva. Como f foi definida para x € [0,12], a pardbola nos mostra que existem
elementos diferentes com a mesma imagem, assim f nao € injetiva e, por con-
sequéncia, nao € bijetiva. Logo, nao admite inversa, entao o item estd errado por

supor que tal inversa existe. Veja a representacao grifica na Figura|5.11).

Questao 3.3.5. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) Em 2017, a menor
quantidade de dgua acumulada no reservatorio foi inferior a 10% de sua capacidade
mdzxima e foi atingida no dia 31/5/2017.

Solucgao. Na Questao |3.5.5, a menor porcentagem de dgua acumulada no reserva-
torio em relagio a capacidade mdzima foi calculada, que € oy, de f(z), ou seja,

35%. Assim, o item estd errado.

Questao 3.3.6. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) Em 2017, a quantidade
de dgua acumulada no reservatdorio ficou acima de 51% de sua capacidade mdzima

em dias de exatamente 4 meses.

Solucao. Dizer que a quantidade de dgua acumulada no reservatorio ficou acima

de 51% da capacidade mdzima é o mesmo que considerar a inequagao

22— 102 + 60 > 51.

Temos

2-10-2460>51 < 22—-10-2+9>0

& r<loux>09.

Vamos ter 0 < x <1 ou 9 < x < 12. Entao a capacidade ficard acima de 51%
nos meses de Janeiro, Outubro, Novembro e Dezembro, isto €, 4 meses. Assim, o

item esta correto.

Questao 3.3.7. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) Se, para 2018, a pre-
vis@o para a porcentagem de dgua no reservatorio for dada pela composi¢ao g(x) =
(foG)(z), em que G(x) = 12 — x, entio g(x) = x* — 2423 + 28422 — 1680z + 5040.

Solugdo. Temos g(z) = f(G(x)) = (12 — 2)> — 10 - (12 — z) + 60. Nao € preciso
fazer as contas para ver que este item estd errado. Veja, na conta acima, g(z) tem

grau 2, mas no enunciado tem que g(x) possui grau 4. Contradi¢ao.
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Questao 3.3.8. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) Considere que, em cada
dia x de 2017, sequndo a representagdo enunciada, p(x) = x+5 represente a porcen-
tagem de dgua do reservatorio, em relacao a capacidade mdzrima, que foi desviada
ilegalmente para abastecer as caizas d’dgua de um frigorifico. Nessa situacdao, se

essa dgua nao tivesse sido desviada, em algum momento o reservatorio teria trans-

bordado.

Solugao. Primeiramente vejamos qual € a porcentagem mdxima que f(x) nos for-
nece em relagao a capacidade total. Essa porcentagem mdzima ird ocorrer em um
dos extremos: x =0 ou x = 12, pois x € [0,12].

Sex =0, temos f(z) =60 e se x = 12, entao f(x) = 84.

Assim a porcentagem mdzima é 84.

Em p(x) = x + 5, a porcentagem mdxima retirada ocorre quando x = 12, que
é p(12) = 17%. Se essa dgua nao tivesse sido desviada, a porcentagem resultante
seria: 84 + 17 = 101%; o que faria o reservatorio transbordar em 1%. Portanto, o

item estda correto.

84

f(z) = z* — 10 + 60

60

1
|
I
|
|
I
|
I
|
[
35 '
I
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|
1
I
1

0] 5 12 z

Figura 3.11: Representagao grafica para os Exemplos de a

Questao 3.3.9. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) Se f é uma fungao tal
que f(x + 1) = 2%+ 5, para todo mimero real x, entio f(x +5) = 2? + 1.
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Solugao. Como f(x + 1) = x? + 5, podemos afirmar que a lei de correspondéncia

de f € um polinomio de grau 2, ou seja, f € uma fun¢ao quadrdtica. Temos entao

f(z) =az® + bz + c.

Da condicao inicial, vem

?+5=a-(x+1)°+b-(z+1)+c = a-(@*+2r+1)+b-(x+1)+c
= ar’+ (2a+b)r+a+b+ec

Pela igualdade de polindomios, temos
a=1,2a+b=0ea+b+c=5.

Como a =1, tem-se b= —2 e ¢ = 6. Assim,

f(z) = 2% — 2z + 6.

Logo,

flz+5)=(x+5°—-2-(x+5) +6 = 2°+10r+25—2r—10+6
= 2° + 8z +21.

Portanto, o item estd errado.

Questao 3.3.10. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) Se k é um nimero
real diferente de 2, entdo a equagao (k—2)z* — 3kx +1 = 0 sempre terd raizes reais

distintas.

Solucgao. Para a equacdo dada ter raizes reais e distintas € necessdario e suficiente

que o valor de Delta seja positivo. Temos assim

A= (-3k)?—4-(k—2)-1=9k*>— 4k +8.

Devemos ter 9k? — 4k + 8 > 0.

Perceba que isso é sempre verdade, pois o coeficiente de k? € positivo, assim a
concavidade da pardbola € voltada para cima. Também, o Delta da equacio k* —
4k 4+ 8 = 0 € negativo, isso quer dizer que o grdfico dela nao toca o eizo OX.

Logo, 9k* — 4k + 8 > 0,Vk € R e assim o item estd correto.
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Questao 3.3.11. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) Suponha que A, B
e C' sejam constantes reais e que xr1 = —2 e x9 = 3 sejam as raizes da equagao
Ax? + Bx + C = 0. Nesse caso, é correto afirmar que ¥, = —5 e x5 = 0 sdo as
raizes da equagao A(z + 3)*+ B(x 4+ 3) + C = 0.

Solugao. As raizes da equacio Ax* + Bx + C' = 0 sdo dadas por

—B++vVA —B-+VA
24 ° 7 24

—2B
2A

Somando, ficamos com =1 (no outro membro somamos os valores de x| e

1'2). Daz’, B=—-A.

A sequnda equagao pode ser escrita

A (432 —-A(z+3)+C=0 = A- (2 +62+9) —A-(z+3)+C=0
= Ar* +6Ar+9A - Ar —3A+C =0
= Ar? +5Ar+6A+C =0.

As raizes desta equacgdo sao

—5A+ VA
2A '
Somando, _211(3;4 = —5, donde —10A = —10A.

Portanto, o item estd correto, pois chegamos a um resultado verdadeiro.

Questao 3.3.12. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) O conjunto solugao

para a inequacao x> + 2x — 3 > 0 contém o intervalo 3 < x < 3.

Solugao. Devemos resolver a inequacio x> + 2x — 3 > 0. As raizes da equacado
22+ 22 —-3=0sG0x = -3 exy=1 (VerSeg:do. Entao 2?4 2x — 3 > 0 para
r < =3 oux>1. Assim, o conjunto solucao da inequac¢io nao contém o intervalo

3 < x < 3. Logo, o item esta errado.

Questao 3.3.13. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2009) Devido a uma explo-
sao, uma pedra, que se encontrava no solo, foi lang¢ada para cima. Considere que em
cada instante t, em sequndos, a partir det =0, o momento da explosao, a distincia
que a pedra se encontra do solo seja descrita por uma fung¢ao da forma y = y(t),
expressa em metros. Suponha que, em um sistema de coordenadas cartesianas orto-
gonais tOy, o grdfico da funcao y seja uma pardbola, que no instante t = 2 s a pedra
esteja a 256 m do solo e que no instante t = 4's, a 384m do solo. A partir dessas

informacoes, assinale a op¢ao correta.
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(A) Nos instantest =2s et =7Ts, a pedra estard a mesma altura do solo.

(B) A pedra, que saiu do solo no instante t = 0's, atingird novamente o solo em 8

sequndos.
(C) No instante t =55, a pedra atingird a maior altura em rela¢do ao solo.

(D) Entre os instantest = 6s et = 7s, a pedra ainda estd subindo, se afastando

do solo.

Solucgao. A primeira informacao € que o grdafico da funcao que rege o problema €
uma pardbola, entdo y(t) = at®> + bt + ¢, a # 0. Depois, temos que

y(2) =256, y(4) = 384 e y(0) = 0.

De y(0) = 0 vem ¢ = 0, assim y(t) = at® + bt.
De y(2) = 256 e y(4) = 384, tem-se

256 = 4a + 2b e 384 = 16a + 4b.

Dai, vamos ter

256 =4a+2be 384 =16a+4b = b=128—2ae b =96 —4a
= 128 — 2a =96 — 4a

= a= —16.

Disso, b =160. Assim

y(t) = —16t* + 160¢.

O ponto de mdzrimo da parabola é

160
o= =5,
T T

Portanto, no instante t = 5, a pedra atingird a maior altura em rela¢ao ao solo.
Gabarito: letra "C".

Questao 3.3.14. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2009) Com relagao a funcao
3

f(x) = =Tt assinale a op¢ao correta.

(A) O dominio da f € o conjunto {x € R|z # 0}.
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(B) Em um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais XOY , o grdfico de

y = f(x) intercepta o eixzo OX em mais de um ponto.
(C) f(x) >0 se, e somente se 0 < x < 4.
(D) A equagao f(z) = 3, possui pelo menos uma raiz real.
Solugao. Sendo Ds o dominio da f, temos
Dy ={r eR|1 -6 £0}.

Assim,

1—6""%£0 < 22—4z#£0
S x#£0ex#4

Entao,
Dy={rxeR|z#0ex#4}.

Logo a letra "A"estd errada.
A letra "B"também estd errada, pois f(x) ndo possui raizes reais, ji que o seu
numerador € 3.

Quanto ao item "C", temos

1—6""% >0

6232 —A4z < 60

f(x) >0

22 —dr <0

L R R

0<z<4.

Assim o item "C"é o correto.

A letra "D"estd errada, pois

fl@)=3=>1-6""%=1=6""% =0,
o que € um absurdo.
Questao 3.3.15. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2009) Uma pesquisa de mer-

cado com o piblico leitor de determinada revista constatou que, para cada R$0,01

a menos cobrado no preco de capa, 10 novos exemplares da revista seriam vendidos.
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Considere que o custo de cada exemplar da revista seja de R$10,00 e que, ao preco
de capa de R$17,00, 3.600 exemplares sao fabricados e vendidos. Nessa situacdo, ao
se reajustar o prego da revista nos moldes indicados pela pesquisa, se toda produg¢ao
for vendida, entao o lucro mdzrimo que poderd ser obtido com a venda da revista serd

wgual a
(A) R$ 28.090, 00.
(B) R$ 37.450,00.
(C) R$ 106.090, 00.
(D) R$ 133.450, 00.

Solucgao. Seja x o numero de exemplares da revista.

Considerando C(x) o custo, R(x) a receita e L(x) o lucro, temos

A receita serd dada pelo preco de capa vezes o numero de exemplares vendidos,

entao

R(z) = (17 — 0,01z) - (3600 + 10z).

Perceba que 3600 + 10z é o nimero de exemplares vendidos da revista, entao o

custo € dado por

C(z) = 10 (3600 + 102) = 100z + 36000.

Dar,

L(z) = (17 — 0,01)(3600 + 10z) — (100z + 36000).

Efetuando os cdlculos, chegamos a

L(z) = —0, 1o + 34x + 25200

O lucro mdzrimo € o valor mdximo da fun¢ao quadrdtica acima, que é
A 11236
 4a 0,4
Portanto, a alternativa correta ¢ a "A".
Veja a representacao grdfica na Figura[3.13

" = 28090.
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Yy = 28090

95200

Figura 3.12: Anélise da promocao.

Texto para as Questoes de[3.3.16] e [3.3.20]

Um professor de educacao fisica, ensinando os fundamentos do arremesso de peso,

escolheu um aluno para fazer 3 arremessos. Os arremessos 1 e 2 foram filmados e
as trajetorias do peso foram computadorizadas. Percebeu-se que essas trajetorias

se aproximavam, respectivamente, em um sistema de coordenadas cartesianas or-

1
togonais XOY', dos graficos das pardbolas y = f(z) = E[—SxQ + 24x + 60] e

1
y=g(zr) = 2—6[—3x2 + 36z + 39], (em metros) do ponto no solo localizado abaixo do

peso até o ponto no solo localizado sob os pés do aluno que o langou — considerado

a origem O do sistema de coordenadas.

Questao 3.3.16. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2013) Com base no texto

acima, € correto afirmar que o peso atingiu a altura mdxrima quando
(A) x =4 m no primeiro arremesso e x = 6 m no sequndo arremesso.
(B) © =8 m no primeiro arremesso e x = 12 m no sequndo arremesso.
(C) x =10 m no primeiro arremesso e x = 13 m no sequndo arremesso.

(D) x =12 m no primeiro arremesso e x = 18 m no sequndo arremesso.
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(E) x =30 m no primeiro arremesso e x = 19,5 m no sequndo arremesso.

Solugao. Temos que

£o) 3 0, 20 G0 @ 3 o, 86 30
=flr)=——2"4+ =0+ —cy=g9)=——2"+ =+ —.
y 10" Tt T Y 26" T 26" " 26

A altura mdzima do primeiro arremesso €

—-24 -6 =24 40
Ty =——+ — = =

: = X — =
40 40 40 —6

Com isso, jd vemos que a alternativa correta é a "A".

4.

Questao 3.3.17. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2013) Se os valores de x
correspondentes aos pontos em que o peso atingiu o solo em cada um dos 3 arre-
messos formam wma progressao geométrica crescente, entdo, no terceiro arremesso,

tem-se que

(A) x =9 m.
(B) x = 16,90 m.
(C) z =18 m.
(D) x = 25,35 m.
(E) x =27 m.

Solucgao. O peso atinge o solo quando y = 0. Entao devemos encontrar os zeros

das duas funcoes para fazer as andlises.
De f(x) = 0 tem-se —3x? + 24x + 60 = 0 donde —x + 8x + 20 = 0. As raizes

desta equacao sao v = —2 e x = 10, devemos considerar x = 10.
Em g(x) =0, seque —3z%+36x+39 = 0, ou seja, —x*+12x+13 = 0. As raizes
sao x = —1 e x = 13, onde vamos considerar x = 13.

Sendo q a razao da P.G. Vamos ter: 10 -q = 13, o que nos dd g = 1,3. Assim,

no terceiro arremesso, v =13 -1,3 =16,9. Letra "B".

Questao 3.3.18. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CFE 2013) Se, para cada x, h(x)
€ a distdncia, em metros, que o peso estd do solo, medida do ponto em que se
encontra o peso até o ponto de coordenadas (x,0), entdo, no arremesso 1, h(x) >

2,4 m para todo x, tal que
(A) 0 <z <2

(B) 0 <z <4,
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(C) z>2.
(D) 2 <z <6.
(E) © > 6.

Solugao. Devemos resolver a inequacgao f(x) > 2,4. Temos que:

f(z)>2,4 & —32*+242+60 > 2,4-40 = 96
& —2’ 48 =20 > 32
& —2?4+8r—12>0

& 2<x<6.

Portanto, o gabarito correto € a letra "D".

Questao 3.3.19. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2013) Se a distincia x for
expressa por x = x(t) = v X t, em que t € o tempo, em sequndos, 0 < t < 4, e
v € uma constante positiva, entdo, no arremesso 1, a altura do peso em func¢ao do

tempo serd dada por y = y(t) = f(x(t)). Nessa situagao, a altura mdzima do peso

ocorrerd no instante ty igual a
(A)
(B)
(C)
(D)

(E) 4v.

4
4
e

=

e~ e

Solugao. Devemos considerar x = v x t em f(x), temos

(t) = _32}2t2 N 24Ut2 N 60
=10 10 0 40

E a mesma ideia do x,, a diferenca € que, neste caso, x, = tg.

Assim,

Gabarito: letra "B".
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Questao 3.3.20. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2013) A respeito dos valores
mdzx f = valor mdzimo de f(x) e mdx g = valor mdzimo de g(x), assinale a op¢ao

correta.

(A) mdzx f > mdzx g.

(B) 0 < mdz f < mdz g < 2.

(C) 2 < mdx f < mdzx g < 6.

(D) 6 < mdz f < mdz g < 10.

(E) mdzx f = madzx g.
Solugao. Devemos calcular o vy, de f(x) e g(x). Isso pode ser feito pela formula
-A

——, onde a € o coeficiente de x* ou calculando f(4) e g(6), pois x =4 e x =6 sdo

4a

0s valores que mazximizam as fungoes f e g respectivamente (ver Exemplo .
Calculando f(4) e g(6), temos f(4) =2,7 e g(6) = 5, 65.
Portanto,

2 < mdx f < mdx g <6.

Gabarito: letra "C".

A Figura [3.13) é referente a Questao [3.3.21]

A P, B
x
R,
6—x
D 10 —x Q. T C

Figura 3.13: Valor de x que maximiza a area do pentagono P,BCQ.R,.
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Questao 3.3.21. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2013) No retangulo ABCD
mostrado acima, os lados AB e DC medem 10 cm, e AD e BC, 6 cm. Para cada
x real tal que 0 < x < 6, considere os pontos R, sobre o lado AD e P, sobre AB
de modo que AR, = AP, = x cm. Considere também @, sobre DC de modo que a
medida de QQ.C' seja igual a x cm. Nessa situagao, o valor de x que determina o

pentdgono P,BCQ.R, de mdxima drea € igual a
(A) 1.

(B) 2.

(C) 3.

(D) 4.

(E) 5.

Solugao. A drea do pentigono P,BCQ.R, ¢ dada pela diferenca entre as dreas do
retangulo ABCD e dos triangulos retingulos P,AR, e Q.DR,.
A drea do retangulo ABCD € 60 cm?.
As dreas dos tridngulos retangulos P,AR, e Q.DR, sdo, respectivamente,
x? . (6 —2)(10 — )
2 2

Dai, a drea do pentigono P,BCQ.R, €

60_3:2_(6—:15)(10—3:) ~ 120 2* 60— 16 +2”
2 2 2 2 2
= —z%+ 8z + 30.

O wvalor de x que maximiza a drea €, portanto,

__8_

= — =4.
—2

Ty

Gabarito: alternativa D.

Questdo 3.3.22. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/MT 2007) A funcio f(z) =
Xz

Vit +4z +3
(A) © > —1.

€ vdlida para

(B) = < 0.
(C) =2 <z<—1.

145



(D) =3 <z < —2.

Solugao. Devemos determinar o dominio da f. Considerando o conjunto dos nii-
meros reais, duas condigoes devem ser satisfeitas: o denominador deve ser nao -
nulo e o numero que estd na raiz, positivo.

Assim, pelo que foi visto na Segao[2.3, temos

24+4r+3>0 < -3oux>—1.

Logo, a letra "A"€¢ a correta.

Questao 3.3.23. (IBADE - Pref. de Porto Velho 2019) A drea mdzima de um
terreno retangular que possui 36 metros de perimetro é:

(A) 78,50 m?.

(B) 81 m?.

(C) 77,50 m?.

(D) 80,50 m?.

(E) 81,50 m?

Solugao. Sejam x e y as dimensoes do terreno, como ele é retangular, o seu peri-

metro €

2r + 2y.

Usando a informacao dada, temos

2-(x4+y)=36=>2r+y=18=y=18 —x.

A drea desse retangulo € entao f(x) = x - (18 — x), isto é,

f(z) = —2* + 18z.
Para obter a drea mdzima, primeiro vamos encontrar o x, € depois calcular o

f(zy), que serd a nossa drea mdzima. Temos,

~18
1= —y =9¢f(9)=-9+18-9=8L

Portanto, a drea mdzima desse terreno é 81 m?2.
Gabarito: letra "B".
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Questao 3.3.24. (IBADE - Pref. de Manaus - AM 2018) Um automdvel tem
seu consumo de combustivel para percorrer 100 km estimado pela fun¢ao C(x) =
0,022% — 1,6z + 42, com wvelocidade de x km/h. Sendo assim, qual deve ser a

velocidade para que se tenha um consumo minimo de combustivel?
(A) 55.
(B) 35.
(C) 50.
(D) 40.

Solucgao. A wvelocidade que minimiza o consumo de combustivel é dada pelo x, da

funcao. Assim,

(-1
(-1,6) 1,6 100 160 _
2.(0,02) 0,04 100 4

Ty =
Gabarito: letra "D".

Questao 3.3.25. (CONSULPAM - Pref. de Apuiarés - CE 2014) A inequacao

22 — 22 — 3 > 0 admite quantas solugdes inteiras?
(A) Zero.

(B) 4.

(C) 2.

(D) Infinitas.

Solugao. Resolvendo a equacao do sequndo grau x*> — 2x — 3 = 0, obtemos como
raizes v = —1 e x = 3. Entdao ®> —2x — 3 > 0 se, e somente se, v < —1 ou x > 3.

Logo, a inequacao em questao admite infinitas solugoes inteiras. Letra "D

Questao 3.3.26. (CONSULPAM - Pref. de Guaraciaba do Norte - CE 2014) Quais

0s trés proximos numeros da sequéncia a Sequir?
(a’n> = (07 37 87 157 247 35; e )
(A) 48, 63 e 80.

(B) 50, 65 ¢ 82.

(C) 49, 64 ¢ 81.
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(D) 44, 53 ¢ 62.

Solucao. Considere a nova sequéncia

(b) = (3—0,8—3,15—8,24 — 15,35 —24,---)
= (3,5,7,9,11,--).

Perceba que (by,) € uma P.A. de razaio 2, logo (a,) € uma P.A. de sequnda ordem,
disso vem que o seu termo geral é dado por uma fun¢ao polinomial de grau 2, ou

seja, uma fun¢ao quadrdtica, com dominio restrito aos naturais. Demonstramos esse

fato na Proposicao|2.3.15

Temos que:
f(n)=an*+bn+c,n>0,neN.

Como f(0) =0, temos ¢ = 0. Dai, f(n) = an®+ bn.
De f(1)=3 e f(2) =8, vem3=a+b e 8 =4a+ 2b. Assim,

3=a+be&8=4a+20 = b=3—-aeb=4—2a
= 3—a=4-2a

= a=1.

Substituindo em b= 3 — a, obtemos b = 2. Entao, temos

f(n) = n*+ 2n.
Os trés prozimos elementos sao dados por f(6), f(7) e f(8). Assim,
f(6) =36+12=148; f(7) =49+ 14 =63 e f(8) = 64 + 16 = 80.

Gabarito: letra "A".

Questao 3.3.27. (CONSULPAM - Pref. de Martindpole - CE 2015) Qual a menor

drea de um quadrado inscrito noutro quadrado de lado a?
(A) a?/2.

(B) av/2/2.

(C) 3a%/2.

(D) a?/2.
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Solucgao. Observe a Figura |3.14 Nela, vamos obter a drea do quadrado menor
em func¢ao de a, antes, porém, obteremos o lado do quadrado menor por meio do
Teorema de Pitdgoras, vide Teorema[2.7.1.

Sendo | o lado do quadrado menor, temos

P = (a—x)+2?
= a®>—2ax+ 2® + 2°

= 22 — 2ax + d°.
Assim,
A(z) = 22° — 2az + a*.
A drea minima do quadrado menor é dada pelo y, de A(x), assim

—(4a® — 8a?)

Yo = 3

IS

Gabarito: letra "A".

Figura 3.14: Area do quadrado menor em funcao de a.

Questao 3.3.28. (CONSULPAM - Pref. de Pentecoste - CE 2014) O conjunto

solugao da inequacao x° —2x — 3 <0 é:
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(A) {z € Rl x < —1 ou x > 3}.

(B) {r e Rl z < —1 ou x > 3}.

(C) {x eR|z < —1 oux >3}

(D) {x e R| —1<xz<3}.

Solugao. As raizes da equacio > —2x — 3 = 0 sdo v = —1 e v = 3. Entao,

2?2 — 22 — 3 <0 se, e somente se, —1 < x < 3. Letra "D".

Questao 3.3.29. (URCA - Pref. de Farias Brito - CE 2014) Joao fabrica um
determinado tipo de adubo, no qual tem um custo de 70 centavos o quilo. Vendendo
ao preco de R$ 1,50 o quilo, Joao vende 500 quilos de adubo por semana. Para cada
centavo que Joao diminua no preco do quilo, ele vende 25 quilos a mais por semana.

Para obter um lucro mdximo, ele deve diminuir do preco do quilo do adubo em:

(A) 20 centavos.
(B) 30 centavos.
(C) 40 centavos.
(D) 50 centavos.
Solucao. Sendo x o nimero de centavos a menos cobrado no preco do quilo do
adubo, o problema pode ser descrito pela sequinte fung¢do:
f(z) = (1,50 — 0,01z)(500 + 25x) — 0, 7(500 + 25z),

onde 1,50 — 0,01z € o pregco do quilo do adubo, 500 + 25x a quantidade vendida e
0,7(500 + 25x) o custo da operagao.

Temos,

f(x) = 750+ 37,52 — 5x — 0,252% — 350 — 17, 5z
= —0,252% + 152 + 400.

O numero de centavos a ser diminuido no pre¢o do quilo de adubo para o lucro

ser mdzimo € obtido pelo x, de f(x), assim

—15

= T30m oV

Ty

Gabarito: letra "B".
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Questao 3.3.30. (VUNESP - SEE - SP 2007) Em um exame, foi solicitada a
resolugao de uma equagao do sequndo grau. Um dos candidatos copiou errado o
termo constante da equagao e obteve os valores 7 e —3 como raizes. Outro candidato
cometeu um erro no coeficiente de x e encontrou as raizes —6 e 2. A equagao correta

é

(A) 2% — 4z —12=0.
(B) x* +4x — 12 = 0.
(C) x* — 4z +21 = 0.
(D) 2% —8x —12=0.
(E) 2 4+ 8z — 21 =0.

Solugao. Seja ax? +bxr +c = 0 a equagdo do seqgundo grau em questio. Como o

primeiro aluno copiou errado o termo constante, devemos ter
ax® 4+ bx +d =0, d constante.

As raizes desta ultima equacao sio 7 e —3, assim

b+ VA b+ VA
— =70y ———— =

—3.
2a 2a

— b
Somando essas duas raizes, temos — = 4, donde — = —4.
a a

Nao precisamos analisar o erro do outro aluno, so com esta informacao dd para se
chegar a equagao que queremos. Em quais alternativas ocorre b/a = —4¢ Resposta:
"Ale "C'". A equacao da letra "C'"nao possui solu¢do real, pois A = —68 < 0. Nos

restou a letra "A", que € a correta.

Questao 3.3.31. (VUNESP - SEE - SP 2011) Considere a Figura[3.15]

Figura 3.15: Ordenada correspondente & abscissa x = 2 na fun¢ao quadrética dada.
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A ordenada correspondente a abscissa x =2 €
(A) y=3,25.
(B) 3,5.
(C) 4.
(D) 4,25.
(E) 4,75.

Solugao. Pelo grdfico da Figura [3.15, vemos que a fungdo a ser considerada é a
quadrdtica. Seja entao f(x) = ax® + bx + c.
Como a pardbola passa pelo ponto (0,0), entdo ¢ =0, assim f(x) = ax® + ba.

A f também passa por (1,3) e (4,0). Dessa forma, temos a+b = 3 e 16a+4b = 0.

Assim,
a+b=3elba+4b=0 = b=3—aeb=—4a
= 3—a=—4a
= a=—1.
Dai, b= 4 e assim f(zx) = —a® + 4x. Entao sendo x = 2, teremos

flz)=-224+4.2=—-4+8=4,

ou seja, y = 4.

Gabarito: letra "C'".
Questao 3.3.32. (VUNESP - SEE - SP 2011) A fun¢io f : R — R, dada por
f(x) = x* — 1 possui valor minimo
(A) —3.
(B) —2.
(C) —1.
(D) 0.

(E) 1.
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Solugao. A funcao h(x) = z* € bem conhecida, o seu grdfico é uma pardbola, de
concavidade voltada para cima, cujo vértice € a origem. Assim, o seu valor minimo

¢y =20, logo o valor minimo de f(x) =2* =1 € frn(x) =0—1= —1. Letra "C".

Questao 3.3.33. (UPA - Pref. de Cariria¢u - CE 2012) Qual o valor de p de modo
que a fungio f(x) = (2p — 4/3)x* — 2z + 5 admita valor mdzimo?

(A) p<4/6.
(B) p > 4/6.
(C) p<2.

(D) p> 0.

Solugao. Dada uma funcio quadrdtica h(z) = ax® + bz + ¢, foi visto que se a > 0,
a concavidade da pardbola € voltada para cima, assim ela admite valor minimo; se
a < 0, a concavidade da pardbola € voltada para baixo, admitindo valor mdximo.
Neste caso, como queremos que f admita valor mdximo, devemos ter 2p —4/3 < 0,
donde 2p < 4/3. Portanto, p < 4/6. Letra "A".

Questao 3.3.34. (UPA - Pref. de Farias Brito - CE 2021) A professora Rita
esbogou os grdficos das fungoes f(x) = 3x + 2021 e g(z) = 2> —bx +¢, com b e ¢
reais € ¢ # 0, no plano cartesiano e percebeu que seus grdaficos interceptam o eizo
das abscissas a mesma quantidade de vezes. Nessas condigoes, € correto afirmar que

b - ¢ vale:
(A) 64.
(B) 62.
(C) 61.
(D) 4.

Solugao. Geometricamente, o grifico de uma fun¢ao interceptar o eixo OX (ou das

abscissas) em um dado ponto, significa que essa fungao possui uma raiz real nesse

mesmo ponto. Sabemos que uma fun¢ao afim possui uma unica raiz real; nesssa

situagao, como as funcoes f e g intrceptam o eizo OX a mesma quantidade de

vezes, entao a funcao quadrdtica g possut uma unica raiz real, onde isso ocorre se,

e somente se, A =0, vide Observagao[2.5.3 Logo,
b2—4c:0:>b2:4c:>(b2)3:(4c)3:>b6:64c3:>b6:f—i$b6~0_3:64.
Letra "A".
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Questao 3.3.35. (UPA - Pref. de Farias Brito - CE 2021) Os grificos das fungoes
f(z) =mz+n eg(x) =ar®*+br+c, comm,a#0, estio esbogados na Figura .'

Figura 3.16: Graficos das funcoes f(z) = mz +n e g(z) = az® + bx + c.

Se o ponto V', em destaque no grdifico de g, é o vértice da pardbola, entao é

correto afirmar que:

(A) amnb < 0.
(B) ac+ mb > 0.
(C) (mn+a)c > 0.

(D) am + nb > 0.

Solugao. Pelos grdficos vemos que f € uma func¢ao crescente e a concavidade do
grdfico de g esta voltada para cima, assim a,m > 0. Faendo z = 0 em f, vem
que n > 0. De acordo com a Proposi¢ao se b > 0 (respectivamente b < 0),
a pardbola toca o eixo OY no ramo crescente (respectivamente decrescente). Neste
caso, como o grifico de g toca o eixo OY no ramo decrescente, teremos que b < 0.

Logo, amnb < 0. Letra "A".

Questao 3.3.36. O professor Cipriano deseja construir o grdfico da fun¢ao g(x) =
(x—2)*=3 a partir do grdfico jd esbogado da fungao f(x) = x*>+1. Nessas condigaes,

basta o professor Cipriano pegar o grdafico da fun¢ao f e deslocar:

(A) Duas unidades para cima no eizxo das ordenadas e trés unidades para esquerda

no eiro das abscissas.
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(B) Duas unidades para a direita no eizo das abscissas e trés unidades para baizo

no eizo das ordenadas.

(C) Duas unidades para esquerda no eixo das abscissas e quatro unidades para

cima no eixo das ordenadas.

(D) Duas unidades para direita no eizo das abscissas e quatro unidades para baizo

no eixo das ordenadas.

Solugao. Considerando a fun¢io h(x) = x%, de acordo com a Proposi¢do €
a Observacao o grdfico de g é obtido fazendo-se a translagao do grdfico de
h duas unidades para a direita e trés unidades para baizo. Como f(x) = h(x) + 1,
entao serd necessdrio deslocar mais uma casa para baizo para se obter assim o grdafico
de g. Portanto, considerando a fun¢ao f(x) = h(x)+1, o grdfico de g é a translagao
do grdfico de f duas unidades a direita e quatro uniddes para baizo. Letra "D". Veja

a representagao grifica na Figura[3.17:

f(x) =2 +1

2
*
|
|
|
|
b

Figura 3.17: Graficos das fungoes f(z) =z?+1e g(z) = (x — 2)* — 3.

Questao 3.3.37. (URCA - Pref. de Cedro - CE 2014) Com relagao a Figum

x
podemos afirmar que — vale:
Y

155



Tty 4z — 3y

30° 30°

Figura 3.18: Exemplo com Funcao quadratica aplicada em Geometria Plana.

(A) 4/3.
(B) 1/2.
(C) V3.

(D) 8/21.

Solucao. Como os dngulos da base desse tridngulo sao iguais, vamos ter que ele é

isosceles, logo as medidas dos lados v + vy e 4o — 3y sao iguais. Temos

r+y=4r -3y = (v+y)’= (4o 3y)’
22 + 22y + y? = 162° — 24zy + 9y
152% — 262y + 8y* = 0(=1?)
2
15 <f> — 267 +8=0
Y Y
15k — 26k + 8 = 0,

L

onde k = f.

Resolvendo-se esta equagao do sequndo grau, temos

A =196 = VA = 14.
Assim,

2614  13&£7 4 2
30 15 3 5)

k
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2 2
Se k= = temos r = =V Assim,

7 7
x+y:gy e4x—3y:—gy.

: _ 2
Com isso, chegamos a uma contradi¢ao, ou seja, — # —.

>

x
Devemos ter — = 37 pois fazendo x = gy, obtemos
Y

7 7
a:—i—y:gy e4x—3y:§y.

Gabarito: letra "A".

3.4 Mobdulo e Funcao Modular

Questao 3.4.1. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CFE 2013) Considere que, em de-
terminado momento, tenha sido estimado que a altura — h — do nivel de dgua na

caiza seja tal que |5h — 9| < h. Nessa situagdo, € correto concluir que h é
(A) superior a 1 m e inferior a 3 m.

(B) superior a 3 m e inferior a 5 m.

(C) superior a 5 m e inferior a 7 m.

(D) superior a 7 m e inferior a 9 m.

(E) superior a 9 m e inferior a 11 m.

Solugao. Basta resolvermos a inequagao modular |5h — 9| < h. Temos

|bh —9|<h & —h<bh—9<h
& Hh—9>—-hedbh—-9<h
9

3
h>—-eh<-—.
= >2€ <4

Reescrevendo, 1,5 < h < 2,25.

Analisando os itens, vemos que o correto € o "A".

Questao 3.4.2. (URCA - Pref. de Cedro - CE - 2014) Com relagao & funcao
f(x) = +/|4x + 3| — 8, assinale a alternativa que contém o seu dominio.

(A) {zx €R| - 11/4 < = < 5/4}.
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(B) {x € Rlz <8 oux > 5}.
(C) {r € Rlx < —11/4 ou x > 5/4}.
(D) {x e R| =5/4 <x <0 ouz>11/4}.

Solugao. Vamos assumir que o conjunto considerado seja o dos niumeros reais, como

ele nao admite raiz de nimero negativo, devemos ter |4x + 3| > 8. Entao

dr +3|>8 & 4dr+3>8oudr+3< -8
& x>5/4oux<—11/4.

Gabarito: letra "C".

Questao 3.4.3. (AOCP - IBC - 2013) Quando x < 2, entdo |x —2|+ |3 —z| € igual

(A) 5.
(B) 2z — 5.
() 2.
(D) z+2.

(E) —2x + 5.

Solugao. Sex <2, entiox —2<0e3—x>0.
Assim,
|t —2|+3—2|=2—2+3—2=—-20+5.
Gabarito: letra "E".

Questao 3.4.4. (AOCP - IBC - 2013) O conjunto solugio da equagao |2x+3| =7
é

(A) {=2,5}.

(B) {2}.

(C) {=5}

(D) {-5,2}.

(E) @
Solugao. Temos, 20 +3|=7T<2x+3=Tou2r+3=-T<x=2ouxz = —b.

Logo, o conjunto solugao é: {—5,2}. Letra "D".
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3.5 Exponenciagao e Funcao Exponencial

A respeito das Questoes el3.5.2, julgue-as em verdadeira ou falsa.

Questao 3.5.1. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) O nimero de Euler é

menor que o numero racional 2,72.

Solucgao. Vimos que e = 2, 7182818284 .. .; 2,72 pode ser entendido como 2,7200. . .;
Entao como 2 € maior que 1; 2,72 € maior que e, o numero de Euler. Entao este

item estda correto.

Questao 3.5.2. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) A func¢ao exponencial

g(x) = €*, funcgao inversa de Inx, € uma fungdo crescente.

x

Solucao. Dada uma fungao exponencial qualquer f(x) = a®, ela serd crescente
quando a > 1 e decrescente se 0 < a < 1, ver Proposi¢ao e Proposicao
2.5.160,. Em g(z) = €°, temos a = e = 2,71, ou seja, a > 1. Assim, a fun¢aio

g(x) = e é de fato crescente e o item estd correto.

Questao 3.5.3. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/PA 2006) O modelo matemdtico
que descreve a populacao de uma colmeia, nos primeiros 21 dias, € expresso pela

fungao
y(t) = Ae 0925 para 0 < t < 21,

em que y(t) € o nimero total de abelhas operdrias e zangoes t dias apds a formagao
da colmeia. Se 10.000 abelhas sequem uma abelha rainha para formar uma nova
colméia, se N € o numero de abelhas 10 dias apos a formagao dessa nova colmeia e
se In(1,28) = 0,25, entdo

(A) N < 7.500.
(B) 7.500 < N < 8.000.
(C) 8.000 < N < 8.500.

(D) N > 8.500.

Solugao. A populagao inicial de colmeias ocorre quando t = 0, ou seja, y(0) = A.
Perceba, o enunciado diz que 10.000 abelhas sequem uma abelha rainha para formar
uma nova colmeia, ou seja, a nova colmeia nao foi formada, isso quer dizer que
10.000 € a populagao inicial de abelhas, assim A = 10.000.

Sendo t =10 e N = y(10), vamos ter
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N = 10000 - e~ %1% = 10000 - =%,

A questio nos dd a informag¢ao: In(1,28) = 0,25. Dai,

—1In(1,28) = —0,25 = ¢ 12 = 702

= eln[(1,28)—1] — 025

—o25 _ 1

= — .
¢ 1,28

Temos,

1100 1000000
N = 10000 —— x —— — 2220
0000 758 ¥ 100 = 128

Logo, 7.500 < N < 8.000. Letra "B".

= 7812, 5.

Questao 3.5.4. (VUNESP - SEE - SP 2007) Numa cidade com cerca de 5 milhoes
de habitantes, realiza-se uma pesquisa em laboratorio em que uma cultura de bacté-
rias € mantida com alimento ilimitado e sem inimigos. Sabendo-se que o nimero
de bactérias presentes num certo instante tg € igual a 100 e que esse numero dobra
de valor a cada hora transcorrida, o primeiro instante (em horas), apds ty, no qual

a populagao de bactérias ultrapassard a populacao da cidade €
(A) menor ou igual a 10 horas.
(B) maior do que 10 horas, porém, menor ou igual a 20 horas.
(C) maior do que 20 horas, porém, menor ou igual a 24 horas.
(D) maior do que 24 horas, porém, menor ou igual a 48 horas.
(E) maior do que 48 horas.

Solucgao. O numero de bactérias pode ser descrito pela funcao exponencial

P(t) =100 - 2.

A montagem desta lei é bem simples de se entender, 100 representa a populacao
inicial de bactérias, fazendo t = 0 na funcao dada. Como essa populacao dobra a
cada hora, entio P(t) =100 - 2".

O problema pede para encontrar t tal que P(t) > 5000000. Assim,

100 - 2° > 5000000 = 2" > 50000.
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Temos 2% = 1024 < 50000, entdo nao € a letra "A".
Agora,

220 — 22~10 —_ (210)2

= (1024)
= 1048576 > 50000.

Logo, o nimero de bactérias ultrapassa a populacao da cidade entre os instantes
t =10 et =20. Letra "B".

Questao 3.5.5. (UPA - Pref. de Caririagu - CE 2012) O nimero de bactérias
de uma cultura, t horas apds o inicio de certo experimento, € dado pela expressao
B(t) = 1000-2°%. Quanto tempo apds o inicio do experimento a cultura terd 16.000

bactérias?

(A) 2 anos.
(B) 4 anos.
(C) 12 anos.
(D) 8 anos.

Solugao. Devemos determinar t de modo que B(t) = 16000. Temos,

16000 = 1000 - 29%t = 205t — 16 = 24
= 0,5t=14

= t=28.

Gabarito: letra "D,

Questao 3.5.6. (UEPB - Estado da Paraiba - PB - 2005) Sendo Sy o conjunto

solucao de <§) > <§) e Sy 0 conjunto solugao de 9 <9l <37 9,N8, €

wgual a:

(A) 0 <x <2,
(B) -1 <z <2.
(C) —1<x<2.
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(D) 0 <z <2.
(E) 0 <z <2.

Solugao. Note que:

Entao,
1>12$ <1>2 o o
— > | = & 3T >3
<3 3
s r—x> =2
s 22—r—2<0
&S 1< <.
Dar,

Si={reR|—1<x<2}.

Da sequnda inequacgao, temos

1 r—1 x
- <9 <3

3—2 < 323:—2 < 3&:
9

321—2 > 3—2 e 321—2 < 31

20 —2> 2e2r—2<zx

(A

r>0ex <2

Disso,

Sy ={z € R|0 < z < 2}.
Logo, S1 NSy ={z € R0 <z < 2}.
Gabarito: letra "E".

Questao 3.5.7. (CESGRANRIO - SEEC - RN - 2011) Se (ay)nen € uma progressao
geométrica cujo primeiro termo € igual a 125 e cuja razdo € igual a 1/25, entao, a

sequéncia definida por b, = logs a,, € uma progressao
(A) Aritmética, cujo primeiro termo € igual a 3, e cuja razao € igual a —2.
(B) Aritmética, cujo primeiro termo € 25, e cuja razao € igual a —5.

162



(C) Geométrica, cujo primeiro termo € igual a 25, e cuja razao € igual a 1/2.
(D) Geométrica, cujo primeiro termo € igual a 3, e cuja razao € igul a —2.
(E) Geométrica, cujo primeiro termo € 25, e cuja razao € igual a —5.

Solucgao. A lei que nos permite determinar qualquer termo da P.G. de primeiro

termo 125 e razao 1/25 é

flx) =125-(1/25)",
em quen >0 en €N, ou seja, a, =125 (1/25)", n > 0.

Temos agora,

b, = logs a, = logs 125 - (1/25)" = logs(5* -5 ")
= logs 5 + log; 5"
= 3—2n,
isto €, b, = —2n + 3.

Logo, a sequéncia definida por b, € uma progressao artimética de primeiro termo

3 e razao —2. Letra "A".

A Figura[3.19) é para a Questao [3.5.8

Figura 3.19: Gréfico da funcao f(z) = 10%%, (8 € R*).

Questao 3.5.8. (CESGRANRIO - Pref. de Salvador - BA - 2010) Seja a funcao
f:R = R, definida por f(z) = 10°*, (8 € R*), representada pelo grifico acima. O
valor de log(f(6)) é:
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(A) —12.
(B) —6.
(C) —3.
(D) 2.
(E) 6.

Solugao. A fungao exponencial em questao passa pelo ponto (2,0,1), entao

f(2)=0,1.

Temos

0,1=2% = log0,1 =1log10%*

10
log =203 -log 10

:> —_

102

= log10 — log 10* = 23
= 26=1-2=-1
=

B=-1/2.

Dai, f(x) = 107%/2.
Agora, f(6) = 107%2 = 1073,
Logo, log f(6) = log 1072 = —3. Letra "C".

Questao 3.5.9. (AOCP - IBC - 2013) O primeiro termo de uma progressio geo-
métrica € 3. Sabendo que essa sequéncia possui 5 termos, e o ultimo € 48, qual € a

razio?
(4) 2.
(B) 3.
(C) 4.
(D) 5.
(E) 6.

Solugao. Seja f(n) =3-¢", 0<n <4, n €N a fungao exponencial que estd por
tras desta P.G. O primeiro termo é obtido fazendon =0 em f(n) e o dltimo, n = 4
em f(n). Entio f(4) =3 -¢* =3 -¢* =48 = ¢* =16 = ¢ = 2. Logo, a razio € 2.
Letra "A".
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A Figura [3.20] é para a Questao [3.5.10

= m m —— ——————————————————————————————

\
-p -4 -3 0 T
. . 1\*
Figura 3.20: Curva que representa a funcao f(z) = (5) )

Questao 3.5.10. (FCC - SEDUC - MA - 2005) A curva desenhada no plano carte-

1 x
siano representa o grdfico de f(x) = (5) . A drea da parte pintada € 40 unidades

de drea. O valor de b ¢ igual a:
(A) 2.
(B) 5.
(C) 6.
(D) 8.
(E) 16.

Solugao. Seja A a drea da parte pintada, vamos dividi-la em duas outras dreas;
a primeira, que chamaremos de Ay, serd a drea do retangulo menor, enquanto a
sequnda, Ao, serd a drea do retdngulo maior.

As ordenadas de x = —3 e x = —4 pela funcao [ sao, respectivamente,

f(=3) =8¢ f(—4) = 16.

Assim, a drea do retdngulo menor é Ay =1 x 8 =8 u.a.
Como A = A1 + Ay, tem-se Ay = 32 u.a.
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f(—4) = 16 nos diz que a altura do retdngulo maior é 16, entao sendo —4 — (—b)

a sua base, temos

Ay=(—4+b)-16=32=(-4+b)-16= —4+b=2=b=6.
Gabarito: letra "C".
Questao 3.5.11. (FGV - SEDUC - AM - 2014) Uma populagao de bactérias cresce

exponencialmente, de forma que o numero P de bactérias t horas apos o instante

inicial de observacao do fenémeno pode ser modelado pela fungao
P(t) = 15 x 2t+2,
De acordo com esse modelo, a cada hora, a populacao de bactérias

(A) Cresce 20%.
(B) Cresce 50%.
(C) Dobra.

(D) Triplica.
(E) Quadruplica.

Solucao. Primeiro vamos determinar a populagao inicial de bactérias, obtida fa-
zendo t =0 em P(t).

Temos P(0) = 15 - 2°%2 = 60.

Apds 1 hora, P(1) =15 - 22 =120.

Apds 2 horas, P(t) = 15 - 2272 = 240.

Note que a cada hora, a populacao dobra de tamanho. Logo, devemos marcar a
letra "C'".

3.6 Logaritmo e Funcao Logaritmica

Questao 3.6.1. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) Se f(x) = logyx e
g(z) = log,ox, entio f(x) -Inl0 = g(x) - In2, em que Ink denota o logaritmo

neperiano de k.

Solugao. Dizer que A = B ¢ o mesmo que afirmar que A = C e B = C, entdo

vamos analisar cada lado da iqualdade separadamente.

Temos que:
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f(z)-In10 =logyz - In(2-5) =logyx - (In2 + 1In5).

Também,

g(z)-In2=logpx-In2 =

1
L) 2
log, 2 + log, 5

(bg_JC) 2
1+ log, 5

1 ( In2 >
82 1+logy, 5/

Como os dois membros nos levam a resultados diferentes, entdo a igualdade é

falsa. Logo, o item estd errado.

Questao 3.6.2. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AL 2018) Experimentos mostram

que a velocidade de queda de um paraquedista € expressa, em metros por sequndos,

por uma fungdo da forma v(t) =5 em que a e ¢ sao constantes positivas e

t>0 € o tempo de queda. Sea =4 e c= 3 a velocidade de 7 m/s do paraquedista

serd atingida quando t for igual a
(A) Inv/2s.

(B) [In(2)]* s.

(C) n(2%) s.

ww(l)

(E) 0s.

Solugao. Fazendo a =4, c=1/3 ewv(t) =7 na equacao dada, vamos ter
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W

o
S

U
Q)
Il
| I

= —4t=—1In2
I In2
-

Este resultado € diferente dos apresentados nos itens, porém € equivalente a um
deles. Na hora da prova, como nao se pode usar calculadora, a alternativa € ir por
eliminacao.

n .

Vejamos, — € igual a 07 Obvio que nao! Entao nao € a letra "E".

In 2 1
e € igual a —In <§> ¢ Também nao, pois

1 In2
ENEA NI
n |5 n2# 1
Sequindo o raciocinio, sobra o iterm "A". Conferindo os resultados com uma

calculadora, teremos:

In2
HT ~ 0,1732867951 e In /2 & 0, 1732867951.

Texto para a Questao [3.6.3]

A modelagem matematica pode ser considerada tanto como um método cientifico
de pesquisa quanto como uma estratégia de ensinoaprendizagem da matematica.
Segundo Bassanezi, ela consiste na arte de transformar problemas da realidade em
problemas matematicos e resolvé-los interpretando-se suas solugoes na linguagem do
mundo real.

Entre os modelos que podem ser utilizados para resolver problemas relacionados
a estimativa do crescimento de determinada populacao, estao aqueles que envolvem
fungoes exponenciais e logaritmicas, tal qual o apresentado a seguir, em que a po-
pulagdo P(t) em determinada regiao de um pais é expressa em termos de ¢ anos a
partir de 2005, ou seja, t = 0 corresponde ao ano 2005, ¢ = 1, ao ano 2006 etc.

Suponha que

200000
140,25 ekt’
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em que k é um numero real.

Questao 3.6.3. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/MT 2007) Considerando-se as
informagoes do texto e sabendo-se que a populagao modelada por P(t), em 2006, era

1qual a 120.000 habitantes, entao o valor de k na expressao apresentada € igual a

In3
A) —.
()an

2In2
B .
()3ln3

(C) 3In3 —1n2.

(D) 3In2 — In 3.

Solugao. Em 2006, t = 1. Assim, P(t) = 120000. Substituindo esses valores na

expressao de P(t), temos

200000

120000 = ————— 120000 + 30000 - " = 200000
0000 150,25 o1 = 000 + 30000 - e 0000
= 30000 - ¢* = 80000
. 8
= €' ==

8
= Ine* =1 (-)
ne n 3
= k=In8—1n3=1n2>—-1n3
= k=3-In2—1n3.

Portanto, o gabarito correto € a letra "D".

Questao 3.6.4. (UECE - SEDUC/CE 2018) Para todo nimero natural n > 2, o
valor numérico de log,[log, \/ X/ /n] é

(4) 5.
(B) 3.
(C) 3.
(D) .

1
Solugao. Temos, log,,[log, \/ %/ /n] = log, [log, n'/?] = log,, — =log,n~% = =3.
n

Gabarito: letra "C".
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Questao 3.6.5. (IBADE - SEDUC/PB 2017) Encontre o conjunto solu¢io da ine-

quagio logaritmica a seguir:
logy () + logg(z + 1)* 4 log; 6 = 0
(A) S ={-2,3}.
(B) S ={-6,1}.
(C) 5 ={2}.
(D) §={3}.
(E) S ={-3,2}.

Solugao. Condi¢ao de existéncia: x >0 e x+ 1> 0, donde x > 0.
Faremos uma mudanca de base em todos os logaritmos para a base 7.

Temos que:

 log(z+ 1) log;(x + 1)

1 1)?
0gas(7 +1) log- 49 log, 72

1
= 5 log,(z + 1)*
= log[(z +1)°]"/?
= log,(z +1).

Também,

log; 6
log, 71

Assim,

log, & + logg(z + 1)* + log; 76 =0 = log;z +log;(z + 1) —log; 6 =0
N 10g7(w):0
6
P+
6
= 2+ 1-6=0.

= =70

As raizes desta equacao sio x = —3 e x = 2. Como x > 0 pela condi¢ao de

existéncia, © = 2 € a unica solugao da equagao logaritmica dada. Letra "C'".
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Questao 3.6.6. (IBADE - Pref. de Vitoria - ES 2019) Seja a equagio x* — 4z +

log M = 0. O valor de M para que admita duas raizes de sinais contrdrios é:
(A) 0 < M < 2.
(B) 0 <M < 1.
(C) -1 <M <0.
(D) 1< M < 3.
(E) 1 <M <2.

Solucao. Pela condigcao de existéncia de logaritmo, M > 0.

Resolvendo a equagao do sequndo grau, temos

A=16—4-logM =4-(4—logM).

Dar,

X

4+2/FTog M
- 5 8 94 /4 log M.

Os sinais destas raizes serem contrdrios quer dizer que o seu produto € negativo,

assim

(24 /4—logM)(2—+/4—logM) <0 < 4—(4—logM) <0
& logM <0
& M<10°=1.

Logo, 0 < M < 1. Letra "B".

Questao 3.6.7. (IBADE - Pref. de Vitoria - ES 2019) Sofia investiu R$ 900, 00
em uma aplicagao a juros compostos com taxa de 3% a.m. E um outro valor de
R$ 1000,00, também a juros compostos com uma taxa de 2% a.m. Para que 0s

montantes se igualem serdao necessdrios, no minimo:
Dados: log(1,1111) = 0,045 e log(1,0098) = 0, 004.

(A) 8 meses.
(B) 9 meses.

(C) 10 meses.
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(D) 11 meses.

(E) 12 meses.
Solucao. Temos que:
M; =900 - (1,03)3 e My = 1000 - (1,02)",
onden € o prazo que iguala os dois montantes.

Assim,

M, =M, = 900-(1,03)" = 1000 - (1,02)"

(1,03)" 1000
(1,02)» 900
1 n
<ﬁ> =1,1111
1,02

(1,0098)" = 1,1111
log(1,0098)" = log(1,1111)
n - log(1,0098) = log(1,1111)
log(1,1111) 0,045 1000 45
)

n= X = —
log(1,0098 0,004 1000 4
n = 11,25.

O

Como o enunciador quer saber o tempo minimo para os montantes se igualarem,

devemos ter n = 12 meses. Letra "E".

Questao 3.6.8. (VUNESP - SEE - SP 2007) A sequéncia de nimeros (a,1/2,b,c)
forma uma progressao geométrica de razao 1/10. O wvalor da expressao logc — loga

(A) 1075,
(B) 1/3.

(C) =3,

(D) 3.

(E) 10°.
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1 n
Solugao. Seja f(n) =a- <E) ,n>0en €N a funcao exponencial, de dominio
natural, que determina qualquer termo da sequéncia dada.
Temos que:

f(0) = a (primeiro termo);

1 1

f(l):a-ﬁ, 0U5€ja,§=a~ﬁ donde a = 5;
1\? 1 1 1

2 :5<_> =5 = .;b:_}.

f(2) 10 100 — 207 °U S¢e 50
1Y’ 1 1 1

f<3)_5'<ﬁ> =5 7000 ~ 200" “1° % ¢ = 500°

Logo,

1
log — =log107% = —3.

1
logc—loga:logﬁ—logf):log 08 =

1000

Gabarito: letra "C".

Questao 3.6.9. (VUNESP - SEE - SP 2007) De acordo com a lei de resfriamento
de Newton, a diferenca de temperatura D, entre um objeto aquecido e o meio que
o contém, decresce a uma taxa de variacao proporcional a essa diferenca. A lei se
traduz matematicamente da sequinte forma: se D(t) representa a diferenca de tem-
peratura num instante t e Dy = D(0), entao D(t) = Doe™*, onde o é uma constante
que depende do material de que € constituida a superficie do objeto. Numa cozinha
com temperatura ambiente constante igual a 30°C', uma panela com dgua fervia a
temperatura 100°C'. Apds 5 minutos de o fogo ter sido apagado, a temperatura da

agua foi de 60°C. O wvalor da constante o é:
1 4
b hu()
(4) glnlg
1 5
5 1n(?)
(B) zln{3
1
1 7
o) (D)
(D) ln{3

5 n()

Solugao. Temos que: D(t) = Doe™*, onde Dy = D(0).
O problema nos dd a informagao de que a temperatura do ambiente € de 30°C' e

a panela sai do fogo com 100°C', resultando numa diferenca de 70°C'.
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Perceba que o instante em que a panela sai do fogo é t =0, assim D(0) = 70°C,
ou seja, Dy = 70°C.
Assim,
D(t) = 70e~ .

Apds 5 minutos, a temperatura passa a ser 60°C', isto €, no instante t = 5, a
diferenca entre a temperatura da dgua e a temperatura do ambiente é de 30°C, o
que nos dda D(5) = 30°C. Temos,

3 3
30=70-e5% = 7% = - = lne®=1n <?>

= —ba-lne=1In (;)

3
= —ba=1 <—>
(e n -

Gabarito: letra "D".

Questao 3.6.10. (VUNESP - SEE - SP 2011) O valor de logy 64 é:
(A) —6.

(B) —4.

(C) —2.

(D) 8.

(E) 32.

Solucao. Vamos fazer uma mudanga de base no logaritmo em questao, temos

log, 64  log,2° 6
logs 64 = —22 — = 082 = — = 6.
2 log, 5 log, 2 -1

Gabarito: letra "A".

Questao 3.6.11. (VUNESP - SEE - SP 2012) Um professor que queira ensinar aos
seus alunos a calcular o valor de log, 3 com uma calculadora cientifica, contendo as
fungoes logaritmo na base 10 e na base e, precisard, por exemplo, explicar para os

alunos que:
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(A) log, 3 =1n(3) - In(4).

1

In3

log,3 = —.
(C) log, 3 nd

4
(E) log, 3 = colog 3
Solucdo. E uma questio sobre mudanca de base de logaritmo, entio basta saber

In3

esta propriedade. Vamos mudar para a base e, assim log, 3 = VR Letra "C".
n

Questao 3.6.12. (VUNESP - SEE - SP 2012) Em uma sala do 1° ano do Ensino
Médio, apds abordar as propriedades dos logaritmos, um professor pediu para os
alunos resolverem a sequinte situacao, proposta no material diddtico: a populacao
N de um determinado municipio cresce exponencialmente desde a sua fundagao, hd
20 anos, de acordo com a expressio N = 3000 - 10%'*, sendo t em anos. Calcule

depois de quanto tempo, apds a fundacao, o valor de N atingirda 600000.

A fim de facilitar para os alunos que nao tinham uma calculadora cientifica em

maos, o professor complementou com a sequinte informacao: utilize log?2 ~ 0, 3.
A resposta correta, em anos, esperada por esse professor é:

(A) 23.

(B) 24.

(C) 25.

(D) 26.

(E) 27.

Solugao. Temos que: N = 3000 - 10%*.  Queremos saber o valor de t tal que
N = 600000. Temos,

600000 = 3000 - 10%! = 10%!" = 200 log 10%! = log 200

0,1t =2,3

P 4

I
~
I
[\
b

Gabarito: letra "A".
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Questao 3.6.13. (UPA - Pref. de Cedro - PE 2011) A sigla PH significa Potencial
Hidrogenionico, e consiste num indice que indica a acidez, neutralidade ou alcalini-
dade de um meio qualquer. Os valores de PH variam de 0 a 14, valores abaizo de
0 e acima de 14 sao possiveis, porém muito raros e nao podem ser medidos com as
sondas normais. As substincias que possuem valores de PH 0 a 7, sdo consideradas
dcidas, valores em torno de 7 sao neutras e valores acima de 7 sao denominadas
bdsicas ou alcalinas. O PH de uma substdncia pode variar de acordo com sua com-
posicao, concentragao de sais, metais, dcidos, bases e substdncias orgdnicas e da
temperatura. O PH de uma solugao € o inverso do logaritmo decimal da concentra-
¢ao de H30+. Qual é o PH de uma solu¢ao cuja concentragao de H30+ € 0,01
mol/1?

(A) 1.
(B) 2.
(C) 3.
(D) 4.
(E) 2,5.

Solugao. O wnwverso do logaritmo de N na base a é o logaritmo —log, N. Neste

caso,
PH = —1og(0,01) = —1log 1072 = —(—2) = 2.

Gabarito: letra "B".

Questao 3.6.14. (UPA - Pref. de Caririagu - CE 2012) O dominio da fung¢do

f() = e +3m2) g,

(A) (=00, —2) U (1, +00).

(B) (0,+00).
(C) (=2,-1).
(D) R.

Solugao. Temos que:

flz) =2+ 22 — 2.

Esta funcao € vdlida para qualquer nimero real. Letra "D”.
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Questao 3.6.15. (CESGRANRIO - Pref. de Manaus - AM - 201/4) Suponha que,

apos ngerir uma quantidade de bebida alcoolica, o nivel de dlcool no sangue de

2

t representa o tempo, em horas, a partir do momento em que a bebida € ingerida.

t
uma determinada pessoa decres¢a de acordo com a formula A(t) = 2 - (—) , onde

Sabe-se que o limite permitido de dlcool no sangue de um motorista € 0,8 gramas por
litro. Considerando log2 = 0,3, o tempo que essa pessoa deve esperar para dirigir

com sequranga é:
(A) 40 min.
(B) 1 h.

(C) 1 h 20 min.
(D) 1 h 40 min.
(E) 2 h.

Solugao. Como o limite de dlcool no sangue é de 0,8 gramas por litro, devemos

calcular t de modo que A(t) = 0,8. Temos,

0,8=2-(1/2)" = log0,8 =1log[2-(1/2)"] =log2 + log2~"
23
= logﬁzlogZ—t~log2
= 3-log2—logl1l0=1log2—t-log2
= 2-log2—1logl0 = —t-log2
= 2:0,3—-1=-t-0,3
N t—_0’4—4
- —-0,3 3
gl
= 3

Entao o tempo gasto € de 1 hora mais 1/3 de hora, ou seja, 1 hora e 20 minutos.
Letra "C".

Questao 3.6.16. (CETREDE - Pref. de Juazeiro do Norte - CE - 2019) Sejam

b 2
a’?+b* =214-ab, m = logs 2 e n = logs 3. Qual € o valor de log (a;—b) em fung¢ao
a
dem en?
(A) 3mn.
(B) 3m + 2n.
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(C) m+n.
(D) 3m - 2n.
(E) 2m + 3n.

Solugao. Temos,

A+ =214-ab = a®+ 2ab+ b> = 214ab + 2ab = 216ab
= (a+0b)*>=108-2ab

(a+0b)?
= 108 =
2ab
(a+0b)?
= 1 108 =1
Og5 Og5 2ab

Entao basta determinar logs 108 em funcao de m e n. Assim,

logs 108 = log; 22 - 3% = log, 22 + log; 3°
= 2logs2 + 3logs 3
= 2m + 3n.

Gabarito: letra "E".

A Figura[3.2]] é para a Questao [3.6.17]

oy

I S . LLGEET TR

Figura 3.21: Gréficos das funcoes y = 1,6 e y = 1, 2.

Questao 3.6.17. (FGV - SEE - SP - 2013) A Figura mostra uma parte dos

grdficos das funcgoes y = 1,6 e y = 1,2%. Para certo valor de x, a ordenada do
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ponto A, sobre o grdfico da primeira funcao, € o dobro da ordenada de B, sobre o

da seqgunda. Considerando log2 = 0,301 e log3 = 0,477, esse valor de x ¢,
(A) 2,12.

(B) 2,28.

(C) 2,41.

(D) 2,50.

(E) 2,58.
Solucao. Note que: 1,6 = _8 el,2= 12 = g

10 5 10
Podemos escrever

O problema nos dd as informagcoes
B =(z,9(z)) e A= (z, f(x)),
onde f(x) =2g(z).

De f(x) =2g(x), tem-se que

(5) =2() = ws(5) =rxlp(5) ] w2 (3)

=
8 6
o cun(() e (2
T - log 5 og2+x 5
= z-log8 —x-logb=1log2+x-logh—z-logb
= x-log2® =log2+ x -log(2-3)
= 3z -log2=1log2+x-log2+ x-log3
= 2z -log2 —x-log3 =log?2
= x-(2log2—log3) =log2
log 2
= r=—"—
v 2log2 —log 3
N 0,301 301
r = = —
2-0,301 —0,477 125
= x =2,408 = 2,41

Letra "C".

Questao 3.6.18. (FGV - SEE - SP - 2013) Considere a desigualdade
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10g5013(1082014 (1089015 7)) > 0

O menor valor inteiro de x que satisfaz essa desigualdade é:

(A) 201321 4 1.
(B) 2014%013 4 1.
(C) 20142915 4+ 1.
(D) 201520 41,

(E) 2016.

Solucao. Temos,

1081013(1082014 (1085015 7)) > 10gyg13 2013"
1080141085015 ) > 1

1089014 (1089015 ) > 1089914 2014
logyg,5 ¢ > 2014

1085013(1082014 (1089015 7)) > 0

logsg15 T > 1089015 20152014

x> 20152014,

I

Como essa desigualdade € estrita e deseja-se saber o primeiro valor inteiro de x

a satisfazer a desigualdade inicial, devemos ter x = 201529 + 1. Letra "D".

Questao 3.6.19. (FGV - SEDUC - AM - 2014}) Seja f(x) = log(z) a fungao
logaritmo decimal (base 10). Sabe-se que f(a*V?) = 6 e f(ab®) = 5. O wvalor de

r(3) ¢
(4) 1/2.
(B) 1.
(C) 6/5.
(D) 3/2.
(E) 2.

Solugao. De f(a*h?) =6, tem-se
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log(a*b?)

I
o

U R

log a® + logb* = 6
2loga+ 2logh =6
loga 4 logb =3
loga =3 —logb (1).

De f(ab®) =5, seque

log(ab®) =5 = loga+logh® =5
= loga+ 3logh=>5
= loga=5—3logb (2).

De (1) em (2), vem
3—logh=5—3logh=2logh=2=logb=1 (3).

De (3) em (1), loga=3—1=2.

Temos que:

loga =2 elogh=1.

Disso, f <%) = log <%

Gabarito: letra "B".

)zloga—logsz—lzl.

3.7 Funcoes Trigonométricas

Questao 3.7.1. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2009) Em certa regido, a tem-
peratura média (medida em graus Fahrenheit), ao longo de determinado ano, foi
27(xz — 101)
e

mero de dias transcorridos a partir de 1° de janeiro do referido ano. Nesse caso, €

descrita pela fungao f(x) = 37sen

] + 25, em que x representa o nu-

correto afirmar que a temperatura mdxima dessa Tegido, MESSE ano, 0COTTEU em
(A) abril.
(B) maio.

(C) junho.
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(D) julho.

Solucgao. A temperatura mdzrima ocorrerd quando o valor do semo em questao for
mdximo, o maior valor que ele pode assumir € 1, o que ocorre no arco /2. Entao

2 — 101
% = g Resolvendo, chegamos ao

valor x &= 192 dias. Vejamos, janeiro tem 31 dias, fevereiro: 28 (estamos supondo

devemos achar o valor de x na equacao

0 ano sendo nao-bissexto); marco: 31; abril: 30; maio: 31 e junho: 30. Somando,
tem-se 181 dias. Como para 192 sobram 11 dias, a temperatura mdxima ocorrerd

no més de julho. Alternativa "D".

Texto para as Questoes de a

Um fazendeiro construiu um canal para levar agua de um rio até o curral de sua
fazenda. A secao transversal desse canal tem a forma de um trapézio isoésceles e,

para determinar o fluxo de agua do canal, o fazendeiro utilizou a seguinte funcao:
f(6) =3sen(v6? — 1) —sen(1/4(6%? — 1)).
Em que V6% — 1 é o angulo que a base menor do trapézio faz com a lateral.

Questao 3.7.2. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/MT 2007) Com base no texto, é
correto afirmar que

o

Nk

(B) 6 < g\/g

(A) 6>

(D) T <o< VP AL

Solugao. v60? — 1 € o dngulo que a base menor do trapézio faz com a lateral, entdo
90° < V0% —1 < 180°, em radianos, g < V0?>—1 < 7w. Para entender isto,

T
basta prestar atengao na figura de um trapézio qualquer. Resolvendo /62 —1 > 5

temos 0> —1 > —, donde 0 > —5 Na outra inequacao, 0> — 1 < , isto €,

4 7
N

5 <0 <+m?+1. Letra "D".

0 < /w4 1. Portanto,

Questao 3.7.3. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/MT 2007) Se cos(v6? —1) =

F entao o valor de f(0) € igual a



(4) 3.
B

© 3—3\/5_

18 —4v/5
—

Solugao. Vamos usar a Proposicao para reescrever a funcao dada. Temos,

(D)

f(0) = 3sen(v6? —1)—sen(24/(6% —1))
= 3sen(v6? —1) —2sen(v6? —1) - cos(vV6? —1)

= sen(v62—1)-(3—2cos(v#?—1)).

)

b}
De cos(v0? — 1) = 3 pelo Teorema|2.7.5, vem

sen(vV6?2 —1) =

Wl o

Substituindo esses valores na expressao de f(0), tem-se que

o) - ;-(3—2-§>
6 45
39
18—4V5
= =5

Gabarito: letra "D".
1
Questao 3.7.4. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/MT 2007) Considerando —3 <
cos(v0% — 1) <0, assinale a opgao incorreta.
(A) 0 <sen(v0%2—1) <

(B) ?gsen( 62 —-1)<1.

N —

(C) f(0) =
(D) f(0) < 4.

o5
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Solugao. Como /0? — 1 € o dngulo que a base menor do trapézio faz com a lateral,

temos

oy
(VAN
SN
no
|
—
(VAN
3

Note que:

cos(VO? —1)=0< V0> -1 =7/2 & sen(VH? — 1) = 1.

Considerando cos(v/0? — 1) < 0, vamos ter

cos(VB2—1) <0 & cos’ (VB2 —1)>0
& 1—sen’(V02 —1)>0
e sen’(V2—1) <1
& sen(VH2 —1) <1,

onde usamos a relacao fundamental da trigonometria, vide Teorema|2.7.5.

Assim, sen(v/0%2 — 1) < 1.
Se cos(v0? — 1) > —1/2, entao

cos(V02 —1) > —1/2 & V02 — 1 > 21/3 & sen(V62 — 1) > V/3/2.

Logo,

| S

<sen(vH2—1) < 1.

Portanto, a tunica opgao que estd incorreta € a letra "A".

Questao 3.7.5. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/PA 2006) Considere que a posi-
¢ao de um corpo em movimento, preso a uma mola, € descrita pela fungao periodica
P(t) = 100 — 20 cos 5%, em quet > 0 € o tempo, em sequndos. Se P,,;, € a posi¢ao
mais baiza atingida pelo corpo € Pp.. € a mais alta, define-se um ciclo desse movi-
mento como o tempo gasto pelo corpo para sair do P, atingir P, e retornar ao

Pin. Nesse caso, em um minuto, a quantidade de ciclos desse movimento € iqual a
(A) 100.
(B) 70.

(C) 50.
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(D) 30.

Solugao. Lembremos que a fungao cosseno varia de 1 a —1, onde o valor mdximo
€ atingido no arco 0 rad e o valor minimo, em 7 rad, sendo 21 o periodo. Neste
. . L o7t
caso, a posi¢ao mais alta de P(t) é atingida quando cos =3 = 1, o que ocorre se, e
o o .
somente se, 5 = 0, donde t =0 s. A posicio minima ocorre quando o valor de
o7t

. T 3 .
COs 3 for minimo, o que ocorre se, e somente se, 3 =7, donde t = 5 ou seja,

t=0,6s. Como o ciclo completo se da saindo da posicao mdxima para a minima
e depois retornar para a mdxima, o tempo para isso ocorrer € 2 X 0,6 = 1,2 s. Em
1 minuto tem 60 sequndos, assim a quantidade de ciclos completos em 60 sequndo
€ obtida dividindo 60 por 1,2, pois queremos saber quantos 1,2 s cabem em 60 s.

Portanto, 60 = 1,2 = 50. A alternativa correta € a "C'".

Questao 3.7.6. (UECE - SEDUC/CE 2018) Sejam u e v fung¢des reais de varidvel
real definidas por u(z) = sen(3%) e v(z) = 3%, Se a ¢ o maior valor que v pode

assumir e b € o menor valor que u pode assumir, entao, o produto a -b € iqual a
(A) 6.

(B) —3.

(C) —6.

(D) 3.

Solugdo. O maior valor de v é atingido quando sen(x) = 1, entio a = 3' = 3.
O menor valor de u ocorre quando sen(3*) = —1, ou seja, b = —1. Dai, a-b =
3-(=1) = —3. Letra "B".

Questao 3.7.7. (IBADE - Pref. de Manaus - AM 2018) Considere uma fungao f,

de dominio real, dada pela relacao:

o) (%) 2-sen(m)—3.

Dessa forma, calcule o mdzimo valor assumido pela imagem de f.
(A) 16.
(B) 64.

(C) 32.
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(D) 8.

Solugao. Como 0 < 1/2 < 1, quanto maior for o valor de 2-sen(z) — 3, menor serd
o valor de f(z) ao passo que quanto menor for 2 -sen(x) — 3, maior serd f(x).
Entao 2 - sen(x) — 3 serd minimo quando sen(z) = —1, dad
2.sen(z) —3=2-(-1)—3=-2—3=—5.

Logo,

1N 1
fmam(x) = <_> - F == 25 = 32.
Gabarito: letra "C'".
Questao 3.7.8. (UECE - SEDUC/CFE 2018) A temperatura média T (em °C') de
Manaus € expressa pela func¢ao T(t) = 27 — 10(—[sen(3nt)]) em que t é o tempo

dado em semanas. Dessa forma, a maior temperatura média semanal registrada na
cidade de Manaus foi de:

(A) 37.

(B) 40.

(C) 30.

(D) 21.
Solugao. Temos, T(t) = 27 + 10([sen(3~t)]). T serd mdzima quando sen(3wt) = 1.

Logo, T'(t) =27+ 10-1=37. Letra "A".

Questao 3.7.9. (VUNESP - SEE - SP 2011) O grdfico da funcao f: R — R dada
por f(x) = cos(x), em que R representa o conjunto dos nimeros reais, possui —1
como valor minimo e 1 como valor mdzimo. Jd o grifico da funcao g : R — R, dada

por g(x) =1+ cos(x), possui, como valores minimo e mdzimo, respetivamente,
(A) 0 e 4.
(B) 0 ¢ 2.
(C) —1 e 3.
(D) —1 e2.

(E) =2 e 2.
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Solugao. O mdzimo da fun¢io g(xz) = 1+ cos(x) € obtido quando cos(z) =1 € o
minimo, se cos(x) = —1. Assim, gmaz(x) = 142-1 = 3 € gin(z) = 14+2-(—1) = —1.

Portanto, a alternativa correta é a "C'".

Questao 3.7.10. (UEPB - Estado da Paraiba - PB - 2005) Considere a funcao

f(z) = 570G definida no intervalo de [0,2x]. O valor de x que a mazimiza é:
(A) 3m/2.

(B) 7/2.

(C) ©/4.

(D) 37 /4.

(E) 37/8.

Solugao. O wvalor de sen(2x) que mazimiza f € —1, pois fmaee(v) =5V =5. Te-
mos, sen(2x) = —1. Considerando o intervalo [—m/2,7/2|, vamos aplicar a fun¢ao
arco seno, assim arcsen(2x) = arcsen(—1), donde 2x = 37/2, pois o arco cujo seno

¢ —1 € 3w /2. Dessa equagao, resulta x = 3w /4. Alternativa "D".

Questao 3.7.11. (FCC - SEDUC - ES - 2016) Na func¢ao trigonométrica g(x) =

13
sen(z), comx € R, g (Tﬂ) ¢ iqual a

) ¢(Z).

s
B (—)
(B) 93
27
0 9(%).
(€)9\3
(D) g(r).
T
E (-)
(E) (3
Solugao. A fungao seno € periddica de periodo 27, isso quer dizer que
sen(z) = sen(x + 2kn), k € Z.
Neste caso, temos

g (%) :sen<12ﬂ3+7r> = sen <g+3~27r> = sen (g)

Gabarito: letra "E".
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3.8 Nocoes Basicas de Calculo

O texto abaixo é referente as Questoes de a|3.8.3k

Uma particula possui movimento retilineo uniforme e a distancia percorrida, em
metros, é determinada pela fungao z(t), em que t é o tempo medido em segundos.
A velocidade média dessa particula, no intervalo de tempo [a,b], é definida por

z(b) — z(a)

U = b—; a velocidade instantinea e a aceleragao constante sao definidas,
—a
dx(t d*x(t
respectivamente, por v(t) = % epora(t) = dtg ) Com base nessas informacoes

e assumindo que a velocidade instanténea da particula seja dada pela fungao v(t) =

2t + 3, julgue os itens que se seguem.

Questao 3.8.1. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) A velocidade média da
particula no intervalo [2,6] € igual a média aritmética das velocidades instantdneas

emt=2set=06s.

Solugao. A wvelocidade instantdnea da particula é dada pela fungdo v(t) = 2t + 3,

entao a média aritmética das velocidades instantineas emt =2s et = 6s € 11 s.

Para se chegar a velocidade média da particula no intervalo [2,6], precisamos obter
_dx(t)

uma expressao para z(t). Como v(t) = o vamos aplicar a integral definida a

ambos os membros da igualdade. Temos

/ o(t)dt = / 0 b o (Beppy = [ + S

A wvelocidade média em [2,6] é dada por

x(6) —x(2)  [P+3t] 6°+3-6—(22+3-2)
6-—2 4 N 4

Logo, o item estd correto.

= 11.

Questao 3.8.2. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) A velocidade média da

particula no intervalo [1,3] € igual a 6m/s.

Solugao. Pela questio anterior, a velocidade média da particula no intervalo [1, 3]

é

(t*+3t] 3%+3-3—(1°+3-1)
3—1 2

Logo, o item estd errado.

=T7m/s.

Questao 3.8.3. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/AM 2011) A aceleragao da par-

ticula em t = 2s € igual a 3m/s?.
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Solugao. Sendo x(t) = t* + 3t, temos que
d*x(t)

dx(t)
— 21 +3 —9
dt TOC T

Logo, a aceleragao em qualquer instante é 2m/s. Portanto, o item estd errado.

Questao 3.8.4. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2009) Se o volume de um
baldo esférico estiver aumentando a tara de 0,8 m?/min, entio, no momento em

que o raio desse balao for igual a 50 cm, a drea de sua superficie estard aumentando

a tazxa de
(A) 0,0048 m?/min.
(B) 0,032 m?/min.
(C) 3,2 m?/min.
(D) 4,8 m?/min.
Solucgao. O wvolume de uma esfera é dado pela formula V = ilWR3, onde R € o raio.

Prestemos ateng¢do, o enunciado diz que este volume sofre uma variagao, entdao

€ razodvel supormos que a solugcao desse problema passa pela nocao de derivada.

Derwando a formula do volume da esfera,

 —AnR%?. =
a T T

onde t representa o tempo, medido em minutos.

Isolando —, temos
dt

dR dV 1
— =—Xx —(1).
i~ at “ eV
A drea superficial da esfera € obtida pela formula A = 4w R?. Novamente, como

o problema pede para achar a taxa de variacao dessa drea, vamos derivar, assim

dA dR
De (1) em (2),
dA dv 1 2dV
@ G R T R
Como — = 0,8 m3/min e R =0,5m, temos

dt
dA 2-0,8 10 2-8 16
P ) X_:_:—:372m2/min.
dt 0,5 10 ) 5

Gabarito: letra "C".
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Questao 3.8.5. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2009) Considere que a popu-
40000
Vi+4
a quantidade de anos desde 1° de janeiro de 2001, e que em 1°/1/2006 a populagao
da cidade era de 100.000 habitantes. Nesse caso, em 1°/1/2013, a populagdo dessa

cidade serd de

lagcao de determinada cidade cres¢a a taxa de

habitantes por ano, em quet é

(A) 125.330 habitantes.
(B) 136.200 habitantes.
(C) 180.000 habitantes.
(D) 200.000 habitantes.

Solugao. Seja P(t) a fungao que nos dd a popula¢ao da cidade, como esse problema
40000

Vit+4

diz que essa populacao cresce a taxa de habitantes por ano, entao

dP(t) 4
(t) _ 40000 = P(t) :/40000- (t+4)7"2at
dt Vi+4

40000 - (t + 4)"/?
B 1/2
= P(t) =Vt +4-80000 + C,

P(t) +C

em que C' € uma constante.

Como em 1°/1/2006 a populacao da cidade era de 100000 habitantes, entao

P(5) = 100000

Assim, 100000 = /5 + 4 - 800000 + C'.
Efetuando os cdlculos, chegamos a C' = —140000.

Dessa forma,

P(t) = vt + 4 - 80000 — 140000.

Em 1°/1/2013, terd passado 12 anos, ou seja, devemos considerar t = 12 em

P(t). Calculando P(12), chegamos a P(12) = 180000 habitantes. Logo, a alternativa
correta € a letra "C'".

Questao 3.8.6. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2013) A respeito de uma fun-
¢io f(x) tal que g(x) = 3x® — 6x — 9 € a fungdo derivada de f, assinale a opgao

correta.
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(A) x =3 € ponto de mdximo local de f.
(B) x =1 ¢é ponto de inflexao de f.
1
(C) Se f(0) =0, entao f(x) = §x3 — 32% 4 9z.

(D) f possui trés pontos criticos.
(E) x =1 € ponto de minimo local de f.

Solucao. Se g ¢ a funcao derivada de f, entao f € a funcao integral de g, assim
f(x) = 23 — 32% — 9. Vamos obter o ponto de inflexio de f. Pelo que vimos no
Teorema |2.8.31 e na Observacao o ponto de inflexao da funcao f é obtido
extraindo a raiz da equagao f"(x) = 0. Temos f'(z) = g(x) = 32® —6x — 9 ¢
f"(x) =6x—6. Araizdebr—6=0¢x=1. Assim, o ponto de inflexao de f €

x = 1. Logo, o item correto € o "B".

Questao 3.8.7. (CESPE/CEBRASPE - SEDUC/CE 2013) A taza de variacao
Q'(z)
Q(x)

se Q(z) = 10 x 9% entio a taza de variagdo percentual de Q(z) serd igual a

percentual de uma func¢ao Q(x) € definida pela expressao 100 x . Dessa forma,

(A) 10 x e 0057,
(B) 5.

(C) 100.

(D) 1000 x ¢*.
(E) 5 x 205,

Solugao. Sendo Q(x) = 10 x €*%% temos Q'(x) = 10 - €% . 0,05 = 0,5 - *%.

100 - 0’ 5. 60,053: - 5. 60,0590

= = 5.
10 - 005z 0,05z

Assim, a taza de variag¢ao percentual de Q(x) é:
Letra "B".

Questao 3.8.8. (UECE - SEDUC/CE 2018) Dentre todos os nimeros reais positi-
vos, aquele que somado com o dobro do seu inverso multiplicativo resulta no menor

valor possivel é

(A) V3.
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(C)
(D) V2.

5v/5
.

2
Solugao. Dado x € R, com x > 0, temos f(x) = x + —. Podemos escrever
x

Queremos saber o valor de x que minimiza esta func¢ao. Aplicaremos o Teorema
2.5, 59l

Deriwando f, obtemos

2z —(2*+2)-1 20 —2—-2 a* -2
B 2 o 2 o 2

f'(x)

Como x > 0, o ponto critico de f é

T T T

r =2

Considere x1 =1 e 19 = 2, onde 1 < x < x9. Temos
flz1)=—1<0e f(za) =2>0.

Como o sinal muda de negativo para positivo, x = \/2 de fato minimiza f.
Gabarito: letra "D".
Veja a representagao grafica do problema na Figura[3.23

Y

1
1
\/5 x

2
Figura 3.22: Grafico da fungao f(z) =x + —.
T
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Questao 3.8.9. (UECE - SEDUC/CE 2018) Uma fungao real de varidvel real f,

cuja derivada (em relagao a x) € igual a x® 4+ 2z + = — a, onde a € uma constante
x

real, pode ser f(x) =

22

2
A) —+ —+ — — 2018.
()4—{-2—1—1_2 ar + 2018

) Z e i +2018
— x n——axr .
4 ||

4

(C) %+$2+ln|x| — ax + 2018.

xt 5 2
(D) Z+2x —1—;—@1‘—1—2018.

- 1 : . .
Solugao. Temos que: f'(x) = 2°+2x+——a. Sabendo que a integracio é a operagao
inversa da diferenciacao, entao integrando f', obteremos f. Devemos lembrar de

colocar uma constante no final, pois se trata de uma integral indefinida. Assim,

f(x):/(m3+2x+é—a)dx = /x3dx+2/xdm+/édx—a/da:

oA
= Z+x2+ln|x]—ax+0,

em que que C' € uma constante.

Analisando as alternativas, vemos que a correta € a "C", onde basta considerar-
mos C' = 2018.

Questao 3.8.10. (CONSULPAM - Pref. de Martindpole 2015) A for¢a eletromotriz
de um circuito elétrico com um gerador simplificado é: E(t) volts em t sequndos,
onde E(t) = 50sen(1207nt). Assinale a alternativa que contém a taza de variagao

de E(t) em relagao at em 0,2 s.
(A) 60007

(B) 5500m.
(C) 4000

(D) 30007

Solugao. Derivando E(t) = 50sen(1207t) em relagdo a t, obtemos

dE(t
—() = 50cos(1207t) - 1207

dt
= 60007 - cos(1207t),
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onde usamos a regra da cadeia.

Como essa derivada € em 0,2 s, fazendo t = 0,2 na derivada, obtemos

dE(0,2)

— 6000
dt m

Gabarito: letra "A".

Questao 3.8.11. (CONSULPAM - Pref. de Martindpole - CE 2015) A distancia

entre dois pontos € dada pelo limite lim

. Qual a distancia entre esses dois
z—1 1 —

pontos?
(A) 1/4 u.c.
(B) 1/2 u.c.
(C) 2/3 u.c.
(D) 3/2 u.c.

Solucao. Temos que:

lim\/E—1 Vel
z—1 1 —1 z—1 (\/E—l)(\/%—{— 1)

Gabarito: letra "B".

Questao 3.8.12. (CONSULPAM - Pref. de Nova Olinda - CE 2015) Qual o valor

do limite abaizo, assumindo que todos os valores sejam reais?

li y
1m
[z,y]—[00,0] T — 2

(A) 3.
(B) 2.
(C) 1.
(D) 0.

194



Solugao. Temos, lim y__ = 0. Letra "D".

0
[z,y]—[00,0] T — 2 00

Questao 3.8.13. (CONSULPAM - Pref. de Nova Olinda - CE 2015) Qual o resul-
tado da derivada abaizo?

dn (m + 2)

dm 2

(4) 0,5.
(B) 2.
(C) m?.

(D) m.

- dn (m + 2) dn /m 1
1 . T , — | ——— :_<_ 1>:_: , L AN
Solugao. Temos I 5 i\ + 5 0,5. Letra

Questao 3.8.14. (CONSULPAM - Pref. de Pentecoste - CE 2014) Calcule o limite

abaizo

lim 5x? — 8xr — 13
z—3 )
(A) 2.
(B) 4.
(C) 5.
(D) 8.

Solugao. Temos que:

. ba?—8x—13 5-32-8-3—-13
hm— =
r—3 .772—5 32—5

45 —24 — 13
4
45 — 37

Gabarito: letra "A'.
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Questao 3.8.15. (AOCP - IBC - 2013) Assinale a alterntiva que indica a drea,

no plano cartesiano, da regiao limitada pela curva y = +/x + 1 e pelas retas x = 0,

y=0ex=8.
(A) 16/3 unidades de drea.
(B) 27/2 unidades de drea.
(C) 26 unidades de drea.
(D) 52/3 unidades de drea.

(E) 81/2 unidades de drea.

Solugao. A interpretagao geométrica foi feita na Figura[3.23, Através dela, conseque-
se ver que a drea deve ser calculada de x =0 a x =8, com y > 0, tendo por base a

funcao y = /x + 1. Isso nos remete a nogao de integral. Temos,

1= [vivie= [eryra = [0

3/2 o
52
= 3
Gabarito: letra "D".
y=vr+1 |_—
0 8

Figura 3.23: Interpretacao geométrica do problema.
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Questao 3.8.16. (FGV - SEE - SP - 2013) Seja R a regiao do plano cartesiano
T +8

definida pelas desiqgualdades 2 < x < 10 e 0 < y <

wqual a

. A drea da regiao R €

(A) 50.
(B) 56.
(C) 58,
(D) 62.
(E) 64.

Solugao. A regiao R ¢ dada conforme a Figura[3.24) Calcular dreas de regioes
delimitadas por retas e fungoes nos sugere integral definida. Neste caso, a drea da
T+ 8

regiao R € dada pela integral de y = de 2 até 10. Temos,

10 10 1
AR:/ (“2’8)@ _ / (§x+4)daz
2 2

2 10
= [x_ + 430}
2

4
= 50.

Portanto, Agr = 56. Letra "B".

z =10
=0 z+8
y:

2

Figura 3.24: Calculo da area da regiao R.
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3
8
Questao 3.8.17. Assinale o item que corresponde ao valor de lim Tt .
z——2 T + 2
(A) 12
(B) 10
(C) 14
(D) 0

Solugao. Temos

?+8 (=248 0

im .
e——2 x + 2 —242 0

Temos uma indeterminacao do tipo 0/0, pela regra de L’Hospital, vide Teorema

EEZ8 vem

3+ 8 322
im = lim —
z—=-2 1+ 2 z——-2 ]
Gabarito: letra "A'.

=3-(-2)* =12

3.9 Vestibular da URCA

1
Questao 3.9.1. (2020.2) Se cosx = 3 entdo | sen2x| + | cos 2z| vale:

(A) 1

B o
©) 4\/§9+ 7
) W27

() 22

Solugao. De acordo com a Proposicao temos que:
2 2

sen2xr = 2Sen xr coST € COoS2T = CoSs“ x — sen” x.

Agora considere o triangulo retangulo ABC' da Figura[3.25:
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3k

B k A

Figura 3.25: Triangulo retangulo ABC.

Fizemos as denotagoes AB = k, AC = 3k e BC =y, onde k € uma constante

real. Utilizando o Teorema de Pitdagoras, vide Teorema chegamos ay = 2v/2k,

2
donde senx = T\/_ Temos que:

sen2r =2 - (%> L 4\/5 4\/§
9

- = =—— donde | sen2zx| =

(&

3 3 9
1\ (2v2\ 7 7
cos 2x = <§> - <%—> =~y donde | cos 2x| = 9
A2+ 7
Logo, |senz2z| + | cos 2x| = % Alternativa "C'".

T

Questao 3.9.2. (2020.2) Dada a funcao f(x) = logy, (10

) + 2020, qual o valor de
£71(2020)?

(4) =
(B)1

(C) 10
(D) 100

(E) 1000

Solugao. Denotando f(x) =y e sabendo que a fungao exponencial é a inversa da

funcao logaritmica, vamos ter
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Z

y = log (%) +2020 = 10Y = 10010 (15 ) +2020]

—  10Y = 10"g10(i5) . 102020
xr
= 10Y = — - 107
10
10y+1

10v+1
=~ 102020

Assim, f~1(y) e, portanto, f~1(2020) = 10. Letra "C".

Questao 3.9.3. (2020.2) O conjunto solu¢io da inequagio 2sen? x +cosx > 2 para
ogwgga

(A) S={zx eR|r/4 <z <7/2}
(B) S={zreR|r/3 <x<m/4}
(C) S={xeR|r/6 <z <7/3}
(D) S={zeR|r/6 <z <7/ 2}
(E) S={zeRln/3 <z <m/2}

Solugao. Utilizando a relagao fundamental, vide Teorema[2.7.53, temos
2sen’z +cosz >2=2-(1—cos?x) +cosz —2>0= —2cos’x + cosz > 0.
Fazendo cosx = z, tem-se que —22% + z > 0.
Devemos analisar o comportamento da fungao quadrdtica f(z) = —22%+ z. Suas
raizes sao z =0 e 2 = 1/2. Como o coeficiente de 2* € negativo, a concavidade do

grdfico de f estard voltada para cima. FEsta situacao estd representada pela Figura

[Z.20]
f(2)

+ 4+

Figura 3.26: Grafico da fungao f(z) = —22° + 2.
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Assim, f(z) > 0 se, e somente se, 0 < z < 1/2, isto é, —2cos®x + cosx > 0 se,
e somente se, 0 < cosx < 1/2.

0
Se cosx = 0, tem-se que r = 5
1 s
Se cosx = —, temos x = —.
2 3

Veja a representacao grdfica de 0 < cosz < 1/2 na Figum

CosT

]

1/2

Figura 3.27: Representagao grafica de 0 < cosz < 1/2.

m m
, ocorre se, e somente se, — < x < —.

1
L 0< < = <<
0go COS T 2, para ST S 3 2

| S

Gabarito: letra "E".

Questao 3.9.4. (2020.1) Sabendo que A = {1,2,3} e B ={2,4,6,8,10,12}, quan-
tas fungoes f: A — B injetoras existem?

(A) 120

(B) 720

(C) 60

(D) 90

(E) 70

Solugao. Para a funcaio f : A — B ser injetiva, dados x1,x5 € A, distintos,
devemos ter f(x1) # f(xs) em B. Dessa maneira, sem perda de generalidade,
tomando o elemento 1 € A, existem 6 possibilidades de correspondéncia em B. Para
o elemento 2 € A, vamos ter 5 possiveis escolhas em B e, por fim, considerando

3 € A, tem-se 4 possibilidades em B. Portanto, o numero de fungoes injetivas
f:A—= B €6 x5x4=120. Gabarito: letra "A".
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Questao 3.9.5. (2020.1) Considere a fun¢io do sequndo grau f(x) = ax® +2x +1,
onde a # 0. E INCORRETO afirmar que:

(A) A pré-imagem de f no ponto 1 é f~'(1) = {0,—-2/a}.
(B) Se a >0, o valor da ordenada do vértice de f € diferente de 1.
(C) Se a <0, o valor da abscissa do vértice de f € positivo.

(D) Se a >0 e f tem duas raizes distintas, entdo o ponto da abscissa do vértice

pode ser maior que 1.

(E) Se a <0, entdo f nao tem raizes iguais.

Solugao. Analisemos cada um dos itens separadamente.
A) Denotando D(f) como sendo o dominio de f, de acordo com o Elon, vide

referéncia [0, a pré-imagem ou imagem inversa de f no ponto 1 é o conjunto

fH (1) ={z € D(f)|f(x) = 1}.

Assim, f(r)=1=ar*+22=0=2=0 ouz = —2/a.

Dai, f~*(1) = {0,—2/a}. Portanto, o item estd correto.

B) Temos que: A =4 —4a, ou seja, A =4-(1—a). Assim,
4-(1—a) a-—1 1

b = — = :1——
4 4a a a

1 1
Como a > 0, entao —— < 0, assim 1 — — < 1, portanto este item também estd
a a

correto.

C) A abscissa do vértice de f € dada por:

2 1

Ty =g =

Como a < 0, temos —1 > (0. Assim, este item também estd correto.

D) Do item "B", sabe?nos que A =4-(1—a). Comoa >0 e f admite duas
raizes reais distintas, temos que 0 < a < 1. Com efeito, pois se nao fosse, teriamos

1 —a < 0 e consequentemente /1 — a nao estaria definida em R, fazendo com que

a func¢ao f nao tivesse raiz real alguma.
Do item "C", sabemos que a abscissa do vértice de f é x, = —1/a.

Agora note que:

1 1
a<l=>—->1= — < —1.
a a
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Disso concluimos que este item estd errado. Portanto, a alternativa a ser mar-
cada € a "D".

E) Pelo item "B", temos A = 4-(1 —a). Sea < 0, temos —a > 0 e assim
1—a>0. Logo, A >0, o que mostra a validade do item.

Questao 3.9.6. (2020.1) Considerando as retas
ri:x—y+1=0;,s:2z—y+4=0et:2=-3.
E correto afirmar que:

(A) As retas r e s sao paralelas.

(B) As retas r et sao perpendiculares.

(C) As retas r,s et se intersectam num inico ponto.

(D) A reta s intersecta a circunferéncia de centro (0,0) e raio 1.

(E) Nenhuma das anteriores.
Solugao. Reescrevendo as equacoes das retas r e s em sua forma reduzida, temos
r:y=x+1;,s:y=2xr+4

De acordo com a Proposi¢ao|2.2.11), r e s sao concorrentes. Sendo (x,y) essa
intersecao, temos

r+1=2xr+4=2=-3.
Como a abscissa de intersecao é x = —3, que € a equagao da reta t, vemos que

r,s et se intersectam num unico ponto, que é x = —3. Letra "C".
Questao 3.9.7. (2020.1) O conjunto solugao da inequagao log 1 2 > log 1 (2x —1)
em R é:

(A) S ={x eR|z>1}

(B) S={zeR0<z<1}

(C) S={zeRlx#1}

(D) S ={z eRjx>1/2}

(E) S=o
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Solucgao. Como a funcao logaritmica € decrescente para base entre O e 1, vide Pro-

posicao [2.6.8, temos

log%O:UQ>log%(2x—1)=>x2<2x—1:>x2—2x+1<0.

Analisemos o comportamento da fungdo f(x) = x? — 2x + 1.

Como o coeficiente de x* € positivo, entdo a concavidade do grifico de f estd
voltada para cima.

Note que A = 0. Assim, f tem raiz unica, a saber, 1. Logo, f € nao-negativa
em todo o seu dominio e portanto a inequacao em questio nao admite solugcao real
alguma, isto €, S = @. Alternativa "E".

Veja o grdfico de f(x) = 2% — 2z + 1 na Figura :

Figura 3.28: Grafico da fungao f(z) = 2? — 2z + 1.

Questao 3.9.8. (2020.1) Seja ¢ a circunferéncia dada pela equagio 2 + y? = 1
e r a reta dada pela equagao y = —x + 7. A equagao da reta que € paralela a r,

tangencia a circunferéncia e € interceptada pelo eixo y numa ordenada positiva é:

(A) y=—z+2V2

(B) y=—x+5
(C) y=—2+2
(D) y=—-xz+1

(E) y=—x+3/2
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Solugao. Sendo s a reta procurada, da Se¢ao[2.3, sabemos que a equagao de s seque
a lei de uma funcao afim. Como s € paralela a r, o coeficitente angular de s é —1
(Proposi¢ao item 1). Sendo d wm nimero real, temos s :y = —x +d.
Como o coeficiente angular de s é —1, a sua inclinacao vale 3w /4 (lembremos
de que o coeficiente angular € igual & tangente de sua inclinagdo). Tomemos uma
terceira reta, a saber, ' de modo que r' seja perpendicular a s e passa pela origem.
Assim, a inclinagao de r' é w/4. Seque disso que o ponto de tangéncia de s com c

€ igual a intersecao de s com r'. A situacao estd representada na Figura .'

Figura 3.29: Representacao grafica do problema.

Considerando o triangulo retangulo OAB, de hipotenusa 1 (v*> +y* =1 € uma
circunferéncia de raio 1), chegamos que OB = BA = \/2/2.

Assim o ponto A, intersegao da reta s com a circunferéncia c, possui coordenadas
2 2
(\/5/2, \/5/2) Substituindo na equagao de s, temos g = —g—i-d, donde d = /2.
Logo, s 1y = —x + /2. Letra "C".

Questao 3.9.9. (2019.2) Assinale a alternativa incorreta.

(A) A soma de dois nimeros irracionais pode ser wm nimero racional.

(B) A funcgio f: (0,4+00) — (0,+00) dada por f(z) = z* € injetiva.

(C) Dados os conjuntos nao vazios A, B e C' temos (A—B)UC = (AUC)—(BUC).
(D) (v/10 —3)~' = /10 + 3.

(E) 0,999 = 1.
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Solugao. (A) Item correto. Exemplo: Consideremos os nimeros irracionais /2 e
—/2, donde /2 + (—\/5) =0, que € racional.

(B) Item correto. Como a f néo ¢ definida no ponto 0, entdo ela néio tem valor
minimo. Entretanto, sabemos que a funcio g : R — R dada por g(z) = z* tem valor
minimo em 0. Sabendo disso, pelo que vimos na Segao a funcao f € crescente
em todo (0,+00), isto €, ela é injetiva para todo ponto de seu dominio.

(C) Item incorreto. A argumentacio serd feita por meio da Figura|3.50}

A A

(a) (A— B)UC (b) (AUC) — (BUC)

Figura 3.30: Conjuntos A, B e C.

Para um estudo mais rigoroso acerca dos conjuntos, recomendamos a leitura do

primeiro capitulo do livro Curso de Andlise do Elon, vide referéncia [6].

L 11 V1043 V1043
(D) (V10 — 3) = 3= Vo3 Vioss - 10-9 =10 + 3.

Portanto, o item esta correto.
(E) Seja x =0,999 - - -, temos

102 =9,999---=9+0,999- - =9 +2 =97 =9 =7 = 1.

Logo, o item estd correto.

1 1 1

tao 3.9.10. (2019.1) §
Questao ( ) Se log,, 2 + log, 2 + log, 2

=3, comz,y,z€Nexy,z

estao em progressao geométrica nessa ordem, encontre o valor de y.
(A) 4
(B) 6
(C) 2
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(D) 1

(E) 8
Solugao. Se x,y e z formam uma P. G. nessa ordem, sendo q € R} a razao, temos
_ _ 2
y=x-qez=2x-q".

Devemos encontrar y. Usando a propriedade mudanc¢a de base dos logaritmos

(Proposi¢ao item 4), temos

log,, 2 log,, 2
log, 2 = %82 log, 2 = %8s 2
Yo log,y log, =
Entao,
1 1 1 1 log,y log, z
log, 2 + log, 2 * log, 2 log, 2 * log, 2 * log,, 2
1+1 1
N +log, y + %Y _ g
log,. 2
= 1+log,(y-z)=3log, 2
= log, v +log,(y - z) = log, 2°
= log,(z-y-2)=log,8
= z-(z-q)(x-¢") =8
= (z-¢9)°=8
= x-q=2.

Logo, y = 2. Gabarito: letra "C".

Questao 3.9.11. (2019.1) O conjunto solugio da equagio |z — 2| + |z — 3| =1 é:
(4) {2}
(B) {3)
(C) {2,3}
(D) [2,3]
(E) 10,3]

Solugao. Note que:
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|t — 2|+ |z —3| >0, sex >3
|t —2|+]z—3] <0, sex <2

|t —2|+]z—3]<0,se2<x<3

Se x> 3, entao |x — 2| + |z — 3| = (x — 2) + (x — 3), donde z = 3.
Sex <2, temos |v —2|+ |xr —3]=(2—2)+ (3 —x), ou seja, v = 2.
Se 2 <z <3, tem-se que |x — 2|+ |z = 3| =(x —2)+ (3—x) = 1.

Portanto, sendo S o conjunto solugdo da equacao modular dada, temos

S =1[2.3].

Letra "D".

Questao 3.9.12. (2017.1) Assinale a alternativa que contém uma fun¢ao que €

sempre injetora.
(A) A fun¢ao que associa a cada morador de uma cidade, a sua idade.
(B) A funcao que associa a cada pais que possui um presidente, seu presidente.
(C) A fungao que associa a cada aluno de uma escola, a sua mae.

(D) A funcao que associa a cada misica que possui um Unico compositor, seu

compositor.

(E) A fungao que associa a cada time que possua um unico patrocinador, seu pa-

trocinador.

Solugao. Uma fungao f : A — B € injetiva quando dados xy,1o € A, distintos,
temos f(x1) # f(x2) em B. Em outras palavras, cada elemento do dominio deve ter
uma unica tmagem. Vamos agora analisar as alternativas.

Na alternativa "A", para a referida funcao ser injetiva, cada morador de uma
cidade deve ter uma idade diferente, o que nao € verdade, é comum existir pessoas
que possuam a mesma tdade.

Na letra "B", a fung¢ao em questao € de fato injetiva. Note que cada pais tem
um unico presidente e eles sao diferentes, isto €, nao existem dois paises com um
presidente em comum. A resposta correta € a letra "B".

A funcao da letra "C"claramente nao € injetiva, basta notar que que pode acon-
tecer de dois ou mais alunos serem irmaos, isto €, terem uma mae em comum.

A fungao da letra "D"também nao € injetiva, pois sabemos que existem compo-
sitores que fizeram mais de uma mausica sozinho.

Na letra "E", também nao temos uma funcao injetiva. Note que existem patro-

cinadores que estampam a marca de mais de um time sozinhos.
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Questao 3.9.13. (2017.1) A regiao do plano delimitada pelas retas x =0, y =0, a
reta que passa por (—3,4) e (0,2) e a reta 5z + 6y — 30 = 0 possui drea igual a:

(A) 12u.a.
(B) 18u.a.
(C) 24u.a.
(D) 32u.a.

(E) 35u.a.

Solugao. Sejar:y =ax+b a reta que passa por (—3,4) e (0,2), temos a = —2/3

2
eb=2. Assim,r:y:—§x+2.

A equagao reduzida de 5x + 6y —30 =0 éy = —gx +5.

2 )
Tomando as fungoes fi(x) = —37 +2 e folx) = —6% + 5, a regiao desejada fica

compreendida entre os grificos de fo € f1, dex =0 ax =6 (x =6 € a intersecao
do grdfico de fy com o eizo OX ).

A Figura[3.31) nos traz uma representagao grifica da situagao:

Figura 3.31: Area entre os dois graficos.

A drea da regiao desejada € dada pela diferenca entre as dreas do triangulo maior

e menor. Sendo A essa drea, temos

6-5 3-2

resposta correta € a letra mas esse exemplo pode também ser solucionado
A t t letra "A", lo pode tamb [ d

por meio da no¢ao de integral.
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Pelo que foi visto nas secoes e a drea A € igual a integral definida de

fa(z), de x =0 a x = 6 menos a integral definida de fi(z), dex =0 ax = 3. Assim

6 3 6 3
5 2 5 1
/ (——x + 5) dr — / <——J: + 2) der = {——x2 + 513} — |:——I2 + 21:}

5 1
= |——-6° 5~6}—{——'32 2-3}
{ PR 370 F

= 12u.a.

Gabarito: letra "A".

Questao 3.9.14. (2016.2) Seja n > 1 um nimero natural. O valor de

1~ log,[log, {/ {/ /7]

(A) n
(B) 1/n
(C) 3
(D) 1
(E) 4

Solugao. Temos que:

1~ log, [log,  ¥/¥/n] = log,n +log,flog, {/ 3/ /n] !

1
= log,n + log,
log,, [log,, \/ ¥/ /n]
n
= log,
log,, [log,, \/ ¥/ /n]
n
= log, :
log,, nn?
n

Gabarito: letra "E'".
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Questao 3.9.15. (2016.1) Uma quantidade ro = r(0) de uma substincia radioativa
se desintegra com o passar do tempo t de acordo com a formula r(t) = C37,

onde C' # 0 € uma constante. Em que instante t haverd exatamente um terco da

quantidade inicial da substdncia?
(A) t=1/5

(B) t=1/3

(C) 2/5

(D) 2/3

(E) t =2

1
Solugao. Devemos encontrar t tal que r(t) = 370
Temos que ro = C', assim

1 1 1
() = 30~ C-37" = §C =3 =3"1=1t= = Letra "A".

Questao 3.9.16. (2016.1) Se tg(z) = 2, entao € correto afirmar que:
(A) cos(z) =1/2 e sen(z) = 1
(B) cos(x) = v/2/2 e sen(z) = /2
(C) sen(x) = 1/v/5 ou sen(z) = —1//5
(D) cos(z) = 1/v/5 ou cos(z) = —1/v/5
(E) cos(z) = v/3/2 e sen(z) = /3

Solugao. Sendo k um nimero real, vamos considerar o triangulo retangulo ABC

dado na Figura[3.39:

2k a

X

k

Figura 3.32: Triangulo ABC'
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Por Pitdgoras, a = ++/5k.

Se a = \/5k, entio cos(x) = 1/v/5; se a = —/5k, temos cos(z) = —1//5.

Gabarito: letra "D".

Questio 3.9.17. (2014.1) Se k = logg +log
(A) —2

(B) -1

(C) 0

(D) 1

(E) 2

Solugao. Temos que:

ko= log2 tlog O tlog gy D)
— 09 — 09 — 0o — R
&g T 0BT T8 50

= (logh —log6) + (log6 —log 7) + (log 7 — log 8) +

logh +1 !
= lo 0g —
g g50

| (5 1)
— o) R
5\ 50

= -1

Logo, k* = 1.
Gabarito: letra "D".

§—f-lo z—l—
77 8%

49
cee b 50 entdo k? vale:

-+ (log 49 — log 50)

Questao 3.9.18. (2013.2) Ao pre¢o de R$ 1,50, um vendedor ambulante pode ven-

der 500 unidades de uma certa mercadoria que custa 70 centavos cada. Para cada

ventavo que o vendedor abaixa no prego, a quantidade vendida aumenta em 25 uni-

dades. Nestas condigoes, para obter um lucro mdzimo, o vendedor deve vender a

mercadoria por:
(A) R$0,30
(B) R$0,60
(C) R$0,90
(D) R$1,10
(E) R$1,20
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Solugao. Sejan € N o nimero de descontos de um centavo (R$0,01) na venda da
mercadoria.

Sejam R(n), C(n) e L(n) as fungdes, de dominio natural, que nos fornecem os
valores da receita, do custo e do lucro em funcdo de n, respectivamente.

A receita da operacao é dada pelo produto do preco da mercadoria pelo nimero
de unidades vendidas. Como para cada centavo abatido no prego, conseque-se vender

25 unidades a mais, temos

R(n) = (1,5—0,01n)- (500 + 25n)
= —0,25n% + 32, 5n + 750.

O custo de producao das mercadorias € igual ao produto do custo de cada item,
que € 70 centavos (R$0,70), pelo nimero de quantidades vendidas, que € 500+ 25mn.
Assim,

C(n) = 17,5n + 350.

Tendo em wvista que o lucro € obtido pela diferenca entre a receita e o custo,
tem-se que:

L(n) = —0,25n* + 15n + 400.

Perceba que L(n) € uma fungao quadrdtica, com dominio restrito a N. Como o
sinal do coeficiente de n* € negativo, a funcao lucro terd um valor mdximo. Nestas

condigoes, o valor de n para que o lucro seja mdximo €

15
L= 2 30,
[

Logo, ao desconto de 30 centavos, o lucro da operacao serd mdximo e, portanto,

essa mercadoria deverd ser vendida por R$ 1,20 a unidade. Alternativa "E".

Questao 3.9.19. (2012.2) Sejam f,g: R — R fungoes tais que f(g(z)) = 2> +2 e
g(x) =3z + 5. O grdfico de f(x) € tal que:

(A) Intersecta o eizxo X em dois pontos.

(B) Intersecta o eixo X em um ponto.

(C) Nao intersecta o eixo X .

(D) E uma reta.
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(E) Nao intersecta o grdfico de g(x).

-~ L b}
Solugao. Como f(3x +5) = 2% + 2, substituindo = por —3 + %’ temos

5 x
()
/() f( sttt
5 x>2
= (=2+4Z2) +2
( 3+ 3 +
1
= 5 (2% — 102 + 43).
Como A = =72 < 0, f(x) nao possui raizes reais. Geometricamente, o seu

grdfico nao intersecta o eixo X. Letra "C".

Questao 3.9.20. (2012.1) Seja 7 : N — N a fung¢ao que a cada n € N associa
a soma de seus divisores positivos, assim, se p € N € um numero primo, entao
7(p) = p+ 1. A partir desta defini¢ao, a soma dos divisores positivos de p™, onde p
¢ um nimero primo, isto €, T(p"), é:

(A) p"+1

(B) pn+l -1

pt—1
C
€ 5=
"t 41
p—1

n+1_1

(D)

p
) -
5)
Solugao. A alternativa correta € a "E". Vamos provar por meio de inducao em n,
n € N, a validade dessa proposi¢ao.
Sen =1, vamos ter o niumero primo p, onde
1+1 2
pt-1_p’—-1_ (p-1p+1)
() = —rol. —p+1.
p—1 p—1 p—1

Assim, a proposicao € vdlida no seu passo base. Supondo a validade dela para

um certo n, n € N, temos

pn+1_1
p—1 "~

Somando a ambos os membros da hipdtese de indugio o nimero natural p™?,

l+p+p°+-+p' =

vamos ter

214



n+1_1 _1
ldp+p>+ - +p"+p" = p +pn+1><p
p—1 p—1
n+1_1 n+2 o n+l
_ P +p p
p—1 p—1
pn+2_1
-

Assim, a proposi¢ao € vdlida para n+ 1 e portanto ela vale para todo n,n € N.

Questao 3.9.21. (2011.2) Seja Cy um cilindro de raio da base igual e 2cm, cujo
volume € igual ao zero "positivo"da fungdo f(x) = x* — 38x — 80 multiplicado por
m. Seja Cy um cone de duas folhas inscrito dentro de Cy, conforme a Figura|3.35.

O volume de C7 menos o volume de Cy é:

—

v

Figura 3.33: Cilindro C}.

(A) @Wcm?’

80
(B) —mcem?

(C) @ﬂ' cm3

100
(D) =7 em3

50
(E) =7 cm?

Solugao. Considerando-se a equacio do sequndo grau x* — 38x — 80 = 0, temos
A = 1764, donde v = 40. Assim o volume de C,, denotado por Vi, é V; = 40w cm?.
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Sendo h a altura do cilindro, temos também Vi = 4x - h, ou seja, h = 10 cm.
Quanto ao volume do cone Cs, vamos calcular o volume de uma das folhas e

multiplicar por 2. Sendo Vy o volume do cone 2, temos

47r><5> 40 3

VQ:Q'( 3

40 80
Logo, Vi — Vo =401 — ?W = ?ﬂ'. Alternativa "B".
Questao 3.9.22. (2011.1) Seja r a reta que passa pelos pontos A = (0,2/xg) e
B = (22,0), onde zo # 0. Seja P o ponto de interse¢ao da reta r com o grdfico da
fungao f(z) = 1/x, no primeiro quadrante. A drea do tridngulo cujos vértices sao

P, B e a origem é:
(A) 1u.a.

(B) 2u.a.

(C) 2zpu.a.

(D) xyu.a.

(E) 1/x¢u.a.

Solugao. Seja r : y = ax + b a reta que passa pelos pontos A = (0,2/xy) e B =
1 2

(220,0), entdo a = —— eb= —. Assim, r 1y = ——x + —.

Vamos agora achar as coordenadas de P. Temos que:
1 2 1
y=f(2) & —Sr+— == 1" —2zgx + 15 = 0.
xg Ty

Como a unica solucao dessa equagdo do 2° grau € x = xq, a abscissa de P € xy.

2

1 2 1 1
Dey=——x+—, temos v = —zdy+2x¢ e de y = —, tem-se que x = —,y # 0.
xh X x Y

Assim,

9 1 1
—ToY +2r0 = — Sy = —.
Y Zo

1
Logo, P = <:1:0, —)
Zo
A equagao da reta que passa pela origem e pelo ponto P € s :y = —x.
Lo
A Figura|3.34) nos dd uma representagao grdafica da situagao:
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fa() Y
fiz)
A
1
y f(z) = -
o B
Lo  2x z
Figura 3.34: Representagao gréfica.
: - 1 1 ) :
Considerando as fungoes fi(x) = —x e fo(x) = ——x+ —, a drea do triangulo

OPB € igual a integral definida de fi(x), de x = 0 até x = xy mais a integral

definida de fo(x), de x =z até x = 2xy. Sendo A a drea procurada, temos

| 2zo 1 2
A = / —2mdm+/ (——2x+—> dzx
o Lo zo Ty Zo

— [$2]z0+[ z? _'_Qx 20
222, 222 g

= lu.a.

o

Gabarito: letra "A'.

Questao 3.9.23. (2009.2) Sabe-se que o wvalor aprozimado de log, 1,08 ¢é 0,111.
Investindo seu capital a juros mensais de 8%, em quanto tempo, aprorimadamente,

vocé dobrard o seu capital inicial?

(A) 10 meses.
(B) 8 meses.
(C) 11 meses.
(D) 9 meses.

(E) 7 meses.

Solugao. Chamando de C' o capital investido, devemos encontrar t (tempo da ope-

ra¢ao) de modo que o montante seja 2C. Temos,
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20 = C'-(1,08)" = 2 = (1,08)" = log,2 =t-logy(1,08)
1 1000 1000

0.111 1000 _ 111
= t~09.

= (=

Portanto, a alternativa correta € a letra "D".
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Capitulo 4
Analise das provas de concursos

Os Capitulos [2] e [3] nos traz o aporte necessario para cumprirmos com o objetivo
do trabalho, que é se tornar material de estudo para concursos e vestibulares. Além
disso, de modo a enriquecer esta obra, fizemos uma anéalise das provas de concursos
e do vestibular da URCA consultadas. Neste capitulo, apresentaremos os dados.
Vamos tratar primeiro da analise das provas de concursos e, em seguida, do vestibular
da URCA.

Iniciamos o trabalho fazendo a coleta das provas de concursos para educador em
Matematica, retiramos-as dos sites PCI Concursos e QConcursos, vide referéncias
[20] e |2I]. A maioria das provas encontradas nesses sites foram usadas neste tra-
balho, o intuito era obter um nimero maior de provas, mas nao foi possivel, pois
as bancas nao disponibilizaram mais provas. A amostragem considerada é de 100
provas, distribuidas em 13 bancas, & saber, Assesoria em Organizagao de Concursos
Publicos - AOCP, Centro de Selecao de Candidatos ao Ensino Superior do Grande
Rio - CESGRANRIO, Centro Brasileiro de Pesquisa em Avaliacao e Selegao e de
Promogao de Eventos - CEBRASPE (banca que sucede a CESPE/UNB), Consulto-
ria Publico - Privada - CONSULPAM, Fundagao Carlos Chagas - FCC, Fundagao
Getilio Vargas - FGV, Instituto Brasileiro de Apoio e Desenvolvimento Executivo
- IBADE, Universidade Estadual do Ceara - UECE, Universidade Estadual da Pa-
raiba - UEPB, Universidade Patativa do Assaré - UPA, Universidade Regional do
Cariri - URCA e, por fim, Fundacao para o Vestibular da Universidade Estadual
Paulista - VUNESP.

Das 100 provas, a distribuicao nas 13 bancas é dada na Figura 4.1}
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VUNESP 15 provas

AOCP 10 provas

CONSULPAM 10 provas
CETREDE 9 provas
FCC 9 provas
CESPE 8 provas
UEPB 8 provas

7 provas
6 provas

6 provas

CESGRANRI 5 provas
4 provas

3 provas
Figura 4.1: Numero de provas por banca.

O passo seguinte se deu pela analise das provas, analisamos cada uma das 100
provas coletadas acerca do topico de fungoes, onde foram consideradas as seguintes
questoes: recorréncia do assunto de func¢bes nas provas, os tipos de funcoes que
aparecem com maior frequéncia e o nivel de dificuldade das bancas nas questoes
envolvendo fungoes.

Ao todo foram encontradas 2710 questoes especificas de Matematica, das quais
598 correspondem a funcoes; percentualmente, 22% aproximadamente da prova es-
pecifica de Matematica se refere a fungoes. No Capitulo |3, apresentamos como
exemplos 146 destas questoes. Por meio desses dados iniciais, podemos concluir que
o topico de fungoes tem uma recorréncia considerével nas provas de concursos para
educador em Matematica, pois num contexto amplo de contetdos de Matematica a
serem cobrados numa prova de concurso, 22% é um dado que deve ser levado em
consideragcao.

Algumas bancas merecem destaque por terem uma recorréncia elevada de fungoes

em suas provas especificas de Matematica. Veja as bancas que mais se destacaram
na Figura [1.2}
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UPA

CESPE

CESG.

VUNESP UECE

I I UEPB

41,7% 32,8% 30,6% 27,5% 27,1% 25,9%

Figura 4.2: Grafico de recorréncia de algumas bancas.

Através dos dados da Figura [£.2] vemos que bancas conceituadas, tais como CES-
GRANRIO, CESPE E VUNESP, apresentaram percentual alto da prova especifica
de Matematica constando de funcoes. Portanto, aos que pretendem prestar con-
cursos em uma das trés bancas citadas anteriormente, este trabalho podera ser um
instrumento de estudo relevante. A UPA foi a banca que apresentou maior per-
centual, com uma amostragem baixa, apenas 3 provas. Ainda tentamos entrar em
contato com a banca, mas nao conseguimos obter mais provas. No Capitulo [3]
apresentamos alguns exemplos da UPA.

Agora considerando as 598 questoes de fungoes encontradas, segue na Figura[4.3]
os dados de recorréncias dos tipos de fungdes abordados no Capitulo [2], onde temos:

FA: funcao afim;

FQ: fungao quadratica;

FM: fungao modular;

FE: funcao exponencial;

FL: fungao logaritmica;

FT: fungoes trigonométricas.
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FQ
FA
Funcdes
FE FL
FT
Célculo
; I I

19,4% 22,2% 23,3% 3,2% 9,7% 9,7% 6,5% 5,7%

Figura 4.3: Grafico de recorréncia dos tipos de fungoes.

Através da Figura [4.3] podemos inferir que Fun¢ao Quadratica e Fun¢ao Afim
sao os tipos de fungdes que mais recaem. Funcao Exponencial e Funcao Logarit-
mica tém recorrénciais iguais, as duas juntas representam um percentual perto de
20%. Percentual equivalente possui as propriedades gerais das fungoes. Entao esses
eixos juntos possuem percentual que ultrapassa os 80% das questoes de funcoes,
sendo portanto os mais recorrentes dos tipos de funcoes. Para completar a nossa
argumentacao, ressaltemos que Funcao Modular, Fungoes Trigonométricas e Nogoes
de Célculo, embora apresentem recorréncias inferiores, tém a sua importancia no
contexto dos concursos publicos, onde uma aprovacao pode ser decidida por uma
margem pequena.

Quanto ao nivel de dificuldade das bancas, em geral, ndo ocorre muita variacao,
ou seja, na maiorida delas, o nivel de dificuldade das questoes envolvendo fungoes é
bem proximo. O grau de dificuldade é definido levando em consideracao a contextu-
alizacao do tema, o potencial de reflexdao que o enunciador leva o candidato a fazer e
os meios de se chegar a solucao. Por exemplo, uma questao que consiste somente na
aplicacao direta de determinados valores, o grau de dificuldade ¢é classificado como
baixo. Por outro lado, uma questao que relaciona o tema com outros contextos, tais
como a interpretacao de texto, a modelagem de determinados fenémenos da natureza
e a contextualizacao com outros ramos da Matemaéatica leva o candidato a montar
estratégias de resolucao e a empregar um raciocinio mais sofisticado. Questoes desse
tipo classificamos como dificil. Entao, no geral, as bancas possuem questoes de nivel
de dificuldades baixo e alto e nao ha diferencas consideraveis entre elas. Entretanto,

uma das bancas consultadas se destaca em relagao as outras, que é a CESPE.
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As questoes da CESPE, em sua maioria, sao contextualizadas. E comum aparecer
um texto introduzindo o tema trazendo informacgoes a serem interpretadas, exigindo
construgoes matematicas, onde uma informacao vai ligando a outra, é como uma
teia de aranha, onde todas as partes da solugao estao relacionadas. Um outro ponto
que torna a CESPE uma banca rigorosa sao as questoes de certo e errado, das oito
provas da banca usadas para analise, em trés delas tivemos essa caracteristica, em
algumas situagoes uma questao errada pode anular uma certa, isso reduz bastante
a interferéncia do fator sorte. Somando a tudo isso, tem-se toda uma prova de
concurso a ser feita, assim o candidato podera fazer a especifica de Matemética
cansado e com o tempo curto.

Nao ha féormula pronta que garanta uma aprovacao em um concurso publico,
porém acreditamos que o estudo, principalmente das questoes mais dificeis, aumenta
as chances de aprovagdo. Por isso, das 146 questdes apresentadas no Capitulo [3]
selecionamos as que possuem maior nivel de dificuldade.

Para completar a nossa anélise, apresentemos os dados sobre a anélise das provas
do vestibular da URCA consultadas. Primeiramente, vamos justificar a escolha.
Sabemos que existem diversos tipos de vestibulares realizados ao longo do paifs,
com véarias bancas examinadoras. Escolhemos a URCA, pois é uma universidade da
regiao Cariri, mesma da UFCA. O contexto é o ideal, pois, entre outros objetivos
estipulados, esse trabalho podera ser usado especificamente para o vestibular da
URCA.

Conseguimos obter 24 provas do vestibular da URCA, a saber, 2020.2, 2020.1,
2019.2, 2019.1, --- 2009.2, 2009.1, retiramos-as do site Brasil Escola, vide referén-
cia [22]. Tentamos conseguir mais provas, mas ndo obtemos sucesso. O total de
questoes de Matemaética encontradas é 375, das quais 113 correspondem a fungoes,
percentualmente, 30% aproximadamente. No Capitulo [3] criamos uma segao onde
apresentamos como exemplos 23 questoes do vestibular da URCA, vide Se¢ao [3.9
Nesta analise, nao fizemos a separagao por tipos de fun¢oes, como nas provas de
concursos, levamos em conta se a questao analisada esta relacionada com os topicos
apresentados neste trabalho.

Portanto, em meio ao resultado das analises apresentado neste capitulo, espera-
mos fortalecer a relevancia do trabalho no contexto dos concursos publicos e vesti-
bulares, sobretudo no vestibular da URCA.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Ao terminar o curso de Licenciatura em Matemética, muitos estudantes se de-
param com um novo desafio: a qualificacao nos concursos publicos. Sabemos que
estudar Matematica superior nao é garantia de sucesso em exames desse tipo, pois
o modelo das provas tem particularidades que precisam ser trabalhadas, tais como
organizacao com o tempo, adaptacao ao estilo de cada banca e o desenvolvimento de
raciocinios rapidos e simples, que vao de encontro ao que se pede. Dessa maneira,
uma pesquisa na area dos concursos publicos se faz necesséria para dar o aporte de
que o estudante precisa.

De modo a atingir o objetivo desta dissertacao, que é se tornar material de estudo
para concursos publicos para educador em Matemaética, realizamos uma pesquisa
com 100 provas distribuidas em 13 bancas, onde no Capitulo ] apresentamos os
resultados do nosso levantamento. Através da analise realizada, podemos concluir
que o topico de fungoes se mostrou relevante no contexto dos concursos ptublicos,
apresentando uma recorréncia consideravel nas provas especificas de Matemética
bem como questoes contextualizadas que relacionam variados ramos da Matematica.
Assim por meio de fungoes consegue-se solucionar problemas de Geometria Analitica,
Matematica Financeira, Trigonometria, areas, movimentos de corpos, crescimentos
e decrescimentos populacionais, etc.

Nos Capitulos [2] e [3, apresentamos o material necessario para o estudante de
concurso usar em seu dia a dia. Destacamos o Capitulo 3] onde apresentamos como
exemplos 146 questoes de concursos para educador em Matemética, retiradas de
13 bancas. Procuramos selecionar questoes contextualizadas que exijam solugoes
sofisticadas, conforme explicado no Capitulo [4] Assim, esperamos que o objetivo
deste trabalho de se tornar material de estudo para concursos para educador em
Matematica possa ser atingido.

Esperamos também que com o que foi apresentado, este trabalho possa cumprir
um outro objetivo estipulado, que é ser usado na educagao basica. Entao o profes-

sor de Matemética podera utilizar esta dissertacao nas aulas de func¢oes no Ensino
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Médio como material didéatico e os alunos poderao estudar pelo trabalho para os
vestibulares que irao fazer. Para aproximar o trabalho a educacao basica, fizemos
uma anélise do vestibular da URCA, onde consideramos 24 provas. No Capitulo
Bl criamos uma segao extra, a saber, Se¢ao [3.9], onde apresentamos como exemplos
23 questoes, algumas delas estao resolvidas de duas formas. Assim nos cursinhos
preparatorios para o vestibular da URCA, esta dissertacao podera ser um meterial
especifico para essa prova.

Vivemos em um pais que realiza concursos publicos frequentemente. Atualmente,
em 2021, estamos atravessando um periodo de crise sanitaria com a pandemia da
COVID-19, a tendéncia é que a procura e a concorréncia sejam ainda maiores futu-
ramente. O mesmo acontece nos vestibulares, onde esse tipo de prova representa a
ponte que separa o aluno do Ensino Médio a um curso superior de que ele deseja.

Portanto, Pelo que foi apresentado, a pesquisa na area dos concursos publicos
e vestibulares é de suma importancia, pois muitas pessoas podem ser beneficiadas,
desde um professor de Matematica que deseja a efetivacao no ensino publico a um
aluno do Ensino Médio que busca uma vaga no ensino superior. Este trabalho nao
representa um encerramento de um curso, e sim uma continuagao dele, que pode se

estender na formacao de muitos professores de Matematica.

225



Referéncias

[1] SILVA, J. B. Andlise Combinatdria no Contexto dos Concursos e Ves-

tibulares. Dissertagao (Mestrado) — Universidade Regional do Cariri -
UFCA, 2021.

[2] BRASIL. Pardmetros Curriculares Nacionais. Ciéncias da Natureza,

Matemdtica e Suas Tecnologias. Brasilia: MEC, 2000.

[3] BONJORNO J. R.; GIOVANNI, J. R. Matemdtica Completa. 2*. ed. Sao
Paulo: FTD, 2005. v. 1.

[4] DANTE, L. R. Matemdtica: contextos e aplicagées. 1*. ed. Sao Paulo:
Atica, 2012. v. 1.

[5] IEZZI G.; MURAKAMI, C. Fundamentos de Matemdtica Elementar. 3*.
ed. Sao Paulo: Atual, 1977. v. 1.

[6] LIMA, E. L. Curso de Andlise. 14*. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2016. v. 1.
[7] LIMA, E. L. Nimeros e Fung¢oes Reais. 1*. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2013.

[8] NETO, A. A. Matemdtica Financeira e Suas Aplicagées. 12*. ed. Sao
Paulo: Atlas, 2012.

[9] DOLCE O.; IEZZI, G. M. C. Fundamentos de Matemdtica Elementar. 9*.
ed. Sao Paulo: Atual, 2004. v. 2.

[10] NETO, A. C. M. Geometria. 1*. ed. Fortaleza: SBM, 2013.

[11] BONJORNO J. R.; GIOVANNI, J. R. Matemdtica Completa. 2*. ed. Sao
Paulo: FTD, 2005. v. 2.

[12] DANTE, L. R. Matemdtica: contextos e aplicagdes. 1*. ed. Sao Paulo:
Atica, 2012. v. 2.

[13] IEZZI, G. Fundamentos de Matemdtica Elementar. 2*. ed. Sdo Paulo:
Atual, 1977. v. 3.

226



[14] BONJORNO J. R.; GIOVANNI, J. R. Matemdtica Completa. 2*. ed. Sao
Paulo: FTD, 2005. v. 3.

[15] DANTE, L. R. Matemdtica: contextos e aplicagoes. 1*. ed. Sao Paulo:
Atica, 2012. v. 3.

[16] GUIDORIZZI, H. L. Um Curso de Cadlculo. 5*. ed. Sdo Paulo: LTC, 2001.

v. 1.

[17] FLEMMING D. M.; GONCALVES, M. B. Cdlculo A. 6*. ed. Sao Paulo: Pe-
arson, 2012.

[18] STEWART, J. Cdlculo. Tradugio de EZ2 Translatea. 1*. ed. Sao Paulo: Cen-
gage Learning, 2013. v. 1.

[19] THOMAS, G. B. Cdlculo. Tradugao de Thelma Guimaraes e Leila Maria Vas-

concellos Figueiredo. 11*. ed. Sao Paulo: Pearson, 2009. v. 1.

[20] PCI Concursos. pciconcursos. Pdgina inicial. 2021. Acesso em: 26 de fev. de

2021. Disponivel em: <www.pciconcursos.com.br.>.

[21] QConcursos. gconcursos. Pagina inicial. 2021. Acesso em: 26 de fev. de 2021.

Disponivel em: <www.qconcursos.com>.

[22] Brasil Escola. brasilescola. Pdgina inicial. 2021. Acesso em: 25 de Jun. de

2021. Disponivel em: <brasilescola.uol.com.br>.

227



