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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo o estudo e aplicacdo de Matrizes de Rota¢do, assim fazendo que
o estudante desperte o interesse e curiosidade de aprender matematica. Para isso utilizaremos
0s bracos robdticos como objeto a se aplicar a teoria de Matrizes de Rotacdao. Apresentaremos
um breve histérico sobre a evolu¢iao da robdtica com o passar das épocas. Dedicaremos um
capitulo para que introduza todo contetido necessdrio para comecar a falar sobre as matrizes
de rotacdo. Iremos mostrar a teoria de Matrizes de Rotacdo, seus referénciais e descrever as
rotagdes necessdrias para mover um brago robético. Faremos a construcdo de um protétipo
de brago robdtico feito de madeira, servindo como ferramenta a ser explorada pelos alunos.
Descreveremos um guia de uma programagao feita para simular um brago robético utilizando o
software Geogebra, esta programagao sera feita em duas etapas, onde a primeira sera feita no
plano e a segunda no espaco. Também serd apresentado um pouco da aplicacio que foi feita em
uma escola de Ensino Médio e os resultados da mesma. Por fim, falaremos sobre as conclusoes

deste trabalho e quais foram suas contribuic¢des.

Palavras-chave: Braco Robdtico, Ensino Médio, Matrizes de Rotagdo, Software Geogebra.



ABSTRACT

This work aims to study and apply Rotation Matrices, thus making the student awake the interest
and curiosity to learn mathematics. For this we will use robotic arms as an object to apply the
theory of Rotation Matrices. We will present a brief history of the evolution of robotics over
the ages. We will dedicate a chapter to introduce all the necessary content to start talking about
rotation matrices. We will show the theory of Rotation Matrices, its references and describe the
rotations necessary to move a robotic arm. We will build a prototype of a robotic arm made of
wood, serving as a tool to be explored by students. We will describe a guide to a programming
made to simulate a robotic arm using Geogebra software, this programming will be done in
two steps, where the first one will be done in plane and the second on in space. It will also be
presented a little of the application that was made in a high school and its results. Finally, we

will talk about the conclusions of this work and what its contributions were.

Keywords: Robotic Arm 1. High School 2. Rotation Matrices 3. Software Geogebra 4.
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1 INTRODUCAO

Mostrar um contetido mais sofisticado no Ensino Médio pode ser um desafio, por isso,
trazer uma aplicagcdo pratica deste conteido pode ser uma boa saida para a aprendizagem
dos estudantes. Utilizando como exemplo o braco robdtico, queremos mostrar a utilizacao
das Matrizes de Rotacdo, onde estas mesclam os contetidos de Matrizes, Algebra Linear e
Trigonometria. Para isso dividimos este trabalho nos seguintes capitulos.

Para nos situarmos, o Capitulo 2 trard o desenvolvimento histérico da robética, onde
veremos cronologicamente um pouco da evolucdo dos robos. Para Azevedo et.al [1], os primeiros
aparatos robéticos surgiram na Grécia no século III a.C. Dando um salto histérico, Wallen [6]
afirma que o primeiro rob6 de automacao industrial € criado na década de 1950, onde até hoje,
suas evolugdes sdo utilizadas em nosso cotidiano realizando tarefas de modo mais veloz e preciso,
assim facilitando a vida do ser humano.

No Capitulo 3 sera feita uma breve citacdo de como o ensino de matrizes, trigonometria
e dlgebra linear em geral € mostrado nas escolas segundo os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) [7]. Também serdo apresentados os conteddos prévios necessarios para o professor
do Ensino Médio conseguir fazer uma breve introducao da teoria de Matrizes de Rotagdo a
seus alunos. E por fim toda abordagem tedrica necessdria para comecarmos a falar sobre a
movimentacdo de um brago robdético utilizando as Matrizes de Rotacdo. As referéncias utilizadas
na teoria deste capitulo serdo apresentadas mais a frente.

No Capitulo 4 vamos finalmente mostrar a teoria de Matrizes de Rotag¢do e como ela é
aplicada a movimentagao do braco robdtico. Descreveremos um brago robético genérico com
seis graus de liberdade juntamente de seus referenciais. Demonstraremos que a posi¢do final
do brago robético depende de seu referencial base. Este capitulo serd baseado em Rousseau e
Saint-Aubin [9].

No Capitulo 5 serd mostrado o primeiro produto educacional, um protétipo de braco
robético de madeira. Mostraremos como foi feita sua constru¢cao com baixo custo, por isso pode
ser feito pelo professor e até pelos alunos. O intuito deste brago robético € de ser um produto
fisico onde o aluno poderd explorar suas movimentagdes para entender como a teoria funciona
na pratica. Vamos ver também suas limitacdes e sugestdes de melhorias.

O Capitulo 6 que € o nosso segundo produto educacional, traz o passo a passo de duas
programacdes feitas no software Geogebra. Estas programacdes tem a finalidade de simular a
movimentac¢do de um brago robético utilizando vetores como se fossem partes do brago robético
e as Matrizes de Rotacdo atuando na sua movimentacio. A primeira programacao € realizada no
R? (plano) e a segunda é feita com os vetores no R (espaco).

No Capitulo 7 serd mostrado um pouco da aplicacdo feita em uma escola com turmas
do 2° Ano do Ensino Médio. Esta aplicacao esta ligada diretamente a um dos objetivos deste
trabalho, que € despertar no estudante o interesse em aprender a matematica. Através de um

formuldrio veremos algumas opinides dos estudantes sobre como foi esta experiéncia para eles.
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2 UMA BREVE HISTORIA DA ROBOTICA

Neste capitulo apresentaremos a histdria dos robds, onde veremos varios dispositivos
criados durante a histéria, desde os que podem ser considerados os primeiros robos até os que
sdo amplamente usados atualmente.

Segundo Azevedo et.al [1], historicamente na antiga Grécia surgiram o que podemos
chamar de primeiros robds. Ctesibius, um matematico e engenheiro grego que viveu cerca de
285-222 a.C. em Alexandria, arquitetou uma série de aparelhos robéticos, o mais famoso destes,
foi a clepsidra ou reldgio de dgua, o qual constitui-se em um dos primeiros sistemas criados pelo

homem para medir o tempo.

Figura 1 — Clepsidra

Fonte: Retirado de dominio puiblico.!

Hé também relatos sobre Heron de Alexandria, gedmetra e engenheiro grego que, para
Pollen [2], viveu no século III a.C. Este construiu diversas invengdes na drea da automagdo, mas
sua principal invenc¢ao € a eolipila. A eolipila era uma maquina que consistia de uma esfera oca
na qual se adaptavam dois tubos curvos. Na parte inferior do aparato havia uma bacia com 4gua,
onde esta era aquecida geralmente com fogo. O vapor gerado pelo aquecimento da dgua, passava
pelos dois tubos, fazendo girar a esfera muito rdpido. Assim podemos dizer que foi o primeiro
motor a vapor documentado na histdria.

Uma mirfade de outros instrumentos simples foram sendo desenvolvidos ao longo dos
séculos. Daremos um salto histérico até a renascenga, onde neste periodo foram concebidas
ideias que se assemelham ao assunto tratado nesta dissertagao.

No século XV, o célebre artifice, Leonardo Da Vinci (1452-1519) ganha importancia
no invento de engenhocas robdticas. Da Vinci, cientista, matematico, engenheiro, inventor,
anatomista, pintor, escultor, arquiteto, botanico, poeta e musico € reverenciado até os dias atuais
por sua engenhosidade tecnoldgica. Para Gibbs-Smith et.al [3], Leonardo da Vinci concebeu
ideias de aparatos que existem atualmente, como um helicéptero, um tanque de guerra, o uso da
energia solar, uma calculadora, dentre outros. Porém um nimero relativamente pequeno de seus

projetos chegou a ser construido. Entre seus projetos, desenvolveu os planos de um cavaleiro

' Disponivel em: <http://aprendendoeanotando.blogspot.com/2011/08/mais-instrumentos-de-medir-o-

tempo.html>. Acesso em 10 fev. 2021.
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que deveria mover-se autonomamente, mas como se tivesse no seu interior uma pessoa. Este
artefato que alguns designam por “Robd de Leonardo” era usado para entretenimento da realeza.

A Figura 2 ilustra este aparato.

Figura 2 — Rob0 de Leonardo

Fonte: Retirado de dominio piiblico.?

Jacques de Vaucanson (1709-1782), inventor e artista francés, também se destaca. Em
1738 ele criou o primeiro rob6 funcional, um androide que tocava flauta, assim como um pato

mecanico que se alimentava. Na Figura 3 podemos ver a ilustragdo de uma de suas invengdes.

Figura 3 — Pato Mecénico

Fonte: Retirado de dominio piiblico.?

Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Cavaleiro_mecanico_de_Leonardo>. Acesso em 10 fev. 2021.

3 Disponivel em: <https:/pt.wikipedia.org/wiki/Jacques_de_Vaucanson>. Acesso em 10 fev. 2021.
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Em 1804, Joseph Marie Jacquard (1752-1834) construiu um tear inteiramente automa-
tizado, que podia fazer desenhos muito complicados. Esse tear era programado por uma série
de cartdes perfurados, cada um deles controlando um tnico movimento da langadeira. Segundo
Essinger [4], como toda a operacdo era manual, a tarefa de Jacquard era intermindvel: a cada
segundo, ele tinha que mudar o novelo, seguindo as determinacdes do contratante. Com o tempo,
Jacquard foi percebendo que as mudangas eram sempre sequenciais. E inventou um processo
simples: cartdes perfurados, onde o contratante poderia registrar, ponto a ponto, a receita para
a confec¢do de um tecido. Jacquard construiu um tear automadtico, capaz de ler os cartdes e
executar as operacdes na sequéncia programada. Podemos observar sua invencao na Figura 4.
A primeira demonstragdo pratica do sistema aconteceu na virada do século XIX, em 1801. Os
mesmos cartdes perfurados de Jacquard, que mudaram a rotina da industria téxtil, teriam poucos
anos depois, uma decisiva influéncia no ramo da computagdo. Praticamente sem alteracdes,

continuam a ser aplicados ainda hoje.

Figura 4 — Tear de Jacquard

Fonte: Retirado de dominio piiblico.*

4 Disponivel em: <https:/histrial2wordpress.wordpress.com/2016/12/12/programacao-revolucao-industrial>.
Acesso em 10 fev. 2021.
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Em 1942, chegamos na robética com a ficgdo na obra "Eu, Robd" de Asimov [5], onde
nessa obra ele cria as trés leis da robdética:
Lei 1: Um rob6 nao pode ferir um ser humano, ou por omissao, permitir que um ser humano
seja ferido.
Lei 2: Um rob6 deve obedecer as ordens recebidas pelos seres humanos, a ndo ser no caso de
estas ordens entrarem em conflito com a Primeira Lei.
Lei 3: Um rob6 pode proteger a sua propria existéncia, contanto que tal prote¢do nio entre em
conflito com uma das primeiras leis.

Enquanto na fic¢do eclodiam obras com base na robotica ficcional de Isaac Asimov (1920-
1992), na realidade comecam a ser criados os primeiros robds fabricados para industrializacao.
Wallen [6], afirma que isso ocorre na década de 1950, com Joseph F. Engelberger (1925-2015)
em conjunto com George DeVol (1912-2011), que foram os primeiros a construir tal robd,
chamado Unimate. Este robd foi vendido para a General Motors, passando a trabalhar na linha

de montagem em Nova Jersey, em 1961. Basicamente foi o primeiro brago robético criado.

Figura 5 — Robd Unimate

Fonte: Retirado de dominio piiblico.’

A partir de entdo, dissemina-se a robética industrial como mecanismo capaz de proporcio-
nar as industrias o aumento da produtividade e melhorar a qualidade dos produtos, possibilitando
a reducdo de custos com o operariado, por isso a necessidade de criar robds em massa se fez
neste periodo. Dentro deste contexto, € possivel observar que na robdtica ha variados tipos de
robos, com complexidades e utilidades distintas. Podemos ainda classificar os robds de acordo
com suas geracoes tecnoldgicas.

Primeira Geracao: Sao basicamente os bracos robdticos industriais como o de Engelberg.
Seu movimento € programado previamente e realizam apenas a repeticdo de uma sequéncia fixa
de passos. Possuem sensores que adquirem dados apenas do estado interno do rob6. Para que sua

programacao seja bem executada eles requerem um ambiente bem estruturado, com objetos bem

> Disponivel em: <https://www.smartec-automacao.com.br/blog/15532-2/>. Acesso em 10 fev. 2021.



18

posicionados. Outros exemplos de robds desta geracdo sdo os bragcos para coleta de amostras
submarinas.

Segunda Geracao: Sio robos dotados de sensores externos e internos, a programagao
adotada permite que se adequem as situagdes nas quais tais dispositivos se encontram. Nesta
geracdo houve o advento do uso de cameras que capturam imagens as quais sdo comparadas com
um banco de imagens, sensores de luz, toque, peso, etc. Como exemplos temos os robds do tipo
Hover e os robds montados com os conjuntos de robética educacional.

Terceira Geracio: E composta por robds dotados de Inteligéncia Artificial. Fazem uso
de mecanismos como visao computacional, sintese e reconhecimento de voz, atualizacdo de
posicionamento, algoritmos de rotas, heuristicas e simulacdo de comportamento humano ou
animal entre outras caracteristicas. Podem ser dotados de componentes fisicos ou se apresentar
apenas em mundos virtuais, como jogos de computador. Em algumas aplicac¢des, robds podem
coexistir tanto no mundo real quanto possuir uma representacao no mundo virtual, através de
uma plataforma conhecida como hiper presenga. Os robds mais conhecidos desta geragcdo sao de
aplicagcOes militares e/ou bioldgicas ou, ainda, robds que simulam seres vivos. Como podemos

ver na Figura 6, onde mostra um androide que € um robd semelhante a um ser humano.

Figura 6 — Androide

Fonte: Retirado de dominio piiblico.

Atualmente em nosso cotidiano também utilizamos a robética para facilitar uma série de
atividades, por exemplo, os eletrodomésticos como geladeiras, micro-ondas, maquinas de lavar
roupas, entre outros. Também hé aqueles que servem para nosso entretenimento, como celulares,
TVs, computadores, tablets, etc. Hoje somos totalmente dependentes da robdtica, seja de um
robd especifico ou da tecnologia que foi implementada a partir dela.

No capitulo seguinte iremos abordar a matemaética necessdria para comegarmos a mostrar

o movimento de um brago robdético.

¢ Disponivel em: <https://br.freepik.com/fotos-premium/tecnologia-de-robo-branco-que-esta-pensando-e-de-fato-

seu-queixo_10225654.htm>. Acesso em 10 fev. 2021.



19

3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo iremos mostrar quais sdo os conteidos necessarios para comegarmos
uma abordagem sobre a movimentacdo do brago robético. Omitimos contetudos basicos, pois 0s
mesmos ja devem fazer parte do conhecimento do leitor. Ressaltamos que trata-se de contetido
obrigatério de dominio por parte do professor. Em sala de aula, o professor deve ajustar o que
serd explicada dessa matemadtica, sugerimos que seja mostrado aos alunos as matrizes de rotacao,
tanto no plano como no espago. E resolver alguns exemplos numéricos, de preferéncia com cada
uma das matrizes de rotagdo, pois em geral um exemplo em particular pode fazer com que os

alunos compreendam um pouco o caso geral da aplica¢do das matrizes de rotacao.

3.1 NO ENSINO MEDIO

Nesta se¢do, faremos uma brevissima andlise sobre o ensino de matrizes, trigonometria
e dlgebra linear que devem ser dados no Ensino Médio segundo os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) [7].

Podemos observar como a trigonometria € ensinada

Apesar de sua importancia, tradicionalmente a trigonometria € apresentada desconec-
tada das aplicacdes, investindo-se excessivo tempo no cdlculo algébrico das identidades
e equagdes em detrimento dos aspectos importantes das fungdes trigonométricas e da
andlise de seus graficos. O que deve ser assegurado sdo as aplicacdes da trigonometria
na resolu¢do de problemas que envolvem medicdes, em especial o cdlculo de distan-
cias inacessiveis e para construir modelos que correspondem a fendmenos periédicos.
Dessa forma, o estudo deve se ater as funcdes seno, cosseno e tangente com €nfase ao
seu estudo na primeira volta do circulo trigonométrico e a perspectiva histérica das

aplicacdes das relagdes trigonométricas. [7]

Assim o ensino da trigonometria no Ensino Médio comumente se da separado das
aplicacdes, mas em nosso trabalho faremos uma juncdo dos conteidos. O pouco conteido
relacionado a dlgebra linear em geral € apenas enfatizado nas equagdes polinomiais e sistemas

lineares.
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Com relacdo a dlgebra, hd ainda o estudo de equagdes polinomiais e de sistemas lineares.
Esses dois conteidos devem receber um tratamento que enfatize sua importancia
cultural, isto é, estender os conhecimentos que os alunos possuem sobre a resolucdo de
equagdes de primeiro e segundo graus e sobre a resolucdo de sistemas de duas equagdes
e duas incdgnitas para sistemas lineares 3 por 3, aplicando esse estudo a resolucdo de
problemas simples de outras 4dreas do conhecimento. Uma abordagem mais qualitativa
e profunda deve ser feita dentro da parte flexivel do curriculo, como opgdo especifica

de cada escola. [7]

Junto da dlgebra linear com os sistemas lineares, podemos falar das matrizes onde estas,
em orientagdes curriculares para o Ensino Médio [8] podem ser consideradas uma representacao
de tabelas de dados.

As planilhas eletrdnicas sdo programas de computador que servem para manipular
tabelas cujas células podem ser relacionadas por expressdes matemdticas. Para operar
com uma planilha, em um nivel bésico, é preciso conhecimento matemdtico similar
aquele necessario ao uso de calculadora, mas com maiores exigéncias quanto a notaciao
de trabalho, ja que as operagdes e as fungdes sdo definidas sobre as células de uma

tabela em que se faz uso de nota¢do para matrizes. [8]

Além disso, em geral no Ensino Médio, € ensinado também a soma, subtracdo e mul-
tiplicagdo entre matrizes. Juntamente sdo mostrados alguns tipos especiais de matrizes como
matriz inversa, matriz identidade e matriz transposta. E, por fim, € ensinado como calcular o
determinante de uma matriz quadratica vinculando a Regra de Sarrus.

Esse é, em geral, todo o conteddo de dlgebra linear dado no Ensino Médio. Apesar desses
topicos serem necessarios, ainda ndo sao suficientes para compreender o complexo movimento
dos bracos robéticos. Nas secdes a seguir mostraremos a matematica necessdria para comegarmos

a entender o funcionamento do braco robdético.

3.2 ESPACOS VETORIAIS E BASES

Nesta secdo e no restante do capitulo, serdo mostrados conceitos de algebra linear tais
como transformagdes lineares e transformacdes ortogonais, a fim de darmos base para o estudo
de movimentos de bragos robdticos. A teoria completa deste capitulo pode ser encontrada nas
referéncias [9], [10], [11] e [12] .

Definicao 3.2.1. Um espaco vetorial E é um conjunto de vetores, sobre os quais estdo definidas
duas operagoes: adi¢do onde dados dois vetores u,v € E = u+v € E. E a multiplicacdo, onde
para um & € K, sendo K um corpo, temos que o -v ou ov é chamado de produto de o por

v, assim para o. € K;v € E = av € E (Neste trabalho em geral utilizaremos K = R). Essas
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operagoes devem satisfazer, para quaisquer o, 3 € R e u,v,w € E, as propriedades abaixo, onde
estas sdo chamadas de axiomas de espago vetorial.

Comutatividade: u-+v=v+u;
Associatividade: (u+v)+w=u-+(v+w)e (af)v=a(fv),

Vetor Nulo: Existe um vetor O € E , chamado de vetor nulo, ou vetor zero, tal que v+0=0+v =,

para qualquer v € E;

Inverso Aditivo: Para cada vetor v € E existe um vetor —v € E, chamado inverso aditivo ou

simétrico de v, tal que —v+v=v+ (—v) =0;
Distributividade: (¢ +B)v=ov+Bve alu+v) = au+ ov;

Multiplicacdo por 1: 1-v =v.

Definicao 3.2.2. Para todo niimero natural n, o simbolo R" representa o espaco vetorial euclidi-

ano n-dimensional. Os elementos contidos em R" sdo as listas ordenadas u = (ay,...,a,),v =
(b1,...,by) de niimeros reais. Por defini¢do, a igualdade vetorial u = v significa as n igualdades
numéricas ay = by, ...,a, = b,.

Definicao 3.2.3. O vetor zero, por definicdo, é aquele que tem todas as suas coordenadas iguais
a zero: 0= (0,...,0).

2

Definicdo 3.2.4. O inverso aditivo de u = (ay,...,a,) é —u= (—ay,...,—ay).

Definicao 3.2.5. Para n =1, tem se R! = R, reta numérica. R* é o plano euclidiano e R3¢0

espaco euclidiano.

Definicio 3.2.6. Seja S um conjunto de vetores, tais que S = {uy,uy,--- ,u,} C E. Dizemos que

S é Linearmente Independente (L.1.) se existe uma tinica solucdo para a equacdo:

k
Y aw; =0,
i=1

dado por a; =0,Vi € {1,2,--- ,n}.

Definicio 3.2.7. Chamamos Q de Base de um espaco vetorial U, sendo Q = {uy,up,- - ,u, }

um conjunto ordenado de vetores L.I. que geram U.

Definicao 3.2.8. A dimensdo de um espaco vetorial U é a cardinalidade de uma base Q C U
sobre o seu corpo de escalares, ou seja, é a quantidade de vetores necessdrios para formar a

base. Vamos denotar dimensdo do espago vetorial U por dim(U).

Proposiciao 3.2.1. Sev=avi+ -+ 0V = B1vi+- -+ Bnvm € 0s vetores vy, ..., vy, sdo L.1,
entdo oy = B, ..., 0y = B
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Demonstracgao: Basta subtrair o termo Byv{ + - - - + BV, em ambos os lados da igualdade.

vy + -+ v = Brvi+ -+ Buvm
V1 + G — (BIv1 £+ Buv) =
ﬁ]vl +"'+Bmvm_(B]V1+"'+Bmvm)

(al_ﬁl)V1+"'+(am—ﬁm)Vm:0. 3.1)

Como todos os vetores vy, sdo L.I., temos que todos os (¢, — fB,) = 0 para a equagdo ser
verdadeira, portanto, o) = By,..., 0, = Bu.

O

Proposicao 3.2.2. Os vetores canbnicos ey = (1,0...,0),...,¢, = (0,0,...,1) em R" sdo L.I.

Demonstracao:
ae1+---+ e, =0
o(1,0,...,0)+ -+ a,(0,0,...,1) =0
(01,0,...,0)+---+(0,0,...,05) =0
(ar,a,...,0,) =0. (3.2)
OJ
Teorema 3.2.1. Sejam vy,...,vy, vetores ndo nulos do espaco vetorial E. Se nenhum deles é
combinagdo linear dos anteriores entdo o conjunto X = {vi,...,vy} é L.I.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que uma combinacio linear dos vetores dados,
com coeficientes ndo nulos, fosse igual a zero. Se o,v, fosse a ultima parcela nao nula dessa

combinacdo, teriamos entio

(X]V1+"'+(err:0 (3.3)
L e o . . - .
com o, # 0. Dai viria v, = —%vl — = Lv,_1,logo v, seria combinagdo linear dos elementos
r T
anteriores a ele na lista vy, ..., vy,,.

O

Agora que ja explanamos sobre Espacos Vetorias e Bases, na proxima secdo iremos
explorar o conteddo sobre Transformacdes Lineares, onde este terd um grau de importancia
elevado para darmos sequéncia a matematica necessdria para o estudo da movimentagdo de um

braco robético.
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3.3 TRANSFORMACOES LINEARES

Sejam E e F espacos vetoriais de dimensao finita.

Definicao 3.3.1. Uma transformacdo linear f : E — F é uma correspondéncia que associa a
cada vetor v € E um vetor f(v) = f-v = fv € F de modo que valham, para quaisquer u,v € E

e o € R, as relacoes:

flu+v)=fu+fv (3.4)
flo-v)=a-fv (3.5)

Teorema 3.3.1. Se f: E — F é uma transformagdo linear entdo f -0 = Q.

Demonstracao: Como f € uma transformacao linear ela satistaz a Equacdo (3.5), portanto basta

tomar o = 0,

f0)=f(0-v)=0-fv=0 (3.6)
onde v é um vetor qualquer de E.

OJ

Proposicao 3.3.1. A soma de duas transformacoes lineares f,g : E — F e o produto de uma
transformacdo linear f : E — F por um niimero o € R sdo as transformacoes lineares f + g :
E — F e af : E — F definidas respectivamente por (f +g)v= fv+gve (af)v=a- fv, para
todov € E.

Demonstracao: Demonstra-se de forma direta pela aplicacdo da Equagdo (3.4) e em seguida

pelo uso da Equacdo (3.5).

O
Definicio 3.3.2. Definimos —f : E — F por (—f)-v = — fv, onde conseguimos verificar que
(=N+f=f+(=f)=0.

Definicao 3.3.3. Definimos L(E;F) o conjunto das transformagées lineares de E em F. Pode-se

mostrar que L(E; F) é um espago vetorial.

Definicao 3.3.4. Quando temos uma transformacdo linear de E em E (é o caso E =F), f é

chamado de operador linear sobre E.

Teorema 3.3.2. Sejam E ., F espacos vetoriais e QL uma base de E. A cada vetor u € Q, facamos
corresponder (de maneira arbitrdria) um vetor ' € F. Entdo existe uma tinica transformacdo

linear f : E — F tal que f-u=u' para cada u € Q.
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Demonstracao: Todo vetor v € E se escreve, de modo tnico, como uma combinagdo linear

V= 0oquy+ -+ Qyu, de elementos uy,...,u, dabase Q. Definimos f : E — F pondo

frv=oquy+- -+ O, (3.7)
Dados v,w € E temos
V=0oqup+ -+ Oyl e w = Bruj + -+ Bl (3.8)
m
V+w= Z(%’-Fﬁi)%’ (3.9)
i=1
m m m
Fo+w) =Y (i+Biu; =Y oui+ Y Bus=f-v+f-w. (3.10)
i=1 i=1 i=1

De maneira andloga se vé que f(av) = a- fv, portanto f : E — F, assim definida, é uma
transformaco linear, tal que f-u = i/, para todo u € Q. Quanto a unicidade, seja g: E — F
outra transformagéo linear tal que g-u = i’ para todo u € Q. Entéo, para cadav=Y"  ou; € E

tem-se

m m m
g-v:g<2aiu,~>:Zaygui:Zai-u;:f-v. (3.11)
i=1 i=1 i=1
Portanto g = f .

O

Assim, para definirmos uma transformacao linear f : R" — R basta escolhermos, para

cada j=1,...,n,um vetor v; = (ai,a2,...,an;) € R™ e dizermos que v; = f - ¢; é a imagem
do j-ésimo vetor da base candnica, ¢; = (0,...,1,...,0) pela transformagdo linear f. A partir
dai, fica determinada a imagem f - v de qualquer vetor v = (xp,...,x,) € R".

Portanto tem-se que v = (xjej + -+ +xuey ), logo

J=1

n n n
fv=rf <ijej> = ijf-ej = Z(aljxj,azjxj,...,amjxj) = (3.12)
j=1 j=1
n n n
Y aix, Y ax Y amx; (3.13)
j=1 j=1 j=1
ou seja,

fx,x2,..0x0) = (01,2, -+, Vn) (3.14)

onde
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Y1 =aixi+appxy + - +ax,

Y2 = a1X1+axXxy + -+ axyx,

Ym = Qm1X1+amX2 + -+ -+ AmnXn- (3.15)

Assim uma transformacao linear # : R” — R"™ fica inteiramente determinada por uma
matriz A = [a;;] € M(m x n). Os vetores colunas dessa matriz sdo as imagens ¢ - e; dos vetores
da base candnica de R". A imagem 7 - v de um vetor arbitrario v = (x1,...,x,) € R" é o vetor
w= (y1,...,yn) € R™ cujas coordenadas sio dadas pelas equagdes acima, nas quais ocorrem 0s
vetores da matriz A. Entdo A é a matriz de transformacdo t relativas as bases canonicas R" e R™.

Tem-se .
Avej=Y aje;  (j=1,....n) (3.16)
i=1

onde os e; estdo em R" e 0s ¢; em R™.

Definicao 3.3.5. Seja E um espaco vetorial sobre um corpo K. Uma aplicagdo f: E — K, é

chamada funcional linear em E se

flevitva) =cf(vi)+ f(v2), (3.17)
para todo vi,v; € EeceK.

Em particular, a matriz de um funcional linear 4 : R" — R € do tipo 1 X n, logo pode ser
escrita simplesmente como [ay,as,...,a,), onde a; = h(e;). Para todo vetor x = (xp,...,x,) € R"
tem-se h(x) = ajx; + -+ apx,.

Analisando outra situag¢do, uma transformacao linear 4 : R — R" é dada por uma matriz
nx 1, cujadnicacolunaéovetorv=t-1=(ay,--- ,a,). Assim, a transformagdo linear7 : R — R"
fica inteiramente determinada por um dnico vetor v € R". Tem-se ¢ -k = k- v para todo k € R.
Evidentemente, o mesmo se pode dizer de toda transformacao linear ¢ : R — F', seja qual for o

espaco vetorial F, conhecendo v =171 € F temos que ¢ - k = kv para todo k € R.

Teorema 3.3.3. Se a dimensdo de E é igual a 1, todo operador [ : E — E é do tipo f = al, isto

é, existe uma constante o € R tal que fv = o para todo v € E.

Demonstracdo: Seja u € E um vetor ndo nulo, entdo {u} C E é uma base: todo vetor em E é
multiplo de u. Portando existe & € R tal que fu = ou. Para qualquer outro vetor v € E, temos
v = Au. Portanto fv = f(Au) =Afu=Aau= o(Au) = av.

O

Agora que fizemos o estudo das transformagdes lineares, vamos na préxima secao estudar
uma de suas aplicacdes que € a rotagdo de um vetor através de uma matriz de transformagao

linear.
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3.4 MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Seja um vetor v € R”, utilizaremos a notagdo [v] ou [v]c para representar a matriz coluna

das coordenadas de v na base candnica C = {ey,... ¢, } € R", sendo
1, n

e1 = (1,0,0,...,0), ex=(0,1,0,...), ..., e, =(0,0,0,...,1). (3.18)

Definicao 3.4.1. Sejam E, F espacos vetoriais e t : E — F uma transformacdo linear. Fixadas
bases Q = {vi,...,vy} CE e ®={wy,...,w,} CF, paracada j=1,...,n o0 vetortv; é obtido
como a combinagdo linear da base W :

m
Avj=ayjwy +azjwr+ -+ apjwy = Za,-jwi. (3.19)
i=1
Assim, a transformacdo lineart : E — F juntamente com as bases Q C E e ® C F determinam

uma matriz A = [a;j| € M(m x n), chamada a matriz de t relativamente a essas bases.

A j-€sima coluna da matriz A € formada pelas coordenadas de 7v; em relacdo a base P.
Embora isso nao seja mencionado explicitamente, convém salientar que os vetores nas bases Q e

® sdo dispostos numa ordem fixa, caso contrdrio a matriz A nio ficaria bem definida.

Definicao 3.4.2. No caso em que t : E — E é um operador linear, a menos que seja feita a
mengdo explicita em contrdrio, considera-se apenas uma base Q = {vi,...,v,} C E e a matriz

A = |a;j] do operador t relativamente a base Q ¢ definida pelas n igualdades

n
Av; =Y aijvi (j=1,...,n) (3.20)
i=1

Nesse caso A € M(m X n) é a matriz quadrada n X n cuja j-ésima coluna é formada pelas

coordenadas do vetor

tvi=aijvit+ajva+--+dmjvm- (3.21)
na base Q.
Quando consideramos uma transformacao linear 7 : R” — R™ ou apenas a matriz de

t, estaremos significando a matriz de ¢ relativamente as bases candnicas de R" e R™. Caso

utilizarmos outras bases, isto serd dito explicitamente.

Definicao 3.4.3. Consideremos um espaco vetorial E, de dimensdo finita. Dado o € R, seja

t : E — E o operador linear definido por tv = av para todo v € E. Relativamente a qualquer
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base Q = {vi,...,v,} C E, a matriz A do operador t é sempre a mesma, com niimeros ¢ na

diagonal e zeros fora dela:

a 0 0
0O o --- 0

A= ] (3.22)
0O 0 --- «

Teorema 3.4.1. (Matriz Rotacio no Plano) Seja r uma transformagdo linear, onde r : R* — R2.

Esta transformacdo leva cada vetor v no vetor rv que dele resulta pela rotagdo do dngulo 6 em

. - : cos® —senf ‘
torno da origem. Entdo r tem a matriz R = 0 o | Podemos observar que a Figura 7
sen Ccos

sugere muito bem que r(u+v) =r-u-+r-v.

Figura 7 — Rotag@o no Plano

Fonte: Autoria prépria.

Demonstracdo: Pela Defini¢do 3.3.1 temos que r(u+v) =r-u+r-ve r(av) = a-rv com
a € Reu,v € R?, logo r é uma transformacio linear. Para um vetor v = (x,y) € R? arbitrario,
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sejar-v=(x',y"). Sabemos que X' = ax+ by e y = cx+dy, queremos determinar a matriz,

a b
3.23
L d] 523)

onde Re; = (a,c) e Rey = (b,d), com e; = (1,0) e e; = (0, 1). Utilizando as defini¢des de seno
e cosseno, o vetor unitdrio Re que forma com e um angulo 6, tem coordenadas cos 0 e sen 8,
ou seja, Re; = (cos 0,sen0). Além disso, como e, forma com e; um angulo reto, Re; também

forma com Re; um angulo reto. Logo Re; = (—sen 6, cos 0), como ilustra a Figura 8.

Figura 8 — Rotacdo dos vetores Re| e Re;

sen(8) Re,

e

©
—sen(f) cos(8)

Fonte: Autoria prépria.

Portanto, a rotagiio r : R> — R? leva um vetor v = (x,y) no vetor rv = (x’,y’), onde

x' =xcosB —ysenO (3.24)
y =xsen® 4 ycos O (3.25)

A matriz de r relativa a base canonica de R? é

cos® —senb
. (3.26)
sen@ cosO
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Proposicao 3.4.1. Se Ry, Ry : R? — R? sdo rotacées em torno da origem com dngulos o e
B, respectivamente, aplicando a multiplicagcdo temos a seguinte igualdade: R, ‘Rg =Rg

(Observe a Figura 9).

Figura 9 — Rota¢des nos angulos « e 8

l)) U
R.Ryw = R,

Ve

Fonte: Autoria prépria.
coso —sena cosp —sen
Demonstracio: Seja Ry = [ ] eRg = [ B B

, vamos calcular
sen@  cos senf3  cosf

Ra'Rﬁ:
R R _-cosoc —seno| |cosfB —senf
“F T sena cosa senf3  cosf
B -cosoc-cosﬁ—senoc-senﬁ —coso-senf3 —sena -cos 3 (3.27)
sena -cos 3 +cosa-senf3 —seno-senf +coso-cosfB | '

Pelas propriedades trigonométricas, temos:

cos(a+fB) —sen(a+pf)

R Rp = sen(oc+B) cos(o+fB)

=Ry p- (3.28)
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Definicao 3.4.4. Uma transformacdo linear t : R — R™ pode ser interpretada como uma
multiplicagdo de matrizes. Sejam uma matriz A = [a;;] € M(m X n) e os vetores x = (x1,...,X,)
eb=(by,...,by) passam a ser considerados como matrizes n X 1 e m X 1, respectivamente, ou

seja, como vetores coluna. Entdo a igualdade tx = b passa a ser escrita na forma Ax = b, isto é:

ajl - Qi X b
a -+ ap X2 by

. — |77, (3.29)
Aml  °° Amn Xn b

Teorema 3.4.2. Sejamt:E — F e q: F — G, transformagdes lineares das bases X = {uy,...,u,} C
EQ={vi,....vp)} CFe®={wy,...,wp} CG. Amatrizde q-t : E — G nas bases Y,® é o
produto BA € M(m X p), onde B é matriz de q e A é a matriz de't.

Demonstracdo: Seja A € M(n X p) a matriz de f nas bases Y e Q e B € M(n x p) é a matriz de

g nas bases Q e ®. Por defini¢do, temos:

n
tuj:Zakjvk (j=1,....p) (3.30)
k=1
e
m
qvk:Zbikwi (k=1,...,n). (3.31)
i=1

Seja C = [cjj| € M(m x p) a matriz de g -t nas bases Y, P. Pela defini¢do, para cada indice

j=1,...,p, temos:

m n n
Y aiwi=quj=q| Y agvi | = Y axjqve (3.32)
i=1 k=1 k=1
e
n n n m
Z Akj Z bigwi | = Z Z bixagj | wi. (3.33)
k=1 i=1 i=1 \k=1
Igualando os coeficientes de cada w;, concluimos que, parai=1,...,me j=1,...,p, tem-se:
n
cij = Y byay;, (3.34)
k=1
logo C = BA.
O

Definicao 3.4.5. Sejat : E — F uma transformacdo linear e as bases Y C E e ® C F, denotare-

mos a matriz de t da base Y para a base ® por [t]%.
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Exemplo 3.4.1. Sejam Y = {(1,2),(1,0)} e ® = {(1,3,0),(0,2,0),(0,1,1)} bases de R? e R,
respectivamente. Queremos calcular [t)}, onde t : R? — R3 é dado por t(x,y) = (2x,x+,y).

Demonstracao: Temos que a matriz da transformacao linear ¢ serd uma matriz 3 X 2,

a a
1= |an an| (3.35)
asy ax3
Temos que,
t(1,2) =(2,3,2) = a11(1,3,0) +a»1(0,2,0) +a3; (0,1, 1) (3.36)
e
1(0,1) =(0,1,2) = a2(1,3,0) + a2(0,2,0) +az(0,1,1). (3.37)

e assim, obtemos os seguintes sistemas de equagdes,

aj =2 app =0
3a +2ax1 +az1 =3 e 3aip +2ax» +az =1. (3.38)
az =2 az = 2.

Resolvendo-os, obtemos as solugdes:

-5 —1
a1 =2, a;p=0, ay = & AR =5, a3 = 2, azx =2. (3.39)
Portanto,
2 0
Ne=|7 3 (3.40)
2 2
L]

Definicao 3.4.6. O produto interno (produto escalar) de dois vetores do R", v = (x1,...,x,) e

W= (Y1,.--,Yn) €
<V7W> =X1y1+- -+ XY (3.41)

Ou ainda

(vyw) = ]’ [w]. (3.42)
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>

Definicio 3.4.7. Definimos a norma do vetor v € R", ou comprimento de v, denotado por ||v

como o niimero real

VIl = v {v,v). (3.43)

Se ||v|| = 1 dizemos que v é um vetor unitdrio.

Definicao 3.4.8. Podemos relacionar o dngulo 0, formado por dois vetores v,w € R" e suas

normas, para definir o seu produto interno

(vyw) =|[v|| - ||w]| - cos 6. (3.44)

Definicao 3.4.9. Definimos que dois vetores v e w quaisquer sdo ortogonais se seu produto

interno for nulo, ou seja,

(u,v) = 0. (3.45)

Na sequéncia vamos verificar a teoria das Transformacdes Ortogonais, onde estas serdo
de extrema importancia, ja que essas transformagdes possibilitardo que vetores rotacionem no

espago.

3.5 TRANSFORMACOES ORTOGONAIS

Definicao 3.5.1. Transformagées Ortogonais sdo transformagoes lineares que preservam distan-
cias e dngulos. Assim veremos a seguir que as matrizes associadas sdo justamente as ortogonais,

por iss0 0 nome.

Definicao 3.5.2. Definimos Base Ortonormal de um espago vetorial V, sendo uma base para V

composta de vetores mutuamente ortogonais e unitdrios.

Definicao 3.5.3. (Ortogonalidade de uma Matriz) Uma matriz A é ortogonal se sua inversa é
igual & sua transposta, em outras palavras, se A' =A™ = A-A' = A" A =1, onde I é a matriz
identidade.

Teorema 3.5.1. Uma matriz é ortogonal se, e somente se, suas colunas formam uma base

ortonormal de R".

Demonstracio: Observemos que as colunas sdo dadas por X; = Ale;], com i = 1,...,n onde os

X; sdo matrizes n X 1. Escrevemos

A=[X, Xo ... X (3.46)
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Temos que as transpostas X!, ..., X}, sdo matrizes linha 1...n. Se representarmos a matriz A’ por

suas linhas, entdo ela tem a forma

Xi
Xt
Al=|"2 (3.47)
X,
Calculamos o produto A’A utilizando a seguinte notagao:
X| X{X; XX, - X{X,l
X; XX, XXX, - X5X
Aa= |2 X .. ox = 20 (3.48)
X! XX, XXo - XX,
Seja ¢ a transformacao linear com a matriz A. Temos
XiXj = (Alej])Alej] = [t(en)]'[t(ej)] =< t(ei),t(e;) > (3.49)

A matriz A é ortogonal se, e somente se, a matriz A’A é igual a matriz identidade. Dizer
que as entradas da diagonal sdo iguais a 1 equivale a dizer que o produto interno de cada vetor
te; consigo mesmo € igual a 1. Como o produto escalar € igual ao quadrado do seu comprimento,
isto equivale a dizer que eles tém comprimento 1. Todas as entradas fora da diagonal sdo nulas
se, e somente se, o produto escalar entre < 7(e;),t(ej) >= 0 quando i # j. Logo, a matriz A
¢ ortogonal se, e somente se, os vetores (ej),...,t(e,) sdo ortogonais e tém comprimento 1,

formando, assim, uma base ortonormal de R”.
O

Teorema 3.5.2. Uma transformacdo linear preserva distancias e dngulos se, e somente se, sua

matriz é ortogonal.

Demonstracao: Se ¢ é uma transformacao linear com matriz ortogonal entdo ¢ preserva angulos
e distancias, pois de acordo com o Teorema 3.5.1, as imagens dos vetores da base candnica
formam uma base ortonormal. Portanto, seus comprimentos sio preservados, assim como o0s
angulos entre eles. Por outro lado uma transformacao preserva distincias e angulos se, € somente
se, (t(v),t(w)) = (v,w) para todo v e w. Sejam v e w dois vetores. Observe que seu produto

escalar é preservado se A € ortogonal:
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(t(v),1(w)) = (AV]) (A[w])
= (V'A")(A[w])
= [V]'(A"A) [w]
= [V]'Tw]
= [v]'[w]

— (v,w). (3.50)

Sendo assim, se ¢ preserva distancias e angulos, suponha que A’A = (b;;). Sejam os

vetores v = ¢; e w = ¢;. Temos que [t(v)] = A[v] e [t(w)] = A[w]. Entdo,

(t(v),t(w)) = ([v]’(A’A))[w] = (bi1,-..,bin)[w] = bjj. (3.51)
Mas, ainda,
1 se i=j
V'] = &;j = (3.52)
0 se i#]j.

Logo, para todo i, j, bjj = &;;. Isto implica em A’A = I. Portanto, A é ortogonal.
O

Definicao 3.5.4. Dizemos que uma matriz A, é diagonalizdvel se existem matrizes P e D tais que
D =P AP, ou equivalentemente, A = PDP~ 1, onde D é uma matriz diagonal. Chamamos de

diagonalizagdo ao processo de encontrar as matrizes P e D.

Teorema 3.5.3. Os movimentos que preservam distancias e angulos em R" sdo composicoes de

translagoes e transformagoes ortogonais.

Demonstracao: Considere um movimento f : R" — R" que preserva distancias e angulos. Seja
f(0) =g e sejar atranslagdo ¢(v) = v—gq. Entdo t(g) = 0 e, portanto, o f(0) = 0. Sejag =to f.
Esta é uma transformacao que preserva distancias e angulos e ainda tem um ponto fixo na origem.
Se g preserva distancias e angulos, ela deve ser linear, e pelo Teorema 3.5.3 ela deve ser uma
transformagio ortogonal. Também temos que f =t~ ! og. Como #~! é também uma translacfo,

estd mostrado que f € a composi¢ao de uma transformacgao ortogonal e de uma translagao.
O

Definicao 3.5.5. Sejat : R" — R" uma transformacdo linear com matriz A. Um niimero A € C
é um autovalor de t se existe um vetor ndo nulo v € R" tal que t(v) = Av. Qualquer vetor v com

esta propriedade é chamado de autovetor do autovalor A relativo a t.
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Observacoes:

1. No contexto de transformagdes ortogonais € essencial olhar para autovalores complexos.
De fato, quando temos um autovetor real v de um autovalor real nao nulo A, o conjunto E
dos multiplos de v forma um subespacgo de dimensdo 1 (uma reta) de R" que € invariante
por ¢, portanto, satisfazendo (E) = E. Consideremos uma rotacio em R?, existird uma

linha invariante, se a rotacdo for de k7. Logo, os autovalores associados sdo complexos.

2. Como calcular 7(v) se v € R" ? A base candnica (3.18) é também uma base de R". De
forma que a definicdo [t(v)] = A[v] faz sentido, dando que #(v) é um vetor de R" cujas
coordenadas na base candnica sao dadas por A[v].

3. Considere em R3 uma rotacdo ao redor de um eixo: é uma transformacdo ortogonal
cujo eixo de rotacdo € uma reta invariante. Assim, encontraremos este eixo quando

diagonalizarmos a transformacao.

Teorema 3.5.4. Sejat: R" — R" uma transformacdo linear com a matriz A.
(*) O conjunto de autovetores do autovalor A é um subespaco vetorial de R", chamado
auto-espaco do autovalor A.

(**) Os autovalores sdo raizes do polindomio

P(A) =det(AI —A) (3.53)

de grau n. O polinémio P(A) é chamado o polindmio caracteristico de t (ou de A).
(**%*) Seja v € R"\{0}. Entdo v é um autovetor de A se, e somente se, [v| é uma solugdo

do sistema linear homogéneo:

(AT—A)y] =0 . (3.54)

Demonstracao: Seja E C R” o conjunto dos autovetores de ¢ e do autovalor A € C. Dados
u,v € E, entdo t(u) = Au e t(v) = Av. Para que E seja um subespago de R” iremos verificar as
seguintes propriedades.

)0€E.

De fato, pois ¢ é linear = 7(0) =0 = A0, assim 0 € E. (3.55)

ii) Se u,v € E entdo u+v € E. Temos,

tu+v)=t(u)+t(v)=Au+Av=2Au+v) . (3.56)

iii) Se u € E, entdo para todo o € R, au € E. Temos,

t(ou) =o(t(u)) = a(Au) =A(au) . (3.57)
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Isso prova (*), iremos agora para a prova de (**):

Da Defini¢ado 3.5.5, temos

ayp aiz - A |X1 X1
) =ap)= [T =) (3.58)
anl dp2 - dpp Xn Xn
e assim
aig—A  ap - an X1 0
a  ap—Ai - ay x| 0 | (3.50)
an o I A N B 6
vemos que a matriz do lado direito € igual a A — AI. De fato ,
ajn—A ap - an ajy ap - ap 1o -0
B e 8 PR FCY'
anl an2 e App— A dpl A4p2 - dpp 00 -1

Obtemos assim o sistema (A — A1)[v] = 0. Sabemos que é necessério que det(A — AI) = 0 para
que o sistema tenha solugdo ndo trivial (v # 0). Assim provamos (**) e temos p(4) sendo nosso
polindmio caracteristico.

p(A) = det(A— AI) . (3.61)

Agora iremos provar (***). Para obtermos os autovalores de uma matriz A calculamos
seu polindmio caracteristico p(A) = det(A — AI) e, em seguida, encontramos suas raizes. As
raizes A1, A2, ..., A, do polindmio caracteristico sdo os autovalores da matriz A. Para obter os

autovetores da matriz A resolvemos para cada autovalor, os sistemas homogéneos,

X1 X1 X1
b)) X2 X2

A—aD |2 =0, A=nn) |2 =0, A=) [P =0, 362
Xy Xn Xn

Temos no maximo n sistemas para resolver ja que pode ocorrer autovalores de multiplici-
dade maior do que 1.
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W= WIN

Exemplo 3.5.1. Seja t uma transformagdao com matriz A =
-2

WIN W W —
(98] (98] ‘ (%]
1= |, wairo

.

Queremos diagonalizar a matriz A. Assim, comegcamos calculando seu polindémio caracteristico

1-4 2 2
PA)=detA—AD=| 2 —2-A 1 |. (3.63)
2 1 —-2—-A
Temos
PA) =242 A —1=A+1*A-1) . (3.64)
Portanto,a matriz tem dois autovalores Ay =1 e A; = —1.

Autovetores de A\: Para encontrar as incognitas xi,x, e x3, precisamos resolver o sistema

X1
(A=D)[v]| =0com [v]| = |x,|, ou seja,
X3
-2 2 2 2 2 2
3 3 3| M 3Nt 303G
2 — 1 _ 2 1 _
3 TS 3 X2 | = §X1 - %xz + §X3 =0 . (365)
2 1 =5 2 1 5
5 3 34 L X1+ 30310
Dai temos o sistema,
2 2 2 _ _ _
—§X1+§X2—|—§X3—O X1 —2x3=0=—= x1 =2x3
%xl — %Xz + %X3 =0 —Sx—x3=0 . (3.66)
2 1 5
§X1+§X2—§X3:O Xy = X3

Todas as solugdes sdo miiltiplos do autovetor vi = (2,1,1).

Autovetores de A): Para encontrar as incognitas x\,x; e X3, precisamos resolver o sistema

X1
(=1 —A)[v] =0 o que é equivalente a resolver (A+1)[v] =0 com [v] = |x, |, ou seja,
X3
{38 ] [hererds
A+DP =15 5 3| || =|3a+50+3]=0. (3.67)
P ) Baresis
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Dai temos o sistema,

%x1 + %)Q + %X3 =0
%xl + %XQ + %X3 =0. (3.68)
%xl —|—%XQ—|—%X3 =0

Resolvendo,

2x1+x2+x3=0. (3.69)
Assim, o nosso conjunto solucdo descreve um plano, gerado pelos vetores v, = (1,—2,0) e
vy = (1,0,-2).

Para termos uma base ortonormal, substituiremos v3 por um vetor v4 = (x,y,z) que é
perpendicular a vo mas ainda estd no plano gerado pelos dois vetores. Portanto, este deve
satisfazer 2x +y+z = 0 para ser autovetor de -1, e precisa ser perpendicular a v,, ou seja,
(va,va) = ((—1,2,0), (x,y,2)) = 0 = x — 2y = 0. Resolvendo o sistema

2x+y+z=0
x—2y=0

(3.70)

obtemos vy = (—2,—1,5).
Normalizamos cada vetor dividindo-o por seu comprimento. Isto nos leva a base orto-

normal

b= Gty (-5 (o)

(3.71)
Nessa base a matriz da transformacdo t é dada por
1 0 O
=10 -1 0. (3.72)
0 0 -1
Geometricamente temos que t(w1) = wy, t(wp) = —wy e t(wz) = —w3. Vemos que esta

transformacdo consiste numa reflexdo pelo eixo wy; equivalentemente, ela pode ser vista como
uma rotagdo de angulo T ao redor do eixo wi. Vemos agora como a diagonalizacdo permite-nos

"entender" a transformacdo.

0 -1 0
Exemplo 3.5.2. SejaB= |1 0 0| amatriz da transformagdo ortogonal t. Ela representa
0 0 1

a rotagdo T ao redor do eixo z; isto pode ser verificado observando a imagem dos trés vetores

da base candnica:
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0 —1 0] [1 0

tle1)=B(er)=|1 0 0] -|0|=]1 (3.73)
o o 1] [0o] [0
0 —1 0] [o] [-1

t(eq) =B(e2)=|1 0 Of-[1|=1]0 (3.74)
0o 0o 1] [0o] [O
[0 —1 0] [o] [o

t(e3) =B(ez)=|1 0 Of-[0|=[0]. (3.75)
o o 1] [1] [1

Observe que o vetor ez permanece fixo, enquanto que os dois vetores ey e ey sdo, ambos,

rotacionados pelo dngulo 5 no plano (x, y). O polindmio caracteristico de B é

det(B—Al) = (A2 +1)(A—1) (3.76)

que tem raizes 1, i e -i. Os dois autovalores complexos i e -i sGo conjugados entre si e tém modulo
1.

Proposicao 3.5.1. O determinante de uma matriz n X n é o produto de seus autovalores.
Nao sera feita a demonstragdo dessa proposicao, mas ela pode ser encontrada em [12].

Proposicao 3.5.2. Seja uma matriz A de ordem n X n. Temos que:

detA’ = detA (3.77)

Demonstracao: Ela ¢ uma aplicacdo direta da Proposi¢ao 3.5.1 pois, sabemos que o polindmio
caracteristico da matriz A € igual ao da sua transposta, porque os elementos da diagonal principal

sdo iguais, assim os autovalores da matriz A sdo iguais aos autovalores da matriz A’ .

0J
Proposicao 3.5.3. Sejam A e B duas matrizes n x n. Entdo,
detAB = detA - detB. (3.78)
Nao sera feita a demonstragao dessa proposicao, mas ela pode ser encontrada em [12].
Teorema 3.5.5. Uma matriz ortogonal sempre tem determinante +1 ou -1.
Demonstracao: Utilizando as proposi¢des anteriores temos
detAA” = detA - detA’ = (detA)? . (3.79)

Além disso, AA" = I, o que implica detAA’ = 1. Portanto, (detA)2 =1, ou seja, detA = +1.
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O

Proposicio 3.5.4. Se A é uma matriz real e se A = a+ ib com b # 0 é um autovalor complexo

de A com autovetor v, entdo A = a — ib é um autovalor de A com autovetor V.

Demonstracdo: Seja v um autovetor de um autovalor complexo A. Temos que A[v] = A[v].

Tomando o conjugado dessa expressio, obtemos A[v] = A[v] = A[¥]. Como A é real, temos que

A = A. Isto implica em

Av] = AV, (3.80)
0 que mostra que A é um autovalor de A com auto vetor V.

O

O resultado principal que queremos obter é: qualquer matriz A ortogonal 3 X 3 com
detA = 1 corresponde a uma rotacao por algum angulo em torno de algum eixo. Entre os varios

resultados intermedidrios, este resultado também corresponde para matrizes 2 X 2.

Proposicao 3.5.5. Se A é uma matriz ortogonal 2 x 2 com detA = 1, temos que A é a matriz de

rotag¢do por um dngulo 0,

cos® —senO
A= (3.81)
sen@ cosO

para algum 6 € [0,27). Os autovalores sdo Ay = a+ib e ) = a—ib, com a = cos0 e b = sen .
Sdo ambos reais se, e somente se, 0 =0 ou 6 = 1. No caso em que 6 =0, obtemos a =1 e
b =0 e A é a matriz identidade. No caso em que 0 = &, obtemos a= —1 e b =0, A é a matriz

de rotacdo pelo dngulo © (também chamada de reflexdo pela origem).

Demonstracao: Seja

A=1]9 € (3.82)
b 4l '

Como cada vetor coluna tem comprimento 1, devemos ter a® + b> = 1, permitindo-nos por

a=cos0 e b=senB. Como os dois vetores sdo ortogonais, devemos ter

ccosO+dsen =0 . (3.83)

Portanto,

c=—Csen0,

d=Ccos0,

(3.84)
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para algum C € R. Como a segunda coluna é um vetor de comprimento 1, entdo temos que
¢?+d? =1, o que implica em C? = 1 ou equivalentemente C = 1. Finalmente como detA = C,
devemos ter C = —1.

O polindmio caracteristico desta matriz é det(AI —A) = A2 —2aA + 1, o qual tem raizes
a++/a? — 1. Segue o resultado, ja que

+va?—1==+vcos?20 — 1 =+44/—(1—cos260) = +isen 0 = +ib. (3.85)
0

Proposicao 3.5.6. Todos os autovalores reais de uma matriz ortogonal A sdo iguais a 1 ou —1.

Demonstracao: Seja A um autovalor real e seja v um autovetor correspondente. Seja ¢ a trans-

formacio ortogonal com matriz A. Logo (t(v),t(v)) = (Av,Av) = A%(v,v). Assim A% = 1.
0J

Proposicao 3.5.7. Se A é uma matriz ortogonal 3 x 3 com detA = 1, temos que 1 é sempre

autovalor de A. Além disso, todos os autovalores complexos A = a + ib tém mddulo 1.

Demonstracao: O polindmio caracteristico de A, det(Al —A) tem grau 3. Portanto, sempre
havera uma raiz real A; que s6 pode ser 1 ou -1 pela Proposi¢do 3.5.6. Os outros dois autovalores
A € A3 sdo ambos reais ou ambos complexos conjugados. O determinante de A € o produto dos
seus autovalores, de forma que A; 4,43 = 1. Se A, e A3 sdo reais, temos que A1,A2,A3 € {—1,1}.
Para o seu produto ser 1, devemos ter ou todos os trés iguais a 1, ou dois deles serem -1, e o outro
1. Assim ao menos um autovalor é igual a 1. Se A, e A3 sdo complexos conjugados, temos que
M =a+ibe A3 =a—ib, e que LAz = |A2|? = |A43]> =a® +b>. Como | = L A3 >0, =1
ea’+b*=1.

Agora, vamos ao teorema que buscavamos.

Teorema 3.5.6. Se A é uma matriz ortogonal 3 X 3 com detA = 1, A é uma matriz de rotagdo t
por algum dngulo 0 ao redor de algum eixo. Se A ndo é matriz identidade, o eixo de rotacdo

corresponde ao eixo de rotagdo associado ao autovalor +1.

Demonstracao: Seja v; um autovetor unitario do autovalor 1. Considere o espago ortogonal a

Vi.

E ={weR3|(v;,w) =0} (3.86)
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o qual € um subespaco de dimensdo 2. Seja t uma transformacao ortogonal com matriz A. Como

v é ortogonal a w temos, 7(v) = vi, e também se w € E = t(w) € E, dado que

(t(w),t(v1)) = (t(w),v1) = (w2t (v1)) =0 . (3.87)
Considere a restri¢do g de ¢ a E. Seja B’ = {v,,v3} uma base ortonormal de E e considere a

matriz B de g na base 8. Se

B= [bzz b23] (3.88)

bz b33

isto significa

t(v2) = baovy + b3,

t(v3) = bp3va + b33,,.

(3.89)

Como fg preserva produtos escalares, temos que B € necessariamente uma matriz ortogonal.
Agora, considere a matriz [f]g da transformag@o ¢ expressa na base 8 = {vy,v2,v3} uma base

ortonormal de R3:

1 00 1 0 O
tlg= |0 B =10 by by - (3.90)
0 0 b3 b33
O determinante desta matriz € igual a det B. Logo, det B = detA = 1. Pela Proposicdo 3.5.5 temos

que B € uma matriz de rotagdo, do que segue que

1 0 0
t]g =10 cos® —senf|. (3.91)
0 senf® cosH
Essa matriz nos diz que todos os vetores no plano E sofrem uma rotacdo pelo angulo 6. Se
decompormos o vetor v como v = Cv; +w com w € E, entdo t(v) = Cv; +tg(w), onde g
corresponde a rotacdo por 8 no plano E. Isto corresponde a rotacdo pelo angulo 6 ao redor do

eixo descrito por vj.
O

A seguir serdo apresentadas as rotacdes em R3 cujos eixos de rotacdo sio os eixos

coordenados.
1. Rotacao anti-horaria em torno do eixo Ox por um angulo 6:
1 0 0

[t]ﬁ: 0 cos® —sen0|. (3.92)

0O sen® cosO
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2. Rotacao anti-horaria em torno do eixo Oy por um angulo 9:

cos@ 0 —senbO
[t]ﬁ = 0 1 0 . (3.93)

sen® O cosO

3. Rotacao anti-horaria em torno do eixo Oz por um angulo 6:

cos® —senf 0
t]lp = [sen6 cos6 O] . (3.94)
0 0 1

Definicdo 3.5.6. Seja A = (a;;) uma matriz n x n. O trago de A é denotado por Tr(A), sendo a

soma dos elementos ao longo de sua diagonal principal:

TI'(A) =ai+axy-+---+au. (3.95)
35 0
Exemplo 3.5.3. SejaA= |0 4 6 | temos que o Tr(A) =3+4+(—1) =6.
4 —4 1

Teorema 3.5.7. O traco de uma matriz é igual a soma de seus autovalores.
Nao sera feita a demonstragdo dessa proposicao, mas ela pode ser encontrada em [12].

Definicio 3.5.7. O produto vetorial de dois vetores v = (x1,y1,21) e w = (x2,y2,22) € o0 vetor
u=vAwortogonal av e w dado por

U=VAW= ( ) (3.96)

Definicao 3.5.8. Uma transformacdo f é uma isometria, se f preserva distancias e angulos,

yi 2
Y2 22

X1 21 A1 N

X2 )2

) 9

X2 22

e se, para todos os conjuntos de vetores, com a mesma origem P, que formam uma base
ortonormal {vi,v2,v3} de R3 com v3 = vi Ay, tivermos que {f(v1), f(v2),f(v3)} também é
base ortonormal de R com origem em f(P), tal que f(v3) = f(vi) A f(v2).

Teorema 3.5.8. Todo movimento de um solido no espago é a composi¢do de uma translagdo e

uma rotacdo ao redor de algum eixo.

Demonstraciio: Seja f uma transformacio em R? que descreve o movimento de um sélido. Ela

preserva angulos e distincias. Considere um ponto do sélido na posi¢do inicial Py = (xo,y0,20) €
- , - . — . ~

uma posigdo final P, = (x1,y1,z1) apds a transformacdo. Seja v = PyP; e seja g a operagdo de

1

translacdo por v. Sejat = fog ', entdo

t(P)=f(PL—v)=f(P) =P . (3.97)



44

Logo, P; é um ponto fixo de . Como ¢ preserva distancias e angulos e tem um ponto fixo, ¢ é
uma transformac¢do ortogonal com matriz A. Mas vimos que se detA = —1, A ndo poderia ser

uma transformac¢ao de um sélido. Portanto, detA = 1, e desta forma ¢ é uma rotacao.
O

Na préxima secdo iremos explanar a Mudanga de Base, que ird nos auxiliar quando

quisermos mudar nosso referencial de visualizagdo.

3.6 MUDANCA DE BASE

Seja B uma base de R3. Considere uma transformagio linear 7 : R> — R, representaremos
X

um vetor v usando suas coordenadas na base § por um vetor coluna [v]g = |y

<
Se B = {vi1,v2,v3}, isto significa que v = xv| +yv, +zv3. Seja A uma matriz descrevendo a trans-

formag@o ¢ na base 3, denotada por A = [t]g. As coordenadas 7(v) na base 8 sdo determinadas

por

1(v)]p = Al = [tlg[v]p - (3.98)
Como no caso da base candnica, as colunas de A sdo dadas pelos vetores coordenadas na base 3

das imagens dos vetores em f3 sob a transformagao T.

Proposicio 3.6.1. Se temos duas bases B e By de R?, temos que

Vg, = P[], (3.99)

onde P é a matriz de mudanca de base de B para B;.

Demonstracdo: Sejam duas bases fB; = {vi,v2,...,v,} € Bo = {wi,wp,...,w,} de um espaco
vetorial V. Dado um vetor v € V, existem escalares ¢, ¢z, ..., c, tais que,
C1
c2
v=cpvitevat e =g = | |- (3.100)
Cn

Como cada vetor v; da base 31 pode ser escrito de uma forma tnica como combinagao linear dos

vetores da base f3,, temos
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vi=anwit+awzy+---+apwy

Vo = apwy +anpwr + -+ appwy,

Vn = ad1pWi +a2nw2+"'+annwn (3101)

sendo cada a;; determinado de modo tnico. Logo

V=cCivi+cavy+---+cpvy
= cl(anwl +--- -l-anlwn) +Cz(6112W1 +--- +Cln2Wn) +--- +Cn(6l1nW1 +--- +a,mwn)

= (ajjc1+ - +apen)wi + (axic1 + -+ - +agpen)war + - -+ (anic1 + - - + apnen) wy, (3.102)

Portanto
ajcl =+ -+ ancn ap a2 ... 4 c1
az|cy+ -+ axycn ay ax ... dy o
vlg, = = :
_anlcl + - apncy apl dp2 ... App Cn
ap ap aip
a; an ay
. [V]ﬁl' (3.103)
| dnl  an2 Ann
ap a ain
ax; axn axp
Onde P = e cada coluna de P representa os [v;g,.
anpl ap2 Ann
O

Proposicao 3.6.2. Como as colunas de P sdo coordenadas dos vetores de P escritos na base

Ba, no caso em que duas bases sao ortonormais, temos que P é ortogonal.

Demonstracao: Sejam duas bases ortonormais f; = {vi,vz,...,vs} € Bo = {wi,wo,...,wy,} de

um espago vetorial V. Pela Proposigdo 3.6.1 temos [v]g, = P[v]g,, para um vetor v € V e onde P

€ matriz de mudanca de base. Podemos resolver caso a caso:
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wip = PV1
wy = Pvy
wy, = Pv, . (3.104)

Agora iremos fazer uma relagcdo com o produto interno,

PV,‘,PV]'>
ij)t . (PV,‘)

=
= (
= ((v;)'P)- (Pvi)
= (
=

<Wi7wj>

Vj)l . (Pt -Pvi)
Pt-PV,',Vj> . (3105)

Iremos guardar o resultado da Equagdo (3.105). Como as bases 31 e 3, sdo ortonormais, temos a

seguinte relacao

(wi,wj) = (vi,vj) . (3.106)

Pela Equacdo (3.105), temos

<V,’,V]'> = <Pt 'PVi,Vj>,\V/i,j . (3107)

Vamos subtrair um dos termos em ambos os lados da Equagao (3.107)
<Pt - Pvy; —vi,vj> =0
((P"-P—1)v;i,v;) =0 . (3.108)

Seja u; = (P'- P —1I)v;, temos

(ui,vj) =0 . (3.109)

Como a Equagéo (3.109) vale para todo j, temos que u; = 0. Agora como u; = (P'-P—1)v; =0

para todo i, temos que

P-P—1=0

PP=1I. (3.110)

Pela Equacdo (3.110) e pela Defini¢do 3.5.3 a matriz P € ortogonal.
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O

Teorema 3.6.1. Se Q é a matriz de mudanga de base de B, para By, segue que Q = P~!. As
colunas de Q sao coordenadas dos vetores de [, escritos na base Bi. No caso em que duas bases

sdo ortonormais, temos que Q = P' e, portanto, as colunas de Q sdo as linhas de P.
Nao serd feita a demonstragdo dessa proposicao, mas ela pode ser encontrada em [12].

Teorema 3.6.2. Sejam B e Bo duas bases de R® e uma transformacdo linear t. P é a matriz de

mudancga de base de B para ;. Entdo,

1], = Plt]p, P~ . (3.111)

Demonstracao: Seja um vetor v. Temos que

[t(v)]ﬁ2 = [t]lg2 [v]ﬁ2 . (3.112)
Também temos que
[t(v)]p, = Plt(v)]p,
= P([r]g, Mp))
= Plt]g, P~ ([V],)
= (P[t]g, P~ "Vp, - (3.113)
Portanto,
11,V], = Plt]p, P~ (Wlg,) = [tlp, = Pltlp, P~ (3.114)
O

Exemplo 3.6.1. Considere um cubo cujos oito vértices estdo posicionados nos pontos (+1,£1,+1),

como mostrado na Figura 10.
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Figura 10 — Cubo

»o*”
-
»
-

IS ESESSEEANRANESNESNEADEOREAS

Fonte: Autoria prépria.

Estamos procurando as matrizes das duas rotacoes pelos angulos :I:%’t ao redor do eixo que
passa pelos vértices (—1,—1,—1) e (1,1,1). Observe que ambas as rotagdes levam o cubo nele
mesmo.

Para fazer isto, comecamos escolhendo uma base B apropriada ao problema. A dire¢do
do primeiro vetor serd a direcdo do eixo, wy = (2,2,2). Os outros dois vetores wy e w3 serdo
tomados ortogonais a wi. Suas coordenadas (x,y,z) tém que satisfazer x+y+z = 0. Vé-se
facilmente que o vetor wy = (—1,0,1) é desta forma. Queremos que o terceiro vetor seja

perpendicular a ambos wy e wy. Assim, suas coordenadas devem satisfazer

x+y+z=0
(3.115)

x—z=0.

Sendo uma solugdo possivel wy = (1,—2,1). Gostariamos de trabalhar com uma base ortonor-
mal, de modo que dividimos cada vetor por seu comprimento, v; = H:‘;—’H A base final é dada

por
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B ={vi,v2,v3}
() () ) oo

Nessa base as duas transformacoes sdo simplesmente rotagoes ao redor do eixo vi. Note que

cos(—%”) = cos(%”) = —% e sen(—%”) = —sen(%”) = —‘/Tg. As duas rotacées t+ sdo dadas
(na base 3) por
1 0 0 1 0 0
o= |0 o med(-fo oL v e
0 j:sen%’r cos%” 0 i\/Tg —%

Agora, queremos encontrar as matrizes t+ na base canénica Q. Aplicando o Teorema 3.6.2 ,

vemos que estas matrizes sdo dadas por

[ti]o = P~ '[r+]gP (3.118)

onde P é a matriz de mudanga de base de Q para B. Entdo P~ é a matriz de mudanca de base

de B para Q cujas colunas consistem nos vetores de B escritos na base canénica Q. Eles sdo

precisamente os vetores vj, por jd estarem escritos na base canonica. Como P~ = P! temos que
I s 4 I
V3 V2 Ve V3 V3 V3
-1 _ | L _2 S €
P = 7 0 VAR P= 7 0 7 (3.119)
L s 4 2 1L
V3 V2 V6 V6 V6 V6

Disto segue que

00 10
ta=1|1 0 0 1. (3.120)
01 0 0

A primeira transformacdo t consiste na rotagdo pelo angulo de 27” ao redor do eixo v,. Ela per-
muta os vértices do cubo pois, (1,1,—1)+— (—1,1,1) — (1,—1,1). De maneira semelhante, ela
permuta os outros trés vértices, jd que (—1,—1,1)— (1,—1,—1) — (—1,1,—1), mas mantendo

fixos os vértices (1,1,1) e (—1,—1,—1).
Observagdo: [t1]q é ortogonal e t— =1t ". Logo, [t_]a = [t+]g = [t+]g"

Finalmente temos a matemadtica necessdria para comegarmos a falar sobre a movimenta-
¢do dos bragos robéticos. Assim no proximo capitulo nds iremos descrever matematicamente a

movimentacdo de um braco robdtico.
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4 MATEMATICA NO MOVIMENTO DO BRACO ROBOTICO

Os capitulos anteriores serviram como preparo para este, onde finalmente iremos descre-
ver matematicamente através das matrizes de rotacdo a movimentacao de um brago robdético.

Considere o robd tridimensional na Figura 11. Ele consiste em trés juntas articuladas e
uma garra. Na figura temos indicadas seis rotacdes que o robd pode efetuar, numeradas de 1 a 6.
O robd estd preso a uma parede, com o primeiro segmento perpendicular a ela. Este segmento
nao € fixo, podendo rotacionar ao redor de seu eixo central, como mostrado pelo movimento 1.
No final do primeiro segmento, existe um segundo segmento. A junta entre os dois segmentos
€ similar a um cotovelo, por seu movimento estar restrito a um plano (como mostrado para o
movimento 2). Se combinarmos esta rotacao permitida com aquela do movimento 1, vemos
que o plano rotacional de 2 gira em torno do primeiro segmento. Assim, a composi¢ao destas
duas rotagdes permite-nos posicionar o segundo segmento em qualquer direcdo possivel. Agora,
considere o terceiro segmento. A rota¢do 3 permite o segmento direcionar-se num plano (como
a rotacdo 2), enquanto que a rotagdo 4 permite ao segmento girar em torno de seu eixo. Este
segmento pode ser comparado a um ombro, podemos levantar nosso brago (equivalente a rotagdo
3) e podemos girar nosso braco em torno de seu eixo (equivalente a rotacdo 4). Na realidade, um
ombro ndo estd restrito a levantar nosso braco ao longo de um unico plano, tendo assim outro
grau de liberdade comparado a este segmento, ja que conseguimos gira-lo ao redor de nosso
corpo mantendo angulo fixo com a vertical. Finalmente, ha uma garra ligada ao final do quarto
segmento. A garra tem duas rotacdes associadas: a rotacao 5 atua num plano e varia o angulo
entre o terceiro segmento e a garra, € a rotacao 6 permite a garra girar ao redor de seu eixo.

Para utilizarmos um rob6 a fim de agarrar um objeto, é de extrema importancia que seja

especificado precisamente a posi¢do P da garra. A Figura 11 ilustra o esquema do braco robdtico.

Figura 11 — Robd com seis graus de liberdade

ANSNSNNNSNY

Fonte: Autoria prépria.
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1. A posicao P: ¢ identificada pelas trés coordenadas (x,y,z) no espago.

2. A direcao do eixo da garra: Uma direcdo pode ser especificada por um vetor, assim
parece que trés nimeros seriam necessarios. Reduzimos esse nimero infinito de vetores
considerando um vetor unitario. Portanto, uma maneira mais eficiente de fornecer uma
direcdo seria imaginar um ponto P na superficie de uma esfera, com um vetor unitério de
Q a P. Se tomarmos uma dire¢do, isto €, um raio emanado de Q, isto intersectard a esfera
em exatamente um ponto P, como mostrado na Figura 12. Especificar um ponto na esfera €,
portanto, suficiente para identificar unicamente uma direcao. Isto pode ser feito de forma

mais eficiente com coordenadas esféricas. Os pontos na esfera de raio p sao

(a,b,c) = (pcosBcosd,psenBcos,psend) 4.1)

com 6 € [0,27) , ¢ € [-F,%]. Desta forma, os trés nimeros 60, ¢ e p = 1 sdo suficientes

para descrever as direcoes da garra.

Figura 12 — Representa¢ao do sistema de Coordenadas Esféricas

AZ

Fonte: Autoria prépria.

3. Parametro o: A garra pode posicionar-se ao redor de seu eixo por uma rotacdo, o angulo

que é especificado com um tnico pardmetro a € [0,27)

No total sdo requeridos seis nimeros (x,y,z, 0,9, a), sendo p = 1 fixo, para se especificar
a posicdo e a orientacdo da garra. Dizemos que o robd possui seis graus de liberdade. Assim,

na Figura 13, as rotag¢des 1, 2 e 3 sdo usadas para posicionar P na posi¢io desejada (x,y,z), as
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rotagdes 4 e 5 sdo usadas para orientar corretamente o eixo da garra e a rotagdo 6 gira a garra no
angulo desejado ao redor de seu eixo. Estes seis movimentos correspondem aos seis graus de
liberdade.

Descrever os movimentos de um robd ¢ o mesmo que descrever a movimentacdo de um
s6lido em R3. J4 vimos que tais movimentos sdo composi¢des de rotacdes e translagdes. Em

geral, rotacdes distintas terdo eixos rotacionais distintos.

Definicdo 4.0.1. Um referencial no espaco consiste em um ponto P € R3, chamado de origem, e

uma base B = {vi,v2,v3} de R3,

Dar-nos um referencial equivale a definir um sistema de coordenadas centrado no ponto
P cujos eixos sdo orientados de acordo com a base 3. As unidades de coordenadas sdo escolhidas
de forma que os vetores v; sejam trés vetores unitédrios v; = (1,0,0), v, = (0,1,0) e v3 = (0,0, 1)
quando expressos neste sistema de coordenadas.

Considere o robd da Figura 11 que sera esquematizado na Figura 13 a seguir, e apds
feitas rotacdes neste robd chegaremos na Figura 20. Especificamos 7 referenciais Ro, Ry, ..., Rg,
centrados em Py, P, ..., Py, respectivamente. Cada referencial estd associado com um conjunto
de eixos x;, y; e ziparai =0,1,...,6 e, as dire¢des dadas pelas bases fy, Bi,. . ., Bs. O referencial
Bo é o referencial base. Este é fixo e centrado em Py = (0,0,0). O referencial R; é centrado em
P.. Quando o robd estd recolhido (na sua posi¢do base), todos os referenciais tem eixos paralelos,
como mostrado na Figura 13. Os proprios referenciais irdo se mover quando o robd se mover. De
fato, como mover uma junta afeta todas as proximas juntas ao longo do braco, o referencial R;
depende de quaisquer movimentos das juntas 1,...,7 e independe daquelas aplicadas nas juntas
i+1,...,6.

Figura 13 — Referenciais do Robo

Fonte: Autoria prépria.

Descrevemos a sequéncia de movimentos aplicados ao robd que o colocardao da posicao

original, que € mostrada na Figura 13 na posi¢do da Figura 20 por:

1. O primeiro movimento consiste na rotacdo 77 de angulo 6; ao redor do eixo yp, no

referencial Ry, isto é uma transformacao linear, onde a origem permanece fixa. Na base f
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ela € descrita pela matriz

cosf; 0 —sen6
Al = 0 1 0 . 4.2)
senf; 0 cosH

O segundo referencial R € alterado por este movimento, obtido ao se aplicar 77 em Ry. A

base Py é dada pela imagem de By por 7;. A Figura 14 ilustra a aplicag¢do desse item.

Figura 14 — Esquema do brago robético ap6s a aplicac¢ao do item 1

A 1 1.7 1.
7 /

Fonte: Autoria prépria.

. O segundo movimento é uma rotacdo 7, de angulo 6, ao redor do eixo x;, descrita pela

matriz:

1 0 0
Ay =10 cosB, —sen6;| . 4.3)

0O sen6, cosb,

A Figura 15 ilustra a aplicac@o desse item.

Figura 15 — Esquema do brago robético apds a aplicacio do item 2

7

Fonte: Autoria prépria.
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3. O terceiro movimento € uma rotacio 73 de angulo 63 ao redor do eixo x3, descrita pela

matriz:

1 0 0
Az = |0 cosB; —senbs| . 4.4)
0 senf3 cosOs

A Figura 16 ilustra a aplicacdo desse item.

Figura 16 — Esquema do brago robético apds a aplicacao do item 3

ML

-
? 5
~

Fonte: Autoria prépria.

4. O quarto movimento é uma rotacdo 7y de angulo 6,4 ao redor do eixo y4, descrita pela

matriz:

cosfs 0 —sen6y
Ay = 0 1 0 . 4.5)
senfy; 0 cosOy

A Figura 17 ilustra a aplicac@o desse item.
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Figura 17 — Esquema do brago robético apds a aplicacao do item 4

Z NN

é 5
~

Fonte: Autoria prépria.

5. O quinto movimento € uma rota¢ao 75 de angulo 65 ao redor do eixo x5, descrita pela

matriz:

1 0 0
As= |0 cos@s —senbs| . (4.6)
0 senfs cosOs

A Figura 18 ilustra a aplicacdo desse item.

Figura 18 — Esquema do brago robético apds a aplicagdo do item 5

Fonte: Autoria prépria.
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6. O sexto movimento € uma rotacdo Ty de angulo 6 ao redor do eixo yg, descrita pela

matriz:

cosBs 0 —senBq
Ag = 0 1 0 . 4.7)
senf; 0 cosbg

A Figura 19 ilustra a aplicacdo desse item.

Figura 19 — Esquema do brago robético apds a aplicacio do item 6

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 20 — Os vérios referenciais ap6s varias rotacdes das juntas 2, 3, 5 e 6.

Fonte: Autoria prépria.

Queremos calcular a posicdo de um ponto do robd com respeito aos vérios referenciais. Para
isto, comeg¢amos a calcular como os varios eixos sao modificados quando passamos de um
referencial para outro. Isto nos permitird encontrar a “operacdo” da base f3;,; na base f3;. As
colunas da matriz A; ddo as coordenadas dos vetores da base ;| expressos na base f3; | para f3;,

e a denotaremos por Ml?“ .

Mudanca de Base de 3, ; para f3;. Deduz-se que
itk _ g git1ygit2 i+k
Ml' _Ml' Mi+1 CECEEY i+k71 . (4-8)
Seja Q um ponto no espaco. Encontrar sua posicao no referencial R; significa encontrar o

vetor I@ na base f3; ou, em outras palavras, [@] g Sua posi¢ao no referencial R;—; € dada por

POlg 1 = [P 1Blg_1 +[POlg_1 = [PiPlg_1 + M [ROls - (4.9)

Usaremos esta abordagem para calcular o movimento de cada uma das juntas i = 1,...,6.
Determinaremos a posi¢ao e orienta¢do da extremidade do rob6 na base Sy, levando em conta
as rotacoes das varias juntas dos angulos 6, .. ., 8¢, respectivamente. Suponha que saibamos a

posicdo Q no referencial Rg, denotada por [@] Be:



1. Seja ls o comprimento da haste da garra. Entdo,

0
[PsOlp, = (PoFilg, + [PeOlp, = |Is | +ME[PeQlg, -
0

2. Seja l4 o tamanho do terceiro segmento do robd. Temos:

0 0
—
PiOlp, = [BP)g, + [PsOlg, = |1 |+ | [15] +MEIPp,
10 0
0] K
= \ta| +845 |15 | +M§[ROlg,.
0 0

58

(4.10)

.11

3. O referencial R3 tem a mesma origem de R4 : P; = P4. Portanto, o mesmo referencial R3,

0 0
Ps0lp, = [Pa0lp, = M2 | |1s| +M5 |15 | +MEIR:Ol,
0 0
[0 0
= M3 |1a| + M5 15| + MSTRDlp,.
0 0

4. Seja [, o comprimento do segundo segmento do robo. Entdo,

P01, = PPy, + [PsOl,

0 0 0
= b | M (1| +M3 15| +MEPsOlg,.
0 0 0

5. Seja [ o comprimento do primeiro segmento do robo. Temos:

P 0lg, = [PiBlg, + [P0,
0 0 0 0

= 0| M2 || + Mt |1 03 |15 | + MR,

0 0 0 0

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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6. Finalmente, no referencial base, como Py = Pj, temos
0 0 0 0
PoOlgy =M |1y | +M3 | 1| +MG | 1| +03 (15| +ME[PQ) (4.15)
0 0 0 0
Pondo /3 = 0, podemos reescrever a Equacao 4.15 como
5 0
(PoQls, = LM || + M (Al (4.16)
=l 0
Invertendo,

0
5
(PO)g, = MEIROlg, — Y M |1 @17)
i=1 0
onde M. ¢é a matriz de mudanga de base de B; para B¢. Temos que ML = (M®)~! = (M®)". Se
necessdrio, podemos calcular [@] g, em fungdo de [@] Bo

No préximo capitulo vamos fazer a constru¢cdo de uma brago robético de madeira, onde
este servird como um auxilio para explorarmos o conteddo na pratica
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5 PRODUTO EDUCACIONAL I: BRACO ROBOTICO DE MADEIRA

Neste capitulo exploraremos uma ferramenta pratica, um braco robético de madeira. Sua
finalidade € servir como ferramenta visual e tatil a ser explorada pelos alunos do Ensino Médio,
assim veremos como fazer sua constru¢cdo (com foco no baixo custo), quais sio os tipos de
rotacdes, suas limitacdes e sugestdes de melhorias.

Recomendamos fortemente que esse braco seja construido antes de iniciar a programagao
no software Geogebra, pois a visualizacdo de seus movimentos permitird uma compreensao
melhor das aplicacdes de matrizes de rotacdo e translac@o, necessarios na simula¢ao desses
movimentos em tal programacao.

Uma sugestao de construcdo de tal braco serd dada no texto a seguir. Ele foi feito no ano

de 2020 e custou cerca de 15 reais.

1. Qualquer pedaco de madeira que seja suficientemente comprido, ou ainda, alguns pedacos
pequenos. Neste caso foi utilizado um cabo de vassoura. A Figura 21 ilustra um cabo de

vassoura semelhante ao usado na montagem.

Figura 21 — Vassoura

-

Fonte: Autoria Propria.

2. Uma base para o braco. A base pode ser de qualquer material, mas como queremos um
custo pequeno, foi utilizado um bloco de madeira. Na Figura 22 podemos ver o suporte

utilizado.

Figura 22 — Base

Fonte: Autoria prépria.
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3. Parafusos (de 8 até 10 centimetros de comprimento) e porcas (ou borboletas de fixacao),
como mostrado na Figura 23. O professor deverd comprar quantas for utilizar, pois a
quantidade ird variar de acordo com a quantidade de cotovelos do braco. Em nosso caso,

foram utilizados dois parafusos e duas porcas.

Figura 23 — Parafusos e Porcas

T VAW Wy

R
\\\.s.,\\\t\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\m\\

Fonte: Autoria prépria.

A seguir, serd descrita a montagem do brago robdtico de madeira com dois bragos. Com
um serrote, cortamos a madeira em trés partes (44 cm, 32 cm e 29 cm ), como na Figura 24. A

parte mais comprida (haste) serd encaixada na base especificada no item 2.

Figura 24 — Partes do Brago Robético

Fonte: Autoria prépria.

Ap6s o corte, vamos fazer uma furagdo na base do braco. O tamanho do furo terd que ser

igual ou um pouco maior que a haste mais comprida que serd encaixada. Para isso o professor
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deverd utilizar uma furadeira ou qualquer ferramenta que consiga fazer esta furacdo. Em nosso
caso, como a haste tem diametro igual a 22 milimetros, foi utilizado uma broca de 23 milimetros
para fazer o furo e a Figura 25 mostra a furacdo feita na base. O importante € que a haste nao
deverd ficar muito folgada nem colada nesse furo, pois queremos que a mesma rotacione e faga o

movimento telescopico, como mostrado na Figura 26, para o braco ficar bem fixado na base.

Figura 25 — Furagdo da Base

Fonte: Autoria prépria.

Outra sugestdo para este passo, seria de utilizar um rolamento em vez de fazer a furacdo
na base, assim poderiamos colar o rolamento na base, ou até deixar que o préprio rolamento fosse
nossa base. Mas, isso aumentaria o orcamento necessdrio para a construcao do braco robdético.

Agora iremos fazer as furagdes nas demais partes. Essas furagdes deverdo ser medidas
conforme o tamanho dos parafusos. Por exemplo, para parafusos medindo 6 milimetros de
diametro, devemos utilizar uma broca de 6,5 milimetros na furacdo. Como no caso anterior, nao
devemos fazer uma furacdo muito grande, pois sendo as fixacdes dos cotovelos nao irdo ficar
adequadas. As furacOes deverdo ser feitas nas extremidades das partes do braco robotico, de 3 a
5 centimetros longe da extremidade, pois assim ndo corre o risco de quebrar as partes do braco

robético. A Figura 27 mostra as furacdes feitas perto das extremidades das partes.
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Figura 26 — Primeira parte do Brago Robético fixado na base

Fonte: Autoria prépria.

Figura 27 — Furacdes das partes do Braco Robdtico

Fonte: Autoria prépria.

Por fim, vamos fixar os cotovelos do braco robético. Para isso iremos pegar as partes
e juntar duas fura¢des. Primeiro, unimos a haste com um braco, como mostra a Figura 28.
Colocamos o parafuso na furacdo da extremidade e fixamos com a porca (ou borboleta de

fixacdo).
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Figura 28 — Fixando duas partes do Bragco Robdtico

Fonte: Autoria prépria.

Em seguida, unimos o segundo brago ao primeiro, colocando o parafuso na furagdo e
fixandos com a porca. Assim finalizamos a construcao do braco robético. Na Figura 29 podemos

observar o brago robético montado.

Figura 29 — Montagem do Braco Robético finalizado

Fonte: Autoria prépria.

Caso seja do interesse do professor, é possivel melhorar a estética do brago robdtico com
tinta. Em nosso caso pintamos da cor preta. Caso o professor queira pintar o braco robdético,

sugerimos que o furo da base seja aumentado em 1 milimetro, pois a tinta adicionard diametro as
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partes do braco robdtico, podendo ndo encaixar na base. Também sugerimos que as partes sejam
pintadas antes da montagem, para termos mais qualidade estética do produto.

Outra sugestao de melhoria que poderia ser feita, € a adi¢ao de transferidores na base
e nos cotovelos do braco robético. Para isso basta fazer furagdes no centro do transferidores,
assim como foi feito na haste e nas partes do brago robético, como na Figura 30. Em nosso
caso, ndo foi preciso fazer furacdo no transferidor da base, pois 0 mesmo ja tinha um espaco
onde pudemos encaixar/colar na base. E para os transferidores dos cotovelos fizemos furagdes
de 6,5 milimetros e adicionamos ao braco no mesmo momento em que fixamos as partes com
os parafusos e as porcas. Alinhamos os transferidores na posi¢cdo de zero graus, em relagdo as
furacdes das jungdes. Agora temos como medir a quantidade de graus que as rotagdes fazem.

Lembrando que isso aumentard o orcamento do nosso bracgo robético.

Figura 30 — Montagem do Brago Robético com Transferidores

Fonte: Autoria prépria.

Veremos agora a funcionalidade do brago robético que construimos. Para facilitar a
explicacdo, a Figura 31 nos mostra como serdo chamados cada parte do braco robético construido

e onde ele se localiza no R3.
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Figura 31 — Brago Robético e suas partes

Fonte: Autoria prépria.

A haste do brago robético esta atrelada a rotacdo em torno do eixo z que € o movimento
telescopico, e pode rotacionar em 360°. A posicao do 1° braco é dependente da movimentacao
da haste, a sua movimentacao estd restrita em um plano formado pela 1? jun¢do. O 2° brago
depende das partes anteriores no quesito posi¢ao, mas sua movimentagao € idéntica ao do 1°
braco e também esta restrita a um plano formado pela 2* juncao.

Se juntarmos todas as movimentacdes, temos uma amplitude maior se compararmos

com cada parte do braco robético separadamente. Neste caso, o brago robdtico descreve um
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movimento esférico, com centro na 1* junc@o e com raio sendo a soma das medidas entre as
jungdes dos dois bragos.

Limitacoes: Comecamos com a movimentacdo das partes do braco robdtico. Com
excecdo da haste as outras partes ndo conseguem rotacionar os 360°, pois pelo tamanho se
tentassemos girar os 360° algumas das partes iriam colidir, assim obstruindo a movimentagao.
Outra limitacdo € que o movimento feito € manual, ou seja, é necessdrio que alguém mexa as
partes do braco robético para que consigam rotacionar. Neste protétipo também nao ha uma
garra na extremidade do dltimo seguimento, pois a complexidade de uma garra estd além do
conteudo visto neste trabalho.

Vantagens: Para simular a visualizacdo da movimentacdo do brago robético ele se
encaixa de maneira excelente. A compreensdo da matemdtica no processo, seu baixo custo e

facilidade de montar também sdo pontos positivos.

Sugestdes: Aumentando o investimento podemos comprar materiais melhores para a
construcdo do brago robético e também podemos automatizar a movimentacao utilizando pistdes
hidraulicos ou a ar. Também podemos controlar com exatidao cada parte do braco robdético,
contudo, serdo necessdrios aparatos de programagdo como Controlador Légico Programavel
(CLP) ou Arduino.

Assim vimos neste capitulo como é a movimentagao na pratica do brago robético. No
préximo capitulo vamos aplicar a teoria do Capitulo 4 para simular a movimentagdo de um brago
robotico utilizando o software Geogebra. Inicialmente, mostraremos cada etapa da programacao

no R? e, posteriormente, no R3.
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6 PRODUTO EDUCACIONAL II: PROGRAMACAO NO SOFTWARE GEOGEBRA

Feita entdo toda a fundamentagdo tedrica vamos, neste capitulo, fazer o passo a passo
de como realizar uma programacgao no software Geogebra para simularmos o movimento de
uma braco roboético através de vetores. Queremos deixar claro que neste capitulo a linguagem da
escrita esta de uma forma mais coloquial, para facilitar o entendimento de eventuais professores

que quiserem aplicar esta programagdo a alguma atividade.

6.1 PROGRAMACAO NO R?

Comecaremos abrindo o soffware Geogebra em sua versdao 5, ou também, podemos
utilizar sua versao 6 online, que terd pequenas mudangas na forma de adicionar os elementos no

software. Todas as imagens desta programacgado foram feitas a partir da versdo 5 do software.

1. Criaremos um vetor qualquer no Geogebra. Recomendamos criar um multiplo de vetor
candnico com um comprimento desejado, pois 0 mesmo ird representar a posi¢ao inicial
do braco robético. Para isso, no Geogebra, iremos clicar na op¢ao vetor que se encontra na

parte superior esquerda, no terceiro campo. Como mostra a Figura 32.

Figura 32 — Ferramenta vetor no Geogebra

#| GeolGebra

Arquivo Editar Exibir Opc¢des Ferramentas Janela Ajuda
- . e e e a=2
VD] OO 5 I N lasc 222 <3+

Reta

Segmento
- Segmento com Comprmento Flo
.."/ Semirreta

Caminho Poligonal 3

o Vetor

Vator a Partir de um Ponio

Fonte: Autoria prépria.

2. Agora iremos na barra de comandos ou como estd escrito "Entrada"”, que pode ser en-
contrada na parte inferior do software, e iremos escrever as coordenadas desde vetor. Por

exemplo, o vetor v = (0,6), como mostra a Figura 33
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Figura 33 — Coordenadas do Vetor

Entrada: v = (0,6)|

Fonte: Autoria prépria.

Assim, como mostra a Figura 34, nossa janela ficard com o seguinte formato:

Figura 34 — Vetor v

| Geoliebra

Arguivo  Editar Exibir Opcles Feramentas Janela Ajuds

. Y S ~ull o . “om
R MNP QN4 N
b Janéla de Algeb

Wetar

fa b Janela de Visualizacio

*v=(s)

Fonte: Autoria prépria.

3. A seguir, iremos criar um controle deslizante, para que possamos fazer a variagdo de um
angulo. Isso mostra que ao variar o dngulo, o vetor é deslocado simultaneamente. Para isto
iremos na opg¢do controle deslizante, que se encontra na parte superior direita, sendo o

penultimo comando, como mostra a Figura 35

Figura 35 — Ferramenta controle deslizante no Geogebra

£ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

%7 .A7 /7 ”i-fv I:.\)v ®7 ©7 é;‘v x? ABCTE'I Q.?

¥ Janela de Algebra | v Janela de Visualizagao
Vetor

Controle Deslizante
Cligue na janela de visualizacdo para especificar a posicdo do controle deslizante

EA Y T

Fonte: Autoria prépria.

Ap6s isto, com o cursor do mouse, basta clicar em qualquer local na “Janela de Visualiza-

¢d0”. Sugerimos que de um clique ja ao lado da “Janela da Algebra™, pois assim a tela ndo
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ficard “poluida” com excesso de informagdes irrelevantes. Depois de clicar na “Janela de

Visualizag@o”, ird aparecer a seguinte tela, ilustrado na Figura 36

Figura 36 — Tela de comandos do controle deslizante

Controle Deslizante

. Mome

(®) Mumero

() Angulo

O Inteiro (] Aleatdrio (F9)

Intervalo  Confrole Deslizante  Animacio

min: |-5 max. |5 Incrementa;

Aplicar Cancelar

Fonte: Autoria prépria.

01

Na tela da Figura 36, selecionamos a op¢do “Angulo” . Por padrio, a letra grega que ird

representar o angulo € a letra , entdo ndo modificaremos nada, e clicamos em aplicar,

como mostra a Figura 37.

Figura 37 — Angulos no controle deslizante

Controle Deslizante

. Mome
() Nimero
® Angulo a
() Inteiro

Intervalo  Controle Deslizante  Animag3o

min: |0° max. | 360° Incremento:

Aplicar Cancelar

5e

Fonte: Autoria prépria.

Assim, nossa janela ficard com o formato mostrado na Figura 38. Agora basta com o

mouse clicar no circulo do controle deslizante para variar o angulo.
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Figura 38 — Controle deslizante o

GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcles Feramentas Janela Ajuda
. A o & e o N 2. I
S P L B - w ™ JIIABC o
¥ Janéla de Algebia &k Janela de Visualizacho
Wetor n‘
R
o v=|
\ 6 'l am 4
Anguio - o4
o a=45

Fonte: Autoria prépria.

4. No passo seguinte, iremos escrever a matriz transformacdo que leva as coordenadas

cartesianas para coordenadas polares para rotacionar um vetor no plano. Como j4 visto na

_ . . |cosO® —sen@
Equacao 3.26, esta matriz é
senf cos@
Para escrever esta matriz no software, iremos na barra de “Entrada” e escreveremos o
seguinte cédigo: R = {{cos(a),—sen(a)},{sen(c),cos(cx)}}, como pode ser visto na

Figura 39. Onde R € a matriz transformacdo, que ird fazer um vetor rotacionar.

Figura 39 — Comando da matriz transformagao no Geogebra

Entrada: R = {{cos(a), -sen(a)}, {sen(a), cos{a]}|

Fonte: Autoria prépria.

Uma duvida que pode surgir neste passo, € de como colocar o simbolo de « ? Para isso,
na extrema esquerda da caixa de “Entrada”, ha um simbolo o que € um comando do
Geogebra. Clicamos nele e ird aparecer varios simbolos matemadticos, como mostra a

Figura 40, onde podemos selecionar qual € o desejado, no caso o simbolo .
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Figura 40 — Simbolos matematicos no Geogebra

al|B|ly|[8|e|l[n|[B6]|K|A
Hlelplo|T|o|e|[x|w|lw
rajeNz|e¢(Qfee|s|2
zl=|=||a|v|=|]|L]|e
clc g ||| |i|m|le

i @

Fonte: Autoria prépria.

A Figura 41 mostra como ird ficar nossa janela apds concluir este passo.

Figura 41 — Matriz transformacio R

|£:| GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

-E- .A7 ,'/./$ Fﬂ_i"’? I;\.;'V G}V @7 é? & ABCV i:EV Q’V

P Janela de Algebra #| | » Janela de Visualizagdo
Lista 104
{071 —0.71
CR=lon on )
v . / 1= 45°
Vetor 8 81
_ {0
_____ o =(2)
. s B
Angulo
------ @ q=45°

Fonte: Autoria prépria.

5. Iremos selecionar o campo vetor novamente, como fizemos no passo 1. Apds isto, iremos
escrever um novo vetor w. Onde w serd o produto da matriz transformacdo R, com o vetor
v. Portanto na barra de “Entrada”, escreveremos o seguinte cddigo: w = (Rv), como mostra

a Figura 42.
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Figura 42 — Comando para rotacionar um vetor utilizando a matriz transformagao no Geogebra

Entrada:|w = (Rv)|

Fonte: Autoria prépria.

Assim, o vetor w representa a rotagdo do vetor v em torno da origem do plano. Conforme
variamos ¢ no controle deslizante, o vetor w rotaciona. Podemos ver um exemplo desta

rotacdo na Figura 43 . Agora, o vetor w representa nosso brago robético.

Figura 43 — Vetor w

i GecGebra

Arquivo Editar Exibir ".?I:;EEE Farramentas Jansla Ajuda

1 . ] T b 2 'y
||§ ..ﬁ. ,’,r " o i-} .::'; .f' .\1 ARC -1‘; &

b Janala da Algabra A [ ¢ Janela de Visualizagso
Lista 10
R= 0.1 —0.71
0.7 0.7l e
Wetor - ok
& v= |'. 0 .II
Ny
i 4 2‘ % o1
W = !
. I\. d?‘ .ll
Angulo 74
@ a=45
&
[ ]
54
.L.
3y
' '5- - 7 & -5 A 3 2 1 Q 1 é ill

Fonte: Autoria propria.

6. Como agora 0 nosso vetor w representa o brago robético, podemos ocultar o vetor v. Para
isto iremos na “Janela de Algebra” e iremos clicar no circulo que fica no lado esquerdo
do vetor v. Apds clicar no circulo o vetor v que estava na “Janela de Visualizacao” ird ser

ocultado, como pode ser visto na Figura 44.



74

Figura 44 — Vetor v oculto

#2| GeoGebra

Arguivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

NN CERNCED

b Janela de Algebra “| | ¥ Janela de Visuakizagao
Lista i
0.71 —D.71
0.71 [ N e
Velor U
‘)
¥ =
(s,
8
[ —4.2M
. ow=|
LoAM .-l
Angula
® a-45°
o
8
&
3
1
] ] ] -5 4 3 2 1 0 1

Fonte: Autoria prépria.

. Podemos dizer que “criamo” a primeira parte do braco mecanico, pois geralmente um
braco mecanico tem varios cotovelos, onde os mesmos conseguem fazer movimentos que
independem dos outros. Assim, iremos fazer mais partes deste brago robético. Iremos
criar um ponto, onde este ird representar um cotovelo do brago robético. Para isso iremos
no canto superior esquerdo do software, selecionar o campo ‘“Ponto” que € o segundo,

ilustrado na Figura 45.

Figura 45 — Ferramenta ponto no Geogebra

|£| Geolebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas J

N S (17l "‘:‘fv I:j'v @7

V| v

P Jang A SR |

- I .A Ponto em Objeto

Vet(‘/ Vincular / Desvincular Ponta

X Intersecdo de Dois Objetos
e

Angl _® | PontoMédio ou Centro

® Mimero Complexo

Fonte: Autoria propria.



75

Ap6s selecionar a op¢do “Ponto”, iremos na barra de “Entrada” e colocaremos o seguinte
codigo: A = w, como mostra a Figura 46. Neste caso nosso ponto A ird representar um

cotovelo do braco robético, como podemos observar na Figura 47.

Figura 46 — Comando para criar um ponto no extremo de um vetor no Geogebra

Entrada:|A=w

Fonte: Autoria prépria.

Figura 47 — Ponto A

|#4 GeaGebra

Arquive Edtar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

I —_ | . -
R o™l 2l Pl OGN e N BC | 222 [ 3|

k Janela de Algebra # | v Janela de Visualizagao
Lista

w]
Ro [ 071 071
L0711 a7
Fonto
& A-|4.24424)
Wihar

Fonte: Autoria prépria.

Perceba que A estd no extremo do vetor w, assim conforme o vetor w se move, o ponto A

acompanha este movimento da mesma forma, como podemos observar na Figura 48.
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Figura 48 — Rota¢ao do vetor w e ponto A

&2 Geolebra

Arquivo Editar Exibir -:-pr_:hes Femamentas Janela Ajuda

| |l % L . o b a=
[“EI IA_ ] Pl e '::JI_ '-/- :\‘\. ABC| % o

¥ Janela de Algebra Z | ¥ Janela de Visualizagho
Lista 14
R [ V42 001
L —0.91 D42 I
[ ' L)
Ponto - o
& A= (544, 2.54)
WVetor
_ u Y L]
¥ = I._ % |
_ [ 544 74
S w=125)
Anguio
@ a=3205° LR

\

Fonte: Autoria propria.

8. Agora iremos repetir os passos 1 e 2, e criaremos um outro multiplo de vetor candnico.
Como, por exemplo, o vetor u = (4,0). Perceba que mudamos o tamanho do vetor para
representar “‘uma parte menor’” do braco robdtico, mas novamente este tamanho pode ser
escolhido livremente. Podemos observar na Figura 49 como ird ficar nossa tela apds este

passo.
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Figura 49 — Vetor u

% GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

) D OJO) L)l jec==2)

A | v Janela de Visvalizagio

_ 0.42 0.91
R=1 _oo1 02 ) -
a= 2490
Fonto ' 1
@ A=(544,254)
Vetor
— (4 s
*:=(3)
— 0
v = ( 6 I' 4
_ [ 544
o w=1 5
Angulo 3
@ a=795°

a7

Fonte: Autoria propria.

9. Iremos, na sequéncia, repetir os passos 3 e 4, para criarmos um controle deslizante, s6 que

cosfB

sen f3

) B —senf3
agora com a letra grega B e uma matriz transformacéo T = 5
cos

A Figura 50 mostra nossa janela apds concluir este passo.

Figura 50 — Matriz transformagdo T

b Janela de Algebra #| | » Janela de Visualizacao
Lista
0.42 0.91
R=| |
\ —0.91 0.42 ) a=29
&
{071 —0.71
T=| |
L 071 0.71 ) B= 45
Fonto
@ A-=(5.44,2.54) @ 51
Vetor
_ [
o=, ) +
o)
v=1_4¢)
Y b
_ { 5.44 ) n
®w=1{ %)
Angulo a
@ a=295°
i@ p=45°
14
o u -
1) 7 B 5 -4 a ) K o 1 2 H ] 5 &

Fonte: Autoria propria.

10. Agora iremos repetir o passo 5, onde criaremos um vetor que represente a rotacdo do vetor
u. Portanto, faremos um vetor b = Tu. Podemos aplicar o passo 6, para ocultar o vetor u.

Resultando na Figura 51 que nos mostra como ficard a tela.
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Figura 51 — Vetor b
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Fonte: Autoria prépria.

11. Queremos transladar o vetor b, para que fique no ponto A. Para isso utilizaremos o seguinte

comando na barra de “Entrada”: Transladar[b,A], como mostra a Figura 52. Assim nds

temos um novo vetor q, onde q ird “copiar os movimentos” do vetor b, com sua origem

sendo o ponto A. Podemos observar isto na Figura 53.

L4

Janela de Algebra
Lista

_( 042
R=| —0.91
[ —0.94
T= '.__ 0.34
Ponto
® A=(5.44, 2.54)
Vetor
_ —3.76
.= [ 1.37 :]
[ —3.7T6
i b=
bt [ 1.37 )

Angulo
i@ a=295°
L p=160°

Figura 52 — Comando para transladar o vetor b no ponto A

Entrada: Transladar(b, A]|

Fonte: Autoria prépria.

Figura 53 — Vetor q

#| | ¥ Janela de Visualizagdo

0.91 "-I
0.42

—0.34
—0.94

Fonte: Autoria propria.
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12. Utilizando o passo 6, podemos ocultar o vetor b, assim nossa “Janela de Visualiza¢ao”

contém apenas as informagoes relevantes, como podemos ver na Figura 54.

Figura 54 — Brago robético com duas partes

+ Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagdo
Lista
&
rR=( 042 091 I
0.91 0.42 2= 285
T ﬂ.?d —0.34 L 5
0.34 094 ) p=20°
Ponto 'y

® A=(544,254)

Vetor 1
3.76
. q
®aq f 137 . /

-1

Fonte: Autoria propria.

13. Para criar mais cotovelos e partes do braco robético, basta repetir os passos 7 até 12
quantas vezes forem desejadas. Sendo védlida uma observagdo do passo 7, onde iremos
criar um ponto no extremo do vetor g, por exemplo, este ponto B = w + ¢, pois o tamanho
do vetor importa na localizacdo de B. Na Figura 55 € mostrado um brago com quatro

partes, sendo a rotagdo de cada uma independente da outra.



80

Figura 55 — Brago robdtico com 4 partes

b lameia de Agabrs 2 |k Jignedky de Visuskzagho
Lista
0.5 087
R | |
0LAT  0G 4= i
I = =017 —-0.9% s
098 —0LIT7 0
C ) -
U = n I||.| 042 -
—047F 0.9
¥ 097 -2 v= 1
L oom —aw &
Pomio &= 160" E
o A=[52% & 74
@ B=id5 604}
& C=(733 S8TH
Wabar =
{ —0,.00
[ ] —-
q=| 3,04 |
—0.6%
b= |
R . q
cm= Ij g‘ -I 1
R
d =
|4 )
_ 2720
==l o )
_ —-1m
F=1 3 ) N
F.
®=x=|_127) X
104 "B z T (R 5 B
®h=] _yue
— 4 .14
u=| ol
w = |. 2 |
— [ 52
ow=|") o
Anguln
® o=3r
& =10 3
B = IR
® 5= 165

Fonte: Autoria propria.

6.2 PROGRAMACAO NO R3

Agora iremos fazer a programacgdo para simular um braco robético no espago 3D do
software Geogebra. Veremos algumas sutis diferencas em relagdo ao espaco 2D, mas a teoria

utilizada € a mesma. Ap0s abrir o software, faremos os passos a seguir:

1. Iremos abrir a tela de visualizacdo 3D, para isso, iremos no canto superior esquerdo, em
“Exibir” e depois clicar em “Janela de Visualizacdo 3D, como mostra a Figura 56, levando

na tela seguinte mostrada na Figura 57.
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Figura 56 — Janela de Visualizagao 3D

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Al IX

2] Geobebra

Janela de Algebra Ctrl+Shift+A
Planilha Ctrl+Shift+3
Janela CAS Cirl+Shift+K
@ Janela de Visualizacio Ctrl+Shift+1
@ Janela de Visualizagio 2 Ctrl+ghift+2
A Janela de Visualizagdo 3D Cirl+8hift+3
=% Protocolo de Construgiio Ctrl+Shift+L
< Calculadora de Probabilidades Cirl+Shift+P
B Teclado
~ Campo de Entrada
¢ Layout
2] Atualizar Janelas Chl+F

Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R

:‘7 ABC7 ii ‘_}'—,

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Auda

] Al e ] 4 @ <lIx] e €]

» Janela de Algebra

Entrada

X

s

s

p

Fonte: Autoria prépria.

Figura 57 — Geogebra 3D

»_Janela de Visualizagio X [»_Janela de Visualizagéo 30

81

X

Entrar.

2. Agora iremos criar um vetor no espago 3D. Deixaremos a tela de visualizagdo 3D selecio-
nada, para isso basta clicar nela com o botdo esquerdo do mouse. Depois selecionaremos

o comando vetor que fica na terceira caixa de comandos na parte superior esquerda do

Fonte: Autoria prépria.

software. A Figura 58 mostra a localizacgao.
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Figura 58 — Comando Vetor no espaco 3D

£| GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Y B S S N N P BN

b Janela de Alf 10 b Janela de Visualizagdo 3D
/ Reta <

./' Segmento

+° | Segmento com Comprimento Fixo

,/'/ Semireta 4
o vetor a

-/',': Vetor a Partir de um Ponto
[

&

24

Fonte: Autoria propria.

a seguir, criaremos um vetor no espaco 3D. Vamos para barra de “Entrada” que fica
na parte inferior do software e ali daremos as coordenadas do vetor. Como no espaco
2D, sugerimos que seja um vetor candnico, mas pode ser qualquer vetor. Neste caso
utilizaremos o seguinte exemplo, como mostra a Figura 59: o vetor u = (1,0,0). Assim

chegando na seguinte tela, como podemos observar na Figura 60.

Figura 59 — Cédigo de um Vetor no espaco 3D

Entrada:|u = (1,0,0)|

Fonte: Autoria prépria.

Figura 60 — Vetor u no espaco 3D

£ GeoGebra
Arquivo  Editar Exiir Opgbes Femamentas Janela Ajuda

Sl >0l 8] ) 4 @] 4Nl

¥ Janela de Algebra % | ¥ Janela de Visualizacio & X | » Janela de Visualizagdo 30
Vetor o

()

s

Fonte: Autoria prépria.

3. Agora iremos criar um controle deslizante do angulo ¢, para isto iremos clicar na “Janela
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de Visualiza¢cdo” e depois ir na op¢do “controle deslizante” , que se encontra na parte

superior direita, sendo o penultimo comando, como mostra a Figura 61.

|£:| GeoGebra

Figura 61 — Controle Deslizante

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

R

A
._

7

Vi

=
e :f_ 4',,---*_( 'C:j @7 ‘é._ K ABC7

Fonte: Autoria propria.

Em seguida, basta clicar em qualquer local na “Janela de Visualizagdo”. Sugerimos que

clique j4 ao lado da “Janela da Algebra”, pois assim a tela manterd apenas as informagdes

relevantes. Depois de clicar na “Janela de Visualizacdo”, ird aparecer a tela mostrada na

Figura 36 da pagina 71.

Na tela da Figura 36, selecionamos a op¢io “Angulo’. Por padrio a letra grega que ird

representar o angulo € a letra , entdo nao modificaremos nada, e clicamos em aplicar,

como mostra a Figura 37 da pédgina 72.

Agora nossa janela ficard com o formato mostrado na Figura 62. Assim, basta clicar no

circulo do controle deslizante para variar o angulo.

Figura 62 — Controle Deslizante & no espaco 3D

[£) GeoGebra
Arquivo Edtar Exibir Opcdes

R oA

) Janela de Algebra X

Entrada

Fonte: Autoria propria.

De mesma forma iremos criar outro controle deslizante do 4ngulo 8, pois como estamos

trabalhando no R?, precisamos de dois 4ngulos para termos uma movimentacio completa

do brago robdético no espago. Realizado isto, teremos a tela como mostrada na Figura 63.
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Figura 63 — Controle Deslizante 8 no espago 3D

(£ GeoGebra

Arquivo Editar Exivir Opgles Ferramentas Jansla Ajuda

& J A SIPANIT 0

» Janela de Algebra = X [ > Janela de Visualizagéo X [»_Janela de visualizacio 3D

157

o=
°
b=

e .

Fonte: Autoria propria.

4. Agora iremos criar as matrizes de transformacdes, para que possamos rotacionar um vetor
em torno de algum eixo. Como ja foi dito anteriormente, temos as seguintes matrizes em

rotagdo anti-hordrio em torno dos eixos Ox , Oy e Oz por um angulo 60, respectivamente,

1 0 0 cos@ O senf cos@ —senB O
[T]g= 10 cos® —senb|,[T]g= 0 1 0 |[[T]g=|sen® cos6® O
0O sen® cosO —sen® 0 cosO 0 0 1

Escolheremos duas delas, pois ja serd suficiente para percorrermos o espaco R>. Lem-
brando que como sdo coordenadas esféricas, temos todo o espago interior a uma esfera de
raio p (neste exemplo p = 1, pois u é um vetor unitdrio). Faremos rotacdes em torno do
eixo x e do eixo y. Primeiro selecionamos a “Janela de Visualizagdo 3D”. Ap0és isso, para
fazer a matriz de transformacdo que faz a rotacao do vetor em torno do eixo x, vamos na
barra de entrada e colocamos o seguinte comando: X = { {1, 0, 0}, {0, cos(x), -sen()},

{0, sen(), cos()}}, como mostrado na Figura 64.

Figura 64 — Comando da Matriz Transformacao para rotacionar um vetor em torno do €ixo x no
espaco 3D do Geogebra

|
Entrada: X = {{1, 0, 0}, {0, cos{a), -sen{a)}, {0, sen{a), cos{a)}}

Fonte: Autoria propria.

Seguimos 0 mesmo procedimento, utilizando a matriz de transformacao para rotacionar

um vetor em torno do eixo y. O comando que colocaremos na caixa de “Entrada” é o
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seguinte: Y = {{cos(B), 0, sen(B)}, {0, 1, 0}, {-sen(B), 0, cos(f3)}}. Obtemos, entdo, a

tela mostrada na Figura 65.

Figura 65 — Matrizes Transformagdes para rotacionar um vetor em torno do €ixo x € y no espacgo
3D

» Janela da Algebra % | » Janela de Visualizagio # | » Janela de Visualizagio 30
Lista 3
=45
/10 0 °
x=|00m —om
Lo 0.7 B=145
{071 0 0710 -

01 0
\ —0.71 0 071 ) b

Fonte: Autoria prépria.

5. Agora criaremos uma matriz que dependa dos dngulos & e B para rotacionarmos um vetor
em torno de todos os eixos. Estd matriz pode ser dada como a multiplicacdo de X - Y.
Assim na barra de “Entrada” digitaremos o seguinte comando: R_3 = XY, como mostra a
Figura 66.

Figura 66 — Matriz Transformacdo R3 no espaco 3D
£ > |
Entrada: = XY

Fonte: Autoria prépria.

6. Na sequéncia, iremos criar um vetor w que “simula” a movimenta¢do do vetor u no
R3. Selecionamos o comando “Vetor”, assim como no passo 2 e na caixa de “Entrada”,
colocaremos o seguinte comando: w = R_3u, como mostrado na Figura 67. Depois disso,

obtemos a tela da Figura 68.

Figura 67 — Comando para fazer um vetor que rotacione no espago 3D

Entrada: w=R_3 u|

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 68 — Vetor a no espago 3D

|4 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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b Janela de Algebra ]
Lista

F Janela de Visualizagdo 3D

¥ Janela de Visualizagio K

/07 0 0y =
..... Ri= | 05 071 —05 | .
\ 05 071 05 ) 2
/10 0 L
..... x=|0 0 —on
Lo o om ) .
0.71 0 071 '

b 10

L —07t 0 071 )

450 e
- o |

P

Angulo
L@ g-4s5
o ol U
L@ =45 T - 5

Fonte: Autoria prépria.

7. Agora, o vetor w serd rotacionado em torno dos eixos, bastando variarmos os angulos o
e . Por isso, podemos ocultar o vetor u, para que a “Janela de Visualiza¢do 3D” fique
livre de informacdes irrelevantes. Para isso, temos que clicar no circulo que fica ao lado do

vetor u na “Janela da Algebra”, como podemos ver na Figura 69.

Figura 69 — Ocultando o vetor u no espaco 3D

b Janela de Algebra X
Lista
/ 0.5 0 087"
..... R: = | 0.15 —0.98 —-0.09
"-.\ 0.85 0.17 —-0.49 ,
/1 0 0
----- X = 0 —-0.98 —0.17 |
\ o 017 —0.98 |
{05 0 0.8
----- Y= | 01 0
\ —0.87 0 05 )
Vetar
0.5
----- o w= 0.15
0.85
1
_____ i ( 5 )
0
Angulo

@ a=170°
® p=60°

Fonte: Autoria prépria.

8. Podemos dizer que “criamos” a primeira parte do bragco mecanico, pois geralmente um
braco mecanico tem varios cotovelos, onde os mesmos conseguem fazer movimentos que
independem dos outros. Assim, iremos fazer mais partes deste brago robdtico no espago

3D. Iremos criar um ponto, onde este ird representar um cotovelo do braco robético. Para
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isso iremos no canto superior esquerdo do software, selecionar o campo “Ponto” que € o

segundo, como mostra a Figura 70.

Figura 70 — Ferramenta ponto no espaco 3D

| £ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda

oREENEENNE RN
=

b Janela de Vis

b Janela de Visualizagio

b Jane
L @ Ponto
is

: = a=170°

I ',__‘}_X Ponto em Objeto 3

o ) B=60"
>'\/ Intersecio de Dois Objetos @ 84
K .
& | Ponto Médio ou Centro

Lo / Vincular / Desvincular Ponto ]

Fonte: Autoria prépria.

Ap6s selecionar a opcao “Ponto”, iremos na barra de “Entrada” e colocaremos o seguinte
codigo: A = w, como mostra a Figura 71. Neste caso nosso ponto A representard um

cotovelo do braco robético, como podemos observar na Figura 72.
Figura 71 — Comando para criar um ponto no extremo de um vetor no espago 3D

Entrada: A =w

Fonte: Autoria propria.

Figura 72 — Ponto A no espaco 3D

} Janela de Algebra A | » Janela de Visualizagdo X | » Janela de Visualizagdo 30
Lista —
/05 0 087 Pl
Ry= | 0.15 —098 —0.00 | @
\ 0.85 017 —0.49 / f=60°
/1 0 0 @ 1
X= [0 -098 —017 |
o 017 -—0.98 /
{ 05 0 087
Y= | 01 0|
\ —0.87 0 05 ) &l
~ Ponto
L@ A=(05,0.15,0.85)
Vetor
05
~@w= | 015 2
0.85
1
- (1)
]
. ]
Angulo T T
@ a=170° B = °
~@ B=60°
2

Fonte: Autoria prépria.

Perceba que A estd no extremo do vetor w assim, conforme o vetor w se move, o ponto A

acompanha este movimento da mesma forma, como podemos observar na Figura 73.
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Figura 73 — Rotagao do vetor w e ponto A no espaco 3D

» Janela de Algebra | » Janela de Visualizagio | » Janela de Visualizagdo 3D
Lista h ey
/ —0.82 0 057 g 215
Ry= | —033 —0.82 —047 ®
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Fonte: Autoria prépria.

9. A seguir, repetiremos 0s passos 1 e 2, para criar um outro vetor candnico. Como, por
exemplo, o vetor v = (2,0,0). Perceba que mudamos o tamanho do vetor para representar
“uma parte maior” do brago robético, lembrando que este tamanho pode ser escolhido

livremente. Podemos observar na Figura 74 como ficard nossa tela apds este passo.

Figura 74 — Vetor v no espaco 3D

» Janela de Algebra X [ Janela de Visualizagio % || cirar Janeia de Visualizagéo 30
Lista Arraste a Janela de Visualizagio 3D B

/ —0.82 0 057 Pl /
Ro= | —0.33 —0.82 —0.47 @ p
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| —057 0 —0.82 ) y e
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[ —0.8 -
owzkfn.za s 2
0.47 2 - 1 /
1 7-777_"'-—7,
w={0
0/ 5
2
]
0
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@ a=215°
@ p=145°

) . :

/

Fonte: Autoria prépria.

10. Agora, repetindo os passos 3, 4 e 5 criaremos dois controles deslizantes para outros dois
angulos, neste caso para os angulos ¥ e 6. Faremos também duas matrizes de transfor-
macoes T e U, sendo T a matriz de transformagdo que faz o vetor rotacionar ao redor
do eixo x, conforme o dngulo y varia. J4 U € a matriz de transformacdo que faz o vetor

rotacionar ao redor do eixo y, conforme o dngulo ¢ varia. E por dltimo faremos a matriz
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de transformacdo que depende de Y e o, ou seja, a matriz K = T'U. Portanto, apds concluir

todos estes passos, temos a seguinte tela mostrada na Figura 75.

Figura 75 — Matriz transformacao K no espago 3D
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Fonte: Autoria prépria.

11. Ao repetir o passo 6 criaremos um vetor i que ird “simular” a movimentagdo do vetor v no
IR3, portanto i = Kv. Podemos utilizar o passo 7 para ocultar o vetor v. A Figura 76 mostra

como ficard a tela apds estes passos.

Figura 76 — Vetor i no espaco 3D

25

Fonte: Autoria propria.

12. Agora queremos transladar o vetor i para o ponto A. Basta irmos na caixa de “Entrada” e

colocar o seguinte comando: Transladar[i,A], como mostrado na Figura 77. Assim temos
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um novo vetor b, onde w ird “copiar os movimentos” do vetor i, s6 que sua origem serd o
ponto A. Podemos observar isto na Figura 78.
Figura 77 — Comando para criar o vetor b no espago 3D

Entrada: Transladarfi, A]]

Fonte: Autoria prépria.

Figura 78 — Vetor b no espaco 3D

1

-0s L

-1 L

Fonte: Autoria prépria.

13. Utilizando o passo 7, podemos ocultar o vetor 1, assim nossa “Janela de Visualizacdo 3D”

ndo fica com informag¢des desnecessdrias, como podemos ver na Figura 79.
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Figura 79 — Brago robético com duas partes no espago 3D

I

05 |

—— —
2 25

Fonte: Autoria propria.

14. Para criar mais cotovelos e partes do brago robético basta repetir os passos 8 até 13 quantas
vezes forem desejadas. Sendo valida a observagdo do passo 8, onde iremos criar um ponto
no extremo do vetor b, por exemplo, ponto B = w + b, pois o tamanho do vetor importa na
localizacao de B. Na Figura 80 é mostrado um brago com trés partes, sendo a rotacdo de

cada uma independente da outra.
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Figura 80 — Brago robdtico com trés partes no espago 3D

-0 4

Fonte: Autoria prépria.

No préximo capitulo veremos como foi a aplicacio desta programacio em uma atividade
proposta a alunos do 2° ano do Ensino Médio. Também sera mostrado alguns resultados dessa

aplicacao.
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7 APLICACAO E ALGUNS RESULTADOS

Para agregar, como uma forma de assimilar os conceitos abordados nessa dissertagdo no
contexto da Educacdo Bésica, apresentaremos uma sequéncia de atividades aplicadas remota-
mente com alunos do 2° ano do Ensino Médio, bem como os resultados obtidos e as analises
correspondentes. Com essa finalidade, iremos explorar as atividades referentes as programacdes
elaboradas e descritas no Capitulo 6.

Optamos por utilizar a plataforma Google Meet para apresentar as atividades remotas
pois j era conhecida dos alunos e usada em suas aulas virtuais no Ensino Basico. Os alunos
nao receberam nenhum material sobre o assunto antes da aplicacdo, apenas foram informados
previamente como essas atividades seriam executadas.

O objetivo inicial dessa aplicacao € mostrar que as teorias de dlgebra linear, matrizes e
trigonometria podem ser trabalhadas conjuntamente. Com esse propdsito, diante da riqueza desse
assunto associado a utilizacdo de softwares de programacao, empregaremos o brago robdtico
como recurso pedagdgico, ja que sua movimentacao € uma aplicacao das matrizes de rotacao.
Outro objetivo que gostariamos de atingir € de despertar o interesse dos alunos por matemaética
em uma forma geral, mostrando que a matemadtica que eles aprendem é, de fato, aplicada no
cotidiano apesar da maioria ndo ter essa percepcao claramente.

Essas atividades foram aplicadas no dia 24 de novembro de 2020 em duas partes e
subdivididas em etapas. A primeira parte ocorreu das 8:00 horas até 11:15 horas, sendo aplicadas
as quatro primeiras etapas. A segunda parte iniciou as 14:00 horas e foi finalizada préximo das
17:00 horas, sendo aplicadas as trés ultimas etapas. Para otimizar a leitura e orientar sobre o
desenvolvimento da sequéncia construida para esta aplicacdo descreveremos os procedimentos
das estapas, que estardo definidas quanto aos objetivos e as acOes a serem executadas.

Etapa 1: Apresentacdo da histéria da robdtica aos alunos, com o objetivo de despertar interesse
sobre o assunto.

Etapa 2: Exposi¢cdo do brago robético de madeira, sua construgdo e seus diferentes tipos de
movimenta¢ao, com o objetivo de deixar os alunos explorarem essa ferramenta didética.

Etapa 3: Explicacdo da fundamentagdo tedrica do contetido através de alguns exemplos: como
uma matriz de rotagdo age sobre um vetor rotacionando-o no plano ou no espaco. O objetivo
dessa etapa € mostrar aos alunos a aplicacao da teoria.

Etapa 4: Passo a passo da programagio feita no Geogebra, primeiramente no R2. O objetivo
dessa etapa € mostrar aos alunos a simulagdo da movimentac¢iao de um brago robdtico no plano,
através da programacdo feita no Geogebra.

Etapa 5: Passo a passo da programacio feita no Geogebra, no R3. O objetivo dessa etapa é
mostrar aos alunos a simulagdo da movimenta¢do de um braco robdtico no espago, através da
programacao feita no Geogebra.

Etapa 6: Proposta de atividades para serem resolvidas através da programacao feita no Geogebra.

O objetivo dessa etapa, € permitir que cada aluno explore a programacao feita por ele mesmo, de
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modo a ter uma compreensdo maior dessa programacao.
Etapa 7: Aplicagdao de um formulario com alguns questionamentos com a finalidade de obter
algumas opinides dos alunos a respeito das atividades aplicadas.

Na préxima secdo desse capitulo serdo descritas com detalhes todas as etapas aplicadas

das atividades propostas.

7.1 METODOLOGIA

Esse trabalho € de cunho qualitativo, assim essa pesquisa buscou compreender como
um grupo de alunos do Ensino Médio vai reagir a algumas atividades que mesclam diversos
assuntos (matrizes, dlgebra linear e trigonometria) ja estudados por eles de forma separada. Para
os procedimentos técnicos que foram realizados nesta pesquisa, escolhemos o estudo de campo,
pois fazemos a coleta de dados junto aos alunos, por meio da observacao de suas indagagdes,
interpretacdes e realizacdes das atividades propostas.

A aplicacdo das atividades propostas foi realizada de modo virtual, por conta da pandemia
do COVID-19. Assim, os alunos de trés turmas do 2° Ano do Ensino Médio, da escola E.E.B
Prefeito Carlos Zipperer Sobrinho, foram convidados a participar das atividades. E importante
citar que a aplicacdo ocorreu simultaneamente nas trés turmas, ja que foi feito de modo virtual
e a distancia, por isso daqui em diante iremos citar os alunos como se fossem apenas de uma
unica turma. A escolha dessa escola foi por ja atuar com esses alunos, pois leciono a disciplina
de matemadtica para essas turmas.

Em uma condi¢do sem pandemia, sugerimos que a atividade seja aplicada de modo
presencial em uma sala de informatica da prépria escola, pois assim todos os alunos terdo o
mesmo recurso tecnoldgico, o que facilitard na hora de auxilid-los. Isso também possibilitara
que os mesmos explorem o braco robdtico de madeira que foi construido anteriormente.

Essas atividades foram pensadas para os alunos do 2° Ano do Ensino Médio, pois os
mesmos estudam matrizes, dlgebra linear e trigonometria nesta etapa de suas formacdes. Todos
os alunos do 2° Ano do Ensino Médio tiveram a oportunidade de participar da atividade. Apenas
41 alunos concordaram em participar, de um total de 94 alunos convidados. Isso corresponde
a 43,6% do total. Uma possivel explicacdo para essa baixa adesao pode ser a falta de recursos
tecnoldgicos dos préprios alunos, pois essa comunidade € mais carente. Assim, nem todos os
alunos tém algum recurso tecnoldgico disponivel para seu uso como, celular, tablet, computador,
etc, necessdrios para o desenvolvimento das atividades propostas.

Para o desenvolvimento dessas atividades, seguiremos o plano de aula proposto no
Apéndice A. Esse plano de aula foi pensado em uma aplicacdo feita presencialmente, por esse
motivo, antes de aplicar as atividades, foram feitas algumas adapta¢des no planejamento inicial.
Essas adapta¢des modificaram tanto o tempo de aplicagdo como as etapas realizadas.

- Etapa 1: Iniciamos a primeira etapa da aplicacdo dessas atividades com uma breve

introdugdo sobre a histdria da robética, onde apresentamos alguns itens relacionados a robds
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durante a histéria, como por exemplo a clepsidra, a eolipila, o Rob6 de Leonardo, entre outros.
Os alunos participantes das atividades, de modo geral, acharam interessante o desenvolvimento
historico dos itens citados anteriormente, especialmente sobre o século XV com Leonardo da
Vinci, que tinha ideias de criar tanques de guerra e helicopteros, criados e utilizados apenas no
século XX. Essa apresentacdo durou uma hora. Durante esse periodo os alunos puderam indagar
alguns fatos historicos e debater sobre possiveis avangos tecnoldgicos nos proximos anos.

- Etapa 2: Depois de apresentar um pouco da histéria da robética, nés mostramos o braco
robético de madeira construido. Para esta segunda etapa, foi explicado de maneira breve como os
proprios alunos poderiam construir um brago robético semelhante. Como sugerido anteriormente,
o ideal seria que os préprios alunos manuseassem o brago robdtico para explorar a sua movi-
mentacio em vdrios angulos diferentes e os diferentes tipos de movimentos. Nesse momento,
grande parte dos alunos participantes achou interessante o aparato e alguns ja sugeriram algumas
melhorias, como automatizar o movimento e colocar uma garra no extremo da ultima parte do
braco robdtico para conseguir pegar objetos. Foi dito aos alunos que para que essas melhorias
fossem feitas, demandaria um recurso financeiro maior, pois para automatizar 0s movimentos
deveriamos colocar um motor em cada parte do brago robético. J4 para inserir uma garra para
pegar objetos demandaria além de recurso finaceiro, um estudo maior sobre o assunto, pois para
fazer algo que simula uma mao humana, o nivel de complexidade aumentaria consideravelmente.
Essa parte foi mostrada aos alunos em aproximadamente vinte minutos, pois ja que eles nao
poderiam manusear o aparato foi uma etapa rapida.

- Etapa 3: Nesta etapa, come¢amos a explicar a ideia geral de uma matriz de rotagdo e
como a mesma ird influenciar na movimentacao das partes do brago robdtico. Depois, foram

apresentadas as matrizes de rotagdes aos alunos:

1. Rotagdo anti hordria em torno da origem no plano xy :

cosO —senb

7.1
senf cosH (71
2. Rotagdo anti hordria em torno do eixo Ox por um angulo 6 :
1 0 0
0 cosO —senb (7.2)

0O senf cosO

3. Rotag¢do anti hordria em torno do eixo Oy por um angulo 0 :

cos®@ O senfO
0 1 0 (7.3)

—senf 0 cosO
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4. Rotagdo anti hordria em torno do eixo Oz por um angulo 0 :

cosf® —senf O
sen® cos6 O (7.4)
0 0 1

Ap6s a apresentacdo, observamos que a maioria dos alunos deixou transparecer um certo
desespero por causa da jun¢do dos conteidos de trigonometria e matrizes. Depois de um breve
periodo de agitacdo, apresentamos alguns exemplos numéricos deste contetdo, onde fizemos a
rotacdo de alguns vetores, primeiro no plano e depois no espaco. Apds resolvermos esse exemplo,
os proprios alunos viram que eles mesmos eram capazes de fazer aqueles calculos utilizando as
matrizes mostradas anteriormente. O tempo utilizado foi de aproximadamente quarenta minutos.

- Etapa 4: Finalmente apresentamos a parte da atividade que utiliza o software Geogebra
(Capitulo 6). Comecamos uma breve introdugdo do software para os alunos que nunca tiveram
contato com ele. Nesta parte as dificuldades foram imensas, pois como todos estavam a distancia,
nao ficava claro quais eram as dividas dos alunos. Além disso, como cada aluno utilizava
um aparato tecnolégico diferente a nossa atencdo tinha que ser dobrada para auxilid-los na
programacao. A principal dificuldade foi dos alunos que estavam fazendo a atividade por meio
do smartphone, pois como a tela era pequena tinham dificuldades em visualizar os comandos
na tela do Geogebra. Mas de modo geral, os alunos conseguiram fazer a programacao que foi
sugerida. O tempo dessa parte foi das 10:00 horas até as 11:15 horas, para fazer a programacao
no plano.

- Etapa 5: Nessa etapa, apresentamos a programacao no espago. Notamos que no comego
da etapa, uma das dificuldades dos estudantes foi a visualiza¢do dos elementos geométricos no
espaco. Mas conforme o tempo foi passando e com o desenvolvimento da programacio sugerida,
esta dificuldade inicial diminuiu. Essa etapa iniciou as 14:00 horas e foi finalizada as 15:20
horas.

- Etapa 6: Apds a programacao, sugerimos algumas atividades para os alunos resolverem
utilizando a programacao feita por eles. Lembrando que as questdes das atividades propostas
foram elaboradas de acordo com a programacao feita no Capitulo 6, ou seja, o tamanho dos

vetores € suas posi¢des sdo exatamente como no capitulo anterior.

Atividade 1 - No plano, com a programacgdo feita das quatro partes do braco robdtico, encontre os
dangulos para que a “garra” do brago robotico (a extremidade do ultimo vetor da programacdo)
chegue no ponto J = (7,5).

Como era uma questdo de introducdo para os estudantes comegarem a explorar a pro-
gramacao no Geogebra, foi observado que niao houve grandes dificuldades. Os alunos logo
perceberam que movimentar uma das partes, influenciava no movimento das outras partes poste-
riores. Uma estratégia recorrente dos alunos, foi de movimentar as primeiras partes de modo

que ficassem o mais proximo possivel do ponto J, e apenas no final faziam alteracdes na ultima
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parte do braco robdético para que a “garra” chegasse no ponto. A Figura 81 mostra a solu¢do do
aluno A e a Figura 82 mostra a solu¢do do aluno B, onde apesar dos angulos serem diferentes,

solucionam o problema dado.

Figura 81 — Solug¢do da questdo 1 do aluno A

Fonte: Autoria prépria.

Figura 82 — Solucao da questdo 1 do aluno B

a=260° p=130° v=95° -
L 10 ® L ®

Fonte: Autoria prépria.
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Outras solucdes foram encontradas pelos demais alunos. Deste modo, os alunos percebe-

ram que para uma unica questdo, existem varias solucdes diferentes.

Atividade 2 - Novamente com a programagdo no plano, como podemos deixar todas as partes do
braco robotico alinhadas? Quais sdo os angulos necessdrios?

Para essa questdo os alunos ficaram mais pensativos, observamos que eles estavam
tentando colocar todos os quatro angulos com valores iguais, mas os vetores ndo ficavam
alinhados. Para esclarecer, indagamos se com esses angulos havia alguma parte alinhada. E
logo os alunos perceberam que ja haviam resolvido metade do problema, pois duas das quatro
partes ja estavam colocadas da maneira como o problema pedia, entdo s6 bastava modificar dois
angulos até que ficassem alinhados. Um dos alunos teve uma ideia de resolucao interessante,
onde ele alinhou os vetores com o eixo x. Apds esse aluno explicar sua resolucdo, os outros
alunos entenderam a ideia e foram resolvendo a questdo. A Figura 83 ilustra a resposta do aluno
C.

Figura 83 — Solu¢do da questao 2 do aluno C

o

Fonte: Autoria prépria.

Ap06s os alunos resolverem, perguntamos se ndo havia outro modo de alinhar as partes
do braco robético além de alinha-los com os eixos coordenados. Os alunos disseram que nao

havia outro modo, entdao mostramos um alinhamento diferente do encontrado pelos alunos e



99

explicamos que da forma como foi construida esta programacao, todos os resultados possiveis

de solugdo eram da seguinte forma:

oa=x; B=(x+90); y=(x+90); oc=x. (7.5)

Os alunos estavam com duvidas da veracidade das informagdes dadas, por isso ficaram

um tempo testando a resposta e chegaram a conclusao que era verdadeira.

Atividade 3 - No espaco, com a programacdo feita das 3 partes do brago robdtico, encontre os
dangulos para que a garra do brago (a extremidade do iiltimo vetor da programacdo) chegue na
posicdo do ponto M = (2,2,3).

Diferente da Atividade 1, os alunos tiveram muita dificuldade para chegar em uma
solucdo. Provavelmente, a visualizacdo foi a principal causa da dificuldade, pois eles ajustavam
os angulos observando de uma forma e depois que “moviam o espaco” através de uma das
ferramentas do Geogebra, percebiam que a “garra” do brago robético ndo estava no ponto M.
Depois de muitas tentativas, um dos alunos conseguiu uma solugdo, entre as varias possiveis. A

Figura 84 a seguir, mostra a solu¢@o do estudante B.

Figura 84 — Solucao da questdo 3 do aluno B

Fonte: Autoria prépria.

Foi perceptivel, desde a programacao na Etapa 6, que os alunos tinham dificuldade na
visualizacao dos vetores no espaco. Assim na Atividade 3, podemos observar que esta mesma

dificuldade foi um obsticulo para os estudantes.

Atividade 4 - No espaco 3D do Geogebra, como podemos deixar todas as partes do brago

robotico alinhadas ? Quais sdo os angulos necessdrios ?
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Para resolver esta questdo, os estudantes fizeram uma analogia com a Atividade 2. Assim,
de imediato, tentaram alinhar as partes do braco robético com um dos eixos coordenados e a

maioria dos estudantes obteve sucesso. A Figura 85 mostra a solu¢do do aluno D.

Figura 85 — Solucido da questdo 4 do aluno D

a=0 @

Fonte: Autoria prépria.

Assim como na Atividade 2, explicamos que ha outras solucdes além de alinhar com os
eixos coordenados, onde com esta programacado que foi feita, os angulos devem ser da seguinte

forma:

a=v=¢ ; B=oc=C. (7.6)

Novamente deixamos os alunos comprovarem a veracidade da informagdo, embora desta

vez nao questionaram a solu¢do dada.

Atividade 5 - Encontre os dngulos para que os dois extremos do braco mecdnico se encontrem (a
origem do primeiro vetor e o extremo do tiltimo vetor).

Percebemos que os alunos demoraram a entender o enunciado dessa questao. Mas logo
perceberam que era semelhante a Atividade 3, pois a origem do braco robético era também a
origem do plano cartesiano. Entdo, comecaram a resolver e encontraram algumas solucdes do
problema. A Figura 86 mostra a solu¢cdo do aluno B para essa atividade e a Figura 87 mostra a

soluc¢do do aluno D.
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Figura 86 — Solugdo da questdo 5 do aluno B
@ T

Fonte: Autoria prépria.

Figura 87 — Solugdo da questdo 5 do aluno D

a=270°
®
B =360
@ 8
B
y=180° 2
8=330°
L] e
4 -z 4]
-2
”
e=0°
7=200° .
-8
a=36(° -_‘.
B=270°
@ 4]
y=180
§=60°
® s
£=0°
7=110°
2
-4 5 0

Fonte: Autoria prépria.

O tempo dessa etapa foi aproximadamente de 1 hora e 25 minutos.
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- Etapa 7: Essa ultima etapa foi a aplicagdo do formulédrio (Apéndice B) com quatro
perguntas para os alunos responderem. Assim teriamos, uma perspectiva dos alunos sobre a
aplicacao das atividades.

Na secao seguinte destacaremos alguns comentérios obtidos do formulério preenchido

pelos alunos, assim como alguns resultados que foram observados.

7.2  ALGUNS RESULTADOS

Nessa secdo faremos uma andlise das respostas dadas pelos alunos no questionario
aplicado (Apéndice B). Embora essa pesquisa seja essencialmente de abordagem qualitativa,
pois trata-se de experiéncias individuais dos participantes, podemos quantificar as informacdes
coletadas do questiondrio e esses dados obtidos podem ser traduzidos numericamente em
percentuais. Assim, podemos fazer algumas anélises simples dos dados o que nos permitird
interpretar e compreender de forma mais objetiva as respostas do grupo.

Utilizaremos como referéncia as porcentagens dos dados do questiondrio, sendo con-
siderados resultados satisfatérios para respostas “boas” ou superior € nao satisfatorios para
respostas “regular” ou inferior. Gostariamos de atingir um percentual superior a 50% para obter
um resultado satisfatério. Essa porcentagem se deve pela nossa relacdo como docente dos alunos
participantes. Portanto, de modo geral, conhecemos as dificuldades e facilidades de cada aluno,
entdo se metade dos alunos participantes ficaram interessados em aprender mais matematica
através dessa aplicacdo, ja cumpririamos um dos objetivos desse trabalho. Comecamos com a

Figura 88, que apresenta os percentuais das respostas da primeira pergunta do questionario.

Figura 88 — Primeira questdao do questionario

Em relagdo as atividades propostas, vocé considera que elas foram:
48,8%
o ’ o]

37%

171%
6
4 0,
) 2,4% 0%
2 o [+}
. Muito Boas Boas Regulares Ruins Muito Ruins

Fonte: Autoria prépria.

De acordo com o gréfico, 65,9% dos estudantes que participaram das atividades consideraram-
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nas ao menos “boa”. Portanto, esse resultado foi satisfatorio.
A Figura 89 nos mostra os resultados percentuais referentes a segunda pergunta do

questiondrio.

Figura 89 — Segunda questao do questiondrio

Em relagdo ao estudo de Matrizes de Rotagao, sobre a sua
aprendizagem, vocé considera que ela foi:

36,6%

16
14 29,3%
12
10 19,5%
¢ 9,7%
4 4,9%
2 g
0

Muito Boa Boa Regular Ruim Muito Ruim

Fonte: Autoria prépria.

Aqui pode-se notar que apesar dos alunos terem gostado das atividades, 53,7% disseram
que sua aprendizagem foi “regular” ou inferior. Esse resultado ndo foi satisfatorio, de acordo
com a meta estabelecida.

A terceira questdo do questiondrio, que vem de encontro a um dos objetivos deste
trabalho, € saber dos alunos se ficaram mais interessados em aprender matematica por meio

destas atividades. Os resultados percentuais estdao apresentados na Figura 90.

Figura 90 — Terceira questao do questionério

Sobre a contribuicdo dessas atividades para seu interesse em
aprender algo novo na disciplina de matematica ?

31,7%

L 29,3%
12 24,4%
10

8 0

14,6%

6

4

2 0%

Ay
0
contribuiu muito contribuiu contribuiu pouco nao contribuiu diminuiu meu
razoavelmente interesse

Fonte: Autoria prépria.
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Nota-se que 56, 1% dos estudantes disseram que estas atividades ao menos “contribuiu
razoavelmente” para despertar o interesse em aprender mais contetidos matematicos. Portanto,
esse resultado foi satisfatério e ainda cumpriu um dos objetivos dessa aplicacao.

Agora iremos fazer a média ponderada desse questiondrio, para sabermos como as
atividades foram em geral. A terceira questdo terd peso dois, ja que € a questio que esta ligada
diretamente a um dos objetivos desse trabalho, a primeira e a segunda questdo terdo peso um. A

Figura 91 ilustra o grifico dessa média ja feita.

Figura 91 — Média ponderada das questdes

Atividades no Geral

372 %

16
14 29,9 %
12
= 18.9 %
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muito boas boas regulares ruins MUItO ruins

Fonte: Autoria prépria.

Esse resultado foi gratificante, pois 56, 1% dos alunos achou a proposta ao menos “boa”,
o que para nés foi um resultado satisfatério.

A ultima questdo do questiondrio, refere-se a sugestdes e criticas dos alunos em relacao
a estas atividades. A principal critica foi em relacdo a teram sido aplicadas a distancia, pois a
maioria dos estudantes tinham apenas o smartphone, por i1sso, sentiram muita dificuldade em
acompanhar os passos da programacao no Geogebra ja que a tela é pequena. Relacionado a
critica feita, os estudantes sugeriram que essas atividades fossem aplicadas presencialmente.

No proximo capitulo iremos apresentar as conclusdes dessa dissertagao.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho verificamos que a teoria matemadtica, junto de uma aplicacdo prética,
formam uma unido muito fértil na busca da aprendizagem dos estudantes. Juntamos o contetido de
matrizes de rotacdo com uma aplicagdo em movimentos elementares de bracos robdticos e, com
a ajuda do software Geogebra e do “braco fisico”, conseguimos propor (e levar aos estudantes,
embora de modo ndo ideal pelas circunstincias) uma atividade que julgamos satisfatdria.

Acreditamos que a parte historica da evolugdo da robdtica € um tempero inicial que,
embora ndo mandatdrio para se entender a teoria e a pratica, € muito bem vinda pois tende a
despertar o interesse dos estudantes e ajuda na imersdao que deve anteceder os cdlculos. Na nossa
aplica¢do em sala de aula, por exemplo, verificamos um interesse crescente por parte dos alunos
pois notamos a concentracao e atencao no tocante a algumas ideias e inven¢des de Leonardo da
Vinci.

Na parte bruta do trabalho, a matematica de fato, trabalhamos os contetidos necessarios
que um professor deve dominar para poder tratar (e simplificar) a aplicacdo com seus estudantes.
Partimos desde a formulagdo basica de Algebra Linear, e passamos por contetidos como Espacos
Vetoriais, Bases, Transformacdes Lineares, Matriz de uma Transformac¢do Linear, Transforma-
¢oes Ortogonais e Mudanga de Base até finalmente chegarmos as Matrizes de Rotacao, coracdo
da aplicagao.

Claro, ndo tivemos o proposito de escrever um manual detalhado mas sim, como ja dito
previamente, expor o conteddo minimo que julgamos necessério que um professor deva dominar
para propiciar uma atividade que torne-se instigante e ttil. Acreditamos que as referéncias
complementares sdo de boa qualidade e devem suprir as necessidades dos professores que
queiram adentrar um pouco mais fundo nesse campo.

Com o campo gramado e aparado, finalmente pudemos ir, no Capitulo 4, para a aplicacio
matemdtica da movimentagao do braco robético. Ali vimos que um brago robético fixado a uma
base tem seis graus de liberdade e que, portanto, sdo necessdrias seis varidveis para descrever,
na teoria, a posi¢ao da garra (ou da ponta do brago). Procuramos expor exemplos e mostrar
através de varias movimentacdes hipotéticas como € a descri¢do matematica do movimento e
onde matrizes de rotacao entram.

Quanto aos produtos educacionais apresentados, o primeiro foi a confec¢ao de um braco
robdtico de madeira. Com um baixo custo em mente, a sua finalidade foi a de auxiliar os alunos a
entenderem que tipo de movimentacao presenciariam na programacao do Geogebra (e que seria
portanto descrita pela matemadtica). O baixo custo foi uma condi¢cdo imposta por nds para que o
resultado final fosse ndo proibitivo para escolas e locais com poucos recursos. Esse € o motivo
pelo qual nem sequer cogitamos usar impressoras 3D, pois ainda € tecnologia cara e o trabalho
teria que ser “realizavel” para o méximo possivel de estudantes. O professor que dispor de tal
maquindrio pode e deve usé-lo, inclusive aprimorando o brago fisico. No que tange a sala de aula,

acreditamos que o ideal seria deixar os alunos manipularem esse material com as préprias maos,
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coisa que nao conseguimos na pratica pois a nossa atividade foi realizada de modo online devido
a estarmos, na ocasido da aplicagdo, ainda sujeitos a restricdes legais impostas por ocasido da
pandemia COVID19.

O segundo produto educacional foi a programacgado no software Geogebra. Ali utilizamos
a teoria de Matrizes de Rotacdo para fazer uma programacao onde simuldvamos a movimentagao
do bracgo robotico utilizando vetores. Fizemos esta programagdo tanto no Plano quanto no
Espaco. Sugerimos fortemente que esta atividade seja aplicada de forma presencial em uma sala
de informdtica, pois assim o professor poderd auxiliar os alunos de forma mais eficiente.

Por fim, finalizamos o trabalho descrevendo a aplicag@o das atividades propostas em sala
de aula. Apesar da aplicagao ter sido feita de modo online, chegamos a alguns resultados interes-
santes pois a maioria dos alunos conseguiu concluir as atividades propostas. O espago amostral
(apenas uma atividade em uma turma) € demasiado pequeno para que tiremos conclusdes sobre a
efetividade do método abordado, no entanto a andlise do formulario que consta no apéndice B
deu diretrizes interessantes, ja que ele teve o objetivo de mostrar o retorno (técnico/motivacional)
por parte dos alunos sobre as atividades que foram aplicadas. Verificamos ali que uma parte
significativa dos alunos relatou que a atividade os motivou a estudar conteudos adicionais de
matematica e isso, por si s6, ja € bom.

Isto posto, concluimos que com conhecimento sélido por parte do professor, existem boas
opg¢des para tornarmos as aulas mais relevantes e despertar o interesse do aluno vocacionado
a area. Essa atividade que descrevemos aqui apenas arranhou a superficie e, um professor
preparado, pode adentrar mais fundo e carregar consigo os alunos interessados, efetivamente

iniciando-os no processo que os levara a exceléncia na drea. As possibilidades s@o incontaveis.
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APENDICE A - PLANO DE AULA

Objetivos de Aprendizagem
- Compreender a relevancia historica da evolug@o dos robos.
- Assimilar os conteudos de dlgebra linear, matrizes e trigonometria.
- Compreender o funcionamento de um brago robético utilizando matrizes de rotagdo.

- Reproduzir a programacao que simula o movimento do brago robético no software Geogebra.

Conteados Matematicos
- Algebra Linear
- Matrizes

- Trigonometria

Procedimentos Didaticos

1° Momento: O professor 1€ um breve texto sobre a evolucdo dos robds com o passar do
tempo. Comecando com a clepsidra que foi construida entre os anos 300-200 a.C. por Ctesibius,
um engenheiro e matematico grego, este aparato foi um dos primeiros sistemas para fazer a
medicao do tempo. Outro precursor da robdtica foi Leonardo Da Vinci (1452-1519) que pensava
em invencdes muito a frente de seu tempo, como por exemplo, o helicOptero e tanque de guerra.
Uma de suas contribui¢des foi o “Robd de Leonardo”, que era uma armadura de soldado, onde a
mesma através de mecanismos com engrenagens fazia algumas movimentagdes bdsicas e servia
para entreter a realeza da época. Em 1804, Joseph Marie Jacquard (1752-1834) construiu um
tear automatizado. Esse tear era programado por uma série de cartdes automatizados, cada um
deles controlando um tnico movimento da langadeira. Em 1942 chegamos com a robdtica da
ficcdo com Isaac Asimov (1920-1992), onde em sua obra cria trés leis da robdtica:
- Lei 1: Um rob6 ndo pode ferir um ser humano, ou por omissao, permitir que um ser humano
seja ferido.
- Lei 2: Um rob6 deve obedecer as ordens recebidas pelos seres humanos, a ndo ser no caso de
estas ordens entrarem em conflito com a Primeira Lei.
- Lei 3: Um robd pode proteger a sua propria existéncia, contanto que tal prote¢do nao entre em

conflito com a Primeira ou Segunda Lei.

Na década de 1950 era criado o “primeiro robd” como conhecemos hoje. Ele foi cons-
truido por Joseph F. Engelberger (1925-2015), engenheiro e empresério considerado o “pai da
roboética”. Foi o primeiro a construir tal robd, chamado Unimate. Este robd foi vendido para
General Motors, passando a trabalhar na linha de montagem em Nova Jersey, em 1961. A partir
de entdo, dissemina-se a robdtica industrial como mecanismo capaz de proporcionar as industrias

o aumento da produtividade e melhorar a qualidade dos produtos, possibilitando a reducédo de



109

custos com o operariado. Por isso a necessidade de criar robds em massa se fez neste periodo.

Tempo Estimado: 30 minutos

2° Momento: Propor uma breve discussdo com os alunos sobre o que eles acham que ird
surgir no futuro. E apds estd discuss@o mostrar as 3 geracdes de robos da atualidade:
Primeira Geracao: Sio basicamente os bragcos robéticos industriais como o de Engelberg. Seu
movimento é programado previamente e realiza apenas a repeti¢do de uma sequéncia fixa de
passos. Possuem sensores que adquirem dados apenas do estado interno do rob6. Para que sua
programacdo seja bem executada eles requerem um ambiente bem estruturado com objetos
bem posicionados. Outro exemplo de robd desta geracao sdo os bragos para coleta de amostras
submarinas.
Segunda Geracao: Sio robos dotados de sensores externos e internos, a programacao adotada
permite que se adequem as situacdes nas quais tais dispositivos se encontram. Nesta geracdo
houve o advento do uso de cameras que capturam imagens as quais sdo comparadas com um
banco de imagens, sensores de luz, toque, peso, etc. Como exemplos temos os robds do tipo
hover e os rob6s montados com os kits mais comuns de robdtica educacional.
Terceira Geracdo: E composta por robds dotados de Inteligéncia Artificial. Fazem uso de
mecanismos como visdo computacional, sintese e reconhecimento de voz, atualiza¢do de posici-
onamento, algoritmos de rotas, heuristicas e simulacdao de comportamento humano ou animal
entre outras caracteristicas. Podem ser dotados de componentes fisicos ou se apresentar apenas
em mundos virtuais, como jogos de computador. Em algumas aplica¢des, robds podem coexis-
tir tanto no mundo real quanto possuir uma representacdo no mundo virtual, através de uma
plataforma conhecida como hiper presenca. Os robds mais conhecidos desta geracdo sao de
aplicagdes militares e/ou bioldgicas, ou ainda robds que simulam seres vivos. Como por exemplo

um androide que é um robd semelhante a um ser humano.

Tempo Estimado: 20 minutos

3° Momento: Agora serd apresentado o braco roboético feito pelo professor, onde os
alunos poderdo mexe-lo para explorar sua movimentacao. Nesta etapa o professor também ird
mostrar rapidamente como construiu este braco robotico. Esse momento foi planejado para a
aula presencial, mas como foi feita de modo virtual e a distancia houve algumas adaptacdes. Os
alunos nio puderam pegar fisicamente o brago robético de madeira para explorar, mas o professor
o mostrou em varios angulos diferentes e fez diferentes tipos de movimentacdes, explicando

cada uma delas.
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Tempo Estimado: 40 minutos

4° Momento: Mostrar como os contetidos de matrizes, dlgebra linear e trigonometria
estdo interligados para fazer a movimentacdo do robd. Serdo definidas as matrizes de rotacao
para cada parte do braco robdtico, que pode estar no plano ou no espaco. Com isso, espera-se que
os alunos identifiquem que o braco robdtico construido pelo professor tem algumas limitagdes

de movimenta¢do se comparados com a teoria.

Tempo Estimado: 40 minutos

5° Momento: Fazer uma breve introducdo sobre o software Geogebra que serd utilizado

como ferramenta para simular o movimento do brago robético.

Tempo Estimado: 20 minutos

6° Momento: Mostrar a programacao feita no Geogebra para simular um brago robdtico

no plano e no espago. Essa programacio estd feita detalhadamente no Capitulo 6 da dissertagao.

Tempo Estimado: 2 horas

7° Momento: Apds os alunos terem feito a programacao, irdo explorar a mesma através

de alguns exercicios propostos pelo professor.

1 - No plano, com a programacao feita das quatro partes do brago robdtico (isso depende de
quantas partes o professor construiu com seus alunos). Encontre os angulos para que a mao do
brago robético (a extremidade do ultimo vetor da programacgdo) chegue no ponto J = (7,5).
Resposta: Peca aos alunos que tentem resolver este problema por tentativa e erro, para que fiquem
motivados a resolver “do jeito deles” e consigam explorar mais a ferramenta. Lembrando que ndo
existe uma resposta 100% exata, mas desde que seja proximo o suficiente podemos considerar
certa. Possiveis respostas: o = 325°, B = 130°, y=335°, 6 =245°; ou ainda oc = 260°, B = 130°,
Y=95° o =270°

2 - Novamente com a programacao no plano. Como podemos deixar todas as partes do braco

robdético alinhadas? Quais sdo os angulos necessarios?
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Resposta: Novamente deixe que os alunos explorem a ferramenta para encontrar a resposta.
Possiveis respostas: o = 270°, B = 360°, v = 360°, o = 270°% ou ainda o = 250°, B = 340°,
Y = 340° 6 = 250°. Quaisquer dngulos que estejam no seguinte formato ¢ =x° f = (x+90)°;
Y= (x+90)°% o = x°, fardo as partes do bragco mecanico ficarem alinhadas.

3 - No espaco, com a programacdo feita das 3 partes do brago robdtico (isso depende de quantas
partes o professor construiu com seus alunos). Encontre os angulos para que a mao do braco
robdético (a extremidade do ultimo vetor da programacgao) chegue no ponto M = (2,2,3).
Resposta: Da mesma forma dos outros exercicios deixe que os alunos explorem o ambiente 3D
do Geogebra. Agora terdo seis angulos para modificar, por isso devem demorar para encontrar
alguma resposta proxima.

Possivel resposta: @ = 165°, B = 75°, y = 310°, 6 = 240°, € = 155°, { = 20°.

4 - No espago 3D do Geogebra. Como podemos deixar todas as partes do braco robético
alinhadas? Quais sdo os angulos necessarios?

Resposta: Deixe que os alunos explorem o espaco 3D para encontrar a resposta. Possiveis
respostas o = 0°, B =0° y=0° 0 =0° € =0° { = 0° ou ainda o =210°, 3 = 100°, y = 210°,
o = 100° € = 210° & = 100°. Assim quaisquer dngulos que estejam no formato a = y =

€ ; B = o ={ fardo as partes do braco mecanico ficarem alinhadas.

5 - Ainda no espago, encontre os angulos para que os dois extremos do braco mecanico se
encontrem (a origem da primeira parte e o extremo da tltima parte).

Resposta: Como nas perguntas anteriores deixe que os alunos explorem a ferramenta. Caso
perceba muita dificuldade, questione os alunos como conseguem encostar a mao no ombro
do mesmo bragco? Provavelmente irdo perceber de que apds alinhar as partes do brago, basta
rotacionar uma parte do braco a 180° em sentido do ombro. Espera-se que facam uma analogia
semelhante para as partes do Geogebra. Possiveis respostas: o = 360°, B = 270°, y = 180°,
o =60° & =0° ¢ =110 ou ainda @ = 270°, B = 360°, y = 180° ,0 = 330°, € = 0°, { = 200°.

Tempo Estimado: 1 hora e 30 minutos

8° Momento: O professor passard um questionario aos alunos para conseguir avaliar o

aprendizado dos mesmos sobre esta tematica e ter o retorno deles sobre a atividade proposta.

Tempo Estimado: 20 minutos
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Avaliacao

Sera observado se os alunos identificam os conceitos utilizados na movimentacdo de
um rob0. Através das atividades feitas por eles, iremos observar se 0s mesmos conseguiram
resolver os problemas propostos, seguindo a légica para fazer a movimentacdo dos bragos
robéticos produzidos na programagdo do Geogebra. Também serd passado um questiondrio
aos alunos, para identificar se eles aprenderam sobre os contetdos e temdtica apresentada
e seu retorno das atividades. Consideraremos um resultado positivo se ao menos 50% dos
estudantes que responderam o questiondrio com as respostas “muito boa” ou “boa”, caso contrdrio
consideraremos um resultado negativo. Essa porcentagem € relevante, ja que muitos dos alunos
dessa escola, sdo de familias de renda baixa. Por isso a maioria deles priorizam o trabalho para

trazer renda a sua familia.



113

APENDICE B - FORMULARIO

1. Em relagdo as atividades propostas, vocé considera que elas foram:

() muito boas () boas () regulares () ruins () muito ruins

Por qué ?

2. Em relagdo ao estudo de Matrizes de Rotacao, sobre a sua aprendizagem, vocé considera

que ela foi:

() muito boa ( ) boa ( ) regular () ruim () muito ruim

3. Sobre a contribuicdo dessas atividades para seu interesse em aprender algo novo na

disciplina de matematica?

() contribuiu muito () contribuiu razoavelmente () contribuiu pouco ()

nao contribuiu () diminuiu meu interesse

4. Faca sugestoes, elogios, criticas, comentdrios sobre a atividade proposta sobre as Matrizes

de Rotacao.
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