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RESUMO

A presente dissertacdo € uma proposta didatica que visa a introducdo de nocdes de
Fungbes Hiperbdlicas, na matriz curricular de matematica do Ensino Médio. Teve-se como
objetivos apresentar as definicdbes de funcdes hiperbdlicas, discutir um pouco a historia
do seu surgimento e desenvolvimento e suas propriedades, verificando suas semelhancas
e suas relagdes com as fungdes trigonométricas circulares, também trazendo aplicagdes,
como determinar, por exemplo, a forma exata da curva assumida por um cabo homogéneo
flexivel, de densidade uniforme, suspenso pelas duas extremidades, sob a acao da gravi-
dade; Essa curva, conhecida como catenaria, que é bem descrito pelo cosseno hiperbdlico.
A introdugdo na matriz curricular seria possivel, uma vez que os alunos, especificamente
do 3° ano do Ensino Médio, ja tém o conhecimento das fungdes exponenciais, as funcdes
trigonométricas circulares, bem como suas relagdes, e também o conhecimento do estudo
das secgdes conicas, especificamente a hipérbole. Essa inser¢do seria bastante facilitada

com o uso de softwares livres, como Geogebra e Winplot.

Palavras-chave: Func¢des Hiperbdlicas, Educacao Matematica, Catenaria, Informatica

na Educacéo.
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ABSTRACT

This dissertation is a didactic proposal aimed at introducing notions of Hyperbolic Func-
tions, in the scope of high school mathematic curriculum. Objectives were to present defini-
tions of hyperbolic functions, discuss part of the history of its creation and development, its
properties, noting its similarity and their relationships with the circular trigonometric functi-
ons, also bringing applications, how to determine for example, the exact shape of the curve
assumed by a homogeneous flexible cable, of uniform density, suspended by both ends,
under the action of gravity; This curve known as catenary, which is well described by hy-
perbolic cosine. The introduction into the curriculum matrix would be possible, once the
students, specifically the third year of high school already has the knowledge of exponential
functions, the circular trigonometric functions as well as their relationships and the kno-
wledge of the study of conic sections, specifically the hyperbole. This insertion would be

fairly easy with the use of free software, Geogebra and Winplot.

Keywords: Hyperbolic Functions, Mathematics Education, Catenary, Computers in

Education.
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Capitulo 1

Introducao

Segundo (PCN (2001)) "aprender Mateméatica de uma forma contextualizada, integrada
e relacionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e
habilidades que sao essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e estru-
turam o pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situacdes
para se apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclu-
soes préprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras agées necessarias a sua

formacgao".

Ao longo do ensino médio sao apresentados aos alunos aspectos gerais das funcdes,
como notagdo, dominio, imagem e graficos. E também sédo desenvolvidas a leitura e a

interpretacao de gréficos.

Entdo a partir da formalizagc&do destes conceitos, hd um tratamento especifico das fun-
cbes afim, quadratica, polinomial, exponencial, logaritmica e trigonométricas. Quando
abordamos as fungdes trigonométricas circulares, poucas vezes sao citadas a existéncia

de outro tipo de fungdes similares, por exemplo, as hiperbdlicas.

Com a introdugao desse tépico na matriz curricular do Ensino Médio, fun¢des hiperbdli-
cas, levaria o aluno a conhecer e fazer uma comparagao entre as fungbes trigopnométricas
circulares e hiperbdlicas, e também observar algumas de suas aplicagdes. Como por
exemplo, o caso de um fio suspenso por dois postes, que sofre os efeitos da gravidade.
Observando a curva formada por esse fio e erroneamente classificando-a como parabola,
quando na verdade se trata de uma catendria, que € bem descrito pelo cosseno hiperbo-

lico.



Por outro lado, na maioria dos livros do ensino médio, quando falamos de fungdes tri-
gonomeétricas circulares ndo mostramos por qué levam o nome de circulares. E com a
inclusdo das fungdes hiperbodlicas, mostrando que o porqué da nomenclatura de hiperbo-
lica, levariamos a exposicédo das diferengas e semelhancas, reforcando a propriedade das

fungdes trigopnométricas circulares.

O outro aspecto que leva a sugestdo da insergao desse assunto é que se trata de um
topico trabalhado na graduacgao, em disciplinas como Calculo I, onde esses alunos teriam
menos dificuldade em lidar com essas fungdes se ja tiverem um prévio conhecimento das
mesmas, e segundo o artigo 22 da (LDB (2011)), "A educacao basica tem por finalidade
desenvolver o educando, assegurar-lhe a formagdo comum indispensavel para o exercicio
da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e em estudos posteriores".
Descobrirdo também que alguns problemas do cotidiano podem ser resolvidos com a ajuda

das fungdes hiperbdlicas.

E segundo a (LDB (2011)), no artigo 35 : "O ensino médio, etapa final da educagéo

basica, com duragdo minima de trés anos, tera como finalidades:

| - a consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino funda-

mental, possibilitando o prosseguimento de estudos;

Il - a preparagéo basica para o trabalho e a cidadania do educando, para continuar
aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibilidade a novas condi¢des de

ocupacao ou aperfeicoamento posteriores;

[l - o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a formagéo ética e

o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pensamento critico;

IV - a compreensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos produtivos,

relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.".

O objetivo deste trabalho é a insercdo do estudo das fungdes hiperbdlicas na matriz
curricular do Ensino médio com a intengéo de possibilitar ao aluno o reconhecimento das
inter-relagdes entre varios campos da Matematica, e com outras &reas do conhecimento,
proporcionando a este aluno conhecimentos basicos que lhe permitiriam continuar seus
estudos. Para mostrarmos a viabilizagdo desta inser¢ao este trabalho que foi organizado

e desenvolvido da seguinte forma:

No capitulo 2, é apresentado um resumo histérico, desde o surgimento do problema da



corrente conjecturado por Galileu, até o tratamento sistematico feito por Lambert para as

fungdes hiperbdlicas.

O capitulo 3 traz a parte conceitual, como definicbes de seno e cosseno no circulo, as
funcdes circulares e seus respectivos graficos e também a definicdo para circunferéncia,

segundo a Geometria Analitica.

No capitulo 4, vamos buscar definir, formalmente, as principais fungdes hiperbdlicas,
esbocgar seus graficos e investigar algumas de suas propriedades, inclusive a geragédo da

hipérbole através dessas fungdes.

Ja no capitulo 5, discutiremos e demonstraremos as principais identidades trigopnomé-

tricas, tanto circulares quanto hiperbdlicas, e mostraremos as suas semelhancas.

No capitulo 6, apresentaremos algumas aplicagoes para as fungdes trigonométricas
e hiperbdlicas , definicbes para parabdla e catenaria, e atividades propostas aos alunos

sobre o tema deste trabalho.

No capitulo 7, apresentaremos a conclusdo sobre o trabalho desenvolvido.



Capitulo 2

Resenha Historica

No presente capitulo, faremos um breve relato sobre a vida dos matematicos envolvidos

no estudo e na evolugao das fungdes hiperbdlicas.

2.1 Galileu Galilei

Galileu, filho de um nobre florentino empobrecido, nasceu em Pisa, em 1564. Aos 17
anos de idade, foi encaminhado pelos pais a Universidade de Pisa, para estudar medicina,
onde estudou até 1585. Com sua grande aptidao para a matematica, solicitou da familia (e
conseguiu) permissao para abandonar a medicina e dedicar-se a ciéncia e a matematica.

Morreu cego em janeiro de 1642, de acordo com (Eves (2004)).

Figura 2.1: Galileu Galilei

Galileu prop6s descrever matematicamente a forma da curva formada por uma corda

ou corrente flexivel, mas nao elastica, suspensa entre dois pontos e sob a agao exclusiva

4



da gravidade. Erroneamente conjecturou que a curva fosse uma parabola.

RN

.,:}_

Figura 2.2: Corrente - Situacado observada por Galileu

2.2 Christiaan Huygens

Huygens nasceu em Haia, em 14 de abril de 1629, em uma rica e influente familia
holandesa, Figura(2.3), tendo sido o segundo filho de Constantijn Huygens, um diplomata,
que tinha estudado filosofia. Era também poeta, compositor e musico, e foi por meio dele
que Christiaan teve contato com alguns dos mais proeminentes matematicos e cientistas
da época. Huygens recebeu educacao em casa até completar 16 anos de idade, Seu pai
lhe garantiu uma educagéo liberal tipica de uma familia aristocratica europeia: recebeu
educacao em masica, latim, grego, francés, inglés, italiano, histéria, geografia, matematica

e légica.

Mostrou, em 1646, aos 17 anos, que a conjectura de Galileu sobre a corrente era falsa,

pois aquela curva ndo se tratava de uma parabola.

A intencdo era que quando Christiaan terminasse seus estudos de direito, seguisse
uma carreira diplomatica, mas a matematica o atraiu mais. Em 1654, Huygens voltou a
casa de seu pai em Haia, e até 1666, uma mesada fornecida por seu pai lhe permitiu
dedicar-se inteiramente ao estudo das ciéncias naturais e mateméatica. Faleceu em Haia,

em 8 de julho de 1695.



Figura 2.3: Christiaan Huygens

2.3 Vincenzo Riccati

Riccati nasceu em Castelfranco Veneto, em 11 de Janeiro 1707; foi um jesuita italiano,
matematico e fisico, Figura(2.4). A principal pesquisa de Riccati foi continuar o trabalho de
seu pai, Jacopo Riccati, em analise matematica, especialmente nos campos das equacdes

diferenciais e Fisica.

Desenvolveu as funcdes hiperbdlicas, em meados do século XVIII. Ricatti estudou fun-
cbes hiperbdlicas e as empregou para obter solugdes de equagdes cubicas. Ele também
descobriu as férmulas de adicdo padrao, semelhantes as identidades trigonométricas, para
as fungodes hiperbdlicas. Abordagem Ricatti foi a de ndo comegar com a definicdo. Em vez
disso, ele descobriu a relacao entre as fungdes hiperbdlicas e a funcao exponencial. Seu
trabalho foi publicado entre 1757 e 1767. Segundo (Eves (2004)), Ricatti usava Sh. e Ch.
como a notagdo para o seno e cosseno hiperbdlico, e utilizava as siglas semelhantes de

Sc e Cc para as fungbes circulares, seno e cosseno.

Atualmente, ha um acordo geral de que Ricatti introduziu o estudo das fungdes hiper-

bélicas. Faleceu em Treviso no dia 17 de janeiro de 1775.

2.4 Jakob Bernoulli

Jacob Bernoulli nasceu na Basileia, em 27 de dezembro de 1654; foi o primeiro ma-
tematico a desenvolver o célculo infinitesimal para além do que fora feito por Newton e

Leibniz, aplicando-o a novos problemas.



Figura 2.4: Vincenzo Riccati

Em 1690, Jakob relangou o problema da corrente de Galileu a comunidade cientifica no

Acta Eruditorum, que foi uma revista cientifica mensal alema publicada entre 1682 e 1782.

Segundo (Katz (1998)),a resolugédo do problema foi publicada independentemente po-

rém muito parecidas, em 1691 por Jean Bernoulli, Leibniz e Huygens.

A solugédo de Hygens era usando a geometria e a solugao de Jean Bernoulli e Leibniz

usaram o calculo diferencial, e chegando bem préximo a equacao da catendaria que em
~ . e +e
notagcdo moderna, que seria y = 5
a

dos parametros fisicos da corrente, conforme (Maor (2008)).

, onde a € uma constante cujo valor depende

Jakob faleceu na Basileia em 16 de Agosto de 1705.

Figura 2.5: Jakob Bernoulli



2.5 Gottfried Wilhelm von Leibniz

Leibniz nasceu em Leipzig, no dia 1 de julho de 1646. Foi filésofo, cientista, matema-
tico, diplomata e bibliotecario alemao, considerado junto com Isaac Newton (1643-1727)
como os inventores do Calculo. A curva da corrente suspensa, do problema de Galileu, foi
batizada de catenaria por Leibniz, originada da palavra latina "catena"que significa cadeia.

Faleceu em Hanover, no dia 14 de novembro de 1716.

Figura 2.6: Gottfried Wilhelm von Leibniz

2.6 Johann Bernoulli

Johann Bernoulli nasceu na Basileia, em 27 de julho de 1667; foi um matematico suico,
Figura(2.7). Estudou inicialmente medicina. Seu irm&o Jakob Bernoulli ensinou-lhe mate-
matica. Juntos, dominaram as obras de Leibniz e rapidamente estavam em condigbes de

fazerem as suas préprias contribuicées. Faleceu na Basileia, em 1 de janeiro de 1748.

2.7 Johann Heinrich Lambert

Lambert nasceu em Mulhouse, 26 de Agosto de 1728. Foi autodidata radicado na
Alemanha, Figura(2.8). Tornou-se perito em matematica, enquanto ajudava o seu pai como

alfaiate na Alsacia.

E conhecido por varias atribuigdes, tendo sido responsavel pelo primeiro tratado so-

bre as fungbes trigonométricas em um documento apresentado a Academia de Ciéncias



Figura 2.7: Johann Bernoulli

de Berlim, em 1761, que rapidamente se tornou famoso. Em sua Mémoire Sur Quel-
ques Propriétés Remarquables Des Quantités Transcendantes Circulaires et Logarithmi-
ques, ele apresenta as fungdes hiperbdlicas, mas este artigo tornou-se famoso nao por
causa das funcdes hiperbélicas, mas devido a uma prova explicita que = é irracional. Em
1768, Lambert publicou seu trabalho relativo as fungdes hiperbdlicas, em que ele fez o
primeiro desenvolvimento sistematico de sua teoria. Assim Lambert ficou associado com
funcdes hiperbdlicas, da mesma forma que seu colega na academia de Berlim, Leonard

Euler (1707-1783) esta associado a fungdes circulares.

Segundo Boyer (2012), o tratamento que Euler deu para as fungdes circulares, Lambert
fez 0 mesmo para as funcdes hiperbdlicas, fornecendo conceitos e notacbes modernas.
Comparacdes entre as coordenadas do circulo 22 + y?> = 1 e da hipérbole 2% — > = 1
tinham fascinado os matematicos por um século. Lambert comparou as fungées transcen-
dentes circulares sen u € cos u, com suas expressdes analogas "Quantitiés Transcendantes

Logarithmiques",

2 2
Fungcdes as quais ele tratou explicitamente na sua forma funcional e como série de
poténcia, mas nao as nomeou por cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico respectivamente.
Isso ocorreu mais tarde em sua "Observations Trigonométriques” de 1768, em que ele faz

uma comparagao dos quocientes das fungdes trigonométricas e hiperbdlicas:
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sen() _ senhyp(¢)
cos(9) © coshyp(s)

Assim, Lambert introduziu as notagdes senh(¢), cosh(¢) e tanh(¢) para os equivalentes
hiperbdlicos das fungdes circulares da trigonometria e ajudou a popularizar a trigonometria

hiperbdlica. Faleceu em 25 de Setembro de 1777.

Figura 2.8: Johann Heinrich Lambert

2.8 Gerard Mercator

Mercator nasceu em Rupelmonde, municipio belga de Kruibeke, em Flandres, em 05
marco de 1512 e faleceu em 2 de dezembro de 1594. Embora as fungbes hiperbdlicas
nao tenham sido introduzidas até por volta do final da década de 1750. Quase 200 anos
antes, Gerhard Kremer fez a primeira e uma das mais importantes aplicacées de funcdes
que hoje conhecemos como hiperbdlica. Kremer foi um gedgrafo flamenco que era mais

conhecido por seu nome latino, Gerard Mercator.

Em 1569, publicou seu mapa de projecao de Mercator. A projecao resultou na elabora-
cdo de um mapa em que uma linha reta sempre fez um angulo igual com cada meridiano.
Este foi um grande avango na navegagéao e € usado hoje em todos os gréaficos de profundi-
dade de navegacgao do mundo. No entanto, quando publicou seu trabalho, foi deixado para
os outros a descobrir que as féormulas que ele usou foram ligados as fungdes hiperbdlicas,

de acordo (Katz (1998)).

O interesse em fungdes hiperbdlicas aumentou com a inveng¢do e comercializagdo de

eletricidade. O uso disseminado de electricidade comegou em meados de 1850 com o
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Figura 2.9: Gerhardus Mercator

desenvolvimento de telégrafos. Isto foi seguido pelo telefone, pela luz elétrica, bem como
a necessidade da industria para alimentacado. Usinas geradoras e linhas de transmissao
comecaram a atravessar a América e esta transmissdo de energia elétrica, através de
cabos suspensos, envolve a catenéria, aplicagdo de fung¢des hiperbdlicas. Finalmente,
durante as primeiras décadas de 1900, as aplicagdes das fung¢des hiperbdlicas podem ser

encontradas em algumas disciplinas cientificas.



Capitulo 3

Funcoes Trigonométricas Circulares

Neste capitulo, vamos buscar definir, formalmente, a circunferéncia, as fungoes tri-
gonomeétricas circulares e esbogar seus graficos. Mostraremos também as propriedades

dessas funcdes que as fazem levar o nome de circulares.

3.1 Circunferéncia

Nesta segao, vamos definir, segundo (SBM (2012)) a circunféncia.

Definicao 3.1 Uma circunferéncia é o conjunto de todos os pontos em um plano, equidis-
tante de um ponto fixo. O ponto fixo é chamado de centro e a distancia fixa é chamada de

raio da circunferéncia.

Para obtermos a equagéo da circunferéncia tendo centro em C'(a, b) e raio r, usaremos

o teorema a seguir.

Teorema 3.1 A distdncia entre dois pontos P;(x1,11) € Pa(x9,y2) é dada por:

PP = /(2 — 21)2 + (y2 — 41)?

Portanto utilizando a definicdo de circunferéncia e o teorema (3.1), temos o seguinte

teorema:

Teorema 3.2 A circunferéncia com centro no ponto C(a, b) e raio r tem como equago:
(z—a)’ +(y— ) =’

12
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As demonstracdes dos teoremas (3.1) e (3.2) sera omitida e pode ser encontrada de
forma detalhada em Leithold (1994). Segue abaixo um esbogo da circunferéncia de equa-

céo (z —a)*+ (y — b)* = r2

Figura 3.1: Circunferéncia

3.2 Funcoes Trigonomeétricas Circulares

Antes de definirmos as relagdes e fungdes trigonométricas, discutiremos as medidas
de arcos e angulos. Medir um arco ou um angulo, isto € compara-lo com outro de medida

unitaria. Primeiro vamos definir angulo, segundo (do Carmo et al. (2005)).

Definicao 3.2 O 4ngulo é a figura formada por duas semirretas de mesma origem. As

semirretas sdo os lados do dngulo e a origem comum é seu vértice.

Para medir um angulo, como no exemplo (3.2), usamos duas principais medidas, que

Sao:

+ O grau (usamos o simbolo °) padrao mais utilizado na Geometria Plana, que é o arco
o, 1 . .
unitario que corresponde a 360 da circunferéncia na qual se encontra o arco a ser

medido.
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0O = origem = Vértice
0AeOB = semirretas = Lados
0= AOB = BOA = Angulo

-
Figura 3.2: Angulo

* O radiano (escrevemos rad) € o arco unitario cujo comprimento € igual ao raio da

circunferéncia na qual se encontra o arco a ser medido. Um radiano equivale a

aproximadamente 57, 3°.

Entdo, definido o angulo e suas unidades de medidas, iremos para as definicdes das
funcdes trigonométricas circulares, e para isso usaremos uma circunferéncia de centro na
origem do plano cartesiano, isto € C'(0,0), e raio igual a 1, que sera chamada de circunfe-

réncia unitaria, com equacéo 2% + y? = 1, como mostra a Figura (3.3).

Figura 3.3: Circunferéncia Unitaria

Segundo (SBM (2012)), como se sabe desde o ensino fundamental, num triangulo

retangulo de hipotenusa a e angulos agudos BeC, opostos respectivamente aos catetos
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b e ¢, conforme Figura (3.4), tém-se as defini¢des:

c _ cateto adjacente b  cateto oposto

COSB:—— . e senéz—— ;
a hipotenusa a hipotenusa
c
~
\\
S
N
\ .
b \\
\\\
\\
\\\\
A c B

Figura 3.4: Triangulo Retangulo

A b A C
e analogamente, cosC' = —, senC' = —.
a a

Com essas relagdes, definimos 0 seno e o cosseno de um angulo agudo qualquer pois
todo angulo agudo é um dos angulos de um tridngulo retdngulo. Devemos observar que
cos B e sen B dependem apenas do angulo B, mas ndo do tamanho do tridngulo retangulo

do qual B é um dos angulos agudos.
De acordo com (lezzi et al. (2004)) definiremos a seguir as fungées seno e cosseno.

Segundo (SBM (2011)), uma propriedade fundamental das fungbes trigonométricas €
que elas sao periddicas. Por isso sdo especialmente adaptadas para descrever os feno-
menos de natureza periddica, oscilatéria ou vibratéria, os quais abundam no universo: mo-
vimento de planetas, som, corrente elétrica alternada, circulacdo do sangue, batimentos

cardiacos, etc. Entdo definiremos agora funcao periodica.

Definicao 3.3 Uma fungao f sera periodica se existir um numeros real p # 0 tal que

quando x estiver no dominio de f, entdo x + p estara também no dominio de f e

f(z+p) = f(x)

O menor numero real positivio p € chamado de periodo de f.
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3.2.1 Funcao Seno

Figura 3.5: Seno no circulo trigonométrico

PP
Usando as informagdes da figura (3.5), podemos escrever senx = 0_132 e, por
consequéncia senx = OP;, pois PP, = OP;, como dito anteriormente, a circunferéncia é

unitaria, ou seja, OP = raio = 1.

Entao para encontrarmos o valor do seno de um angulo basta projetar ortogonalmente o
ponto P sobre o eixo vertical, doravante denominado eixo dos senos, e medir a distancia
entre a projecao e o centro O da circunferéncia, sempre levando em conta a orientagdo do

eixo.

A partir da nocao de seno de um angulo z, podemos estabelecer o conceito de fungao
seno, ou seja, dado um numero real z, podemos associar o valor do seno de um angulo

x rad ou de um arco de x rad, como mostra o diagrama (3.6).

O dominio e o contradominio dessa fungao sao iguais a R, mas como a circunferéncia
¢ unitaria, o conjunto imagem da fungao seno: intervalo [—1, 1] reflete 0 segmento que é
0 conjunto de todas as proje¢des ortogonais de pontos do ciclo trigonométrico, segundo
(lezzi et al. (2004)), temos:
D=R
Im=[-1,1] ou —1<senz<1,VzxeR

Periodo = 27
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flx) = senx

—» | SENT:

-3n/2 - -T2 0 2 32 il smi2 3 2 s T

Figura 3.7: Fungao Seno

3.2.2 Funcao Cosseno

OP,

Observando a figura (3.5) e usando raciocinio analogo, podemos escrever cos x = or

e, por consequéncia cos x = O P,, pois 0 raio € unitario.

Dessa forma, para encontrarmos o valor de cosseno de um angulo basta projetar orto-
gonalmente o ponto P sobre o eixo horizontal, doravante denominado eixo dos cosse-
nos, e medir a distancia entre a projecao e o centro O da circunferéncia, sempre levando

em conta a orientagao do eixo.

A partir da nog¢édo de cosseno de um angulo x, podemos estabelecer o conceito de
funcdo cosseno, ou seja, dado um numero real x, podemos associar o valor do cosseno
de um angulo z rad ou de um arco de = rad, como mostra o diagrama a seguir: O dominio
(D) dessa fungao é igual a R, mas como a circunferéncia é unitaria, o conjunto imagem

(Im) da fungéo cosseno: intervalo [—1, 1] reflete 0 segmento que é o conjunto de todas as
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f(z) = coszx

Figura 3.8: Fungao Cosseno via Conjuntos

projecoes ortogonais de pontos do ciclo trigopnométrico, temos:
D=R

Im=[-1,1] ou —1<cosz<1l,VxeR

Periodo = 27

3\”/4/2 0 sz o 5\3w/m an Al
4

Figura 3.9: Funcao Cosseno

Uma vez tendo as defini¢gdes das fungdes seno e cosseno, podemos definir mais quatro

funcdes trigopnométricas a seguir.

3.2.3 Funcao Tangente

A funcao tangente é definida por:



senx

tanx =

COsS T

para todo numero real x para o qual cos z # 0.

Y
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Figura 3.10: Fung¢ado Tangente

D:R—{%Jrn.w,onde n € 7}

3.2.4 Funcao Secante

A fungao secante é definida por:

2 32

Im=R
Periodo =7
1
secr =
CcoS T

para todo numero real x para o qual cos z # 0.

D:]R{—{g+n.7r,onde n € 7}

5l

Im = (—o0, —1] U1, 00)

Periodo = 27

/2

m

12 T T
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-3t2 -7 -TH2 0 2 ™ 32 o 512 3n Tnil2 inox

Figura 3.11: Funcao Secante

3.2.5 Funcao Cossecante

A fungéo cossecante é definida por:

1
sen x

cossecr =

para todo numero real x para o qual senx # 0.

Yy

-2 Sl -T2 0 2 m 3m2 an g2 i 2 an

Figura 3.12: Fungédo Cossecante

D=R—{nn7,onde necZ}
Im = (—o0, —1] U [1, 00)

Periodo = 27



21
3.2.6 Funcao Cotangente

A funcao cotangente é definida por:

Ccos T
cotanx =

senx

para todo numero real x para o qual sen x # 0.

y

Figura 3.13: Funcédo Cotangente

D=R—{nm,onde necZ}
Im=R

Periodo = 7

3.3 Relacao Fundamental das Funcoes Trigonométricas

Circulares

Suponha que t seja um numero real. Coloque na posicao padrdao um angulo com ¢
radianos de medida e seja P a intersecc¢ao do lado final do angulo com a circunferéncia

unitaria com centro na origem. Se P for o ponto (z,y) ento:

cos(t) =x esen(t) =y
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(1,0)

Figura 3.14: Relagdo Fundamental das Func¢des Trigonométricas Circulares

Entdo, com essa parametrizagéo (z,y) = (cos(t),sen(t)), com; 0 < ¢ < 27 podemos
"gerar"a circunferéncia. Por essa razdo chamamos essas funcoes de circulares, e como
a circunferéncia é unitaria de centro em C(0,0) com equagdo z> + y* = 1, substituindo

teremos:

2 +y* =1 = cos®(t) +sen?(t) = 1 (8.1)

Segundo(Leithold (1994)), a igualdade (3.1) é chamada de Identidade Fundamental

de Pitagoras.



Capitulo 4

Funcoes Hiperbodlicas

Neste capitulo, vamos buscar definir, formalmente, a hipérbole, as principais fungdes
hiperbdlicas, seno, cosseno e a tangente hiperbdlica, e esbogar seus graficos, segundo
(Miller and Walsh (1962)), e fazer uma comparagédo com as fung¢des trigonométricas circu-
lares. Vamos analisar os gréaficos dessas funcdes, e investigar algumas de suas proprie-

dades.

4.1 Hipérbole

Definicao 4.1 Uma hipérbole H de focos Fi e F, é o conjunto de todos os pontos P do
plano para os quais o mdédulo da diferenca de suas distancias a I, e F; é igual a uma

constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos 2¢ > 0.

H = {|d(P, F1) — d(P, F3)| = 2a},0 < a < ¢,d(F}, F3) = 2¢
Elementos da hipérbole:

» Os pontos F) e F, sédo os focos da hipérbole e a reta que os contém é a reta focal;

A intersecao da hipérbole H com a reta focal ¢ consiste de exatamente dois pontos,

A e Ay, chamados veértices da hipérbole;

23
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« O segmento A; A, é denominado eixo focal da hipérbole e seu comprimento é

d(Al,AQ) = 20,,
« O ponto médio C' do eixo focal A; A, é o centro da hipérbole;

A reta ¢’ que passa pelo centro C e é perpendicular a reta focal ¢ é a reta nao focal

da hipérbole;

+ O segmento B, B,, perpendicular ao eixo focal que tem ponto médio C' e comprimento
2b, onde b? = ¢? — a?, é denominado eixo nao focal da hipérbole, e B; e B, sdo os

vértices imaginarios da hipérbole;
A excentricidade da hipérbole H é ¢ = < Note que e > 1, pois ¢ > «;
a

« O retangulo de base da hipérbole H é o retangulo cujos lados tém A, As, B e By
como pontos médios. As retas que contém as diagonais do retangulo de base sao
as assintotas de H. Portanto, as assintotas de H sao as retas que passam pelo
centro da hipérbole e tem inclinagéo j:g em relacéo a reta focal. Assim, / e ¢’ sdo

as bissetrizes das assintotas.

Com base no conhecimento desses elementos, faremos a seguir um esboc¢o de uma

hiperbdle.

B1 H

A1 F1

Figura 4.1: Esboco da Hipérbole



25

Definicao 4.2 Uma hipérbole é denominada de equilatera, se o comprimento do eixo focal
for igual ao comprimento do eixo ndo focal, ou seja, a = b. O retangulo de base de uma

hipérbole equilatera é um quadrado e as assintotas se intersectam perpendicularmente.

4.2 Definindo f(x) = cosh(x)

A fungao hiperbdlica cosh(z) é definida utilizando a fungdo exponencial ¢”. Come-

caremos a definir cosh(z) pela férmula:

et +e”

cosh(z) = 5

(4.1)

Analisaremos os gréaficos das fungbes e® e e™*, para esbogar o grafico da fungéao

cosh(z). Quando z = 0, temos e = 1 e e~ * = 1, portanto:

eo+e_0_1+1_

h(0) =
cosh(0) 5 5

1

Agora vamos ver o comportamento da fungdo f(z) = cosh(z), quando x cresce e

descrece, isto é, limite de = para oo e —oo. Vamos reescrever a equacgao (4.1), como:

cosh(z) = — +

Para ver como essa funcdo se comporta quando x cresce, usaremos os graficos das

duas fungdes exponenciais e* e e *.

Como x cresce, e¢” aumenta rapidamente, mas e¢~* diminui rapidamente. Assim a se-

gunda parcela da soma do cosh(z) = % + 62

, , . e ) .
Portanto, quando x fica maior, cosh(z) se aproxima de 5 NOs escrevemos isso como:

tende a zero, quando z se tornar grande.

T

cosh(z) ~ %, quando z tende para +oo.

T

Mas o gréafico de cosh(z) vai ficar sempre acima do grafico de %. Isto porque, embora
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T —x

Figura 4.2: Gréfico das Fungdes Exponenciais f(z) = % eg(z) = 62

—x

e . . . .
- (segunda parcela da soma) fica muito pequena, é sempre maior do que zero. Como x

fica cada vez maior a diferenca entre os dois graficos torna cada vez menor.

—x

Agora, suponhamos que z < 0. Como x torna-se cada vez mais negativo,
X

, er .. . . .
menta rapidamente, embora 5 diminua rapidamente, assim a primeira parcela da soma

au-

eét —x

cosh(z) = 5 + 67 fica muito pequena. Como z fica mais e mais negativo, cosh(z) fica

cada vez mais perto

—T

€ .
5 Escrevemos assim:

6—1’

cosh(z) ~ 5

quando z tende para —oc.

—x

, - . i e
Novamente, o gréafico de cosh(z) vai ficar sempre acima do gréfico de

xT

negativo. Isto é porque, apesar de 5 (a primeira parcela da soma) ficar muito pequena,

quando z for

€ sempre maior do que zero. Porém a medida que x tende para —oo, a diferenga entre
os dois gréficos fica menor. Nés agora podemos esbogar o grafico de cosh(z). Observe o

grafico é simétrico em relagdo ao eixo oy, porque cosh(z) = cosh(—z) .

T

cosh(x) = % T

2

,onde D =R,Im = [+1,00)

lim cosh(z) = +ooe lim cosh(z) = +o0
Tr——00 T—+00
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cosh(x)

Figura 4.3: Grafico da Fungao Cosseno Hiperbdlico

4.3 Definindo f(z) = senh(x)

Vamos agora definir a fungdo hiperbélica senh(z). Esta fungdo é definida por:

senh(z) = % (4.2)

Mais uma vez, podemos usar o nosso conhecimento dos graficos das fungdes e” e e~ 7,

para esbogar o grafico da fungdo senh(z). Quando x = 0,temos ¢” = 1 e e~ * = 1, portanto:

senh(0) = = =0

Em seguida, vamos ver o que acontece quando x cresce. Vamos reescrever senh(x) e
analisaremos o comportamento da fungdo f(x) = senh(x), quando x cresce e decresce,

isto é,limite de = para oo e —oco. Vamos reescrever a equacgao (4.2), como:

senh(z) = — —

Para ver como isso se comporta quando x cresce, novamente, usaremos os graficos

das duas fung¢des exponenciais.

Quando z cresce, e” aumenta rapidamente, embora e~ diminua rapidamente. Assim, o

x —x

. e . . .
segundo termo da diferenga 5 fica muito pequeno quando x se torna muito grande.
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T

Figura 4.4: Grafico das Fungdes Exponenciais f(z) = % eg(r) = —¢

2

T

, . e ~
Portanto, quando x fica maior, senh(z) fica cada vez mais perto de 5 Entdo escrevemos

iISSO como:

senh(x) ~ %, quando z tende para +oo

Mas o grafico de senh(z) vai ficar sempre abaixo do grafico de %. Isto porque, embora

—T

2
Como z fica cada vez maior a diferenca entre os dois graficos torna cada vez menor.

(segundo termo da diferenga) se torna muito pequeno, é sempre menor do que zero.

—T

Em seguida, suponha que x < 0. Quando x tende para —oo,

fica negativo rapi-

damente, embora % diminua rapidamente, assim a primeiro termo da diferenca senh(z) =

% — 67 fica muito pequena. Com isso senh(z) fica cada vez mais perto —¢

mos assim:

. Escreve-

—x

2 Y

senh(z) ~ qguando z tende para —oo

—x

Agora, o gréfico de senh(x) vai ficar sempre acima do gréfico de ¢

e o . , , ]
negativo. Isto porque, apesar de > (o primeiro termo da diferenga) ficar muito pequeno, &

quando x for

sempre maior do que zero. Porém a medida que = tende para —oo, a diferenca entre os

dois graficos fica menor. Nés agora podemos esbogar o gréfico de senh(z).
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Observe que senh(—x) = —senh(z) .

senh(x)

Figura 4.5: Grafico da Funcao Seno Hiperbdlico

senh(x):%— 5 ,ondeD=R,Im=R
lim senh(z) = —oo e lim senh(z) = 400
T—r—00 T—r+00

: , e’ , .
Vimos que senh(x) aproxima-se de 5 quando x cresce, e vimos também que cosh(z)
x

: e ,
se aproxima de 5} quando z cresce. Portanto, senh(x) e cosh(z) devem se aproximar

quando z for grande. Assim:

senh(x) ~ cosh(z), quando x tende para +oo

—T

Da mesma forma, temos que senh(x) se aproxima de

quando x tende para —oo, €

—T

2
e — cosh(z) deve chegar juntos quando z tende para —oco. Assim:

(&

também que cosh(x) se aproxima de quando x tende para —oo. Por isso, que senh(x)

senh(z) ~ — cosh(x), quando z tende para —co

Podemos ver isso quando esbogamos os gréaficos de senh(x) e cosh(z), como mostra a

figura (4.6).
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senh(x)

Figura 4.6: Grafico da Fungcao Cosseno e Seno Hiperbdlicos

4.4 Definindo f(x) = tanh(z)

Utilizando as definigdes de senh(z) e cosh(x), definiremos agora a fungéo hiperb6-

lica tanh(x) como:
senh(z)

tanh(z) = cosh(z)

(4.3)

Vamos trabalhar a fungéo tanh(xz) em termos de fungdes exponenciais. Como sabe-
mos que as fungdes senh(x) e cosh(x) sdo definidas usando fungdes exponenciais, entdo

escreveremos tanh(z) como:

et —e™™ et4e" et —e "t
tanh(z) = S R e (4.4)

Nés podemos usar o que sabemos sobre senh(z) e cosh(z) para esbogar o gréfico de

tanh(x). Primeiro vamos tomar x = 0. Sabemos que senh(0) = 0 e cosh(0) = 1, entao

tanh(0) = senh(0) =

=0
cosh(0)

0
1
Dividindo o numerador e o denominador por e, temos:

x 2x

e’ —e” 1—e

tanh(x) = PRl

—2z

Com z grande, e~ “* se aproxima de zero, logo:
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tanh(x) ~ 1, quando x tende para +oo

Multiplicando o numerador e o denominador de tanh(z) por e, temos:

x —x 2z
e’ —e et —1
tanh(z) = pp— = 1

Quando z tende para —oo, e2* se aproxima de zero, logo:

tanh(z) ~ —1, quando x tende para —oco

Vamos agora esbogar o grafico da tanh(z). Observe que tanh(—z) = — tanh(z)

Y

tanh(x)

Figura 4.7: Grafico da Funcao Tangente Hiperbdlica

tanh(z) = %, onde D =R,Im = (—1,1)
et +e "

lim tanh(z) = —1e lim tanh(z)=1

T—r—00 r—r—+00

4.5 Definindo f(z) = sech(z)

A fungéo hiperbdlica sech(zx) é definida utilizando a fungdo cosh(z) . Vamos definir

a funcao Secante hiperbdlica como:
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1

sech(z) = cosh(x)

Trabalhando a fungéo sech(z) em termos das fungdes exponencias, e pela equagéo

(4.1) , temos que:

1 1 2
h = = = 4.5
sech(z) cosh(z) &4t er e ? (4-5)

ech(x)

Figura 4.8: Grafico da Funcao Secante Hiperbdlica

sech(z) = ,onde D=R,Im = (-1,1)

lim sech(x) =0e lim sech(z) =0

T——00 Tr——+00

4.6 Definindo f(z) = cossech(z)

A funcéo hiperbolica cossech(z) é definida utilizando a fungdo senh(z) . Vamos

definir a fungdo Secante hiperbdlica como:

1
senh(z)

cossech(zr) =

Trabalhando a fungéo cossech(x) em termos das fungdes exponencias, e pela equagao

(4.2) , temos que:
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1 1 2
h(z) = = = 4.6
cossech(z) senh(x) €= T — 7 (4.6)

Cossech(x)

Figura 4.9: Grafico da Funcédo Cossecante Hiperbdlica

2
cossech(r) = ————, onde D = (—o0,0) U (0, +00), Im = (—00,0) U (0, +00)
em — e*.’E
lim cossech(z) =0e lim cossech(z) =0
T——00 T—+00
lim cossech(z) = —oo e lim cossech(x) = 400
z—0~ z—0t

4.7 Definindo f(x) = cotanh(z)

A fungéo hiperbdlica cotanh(x) é definida utilizando a fungdo tanh(xz) . Vamos

definir a funcéo cotangente hiperbdlica como:

1

cotanh(x) = tanh(z)

Trabalhando a fungdo cotanh(x) em termos das fungdes exponencias, e pela equagao

(4.4) , temos que:

1 1 et +e "

tanh(x) c et—e’

cotanh(x)
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Cotanh(x)

Figura 4.10: Grafico da Funcao Cotangente Hiperbdlica

cotanh(z) = i, onde D = (—00,0) U (0, +00),Im = (—o0, —1) U (1, +00)
650 — e*l’
lim cotanh(z) = —1e lim cotanh(z) =1
z——00 T—+00
lim cotanh(z) = —oo e lim cotanh(z) = +oo
z—0~ z—0t

4.8 Relacao Fundamental das Funcoes Hiperbolicas

Utilizaremos 22 — ? = 1, hipérbole equilatera, também chamada de hipérbole unitaria
e as definicdes de seno hiperbdlico (4.2) e cosseno hiperbodlico (4.1). Seja t um numero

real qualquer, entdo o ponto P = (cosh ¢,senht) estara sobre a hipérbole, pois:

t —t72 t_ —t]2
2% — y? = cosh?(t) — senh?(t) = cre B =
2 2
et e 4 2elet 4o —2elemt e —e e —e? 44 4 .
4 4 N 4 4
cosh?(t) — senh®(t) = 1 (4.8)

Chamamos a essa relacao de Identidade Fundamental da Trigonometria Hiperbdlica.

Observando a figura (4.11), temos que cosh¢ > 1, entdo o ponto P = (cosht,senht)

estd no ramo direito da hipérbole.

Variando os sinais das coordenadas de P = (cosht,senht), temos o ramo esquerdo
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@Yty =1

0 Ab B *
(cosh(0), senh(0))

Figura 4.11: Relagdo Fundamental das Func¢des Hiperbdlicas

P=(-cosh t,senh t) P=(cosh t, senh t)

t t t
2 3 4

L
Ll
b

7\‘)

|

P=(-cosh t, —senh t) P=(cosh t, —senh t)
a4

Figura 4.12: Ramos da Hipérbole de equacéo 22 — 4> = 1

da hipérbole, como mostra a figura (4.12).

Portanto geramos a hipérbole 2> — > = 1 através dessa parametrizacdo do ponto P,

por essa razdo chamamos senh(t) e cosh(t) de fungdes hiperbdlicas.

4.9 Propriedades entre as areas

Existem muitas analogias entre estas fungdes hiperbodlicas e as correspondentes fun-
cOes trigonométricas circulares. Uma analogia entre essas fungdes, fica ilustrada na figura

(4.13) e na figura (4.14), onde t € R, uma demonstracao de que a area indicada € igual a
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t
3 em ambas, segundo (Spivak (1996)).

{(z,y)|=? +y* =1} e l@ et -yt =

y

_________________ P = (cost, sent)
Area = % L (cosh(t), senh(t))

P t
Area—

i
i i (1.0) ¥
o] A Io) Al B x

Figura 4.13: Propriedade da area Figura 4.14: Propriedade da area

no circulo na hipérbole

. . . A . ] 1
Como a area de um setor circular de raio r e angulo central ¢ radianos é dado por §r2t

1
unidades de area, a area do setor circular da figura (4.13) sera 51& unidades de area, pois
r = 1. O setor da figura (4.14) é a regido limitada pelo eixo z, pela reta OP e pelo arco
AP da hipérbole unitaria. Se A; unidades de area for a area do setor AOP, A, unidades

de area for a area do ABOP e As unidades de area for a area da regido ABP, teremos:

Al - A2 - Ag (49)

A area do ABOP temos:

Ay = %cosh(t) senh(t) (4.10)

Encontraremos agora a area de A3 usando integracao:

t
Az = / senh u d(cosh )
0

t
= / senhu du
0

1 t
= — [ (cosh2u —1) du
2.Jo

1 1 7t
= - [senh 2u — —u}
4 2 Jlo

Logo,
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1 1
Az = 5 cosh(t) senh(t) — §t

Substituindo essa igualdade e (4.10) em (4.9), teremos:
A = %cosh(t) senh(t) — <% cosh(t) senh(t) — %t)
=t
Assim sendo, o numero de unidades de area da area do setor circular AOP da

figura (4.13), e o niUmero de unidades de area da area do setor AOP da figura (4.14), em

cada caso, a metade do valor do parametro ¢ associado ao ponto P .



Capitulo 5

Identidades Trigonomeétricas

Neste capitulo descreveremos as principais identidades trigpnométricas, tanto circula-

res quanto as hiperbdlicas, mostrando assim suas semelhangas. Abaixo segue uma tabela

com as principais identidades trigonométricas e podemos observar que praticamente to-

das as propriedades da trigonometria circular podem ser transladadas para a trigopnometria

hiperbdlica, e observar que muitas vezes a troca do sinal de + pelo sinal de —.

ldentidades Trigonométricas Circulares

Identidades Trigonométricas Hiperbdlicas

cos?(a) + sen?(a) = 1 cosh?(a) — senh?(a) = 1
sen(—a) = —sen(a) senh(—a) = —senh(a) )
cos(—a) = cos(a) cosh(—a) = cosh(a)

1 + tan?(a) = sec?(a)

1 — tanh®*(a) = sech®(a)

1 + cotan?(a) = cossec?(a)

cotanh®(a) — 1 = cossech?(a)

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b) | cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + senh(a) senh(b)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b) | cosh(a — b) = cosh(a) cosh(b) — senh(a) senh(b)
sen(a + b) = sen(a) cos(b) 4 sen(b) cos(a) | senh(a + b) = senh(a) cosh(b) + senh(b) cosh(a)
sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a) | senh(a — b) = senh(a) cosh(b) — senh(b) cosh(a)
cos(2a) = cos*(a) — sen?(a) cosh(2a) = cosh?(a) + senh?(a)
sen(2a) = 2sen(a) cos(a) senh(2a) = 2senh(a) cosh(a)

Tabela 5.1: Principais Identidades Trigonométricas

Antes de iniciarmos as demonstracdes das identidades trigonométricas, definiremos

38




39
funcdes pares e impares, pois fazem parte de tais identidades.

Definicao 5.1 Uma fungao é par se, para todo valor de x no dominio de f:

Em ambos casos acima, devemos entender que —x estd no dominio de f, sempre que

x estiver também no dominio de f.

5.1 Identidades Trigonométricas Circulares

Identidade 5.1 cos?(a) + sen®(a) = 1, Relagdo Fundamental (3.1);
Identidade 5.2 sen(—a) = —sen(a), Va € R = seno é uma fungdo impar.

Demonstracao:

Para essa demonstracao, basta uma observagao simples da figura (5.1).

y

sen(a) p-""""""s

Figura 5.1: Simetria

sen(—a) = —sen(a)
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Identidade 5.3 cos(—a) = cos(a), Va € R = cosseno é uma fungao par.

Demonstracao: Analogo a identidade (5.2), observe a figura (5.1).

cos(—a) = cos(a)
Identidade 5.4 1 + tan’®(a) = sec?(a)

Demonstracao:
Sendo a Relagao Fundamental cos®(a) + sen?(a) = 1 com cos(a) # 0, entao:

cos?(a) +sen?(a) =1 =+ cos?(a)
cos’(a)  sen?(a) _ 1
cos?(a) cos?(a) cos?(a)

1 + tan®(a) = sec?(a)

Identidade 5.5 1 + cotan?(a) = cossec?(a)

Demonstracao:
Sendo a Relagido Fundamental sen?(a) + cos?(a) = 1 com sen(a) # 0, ent&o:
sen?(a) + cos?(a) =1 =+ sen?(a)

2

sen?(a)  cos?(a) 1

sen?(a)  sen2(a)  sen(a)

1 + cotan?(a) = cossec?(a)
Identidade 5.6 cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b)

Demonstracao:

Consideremos um circulo trigonométrico, raio unitario conforme figura (5.2), um arco
AP com determinagdo a e outro arco P() determinando b, logo o arco AQ) ira determinar
(a+0).

« OM = cos(a); PM = sen(a); OS = cos(b); QS = sen(b) ; ON = cos(a + b)

« AOV S ~ AOM P, pelo caso de semelhanga angulo-angulo, entdo teremos:

ov. . 0S OV cos(b) B
OM — OP = cos(a) 1 = OV = cos(a) cos(b)
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Figura 5.2: Demonstracao de cos(a+b)

« AQTS ~ ANOM P, pelo caso de semelhanca angulo-angulo, entao teremos:
TS QS TS  sen(b)

= = b
U= 0P " sen(a) T TS = sen(a) sen(b)

Logo:

ON =0V — NV = OV — TS, resulta em: cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b)
Identidade 5.7 cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b)

Demonstracao:

Pelas identidades (5.2) e (5.3), sen(—a) = —sen(a) e cos(—a) = cos(a) e pela identi-
dade (5.6) cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b) entdo:

cos(a — b) = cos(a + [—b]) = cos(a)[cos(—b)] — sen(a)[sen(—b)] = cos(a)[cos(b)] —
sen(a)[— sen(b)] = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b)

Identidade 5.8 sen(a + b) = sen(a) cos(b) 4 sen(b) cos(a)

Demonstracao:

™ s . - .
Como cos {5 — a] = sen(a) e sen [5 - a] = cos(a), essa verificagdo é imediata atra-
vés do circulo trigopnométrico, como mostra a figura (5.3), basta observarmos que os dois
tridngulos retadngulos da figura sdo semelhantes, pois possuem, hipotenusa (raio unitario)

e 0s angulos congruentes. Portanto:
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v cos(g —a)
a
sen(?—;— —a)l-
sen(a)
0 o
° cos(a) x

Figura 5.3: Arcos Complementares

sen(a + b) = cos {g - (a+b)} = cos {(g —a) - b] -

= Cos [g — a] .cos(b) + sen [g — a} .sen(b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a)
Identidade 5.9 sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a)

Demonstracao:

Sabemos pelas identidades (5.2) e (5.3) que, sen(—a) = —sen(a) e cos(—a) = cos(a)

e pela identidade (5.8) que sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a) entéo:

sen(a — b) = sen(a + [—b]) = sen(a)[cos(—b)| + [sen(—b)] cos(a) = sen(a)[cos(b)] +

[— sen(b)] cos(a) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a)
Identidade 5.10 cos(2a) = cos?(a) — sen?(a)

Demonstracao:
Observando a identidade (5.6), temos que:

cos(2a) = cos(a + a) = cos(a) cos(a) — sen(a) sen(a) = cos?(a) — sen?(a)

Identidade 5.11 sen(2a) = 2sen(a) cos(a)
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Demonstracao:
Observando a identidade (5.8), temos que:

sen(2a) = sen(a + a) = sen(a) cos(a) + sen(a) cos(a) = 2sen(a) cos(a)

5.2 Identidades Trigonométricas Hiperbolicas
Identidade 5.12 cosh®(a) — senh®(a) = 1;

Demonstracao: Demonstrado em (4.8).

Identidade 5.13 senh(—a) = —senh(a), Va € R = seno hiperbdlico é uma fungdo impar.
Demonstracao:
—a _ ,—(—a) —a __ ,a a_ ,—a
senh(—a) = ‘ 26 = ¢ 5 c__¢ 26 = —senh(a)

Identidade 5.14 cosh(—a) = cosh(a), Va € R = cosseno hiperbdlico é uma fungao par.

Demonstracao:

—a _(—a) —a a a —a
cosh(—a) = ‘ +26 = ¢ ;e - —1—2@ = cosh(—a)

Identidade 5.15 1 — tanh®(a) = sech?(a)

Demonstracao:
h? h*(a) — senh® 1
| — tanh®(a) = 1 — sen 2(oz) _ cos (a) 2sen (a) _ — sech(a)
cosh”(a) cosh”(a) cosh”(a)
Identidade 5.16 cotanh®(a) — 1 = cossech?(a)
Demonstracao:
h? h*(a) — senh® 1
cotanh®(a) — 1 = M 1= (a) QSen (@) = -— = cossech®(a)
senh”(a) senh”(a) senh”(a)

Identidade 5.17 cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + senh(a) senh(b)



Demonstracao:

el 4e @ ebpet et _pma gb_ b

cosh(a) cosh(b) + senh(a) senh(b) = SRR + SR
B ea-i—b + ea—b + e—a—i—b + e—a—b ea-l—b o 6a—b o €—a+b + e—a—b B
= 1 1 =
2e0+b 4 9p—a—b (a+b) —(a+b)
_ = Z ¢ S —0—26 = cosh(a + b)

Identidade 5.18 cosh(a — b) = cosh(a) cosh(b) — senh(a) senh(b)

Demonstracao:

4 e b fet et — e b _ b

cosh(a) cosh(b) — senh(a) senh(b) = —

2 2 2 2
B 6a—l—b + ea—b + e—a—l—b + e—a—b 6a+b _ 6a—b _ e—a—l—b + e—a—b _
2¢0—b 4 9p—a+b (a—b) —(a—0)
- —Z € _C +26 = cosh(a — b)

Identidade 5.19 senh(a + b) = senh(a) cosh(b) + senh(b) cosh(a)

Demonstracao:

et —e @ b4t b _ b a4 pma

h h(b h(b h = . .
senh(a) cosh(b) + senh(b) cosh(a) 5 5 + 5 5
ea-l—b 4 ea—b _ e—a+b _ e—a—b ea-i—b _ ea—b + €_a+b _ e—a—b
2e0tb _ 9o—a—b (a+b) _ —(a+b)
_ = ¢ . ¢ = senh(a + b)

4 2

Identidade 5.20 senh(a — b) = senh(a) cosh(b) — senh(b) cosh(a)

Demonstracao:

a_ ,—a ,b —b b_ _—b _a —a
senh(a) cosh(b) — senh(b) cosh(a) = c-e cre e-e efe

2 2 2 2
ea—l—b + 6a—b _ €—a+b _ e—a—b ea—i-b _ ea—b + e—a—l—b _ e—a—b
2¢0—b _ 9p—a+b (a=b) _ ,—(a—b)
-z I ¢ _C 26 = senh(a — b)

Identidade 5.21 cosh(2a) = cosh?®(a) + senh?(a)

Demonstracao:
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cosh?(a) + senh?(a) — [(ea i 6_a>} 2 . {(ea .

2

2a —2a
= % = cosh(2a)

Identidade 5.22 senh(2a) = 2senh(a) cosh(a)

Demonstracéo:

2a _ ,—2a a__ _—a a —a
senh(2a):6 € :(6 e ?).(e* +e7)

2 2
= 2.senh(a) cosh(a)
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Capitulo 6

Atividades e Aplicacoes

6.1 Aplicacoes

Nesta secdo, entre as aplicacdes para as funcdes hiperbdlicas, mostraremos duas, a
curva descrita por um cabo fléxivel com a agao do seu peso, curva esta que € denomi-
nada catenaria, que se utiliza a fungao cosseno hiperbdlico para descrevé-la e a medigcao
da velocidade de uma onda, que usamos a funcéo tangente hiperbdlica. Com esses dois
exemplos, utilizaremos as trés principais fung¢des hiperbdlicas, o seno, cosseno e a tan-

gente.

6.1.1 Catenaria

Mostraremos agora uma aplicagao para o cosseno hiperbdlico, a catenaria, essa curva

erroneamente confundida com a parabola. Entao para isso definiremos estas duas curvas.

Definicao 6.1 Catendria é a curva formada por um cabo fléxivel com densidade uniforme,
pendurado entre dois pontos, sob a acao de seu prdprio peso, onde o seu ponto minimo é

(0,a), onde a > 0 e tem sua equagdo igual a:

Yy = a. cosh (£>
a

Definicao 6.2 Sejam L uma reta e F' um ponto do plano ndo pertencente a L. A parabola

46
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Figura 6.1: Exemplos de Catenarias

‘P de foco F' e diretriz L. é o conjunto de todos os pontos do plano cuja distancia a F' é igual

a sua distdncia a L.

P = {Pld(P,F) = d(P,L)}
Elementos da Parabola:

» O ponto F' é o foco da parabola.

» Areta L é a diretriz da parabola.

+ A reta focal ¢ da parabola P é a reta que contém o foco e é perpendicular a diretriz.
» O ponto V da parabola P que pertence a reta focal é o vértice de P.

llustraremos abaixo um exemplo de parabola, (Figura 6.2) com a concavidade para

cima, que esta ligado ao objetivo deste trabalho.

Exemplificaremos agora os casos em que fios fléxiveis formam as curvas catenaria e

parabola.

O cabo assume a forma de uma curva denominada de catenaria quando ele esta

submetido apenas ao seu proprio peso (Figura 6.3).
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F(0,p)

P
-

(0, —p) L

Figura 6.2: Esbogo da Parabola

Catenaria

/ comprimentos ==
iguais

L P ||

Figura 6.3: Catenaria — carga uniformemente distribuida ao longo do cabo

O cabo assume a forma de uma parabola quando esta submetido a uma forga uni-
formemente distribuida na horizontal. Esta condicdo ocorre em duas situagdes, (Figura

6.4):

+ cabo sustenta uma ponte pénsil, sendo o seu peso préprio desprezivel em face ao

peso da ponte.

» cabo esta muito esticado estando o seu peso préprio distribuido uniformemente na

horizontal de forma aproximada.

Mostraremos a seguir uma ilustragcdo para compararmos a catenéria e a parabola. Os
gréficos abaixo representam uma parédbola de equacéo f(z) = ixQ + 1 e uma catenaria
de equagédo de g(z) = a.cosh(g) — 1, onde a € [0,5], escolhemos estes exemplos e
procuramos parametros proximos, para mostrar que as duas curvas nao sao totalmente

coincidentes (Figura 6.5).



Parabola

4

despreziveis

estrado da ponte

'

pPESOS =i ou

horizonal

Parabola comprimentos
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iguais

}

P

t t

comprimentos
iguais

t 1

comprimentos
iguais

Figura 6.4: Parabola — carga uniformemente distribuida na horizontal

Pardbola

Catenaria

f(I)ziIZ'Fl 9($)=a.cosh(g)_1

Figura 6.5: A Catenaria e a Parabola

Uma utilizacao para a catenaria é em transmissao de energia elétrica, que é o processo

de transportar energia entre dois pontos. Essa utilizagdo consiste em transportar energia

através de linhas areas, que é ligar um condutor (fios) de peso uniforme entre os apoios A

e B, a uma distancia f entre o ponto mais baixo situado no centro da curva e a reta AB,

qgue une 0s apoios, recebe o nome de flecha. Chama-se vao a distancia a entre os pontos

A e B, como mostra a figura (6.6), que representa a catendria.

6.1.2 Velocidade de Uma Onda

Um outro exemplo para aplicacao das fungdes hiperbdlicas, € que a fungao tangente

hiperbdlica pode ser usada para calcular a velocidade das ondas do mar. A velocidade da

onda é calculada utilizando a seguinte férmula:
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Figura 6.6: Transmissao de energia entre dois pontos

\/— tanh 277

onde \ é o comprimento da onda, d é a profundidade, e g é a aceleracao da gravidade.

Em aguas profundas é adequado assumirmos que essa velocidade se aproxima de
gA

v = ——.

Isso ocorre porque como as aguas sao de grande profundidade assumimos que d —

o0, entdo temos que:

o gh d : _ _
V=)o dllgloo tanh(27r/\) e sabendo que IEIEOO tanh(x) = 1, logo:

6.2 Atividades Propostas

Nesta secao, vamos propor algumas atividades para serem aplicadas e ensinadas aos
alunos do Ensino Médio, sabendo que conforme (SEEDUC (2012)), os mesmos ja tém o
conhecimento de fungbes exponenciais, fun¢des trigopnométricas, ldentidades Trigonomé-

tricas e equacgdes da circunferéncia e hipérbole.

Em (Jacomino (2013)), o uso de softwares no ensino de matematica foi justificado. Usa-
remos para as atividades propostas os softwares livres e de download gratuito, o0 Geogebra
e o Winplot. Escolhemos esses softwares, por se tratarem de softwares de facil manuseio,
ambos com versdes em lingua portuguesa e encontrados nos laboratorios de informatica
das escolas na qual sua utilizacdo para a construgcao de graficos de funcdes é simples. En-
tretanto, todas as atividades aqui propostas para o Geogebra e o Winplot fazem parte de

uma aula de Matematica, entao tera supervisao e orientagdo de um professor explicando



51

passo a passo os elementos das construgoes.

Atividade 6.1 Utilize o software Geogebra para construir um circulo trigonomeétrico e trace
os gréficos de f(x) = sen(x),f(x) = cos(z), f(x) = senh(x) e f(z) = cosh(z). Determine

o Dominio e imagem de cada uma dessas fungées e explique quais sdo periodicas.

O objetivo em propormos esta atividade, € de mostrar a principal diferenca entre as
fungdes circulares e as fungdes hiperbodlicas, que é a periodicidade. Sabendo que para
a melhor aprendizagem das fungdes hperbdlicas, os alunos precisam conhecer e estudar
o comportamento das fungdes trigopnométricas circulares, suas propriedades e saber que
estas fungdes sao periodicas, inclusive serem capazes de calcular seus periodos e 0 que

isso significa.

Entao, perceberam com a ajuda de um software, nessa atividade o Geogebra, através
da observacgao dos graficos construidos para as funcdes hiperbélicas, que estas ndo pos-
suem tal propriedade, ou seja, ndo sao periddicas. Esta atividade ira ajudar ao aluno a ler

e interpretar os graficos das fungdes trigpnométricas circulares e das fungdes hiperbdlicas.

Primeiro construiremos o circulo trigonométrico, de equacéo 22 + y? = 1. Em seguida,
fixamos um ponto P = (z,y) pertencendo ao circulo, fazendo entdo um segmento OP =
raio = 1, onde O é a origem da circunferéncia. Entdo o segmento O P formara um angulo

« com o eixo ox, medido em radianos.

Em seguida construiremos um ponto 7, com coordenadas (a,sen(«)). Entdo a me-
dida que deslocarmos o ponto P, sobre o circulo no sentido anti-horario, isto €, sentido
trigonomeétrico, e habilitarmos o rastro do ponto 7', ele se deslocara, mostrando ao aluno o

periodo da fungdo seno e seu grafico com o periédo pertencendo ao intervalo [0, 27].

Agora construiremos o grafico da fungdo g(a) = senh(a)), € compararemos com a
f(a) = sen(«), construida anteriormente, e mostrando que a fungdo g(«) nao é periddica,

como mostra a figura (6.7).

Construcao andloga para as fungdes cosseno e cosseno hiperbdlico, apenas alterando

para T = (a,cos(«)),f(a) = cos(a) e g(a) = cosh(«) (Figura 6.8).
Atividade 6.2 Com o uso do programa Winplot:

- Construa a circunferéncia x> + y* = 1, em seguida faga uma parametrizacdo com

P = (cost,sent), compare as formas construidas.
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’ g(a) = senh(a)

2

5?4
o

f(e) = sen(a)

N\ —
N

32

-Tif2

f(a) = cos(a)

N\ 0
AW/ 2 \1\ o 5T\3_W/W/2

Figura 6.8: Funcado Cosseno e o seu periodo

- Construa a hipérbole x> — y*> = 1, depois faca uma parametrizacdo usando P =
(£ cosht,+senht) onde t > 0, separadamente, observar a curva gerada, compa-

rando as duas curvas.

Essa atividade tem a finalidade de mostrar porque as funcdes hiperbdlicas levam esse
nome, sabendo que os alunos ja estudaram circunferéncia e as seccdes conicas (elipse,
parabola e hipérbole) usaremos agora outro software bem conhecido, o Winplot para fazer
a parametrizagdo do ponto P do plano cartesiano, fazendo P = (cost,sent) e mostrar
que as fungdes circulares seno e cosseno, "geram"a circunferéncia unitaria 22 + y? = 1

ilustrado na figura (6.9).

E no segundo item, mostrar que as fungdes seno e cosseno hiperbdlico "geram"a hipér-
bole equilatera de equagdo x> —y* = 1, fazendo P = (cosht,senht), P = (cosht, —senht),

P = (—cosht,senht) e P = (—cosht, —senht) como mostra a figura (6.10).
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Com essas construcgao justificar os nomes de funcgdes circulares e fungdes hiperbdlicas.

1
)((os t, sen t)
-1 1 2
5
Kl_/

Figura 6.9: Parametrizacao da cir- Figura 6.10: Ramos da Hipérbole
cunferéncia

et +e " et —e "

Atividade 6.3 Sabendo que cosh(z) = 5 esenh(z) = 5

senh®(z) = 1.

, Prove que cosh? () —

Mostrar a semelhanga entre as identidades fundamentais trigonométricas circulares
e hiperbdlicas € o objetivo desta atividade. Como os alunos ja estudaram a identidade
fundamental cos?(z) + sen?(z) = 1 e sua relagdo com a circunferéncia 2% + y* = 1, com
essa atividade , que é resolvida com um pouco de manipulagao algébrica, ao alcance do
conhecimento dos alunos; esses conseguirdo mostrar também a identidade fundamental
da trigonometria hiperbélica cosh®(z) — senh®(z) = 1, e sua relagdo com a hipérbole de

2 —y? = 1.

Solucao da atividade (6.3):

Usando as definigdes cosh(z) = T o senh(z) = - , teremos:
T —z72 z __ ,—x]2
cosh?(z) — senh?(z) = g B L
2 2
B 6290 + 6—2x + Dete €2x + 6—2:(; — QeTe T B 6290 _ 6—250 + 6—2x _ e—2x + 4 B
B 4 4 B 4 B
4
= — = 1
4
senh(z)

Atividade 6.4 Sabendo que tanh(x) =

cosh(z)
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Prove que:

tanh(x) + tanh(y)
1. tanh = '
tan (JZ‘ + y) 1+ tanh(x) tanh<y)

2. Utilize o item anterior e desenvolva a férmula para tanh(x — y) e tanh(2z).

Solucao da atividade (6.4) item 1:

h
como tanh(z) = Senhgx)) e usando as identidades (5.17) e (5.19), logo:
cosn\x

senh(x + y) _ senh(z) cosh(y) + senh(x) cosh(y)
cosh(x +y)  cosh(zx) cosh(y) + senh(x) senh(y)

tanh(z + y) =

Entdo dividindo o numerador e o denominador desta fragao por cosh(z) cosh(y)

senh(z) cosh(y) + senh(x) cosh(y)  senh(x) cosh(y) N senh(z) cosh(y)
cosh(x) cosh(y) _ cosh(x) cosh(y) = cosh(z) cosh(y) _
cosh(x) cosh(y) + senh(x) senh(y)  cosh(x) cosh(y) N senh(z) senh(y)
cosh(z) cosh(y) cosh(z) cosh(y) =~ cosh(z) cosh(y)
senh(z) N senh(y)
cosh(z) = cosh(y) _ tanh(x) + tanh(y)
cosh(x) cosh(y) N senh(z)senh(y) 1+ tanh(z)tanh(y)
cosh(x) cosh(y)  cosh(z) cosh(y)

Nesta atividade, o objetivo € relacionar os valores dos senos, cossenos e tangentes
através das principais identidades trigonométricas hiperbdlicas; essa atividade é muito se-
melhante com as que os alunos ja fazem com as identidades trigopnométricas circulares.

Visa além de mostrar essas relacées, melhorar a manipulagcao algébrica dessas funcgdes.
Solucao da atividade (6.4) item 2:

Solugdo andloga para tanh(z — y) e encontraremos a identidade:

B tanh(x) — tanh(y)
tanh(z —y) = 7— tanh(z) tanh(y)

Para a resolver tanh(2z) usaremos a solugédo do item 1, tanh(2x) = tanh(x + z), ou

seja:
tanh(z) 4+ tanh(z)  2tanh(x)

— tanh = -
tanh(2z) = tanh(z + 7) = 5 + tanh(z) tanh(z) 1+ tanh’(z)

Atividade 6.5 Sabendo que:

1. Se senh(x) = /3, determine cosh(z) e tanh(z).

2. Setanh(x) = 0, 8, determine cosh(x) e senh(z).
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A finalidade desta atividade é aplicar corretamente os conhecimentos e mostrar que
uma vez conhecido o valor de uma das seis fungdes trigonométricas, senh(z), cosh(z),
tanh(z), sech(x), cossech(x) e cotanh(x), conseguimos determinar o valor de todas as
outras fungoées. E também estudar seus dominio e suas restricdes, como ja é feito com as

fungdes circulares.
Solucgao da atividade (6.5) item 1:
Usaremos a identidade (5.12):
Substituindo o valor de senh(z) = /3 em cosh?(z) — senh?(z) = 1, temos:
cosh?(z) — (v/3)? =1 = cosh?(z) =3 =1= cosh*(z) =1+3
cosh?(z) = 4 = cosh(z) = V4
Portando cosh(z) = 2.

Solucao da atividade (6.5) item 2:

h
Usaremos a definigao tanh(z) = senh(z) e identidade (5.12):
cosh(x)
senh(z) -
tanh(z) = ———= = 0,8 = senh(z) = 0, 8 cosh(x), substituindo em (5.12), temos:
cosh(x)

cosh?(x) — (0,8 cosh(z))? = 1
cosh?(x) — 0,64 cosh(z)? = 1

0,36 cosh®(z) = 1

1
h(z) = ——
cosh®(x) 0.36
100 100 10
h(z) = — h(z) =1/ — h(z) = —
cosh”(z) a5 7 08 (z) =1/ a5 7 08 (x) 5

5
Portanto cosh(z) = 3

Para determinar o valor de senh(z), substituiremos o valor de cosh(z) encontrado em
senh(z) = 0,8 cosh(x):
4

senh(z) =0, 8.2 = senh(z) = 3



Capitulo 7

Conclusao

Tendo em vista os aspectos observados, entende-se que é perfeitamente possivel a
inclusao do estudo de fungdes hiperbdlicas no Ensino Médio, uma vez que todos os conhe-
cimentos necessarios para essa insercao ja sdo dominados pelos alunos, pois compdem
o curriculo minimo de Matematica. Verificou-se que as fun¢des hiperbdlicas sdo analogos
as fungdes trigonométricas circulares . Mostramos também como podem ser derivadas de
combinagdes simples de fun¢des exponenciais. Esta profunda relagao com fung¢des fami-
liares, permitiu-nos descobrir muitas propriedades que ilustraram, centrando-se em duas

das principais fun¢des hiperbdlicas que sdo o seno hiperbdlico e cosseno hiperbdlico.

Nés discutimos o desenvolvimento, as propriedades e identidades trigonométricas das
funcgdes hiperbdlicas, incluindo as contribuigdes de Vincenzo Riccati, Jacob e Johann Ber-
noilli, Johann Heinrich Lambert, entre outros. Gracas ao trabalho feito por esses matemati-
cos, somos capazes de usar fungdes hiperbdlicas em cada disciplina cientifica. Mostramos
também algumas aplicag6es para seu uso, como as catenarias, utilizadas em linhas de ali-
mentagao elétrica; e a tangente hiperbdlica, que é usada para calcular a velocidade das
ondas do mar. No entanto, existem muito mais, incluindo varias aplicagdes no campo da

Fisica e em outras ciéncias.

Uma outra contribuicdo dessa proposta aqui sugerida , como diz a Lei de Diretrizes
e Bases da Educacao Nacional. Seria a preparacéao para o prosseguimento dos estudos
dos alunos, uma vez que funcdes hiperbdlicas sao vistas pela primeira vez nas aulas de
Célculo, gerando muitas duvidas e dificuldades. A continuagdo do desenvolvimento da

capacidade de aprender e a compreensao do mundo fisico, social e cultural e 0 3° ano do
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ensino médio € a consolidagao deste aprofundamento.

Portanto, com este trabalho propromos inserir nocées sobre Funcdes Hiperbdlicas na
matriz curricular do Ensino Médio, apresentando atividades e objetivos para essa insergao

com o auxilio de softwares matematicos livres, encontrados facilmente nas escola
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