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RESUMO

Ensinar a matematica de forma a contextualizar e aplicar os conceitos para aqueles que tem
esta disciplina como alvo tem se tornado cada vez mais desafiador em meio a uma sociedade
com um vasto aparado tecnoldgico. Diversos pesquisadores se dedicam a buscar métodos
alternativos de apresentar esses contetidos aos seus aprendizes. Visando este fim, esse trabalho
apresenta abordagens metodoldgicas na realizagdo do estudo das fungdes trigonométricas e
funcdes hiperbdlicas. Estes tipos de funcdes, apresentam muitas aplicacdes em varios campos da
ciéncia. Temas como estes sdo a priori abordados em cursos de ensino médio, e cursos de ensino
superior, que tenham a matemdatica como base. Aqui € feito um estudo tedrico destes dois tipos
de func¢des baseando-se em ferramentas metodoldgicas alternativas para o seu aprendizado. Entre
estas ferramentas, podemos citar softwares, aplicativos para celulares e tablets e linguagens de
programacdo. As ideias dispostas neste trabalho podem ajudar os interessados no tema a buscar
um aprendizado mais eficaz, por meio de recursos tecnoldgicos utilizados de forma ampla, pelos

segmentos de pesquisa cientifica e meios sociais.

Palavras-chave: Func¢des Trigonométricas; Funcdes Hiperbdlicas; Ensino; Tecnologia



ABSTRACT

Teaching mathematics in a way to contextualize and apply the concepts to those who have
this discipline as a target has become increasingly challenging in the midst of a society with a
vast technological prowess. Several researchers are dedicated to seeking alternative methods to
present these contents to their apprentices. Aiming at this end, this work presents methodological
approaches in carrying out the study of trigonometric functions and hyperbolic functions. These
types of functions have many applications in various fields of science. Topics like these are a
priori addressed in high school courses, and higher education courses, which have mathematics
as a basis. Here, a theoretical study of these two types of functions is made based on alternative
methodological tools for their learning. Among these tools, we can mention software, mobile
and tablet applications and programming languages. The ideas presented in this work can help
those interested in the subject to seek a more effective learning, through technological resources

widely used by the segments of scientific research and social media.

Keywords: Trigonometry; Hyperbolic Functions; Teaching; Technology.
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1 INTRODUCAO

A matemadtica € uma ciéncia presente na humanidade desde os primérdios. Varios
povos utilizam principios matematicos que levaram a grandes descobertas cientificas. Em nossa
sociedade os mais variados recursos tecnoldgicos foram atingidos, gracas a procedimentos
essencialmente matematicos. Exemplo disso sdo, as comunicac¢des sem fio, tratamento de sinais,
tratamento de imagens, avancos na medicina, previsdes estatisticas dentre outros. Podemos
destacar, que entre os mais variados assuntos tratados dentro da matemadtica, as fungdes tem um
papel de destaque pois € um topico base para toda teoria matemaética.

A funcgdo € base para construir o pensamento matematico e estd presente em diversas
areas da matemdtica. Por exemplo no cdlculo diferencial, as fun¢gdes sdo base para o estudo
de limites, derivadas e integrais. Na fisica as funcdes sao utilizadas para descrever trajetorias
de particulas e corpos, que € apenas uma, das muitas aplicagdes que existe na fisica. Para o
estudo da matemadtica discreta, usamos as funcdes para realizar contagens, até mesmo a propria
construcao dos nimeros reais passam por conceitos de funcio, exemplo disto sdo os axiomas de
Peano.

Diante deste contexto, este trabalho tem por fim, o objetivo de apresentar abordagens
de técnicas metodoldgicas que busquem trazer meios de estudar as fungdes trigonométricas e
fungdes hiperbélicas. E proposto aqui o uso de ferramentas e recursos metodoldgicos como
midias tecnoldgicas que sdo essenciais no desenvolvimento e amadurecimento na solucao de
problemas técnicos. A compreensdo e aplicagdo de resultados que foram desenvolvidos é
base para a atuacdo de qualquer profissional. Segundo BRASIL (2017) deve-se, compreender,
utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicagdo de forma critica, significativa,
reflexiva e ética nas diversas préticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar
e disseminar informacdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo
e autoria na vida pessoal e coletiva.

O uso das tecnologias no Brasil, teve inicio no municipio de Sdo Carlos - SP, no
ano de 1971, com um semindrio que discutia o ensino da fisica com o auxilio do computador.
Esse semindrio foi realizado na Universidade Federal de Sdo Carlos, e foi ministrado por um
especialista da Universidade de Dartmouth (EUA). Nessa época, as universidade j4 comecavam a
ver uma grande parceria entre tecnologias e ensino de ciéncias com bons olhos, notando o quao
importante seria. Segundo BORBA, PENTEADO (2007), a nivel nacional, uma das primeiras

acOes governamentais para o incentivo do uso das tecnologias nas escolas brasileiras, ocorreu
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no ano de 1981, com a realizacdo do 1° semindrio nacional de informética, realizado pela UnB
(Universidade de Brasilia). A partir dai, comecam a surgir programas como o Educom, Formar e
Proninfe, que s@o programas do governo de incentivo ao uso das tecnologias na educacao.

A se tratar da matemdtica, COSTA (2012), diz que, a hoje, uma grande variedade
de recursos tecnoldgicos que podem colaborar com o desenvolvimento das capacidades, dos
conhecimentos e das competéncias matematicas, muitas das quais, disponiveis online. Porém,
mesmo sabendo que o uso das tecnologias pode contribuir de forma positiva no ensino da
matemdtica, CARNEIRO e PASSOS (2014), ressaltam que o docente precisa ter claro, seu
objetivo, e ter conhecimentos profundos e técnicos a respeito do software que ele estard usando
em sua aula, planeje com muita cautela as atividades a serem desenvolvidas e tente prever as
dificuldades que os alunos possam ter no decorrer do uso do mesmo.

E importante frisar também, que o mundo atual exige do professor novas formas de
planejar suas aulas, afinal, somente o modelo de aulas tradicionais/bésicas, ndo sao suficientes
para chamar atencdo dos alunos para estudar e compreender os contetidos matemadticos presente
nos livros didéticos. E preciso ter algo a mais, algo mais atraente aos olhos dos alunos, algo que
eles possam manipular para verificar ou testar os resultados tedricos que os livros expde. Segundo
Valente (1998), o ensino tradicional de matemaética ndo tem produzido resultados satisfatérios e
isso acarreta diversos problemas, como por exemplo a evasao escolar, pavor da disciplina dentre
outros. Esses fatores devem fazer com que o professor de hoje venha a pensar novos métodos e
recursos para ensinar a matematica de uma maneira mais dindmica e atraente.

Diante desse contexto, essa pesquisa surge como mais uma opcao, para professores
(tanto da educagdo bésica quanto superior) que necessitem de ideias inovadoras para o ensino de
fungdes trigonométricas e hiperbdlicas, usando dois softwares para computadores, celulares e

tablets e uma linguagem de programacao (Python).
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, € apresentada toda a parte tedrica baseada em bibliografias estudadas,
que servirdo para o desenvolver deste estudo, e para um melhor entendimento na leitura, para
que fiquem bem entendidas todas as conclusdes que aparecerdao no decorrer dos demais capitulos

deste estudo.

2.1 Funcgoes Trigonométricas

Antes de iniciar as definicdes das funcdes trigonométricas, € importante que sejam
apresentadas as relagdes trigonométricas no tridngulo retangulo, pois a partir delas que sera

possivel entender as defini¢des das fungdes trigonométricas que serdo apresentadas adiante.
2.1.1 Relagoes Trigonométricas no Tridngulo Retdngulo

Definicdo 1. Considere um triangulo ABC onde o dngulo A = 90°. A partir dele, sdo definidos
o0s conceitos de seno, cosseno, tangente, cossecante, secante e cotangente dos demais dngulos
BeC que sdo agudos, sendo os lados b e ¢ denominados de catetos e o lado a hipotenusa, como
mostra a Figura 1. Sendo o0 um dos dngulos agudos do triangulo ABC, definimos:

Figura 1 — Triangulo Retangulo
B

>

B

AE

Fonte: Autor (2020)

oY
V
Q
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Catet 1 o 1

* Seno(a) = areto oposo 4 7. * Cossecante(0t) = ——.
Hipotenusa Seno(a)
Cateto adjacente a o 1

* Cosseno(Q) = _ J : * Secante(@) = ————.

Hipotenusa Cosseno()
Catet, foa 1
» Tangente(o) = ateto opoito 4 * Cotangente(o) =

 Cateto adjacente a o’ Tangente(@)

Assim, se for tomado o 4ngulo C, no tridngulo da Figura 1 como exemplo, tem-se:

* Seno(C) = < * Cossecante(C) = a2
a c
A b A
* Cosseno(C) = —. * Secante(C) = 5
a
A C A b
* Tangente(C) = 5 * Cotangente(C) = —.
c

Dessa forma, serdo definidas as fungdes trigonométricas, ou seja, as funcodes seno,
cosseno, tangente, cossecante, secante e cotangente. Serdo construidos os graficos de cada uma
destas fun¢des e definidas algumas de suas propriedades importantes para seu estudo.

Para todas as definicdes a seguir, tome sobre um plano um sistema cartesiano
ortogonal uOv e considere uma circunferéncia A de centro O e raio r = 1 onde 0 comprimento

de A éigual a 2.
2.1.2 Fungdo Seno

Considere o ciclo trigonométrico e o ponto P, imagem de um arco de comprimento

Definicao 2. Define-se a funcdo seno (simbolicamente designada por sen) de um arco x como

f R — R que associa a cada x a ordenada do ponto P.

f(x) = sen(x) =v,.
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Figura 2 — Defini¢do funcdo seno
v

Fonte: Adaptado do livro elementos da matemadtica vol. 5 (2018)

Pode-se entdo, listar algumas propriedades importantes da funcdo f(x) = sen(x).

1. A func¢do seno € uma funcao periddica de periodo 27, pois a0 tomar um x maior que
27 ou menor que 0 tem-se que o ponto P coincidird com algum P entre 0 e 27, ou seja,
sen(x) = sen(x+ 2km) para k € Z e para todo x € R;

2. O dominio da funcéo f(x) = sen(x) é o conjunto dos nimeros reais. Representa-se
D(f) =R;

3. Como o ciclo trigonométrico possui raio r = 1, tem-se que a imagem da funcdo seno
estd no intervalo fechado [—1,1], ou seja, —1 < sen(x) < | para qualquer arco x real.
Representa-se Im(f) = [—1,1];

4. Como foi visto na definicdo da funcdo seno e na Figura 2, a func@o seno associa cada
arco x a ordenada do ponto P sobre a circunferéncia trigonométrica, como a representacao
das ordenadas formam o eixo v no plano cartesiano, podemos notar que sen(x) > 0 se
2km < x < w4 2km (1° e 2° quadrantes) e sen(x) < 0 se T+ 2kw < x < 27 + 2km (3° e 4°
quadrante)(ver Figura 3);

5. Observando a Figura 4 pode-se notar que a fungdo f(x) = sen(x) é crescente quando
—g +2km < x < g + 2km, k € Z e é decrescente quando g +2kr < x < 3771- + 2k,
ke Z.

Seguindo a defini¢do 2 e as propriedades, consegue-se entender a construcao grafica

da fungdo f(x) = sen(x) que segue a forma apresentada na Figura 4.
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Figura 3 — Quadrantes e eixos das ordenadas e abcissas

v AT
2 Parte positiva do eixo das ordenadas

2° quadrante 1° quadrante

3° quadrante 4° quadrante

Parte positiva do eixo das abcissas

Parte negativa no eixo das abcissas

%T Parte negativa do eixo das ordenadas
Fonte: Autor (2020)
Figura 4 — Gréfico da fun¢do seno
Y
3
2
1
~2m -3m/2 = -m/2 w2 b 3m/2 2m T

-2

Fonte: Autor (2020)

Além disso, pode-se analisar a paridade da func¢do seno observando o mesmo angulo
positivo e negativo em cada quadrante. Para isto basta lembrar que um angulo x (positivo) é
construido no sentido anti-horario no ciclo. O angulo —x (negativo) é construido no sentido
horério no ciclo, como mostra a Figura 5.

Com isso, € facil notar que:

Se x € 1° quadrante = —x € 4° quadrante = sen(x) = —sen(—x).

(x)
Se x € 2° quadrante = —x € 3° quadrante = sen(x)
(x) x).

Se x € 3° quadrante = —x € 2° quadrante = sen(x) = —sen

(—x)
—sen(—x).
(=x)
Se x € 4° quadrante = —x € 1° quadrante = sen(x) = —sen(—x).

Dai consegue-se perceber que, independente do arco (do 1° ao 4° quadrante), tem-se
que sen(x) = —sen(—x), fazendo perceber que sendo f(x) = sen(x) entdo f(x) = —f(—x), ou

seja, a fungdo f(x) = sen(x) é uma funcdo impar.

Para analisar a injetividade e sobrejetividade da fun¢do seno, como ela esta definida
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Figura 5 — Arco no ciclo trigonométrico
Ol |

Fonte: Autor (2020)

na forma f : R — R, j4 pode-se concluir que nio serd sobrejetiva, pois, como a imagem da
funcdo é Im(f) = [—1, 1], tem-se contradominio diferente da imagem.

Por outro lado, esta fun¢do ndo serd injetiva, pois ao tomar, por exemplo x; =0 e
xp = 7, tem-se que sen(0) = 0 e sen(m) = 0 fazendo dois elementos distintos do dominio da
funcdo estarem associados a mesma imagem. Conclui-se entdo, portanto, que a fun¢do seno nao

¢ uma funcao bijetiva.
2.1.3 Fungao Cosseno

Considere o ciclo trigonométrico e o ponto P, imagem de um arco de comprimento

Definicao 3. Define-se a funcdo cosseno (simbolicamente designada por cos) de um arco x como

f R — R que associa a cada x a abscissa do ponto P, como segue.

f(x) = cos(x) = u,.
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Figura 6 — Defini¢ao funcao cosseno

v

[oF P,

S
S

Fonte: Adaptado do livro elementos da matematica vol. 5 (2018)

Pode-se entdo, listar algumas propriedades importantes da fungdo f(x) = cos(x).

1. A funcgdo cosseno € uma funcao periddica de periodo 27, pois a0 tomar um x maior que
27 ou menor que 0 tem-se que o ponto P coincidird com algum P entre 0 e 27, ou seja,
cos(x) = cos(x+2km) para k € Z e para todo x € R.

2. O dominio da funcdo f(x) = cos(x) é o conjunto dos nimeros reais. Representa-se
D(f) =R;

3. Como o ciclo trigonométrico possui raio r = 1, tem-se que a imagem da funcao cosseno
estd no intervalo fechado [—1,1], ou seja, —1 < cos(x) < | para qualquer arco x real.
Representa-se Im(f) = [—1,1];

4. Como foi visto na defini¢do da funcdo cosseno e na Figura 6, ela associa cada arco x
a abscissa do ponto P sobre a circunferéncia trigonométrica, como a representacao das
abscissas formam o eixo u no plano cartesiano, pode-se notar que cos(x) > 0 se e somente
se —g +2kw <x < g + 2k (1° e 4° quadrantes) e cos(x) < 0 se g—i—an <x< 377[ +2km
(2° e 3° quadrantes)(ver figura 3);

5. Observando a Figura 7 pode-se notar que a fungdo f(x) = cos(x) é crescente quando
T+2kw <x <2mw—+2km, k € Z e é decrescente quando 2km < x < w4+ 2km, k € 7.

Seguindo a defini¢do 3 e as propriedades anteriores, consegue-se entender a constru-
¢do grafica da funcdo f(x) = cos(x) que segue a forma apresentada na Figura 7.
Analisando a paridade da fungdo f(x) = cos(x), levando em consideraco a Figura
5, tem-se:
* Se x € 1° quadrante = —x € 4° quadrante = cos(x) = cos(—x).

* Se x € 2° quadrante = —x € 3° quadrante = cos(x) = cos(—x).
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Figura 7 — Gréfico da fun¢do cosseno
y

3

N DN

-2

Fonte: Autor (2020)

* Se x € 3° quadrante = —x € 2° quadrante = cos(x) = cos(—x).
* Se x € 4° quadrante = —x € 1° quadrante = cos(x) = cos(—x).

Assim, consegue-se notar que independente do arco (do 1° ao 4° quadrante) tem-se
que cos(x) = cos(—x). Considerando que estd sendo analisada a fungdo f(x) = cos(x), entdo
pode-se concluir que f(x) = f(—x). Dessa forma, tem-se que a fung¢do f(x) = cos(x) é uma
fungdo par.

Quanto a injetividade e sobrejetividade, como a fungio f(x) = cos(x) possui mesmo
dominio e imagem da fun¢do f(x) = sen(x), pode-se considerar a mesma anélise ja feita para a

fungdo f(x) = sen(x).
2.1.4 Funcao Tangente

Considere um eixo ¢, com origem em A e paralelo ao eixo v. Esse eixo é conhecido
como eixo das tangentes. O ponto P ¢ imagem do arco x sobre a circunferéncia trigonométrica.

A reta OP intercepta o €ixo t em um ponto de posi¢do 7, conforme a Figura 8.

Definicao 4. A funcdo tangente (simbolicamente designada por tg) é definida como f : R —
T
_{5 +2kn} — R que associa a cada x a posigdo t, sobre o eixo das tangentes, da seguinte

maneira.

fx) =tg(x) =1p.

Pode-se entdo, listar algumas propriedades importantes da fungio f(x) = rg(x).
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Figura 8 — Defini¢do funcdo tangente
t

ty

o Au

Fonte: Adaptado do livro elementos da matemadtica vol. 5 (2018)

. A funcdo tangente € uma func¢do peridédica de periodo 7, como pode-se ver na Figura 9
seus valores se repetem sempre entre duas assintotas verticais consecutivas;

. O dominio da fungé@o f(x) = rg(x) é o conjunto dos nimeros reais diferentes dos arcos da
forma 5 + km, k € Z. Representa-se D(f) =R — (% —|—k7r), keR;

. A imagem da fungdo f(x) = rg(x) é o conjunto Im(f) = R. Dessa forma, tomando
qualquer y real, sempre existe um x real de modo que 7g(x) = y;

. A fungdo f(x) =1rg(x) > 0 se, e somente se, 2km < x < & +2km, k € Z ou w+2kxw <
<x< 3L +2km, k € Z. f(x)=tg(x) <0 seesomente se L +2km <x < T+2km, k€ Z
ou 37”+2k7t<x<2k71',k€Z;

. Observando a Figura 9 pode-se concluir que a fung¢do f(x) = rg(x) é crescente apenas
quando o dominio da fun¢do € um intervalo real entre duas assintotas consecutivas. Por
exemplo, a fungdo 1 : (5, 37”) — R, dada por f(x) = rg(x) é estritamente crescente. Por
outro lado, se tomar um dominio que nao esteja totalmente contido entre duas assintotas
consecutivas nio terd uma fung¢do crescente. Por exemplo, se tomar a fungdo g : (— z, 37”) —
—7% — R, dada por g(x) = tg(x), note que teria-se, por exemplo, % > % porém —1 =

=g (%) <g (%) = 1, fazendo com que essa func¢do ndo seja crescente.



24

Figura 9 — Grifico da funcdo tangente
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Fonte: Autor (2020).

Para analisar a paridade da fung@o f(x) = rg(x), basta lembrar que 7g(x) = sen(x)

cos(x)’
x # % +2km. Dai, tem-se:

_sen(—x) _ —sen(x) _ sen(x)

~ cos(—x) - cos(x) - cos(x) = —tg(x)

tg(—x)

Dessa forma, tem-se:

tg(—x) = —18(x) = 1g(x) = —1g(—x) = f(x) = —f(—x).

Mostrando assim, que a fun¢do f(x) = rg(x) é impar.

Para analisar a injetividade e sobrejetividade da fungdo f(x) =g(x) considerando
que esta é definida como f: R — {g +2km} — R, pode-se perceber que f(x) =tg(x) é sobrejetiva,
pois como Im(f) = R, temos contradominio igual a imagem. Por outro lado, considerando que
se tomar, por exemplo x; =0 e x, = w tem-se f(0) =0e f(7) = 0, ou seja, elementos diferentes
do dominio gerando o mesmo elemento na imagem, assim f(x) = tg(x) ndo é injetiva. Dessa

forma, pode-se concluir também que esta fun¢do ndo € bijetiva.
2.1.5 Funcao Cotangente

Considere um eixo ¢, com origem no ponto B, paralelo ao eixo u e tangente ao ciclo

trigonométrico, conforme a Figura 10. Esse eixo é conhecido como eixo das cotangentes. O
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ponto P € imagem do arco x sobre a circunferéncia trigonométrica. A reta OP intercepta o €ixo ¢

em um ponto de posi¢do c.

Definicao 5. A funcdo cotangente (simbolicamente designada por cotg) é definida como

f:R—{kn} — R que associa a cada x a posi¢do c,, sobre o eixo das cotangentes.

f(x) =cotg(x) = c,.

Figura 10 — Defini¢do fun¢do cotangente

v

Fonte: Adapado do livro elementos da matemadtica vol. 5 (2018)

Pode-se entdo, listar algumas propriedades importantes da fungdo f(x) = corg(x).

1. A fun¢do cotangente é uma funcio periddica de periodo 7, como pode-se ver na Figura 11
seus valores se repetem sempre entre duas assintotas verticais consecutivas;

2. O dominio da fun¢do f(x) = corg(x) é o conjunto dos niimeros reais diferentes dos arcos
da forma km, k € Z. representa-se D(f) =R — {kn}, k € R;

3. A imagem da fungdo f(x) = corg(x) é o conjunto Im(f) = R. Dessa forma, tomando
qualquer y real, sempre existe um x real de modo que corg(x) = y;

4. A fungdo f(x) = corg(x) > 0 se e somente se 2k7w < x < § 4 2krm, k € Z ou m+ 2kmw <
<x< 3L +2km, k€ Z. f(x) =tg(x) <0 seesomente se £ +2km <x < T+2km, k€ Z
ou 3 +2km < x < 2km, k € Z;

5. Observando a Figura 11 pode-se concluir que a fungdo f(x) = cotg(x) é decrescente apenas
quando o dominio da fun¢do € um intervalo real entre duas assintotas consecutivas. Por

exemplo, a fungdo f: (5, 37”) — R, dada por f(x) = rg(x) é estritamente decrescente. Por
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outro lado, se tomar um dominio que ndo esteja totalmente contido entre duas assintotas

consecutivas nao terd uma fungdo decrescente.

Figura 11 — Gréfico da funcdo cotangente

4

3

Fonte: Autor (2020).-

Para analisar a paridade da funcdo f(x) = corg(x) basta lembrar que foi definido no

inicio desta unidade que corg(x) = @. Dai:

O8N = D T e el W)

Ficando assim com:
cotg(—x) = —cotg(x) = cotg(x) = —cotg(—x)

Assim, tem-se cotg(x) = —cotg(—x) tornando assim f(x) = —f(—x), mostrando
que a fungdo f(x) = corg(x) é impar.

Para analisar a injetividade e sobrejetividade da fungdo f(x) = corg(x) considerando
que esta é definida como f : R — {kn} — R, pode-se perceber que f(x) = cotg(x) é sobrejetiva,
pois como Im(f) = R, tem-se contradominio igual a imagem. Por outro lado, considerando
que se tomar, por exemplo, x| =% e x; = 37” tem-se f(5)=0e f (37”) = 0, ou seja, elementos
diferentes do dominio gerando o mesmo elemento na imagem, fazendo assim f(x) = corg(x)

ndo ser injetiva. Dessa forma, pode-se concluir também que esta fung¢do nao € bijetiva.
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2.1.6 Funcgao Secante

O ponto P € imagem de um arco x sobre a circunferéncia trigonométrica. A reta s é
tangente ao ciclo trigonométrico em P. Seja s, a posi¢ao do ponto que € interse¢ao da reta s com

0 €eixo u.

Definicdo 6. A funcdo secante (simbolicamente designada por sec) é definida como f : R —

T . . .
—{5 +kn} — R que associa a cada x a posigdo s, sobre o eixo u.

f(x) =sec(x) =s,.

Figura 12 — Definicdo da func¢do secante

v

Fonte: Adaptado do livro elementos da matemadtica vol. 5 (2018)

Pode-se entdo, listar algumas propriedades importantes da funcdo f(x) = sec(x).

1. A funcdo secante é uma fun¢do periddica de periodo 27, como pode-se ver na Figura 13;

2. O dominio da fungdo f(x) = sec(x) é o conjunto dos nimeros reais diferentes dos arcos
da forma 7 +kx, k € Z. representa-se D(f) = R—{% +kn}, ke R;

3. A imagem da funcdo f(x) = sec(x) é o conjunto Im(f) =R — (—1,1) , como pode ser
observado na Figura 13;

4. A fungdo f(x) = sec(x) > 0 se, e somente se, —5 +2kn <x < Z +2km, k€ Z. f(x) =
= sec(x) < 0 se e somente se % +2kw <x < 37” +2krm, ke Z;

5. Observando a Figura 13 pode-se concluir que a fung¢do f(x) = sec(x) é crescente se e

somente se 2k < x < w+2km e é decrescente se € somente se T+ 2k < x < 27w+ 2k,
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Figura 13 — Grafico da funcdo secante

Fonte: Autor (2020)

Para analisar a paridade da func@o f(x) = sec(x) basta lembrar que foi definido no

inicio desta unidade que sec(x) = — Sl(x . Dat:

N

1
sec(—x) = cos(—x) = 6 = sec(x).

Ficando assim com:

sec(—x) = sec(x).

Assim, entende-se sec(x) = sec(—x) tornando assim f(x) = f(—x), mostrando que
a fungdo f(x) = sec(x) é par.

Quanto a injetividade e sobrejetividade, note que, como o contradominio é o conjunto
R e a imagem é o conjunto R—] — 1,1, tem-se que esta fung¢@o néo é sobrejetiva, pois tais
conjuntos sdo disjuntos. Por outro lado, se tomar x; = 0 e x, = 27, suas imagens serdo f(0) =
sec(0) =1e f(2m) = sec(2m) = 1, ou seja, dois elementos disjuntos do dominio estdo gerando o
mesmo elemento na imagem, o que nao faz dessa funcao injetiva. Sendo assim, pode-se concluir

também que a funcdo f(x) = sec(x) ndo é bijetiva.
2.1.7 Fungao Cossecante

O ponto P € imagem de um arco x sobre a circunferéncia trigonométrica. A reta r é
tangente ao ciclo trigonométrico em P. Seja rj, a posi¢do do ponto que € interse¢io da reta r com

0 €eixo v.
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Definicdo 7. A fungdo cossecante (simbolizada por cossec)) é definida como f:R —{kn} — R,
k € R, que associa a cada x a posi¢do r), sobre o eixo v, conforme a Figura 14. Assim, pode-se

afirmar que:

f(x) = cossec(x) =rp.

Figura 14 — Definicdo da funcio cossecante

v

Tp

Fonte: Adaptado do livro elementos da matemadtica vol. 5 (2018)

Pode-se entdo, listar algumas propriedades importantes da fungdo f(x) = cossec(x).
1. A funcdo secante é uma fun¢do periddica de periodo 27, como pode-se ver na Figura 15;
2. O dominio da fung@o f(x) = cossec(x) é o conjunto dos nimeros reais diferentes dos arcos
da forma k7, k € Z. representa-se D(f) = R —kx, k € R;
3. A imagem da funcdo f(x) = cossec(x) é o conjunto Im(f) =R —(—1,1) , como pode ser
observado na Figura 15;
4. A fungdo f(x) = cossec(x) > 0 se e somente se 2k7w < x < w+2km, k € Z. f(x) =
= cossec(x) < 0 se e somente se T+ 2km < x < 27w+ 2k, k € Z;
5. Observando a Figura 15 pode-se concluir que a fungdo f(x) = cossec(x) é crescente se e
somente se 5 + 2k < x < 27” + 2km e é decrescente se e somente se —75 + 2k < x <

< 5 +2knm.
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Figura 15 — Grafico da funcdo cossecante
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Fonte: Autor (2020)

Para analisar a paridade da func¢dof(x) = cossec(x) basta lembrar que foi definido

no inicio desta unidade que cossec(x) = — nl(x). Dai:
(—x) 1 1 1
cossec(—x) = = =— :
sen(—x)  —sen(x) sen(x) = —cossec(x)

Ficando assim com:

cossec(—x) = —cossec(x) = cossec(x) = —cossec(—x).

Assim, entende-se cossec(x) = —cossec(—x) tornando assim f(x) = — f(—x), mos-
trando que a fungdo f(x) = cossec(x) é impar.

Quanto a injetividade e sobrejetividade, como a fungdo f(x) = cossec(x) é periddica
e possui contradominio e imagem igual ao da funco sec(x) ja discutida acima, podemos usar a
mesma andlise ja feita para concluir que esta funcdo ndo € injetiva nem sobrejetiva, com 1SS0 ndo

sendo bijetiva.

2.2 Funcgoes Hiperbdlicas

As fungdes hiperbolicas sdo similares as trigonométricas. Esta similaridade se mostra
no fato de que, da mesma forma que na trigonometria hd a existéncia das func¢des seno e cosseno
como principais, temos na hipérbole o seno e cosseno hiperbdlicos. A seguir € feita a defini¢do

geométrica de seno e cosseno hiperbdlicos.
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Definicdo 8. Considere a hipérbole equildtera x> — ﬁ =1, com x > 1. De acordo com a Figura

16, o seno hiperbdlico é definido como sen(0) = 55 e o cosseno hiperbdlico é defino como

OL
cos(0) = 55 Além disso, a tangente hiperbdlica é definida como tg(0) =

SIN

Figura 16 — Angulo hiperbélico 6.

Y

)
0] S L x

Fonte: Autor (2020).

Como OS = 1, pois S = (1,0) é o ponto onde a hipérbole corta o eixo X. Tem-se sen(6) = LA e
cos(0) = OL.

2.2.1 Funcgao Seno hiperbolico

Definicao 9. A funcdo seno hiperbdlica (representada simbolicamente por senh) de um arco x é

definida por

X _ ,—X

. e
Na fung¢ao senh(x) = tem-se:
1. Dominio e imagem s@o o conjunto de todos os nimeros reais;
2. A fungido senh(x) é impar, pois note que:

P S P ef—e

senh(—x) = 5 == =75 = —senh(x).
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3. E injetiva, ou seja, dados x; e x, do dominio de f e supondo que f (x1) = f(x2) tem-se que

x1 = x». De fato:

el —e ™ g2 —e ™2
fx1)=f(x2)= 5 = > Sel—e M=M=l e =24 =

1 1 Mt et 4]
el —=e24+ — = = )
ex2 eX1 ex2 eXl

Como € verdade que "2 + 1 = 21 4 1, entdo pela igualdade de fragdes tem-se que:

e? =evl.
Logo, pela igualdade de poténcias de mesma base:
x| =x3.

4. E sobrejetiva, ou seja dado y € R existe sempre um x € R tal que senh(x) = y. Note que:

& — e X 1 2x_1
¢ :y<:>ex—e*x:2y<:>ex——:2y<:>e =2y

hix) =y &
senh(x) =y 5 = s

s —1=2" < ()2 —2ye°— 1 =0.

Resolvendo esta ultima equagao na variavel ¢*, obtém-se:

g VAP 41 ()
2 )

s 2EVAG D)
2 )

e =y+t\y2+1.

Dai, note que a solug¢do ¢' = y — \/y%+ 1 niio convém, pois e* é sempre positivo para
qualquer x real mas y — 1/y2+ 1 é sempre negativo para qualquer y real pelo fato de
y < v/y?+ 1. Assim, a solugio para a equacio (e¥)> —2ye* — 1 = 0 na varidvel e* é
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" =y++/y*+1, pelo fato de y + \/y%+ 1 ser sempre positivo para qualquer y real.
Dessa forma, tem-se que x = [n(y + +/y> + 1). Além disso, como senh(x) =y < (¢*)> —

2ye* — 1 = 0 entdo € garantido também que existe um x para todo y de forma que a

igualdade seja verdadeira.
Dessa forma, tem-se que o senh(x) é sobrejetivo.

. Como a fung¢do senh(x) é injetiva e sobrejetiva, entdo é bijetiva;

. E crescente, ou seja dados x| e x» do dominio com x| < xp, tem-se que senh(x;) < senh(x>).

Note que:

X1 p— X1 A2 o X2
senh(x1) — senh(x;) = ee e )

2 2
2X] o 1 2X2 o 1
senh(x)) — senh(x;) = ¢ S ¢ YR

erl +xy &2 — (e2x2—|—x1 o exl)“

1
senh(xy) — senh(x;) = 5 { oX1+02

senh(xy) — senh(x;) = 3"

X1 +x7

Dai, como x| < x3, entdo 2x; +xp < 2xp + x1. Dessa forma, obtém-se:
ele +x2 < eZXQ+xl,

erH—xz o erz—i-xl <0.

Além disso, pelo mesmo fato de x| < x,, tem-se:
el < e,
el —e2 < 0.

Substituindo (I1) e (I1I) em (I) tem-se:

1 (€2x1+x2 _eZXQ+X1) _|_ (exl _ ex2)
E ' eX1+x2

senh(x1) — senh(x;) =

Assim:

1 |:(€2x1+x2 . eZ)CQ-Hq) + (exl _ eXZ) 1

<0.

(1)

(II1)
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senh(xy) — senh(xy) < 0= senh(x;) < senh(x).

Sendo assim a funcdo senh(x) € crescente em todo o seu dominio.
O grafico da funcdo seno hiperbdlico estd representado abaixo

Figura 17 — Gréfico da funcdo seno hiperbdlico

y
6

Fonte: Autor (2020)

2.2.2 Fungdo Cosseno Hiperbdlico

Definicao 10. A funcdo cosseno hiperbolico (representada simbolicamente por cosh) de um arco

X é definida por

X —X
Na fung¢@o cosh(x) = % tem-se:

1. Dominio € o conjunto dos nimeros reais, porém a imagem € o intervalo [1,+c);

2. A fungido cosh(x) é par, isto é cosh(—x) = cosh(x). Para verificar esta afirmacao faga:
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e ¥4 e (=) B R B e +e*

cosh(—x) = > =— 7 = cosh(x);
3. Nao é injetiva, pois se tomarmos por exemplo x| = T e x, = —7 tem-se cosh(m) =
cosh(—m) por cosh(x) ser par;
X —X

4. Nao ¢ sobrejetiva, pelo fato de ser sempre ndo negativo, ou seja, para todo y < 0

X —X

ndo existe x real tal que cosh(x) = sendo y = cosh(x);
5. Como a fungdo cosh(x) ndo € injetiva, entdo nao é bijetiva;
6. E crescente para os valores do domfnio que estdo no intervalo (0, +oo) e é decrescente

para os valores do dominio que estdo no intervalo [—oo,0).

Para verificar este fato, primeiro tome x1,x; € (0, 4o0), sendo x| < x; é necessdrio verificar

que cosh(xy) < cosh(x).

Assim,
. . 1 1
O<xi<xppy=lel<e?= —<— < 1.
ex2 exi
Dai:
el 4e™ 4™ ] 1 1
cosh(xy) — cosh(xy) = 5 — 5 =3 {e’” - e — —exz} =

:%-{(ex'—e”)—(e%—e%)}. (7)

Como tomamos 0 < x| < x e sabemos que e*! —¢*2 < 0, entdo:

&l — 2 1 1
ex1+XZ>1$ <l= >€x1—€x2$€xl—€x2<———$
exl—f—xz €X1+XQ ex2 el
i 11
(e —e?)— [——— ) <o (1)
exz exl

Substituindo o fato (II) na igualdade (1), tem-se:

cosh(x) — cosh(xy) < 0 < cosh(x1) < cosh(xy).
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Garantindo assim que a fungio y = cosh(x) é crescente para todos os valores x € (0, o).

Agora tome x1,x; € (—0,0), sendo x| < x, é necessdrio verificar que cosh(x;) > cosh(xy).

Assim,
. . 1 1
X<n<l=elc<e?’<l=2l<—<—.
ex2 et
Dai:
el M g4 ] 1 1
cosh(xy) — cosh(xy) = +2€ — —'—26 =5 {e"‘ + P e — 672} =

dee-GR o

Como tomamos x; < x < 0, e sabemos que ¢*! —¢*2 < 0, entdo:

1 P T
exl+x2>léw<€l—€2:>72—71<€1—€2:>
e e e

(" — ) — <$_e%> > 0. ()

Usando o fato (xx) na igualdade (*) tem-se:

cosh(xy) — cosh(xy) > 0= cosh(x;) > cosh(x2).

Garantindo assim, que a func¢do y = cosh(x) é decrescente para todo x € (—e,0).

O grafico da funcao cosseno hiperbdlico estd representado abaixo
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Figura 18 — Grafico da funcdo cosseno hiperbdlico

Fonte: Autor (2020)

2.2.3 Funcao Tangente Hiperbolico

Definicao 11. A funcdo tangente hiperbolico (representada simbolicamente por tgh) de um arco

X é definida por

X
Na fungdo rgh(x) = Teﬂ tem-se:
e“+e

1. Dominio € o conjunto dos nimeros reais;
2. Aimagem é o intervalo (—1,1). Para verificar esta afirmagéo, tome:
ef—e ef—et—ef—et 27

tgh(x) —1="—"" 1= - .
g (x) ex_|_e—x ex_|_e—x ex_|_e—x

Comoe* e e™* sdo ambos positivos, entdo —2e¢ ¥ < 0 e e¢* + e * > 0 tornando assim
—2e* )

—— < 0. Assim, tem-se:
e)C _I_ e*X

tgh(x)—1<0=1tgh(x) <1
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Além disso, tome:

e —e* e —e et te* 2e*
et e X eX4e X eX4e X

Pelo fato de e* e e serem ambos positivos, tem-se que 2¢* > 0e e* + e * > 0, tornando
2¢*

er4e X

> (. Dessa forma:

tgh(x)+1>0=1gh(x) > —1.

Como ocorre simultaneamente que 7gh(x) < 1 e rgh(x) > —1, entdo:

—1 <1gh(x) < 1.

1 1
Além disso, dado y € (—1,1) existe x = 3 In <)1i> tal que y = tgh(x). Com efeito,
-Y
e—e™ X —X X —X X X —X —x
y=tgh(x) < =y&se —e " =y'tye T -y =y et
eXt+e ¥

1 1
<:>ex-(l—y):ex-(y—l—l)<:>ezx-(l—y):y—|—l<:>ezx:)li<:>2x:ln()1iy) &
_y J—
1 1
Sx=—=-In y+l .
2 11—y

1
Comoy+1>0ey—1<0,entdo I —y > 0 tornando assim ii > (0, garantindo assim
-Y
a existéncia de x para qualquer y entre —1 e 1.
. A fung@o tgh(x) é impar, isto é rgh(—x) = —tgh(x), para verificar basta tomar:
e —e () et _(f—e ) et —e*

fgh(=x) = e te (N exter &fer  eter —1gh(x).

. E injetiva. Para verificar esta afirmacgao, tome x; e x, do dominio da fun¢ao de forma que

f(x1) = f(x2), é preciso mostrar que x| = xp. Daf:

exl — e_xl exz — e_xz

el eI 402

f(x1) = f(x2) = tgh(x)) = tgh(x2) =
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ﬁ ex1+x2 _exz—xl +ex1—x2 _e—xl—xz — eX1+X2 _exl—xz +ex2—x1 _e—xl—xz i

= @M1 L 1T - 2R L XLy DN DT oy NI - 2N

=X —Xp = X3 —X] = 2x] = 2xp = X] = X3.

5. Nao € sobrejetiva, pois se tomarmos por exemplo y = 2 ndo existe x do dominio tal que
tgh(x) = 2 pelo fato de a imagem desta fungdo ser o intervalo (—1,1);

6. Como a fungdo rgh(x) ndo é sobrejetiva, entdo ndo é bijetiva;

7. E crescente, ou seja dados x; e x, do dominio com x| < x», tem-se que tgh(x) < tgh(xy).

Para verificar esta afirmac¢do tome:

exl — e_xl exz — e_xz
Xl et 242’

tgh(x)) —tgh(xy) =

ef1tx _ p2—x P e e R erf1tx 4512 27X | oI TR

(exl + e_xl) . (ex2 + e_XZ)

tgh(x))—tgh(xy) =

Y

_Zexz_xl _|_ Zexl —X2

(exl —+ e*xl) . (ex2 + e*x2) !

tgh(xy) —tgh(xy) =

eX1TxX2 _ o2 X1

tgh(x1) —tgh(x2) =2- (e¥1 +e 1) (eX2 4 ¢2)

Como x; < xp, entdo x1 —x» < xp — X1, daf:
X]—Xp <Xp—X] = 1T NN = TR 270 (), (1)

Substituindo (II) em (1) e sabendo que (¢*! +e™ 1) - (2 4+ e7*2) > 0 pelo fato de ¢* > 0
e e * >0, tem-se:
exl —X2 __ exz_xl

tgh(xl) —tgh(xz) =2 (exl _|_e*x1) . (exZ —I—e*xz) <0.

Dessa forma:

tgh(xy) —tgh(xy) < 0= tgh(x;) < tgh(xy).

Sendo assim, a fungdo tgh(x) crescente em todo o seu dominio.

O gréfico da fun¢do tangente hiperbolico esta representado abaixo
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Figura 19 — Grafico da funcdo tangente hiperbdlico
]

g

4

Fonte: Autor (2020)

As demais fungdes hiperbdlicas (cossecante, secante e cotangente) sao todas obtidas a partir

destas ja definidas, assim como nas fung¢des trigonométricas.
2.2.4 Fungdo Cossecante Hiperbdlico

Definicao 12. A funcdo cossecante hiperbolico (representada simbolicamente por csch) de um
arco x é definida por
1 2

csch(x) = senh(x) T et

Na fungfo csch(x) = ——— tem-se:

et —e
1. Dominio é o conjunto Dy =R — {0} e a imagem é o conjunto /m = R — {0} ;

2. A funcéo csch(x) é impar, pois note que:

2 2 2 2
csch(—x) = p e e Rl Sy p g —csch(x);

2.

3. E injetiva. Para verificar, tome x; e x, do dominio de f e suponha que f(x1) = f(x2). E

preciso verificar que, com as condi¢des anteriores x; = xp. Note:
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fx1)=f(xn)= = =Sel—eM=eR—e P elte =e24e 1=

o, 1 I R A TR
= e —|— — =g —|— — = — .
2
ex eXl ex2 exl

Como € verdade que €12 + 1 = 21 + 1, entdo pela igualdade de fragdes acima,

deve-se ter:

e =e"l.
Logo, pela igualdade de poténcias de mesma base, tem-se:
X1 = X2.

4. Nao € sobrejetiva, pois se tomarmos y = 0 ndo existe x do dominio tal que csch(x) = 0,
por consequéncia de senh(0) = 0;

5. Como a fungdo csch(x) ndo é sobrejetiva, entdo nio é bijetiva;

6. E decrescente, ou seja dados x; e xp do dominio com xj < xp, tem-se que csch(x;) >

csch(xy). Para verificar este fato, tome:

2 2 _ 2e" —2e7M —2e7 27
e — X2 - eXl — e—X1 - (exz — efxz) . (exl — e*xl)

csch(xy) — csch(xy) =

2:-[1 —e2+ (e —e™)]

- . (1)

(eXZ — e*x2) . (exl — e*xl)

X <xp=el<e?=el—e2 <0 (1)

X]<Xr=-—-X<—x=>eR<eMN=e™—e <. (1)

Assim, de (II) e (III), garantimos que €1 — &2 + (¢72 — ™) < 0 em () para todo x do
dominio.

Por outro lado, note que:
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ZXZ
_ e —1
er—e = ———
ex2
2x1
_ e —1
el —e M = ————
el

se 0 <x; < xp,entdo 1 < €' < e*? tornando 0 < e*' — 1 < e — 1. Ou seja, das desigualdades

anteriores, garantimos que ¢2 —e "2 > 0 e e' —e ™ > 0, o0 que torna,
(2 —e™2)- (1 —e™1) > 0. (%)

se x; < xp <0, entdo ' < e < 1 tornando ¢! — 1 < 2 —1 < 0. Das desigualdades anteriores,

garantimos que e2 —e "2 < Qe e —e M <0, 0 que torna,

(2 —e™2)- (1 —e 1) > 0. (xx)
De (x) e (*x) é verificado que para qualquer valor x do dominio de f tem-se,

(€2 —e™2)- (M1 —e™™) >0. (1v)

Dessa forma, usando (I1), (III) e (IV) em (I), tem-se que:

csch(xy) —esch(x)) < 0= csch(xp) < esch(xy).

Garantindo assim que a fungéo y = csch(x) é decrescente para todo x do seu dominio.

O gréfico da fun¢do cossecante hiperbdlico estd representado a seguir.
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Figura 20 — Grafico da funcdo cossecante hiperbdlica
u
[

[

4

Fonte: Autor (2020)

2.2.5 Fungdo Secante Hiperbdlico

Definicao 13. A funcdo secante hiperbolico (representada simbolicamente por sech) de um arco

X é definida por

12
cosh(x) e +e

sech(x) =

Na fungéo sech(x) =

vy L tem-se:
et t+e

1. Dominio € o conjunto D = R e a imagem é o intervalo (0, 1];

2. A funcgdo sech(x) € par, isto é sech(—x) = sech(x). Para verificar este fato, tome:

2 2 2
sech(—x) = = = = sech(x).
e X4e (=) e ¥fer fe X
3. Nao € injetiva, pois se tomarmos por exemplo x; = —1 e x, = 1 tem-se que x| = xp =
2
ete

4. Nao € sobrejetiva, pois se tomarmos y = 2 por exemplo, tem-se:



44

2 —_
e“+er
2-(e"+e ) =2,
1
€x+e—x:1,
(ex)2+1:ex’

()2 —e*+1=0.

Resolvendo esta ultima equacdo na varidvel e*, tem-se

Como o discriminante resultou em um nimero negativo, ao calcular as solu¢des seriam
encontrados dois nimeros complexos, porém, como a variavel da equacdo € ¢*, ndo existe
x real que satisfaca a igualdade. Dessa forma, ndo existe x que satisfaca y = 2;

. Como a fung¢@o sech(x) ndo é sobrejetiva nem injetiva, entdo nao € bijetiva;

. E crescente para todo x < 0 e decrescente para todo x > 0 e em x = 0 a fungio admite um
maximo.

Para iniciar a verificacio desta afirmacdo, encontraremos uma expressao para representar

sech(xy) — sech(xy).

2 2 el 4e 2 -t —e
el 4+e=*1  e24e™02 N a

sech(xi) = sech(xz) = a (e¥1 +e 1) (2 +e2)

[l ten e, "

(e (e re)
Note que, como e* é sempre positivo para qualquer valor real x, entdo em (/) tem-se que
(e + e 1)(e*2 4 e7*2) > 0 para todo x1,x; do dominio de f. Assim, para analisar onde a

fungdo é crescente ou decrescente, basta analisar o sinal de (&2 — 1) — (e ™1 — e™2).
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Primeiramente, tome xj,x; € (0,4oc0), com x; < x3. Assim:

1 1
O<xi<m=l<el<e?’= —<—<1.
ex2 ex
Dai, como e*2 — e*! > 0 pelo fato de x; < x, entdo:
1 e —etl
< < —— — < =
exl—i-xz erl 4 e*2 X1 ex2
=2 -l — (e —e72) > 0. (1)

Substituindo o fato (II) em (I), tem-se:

sech(x)) — sech(xp) > 0 = sech(x;) > sech(xy).

Ou seja, se x > 0 a fungdo f(x) = sech(x) é decrescente.

Agora tome x1,x; € (0, —c0), com x] < xp. Assim:

1 1
X<n<0=fl<e?<l=zl<—< —.
ex2 ex
Dai, como ¢*2 — ¢! > 0 pelo fato de x; < x; entdo:
1 e? — Ml 1 1
>l — >l — — — > (1=
exl—i-xz el + e eX1 ex2
=2 -l — (e —e72) <0. (1)

Substituindo (Z17) em (I), tem-se:

sech(xy) — sech(xy) < 0= sech(x — 1) < sech(xy).

Ou seja, se x < 0 a fungdo f(x) = sech(x) é crescente.

O gréfico da fun¢do secante hiperbolico estd representado a seguir.
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Figura 21 — Grafico da funcdo secante hiperbdlica
il

3

Fonte: Autor (2020)

2.2.6 Fungdo Cotangente Hiperbdlico

Definicao 14. A funcdo cotangente hiperbdlico (representada simbolicamente por cotgh) de um

arco x é definida por

cosh(x) e +e™*

cotghl(x) = senh(x) e*—e*

e +e
X tem-se:

Na fungdo cotgh(x) = —
e —e

1. Dominio € o conjunto Dy = R — {0} e a imagem ¢ a unido de intervalos Im = (—co,—1)
U (1,e0);
2. A funcdo corgh(x) é impar, isto é cotgh(—x) = —cotgh(x). Pra verificar esta afirmacao,
basta tomar:
e te (TN eX X e te”

corgh(—) = S = =

= —cotg(x);

3. E injetiva. Para verificar este fato, tome x; ¢ x, do dominio de f e suponha que f (x1) =

f(x2), basta mostra que x; = x,. Assim, tome:

e-xl + e_-xl exz + e_xz
= =

el —eX1 N2 — X2

f(x1) = f(x2) = cotgh(xy) = cotgh(xy) =

= ex1+x2 +ex2—x1 eI T exl-i-xz +ex1—x2 B R e ) =
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=22 =22 = TN =N oy =X — X0 = 260 = 2x] =
= X1 = X2.

4. Nao € sobrejetiva, pois se tomarmos y = 0, por exemplo, ndo existe x do dominio tal que
cotgh(x) = 0, pelo fato do senh(0) = 0;
5. Como a fungdo corgh(x) néo é sobrejetiva, entdo ndo € bijetiva;
6. E decrescente, ou seja dados x| e xp do dominio com x| < xp, tem-se que corgh(xy) >
> cotgh(xy).
Para verificar este fato, inicialmente serd encontrada uma expressao para representar
cotgh(xy) — cotgh(xy).
Xl fe M P2y

cotgh(x)) — cotgh(xz) = e X e _e %

ef1tx 427N NI oKX X t _ pf1—% 4+ 27N f oI

eXl —e™ 1) (e2 —e™2
( ) )

_ 2. (exz—x1 — exl—xz) (I)

X1 — p—X] X2 __ p—X2 :
(e e—1)(e e—2)

Dai, no estudo da cossecante, anteriormente, foi verificado que (! —e™1)(e2 —e™2) >0
para todo x1,x, € R—{0}, com x; < x,. Dessa forma precisamos apenas verificar o sinal

de (2711 — ¢172). Assim, note que:

X2 X1

e

er ev’

X2 =X __ X1 X2

Como tomamos x| < xp entao,

A2 A1

e e
<= —>lel<—< 1=
e ex2

X2 1
ey (11)
err en

Usando (/1) e o fato de (¢! —e™)(e*2 —e™*2) > 0 na igualdade (), tem-se:
cotgh(xy) — cotgh(xy) > 0= cotgh(x1) > cotgh(xy).

Sendo assim, a fungdo f(x) = cotgh(x) decrescente em todo o seu dominio.
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O grifico da fun¢do Cotangente hiperbdlico esta representado a seguir.

Figura 22 — Gréfico da fun¢do cotangente hiperbodlica
Y

Fonte: Autor (2020)

2.3 Relacoes entre funcoes hiperbélicas e funcoes trigonométricas

Para fazer a relacdo entre funcdes hiperbdlicas e fungdes trigonométricas € necessario

utilizar a férmula de Euler.

™ = cos (x) +i sen (x), (2.1)
em que i = —1 e i é a unidade imagindria complexa.

Da relacdo (2.1), conclui-se que:

ix —ix

cos(x) = %, (2.2)
eix_e—ix

= — 2.3

sen(x) % (2.3)

Exemplo 1. Para demonstrar que cos(ix) = coshx, procede-se assim:
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XYi —Xxyi
Solugdo: Usa-se a relagdo cos(xy) = % + eT’ obtida por meio de (2.2). Fazendo y =i

conclui-se que:

cos(ix) = +

e—x ?X
€ 1% — cosh(x).
5=+ =cos (x)

De modo semelhante obtém-se as seguintes relacdes entre as principais fungdes hiperbdlicas e

trigonométricas.

sen(ix) = isenx (2.4)

cos(ix) = coshx (2.5)
tan(ix) = itanhx (2.6)
cos(x) = cosh(ix) (2.7)
sen(x) = isen(—ix) (2.8)
tan(x) = itanh(—ix) (2.9)

& —e X X —Xx
c ecosh(x):e Te

A partir das relagdes sinh(x) = obtém-se as relagdes a seguir.

(sen(x) + cosh(x))™ = ()" = ™" = sen(mx) + cosh(mx) (2.10)
cosh?(x) —senh?(x) =1 (2.11)

e “(sen(x)+cosh(x)) =1 (2.12)
e*(sen(x) —cosh(x)) =-—1 (2.13)

(ZZE&; - 2:28> = (2.14)

(sen(x) 4+ cosh(x))? = &> (2.15)
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Tanto na trigonometria como na geometria hiperbdlica existe o conceito de angulo. Na geometria

plana, sabe-se que a definicdo de angulo é dada por:

0= R (2.16)

em que 0 € o angulo subentendido pelo arco de comprimento / e raio R.

Figura 23 — Angulo 6 na circunferéncia.

Fonte: Autor (2020).

Na geometria hiperbdlica, o conceito de angulo hiperbdlico muda. Os resultados a seguir

formalizam o conceito de Angulo hiperbélico.

Proposicao 1. Na geometria hiperbdlica, o dngulo hiperbélico 0 é dado por 0 = 2A, em que A

é a drea do arco hiperbolico.

Demonstracdo. Considere a hipérbole de equacio x> — y? = 1, parametrizada como x = cosh6
e y = senh@. Considere a figura abaixo dividida nas regioes A| e A>. Seja A =A| +A,, com

0<x<1paraaregidaoA; e 1 <x < coshO para a regido Aj.
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Figura 24 — Célculo do angulo na hipérbole
Yy

senh(f) |============mmmmmmme (cosh(0), senh(0))

As

A

(1,0) cosh(8) * T

Fonte: Autor (2020).

A drea daregido A; € a drea limitada pela reta que passa pelos pontos (0,0) e (cosh(0),senh(0))
senh0

cosh 6
para calcular essa area, basta calcular a integral definida da reta f(x) de O a 1.

que € definida por f(x) = X € 0 €ixo x, no intervalo que vai de 0 a 1 no eixo x. Assim,

I/ senh6 senh6
A = dx = . 2.17
! /o (cosh ex) * 7 2coshd (17)
3 i 3 ) senh@
A drea da regido A, estd compreendida entre a reta f(x) = g eacurva g(x)=vVx2—1.
cos

Como a cruva estd abaixo da reta, para calcular essa drea, basta determinar o valor da integral

definida da diferenca entre f(x) e g(x) de 1 a cosh(0).

cosh@ ho
Ay = / S /2 —1)de (2.18)
1 cosh 6

senh*0senh®  cosh@senh®  In(cosh@ + senh@)

= - . 2.1
2coshB 2 + 2 (2.19)
(2.20)
Deste modo, a drea da regido A é:
A In(cosh6 +senh0). 2.21)

2
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Simplificando a expressdo 2.21 , tem-se:

In (69 +e 0 4ef - e_e)
In(cosh® + senh®) 2 Ine® 6
A= - _ - === (2.22)

logo, 6 = 2A. O]

Proposicao 2. A razdo (em unidades de comprimento u.c) entre a medida do angulo trigonomé-

trico (O rigonometrico) € 0 dngulo hiperbolico (Opiperpoiico) € dada por:

6trigonometrico [
= u.c (2.23)
Ghi prbolico 2RA

Quando o raio é 1 tem-se

Otrigonometrico [ (22 4)

= —Uu.c
6hi prbolico 2A

Em que A é a drea do setor OLB, e | e 0 sdo mostrados na figura a seguir.

Figura 25 — Angulo na hipérbole e na circunferéncia
Y

Fonte: Autor (2020).

Demonstracdo. A demonstragao desta proposicdo é decorrente da Equacdo (2.16) e da Proposi-

cao 1. 0
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2.4 Uso de Novas Tecnologias no Ensino de Matematica

E indiscutivel que as novas tecnologias sdo desenvolvidas para ajudar e facilitar
varios aspectos da vivencia cotidiana do ser humano. Dessa forma, na educacdo ndo seria
diferente, saber adicionar as novas tecnologias no planejamento didrio do professor € uma forma
de chamar a aten¢do do aluno para o estudo do contetido abordado de uma forma diferente e
facilitadora.

Hoje em dia, com o avan¢o do mundo tecnolégico, € inaceitavel por exemplo que
escolas e universidades ndo possuam ao menos um laboratério de informética com computadores
disponiveis para o uso de professores e alunos. Para WEINERT et al (2011), com a tecnologia
a disposicdo da educacdo, cabe ao docente ndo somente educar com a tecnologia mas também
educar para a tecnologia.

Para MORAN (2006) as tecnologias servem como pontes, que abrem as portas das
salas de aula para o mundo, que medeiam o nosso conhecimento do mundo. MORAN (2006)
também enfatiza que as novas tecnologias apresentam diferentes formas de representacdo da
realidade, mais abstrata ou concreta, estitica ou dindmica, linear ou paralela, porém, combinando-
as (todas elas), possibilitam uma melhor apreensdo da realidade, além de desenvolver todas as
potencialidades do aluno.

Muitos professore sentem dificuldades em utilizar novas tecnologias em suas aulas,
vezes por falta de conhecimento, vezes por nao concordar com a metodologia. Alguns até
concordam que € um meio que pode ter grandes contribui¢des em suas aulas, mas nao sabem
como fazer, como usar. Por outras vezes sentem medo de inovar-se, medo de ndo conseguir se
adaptar diante dos seus alunos. A verdade é que os professores, precisam ter o interesse e a
vontade de estudar para conhecer melhor, e usar nas suas aulas da melhor forma possivel.

No estudo da matematica, com o uso de um computador, um celular ou até mesmo
um tablet consegue-se usar diversos programas ou aplicativos (ou até mesmo online em alguns
casos, sem a necessidade de instalagdo) que podem auxiliar o professor em suas aulas como,
por exemplo o GeoGebra e o Simbolab que serdo apresentados no decorrer deste trabalho. Vale
salientar que estes meios apresentados podem ser usados tanto para aulas presencias como para
aulas remotas.

Como este trabalho trata-se do estudo de algumas fun¢des, a construgdo grafica
facilita muito o entendimento e até mesmo a comparacdo de comportamento entre elas, € os

meios tenoldgicos podem ajudar aos alunos a compreenderem melhor esses comportamentos
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tendo em vista que eles podem manipular (no ambiente escolhido) da forma que desejar e

visualizar rapidamente o resultado instantineo.
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3 ABORDAGEM DAS ESTRATEGIAS METODOLOGICAS

Neste capitulo € abordado as metodologias sugeridas para o estudos de fungdes trigo-
nométricas e fungdes hiperbodlicas. Tais sugestdes utilizam de recursos educacionais tecnoldgicos
como por exemplo, uso de softwares, linguagens de programacao, aplicativos para celular e

tablets.

3.1 Uso de Softwares no Estudo das Funcoes Trigonométricas e Hiperbdlicas

Um cléssico software usado no estudo da matemadtica ¢ o GeoGebra. Por ser uma
ferramenta livre, o usudrio tem a possibilidade de utilizé-lo e ainda fazer colaboragdes com o
desenvolvedor. O GeoGebra, além de possuir o programa para ser instalado tanto em computa-
dores como em celulares e tablets, possui também a sua versao online (que pode ser acessada
por meio do link www.geogebra.org) onde o usudrio nio necessita de nenhuma instalagcdo para
ter acesso, precisando apenas de um dispositivo com internet.

Outro software que seréd proposto nesse trabalho é o Symbolab, este bem mais novo
que o GeoGebra. Segundo a Wikipédia, o Symbolab foi criado no ano de 2011 pelos israelenses
Michael Avny, Adam Arnon e Lev Alyshayev. Esse software tem a capacidade de interpretar uma
expressdo ou equacdo matematicas ou problema simbdlico e apresentar sua solugdo caso exista,
além de outras fun¢gdes muito importantes para o estudo de diversas subareas da matematica.
Além disso, esse software tem a capacidade de reconhecer os caracteres por meio de fotografia, o
que € uma excelente op¢ao para alunos que possua algum tipo de defici€éncia que o impossibilite
de digitar. Assim como o GeoGebra, o Symbolab também possui sua versdo online (que pode ser
acessada por meio do link pt.symbolab.com) que é um site que pode ser acessado por qualquer
dispositivo com internet sem a necessidade de instalar o software.

Além desses dois, serd proposto também um algoritmo usando a linguagem de
programacdo, onde para usa-la, serd usada a plataforma google colab que € possivel usa-lo online,
sem a necessidade de instalagcdo de software nem no computador nem no celular. A linguagem
Python é uma linguagem acessivel e muito popular em setores da industria de tecnologia. E
uma linguagem de alto nivel, e por isso acaba sendo de mais facil manuseio por pessoas que
ndo tém um alto conhecimento na drea de programacdo. A ideia € usar essa linguagem nesse
trabalho, para fazer algumas contas automaéticas nas fungdes propostas. Vale salientar também,

que o google Collaboratory ou colab é um ambiente que utiliza a linguagem Python e € possivel
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usa-lo de forma online, onde o armazenamento € feito em nuvem, ou seja, ndo precisa de
armazenamento no computador. E uma especie de notebook online, que ndo necessita nem do
uso do processador da sua maquina, ele usa o processador do google, ou seja, para acessar o
google colab € necessdrio apenas ter um computador com acesso a internet, o resto € feito tudo
online, inclusive 0 armazenamento.

As propostas de abordagens desses dois softwares (GeoGebra e Symbolab), além
da linguem de programacao, serdo distintas, afinal o GeoGebra é um software que tem como
principal proposta o estudo geométrico, ja o Symbolab possui mais contribui¢des para a parte
algébrica da matemadtica, e a linguagem Python serd apresentada apenas como uma forma de
fazer contas numéricas. Sendo assim, adiante serdo apresentadas as abordagens de ambos no

estudo das fungdes propostas.
3.1.1 Symbolab

Nessa parte serdo estudadas as fungdes no software Symbolab. Inicialmente, observe

quais as informagdes que ele apresenta ao apenas digitar as fun¢des sen(x) e senh(x) por exemplo.

Figura 26 — Fungao seno trigonométrica no Symbolab
| Solucado < 4 Solugdo <

Sel’l(X) i Pontos extremos de sin(x)

. Resposta: Méximo(rl +2mn, 1), Minimo(:%—“ +2mn, — l)
Resolvendo sin(x) 2 2

Resolver como alternativa derivada of sin(x)

More »

Solugdo Ocultar passos o
Gréfico

Periodicidade de sin(x) : 2n

Visualizar gréafico interativo >

Plotar o gréfico: y = sin(x)

Ocultar passos vV

Solugdo: 00 <X< o0
Notagdo intervalo (*0@ Lo0)

Dominio de sin(x)

Ocultar passos Vv

Solugao: 1< flx)<1
Notagdo intervalo [-1,1]

Imagem desin(x) : [
Ocultar passos VvV

Pontos de interseccdo com o eixo de sin(x)

Resposta: X intersepta: (2rn, 0), (7 +2mn, 0), Y intersepta: (0,0)

Ocultar passos vV

Assintotas de sin(x) : Nenhum

Ocultar passos VvV

Fonte: App Symbolab (2021)
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Figura 27 — Fungao seno hiperbdlica no Symbolab
| Solugdo < 4 Solugdo <

Ocultar passos vV

senh(x) P4

Pontos extremos de sinh(x) : Nenhum

Resolvendo sinh(x)
Resolver como alternativa derivada of sinh(x) More »

Solucédo Ocultar passos vV Grafico

Visualizar grafico interativo >

[ Solugdo: 00 <X<o00 }
Plotar o grafico: y = sinh(x)

Dominio de sinh(x) Notacéo intervalo (—o0,00)

Ocultar passos vV

Imagem de sinh(x) Notagdo intervalo (—00,00)

[ Solugao: —oo <flx) <oo } 10

Ocultar passos VvV

Pontos de interseccdo com o eixo de sinh(x)

Resposta: X intersepta: (0,0),Y intersepta: (0,0) -10 10

Ocultar passos vV

Assintotas de sinh(x) :  Nenhum

-10
Ocultar passos vV

Pontos extremos de sinh(x) : Nenhum

Fonte: App Symbolab (2021)

Note que, ao apenas digitar as funcdes desejadas o software ja faz um breve estudo
bésico para o leitor, apresentando periodo (caso tenha), dominio, imagem, pontos em que a
funcio intercepta os eixos das ordenadas e das abcissas no plano, assintotas (caso tenha), pontos
de maximo e minimo (caso tenha) além de apresentar a construcao grafica da fungao. Veja que as
informacdes sdo bem resumidas porém de grande importancia para qualquer estudante que deseje
fixar o contetudo estudado no livro ou fazer uma revisao, sendo este bem objetivo nas informagdes
apresentadas. Vale salientar, que estas sdo as informacdes apresentadas pelo software apenas ao
digitar a fun¢do na sua tela, sem solicitar nenhum tipo de conta ou informacao adicionais.

Porém, a proposta para uso deste software neste trabalho estd voltada mais para
a parte algébrica, na observacdo de resolucdo de alguns problemas envolvendo as fung¢des
trigonométricas e hiperbdlicas, afinal, as ferramentas que ele possui sio bem mais abrangentes
na parte algébrica, sendo assim serd abordada com a parte geométrica para o0 GeoGebra que sera
o proximo software a ser sugerido.

Veja, por exemplo, o que o Symbolab apresenta ao adicionar a ele o problema
proposto na pagina 179 do Capitulo 3 do livro do James Stewart. O exercicio pede para calcular

o valor do
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Figura 28 — lim, .

Solugao
lim y | l(%) 4 Obteve uma resposta diferente?
1 \sin(x) — cos(x)
Digitar sua resposta =)
Solucdo Mostrar passos Vv
Grafico
lim,, J(L“m) = V3 (Decimal: - 1.41421...) . . R .
X~ Z\sin(x) —cos(x) : Visualizar gréfico interativo >
Passos Plotar o grafico: ————=—— 1—tan(x)
sin(x) — cos(x)
i 7 1—tan(x) ) 5
S 4(sin(x) —cos(x)
EXpresar com seno, cosseno Mostrar passos i
=1 (o1
limy I( cos(x) )
Inserir o valor
1
-- 10 10
L
CDS(Z)
simplificar — . VT Mostrar passos a
™
=n
S
Clique aqui para Praticar Limits Q- -5

Fonte: App Symbolab (2021)

Observe que o software apresenta a solu¢ao na forma de raiz e na forma decimal,
além de apresentar uma dica de o que o aluno deve fazer para chegar na solucao correta, que
seria expressar o problema em seno e cosseno. Além disso, ele também mostra o gréfico da
funcdo original informando onde esté o limite desejado no problema (ponto no gréfico na parte
inferior na Figura 28). A ideia, nessas informacdes apresentadas no softwares, é direcionar o
aluno a conseguir fazer o célculo do problema com dicas e pequenas informagdes que o ajude. A
representacdo grafica que ele apresenta também, pode ajudar o aluno a visualizar o resultado do
problema e associar com o resultado encontrado algebricamente.

Vamos pegar esse mesmo problema e adaptéd-lo aplicando-o no contexto de funcao

hiperbdlica para observar o que o software informa. Serd adicionado a ele o problema

lim 1 —1gh(x)
x—Z senh(x) — cosh(x)
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1—1tgh
Figura 29 — lim,_,z gh(x)

no Symbolab

7% senh(x) — cosh(x)

4 Solucdo < 4 Solucdo
limy | l( 1= tgh(x) ) 4 Obteve uma resposta diferente?
4 \ senh(x) — cosh(x)
Digitar sua resposta a
Solucéo Mostrar passos v
Grafico
3n T
. 1 —tanh(x) _ 24 —2e4d : : TS :
limy 2| e oG )~ . Visualizar gralﬁcto |hrzt)erat|vo >
imal:  —0.75493.. {fico: _L—tanh(x)

(Decimal: 0.75493...) Plotar o grafico: SO0 —cosh GO
Passos

: 1 —tanh(x)
limy %(sinh(x) — cosh(x) )

Inserir o valor

_ l—tanh(%)

sinh(%) —cosh(%) =T 5

Mostrar passos a
1-tanh( X i @
Simplificar (4) . =& 4 —2ed
sinh(%) —cosh(%) e -1
LY
_ _2ed —2ed 2
e -1

Clique aqui para Praticar Limits Q-

Fonte: App Symbolab (2021)

Note que, da mesma forma que no problema anterior, o software apresentou o
resultado final do problema na forma fraciondria e decimal, seguido de algumas dicas para o
leitor. Para este problema, ele apresenta apenas uma dica para resolve-lo, que € simplificar a
expressao que contém seno, cosseno e tangente hiperbdlicos do arco g onde para isso o aluno
precisard lembra da representacao exponencial das fungdes hiperbdlicas.

Veja agora a solucdo apresentada para o Exemplo 4, pagina 275, Capitulo 4 do livro

do James Stewart. O exemplo pede para calcular o

t —
lim 8 X (x)3 a
x—0 X
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t —_
Figura 30 — lim,_, M no Symbolab

| Solugdo < 4 Solugdo < 4 Solugdo <
nserir o valor .
limy tg(x) —x 4 . Obteve uma resposta diferente?
g ] 2sec®(0) 1 3sec’(0)
3 ) te ]
a v P e
Selluge Mostrar passos —2sec?(0) +3secl(0) =1 Mostrar passos & Gréfico
limy ”[M':% (Decimal:  0.33333...) - Visualizar gréfico interativo >
X h h 5
) _ L - Plotar o gréfico: y = an0) =x
Passos Clique aqui para Praticar L'hopital Rule -Q- 3
B 1y
limy n( (an(xg -x
x Obteve uma resposta diferente?
Aplicar a regra de L'Hopital Mostrar passos 3 a re sta a 5
limy_ | mnzfxl) Gréfico
I(XZ
Visualizar grafico interativo > ]
Aplicar a regra de L'Hopital Mostrar passos @ Plotar o grfico: y = lan(xg —x 1) - N —T:|
v
time | 2anixlsectl) | Y
Eliminar o fator comum: 2 -5
2 )
sec”(x)tan(x) 5
Ctim [ sec’ee
Mostrar passos i@ -10

Aplicar a regra de L'Hopital

20, 4
_ —asec’(x) + 3sec (x)] B E T ~— B 1 : -
=limy H( 3 Deiar comentarios >

Fonte: App Symbolab (2021)

Mais uma vez, na tela de solugdo o software apresenta a solucao final na forma
fracionaria e decimal e em seguida algumas dicas para chegar nessa soluc@o. A principal dica
apresentada foi a aplicac@o da regra de L"Hospital que estd na Definicao 15 a seguir. Pela dica
apresentada, a regra deve ser aplicada 3 vezes sucessivas até que o aluno consiga chegar em
uma expressdo onde serd possivel substituir o valor da tendencia do x para encontrar a solugdo

(eliminar a indeterminagao no limite).

Defini¢do 15. (Regra de L’Hospital) Suponha que f e g sejam derivdveis e g'(x) # 0 em um

intervalo aberto I que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que

lim f(x) =0 e limg(x) =0
ou que
lim f(x) = Feo e lim g(x) = o

(Em outras palavras, teremos uma indeterminacdo da forma g ou Z). Entdao

se o limite do lado direito existir (ou for igual a £oo).
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Vamos adaptar esses mesmo problema, trocando a fun¢do trigonométrica pela hiper-

béblica. Sera adicionado ao software o

x—0 X3

tgh
Figura 31 — lim,_9 M no Symbolab

$3
| Solucao < 4 Solugao < 4 Solugao <
lim lgh(X) —X I Aplicar a regra de L'Hopital Mostrar passos @ .
X -0 X3 Obteve uma resposta diferente?
P 2 2 1
“limy “( 2sech (x)tanhj(x)—sech (x) ) Digitar sua resposta a
Solugdo Mostrar passos v
Inserir o valor Grafico
N tanh(x) —x | _ _1 X 5 5 4
limy U( 3 -3 (Decimal:  —033333...) 2sech’(0)tanh>(0) — sech’(0) . . L. .
'S e Visualizar gréfico interativo >
Passos Plotar o grafico: “‘“h(#
Mostrar passos i@ X
limy u( tanh(x) = X) simplificar 25ech’(0)tanh*(0) sech*(0), 1
: 3 3
0.5]
=-1
Aplicar a regra de L'Hopital Mostrar passos 3
. . . - S
i (7mnhz(x) Clique aqui para Praticar L'hopital Rule -Q
x- 0| — 3 —
; - 10 T0
Simplificar Obteve uma resposta diferente?
2 igitar sua resposta ]
i tanh”(x) jitar suar ) a
=limy _, ”(7 5
3x
Gréfico
Aplicar a regra de L'Hopital Mostrar passos . . . . -0.5]
Visualizar grafico interativo >
~lim (MMZ(X)) Plotar o grafico: Anh(xX) —x
x - 0! X 3
Mostrar passos 08
simplificar _atanh(x)sech?(x) sech?(x)tanh(x) ’
o 53 ‘ 3X
. irios >
lim ,w) Deiar comentarios
=limy _ o X

Fonte: App Symbolab (2021)

Note que as dicas apresentadas para solucionar o problemas sao bastante semelhantes
as anteriores. Da mesma forma, a sugestao principal foi aplicar trés vezes sucessivas a regra de
L’Hopital, porém aqui o aluno deve ficar atento que, como trata-se de uma fun¢ado hiperbdlica
envolvida no problema (a fungdo 7gh(x)), ele precisa usar a forma exponencial da mesma quando
for aplicar a regra.

Veja agora, um exemplo usando derivadas. Esse € o exercicios de nimero 12, pdgina
178, Capitulo 3 do livro do James Stewart. O exercicio pede para calcular a derivada da fungdo

cos(x)

Y= 1 —sen(x)’

Agora note o que o Symbolab apresenta na Figura 32.
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. . B cos(x
Figura 32 — Derivada da funcdo y = # no Symbolab
1 — sen(x)
4 Solugdo < 4 Solucgdo <
Clique aqui para Praticar Quotient Rule “(~
d  cos(x) Py -
dx 1 —sin(x)
Obteve uma resposta diferente?
Solucao Mostrar passos Vv o
Digitar sua resposta [+
i( cos(x) |_ 1
@&\1T-sin(x)/  1T-sin(x Gréfico
Fassos Visualizar gréfico interativo >
d (x) A 1
E( . iossi;((x)) Plotar o gréfico: ————— 0
Aplicar a regra do quociente: f ' = I g—)g’ f
(g) & 135
%(cos(x))(l —sin(x)) - %(1 —sin(x))cos(x)
B (1-sin(x))?
d q Mostrar passos a 1
ﬁ(cos(x)) = —sin(x)
%(1 —sin(x)) _ —cos(x) Mostrar passos ﬂ
5
_ (=sin(x)) (1 = sin(x)) — (—cos(x))cos(x)
(1-sin(x))?
Mostrar passos
.o (=sin(x)) (1 —sin(x)) = (=cos(x))cos(x) .
Simplificar (1 —sin(x) )2 ¢ 0 10
1
1—sin(x)

-1
1—sin(x)

Fonte: App Symbolab (2021)

Deiar comentarios >

Assim, € possivel notar que a solucao para o problema é a funcdo derivada

y_ 1
dx 1—sen(x)’

E, como dica o aplicativo sugere aplicar a regra do quociente, que estd na Definicdo
16 abaixo. Além disso, ele ja apresenta organizadamente separadas todas as derivadas que
aparecerdo ao aplicar tal regra, e monta a fracdo para o aluno apenas finalizar as contas e chegar
ao resultado final. Outra apresentacdo muito importante que ele mostra € o gréafico da funcao
derivada apresentando os pontos de interse¢do com os €ixos (em preto) e os pontos criticos da

funcdo, que nesse caso sdo varios pontos de minimo (pontos em azul).

Definicao 16. (Regra do Quociente) Se f e g sdo derivdveis, entdo
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Serd usado agora, este mesmo exemplo porém substituindo as fun¢des trigonométri-

cas pelas hiperbolicas.

cosh(x)

Figura 33 — Derivada da fungdo y = l—h() no Symbolab
— senh(x

4 Solugao < 4 Solugao <
i( cosh(x) ) V4 Obteve uma resposta diferente?
dx\1 - senh(x)
Digitar sua resposta ]
Solucdo Mostrar passos v
Grafico
. . 2
d%(] fossl?l(hx()x) - smh(X)(l(;jlgﬁijl)))ECOSh (x) Visualizar grafico interativo >
. . 2
Plotar o grafico: sinh(x) (1 —sinh(x)) +‘cosh (x)
Passos (1-sinh(x))?
i( cosh(x) )
dx\ 1 —sinh(x)
5
Aplicar a regra do quociente: (é)’ = f'gf——)g’f
&
B %(cosh(x) )(1—sinh(x)) — %(1 —sinh(x) )cosh(x)
(1—sinh(x))?
%(cosh(x)) — sinh(x) Mostrar passos @ ./
5 — 5
%(1 —sinh(x)) = —cosh(x) Mostrar passos &
_ sinh(x) (1 —sinh(x)) — (—cosh(x))cosh(x)
(1—sinh(x))?
Mostrar passos a 5
simplificar sinh(x) (1 —sinh(x)) — (—cosh(x))
(1 —sinh(x))2
; : 2
= Slnh(x)“(:ii:(‘l));f“h () Deiar comentarios >

Fonte: App Symbolab (2021).

Veja, que o aplicativo resolve e apresenta dicas da mesma forma que o problema
anterior (com as funcdes trigonométricas). A dica principal aqui, também € usar a regra do
quociente e depois calcular as derivadas que aparecerdo. O grafico da funcdo derivada aqui
também € apresentado mostrando os pontos de intersecdo com os eixos do grafico (pontos em
preto) e o ponto critico, que nesse caso ¢ um ponto de minimo (ponto em azul).

O ultimo exemplo que serd explorado no Symbolab € o exercicio de ndmero 18,

pagina 374, Capitulo 5 do livro do James Stewart que pede para calcular
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sen(y/x)

——=dx.
\/)_C X

Veja o que o Symbolab sugere na figura 34

sen(v/x)

Figura 34 — Integral da funcio y = NG no Symbolab
X
4 Solugdo < 4 Solucgdo <
]-sen( VX)) dx P4
: VX Obteve uma resposta diferente?
Digitar sua resposta ]
Solugdo Mostrar passos V

) Gréfico
f%dx: —acos(vx) + ¢
X Visualizar grafico interativo >
Passos Plotar o grafico: 72COS(\/Y) +C Assumindo C=0
fsin\(/\i?)dx S
X

Aplicar integragdo por substituicdo: u = v'x Mostrar passos

= [ 2sin(u)du

Remover a constante: [a-f(x)dx =a- [f(x)dx

-10 10
=2- [sin(u)du

Aplicar as regras de integracao:  [sin(u)du= —cos(u) 4

=2(—cos(u))

Substituir na equagdo u = v'x

=2(—cos(vx)) -5

Simplificar

= —2cos(vx)

- . . Deiar comentarios >
Adicionar uma constante a solugdo

— —acos(vx)+c

Fonte: App Symbolab (2021)

Para este problema, o App sugere usar a regra da substituicdo, que estd na Defini¢ao
17. Apés aplicar a regra, o cédlculo da integral fica tranquilo de se realizar, como a imagem
anterior mostra. Na solucdo, o app também alerta para a constante que dever ser adicionada no
final do célculo, parte importante e indispensdvel nas integrais indefinidas que alguns alunos
geralmente esquecem quando estdo resolvendo exercicios. Na verdade, essa constante serve
para representar todas as primitivas da funcao que estd integrando. Vale salientar que o gréfico

apresentado, considerou a constante C = 0 pelo fato de ser a solu¢do mais simples para o
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problema, ja que ao mudar o valor de C o que acontecera no grafico é apenas uma translagcao
vertical (para cima ou para baixo), uma vez que a inclinacao de todas as fun¢des dessa familia
serd a mesma. Por fim, € construido o grafico de uma func¢ado solug¢do do problema (cada C € R
representa uma solucdo), que € uma fun¢do cosseno. Veja que o gréfico inicia no ponto cujo
x = 0 e segue apenas para o lado ndo negativo do eixo x, isso ocorre pelo fato do arco ser 1/x, ou

seja, isso limita o dominio da func@o apenas aos niimero reais nao negativos.

Defini¢ao 17. (Regra da substituicdo) Se u = g(x) for uma funcdo derivdvel, cuja imagem é um

intervalo I e f for continua em I, entdo

[ #e0)-g dx = [ fupdu.

Agora, vamos aplicar o mesmo problema as fung¢des hiperbdlicas para ver o que o

app sugere. Sera adicionado ao Symbolab o problema

Veja as sugestdes na Figura 35.
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senh(+/x)
VX

Figura 35 — Integral da funcdo y = no Symbolab

| Solugdo < 4 Solugdo
’-senh(\/Y) dx V4
: VX Obteve uma resposta diferente?
Digitar sua resposta &
Solugdo Mostrar passos Vv

Gréfico

jmdx: 2cosh(Vx ) + €
vx Visualizar gréfico interativo >

Passos Plotar o gréfico: 2cosh(vX) +C Assumindo  C=0

Jsinh(vX) g,

Vx

Aplicar integragdo por substituicdo: u = v'x Mostrar passos @

10
= [ 2sinh(u)du
Remover a constante: [ f{x)dx=a- [f(x)dx

=2- [sinh(u)du

Aplicar as regras de integracdo: [sinh(u)du = cosh(u)

=2cosh(u)

Substituir na equagdo u =v'X

—2cosh(vx)

Adicionar uma constante a solugdo

—2cosh(vx) +C

Clique aqui para Praticar Integral Substitution O Deiar comentarios >

Fonte: App Symbolab (2021)

Observe inicialmente, a grande semelhanga no resultado do problema com o anterior,
com diferenca apenas no sinal. Isso ocorre pelo fato de [ sen(x)dx = —cos(x) e [ senh(x)dx =
cosh(x). Mas, de fato a dica apresentada pelo app para solucionar o problema é a mesma do
problema anterior, aplicar uma substituicao.

E bastante notério e inegdvel que o Symbolab apresenta sugestdes que sdo capazes
de ajudar aos alunos a resolver estes tipos de problemas sugeridos (envolvendo fungdes trigono-
métricas e hiperbdlicas). Com todos os exemplos apresentados anteriormente, pode-se perceber
a proposta deste software, que € nao s6 funcionar como calculadora (apresentar o resultado final
do problema), mas também tentar direcionar o aluno no desenvolvimento da solu¢do com suas
dicas.

A seguir serd apresentada uma proposta de estudo destas fung¢des por meio do

GeoGebra, esta agora, sendo uma proposta mais geométrica.
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3.1.2 GeoGebra

A proposta para o uso do GeoGebra ja é um pouco distinta da proposta apresentada
anteriormente pelo uso do Symbolab, isso se dar pelo fato de o GeoGebra ser uma ferramenta
bem mais geométrica. No GeoGebra é possivel fazer um estudo geométrico das fungdes bem
mais completo, com mais possibilidades de manipulacdo e criagdo dentro da plataforma que ele

contém.
Serdo tomados alguns exemplos de fung¢des trigonométricas e hiperbdlicas, para
fazer uma andlise geométrica geral delas. Veja, por exemplo, se tomarmos a fun¢do seno

trigonométrica no arco ax, sendo a uma constante real.

Figura 36 — Funcgdo f(x) = sen(ax) no GeoGebra

7 GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

A DS o[ a=:
&) AL D ello]l€] N = 4
» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagio
®a=1
® f(x) = sen(1x) a=1

&

X

Entrar....

oo -ami2 - Tz w2 ™ ani2 Zn

Entrada

Fonte: Autor (2021)

A Figura 36 mostra o que o GeoGebra apresenta ao digitar f(x) = sen(ax) na barra
inferior (barra de entrada). Note que na Janela de Algebra do GeoGebra apareceu as informagdes
a=1e f(x) = sen(1x), e dentro da Janela de Visualizagdo ele apresentou uma barrinha com
o valor a = 1 em um ponto, e o grafico da funcdo. Essa barrinha que apareceu na Janela de
Visualizacdo, é chamada de "controle deslizante"que € usado para controlar o valor da constante
a que esta na lei da fung@o escrita. Essa € uma ferramenta do GeoGebra que permite que o aluno
movimente o ponto a sobre a barrinha para observar o que acontece com o grafico da fun¢do na

mesma hora. Veja, na Figura 37 o que acontece com o grafico da funcdo, se movimentarmos o
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valor de a para o valor 3.

Figura 37 — Fungdo f(x) = sen(ax) paraa =3

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

NREENCERNEE
» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagao X
® a=3

® f(x) = sen(3x) a=3

ANWANWAWAWAWAES
/ARVERVERV IRVERVERV.

Entrada:

Fonte: Autor (2021)

Note que, comparando os graficos das Figuras 36 e 37, o que difere ambos é apenas
o periodo (o intervalo que a funcido comeca a se repetir).

Para fazer uma comparagdo com o cdlculo algébrico, observe as Tabelas 1 e 2 a
seguir. E importante ressaltar que, na primeira coluna das Tabelas 1 e 2 foram tomados os valores
de 0 a 27, pelo fato da fung@o f(x) = sen(x) possuir periodo igual a 2 como foi mostrado no
Capitulo 2 na Subsec¢do 2.1.2, assim, tornando-se desnecessdrio tomar valores menores que 0 ou

maiores que 27 para o arco da funcao.

x [ 70 =sen() [ 3
0 sen(0) 0
5 sen(%) 1
T sen () 0
EL sen(3F) -1
2n sen(2m)

Tabela 1 — Determinag@o do periodo da fungdo f(x) = sen(x)
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w=3x| x | f(x)=sen(3x) | y
0 0 sen(0) 0
z % sen(5) 1
37; 3 sen(g::r) 0
= Z sen(=") -1
2n %” sen(27) 0

Tabela 2 — Determinagdo do periodo da fungéo f(x) = sen(3x)

Veja que o periodo da funcdo f(x) = sen(x) é T = 2m que seria a distancia do zero
ao 27 no eixo x. Ja na fungdo f(x) = sen(3x), por outro lado, o periodo serd T = 27”, que seria a
distancia do zero ao 27” no eixo x. Como 27” < 2m, tem-se que a fungdo f(x) = sen(x) possui um
periodo maior que o da fungéo f(x) = sen(3x).

Vamos analisar agora, o que acontece com a mesma func¢do f(x) = sen(ax) se
tomarmos um a com mesmo valor em médulo, mas com sinal oposto. Como no exemplo da

Figura 37 tomamos a = 3, vamos tomar aqui a = —3.Veja o que o GeoGebra apresenta na Figura

38 abaixo.

Figura 38 — Funcdo f(x) = sen(3x) e g(x) = sen(—3x)
2 GeoGebra Classic 5 - X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Al OOl L) N2 )
> Janela de Algebra %[> Janela de Visualizagio X
® f(x) = sen(3x)
® g(x) = sen(—3x)

AAYAVAVAYAYA! |

i ElE 0, w2 w2

Entrada:

Fonte: Autor (2021)

Foram colocadas as duas funcdes simultaneamente, a curva na cor verde representa
a funcdo f(x) = sen(3x) e a curva na cor vermelha representa a fungdo g(x) = sen(—3x). Visu-
almente, € possivel notar que as fungdes possuem o mesmo periodo, porém, a diferenca entre

ambas € o conjunto imagem (€ facil identificar visualmente, por exemplo, que os extremos
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maximos e minimos ficaram opostos em relac@o ao eixo y). Essa relacdo entre as imagens, se da
pelo fato da fungéo seno ser impar (f(—x) = —f(x)).

Esse fato da fun¢do seno ser impar € bem facil de ser notado na Figura 37. Basta
observa por exemplo, que a imagem do x = 7 = —1 e a imagem de x = —7 = 1, ou seja, a
imagem de valores opostos sdo opostas.

Nas Figuras 39 e 40 abaixo, foram utilizados os mesmos arcos (3x e —3x) para as
demais funcdes trigonométricas (cosseno e tangente).

Figura 39 — Fungdo f(x) = cos(3x) e g(x) = cos(—3x)

€2 GeoGebra Classic 5 - X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DR Nl ZANEE

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo X
® f(x) = cos(3x)
® 5(x) = cos(—3x)

ANVANANY/\NWARVANFAY
IVARVERVERVERVERVER

Entrada:

Fonte: Autor (2021)

Veja na Figura 39, que na janela de dlgebra foram colocadas as duas fungdes (f(x) =
cos(3x) e g(x) = cos(—3x)), a primeira na cor verde e a segunda na cor vermelha, porém, na
janela de visualizac@o s6 aparece a segunda. Isso se da, pelo fato de estd uma curva sobre a outra,
ou seja, essas duas funcdes sdo iguais. O que justifica essa ideia, € o fato da funcdo cosseno ser
par (f(—x) = f(x)). Outra forma de visualizar esse fato, no grafico por exemplo, é observando
alguns dos pontos de mdximo ou minimo. Veja que, os valores de x = T € x = —7 possuem a
mesma imagem, assim como x = J e —7.

Ja na Figura 40 acontece algo semelhante ao que aconteceu na Figura 38, ou seja, os
valores da imagem de f(x) =tg(3x) sdo opostos aos valores da imagem de g(x) =tg(—3x) em

relag@o ao eixo y. Isso ocorre porque a fungdo tangente também € impar.
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Figura 40 — Funcdo f(x) =1g(3x) e g(x) =rg(—3x)

€2 GeoGebra Classic 5 - o X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

. o= 5 e
EY | %) [o] [s) PANEE -
» Janela de Algebra X [» Janela de Visualizacio X
® f(x) =tg(3x) 9

® g(x) = tg(-3x)

ani2 2 0 w2 Eat)

Entrada: | @ s ®

Fonte: Autor (2021)

Agora, serd feita a mesma andlise com as mesmas ferramentas, porém usando as
fungdes hiperbdlicas. A primeira andlise serd com a fung@o f(x) = senh(ax), onde serd tomado

a=1ea=23.

Figura 41 — Fung¢do f(x) = senh(ax) paraa =1

€2 GeoGebra Classic 5 - X
Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A R d Qe =

B PR S o)) PAN B B2
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacdo X
®a=1
® f(x) = senh(1x) a=1
3
2
1
s e " 2 T2 - BB e
4
2
E
f
Entrada @

Fonte: Autor (2021)
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Figura 42 — Func¢do f(x) = senh(ax) paraa =3
€2 GeoGebra Classic 5 - X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Al OllO) LN =2«
» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizacao X

® a=3
® f(x) = senh(3x) a=3

Entrada:

Fonte: Autor (2021)

Note que quando o valor de a cresce, a funcdo cresce mais rapido, nas Figuras 41 e
42 ¢é possivel perceber bem essa observacdo. Isso acontece pelo fato de a funcio seno hiperbdlica
ser composta por funcdes exponenciais, e as fungdes exponencias sdo conhecidas justamente por
esse fato (crescer ou decrescer muito rdpido). Caso seja tomado um valor negativo para o a, a

funcdo ficard decrescente, como mostra a Figura 43.

Figura 43 — Fungdo f(x) = senh(ax) paraa = —2
i:uz&;;;a;; Opcdes Ferramentas Janela Ajuda B Emra:

] A~ B0, £ N =]«
» Janela de Algebra < X |» Janela de Visualizagéo X
®a=2 f

® f(x) = senh(—2x) a=-2 5

-

Entrada:

Fonte: Autor (2021)

Vamos analisar agora a funcdo cosseno hiperbdlica. Veja na Figura 44 o que o
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GeoGebra apresenta ao digitar na barra de entrada a fungéo f(x) = cosh(ax)

Figura 44 — Funcdo f(x) = cosh(ax) paraa = 1

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DRER N cERNEE
» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagao
®a=1

® f(x) = cosh(1x) 56“

Entrada:

Fonte: Autor (2021)

Veja agora o que acontece se arrastar o valor do a para o 3.

Figura 45 — Fungdo f(x) = cosh(ax) paraa =3
€2 GeoGebra Classic 5 - X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
[&] Al Mello) <lN]l=) 4
» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizacio

® a=3 f
® f(x) = cosh(3x) a=3 s

Entrada:

Fonte: Autor (2021)

Note que, a concavidade vai "fechando"a medida que o valor do a aumenta. Ou
ainda, se pensarmos de forma contrdria, a concavidade vai "abrindo"mais cada vez que o valor
de a diminui, e isso ocorre até chegar no valor a = 0, que seria o valor que torna o grafico da

funcdo uma reta horizontal paralela ao eixo x e cortando o eixo y no valor y = 1. Apds isso, para
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os valores negativos que tomarmos para o a, a fun¢ao terd a mesma forma do valor positivo do a

em moddulo, ou seja, tomando a = 3 e a = —3 por exemplo, a fun¢do serd igual para todo x € R.

Isso ocorre, por consequéncia da forma exponencial da funcio cosseno hiperbdlico. Veja.
Paraa =3

3x —3x
cosh(3x) = %

Paraa = -3

—3x 3x 3x —3x
e " +te e +e
h —3 == =
cosh(—3x) 7 >
Veja agora o que o GeoGebra apresenta ao digitar na barra de entrada a fungao

f(x) =tgh(ax).

Figura 46 — Funcdo f(x) =tgh(ax) paraa =1

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

] Al oo 4N =) 4

» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagao X

® a=1
® f(x) = tgh(1x) a=1 35

Entrada

Fonte: Autor (2021)

Ao alterar o valor de a para valores positivos e negativos de mesmo moédulo, aconte-
cerd algo semelhante ao que aconteceu com a funcao seno, ou seja, suas imagens serdo opostas

como mostra a Figura 47.
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Figura 47 — Funcdo f(x) =1gh(3x) e g(x) = tgh(—3x)

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

AlLARD @ @‘ A’,“ x EAES
> Janela de Algebra %[> Janela de Visualizago
® f(x) = tgh(3x)
® 5(x) = tgh(=3x)

€7 GeoGebra Classic 5 - X

X

Entrada:

Fonte: Autor (2021)

Observe que a curva em vermelho representa a fungdo f(x) =rgh(3x) e a curva em
azul representa a funcio g(x) = rgh(—3x) além disso, ambas possuem mesma imagem para
x =0 e em todos os outros pontos elas possuem imagens opostas.

Agora, serd apresentado uma ferramenta de programacao, como mais uma op¢ao de

estudo destas fungdes.

3.2 Uso de linguagens de programacao

Nessa secao, serd apresentada uma proposta de estudo basico das fungdes trigono-
métricas e hiperbdlicas por meio de uma linguagem de programacgdo. A linguagem sugerida
aqui serd a Phyton que, para fazer as digitacdes, serd usado o google colab que um ambiente que
usa a phyton como linguagem. Inicialmente, serd mostrado como acessar, criar um notebook na
plataforma para que possa iniciar o processo de escrita das funcdes. Para acessar o google colab,
o aluno deverd digitar em seu navegador https://colab.research.google.com. Esse € o link que
o levara diretamente para a plataforma para que ele possa dar inicio a criacdo do seu notebook

virtual. Apds acessar o link, o aluno se deparara com a seguinte tela.
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Figura 48 — Tela inicial do Google Colab
Aberto pela Primeiro acesso
dltimavez « -
20:46 2]

Filtrar notebooks
20:46

Titulo

C0O 0I4, este é o Colaboratory

Novo notebook  Cancelar

Fonte: Autor (2021)
A tela que aparece na Figura 48, € a tela inicial. Veja que na parte inferior direita

~

B Comentario &% Compartilhar ¢ Q

Conectar v

da tela, aparece um botdo com a informagdo "Novo Notebook", esse € o botao que devera ser
cBA QL

clicado. Ap6s clicar em "Novo Notebook", aparecerd a seguinte tela.
# Editar

Figura 49 — Tela principal do Google Colab

& Untitled2.ipynb 7+
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execucdo Ferramentas Ajuda

+ Codigo + Texto

2 0

=
Fonte: Autor (2021)
Na parte superior esquerda, na Figura 49, onde aparece o texto "Unitled2.ipynb",
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refere-se ao titulo do notebook, esse titulo pode ser editado pelo aluno a qualquer momento,
basta clicar em cima do texto. E importante que o aluno edite esse titulo pelo fato de o arquivo
ser salvo na nuvem do gmail do mesmo, ficando assim mais fécil de identifica-lo depois.

Essa tela que a Figura 49 apresentou, € a tela principal do colab, € nessa tela que o
aluno escrevera todas as equagdes desejadas. Observe que, na parte superior da tela principal,
aparece um barra com dois botdes, o primeiro com texto "+ cd6digo"e o segundo com "+ Texto".
Ao clicar no primeiro, aparecerd uma barra abaixo para que sejam digitados apenas codigos
na linguagem phyton, e ao clicar no segundo, aparecerd uma barra para digitar qualquer tipo
de texto. Vamos iniciar a constru¢ao das fungdes. Antes de tudo, como vamos trabalhar com
escritas matemadticas, precisamos importar um pacote para identificar os c6digos matematicos,
para isso, basta clicar no botao "+ c6digo'e, na barra que aparecer digitar o comando "import
numpy as np". Além disso, precisamos definir todas as fung¢des que iremos trabalhar aqui (tanto
as trigonométricas quanto as hiperbdlicas) ainda nesta linha de c6digos, para isso, aperte a tecla
enter e digite o texto "def f1:", tecle enter novamente e digite "return np.sin(x)", tecle enter e
faca isso com todas as demais fun¢des. Para ficar melhor organizado, como vamos trabalhar com
dois tipos de fungdes, clicaremos no botdo "+ texto"e escreveremos na barra, o titulo "Funcdes

Trigonométricas". Veja a Figura 50
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Figura 50 — Definicao inicial das fungdes

cO £ Untitled2.ipynb

Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Ferramentas Ajuda

+ Cédigo + Texto

Q [13] import numpy as np
def f1(x):
<> return np.sin(x)
def f2(x):
return np.cos(x)
= def F3(x):
return np.tan(x)
def fa(x):
return np.sinh(x)
def f5(x):
return np.cosh(x)
def f6(x):
return np.tanh

T B I <> o M

I
E

Fun¢Bes Trigonométricas | . X .
i Fungoes Trigonometricas

Fonte: Autor (2021)

Veja que, foram definidas na parte inicial todas as fungdes que serdao construidas
adiante, é necessdrio fazer isso, para que nos proximos passos, elas sejam usadas. Em seguida,
iniciaremos a escrita das fungdes.

Clique no botdo "+ c6digo"e na barra que aparecera, serdo digitados alguns c6digos.
O primeiro cédigo a ser digitado € "valor = int(input("Digite o valor do angulo"))", esse servira
para mais adiante escolher qualquer angulo, em graus. Aperte "enter"e digite o codigo "valor =
int(input("Digite o valor do angulo")) angulo = (np.pi1*valor/180)", esse, servird para fazer a trans-
formacdo do angulo de radianos para graus (uma vez que na linguagem python a medida padrao
para angulo € radiano). Aperte "enter"mais uma vez e digite "valorl =round(np.sin(angulo),2)",
esse servird para fazer um arredondamento de 2 casas no valor calculado, esse arredondamento
pode ser de mais casas, caso queira, basta trocar o niimero 2 pelo nimero desejado no comando.
Por fim, aperte "enter"mais uma vez e digite o cédigo "print("O valor do seno do angulo", valor,
"¢", valorl)", esse é o c6digo que permite imprimir o valor desejado. Apds fazer isso, aperte as
teclas "Ctrl"seguida de "enter", ird aparecer uma outra barra em baixo, solicitando o valor do
angulo para que seja calculado o seno desse angulo. Vamos aqui escolher o angulo 30 apenas

como exemplo. Apds digitar 30 na barra, aperte "enter". Veja na Figura 51 o resultado obtido.
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Figura 51 — Cdédigos para construgao do seno de um angulo qual-
quer

cO £ Untitled2.ipynb
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Ferramentas Ajuda

+ Cddigo + Texto

Q [13] import numpy as np
def f1(x):
<> return np.sin(x)
def f2(x):
return np.cos(x)
D def f3(x):
return np.tan(x)
def fa(x):
return np.sinh(x)
def f5(x):
return np.cosh(x)
def fe(x):

return np.tanh

Fungdes Trigonomeétricas

~ ° valor = int(input("Digite o valor do angulo™))
angulo = (np.pi*valor/180)
valorl =round(np.sin(angulo),2)
brint("o valor-do-seno-do-angulo”, -valor, "é", wvalori)

Digite o valor do angulo3e
0 valor do seno do dngulo 38 é @.5

Fonte: Autor (2021)

Veja que, logo abaixo da barra onde foram digitados os cédigos, apareceu o valor
do seno de 30, que € 0,5. Agora, essa barra de c6digos, serve para calcular o valor do seno de
qualquer angulo desejado, basta apertar "Ctrl"seguido de "enter"e digitar o angulo que quiser. E
isso, pode ser feito para todas as funcdes usando os mesmos cddigos, trocando apenas onde tiver
"valorl"por "valor2", "valor3"e assim sucessivamente, representando as demais fung¢des, afinal,
o "valorl"j4 esta representando o seno. Veja na Figura 52 a construcao para as outras fungdes

trigonométricas.
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Figura 52 — Codigos para construcao das principais funcgdes trigo-
nométricas

cO & Untitled2.ipynb

Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Ferramentas Ajuda Todas as alteragbes foram salvas

+ Cédigo + Texto

[13]

Fungdes Trigonométricas
<>

v [38] valor = int(input("Digite o valor do angulo"))
O angulo = (np.pi*valor/186)
valorl =round(np.sin(angulo),2)
print("0 valor do seno do angule”, valor, "&é", valori)

Digite o valor do angulo3e
0 valor do seno do angulo 3@ é @.5

v [37] valor = int(input("Digite o valor do angulo"))
angulo = (np.pi*valor/186)
valor2 =round(np.cos(angulo),2)
print("0 valeor do cosseno do angulo”, valor, "&é", valor2)

Digite o valor do adngulo3e
0 valor do cosseno do angulo 30 € ©.87

v [39] valor = int(input("Digite o valor do angulo"))
angulo = (np.pi*valor/180)
valor3 =round(np.tan(anguleo),2)
print("0 valor do tangente do angulo”, valor,

e", wvalor3)

Digite o valor do dngulo3e
0 valor do tangente do angulo 30 € ©.58

Fonte: Autor (2021)

Note que, foi escolhido arbitrariamente o angulo de 30 para todas, apenas para obser-
var o célculo feito. Veja que foram calculados todos os valores desejados, com arredondamento
de 2 casas como solicitado.

Vamos agora fazer o mesmo para as func¢des hiperbodlicas. Veja a Figura 53.



81

Figura 53 — Cddigos para construgdo das principais fung¢des hiper-
bolicas
cO £ Untitled2.ipynb
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execug@o Ferramentas Ajuda Todas as alteragfes foram salvas

+ Codigo + Texto

Q Fungdes Hiperbdlicas

AR [4@] wvalor = int(input("Digite o valor do angulo"))

angulo = (np.pi*valor/18@)
[} valor4 =round(np.sinh(angulo),2)
print("0 valor do seno hiperbodlico do angulo”, valor, "é", valor4)

Digite o valor do angulo3e
0 valor do seno hiperbodlico do angule 3@ € 8.55

v [41] wvalor = int(input("Digite o valor do angulo"))
angulo = (np.pi*valor/18@)
valors =round(np.cosh(angulo),2)
print("0 valor do cosseno hiperbélico do &ngulo”, walor, "&", valors)

Digite o valor do angulo3e
0 valor do cosseno hiperbolico do angulo 3@ & 1.14

h ° valor = int(input("Digite o valor do angulo™))
angulo = (np.pi®valor/180)
valoré =round(np.tanh(angulo),2)
print("0 valor do tangente hiperbélica do angulo”, valor, "é", valore)

Digite o valor do angulo3e
0 valor do tangente hiperbélica do dngulo 3@ é @.48

Fonte: Autor (2021)

Veja que os codigos digitados foram os mesmos, mudando sempre somente a terceira
linha de cada cédigo, onde deve-se digitar a fungdo que serd calculada.

Dessa forma, note que foi construido um arquivo, onde estdo expostos os valores de
todas as principais fungdes trigonométricas e hiperbdlicas para um arco qualquer. Esse arquivo é
muito util, pois torna prético calcular o valor para qualquer fungao trigonométrica ou hiperbdlica,
basta, na fun¢do desejada, apertar "Ctrl seguido de "enter"(Ou clicar no "play"que fica a esquerda
de cada cddigo), digitar o valor do angulo desejado, apertar "enter"que automaticamente serd
encontrado o valor da funcdo para este angulo. Para demonstragcdo, vamos escolher outro angulo
para ser calculado, escolha, por exemplo o angulo de 20 e digite em todas as funcdes. Veja nas

Figuras 54 € 55 o que aparecera.
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Figura 54 — Fungdes trigonométricas tomando o arco de 20

£ Untitled2.ipynb

Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Ferramentas Ajuda Salvando..

+ Codigo + Texto

Fungdes Trigonomeétricas

« [43] valor = int(input("Digite o valor do angulo"))
angulo = (np.pi*valor/180)
valorl =round(np.sin(angulo),2)
print("0 valor do seno do angule", valor, "é", valori)

Digite o valor do angulo2e
0 valor do seno do angulo 20 & 8.34

v [44] valor = int(input("Digite o valor do angulo"))
angulo = (np.pi*valor/180)
valor2 =round(np.cos(angulo),2)
print("0 valor do cosseno do angulo”, valor,

é", valor2)

Digite o valor do angulo2e
0 valor do cosseno do angulo 20 e 9.94

« [45] valor = int(input("Digite o valor do angulo"))
angulo = (np.pi*valor/180)
valor3 =round(np.tan(angulo),2)
print("0 valor do tangente do angulo", valor, "é", valor3)

Digite o valor do angulo2e
0 valor do tangente do angulo 20 é @.36

Fonte: Autor (2021)
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Figura 55 — Fungdes hiperbdlicas tomando o arco de 20

cO & Untitled2.ipynb

Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Ferramentas Ajuda Todas as alteragtes foram salvas

+ Cdédigo + Texto

Q Fungdes Hiperbdlicas

<>  [46] valor = int(input("Digite o valor do dngulo™))
angulo = (np.pi*®valor/180)
O valor4 =round(np.sinh(angulo),2)
print("0 valor do seno hiperbélico do 3ngulo", valor, "é", valor4)

Digite o valor do angulo2e
0 valor do seno hiperbélico do angulo 20 é 0.36

v [47] wvalor = int(input("Digite o valor do a@ngulo™))
angulo = (np.pi*valor/180)
valors =round(np.cosh(angulo),2)
print("0 valor do cosseno hiperbélico do angule”, valor, “é", valors)

Digite o valor do angulo2e
0 valor do cosseno hiperbdlico do angulo 28 é 1.06

v ° valor = int(input("Digite o valor do angulo™))
angulo = (np.pi*®valor/180)
valoré =round(np.tanh(angulc),2)
print("0 valor do tangente hiperbdlica do angulo”, valor, "é", wvaloré)

Digite o valor do dngulo2e
0 valor do tangente hiperbdlica do angulo 20 € 8.34

Fonte: Autor (2021)

Esse arquivo ficard salvo no drive do e-mail que o usudrio estd logado, dessa forma,
€ possivel abri-lo em qualquer computador ou até mesmo celular que se acesse com 0 mesmo
e-mail. Assim, se por exemplo, o professor ministrar uma aula com os alunos ensinando-os a
criar este arquivo no laboratério de informética da escola, o aluno conseguiré abri-lo novamente

em casa para fazer suas manipulagdes e/ou acréscimos.
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4 CONSIDERAC()ES FINAIS

Na composi¢ao deste trabalho, fizemos na parte inicial, a defini¢do e um estudo a
respeito das funcdes trigonométricas e hiperbdlicas, apresentando algumas de suas propriedades
que sdo muito importantes para as mesmas. Esse estudo, falando especificamente das funcdes
hiperbdlicas, ¢ muito importante por ndo estarem presente nos livros didaticos de ensino médio,
ficando assim, um material que os professores podem recorrer para suas aulas quando assim for
preciso.

Logo em seguida, iniciou-se a apresentacao das estratégias metodolégicas propostas,
que sdo a utilizagdo dos softwares Symbolab e GeoGebra, e da linguagem de programacao
Python usada dentro do google colab. Essas estratégias, sdo de grande contribui¢cdo ao professor
e ao aluno, uma vez que fazem uso de ferramentas que podem auxiliar ambos. O professor
na elaboragdo de suas aulas, para conseguir montar uma aula mais dindmica e manipulavel,
além de conseguir mostrar dicas para resolucio de exercicios (como foi mostrado no Symbolab).
Ja o aluno, tendo ferramentas que ele pode manipular em casa, ao resolver um exercicio ou
até mesmo ao fazer estudos mais especificos destas fun¢des, fazer constru¢des geométricas,
observar o comportamento dos graficos quando se manipula algo dentro da funcio dentre outras
possibilidades que esses softwares proporcionam.

Essas ferramentas, como foi mostrado no apresentar desta pesquisa, sdo de facil
manuseio, e que podem ser encontradas nao sé em computadores, mas também celulares e
tables, ficando assim acessivel a um niimero maior de pessoas €, com o aluno conseguindo usar
ndo somente na escola, mas também em sua casa. Vale ressaltar também que, as estratégias
apresentadas aqui, sdo de grande importancia no estudo/ensino na situagdo que professores e
alunos foram expostos nos anos de 2020/2021 diante de uma pandemia onde ndo se era possivel
ter aulas presenciais, obrigando o ambiente escolar se tornar totalmente virtual, sendo assim as
ferramentas tecnoldgicas se tornam essenciais na vida de professores e alunos de todos os niveis.

Dessa forma, espera-se que esta pesquisa contribua significativamente nas aulas de
professores da educacgdo bésica e também superior, ajudando-os na elaboragdo e planejamento

de suas aulas, contribuindo assim na formacao dos alunos num contexto mais tecnolégico.
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Neste apéndice constam as relagdes utilizadas no estudo de fungdes trigonométricas.

. cos*x+sen*x =1
sen(x)
t e
8(x) cos(x)

. sen(x+y) = sen(x) - cos(y) + sen(y)

. sen(x—y) = sen(x) - cos(y) — sen(y)

. cos(x+y) = cos(x) - cos(y) — sen(x)

. cos(x—y) = cos(x) - cos(y) + sen(x)
B ACORNZAC)
) = T 180)
to(x—y) = tg(x) —tg(y)

1+1g(x)-1g(y)

. sen(2x) = 2-sen(x) - cos(x)

cos(2x) = cos®(x) — sen®(x)
cos(2x) =2 -cos®(x) — 1

cos(2x) = 1 —2-sen?(x)

2-1g(x)
1—tgx

1— cos
sen £\ ——

1 + cos
cos =\ ——F

1g(2x) =

-cos(x)

-cos(x)

sen(y)

sen(y)
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APENDICE B - RELACOES HIPEBOLICAS

Neste apéndice constam as relacdes utilizadas no estudo de fun¢des hiperbdlicas.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. cosh*x — senh*x = 1

i) = s
. senh(x+y) = senh(x) - cosh(y) + senh(y) - cosh(x)

. senh(x —y) = senh(x) - cosh(y) — senh(y) - cosh(x)

. cosh(x+y) = cosh(x) - cosh(y) + senh(x) - senh(y)

. cosh(x —y) = cosh(x) - cosh(y) — senh(x) - sen(y)

__1gh(x) +1gh(y)
. tgh(x+y) = 1+1gh(x)-1gh(y)
. tgh(x—y) = e

1 —1gh(x) -tgh(y)

. senh(2x) = 2 - senh(x) - cosh(x)

cosh(2x) = cosh?(x) + senh?(x)

cosh(2x) = 142 - cosh*(x)

cosh(2x) =2 - senh®(x) — 1
2-tgh(x
‘h(2x) = 1+Z§hg())c)

en h _ / cosh
/ —1
cos h _ cosh



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

f) _ . cosh(x)+1

'gh <2 cosh(x) — 1

<
+
BN

senh(p) + senh(q) =2 - senh (—) -cosh

(
senh(p) — senh(q) =2 - senh (%) - cosh (pT“])
(

\8)

cosh(p) + cosh(q) =2 - cosh (pT—i—q> -cosh

cosh(p) — cosh(q) = —2 - senh (pT-l-q> -senh <¥)

senh(p+4q)
cosh(p) - cosh(q)

tgh(p) +1gh(q) =

senh(p— )
cosh(p) - cosh(q)

tgh(p) —tgh(q)
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