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RESUMO

O presente trabalho visa apresentar uma andlise sobre a curva de infectados e 6bitos pela
Covid-19 no Piaui através do método de aproximacao por interpolacao polinomial, em
especifico, o método de Interpolacao Polinomial de Lagrange, mediante uma perspectiva
teorica e algébrica. Aliado a isso, numa visao geométrica, utilizamos o software livre
Maxima, para visualizarmos os resultados da aplicacao dos dados oficiais coletados, no
referido contetido. Também calculamos o erro de aproximacao na aplicacao do método nos
periodos analisados, e explanamos um pouco sobre o histérico da pandemia de Covid-19 de
modo geral e em particular no Estado do Piaui. Para melhor fundamentagao, o método
de pesquisa empreendido nesse estudo segue natureza quantitativa analitica e revisao
bibliografica dos principais contetidos relacionados a Polinomios e Equagoes Polinomiais,

Polinémios de Interpolagao, Férmula de Lagrange e Erro na aplicacao do método.

Palavras-chave: Covid-19; Interpolagao Polinomial de Lagrange; Maxima; Erro de apro-

Ximagao.



ABSTRACT

The present work aims to present an analysis of the curve of infected and dead by Covid-19
in Piaui through the method of approximation by polynomial interpolation, in particu-
lar, the Lagrange Polynomial Interpolation method, through a theoretical and algebraic
perspective. Allied to this, in a geometrical view, we used the Maxima free software to
visualize the results of the application of the official data collected in the aforementioned
content. We also calculated the approximation error in the application of the method in
the periods analyzed, and explained a little about the history of the Covid-19 pandemic
in general and in particular in the State of Piaui. For a better foundation, the research
method used in this study follows a quantitative analytical nature and a literature review
of the main contents related to Polynomials and Polynomial Equations, Interpolation

Polynomials, Lagrange Formula and Error in the application of the method.

Keywords: Covid-19; Lagrange Polynomial Interpolation; Maxima; approximation error.
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1 Introducao

A atual situacao na qual o mundo estd enfrentando desde o final de 2019 para o
comeco de 2020 com o surgimento da pandemia do novo Coronavirus, tem despertado
curiosidades em muitas pessoas a respeito do virus, da doenca e dos impactos que ela
pode causar em escala global, seja na area social, economica, pessoal e de satide. Segundo
a organizagdo humanitaria internacional Médicos Sem Fronteiras (MSF), o coronavirus é
um novo virus contagioso e ainda h& muito a ser descoberto sobre ele. Os coronavirus sao
uma grande familia de virus que causam doencas que variam do resfriado comum a doencas
mais graves, como a Sindrome Respiratoria do Oriente Médio (MERS-CoV) e a Sindrome
Respiratoria Aguda Grave (SARS-CoV). O Covid-19 é a doenca do coronavirus provocada
pela nova cepa descoberta em 2019, que nao havia sido identificada anteriormente em seres
humanos.

Ao contrario daqueles que causam a gripe comum, nao ha pré-imunidade conhecida,
vacina ou tratamento especifico e presume-se que todas as pessoas sejam suscetiveis a ele.
A sobrecarga dos sistemas de satide vem se mostrando um dos maiores impactos da nova
doenca, mesmo em paises com estruturas médicas robustas. Em paises com estruturas
fragilizadas por falta de investimento ou conflitos, como as regioes em que MSF atua, o
peso sobre as equipes e instalacoes médicas pode ter resultados ainda mais devastadores.
Nao ha nenhum tratamento especifico com medicamentos antivirais para o coronavirus.
O tratamento se baseia no alivio dos sintomas.

As principais recomendacoes para impedir a propagacao do virus incluem lavagem
regular das maos; cobrir boca e nariz com a parte interna do cotovelo ou com lengo
descartavel ao tossir e espirrar; e evitar contato proximo com pessoas que apresentem
sintomas gripais. Sinais comuns da infeccdo incluem febre e tosse seca e, em menor
proporcao, sintomas respiratorios, dores no corpo e incomodo na garganta. Algumas
pessoas sao infectadas, mas nao apresentam sintomas e nao se sentem mal. Cerca de 80%
se recuperam sem precisar de tratamento especial e 1 em cada 6 pessoas que contraem o
coronavirus fica gravemente doente e desenvolve dificuldade em respirar. Pessoas idosas
e que tém problemas cronicos, como pressao alta, problemas cardiacos ou diabetes, tém
maior probabilidade de desenvolver a forma grave da doenca. Pessoas com febre, tosse e
dificuldade em respirar devem procurar orientacao médica.

Nesse contexto, a ideia deste trabalho surgiu a partir da vontade de usarmos o con-
tetiido matemaético de Interpolacao Polinomial de Lagrange para que pudesse ser explorado
com base nessa nova realidade, de modo que o mesmo também estivesse ao alcance da
compreensao de alunos do ensino basico e professores. Para tanto, dividimos esse estudo
em trés capitulos: A Pandemia Covid-19, Referencial Teérico e Resultados e Discussoes.

No primeiro capitulo explanamos um pouco sobre o histérico da pandemia de Covid-

19 de modo geral e em particular no Estado do Piaui. Destacamos sobre o surgimento

13



dos coronavirus no mundo, principalmente do novo coronavirus, sobre sua disseminacao,
contagio e possiveis fases de contencao da pandemia. Ao fim desse primeiro momento foi
descrito sobre a importancia das ciéncais exatas com o uso de modelos matematicos para
ajudar no combate a pandemia a partir de estudos baseados em dados reais. Relatamos
também a situagao do Piaui com a cria¢ao do Centro de Operagoes de Emergéncias (COE)
em Saude Publica, do Plano de Contigéncia Coronavirus Piaui e de Decretos, além de um
panorama do primeiro ano da pandemia em nimeros.

No segundo capitulo, chamado Referencial Teorico, objetivamos apresentar algumas
definicoes, proposicoes, lemas e teoremas que servirao de embasamento para este tra-
balho. Comecamos por alguns conceitos importantes no topico Polinémios e Equacgoes
Polinomiais, e logo depois passamos a falar um pouco sobre a Interpolacao de um modo
geral, para s6 entao introduzirmos resultados importantes nos conteiidos de Polinomio de
Interpolacao, Formula de Lagrange, Erro na aplicacdo do método e por fim a Foérmula
de Lagrange para pontos igualmente espagados. O desenvolvimento deste capitulo serve
para dar sustentacao algébrica para realizar o estudo do préximo capitulo deste material.

O terceiro capitulo ¢ destinado a apresentar uma aplicacao do uso do método de
Interpolacao Polinomial de Lagrange com énfase nos dados da pandemia de Covid-19,
especificamente nos casos de infectados e 6bitos no Estado do Piaui. Também calculamos
o erro de aproximacao na aplicacao do método nos periodos analisados com o intuito
de compararmos os resultados dos valores encontrados via Polinémio Interpolador com
os valores oficiais, e a partir disso termos uma visualizagao gréafica, gerada através do
software matematico Maxima, desses resultados e vermos a similaridade deles com o
grafico disponilizado pela Secretaria de Estado da Saide do Piaui - SESAPI.

Em face ao exposto, o estudo embasado nos conceitos que serao apresentados no
presente trabalho, servird de sustentacao solida para alcancarmos nosso objetivo que é
apresentar um método de aproximacao a uma funcao genérica, mesmo nao dispondo de
sua forma analitica, por meio de outras funcoes mais simples e, no caso desta revisao
bibliografica, por meio de pontos tabelados. Vale ressaltar que nao buscaremos previsoes
para o desenvolvimento da Covid-19, e sim relacionar o estudo do Polinémio de Lagrange

com os casos da pandemia.
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2 A Pandemia COVID-19

Epidemias e Pandemias devem ser consideradas nao como um tipo especial de do-
enca, mas sim como parte de um complexo processo de distribuicao de patologias no
tempo e no espaco. Diversas classificacoes de doencas existem, sendo oficial a CID atu-
almente em sua décima primeira versao. As cartas de controle, empregadas pelo servico
de satude, permitem uma aproximacao a fase, endémica ou epidémica, em que se encon-
tram especialmente doencas sujeitas a vigilancia em todo o mundo, as quarentenaveis.
(CARVALHEIRO, 2008, [8])

Ainda para Carvalheiro (2008, [8]), o conceito de surto deve ser encarado como um
indicio de concentracao de episddios que merece estudo mais profundo. As mais importan-
tes doengas transmissiveis no mundo em desenvolvimento sao chamadas negligenciadas e
merecem aten¢ao especial das agéncias de fomento de pesquisa por nao serem tidas como
prioritarias pela industria farmacéutica.

Para Prado (2020, [26]) a pandemia da COVID-19 pelo novo coronavirus (SARS-CoV-
2) tem se apresentado como um dos maiores desafios sanitarios em escala global deste
século. Na metade do més de abril, poucos meses depois do inicio da epidemia na China
em fins de 2019, ja haviam ocorrido mais de 2 milhoes de casos e 120 mil mortes no
mundo por COVID-19, e estao previstos ainda muitos casos e 0bitos nos proximos meses.
No Brasil, até entao, tinham sido registrados cerca de 21 mil casos confirmados e 1.200
mortes pela COVID-19.

O ainda insuficiente conhecimento cientifico sobre o novo coronavirus, sua alta ve-
locidade de disseminacao e capacidade de provocar mortes em populagoes vulneraveis,
geram incertezas sobre quais seriam as melhores estratégias a serem utilizadas para o
enfrentamento da pandemia em diferentes partes do mundo. No Brasil, os desafios sao
ainda maiores, apesar de ja se saber bastante sobre as caracteristicas de transmissao da
COVID-19 num contexto de grande desigualdade social, a maior parte da populagoes vive
em condicoes precarias de habitacao e saneamento, sem acesso sistematico & agua e em
situacdo de aglomeracdo. (WERNECK, 2020, [31])

De acordo com Werneck (2020, [31]) a resposta a pandemia da COVID-19 poderia ser
subdivida em quatro fases: contencao, mitigacao, supressao e recuperacao.

A primeira fase, de contencao, inicia antes do registro de casos em um pais ou regiao.
Envolve, principalmente, o rastreamento ativo dos passageiros vindos do exterior e seus
contatantes, visando a evitar ou postergar a transmissao comunitaria.

A segunda fase, de mitigacao, inicia quando a transmissao sustentada da infeccao ja
estd instalada no pais. O objetivo aqui é diminuir os niveis de transmissao da doenca
para os grupos com maior risco de apresentarem quadros clinicos graves, além, claro, do
isolamento dos casos positivos identificados. Essas medidas, denominadas de “isolamento

vertical”, sao em geral acompanhadas de algum grau de reducao do contato social. Em
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geral comega com o cancelamento de grandes eventos, seguido paulatinamente por acoes
como a suspensao das atividades escolares, proibicao de eventos menores, fechamento de
teatros, cinemas e shoppings, recomendacdes para a reducao da circulacio de pessoas. E
o que se convencionou chamar de “achatar a curva” da epidemia.

Uma fase de supressao pode ser necessaria quando as medidas anteriores nao conse-
guem ser efetivas, seja porque sua implementacao nao pode ser concretizada de forma
adequada e imediata (p.ex.: insuficiéncia de testes diagnosticos necessarios para identi-
ficar individuos infectantes logo no inicio da epidemia) ou porque a redugao alcancada
na transmissao ¢ insuficiente para impedir o colapso na atencao a saide. Na fase de
supressao sao implantadas medidas mais radicais de distanciamento social, de toda a po-
pulacao. Aqui o objetivo é adiar ao maximo a explosao do ntimero de casos, por tempo
suficiente até que a situagao se estabilize no campo da assisténcia a satude, procedimentos
de testagem possam ser ampliados e, eventualmente, alguma nova ferramenta terapéutica
ou preventiva eficaz (por exemplo: vacina) esteja disponivel. Ha controvérsias em rela-
cao a essas medidas de “isolamento horizontal”, particularmente no que concerne as suas
repercussoes econdmicas, sociais e psicologicas em ambito populacional.

Por fim, e nao menos importante, é a fase de recuperacao, quando hé sinal consistente
de involucao da epidemia e o nimero de casos se torna residual. Essa tltima fase requer
uma organizacao da sociedade para a reestruturacao social e econdmica do pais. E,
certamente, intervencao do Estado.

Em 31 de dezembro de 2019, na cidade de Wuhan, China, foi descoberto esse novo
agente infeccioso o qual é responsével pela pandemia que assola o mundo. Segundo Ma-
cedo, Ornellas, Bonfim (2020 apud Aradjo AAC et. al., 2020, |3|) “No Brasil, o primeiro
caso da doenca foi detectado em 26 de fevereiro de 2020 e tratava-se de um caso impor-
tado. Seguido a esse primeiro caso, cerca de 11 dias depois, foram confirmados 25 novos
infectados”. A partir dai, a quantidade de casos de infectados e 6bitos foi aumentando
rapidamente até o pais se tornar o epicentro mundial da doenca, e hoje acumula cerca de
meio milhao de 6bitos e quase 17 milhoes de casos acumulados, de acordo com o Ministério
da Satude.

Diferentemente de pandemias anteriormente enfrentadas pela humanidade, a da covid-
19 ocorre num mundo baseado — e relativamente organizado — em dados. As ciéncias
exatas se mostram agora fundamentais para combater a doenca, por meio de modelos
matematicos que usam dados para prever a propagacao do virus e que podem ajudar
autoridades a definir suas agoes. (MACHADO, 2021, [20])

Para Alves (2017, p. 25, [1]), “[...] modelos matematicos sao um fator muito impor-
tante para orientar pesquisadores das mais diversas dreas. Permitem projetar diferentes
cenarios e analisé-los, contribuindo com elementos para a tomada de decisoes sobre como
equacionar problemas em satide publica. Os estudos nesta area possibilitam, por exemplo,

prever a velocidade de propagacao de doencas por um territério ou como podem afetar
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determinadas populacoes.”

No contexto pandémico em que se deseja compreender determinados
aspectos da realidade que somos capazes de observar, uma ferramenta
cientifica muito poderosa é comumente empregada: a criacdo de mo-
delos matemaéticos. De forma simples e direta, modelos matemaéticos
sdo representacoes simplificadas da realidade em forma de fun¢oes ou
equagoes. Nao existe o modelo perfeito, que represente a realidade exa-
tamente como ela é, mas existem — e podem ser elaborados — modelos
capazes de capturar caracteristicas observadas especificas (e de interesse)
da realidade. (ALVES, 2017, [1])

2.1 A COVID-19 no Piaui

No estado do Piaui, em 22 de janeiro de 2020, foi ativado o Centro de Operacoes de
Emergéncias (COE) em Saude Publica para a Covid-19. Esta estratégia adotada tem sua
ativacao prevista no Plano Nacional de Resposta as Emergéncias em Satide Ptublica do
Ministério da Saude (MS).

De acordo com Marinelli (2020, [21]):

“Diante da emergéncia por doenca respiratéria, causada por agente
Covid-19, conforme casos detectados na cidade de Wuhan, na China
e em outros locais, considerando-se as recomendagoes da Organizacao
Mundial de Saude (OMS), as equipes de vigilancia dos estados e munici-
pios, bem como quaisquer servigos de saide, devem ficar alerta aos casos
de pessoas com sintomatologia respiratéria e que apresentam histérico
de viagens para areas de transmissao local nos ultimos 14 dias”.

A partir dessa situagao alarmante, o Governo do Estado do Piaui passou a publicar
uma série de atos normativos, comecando pelo Decreto 18.884 de 16 de marco de 2020,
Leis, Portarias, Protocolos e Medida Provisoria, afim de tentar conter o avanco da disse-
minacao do virus em todo o estado. Poucos dias ap6s o primeiro decreto, em 19 de marco
de 2020, os primeiros casos do novo coronavirus sao confirmados pela Secretaria de Satde
do Piaui - SESAPI, ver [18]. E, em 27 de marco de 2020 o Piaui registrou a primeira
morte por COVID-19 em Piracuruca, ver [19]. Tratava-se de um homem de 57 anos que
era prefeito da cidade de Sao José do Divino.

Através do acesso ao site Painel Covid-19 Piaui, ver |25, em meados de junho de
2021, o Piaui ja acumula quase 300 mil casos confirmados, pouco mais de 6 mil 6bitos
pelo novo coronavirus, em torno de 270 mil recuperados, 212 mil descartados e quase 18
mil altas médicas, que foram registrados em 222 municipios. Destes, os cinco municipios
mais afetados sao: Teresina, Parnaiba, Piripiri, Floriano e Picos. Sao Luis do Piaui e
Massapé do Piaui sao as duas cidades do Piaui que ainda nao tiveram morte por Covid-
19. Analisando os dados no site “Painel Covid-19 Piaui”’, nota-se que os casos confirmados

tem uma incidéncia maior no sexo feminino. Em contra partida, pouco mais da metade
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dos 6bitos pertencem ao sexo masculino. Ja em relacao a faixa etaria, os casos confirmados
concentram-se entre 30 e 39 anos, e os Obitos na faixa de 80 anos ou mais. A taxa de
ocupacao dos leitos de UTI que ja chegou a 100% , inclusive tendo fila de espera para

internacdo, e ao final dessa pesquisa apresentava variacao em torno de 87%.

18



3 Referencial Teoérico

Destinaremos este capitulo a introduzir uma aproximacao de curvas bastante conhe-
cida, chamada de interpolacao polinomial. Nele, apresentaremos o método de Interpola-
cao Polinomial de Lagrange e faremos a exposicao de um teorema a respeito do erro de
aproximacao desse método, apresentando os conceitos de funcao polinomial necessarios a

introducao desse estudo.

3.1 Polindmios e Equagoes Polinomiais

Para poder entender o que é uma funcao polinomial ou simplesmente um polinomio
é necessario utilizar uma abordagem tedrica e abstrata para conseguir construir todo
o alicerce dessa tematica. Para isso serao utilizados e discutidos defini¢oes, teoremas,
corolarios, dentre outros, no decorrer desta secao.

Existe uma diferenca sutil entre polinémio e funcao polinomial. De forma geral, um

polinémio é uma expressao do tipo
P(x) = ag + a1x' + agz® + -+ + a, 2"

onde (ag, ay, . .., a,) sdo nimeros reais chamados de coeficientes. Se a,, # 0 entdo dizemos
que o polinémio tem grau n e coeficiente lider a,. A saber, coeficiente lider ou dominante
é o valor numérico que acompanha a parte literal de maior grau.

Cada polinémio P(z) corresponde a uma fun¢do polinomial f : C — C definida por:

Defini¢ao 3.1 (Fun¢do Polinomial). Uma fungao polinomial é uma func¢ao f : C — C
que associa a cada z € C, o ntimero complexo f(x) = ag + ayz + asz®* + -+ + a,2™, na
qual (ag,ay,as,...,a,) ¢ uma sequéncia de nimeros complexos com a,, # 0. Os valores
dessa sequéncia sao denominados coeficientes do polinémio, o valor x representa a variavel

independente.

Existe uma correspondéncia biunfvoca entre o polindomio P e a funcao polinomial f.
Por esse motivo, nao ha necessidade de fazer distincao entre P e f, ambos terao a mesma
representatividade neste estudo.

Esta funcao, de natureza simples e elementar, tem um papel de destaque na matema-
tica e nas ciéncias. Pode-se observar diversas situacoes do cotidiano ou da ciéncia em que
uma func¢ao polinomial é bastante 1til para modelar ou resolver um problema.

A seguir vamos a mais definicoes e propriedades relacionadas aos polinémios.

Definigao 3.2. Dados o ntimero complexo 7 ¢ o polinomio f(x) = ag + ajz' + asx® +

-+ + a,z", chama-se raiz de f em r, a imagem de r pela funcao f, isto é:

f(r)=ao+ar' +agr* + -+ + a,r" = 0.
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Em particular, se 7 ¢ um nimero complexo e f é um polindémio tal que f(r) = 0,

dizemos que r é uma raiz de f.

Defini¢ao 3.3 (Polindmios idénticos). Dizemos que dois polinémios f e g sdo iguais (ou
idénticos) quando assumem valores numéricos iguais para todo 2 complexo. Em simbolos,

indicamos:

f=g<% f(x)=g(x), Yz € C.

Defini¢ao 3.4. Seja f(z) = ap+ a1z +axx®+- - - +a,x™ um polinémio qualquer. Chama-
se grau de f(x) e denota-se por gr[f(x)], o maior valor dos expoentes de z, com coeficiente

nao nulo.

Sobre os polindémios podem-se certificar as aplicagoes das operagoes basicas de soma e
produto. Sejam f(z) = ag+a1x' +axx®+- - +ap,x™ e g(x) = by + bzt +box? +- - -+ b x™

dois polinémios definidos no conjunto dos ntimeros complexos, com n < m. Temos:

Soma: f(z) + g(x) = (ap +bo) + (a1 + b))’ + -+ + (an +bn)2"™ + - + (am + by )™

Produto: f(x)-g(x) = ag(by+ b1zt + -+ +bpa™) + ayzt(bo + byt + -+ b x™) + -+ +
anz"(bo + byt + box? + -+ + by x™).

Produto Escalar: k- f(x) = (k-ag) + (k- ar)a' + (k- ag)x® + - + (k - a,)z™.

E para definir a subtracao f(x) — g(x) basta fazer f(z)+ (—1) - g(z).

A seguinte proposi¢ao auxilia a determinar o grau de um polindmio resultante.

Proposigao 3.5. Sejam f(x), g(x), h(z) e j(z) polindmios, todos com coeficientes reais,
tais que, h(z) = g(x)+f(x) e j(x) = f(x)-g(x). Entio gr[h(z)] < max{grlg(z)], gr[f ()]}
e gr(j(x)] = grlf ()] + grig(x)].

Demonstragdo. Sejam f(x) = ag + a1zt + asx® + -+ + a,z" e g(x) = by + bia' + boz? +

-+ + by,x™ dois polindémios definidos no conjunto dos nimeros complexos, com a,, # 0 e

by, # 0.
Sem perda de generalidade, suponha n < m. Assim

hz) = (ao + bo) + (a1 + b))z + -+ + (@ + bp)a™ + -+ + (@ + bp)z™,

logo gr[h(x)] = m < m = maz{gr[f(z)], grlg(x)]}.
Analogamente,

j(x) = ao(by + bzt + -+ bpa™) + a1zt (bg + bzt + - + bpa™)
oo ana™(by 4+ bt 4 by 4 -+ bpa™),
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e desenvolvendo a multiplicagao dos termos de f(z) e g(z) temos,
j(x) = agby + - - - + agbpa™ 4 arboxt + - - + arbp ™ 4 - Fanbox™ + - -+ anbp ™t

Portanto, para a,, # 0 e b, # 0, gr[j(z)] =n+ m. ]

Na divisao de polindmios, temos um fato curioso, pois de acordo com Muniz (2016, [24])
o algoritmo da divisdo pode ser estendido para polindmios. Assim, para dividir f(z) por
g(x) devem existir polindémios ¢(x) e r(z) tal que f(x) = g(z) - q(x) + r(x), onde ¢(z)
¢ denominado quociente da divisdo e r(x) o resto, com gr[r(z)] < grlg(z)]. Quando
r(x) = 0 dizemos que f(x) é divisivel por g(z), ou que g(z) divide f(z).

Vejamos agora um resultado importante sobre fatoracao de polindémios de acordo com

IEZZ1 (2013, [14]), e que ird nos servir de base para a proxima segao.

Teorema 3.6 (Teorema da decomposi¢ao). Todo polinomio P de grau n (n > 1)
P=a,a" + a, 12" "+ +ag, (a,#0)

pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:
P=ay(x—r)(x—ro)(z—r3) - (x—ry),

em que 1y, Ta, rs,..., ', $80 numeros complexos tais que P(r;) =0, para ¢ = 1, ...,n. Com

excecao da ordem dos fatores tal decomposicao é tnica.

Demonstracao. Faremos a demonstracao do Teorema em duas partes: existéncia e unici-
dade, usando a ideia de inducao.
1) Existéncia.

Sendo P um polinémio de grau n > 1, podemos aplicar o Teorema Fundamental da
Klgebra (T.F.A.f]e P tem ao menos uma raiz ry. Assim, P(r;) = 0 e, de acordo

com o Teorema de D’Alembert?], P ¢ divisivel por 2 — r1:
P:(I—Tl)'Ql (].)

em que ()1 é polinomio de grau n — 1 e coeficiente dominante a,,.

Sen =1, entao n — 1 = 0 e ()1 é polindbmio constante. Portanto, Q1 = a, e

P = a,(x —ry), fica demonstrado nosso teorema.

!Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.) (ver [14]): Todo polinémio P de grau n > 1 admite ao
menos uma raiz complexa
2Teorema de D’Alembert (ver [14]): Um polinoémio f é divisivel por (x — a) se, e somente se, a ¢ raiz

de f.
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Agora, se n > 2, entaon —1>1e o T.F.A. é aplicavel ao polinomio @)y, isto é, @,

tem ao menos uma raiz ro. Assim, @Q1(r2) = 0 e Q; ¢ divisivel por z — ry:
Q1:($—T2)‘Q2 (2)
Substituindo 2 em [I] resulta:
P=(z—mr)(z—r)- Qs (3)

em que ()5 é polinomio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,,.
Sen =2, isto &, n—2 =0, entdo Qs = a, e P = a,(x — r1)(x — ry), ficando

demonstrado nosso teorema.

Continuando assim, ap6s n aplicagoes sucessivas do T.F.A. chegamos na igualdade:
P=(x—r)(x—ro)(z—rs)..(x—1,) Qn
em que @), tem grau n —n = 0 e coeficiente dominante a,,. Portanto, (),, = a,, e

P=a,(z—r)(x—mr)(x—1s)...(T —1p).

Unicidade

Vamos supor que o polinémio P admita duas decomposicoes:

P = a(z—r))(x—ro)(x—13)..(x —71) €

P = a;n(x — T;)(ZB — r;)(x — ré)(m — r;n)

Igualando os dois segundos membros, supondo-os reduzidos e ordenados, temos

/

A" =y S1-2" A (=D an(r1-. . 1) = a2 —a,, Sy -2 A (=D am (1. T,

onde Sy =7+ +r,eS =r 4471, ver [10].

Pela definicao de igualdade de polindémios, ver Definicao temos necessariamente:

Assim, ficamos com a igualdade:

’

(x —r)(x—ro)(x—r3)..(x—r,) =(x— 7‘/1)(1: — r;)(x — r;)(:r —r,) (4)

22



Atribuindo a z o valor de 7, temos

’

0= (Tl - Tll)(rl - T;)(Tl - T;S)"'(Tl - 7””>

, ~ r, .
e, se o produto ¢ nulo, entao um dos fatores r; —r; ¢ nulo. Com uma conveniente
/
mudanca na ordem dos fatores, podemos colocar r = r;.

Com isso, a igualdade [4] se transforma em:
(z —r)(x —ro)(x —73).(x — 1) = (x — 1) (& — 1) (@ — 7). (z — 7))
e logo em seguida, cancelando (z — r1) nos dois membros, em:
(. —ro)(x —13).(x — 1) = (x — ry)(x — 13)...(x — 7))
Agora, tomando x = ry na equacdo acima, temos
0= (ry —ry)(ro — 1g)...(ra — 7,)

r, .

e, analogamente, um dos fatores ro — r, € nulo. Com uma conveniente mudanc¢a na
/

ordem dos fatores, podemos colocar ry = 1.

. . . !/ .
Continuando com essa mesma ideia (n — 2) vezes, temos r; = r; para todo i €
. / / / !
1,2,3,...,n. Portanto, as igualdades m =n, a,, = a,, r; =11, 79 = T2, T3 = T3, -,
’

r, = Tn sa0 a prova da unicidade da decomposi¢ao.

]

3.2 Interpolacao

Nesta secao “consideramos o problema de aproximar uma funcao genérica real de uma
varidvel por meio de um grupo de funcoes mais simples. Existem varios usos para a
funcao aproximacao, dentre estes, a possibilidade de substituir fun¢oes intrincadas por
outras fungoes mais simples, de tal maneira que seja possivel retirar informacoes através
de operacoes como a diferenciacao e a integracao com menos dificuldade. Outro aspecto
importante da funcao aproximacao é a relacao de interpolacao em tabelas, isto é, se co-
nhecidos os valores numéricos da funcao a ser aproximada para um conjunto de pontos,
na forma tabelar, é possivel calcular o seu valor numeérico em um ponto que nao conste
na tabela. As classes de fungoes mais comumente utilizadas na aproximacao de uma
funcao dada sao as fungoes polinomiais, as trigonométricas, as exponenciais e as fun-
coes racionais. Destas, o polindmio interpolador é, h4 muito tempo, a mais usada em
computadores”. (CONTE, 1977, p. 83, [9])

Interpolar uma funcao f(z) consiste em aproximar essa fun¢io por uma outra fungao
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g(x), escolhida entre uma classe de fungoes definida a priori e que satisfaca algumas

propriedades. A func¢ao g(z) é entdo usada em substituicao a fungao f(z).

3.2.1 Polinémio de Interpolacao

O problema geral da interpolacao por meio de polinémios consiste em, dados n + 1
numeros distintos v, y1, ..., Yn, Dmeros estes que, em geral, sao n + 1 valores de uma
fungao y = f(z) em g, x1, ..., T, determinar-se um polinémio P,(x) de grau no méaximo
n tal que

P,(x0) = yo, Pu(1) =91,..., Po(zn) = Yn-

Vamos mostrar que tal polindmio existe e ¢ tinico, na hipétese de que os pontos xg, x1, ..., Ty,
sejam distintos. (FRANCO, 2006, [12])

Teorema 3.7. Dados n + 1 pontos distintos xg,x1,...,x, € n + 1 valores yo, Y1, .-, Yn,

existe um e sd um polinomio P,(x) de grau menor ou igual a n, tal que
P,(x) = yx, para todo k=0,1,....,n. (5)

Demonstragdo. Seja P,(r) = a,x™ +an_12" 1 + ...+ ag um polinémio de grau no maximo
n, com n + 1 coeficientes ag, ai, ..., a, a serem determinados. Em vista do Teorema (3.7)),

devemos ter

-1
Yo = Anxy + A1y + -+ ap

-1
Y1 = apx} + a2y 4+ +ap

-1
Yn = Cbnl’z + an—llﬁ +---4ap

o qual pode ser interpretado como um sistema linear para os coeficientes ag, ay, ..., a, €

cujo determinante, conhecido como determinante de Vandermonde E], ¢ dado por

1 xg 2 -+ b
1 oz 22 - a2l
V=V(zo,z1,..,xn) = | . . | : (7)

3Chamamos matriz de Vandermonde toda matriz de ordem n > 2 do tipo

1 1 1 - 1
aq a9 as te Qp,
2 2 2 2
ay a3 az o Gy
n—1 n—1 n—1 n—1

ap ag as Ay

Indiquemos o determinante de uma matriz de Vandermonde por V' (aq, a9, as, ..., a,), ver [13].

24



Pode ser rapidamente notado, através do célculo do determinante, que V' # 0 enquanto
os xj forem distintos. Resolvendo o sistema acima em relacao aos coeficientes a;, o
polinémio
Po(2) = apz™ + ap_12" ' + ... + ag,
serd com esses coeficientes, o Polinomio Interpolador que contém os n+ 1 pontos (xy, yx),
k=0,1,...,n.

Para calcular V, consideremos a funcdo V' (z) definida por

1 x x% xg
1z a2 z
V(z) =V(xg, 21,y Tpo1,x) = | : : : : . (8)
1 @, ) Ty q
1 = x? n

1 =z zy
1 x? xy
V(z) =
1 2 n
Tn-1 Tp_g Tp-1
1 =z x? "
Ty  xf xl 1 rpt
2 n n—1
T R 1 = i
= (=" [t
2 n—1
Tp—1 Tp1 " xz—l 1 s |

Desenvolvemos V' (z) segundo os elementos da tltima linha e observamos que cada
determinante menor, contendo n linhas e n colunas, nao dependem de x. Assim, podemos
garantir que a func¢do V(z) é um polinomio de grau menor ou igual a n. Além disso, o

coeficiente de ™ & V (xg, 1, ..., x,—1). Consequentemente, por (3.6), podemos escrever
V(z) = V(xg,x1, oy Tno1,2) = V(x0, T1, ooy Tn_1)( — x0) (T — x1)...(x — 21p—1). (9)

pois V(z) se anula em wg, z1, ..., z,—1 (ver (8])).

Substituindo x por x,, em @, obtemos a seguinte féormula de recorréncia

V(zo, T1y ooy Tno1,Tn) = V (20, T1, ooy Tno1 ) (T — 0) (X0 — 1) (T — Tp1). (10)

“Teorema de Laplace (ver [15]): O determinante de uma matriz M, de ordem n > 2, é a soma dos
produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores.
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Observando o determinante de Vandermonde , temos que
V(zo, x1) = 21 — p. (11)
Utilizando a igualdade e o resultado de , podemos escrever
V(xo, 21, 22) = V(xo, 1) (29 — x0) (22 — 1) = (21 — x0) (22 — x0) (T2 — 21). (12)
Agora, aplicando em , conseguimos obter

V(%, xy, I2,$3) = V(l’o, $1,$2)($3 - xo)(x3 - $1)($3 - IQ)

= (171 — ZL'())(ZEQ — 170)(1‘2 — Il)(l’g — ZL‘())(Ig — $1)([L‘3 — Ig).

Continuando com esse mesmo raciocinio, e utilizando (10)) como uma férmula de re-

corréncia, obtemos

V =V (xg,x1,..., )
= (21 — @) (w2 — @o) (w2 — @1)(w3 — o) (23 — 21) (23 — T2) - -~

v (= 20) (T — 1)+ (T — Tp1)

n
H T — Tj). (13)
k=0
k>j
Por hipoétese, os pontos xg, x1, ..., T, sao distintos e assim, por concluimos que V' # 0.

Consequentemente, pelo Teorema de Cramerﬂ o sistema @ tem uma, e uma so, solucao

ag, A1y ...y Qp. ]

Vimos que, dados n + 1 pontos distintos zg, 1, ..., £, € n 4+ 1 valores de uma funcao
y = f(z) sobre esses pontos, isto é, f(zo) = vo, f(x1) = w1 ,..., f(zn) = Yn, existe um,
e um 80, polinémio P,(x) de grau no maximo n tal que P,(z) = f(zx), k =0,1,....n

Com base nisso, temos a seguinte definicao.

Definicao 3.8. Chama-se polindmio de interpolagao de uma fun¢ao y = f(z) sobre um
conjunto de pontos distintos g, x1, ..., , ao polindomio de grau no maximo n que coincide
com f(x) em xg, 1, ..., ,. Tal polindmio sera designado por P,(f;x) e, sempre que ndo

causar confusdo, simplesmente por P, (z).

®Teorema de Cramer (ver [15]): Seja D = det(A) e S um sistema linear com matriz de coeficientes
A e numero de equagoes igual ao nimero de incognitas. Se D # 0, entao o sistema serd possivel e terd
solugdo tnica (aq, as, ag, ..., ay), tal que

=2 vie1,23 ..,n

onde D; é o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i-ésima coluna pela coluna dos termos
independentes das equagoes do sistema.
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3.2.2 Férmula de Lagrange

A partir do resultado exposto na demonstracao do Teorema onde foi provada a
existéncia e a unicidade do Polinémio Interpolador, podemos agora exibir a formula desse
polindmio. O préximo Teorema mostra como deve ser o Polinomio Interpolador de uma

funcao real de uma variavel a partir de alguns pontos conhecidos.

Teorema 3.9. Sejam xg,x1,...,2, 0s n + 1 pontos distintos contidos num intervalo I.
Consideremos uma funcao real f(x) e sejam f(xy) = yr (K = 0,1,...,n) 0s valores da

funcdo nesses n+ 1 pontos. Entao o polindmio

Pao) = w [l o= (14)

€ o polindémio interpolador dessa funcao.

Demonstragao. Para isso, considere os polinoémios I (z), para k = 0,1, ..., n, de grau n:

(x —mo)(x —a1) - (& — wp1) (@ — Tpsr) - (& — )

lk(x) - (xk _ IO)(xk _ SL’1> ... (xk — l’k*l)(mk — ka) ce (xk - xn)
g ““
=

Note que, os polindmios [ (z) satisfazem a seguinte propriedade:

1, se k=y;
le(xj) = (16)
0, se k#j.

Com efeito, observa-se que o numerador de l;(x) ¢ um produto de todos os fatores da
forma = — x;, exceto x — x;. Além disso, o denominador é um produto de todos os fatores
da forma x; — x;, exceto xp — x;. Dessa forma, o numerador e denominador sao iguais

quando substituimos = por zy em ([15)):

(@ — mo)(w — 1) -+ (@ — Tp—1) (T — Tpy1) -+~ (T4 — )

(2 — 20) (T — 1) - - (2% — L) (@h — Tpp) - - (T — T) L

lk(l’k) =

Por outro lado, sendo k # j, ao substituirmos z por z; em , o (j + 1)-ésimo fator

do produto do numerador se anula, ou seja,

(zj —wo)(xj — 1) - (25 —wp—) () —25) -+~ (2 — @)

l(z;) =
M) = e w0) ok — 21) - (@ — 1) — 1) - (5 — )
= 0.
Agora, considerando os valores yo = f(z0), v1 = f(z1),..-, Yn = f(z,) da fungao
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y = f(z), definamos o polinomio P,(x) da seguinte forma:

Pu(z) = wolo(w) +y1li(x) + -+ + ynln() (17)

- $—$j - I—Ij - x—xj
= Y + U T Yn

HIO—SL’]' Jl__!l’l—ﬂ?j Jl__JO:.CL’n—QIj

j#0 j#1 J#n

n n T — 7
= > ]l —>
k=0 oo kT T
7k

Observe que o polinémio P,(z), definido em (17), possui grau menor ou igual n, pois é
uma combinagao linear dos polinomios [(z) que possuem grau n. Além disso, aplicando
as condigoes de ([L6)), temos que

o P(x0) = yolo(wo) + y1li(zo) + - -+ + yuln(x0) = Yo;

o Py(x1) = wyolo(z1) +y1la(21) + - 4 yYnln(z1) = 913

L4 Pn<$n) = yOZO(xn> + ylll(‘rn> + ot ynln(xn) = Yn-

Logo, P,(z) satisfaz a seguinte propriedade:
P,(zx) = yx, para todo k =0,1,...,n. (18)

De acordo com o Teorema [3.7, como P,(x) satisfaz a condigdo (18), entdo P,(z) é o

polinomio de interpolagao de f(x) sobre os n + 1 pontos distintos xg, z1, ..., Ty. O]

Definicao 3.10. A fé6rmula é chamada Formula de Lagrange do Polindbmio de Inter-

polacao.

Com o intuito de esclarecer melhor o Teorema [3.9] consideremos o caso particular em

que n = 1, ou seja, o caso em que temos dois pontos (xg, o) € (1,y1). Assim sendo,

Lo(x) = "L e Ly(a) = 2
To — T T — o
Desta forma,
Po(x) = Lo(x)yo + Li(2)y1
T — I r—x
= Yo + : (i
Ty — I1 Tr1 — X
_ (1 — 2)yo — (10 — 7)1

1 — Zo

28



Este é o caso familiar de interpolacao linear, que pode ser representado nas seguintes

formas equivalentes:

Y1 — Yo 1
(x — x0) =
1 — I 1 — Xy

Y To— T

Y1 T1—

Pn(l’) =Y +

Y

onde as barras indicam o determinante do arranjo.

3.2.3 Erro na aplicacao do método

Ao ser utilizado, o polinomio interpolador exibe valores aproximados para a funcao
f(z) em pontos distintos dos z; dados, o que gera o seguinte questionamento: o que
podemos dizer a respeito desta aproximacao? Uma vez que é possivel conseguir muitas
fungoes que passem pelos mesmos n + 1 pontos (zy, fx), ndo podemos dizer muita coisa a
respeito do erro de aproximacao, tratando-se de um ponto nao contido na tabela, a menos

que tenhamos mais informagoes sobre a funcao original.

Definicao 3.11. O erro R, da interpolagao polinomial P, de uma funcao f em x no

intervalo I, é definido por

Para compreendermos melhor essa definicao, e obtermos uma expressao do termo do

erro, introduziremos os seguintes resultados.

Teorema 3.12 (Teorema de Rolle). Seja f(x) continua definida no intervalo fechado
[a,b] e diferencidvel em cada ponto do intervalo aberto (a,b). Se f(a) = f(b), entdo existe
um ponto € € (a,b) tal que f (&) = 0.

Cabe-nos destacar que a demonstracao desse Teorema pode ser encontrada na
referéncia (Figueiredo, 2008, p. 86), ver [11].
Enunciado o Teorema de Rolle, com o auxilio dele demonstraremos o Teorema de Rolle

Generalizado.

Teorema 3.13 (Teorema de Rolle Generalizado). Seja n > 2. Suponhamos que f(z) seja
continua em [a,b] e que a derivada de ordem n—1 de f, f"~'(x), exista em cada ponto de
(a,b). Suponhamos que f(x1) = f(z2) == f(z,) =0paraa <z <29 < ... <z, < b.
Entao, existe um ponto & € (z1,x,) tal que f*1(£) = 0.

Demonstracao. A demonstragdo desse teorema é uma aplicacao direta do Teorema [3.12
Considere os pontos x1,xs, T3, ...,x,. Usando o Teorema de Rolle, perceba que existem

pontos =} € (x1,x2), ¥4 € (T2, 3),..., 5| € (Tp_1,y), tais que
fi(@y) = fi(wy) =+ = flz4) = 0.
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Agora note que temos os pontos x7, x5, x5, ..., xk_, tais que (x},z} ;) C (a,b).
Nesses novos pontos obtidos, utilizando o Teorema de Rolle novamente, temos os

seguintes pontos:

‘flk* € (SET,.%;), 1‘3* € (ﬂU;,IBE), c x;kz*—Q € (IE;_%LE:_l)’
tais que
) = ) = = ) = 0.

Seguindo com este processo n — 2 vezes, chegamos ao momento em que temos os pontos

27 e (@ ey ) e al T e (2 YT 2 tais que

frR ) = ) =,
Finalmente, usando o Teorema m pela (n — 1)-ésima vez, temos § € (3:%"72)*, a:gnd)*),
com (""", 20"V € (21, 2,), tal que f2L(E) = 0.
[

Contudo, sob as condigoes fornecidas no Teorema [3.13] podemos obter a estimativa do
erro, dada por . Vejamos agora o resultado que nos fornece uma expressao do termo

do erro.

Teorema 3.14. Seja I um intervalo contendo os n+1 pontos interpoladores xg, x1, - , Ty
e f(x) uma funcio continua e que possua derivadas continuas de ordem n+ 1 para todo x
pertencente a 1. Se P,(x) € o polinémio que interpola f nos pontos xg,xy,- - ,x,, entdo

em qualquer ponto x pertencente a I, o erro € dado pela sequinte equacao:

(@) fI()
f(z) = Pu(z) = Tt (19)
onde
Y(x) = (r —xo)(x — 1) -+ (7 — ) (20)

e & € algum ponto contido no intervalo I.

Demonstracao. Inicialmente, observemos que, se x = x3, com k = 0,1,...,n, ambos os
lados da igualdade sao iguais a zero, visto que P, interpola f nos valores xy, e
Y (zx) = 0 por sua definigao ([20)).

Caso x # xy, para todo k = 0,1, ..., n, construimos a fun¢ao auxiliar

o(s) = f(s) — Pu(s) — g(x)(s), paratodo s € I,
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onde
(21)

Como z # xy, entao ¢ (z) nao se anula.

Note que, para s = xy, temos

o(zr) = flag) — Palzr) — g(x)d(x)
= Pu(zr) — Pu(wg) — g(2) ()
— 0,

pois f(xr) = P,(zx) e ¥(xr) = 0. Com isso, a fungdo ¢(s) se anula nos n + 1 pontos

Zg, ..., Tn. Além disso, ¢(s) se anula também quando s = z. De fato, devido & defini¢ao

de g(x), obtemos

o(x) = flx) = Pulz) — g(2)i(x)

Portanto, a fungao ¢(s) possui n+2 raizes no intervalo I e, pelo Teorema|3.13], " (s)
deve ter, no minimo, uma raiz £ em I. Como a derivada de ordem (n + 1) de P,(x) é

nula, se derivarmos n + 1 vezes ¢(s) e substituirmos s por &, alcancamos

¢"HE) = [rH(E) —g(@)(n+ 1! = 0.

Logo,
f(E)
= , 22
Finalmente, substituindo em (21)), conseguimos
U)o
f(x) = Py(z) = mf( (),
garantindo assim a estimativa de erro (19).
O

A expressao do segundo membro de ([19) é chamada termo do erro ou erro de trunca-
mento. E o erro que se comete no ponto z quando se substitui a funcio por seu polinémio
de interpolacio calculado em z. E importante notar que & = &(x) depende do ponto x no

qual a estimativa de erro é requerida.
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3.2.4 Foérmula de Lagrange para Pontos Igualmente Espacados

Dados n+1 pontos x; em um intervalo I, igualmente espacgados, isto é, z;11 — z; =
h#0,i=0,1,...,n. Vamos determinar uma forma para o Polinémio Interpolador e para

o erro, em termos de uma variavel u, definida da seguinte maneira:

Temos os seguintes lemas em funcao dessa variavel w.

Lema 3.15. Sejam xg,x1,...,z, pontos igualmente espacados de uma quantidade fiza
h # 0. Entao,

x —x, = (u—"7)h, para todo r =0,1,....,n,
onde x € (o, x,) e u € dado em (23).
Demonstracao. Provaremos por indugao em 7.

a) Para r =0, por (23), temos que
r —x9=uh = (u—0)h.
Logo, para r = 0 o resultado é verdadeiro.
b) Suponha valido z — z, = (u — r)h para r = p, isto é, v — x, = (u — p)h.

¢) Provemos que vale z — x,, = (u — r)h também para r = p+ 1. Com efeito, usando o

fato dos x; serem igualdade espacados e a hipotese de inducdo apresentada em b),

obtemos
T—Tpp1 = T—Tp+Tp— Tpr
= T —Tp — (Tpp1 — Tp)
= (u—ph—nh
= (u—p—1)h
= (u—(p+1))h.

Portanto, o teorema vale para todo r € {0,1,...n}.
m

Lema 3.16. Sejam xg,x1,...,z, pontos igualmente espacados de uma quantidade fiza

h # 0. Entao,
x, — x5 = (r — s)h, para todo r,s = 0,1, ....n.
Demonstracao. Provaremos por inducao em s e em 7r .
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1. Fixando r e aplicando indugao sobre s.

a) Para s =0, como os x; sdo igualdade espacados por uma quantidade h, entao
. —x9g=1h=(r—0)h.

Logo, para s = 0 o resultado é verdadeiro.
b) Suponha vélido x, — zs = (r — s)h para s = k, isto é, z, — x = (r — k)h.

¢) Provemos que vale z, — x5, = (r — s)h também para s = k+ 1. De fato, por b),

temos que
Tp = Tpy1 = Tp = Tp + Tp — Tpp
= (2 — ) — (frk+1 — )
= (r—k)h—
= (r—k-— )h
= (r—(k+1))h.

2. Agora, vamos fixar s e aplicar inducao sobre r.

a) Para r = 0, usamos a hipotese dos x; serem igualdade espagados por uma

quantidade h, obtendo assim
xg— Ty = —(xs —x9) = —sh =(0—s)h

b) Suponha valido para r = k, isto é, x, — x5 = (k — s)h.

¢) Provemos que vale também para r = k+1. Com efeito,pela hipotese de indugao

acima, chegamos a

Tht1 —Ts = Tyl — Tk + T — Ts
= (@pr1 — zx) + (25 — )
= h+(k—s)h
(1+k—s)h
= ((k+1)—9)h.

Com isso, concluimos que o resultado é valido para r,s € {0,1,...,n}.
m

E comum encontrar problemas de Interpolacao onde os valores de x; possuem a ca-
racteristica de serem igualmente espagados. Partindo dessa situacao e tendo em maos os
resultados dos Lemas e pode-se enunciar e demonstrar o resultado do teorema

a seguir.
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Teorema 3.17. Sejam xq, 1, ..., T, pontos distintos iqualmente espacados de uma quan-
tidade fira h # 0. Entao, a formula de Lagrange do polindomio de interpolacio de f é
dada por

n

Po(wo +uh) = ) f(zr) e(u),
=0

onde u é a mudanga de varidvel vista em (23 e

) (= D)= (k1)) (=)
M) = ) b= = D)= (R 1) (h =)’ 9

Demonstracao. Fazendo a mudanca de variavel dada em no polinémio de interpolacao
de f sobre xg, x1, ..., T, visto em e usando os resultados dos Lemas e obtemos

(u—0)h(u—1)h---(u—(k—=1h)(u—(k+1)h)---(u—n)h
k—0)h(k—1)h---(k—(k—1)h)(k—(k+1)h)---(k—n)h

Py(zo+uh) = > flxx)

O ua= D (k= D)= (k1) (u =)
= 2 G T G =G ) e )

k=0

De forma mais simples, pode ser reescrito da forma
(o + uh) Zf (zg) Ak (u (26)

onde A(u) € a expressao definida em (24).

Portanto, para a fun¢ao f(x), o polinomio interpolador sobre n+1 pontos (xq, 1, ..., T,)

— 2o .
. Essa féormula tem

se escreve, como se tem em 1) em termos da variavel u =
em sua utilizacdo uma grande vantagem, pelo fato de A\y(u), &k = 0,1, ...,n serem sempre
os mesmos para n + 1 pontos distintos igualmente espacados de h, isto é, temos que os
polinémios Ax(u), k = 0,1, ...,n independem dos zy .

De modo anélogo, podemos obter o erro do polinémio interpolador como mostra o

teorema a seguir.

Teorema 3.18. Sejam xq, 1, ..., x, pontos distintos iqualmente espacados de uma quan-
tidade fixra h # 0. Entao, o erro de truncamento do polindomio de interpolacdo de f €

dado por

wu—1)..(u—n)dtf
(n+1)! dun+1

Ry (u) = (),
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onde u € a mudancga de varidvel vista em 1} en=

h

-
0, com & apresentado em ()

Demonstracao. Aplicando o Lema na formula do erro de truncamento (19)), obtemos

1
(n+1)!

Frre).

Rz +uh) = [(u—=0)h]-[(u—=1)h]--[(u—mn)h]

hn+1

= u(u—1)~~(u—n)(n+1)!

Fr(e)

(27)

Agora, para exprimir f(x) em termos de u, vamos usar a Regra da Cadeiaﬂ Primeiro,

note que

df df du 1 df

de  du dr h du’

Utilizando novamente a Regra da Cadeia e usando (2§)), conseguimos

&f _d (df\_d (df\du d (1 df\1 _1 d&f
dz?  dr \dr) dul\dx)dr du\h du) h h® du2

Apos sucessivas aplicacoes da Regra da Cadeia, concluimos

dn+1f - 1 dn+1f
dpntl — pntl Jyntl’

Portanto, substituindo em , temos que

wu—1)...(u—n)d" T f

Fn(u) = (n+1)! dunt! (),

§—To

onde n =

ordem crescente e = € (xg, ).

pertence ao intervalo (0,n), se supusermos os pontos (zg, z1, ...

(28)

SRegra da cadeia (ver [16]): Sejam f: X - R, g:Y =R, f(X)CY,ac XNX , b= f(a) eYNY".
Se existem f’(a) e ¢'(b), entdo go f : X — R é derivavel no ponto a, valendo (g o f)'(a) = ¢'(b) - f'(a).
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4 Resultados e Discussoes

Neste capitulo, sera realizada uma descricao dos resultados da aplicacao do método
de Interpolagao Polinomial de Lagrange (ver Defini¢ao . Para este trabalho foram
utilizados dados referentes ao nimero de pessoas contaminadas e vitimas fatais da pan-
demia de COVID-19 no estado do Piaui, coletados a partir das publicagoes da Secretaria
de Estado da Satde do Piaui - SESAPI, onde a catalogacdo dos dados foi feita desde o
dia 18 de marco de 2020 até 18 de marco de 2021.

Pode-se verificar, através das Tabelas [T}, (3] [5] [7] [0} [T} [13} [15] que os dados utilizados
sao de natureza nao linear, pois crescem e decrescem de acordo com o periodo em que sao
coletados, dependendo de outros fatores e podendo gerar alteracoes durante o percurso.
Devido a isso, o uso da Interpolagdo Polinomial de Lagrange é a ferramenta ideal para
aplicacao, pois exibe uma fun¢ao nao linear que pode ser alimentada com diversos dados
e possui uma taxa de erro pequena em comparacao com outros tipos de calculos, sem a
necessidade de interagir com muitas outras fungées. (VIAIS NETO, 2020, [30])

O Polinomio de Lagrange, Definicao foi utilizado como fungao dnica e principal,
pois ele é capaz de apresentar resultados mais precisos conforme mais valores forem in-
formados. Para isso, utilizamos o software MAXIMA, onde o uso do referido programa se
fez necessario para facilitar o trabalho em calcular, através do Teorema [3.9] o polindmio
de interpolacao. O software serviu também como ferramenta para visualizar os graficos
gerados por este mesmo polinémio interpolador, visto que uma quantidade razoavel de
pares ordenados (z, P(x)) (domimio, imagem) foram utilizados nos célculos.

Um sistema de computacao algébrica, como o MAXIMA, permite manipular e explo-
rar expressoes matematicas de maneira simbolica e interactiva. O usuério digitaliza na
janela do programa algumas férmulas, comandos e o sistema avalia-os devolvendo uma
resposta que pode ser manipulada posteriormente, caso seja necessario. E-nos permitido
também obter solucdes numéricas aproximadas e visualizar graficamente quer dados, quer
funcoes matematicas. O MAXIMA, como se trata de um software do tipo “freeware”, com
funcionalidades similares aos softwares comercializados, nao estimula o uso de copias nao
autorizadas. (SANTOS, 2009, p. 11, [28|)

Um célculo padrao tem graus limitados, ou seja, s6 aceita uma determinada quanti-
dade de dados. No caso desse estudo, 20 pontos foi 0 maior nimero possivel de dados
inseridos no software, ja que a partir do 21° ponto tabelado, o grafico do polindémio in-
terpolador comecou a apresentar problema de instabilidade que foi aumentando a medida
que inserimos mais dados. Fato esse que nos motivou a fazer esse estudo em quatro eta-
pas: os trés primeiros periodos juntos equilavem a um ano, que é exatamente o mesmo
tempo do quarto e dltimo periodo.

Trata-se de um estudo bibliografico de carater quantitativo descritivo onde exibiremos

os resultados dos célculos feitos a partir de dados extraidos do “Painel COVID-19 Piaui”,
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o qual possui acesso de forma online e gratuita. Desse modo, pode-se estimar o Polinomio
Interpolador de Lagrange (ver Deﬁnigéo e o Erro (ver Deﬁnigéo de aproximacao
do mesmo, afim de compara-lo com o modelo amplamente divulgado e, a partir dai ter
uma discussao a respeito dos resultados do uso da Interpolagao Polinomial de Lagrange.

Vale ressaltar que nao buscaremos previsoes para o desenvolvimento da Covid-19, e
sim relacionar o estudo do Polinémio de Lagrange com os casos da atual pandemia. Para
isso, os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs, [7]) foram nosso alicerce, ja que neles
contém as finalidades do ensino da Matemaética no Ensino Médio, e dentre elas, destacamos

as duas a seguir:

I. Aplicar seus conhecimentos matematicos a situacoes diversas, utilizando-os na inter-

pretacao da ciéncia, na atividade tecnolégica e nas atividades cotidianas;

II. Analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes, utilizando ferra-
mentas matematicas para formar uma opiniao propria que lhe permita expressar-se
criticamente sobre problemas da Matematica, das outras &reas do conhecimento e
da atualidade.

4.1 Andlise dos casos de infectados

Para realizar os calculos seguintes, foram utilizados os registros apresentados pela
SESAPI, desde o primeiro individuo infectado, onde esses foram agrupados em intervalos
de 10 dias nos trés primeiros periodos e 20 dias no tltimo periodo desse estudo. E,
posteriormente, armazenados em uma planilha prépria assim como os dados obtidos pela
aplicacao dos ntiimeros oficiais na Interpolagao Polinomial de Lagrange.

A cada novo registro, feito diariamente, da quantidade de infectados da COVID-19
lancado pela SESAPI, também foi executado o programa MAXIMA informando-se todos

os dados a fim de obter o resultado do Polinomio Interpolador e da série de gréficos.

4.1.1 Periodo entre 18 de Margo de 2020 e 24 de Setembro de 2020

Inicialmente, foi feita a seguinte relacao dentre o periodo de 18 de Margo de 2020
até 24 de Setembro de 2020 com um ntmero natural (do 1 até o 20) com a finalidade
de adequar os pontos numa tabela para interpola-los polinomialmente, onde o intervalo

desse periodo da pesquisa foi a cada 10 dias.

18/03/20 — 1

28/03/20 — 2

16/06/20 — 10
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14/09/20 — 19
24/09/20 — 20

A partir disso foi montada a Tabela (1| de valores, (z, f(x)) para interpolagao, que
foram adaptados com base nos dados oficiais da COVID-19 no Piaui. Note que cada valor
de z corresponde ao dia e que cada valor f(z) corresponde & média movel do respectivo
dia. Tendo essas informagoes em maos, mesmo sem conhecer a funcao que gerou o grafico

da Figura 2| foi possivel montar o grafico do polinémio interpolador afim de compara-lo
com o fornecido pela SESAPI.

Tabela 1: MEDIA MOVEL DE INFECTADOS

x |1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11
flz)y{0 1 1,86 11,71 31,71 7586 136,43 198,71 363,86 457,14 693,14
x 12 13 14 15 16 17 18 19 20
f(z) | 1013,14 826,86 996,86 986,00 870,86 803,00 672,86 664,14 565,14

Fonte: Adaptado pelo autor.

Apresentemos agora, todos os procedimentos necessérios para que o Software Maxima
consiga executar a Interpolacao Polinomial de Lagrange e também gerar o grafico. Essa
mesma estrutura légica foi usada em todo o corpo desse trabalho, mudando sempre os
dados de cada um dos periodos analisados. Aqui inserimos os pontos tabelados e usa-
mos um comando para o cilculo do polinémio através da Formula de Lagrange, a partir
dos pontos tabelados (conhecidos como Nos da Interpolagdo) contidos na Tabela . A
partir daqui, onde se vé (%in), n € N, representa o comando inserido no programa. E

(%on), n € N, representa o que foi gerado por ele apos a inser¢ao de cada comando.

(%i1) Pontos:[[1,0],[2,1],[3,1.86],[4,11.71],[5,31.71],[6,75.86],|7,136.43],[8,198.71],[9,363.86],
[10,457.14],[11,693.14],[12,1013.14],[13,826.86],[14,996.86].[15,986],[ 16,870.86],[17,803],
[18,672.86],[19,664.14],[20,565.14]|;

(%o1) [[1,0],2,1],3,1.86],[4,11.71],[5,31.71],[6,75.86],[7,136.43],[8,198.71],[9,363.86],
[10,457.14],[11,693.14],[12,1013.14],[13,826.86],[14,996.86][15,986],[ 16,870.86],[17,803],
[18,672.86],[19,664.14],[20,565.14]]

(%i2) load("interpol");
(%02) "C:/maxima-5.44.0/share/maxima,/5.44.0 /share /numeric /interpol.mac"

(%i3) lagrange(Pontos);
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(%03) 4.645809803277273% 107 15 (£ —19)* (x —18)* (x —17) % (x — 16) x (x — 15) * (x — 14) *
(x—13)*(x—12)*(x—11)*(z—10)%(2—9)* (2 —8)*(x—T)*(x—6)*(x—5)*(x—4)*(x—3)*(x—
2)%(r—1)—1.037334011611685% 10~ 13% (2 —20)* (z—18) % (z —17) % (x — 16) % (x — 15) * (x —
14)*(z—13)*(x—12)x(x—11)*(z—10)*(z—9)*(x —8)* (x—T7)* (z—6)*(x—5)* (v —4) * (z —
3)*(x—2)%(x—1)49.458585640794634x 10~ 13 (x—20)*(z—19)*(x—17)*(z—16)*(x—15)*
(x—14)x(x—13)x(x—12)x(x—11)*(x—10)* (x—9)* (x—8)* (z—T)* (x—6)* (x—5) * (x —4) *
(x=3)x(x—=2)*(z—1)— (73 (x—20)*(z—19)x(x —18)* (x—16)* (x—15) * (x — 14)* (x — 13)*
(x—12)%(z—11)%(x—10)*(z—9)*(z—8)*(x—T)*(z—6)*(x—5)*(z—4)*(x—3)*(z—2)*(x—
1))/114124308480004-2.774837086455252 10 11 (x—20) % (z—19)*(x—18)* (z—17)*(x—
15)*(z—14)%(2—13)*(x—12)x(x—11)*(x—10)*(z—9)* (x—8)* (x —T7)*(x—6)* (z—5) * (x—

Ak (z—3)x(x—2)x(x—1)—(493% (2 —20)*(x—19)* (x —18)* (. —17)* (x—16) x (x— 14) *(
13)*(x—12)x(x—11)x(x—10)*(z—9)*(z—8)*(x—T7)*(x—6)*(x—5)x(x—4)*(x—3)* (x—2)*
(2 —1)) /5230697472000 +2.223419227663055 % 10~ 10 (z — 20) (2 — 19) % (z — 18) % (x— 17) %
(x—16)*(x—15)*(z—13)*(z—12)x(x—11)*(x—10)*(x—9)* (z—8)* (x—T)*(x —6)*(x—5)*
(x—4)*(z—3)*(z—2)*(x—1)—3.425030810116789% 10~ 10* (2 —20)*(x—19)* (z —18)*(z—
17)%(x—16)x(x—15)*(x—14)*(z—12)*(x—11)x(x—10)x(x—9)* (z—8)* (z—T7)*(x—6) * (x—
5)x(x—4)*(z—3)*(z—2)*(x—1)+6.294963563895442% 10~ 10* (2 —20)* (z—19)* (x—18)*
(x—17)x(x—16)*(x—15)*(z—14)*(z—13)*(z—11)*(z—10)*(z—9)*(z—8)*(z—T7)*(z—6) *

(x=b)x(x—4)*(x—3)*(x—2)*(x—1)—5.263745658871687+ 10~ 10 (x—20)* (x—19) * (z—
18)#(x—17)*(x—16)*(x—15)*(x—14)x(x—13)*(x—12)%(z—10)*(z—9)*(z—8)*(z—T7)*(x—
6)% (2 —5) % (2 —4)%(2—3)%(2—2)x(z—1)+3.471547869833804 10~ 10 (2 —20)x(z—19) (2 —
18)%(x—17)*(x—16)*(z—15)x(z—14)*(x—13)*(z—12)x(z—11)*(x—9)*(z—8)*(x—T7)*(x—

( )= (

*(X—

*

20)*
6)x(z—5)*(x—4)*(x—3)*(z—2)*(x—1)—2.260778808811216+ 10~ 10 (x—20)*(z—19)*(z—
18)x(x—17)x(x—16)x(x—15)*(z—14)*(z—13)*(z—12)*(x—11)*(x—10)* (x—8) * (x—T7) %

(x—6)x(x—5)%(x—4)*(r—3)*(z—2)*(x—1)+8.230992819562045+ 10~ 11 (z—20)*(x—19)*
(x—18)x(x—17)*(x—16)*(z—15)*(x—14)x(x—13)x(x—12)*(x—11)*(z—10)* (z—9)* (x—
Tx(x—6)%(x—5)*(x—4)*(z—3)*(x—2)*(x—1)—3.042965764802185% 10~ 11 (x—20)*(z—
19)x(x—18)%(z—17)*(x—16)*(x—15)*(z—14)*(x—13)*(x—12)*(z—11)*(x—10)*(x—9) %
(x—8)x(x—6)*(z—5)*(z—4)*(x—3)*(x—2)*(x—1)+7.25142300869814x 10~ 12 (x—20)*
(x—19)%(z—18)*(z—17)*(x—16)*(x—15)*(z—14)*(x—13)*(x—12)*(z—11)*(x—10)* (x—
9)k(x—8)x(x—T)*(x—5)*(x—4)*(x—3)*(x—2)*(r—1)—1.010381508066693+ 10~ 12 (x—
20)x(z—19)*(x—18)%(z—17)*(x—16)*(z—15)*(x—14)*(z—13)*(x—12)*(z—11)*(x—10)x*
(x—9)%(x—8)*(z—T)*(x—6)*(x—4)x(x—3)*(x—2)*(r—1)4+9.327946593709381 %10~ 14
(x—20)%(z—19)%(x—18)* (z—17)*(x—16)* (r—15)*(x—14)* (z —13)* (x —12) x (x —11)x*
(x—10)%(x—9)*(z—8)x(x—T)*(x—6)*(z—5)*(x—3)*(x—2)*(r—1)—2.614655246541334 %
10715%(x—20)* (x—19) % (x —18) % (x — 17)* (z — 16) % (x — 15) * (x — 14) * (x — 13) * (x — 12) %
(=11 % (z—10)*(z—9)x (x —8)*(z—T7)*x(x —6)*x(z—5)*x(x —4)*x (z —2) % (x — 1)+ ((z —
20)*(x—19)%(x—18)*(x —17)x(x—16)* (z —15)* (z—14)* (x —13) * (x — 12)* (x — 11) % (z —
10)% (2 —9)* (x—8)* (x —T7)*(x—6) % (x—5)* (x —4) x (x—3) * (x—1)) /6402373705728000.
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Na Figura [1] a seguir, temos o grafico do polinémio interpolador calculado através
do Teorema de Lagrange [3.9] e gerado pelo MAXIMA, com a insercao da série de dados
contidos na Tabela [I} Ela diz respeito & quantidade de infectados que correspondem ao
periodo de 18/03/2020 a 24/09/2020

Figura 1: Infectados do dia 18/03/2020 a 24/09,/2020
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Aqui contém os procedimentos necessarios para que o Software Maxima consiga sim-

plificar o polinémio interpolador e plotar o grafico do mesmo:

(%i4) prratsimp(%);

rat: replaced -2.614655246541334e-15 by -1/382459600103226 = -2.614655246541333e-15
rat: replaced 9.327946593709381e-14 by 4/42881892170111 = 9.327946593709383e-14
rat: replaced -1.010381508066693e-12 by -10/9897251602649 = -1.010381508066694e-12
rat: replaced 7.25142300869814e-12 by 116/15996860183285 = 7.25142300869814¢-12
rat: replaced -3.042965764802185e-11 by -95/3121954282196 = -3.042965764802182e-11
rat: replaced 8.230992819562045e-11 by 272/3304583128217 = 8.230992819562043e-11
rat: replaced -2.260778808811216e-10 by -223/986385749596 = -2.260778808811213e-10
rat: replaced 3.471547869833804e-10 by 288/829601119727 = 3.471547869833798e-10
rat: replaced -5.263745658871687e-10 by -169/321064145102 = -5.263745658871681e-10
rat: replaced 6.294963563895442¢-10 by 301/478160035312 = 6.294963563895447¢-10
rat: replaced -3.425030810116789%-10 by -175/510944308831 = -3.425030810116784e-10
rat: replaced 2.223419227663055e-10 by 65/292342528981 = 2.223419227663058e-10
rat: replaced 2.774837086455252e-11 by 409/14739604065278 = 2.774837086455252¢-11
rat: replaced 9.458585640794634e-13 by 33/34888937155331 = 9.45858564079463¢-13
rat: replaced -1.037334011611685e-13 by -9/86760868719776 = -1.037334011611685e-13
rat: replaced 4.645809803277273e-15 by 1/215247726950547 = 4.645809803277269¢-15
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(%od) (666879[185 digitos|217632+2'9—130567[188 digitos] 113553215+ 118860190 digitos]
424959 * 217 — 668095[191dgitos]681272 x 216 + 259680[193 digitos] 797708 * 215 —
740770[194 digitos]037526%x'4+160634[196 digitos|842458+x13—270605[197 digitos]|809364x
124 358852[198 digitos|839524xa11 — 377289199 digitos]188049% 10+ 315205[200 digitos]
621807 * x7 — 208810[201 digitos|746956 x x® + 108963[202 digitos|415800 * z” —
442692[202 digitos]576112x2°+137499[203 digitos]|4481 761> —317663[203 digitos|161408x
4 4 523481[203 digitos]934336 % 2 — 574928[203 digitos|989760 % 2> + 371647203 digitos|
817600 * x — 104856[203 digitos|056000),/739359[195 digitos]|856000

(%i5) plot2d([[discrete, Pontos|,p|,[x,1,22],[y,-1100,1400],[style,|points,2,7],[lines,1,2||,
[legend, "Pontos", "Polinomio Interpolador"|);

plot2d: some values were clipped.

Note que os pontos centrais, a partir do quinto ponto e até o décimo sexto ponto, isto
¢, compreendidos entre os dias 27/04/20 e 15/08,/20, houve uma significativa aproximagao
com o grafico oficial da Figura [2| apresentando variacoes minimas. Porém, no comeco e
no final, o polinomio interpolador apresentou uma grande variagao, visto que ele tende
a assumir valores bem maiores tanto positivamente quanto negativamente nos pontos
dos extremos. Isso acontece uma vez que o polinémio de interpolacao nao tem como
propriedade se assemelhar graficamente a todas funcdes que tenham em comum esses
mesmos pontos. O método de interpolacao polinomial apenas gera um polindmio que
contém tais pontos (os nos) em seu grafico. Nesse caso, as distor¢oes aconteceram nos

quatro ou cinco primeiros pontos e também nos quatro ou cinco tltimos pontos.

Figura 2: Infectados do dia 18/03/2020 a 24/09/2020
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Fonte: Painel COVID-19 Piaui

As Figuras [l e [2| apresentam graficos que mostram a relacao entre os dados tabelados

no programa e os fornecidos oficialmente. Na Figura |2 temos o grafico da situacao real
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baseado na média movel dos casos de pessoas infectadas no estado do Piaui durante o
mesmo periodo de 18/03/2020 a 24,/09/2020.

Elencamos aqui, os procedimentos necessarios para que o Software Maxima consiga
reescrever o polindmio interpolador na forma reduzida e calcular o Erro na aplicagdao do

método:

(%i5) expand(p);

(%05) (208399[184 digitos|131801 2'%) /231049194 digitos]808000 — (118697[187 digitos]
010323 + %) /672144[194 digitos]896000 + (396201[189 digitos|141653 + 2'7) /246453[195
digitos]952000— (163748[189 digitos]099709%216) /181215[193 digitos|632000-+(127294[191
digitos]17057T+2%) /362430[193 digitos|264000— (103749[192 digitos|266159x214) /103551
193 digitos] 504000+ (472453[194 digitos]6T1837x2'?) /217458194 digitos]584000— (397949
[195 digitos]938373 % 12) /108729[194 digitos|792000 + (175908[196 digitos|293331  #1)/
362430[193 digitos]264000— (672529[196 digitos]503009%z°) /1317930[193 digitos|096000-+
(618050[198 digitos|423957+2?)/144972[194 digitos]056000— (132932[197 digitos]682757
28)/470689[191 digitos]432000+(320481[198 digitos|491887xx")/217458[192 digitos|355840
—(162754[200 digitos|634471%2%) /271823193 digitos| 448000+ (624087[198 digitos] 271943+
x°)/335584[191 digitos]|808000— (324410[199 digitos]044849xx*) /T55064[191 digitos]568000
+(252450[199 digitos|65885 %) /356558191 digitos]206000—(198043[197 digitos] 604569+
+2) /254684[189 digitos] 766400+ (169338193 digitos|438249+x) /336884 [185 digitos|424440
— 861983[185 digitos]|852458/607800[178 digitos|923733

(%i6) p(x):—(208399[184 digitos]131801 % 21°) /231049[194 digitos]808000 — (118697[187
digitos|010323+2'8) /672144[194 digitos|896000+ (396201 (189 digitos]141653+27) /246453
[195 digitos|952000—(163748[189 digitos]099709xx¢) /181215[193 digitos]632000+ (127294
[191 digitos|170577 x x%) /362430[193 digitos]264000 — (103749[192 digitos|266159 * 1)/
103551 [193 digitos| 504000+ (472453194 digitos|6T1837xx'%) /217458[194 digitos|534000—
(307949 [195 digitos|938373%212) /108720[194 digitos]792000+(175908[196 digitos|293331+
x11) /362430[193 digitos]264000 — (672529[196 digitos]503009 * z°)/1317930[193 digitos]
096000+ (618050[198 digitos]42395T+2°)/144972[194 digitos|056000— (132932[197 digitos|
682757+2%) JATO689[191 digitos|432000-+(320481[198 digitos|491887xz7) /217458[192 digitos]
355840— (162754200 digitos|634471xx%)/271823[193 digitos]448000+(624087[198 digitos]
271943%x°) /335584191 digitos|808000—(324410[199 digitos|044849xx*) /755064[191 digitos]
568000+ (252450[199 digitos]658851%a) /356558[191 digitos|296000— (198043[197 digitos]
604569x2%) /254684[189 digitos|766400+(169338[193 digitos|438249xx)/336884[185 digitos]
424440 — 861983[185 digitos]852458/607800[178 digitos]|923733

(%06) p(x):=(208399[184 digitos]131801 % £'9)/231049[194 digitos]808000 — (118697[187
digitos]010323x2'®) /672144[194 digitos]896000+(396201[189 digitos|141653xx'7) /246453
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[195 digitos]|952000— (163748189 digitos]099709xx) /181215193 digitos]632000+ (127294
[191 digitos| 170577 + 2'%) /362430[193 digitos]264000 — (103749[192 digitos|266159 + z4)/
103551 [193 digitos]504000+(472453[194 digitos]|671837x'3) /217458[194 digitos]584000—
(397949 [195 digitos]938373+'%) /108729194 digitos|792000-+(175908[196 digitos]293331 %
211)/362430[193 digitos|264000 — (672529[196 digitos]503009 # 210) /1317930[193 digitos]
096000-+(618050[198 digitos]423957+2?)/144972[194 digitos|056000—(132932[197 digitos]
682757x2%) /470689[191 digitos]|432000+ (320481198 digitos|491887+x7) /217458[192 digitos]
355840 —(162754[200 digitos|634471xx5) /271823[193 digitos]|448000+(624087[198 digitos]
271943x2°) /335584[191 digitos|808000—(324410[199 digitos]044849xx*) /755064[191 digitos]
568000 (252450[199 digitos]658851+2%) /356558[191 digitos]|206000— (198043[197 digitos]
604569%22) /254684[189 digitos] 766400+ (169338[193 digitos|438249+x) /336884[185 digitos]
424440 — 861983[185 digitos]|852458/607800[178 digitos]|923733.

(%i8) p(6.6);"dia 13/05/20";
(%07) 104.0510067753494
(%o08) "dia 13/05/20"

(%i9) abs(104.71-p(6.6));

(%09) 0.6589932246506152
(%i11) p(11.2);"dia 28,/06,/20";
(%010) 777.735335033387
(%o11) "dia 28/06/20"

(%i12) abs(753.86-p(11.2));
(%012) 23.87533503338693
(%i14) p(17.7);"dia 01/09,/20";
(%013) -1417.484257180244
(%o014) "dia 01,/09/20"

(%i15) abs(689.43-p(17.7));
(%015) 2106.914257180244

Para elucidar a proximidade entre o que foi gerado e o que estd disponivel no site
da SESAPI, foi estimado o erro de aproximacao na aplicagdo do método que gerou o
polinémio interpolador e o grafico do governo estadual, como est& descrito na Definicao
Para tal, foram selecionados trés pontos aleatoriamente entre os intervalos dos
pontos = mostrados anteriormente na Tabela [, onde dois pontos estao situados na parte
central, na qual houve uma maior precisao, e um ponto estd em um dos extremos onde
aconteceu um distanciamento maior do polinémio. Como sao 10 dias entre os pontos

tabelados, para o primeiro intervalo fizemos a seguinte relacao:

18/03/20 — 1
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19/03/20 — 1.1

23/03/20 — 1.5

27/03/20 — 1.9
28/03/20 — 2,

afim de relacionar as datas a um numero real para que esse pudesse ser usado como valor
da abscissa do polindmio interpolador e entao nos retornar um resultado que nesse caso é
a ordenada P(x). Essa mesma ideia de associagdo das datas foi feita entre cada um dos

19 intervalos do periodo estudado.

Tabela 2: ERRO DE APROXIMACAO DA MEDIA MOVEL DE INFECTADOS

DIA  VALOR OFICIAL =z  P(z)  ERRO

13/05/20 104,71 6.6 104,05 0,65
28/06/20 753,86 112 777,73 23,87
01/09/20 689,43 177 -141748 2106,91

Fonte: adaptado pelo autor.

Com os valores aplicados no polinomio interpolador e baseado nesses trés erros obtidos
na Tabela 2| constata-se que, de fato, a parte central do grafico da Figura (1| teve uma
excelente proximidade com o grafico do governo estadual (ver Figura[2)) e na extremidade
final houve uma enorme variacao, revelando uma distor¢cao entre o valor obtido pela

Interpolacao Polinomial de Lagrange e o valor da realidade.

4.1.2 Periodo entre 16 de Julho de 2020 e 13 de Dezembro de 2020

A mesma légica apresentada na Subsecao foi utilizada para realizacao do célculo
e geragao grafica dos infectadas por COVID-19, no periodo de 16/07/2020 a 13/12/2020,
demonstrado pelo grafico que estd representado na Figura Nessa situagao buscou-se
analisar o perfodo compreendido entre o final do primeiro semestre e o inicio do segundo
semestre, haja vista que houve uma instabilidade grafica, geralmente em 4 ou 5 pontos,
no tempo analisado.

Além disso, ficaria um pequeno intervalo sem representacao grafica exatamente entre
os dias 24/09/2020 e 04/10/2020. E para que nao houvesse toda essa perda que foi gerada
devido as variacoes do polinémio interpolador, fez-se necessario essa analise em particular.
Observe que a Figura [3| apresenta uma quantidade menor de pontos e, consequentemente,

de pares (z, f(x)) inseridos no software, 16 para ser mais exato.
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A escolha dessa quantidade de pontos nao foi por acaso, ja que foi possivel observar nos
graficos das Figuras [J e o comportamento do polinémio interpolador e perceber que
as variacoes se deram de forma mais acentuadas nos quatro tultimos pontos do primeiro
semestre e nos quatro primeiros pontos do segundo semestre. Essa situacao ocorre num
intervalo de oito pontos tabelados situados entre os dias 25/08,/2020 e 03/11/2020.

Com base nessas observacoes, foram selecionados mais oito pontos a partir dos extre-
mos do intervalo citado: quatro pontos antes do dia 25/08,/2020 e quatro pontos depois
do dia 03/11/2020. Com isso, qualquer instabilidade grafica que viesse a acontecer, se-
riam nesses oito novos pontos, agora extremos, e nao nos oito pontos contidos no meio do
intervalo que de fato nos interessa.

A seguir, foi feita a relacao dentre o periodo de 16 de julho de 2020 até 13 de Dezembro

de 2020 com um nimero natural (do 1 até o 16) da seguinte forma:

16/07/20 — 1

26/07/20 — 2

24/09/20 — 8

03/12/20 — 15
13/12/20 — 16,

para que os pontos sejam adequados numa tabela com a finalidade de interpolé-los poli-
nomialmente. A partir dai foi montada a tabela de valores que segue logo abaixo, onde
os pares (z,f(x)) foram adaptados com base nos dados oficiais da COVID-19 no Piaui.

Logo temos a seguinte tabela:

Tabela 3: MEDIA MOVEL DE INFECTADOS

x 1 2 3 4 5 6 7 8
f(z) | 826,86 996,86 986,00 870,86 803,00 672,86 664,14 565,14

x 9 10 11 12 13 14 15 16
f(x) | 552,86 540,14 557,57 426,71 487,71 416 667,14 491,14

Fonte: adaptado pelo autor.

Na tabela acima, agora com uma quantidade menor de pontos, note que cada valor
aplicado em z corresponde ao dia observado e que cada valor f(x) corresponde a média

movel do respectivo dia. A partir desses dados tabelados, foi possivel montar o grafico do
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polinémio interpolador.

Figura 3: Infectados do dia 16/07/2020 a 13/12/2020
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Perceba que nesse caso, referente ao periodo de 16/07/2020 a 13/12/2020, o polino-
mio interpolador contido na Figura [3] apresentou variagdo em uma menor quantidade
de pontos das extremidades e por consequéncia uma aproximacao mais precisa em uma
quantidade maior de pontos centrais. Veja que foram apenas trés pontos no inicio e dois
no final do periodo estudado. Isso se deve & menor quantidade de pontos inseridos no MA-

XIMA e principalmente & menor variacao nos valores da média moével dentro do intervalo
analisado.

Figura 4: Infectados do dia 16/07/2020 a 13/12/2020
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Fonte: Painel COVID-19 Piaui
Para finalizar, foi estimado o erro de aproximacao do polinémio, onde foram seleciona-

dos trés pontos quaisquer entre os intervalos dos pontos x mostrados na Tabela[3] Dentre

esses pontos, dois pontos estao situados na parte central e um ponto que estd em um dos
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extremos. Como sao 10 dias entre os pontos tabelados, para o primeiro intervalo fizemos

a seguinte relacao:
16/07/20 — 1

17/07/20 — 1.1

21/07/20 — 1.5

25/07/20 — 1.9
26/07/20 — 2,

afim de relacionar as datas a um numero real para que esse pudesse ser usado como valor
da abscissa do polindmio interpolador e entao nos retornar um resultado que nesse caso é
a ordenada P(z). Essa mesma ideia de associacao das datas foi feita entre cada um dos

15 intervalos do periodo estudado.

Tabela 4: ERRO DE APROXIMACAO DA MEDIA MOVEL DE INFECTADOS

DIA  VALOR OFICIAL 2 P(z) ERRO

15/09/20 636,71 7.1 67391 37,20
07/11/20 254 12.4 560,48 6,48
06/12/20 634,29 15.3 433,79 200,50

Fonte: adaptado pelo autor.

Partindo dos valores aplicados no polinémio interpolante e dos niimeros desses trés
erros da Tabela[d] verifica-se que a parte central do grafico da Figura[3|teve uma excelente

proximidade e na extremidade final houve uma grande variagao.

4.1.3 Periodo entre 04 de Outubro de 2020 e 18 de Marco de 2021

Valendo-se das mesmas ideias mostradas nas Subsecoes anteriores e[d.1.2] foi rea-
lizado o calculo e obtido o grafico dos infectados por COVID-19, no periodo de 04/10/2020
a 18/03/2021, demonstrado pelo grafico que esta representado na Figura [5, Nessa situa-
¢ao buscou-se analisar o perfodo referente a segunda parte do ano avaliado em questao.
Aqui fizemos a relagao dentre o periodo de 04 de Outubro de 2020 até 18 de Marco de

2021 com um namero natural (do 1 até o 18) do seguinte modo:

04/10/20 — 1

14/10/20 — 2
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02/01/21 — 10

13/03/21 — 17
18/03/21 — 18,

com a finalidade de adequar os pontos numa tabela para interpola-los polinomialmente.
Essa relacao foi elaborada com as datas da média mével em intervalos de 10 dias, a partir
do dia 04/10/2020, exceto o intervalo dos dois ultimos dias tabelados que foi de apenas
cinco dias por conta do periodo a ser estudado, que foi de 1 ano. A partir disso foi
montada a tabela de valores, (x,f(z)) para interpolagao, que foram adaptados com base
nos dados oficiais da COVID-19 no Piaui. Logo temos a seguinte tabela:

Tabela 5: MEDIA MOVEL DE INFECTADOS

x 1 2 3 4 3 6 7 8 9
f(z) | 552,86 540,14 557,57 426,71 487,71 416 667,14 491,14 470,00

x 10 11 12 13 14 15 16 17 18
f(z) | 427,57 572,86 579,86 513,14 503,14 517,71 668,71 934,29 903,71

Fonte: adaptado pelo autor.

Cada valor aplicado em =z, na tabela acima, corresponde ao dia observado e cada
valor f(x) corresponde & média movel de infectados do respectivo dia. Com base nessas

informacoes, temos a seguir o grafico do polinomio interpolador.

Figura 5: Infectados do dia 04/10/2020 a 18/03/2021
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As Figuras 5| e @] apresentam respectivamente os graficos que mostram a relacao entre
os dados tabelados no software MAXIMA e os fornecidos oficialmente, onde é possivel
ver a proximidade entre eles. Na Figura [0] temos o grafico da situagao real baseado na

média movel dos casos de pessoas infectadas no estado do Piaui durante esse periodo de
04/10/2020 a 18/03/2021.

Figura 6: Infectados do dia 04/10/2020 a 18/03/2021
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Fonte: Painel COVID-19 Piaui

Comparando os dois graficos acima, vé-se uma boa aproximag¢ao nos pontos centrais,
mais especificamente a partir do quinto ponto até o 15° ponto, isto é, compreendidos entre
os dias 13/11/20 e 21/02/21, apresentando poucas variagoes. Porém, os valores nos cinco
primeiros pontos e nos quatro tltimos pontos ficaram um pouco distantes.

Por fim, pudemos estimar o erro de aproximacao do polindémio, valendo-se da Definicao
Selecionamos trés pontos entre os intervalos dos pontos z ja mostrado na Tabela [5]
onde dois pontos estao situados na parte central e um ponto estd em um dos extremos.
Como sao 10 dias entre os pontos tabelados, para o primeiro intervalo fizemos a seguinte
relacao:

04/10/20 — 1

05/10/20 — 1.1

09/10/20 — 15

13/10/20 — 1.9
14/10/20 — 2,

afim de relacionar as datas a um nimero real para que esse pudesse ser usado como valor
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da abscissa do polindmio interpolador e entao nos retornar um resultado que nesse caso é
a ordenada P(z). Essa mesma ideia de associacao das datas foi feita entre cada um dos

17 intervalos do periodo estudado.

Tabela 6: ERRO DE APROXIMACAO DA MEDIA MOVEL DE INFECTADOS

DIA  VALOR OFICIAL =z P(z)  ERRO

07,/10,20 528,43 1.3 -1783231 18360,74
01,01/21 423,57 9.9 426,84 3,27
03,01,/21 414,57 10.1 43121 16,64

Fonte: adaptado pelo autor.

Com base nos valores aplicados no polinémio interpolador e nos nimeros obtidos nesses
trés erros da Tabela [}, constata-se que a parte central do gréfico da Figura [5] teve uma

excelente proximidade e na extremidade inicial houve uma enorme variacao.

4.1.4 Periodo entre 18 de Marco de 2020 e 18 de Marco de 2021

Aqui, veremos o resultado da aplicacao dos dados reais no algoritmo em comparac¢ao
com os dados oficiais, a respeito dos infectados por COVID-19 no estado do Piaui com-
preendido entre os dias 18/03/2020 e 18/03/2021. Nesse caso, devido as limitacoes na
quantidade de insercao de dados encontradas durante os testes do MAXIMA, o grafico da
Figura (7| foi elaborado com os nimeros da média moével em intervalos de 20 dias, a partir
do dia 18/03/2020, exceto o intervalo dos dois tltimos pontos que foi de apenas cinco dias
por conta do perfodo a ser estudado, que foi um ano. Foi feita a seguinte relacao dentre
o perfodo de 18 de Marco de 2020 até 18 de Marco de 2021 com um nimero natural (do

1 até o 20) da seguinte forma:

18/03/20 — 1

07/04/20 — 2

14/09/20 — 10

13/03/21 — 19
18/03/21 — 20,

com o intuito de adequar os pontos numa tabela para interpola-los polinomialmente.
Com isso, foi possivel montar a tabela que contém os valores (z,f(x)), onde esses foram

adaptados com base nos dados oficiais da COVID-19 no Piaui. Temos a seguinte tabela:
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Tabela 7: MEDIA MOVEL DE INFECTADOS

z |1 2 3 4 oY 6 7 8 9 10 11
f(z) |0 1,86 31,71 136,43 363,86 693,14 826,86 986 803 664,14 552,86

x 12 13 14 15 16 17 18 19 20
f(z) | 557,57 487,71 667,14 470 572,86 513,14 517,71 934,29 903,71

Fonte: adaptado pelo autor.

Nessa tabela, os valores aplicados em x correspondem aos dias analisados e os valores

f(x), a média movel desses dias. Com isso, montamos o gréafico do polinémio interpolador.

Figura 7: Infectados do dia 18/03/2020 a 18/03,/2021
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Na Figura |8 temos o grafico da situacao real baseado na média movel de infectados.

Figura 8: Infectados do dia 18/03/2020 a 18/03,/2021
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Fonte: Painel COVID-19 Piaui

As Figuras[7]e[§lapresentam respectivamente os graficos que mostram a relacao entre os
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dados tabelados no software e os fornecidos oficialmente, onde é possivel ver a proximidade
deles. Comparando os dois graficos acima, lembrando que aqui temos um intervalo de 20
dias entre os valores de x e maiores variagoes nos nimeros da média moével, conseguimos
uma boa aproximagao nos pontos centrais. Mais notadamente a partir do quinto ponto
até o 15° ponto, ou seja, o periodo compreendido entre os dias 06/06/20 e 23/12/20,
apresentou poucas variagoes. Nessa andlise, aconteceram distor¢oes de valores nos cinco
primeiros pontos e nos seis tltimos pontos.

Pela Definicao (3.11] calculamos a estimativa do erro de aproximacao do polinomio
interpolador com o gréfico disponibilizado pela SESAPI. Para tal, foram selecionados trés
pontos entre os intervalos dos pontos = da Tabela [7] onde dois pontos estdo situados na
parte central e um ponto num dos extremos. Como sao 20 dias entre os pontos tabelados,

para o primeiro intervalo fizemos a seguinte relacao:
18/03/20 — 1

20/03/20 — 1.1

28/03/20 — 1.5

05/04/20 — 1.9
07/04/20 — 2,

afim de relacionar as datas a um numero real para que esse pudesse ser usado como valor
da abscissa do polindmio interpolador e entao nos retornar um resultado que nesse caso é
a ordenada P(z). Essa mesma ideia de associacao das datas foi feita entre cada um dos

19 intervalos do periodo estudado.

Tabela 8: ERRO DE APROXIMACAO DA MEDIA MOVEL DE INFECTADOS

DIA  VALOR OFICIAL z P(z) ERRO

13/05/20 104,71 3.8 797,33 692,62
21/08/20 838,86 8.8 83845 0,40
16/10/20 999,29 11.6 556,04 0,75

Fonte: adaptado pelo autor.

Esses trés erros da Tabela |8 nos mostram que a parte central do grafico da Figura

teve uma excelente proximidade e na extremidade final houve uma maior variagao.
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4.2 Andlise dos casos de dbitos

Nas analises de 6bitos a seguir, aplicamos as mesmas técnicas da analise de infectados
para obtencao dos proximos resultados. Os registros oficiais utilizados foram agrupados
em intervalos de 10 dias nos trés primeiros periodos e 20 dias no tltimo periodo, e poste-
riormente armazenados em uma planilha prépria, juntamente com os dados obtidos pela
aplicacao da Interpolagao Polinomial de Lagrange. A cada novo registro, feito pela SE-
SAPI, da quantidade de 6bitos por COVID-19, executamos o MAXIMA informando-se
todos os dados a fim de obtermos o resultado do Polinomio Interpolante e da série de

graficos.

4.2.1 Periodo entre 18 de Marco de 2020 e 24 de Setembro de 2020

Assim como na anélise do caso de infectados, aqui também foi feita a relacao dentre
o periodo de 18 de Marco de 2020 até 24 de Setembro de 2020 com um niimero natural
(do 1 até o 20), em intervalos de 10 dias, do seguinte modo:

18/03/20 — 1

28/03/20 — 2

16/06/20 — 10

14/09/20 — 19
24/09/20 — 20,

a fim de adequar os pontos numa tabela para interpola-los polinomialmente. A partir dai
foi montada a tabela de valores que segue abaixo, onde os pares (z,f(z)) foram adaptados

com base nos dados oficiais da COVID-19 no Piaui. Logo temos a seguinte tabela:

Tabela 9: MEDIA MOVEL DE OBITOS

z |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
fx)|0 0,14 0,14 029 1 1,8 5 6,71 11,14 16,43 19

z | 12 13 14 15 16 17 18 19 20
f(x) | 24,43 24,14 20,14 1886 18,29 14,43 11,43 10,43 10,43

Fonte: adaptado pelo autor.

Na tabela acima, note que cada valor aplicado em x corresponde ao dia observado e que

cada valor f(z) corresponde & média movel do respectivo dia. Tendo essas informagoes
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em maos, mesmo desconhecendo a funcao que gerou o gréafico da Figura foi possivel
montar o grafico do polindémio interpolador.

A Figura 9 foi feita a partir da inser¢do dos dados correspondentes ao periodo de
18/03/2020 a 24/09/2020. Nela temos o grafico do polinémio interpolador calculado
pelo Teorema de Lagrange [3.9) e gerado através do MAXIMA, onde foi determinada uma

aproximacao grafica dos pontos tabelados com o grafico oficial da Figura

Figura 9: Obitos do dia 18/03/2020 a 24/09/2020
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Perceba que nos pontos centrais, do quinto ponto até o décimo sexto ponto, isto é,
compreendidos entre os dias 27/04/20 e 15/08,/20, houve uma significativa aproximagao
com o grafico oficial, apresentando variagoes minimas. Porém, nesse caso, o polinémio
interpolador apresentou uma grande variacao nos quatro ou cinco primeiros e tltimos

pontos.

Figura 10: Obitos do dia 18/03/2020 a 24,/09/2020
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Fonte: Painel COVID-19 Piaui

As Figuras[J|e[I0]apresentam os graficos que mostram a relacio entre os dados inseridos
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no programa e os dados que sao fornecidos oficialmente. Na Figura [10| temos o gréfico da
situacao real baseado na média movel dos casos de pessoas que vieram a 6bito no estado
do Piaui durante esse periodo analisado.

Tendo em maos a formula apresentada na Definicao [3.11] estimamos o erro para de-
monstrar a proximidade entre o que foi calculado pelo polinémio interpolador e o que é
disponibilizado pela SESAPI. A partir dai foram selecionados trés pontos aleatoriamente
entre os intervalos dos pontos z ji mostrados na Tabela [9] dos quais dois pontos estao
situados na parte central, na qual houve uma maior precisao, e um ponto estd em um
dos extremos onde aconteceu um distanciamento maior do polindmio. Como sao dez dias

entre os pontos tabelados, para o primeiro intervalo fizemos a seguinte relagao:
18/03/20 — 1

19/03/20 — 1.1

23/03/20 — 1.5

27/03/20 — 1.9
28/03/20 — 2,

afim de relacionar as datas a um nimero real para que esse pudesse ser usado como valor
da abscissa do polindmio interpolador e entao nos retornar um resultado que nesse caso é
a ordenada P(x). Essa mesma ideia de associagao das datas foi feita entre cada um dos

dezenove intervalos do periodo estudado.

Tabela 10: ERRO DE APROXIMACAO DA MEDIA MOVEL DE OBITOS

DIA  VALOR OFICIAL 2 P(z) BRRO

01,04,/20 0,57 24 9424 9481
16/05,/20 4,29 69 465 0,36
04,/07/20 24,14 11.8 2339 0,75

Fonte: adaptado pelo autor.

Logo, os valores desses trés erros da Tabela [10| nos permite dizer que a parte central
do gréfico da Figura[9] de fato teve uma excelente proximidade central e na extremidade

inicial houve uma variacao bem consideravel.
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4.2.2 Periodo entre 04 de Outubro de 2020 e 18 de Marco de 2021

Partindo dos mesmos principios usados nos graficos anteriores, determinou-se o polino-
mio interpolador dos 6bitos por COVID-19, no periodo de 04/10/2020 a 18/03/2021, que
est4 demonstrado pelo grafico representado na Figura [I1] Nesse caso buscou-se analisar
o periodo referente a segunda parte do ano estudado. Aqui foi feita a relacao dentre o
periodo de 04 de Outubro de 2020 até 18 de Marco de 2021 com um namero natural (do

1 até o 18) da seguinte forma:

04/10/20 — 1

14/10/20 — 2

02/01/21 — 10

13/03/21 — 17
18/03/21 — 18,

com o intuito de adequar os pontos numa tabela para interpolé-los polinomialmente. Essa
relacao foi elaborada com as datas da média movel em intervalos de dez dias, a partir do
dia 04/10/2020, exceto o intervalo dos dois tltimos dias tabelados que, nesse caso, foi de
apenas cinco dias por conta do prazo estudado, 1 ano. A partir disso foi montada a tabela
de valores, (x,f(z)) para interpolagdo, que foram adaptados com base nos dados oficiais
da COVID-19 no Estado do Piaui. Logo temos a seguinte tabela:

Tabela 11: MEDIA MOVEL DE OBITOS

x 1 2 3 4 3 6 7 8 9
f(z)| 7,86 10,43 871 10,43 843 7,29 7,14 6,14 6,14

©x | 10 11 12 13 14 15 16 17 18
F) [ 571 7 771 743 771 843 16,14 2329 2329

Fonte: adaptado pelo autor.

Cada valor aplicado em z, na tabela acima, corresponde ao dia observado e cada valor
f(x) corresponde & média movel do respectivo dia avaliado. Com base nessas informagoes,
foi possivel montar o grafico do polindémio interpolador e entao comparé-lo com o oficial
fornecido pelo governo estadual (ver Figura [12).

As Figuras[11] e [I2| apresentam os graficos que mostram a relacao entre os dados tabe-

lados no polinémio e os fornecidos oficialmente, onde nota-se a proximidade dos mesmos.
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Figura 11: Obitos do dia 04/10/2020 a 18,/03,/2021
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Logo abaixo, temos o grafico da situagao real da Covid-19 baseado na média movel

dos casos de pessoas que morreram no estado do Piaui durante esse mesmo periodo,
representado pela Figura

Figura 12: Obitos do dia 04/10/2020 a 18,/03,/2021
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Fonte: Painel COVID-19 Piaui

Comparando esses dois graficos, temos uma aproximacao significativa nos pontos cen-
trais, mais especificamente a partir do quarto ponto até o décimo sexto ponto. Ou seja, no
periodo compreendido entre os dias 03/11/20 e 03/03/21, o polinémio apresentou minimas
variacoes. Todavia, no inicio e no final, o polinémio interpolador apresentou uma certa
discrepancia. Nessa analise, isso aconteceu nos quatro primeiros pontos e nos trés ultimos
pontos, onde houve um distaciamento maior nos nameros da média movel de obitos. E
notoério que os pontos tabelados referentes ao intervalo dos dias 03/11/20 e 03/03/21,
tiveram pouca diferenca nos valores da média movel, o que acabou gerando uma maior

estabilidade grafica e consequentemente uma melhor aproximacao.
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Por fim, pudemos estimar o erro de aproximacao do polindmio, de modo que foram
selecionados trés pontos entre os intervalos dos pontos x da Tabela Dois desses pontos
estao situados na parte central e um ponto situado em um dos extremos. Como sao dez

dias entre os pontos tabelados, para o primeiro intervalo fizemos a seguinte relacao:
04/10/20 — 1

05/10/20 — 1.1

09/10/20 — 1.5

13/10/20 — 1.9
14/10/20 — 2,

afim de relacionar as datas a um nimero real para que esse pudesse ser usado como valor
da abscissa do polindmio interpolador e entao nos retornar um resultado que nesse caso é
a ordenada P(x). Essa mesma ideia de associagdo das datas foi feita entre cada um dos

dezessete intervalos do periodo estudado.

Tabela 12: ERRO DE APROXIMACAO DA MEDIA MOVEL DE OBITOS

DIA  VALOR OFICIAL 2 P(z) ERRO

18/12/20 6,29 85 6,18 0,11
13/02/21 7,86 14.2 744 0,42
09/03/21 19,57 16.6 6,19 13,38

Fonte: adaptado pelo autor.

Baseado nesses trés erros da Tabela[12], note que na parte central do grafico da Figura

houve uma aproximacao bem precisa e na extremidade teve uma diferenga consideravel.

4.2.3 Periodo entre 16 de Julho de 2020 e 13 de Dezembro de 2020

Para a realizacao dos célculos e da geracao grafica dos 6bitos por COVID-19, no
periodo de 16/07/2020 a 13/12/2020, demonstrado pelo grafico que esta representado na
Figura[l3]logo mais a frente, aqui foi utilizada a mesma linha de raciocinio apresentada nas
Subsec¢oes e[£.2.2] Nessa situagao buscou-se analisar o periodo compreendido entre
o final do primeiro semestre e o comeco do segundo semestre, haja vista que houve uma
consideravel variacao grafica em trés ou quatro pontos do tempo analisado anteriormente,

como se pode ver nos graficos passados. Além disso, ficaria um pequeno intervalo sem
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representagao grafica contido entre o dia 24/09/2020 e o dia 04/10/2020. E para que ndo
houvesse toda essa perda que foi gerada devido as variacoes do polinémio interpolador,
fez-se necessario essa analise em particular. Observe que a Figura apresenta uma
quantidade menor de pontos, dezesseis para ser mais preciso e, consequentemente, de
pares (z, f(x)) inseridos no MAXIMA. A escolha dessa quantidade de pontos nao foi por
acaso, ja que foi possivel observar o comportamento do polinémio interpolador nos gréaficos
das Figuras[J|e[11] e notar que as variagoes se deram de forma mais acentuadas nos quatro
ultimos pontos do primeiro semestre e nos quatro primeiros pontos do segundo semestre,
o que nos da um total de oito pontos tabelados situados entre os dias 25/08/2020 e
03/11/2020. Com base nessas observagoes, foram selecionados outros oito pontos: quatro
pontos antes e quatro depois, contados a partir das extremidades do intervalo que contém
0s oito pontos ja citados anteriormente. Com isso, qualquer instabilidade grafica que
viesse a acontecer, seriam nesses oito novos pontos, agora extremos, e nao nos oito pontos
contidos no meio do intervalo, que de fato nos interessa.

A seguir, foi feita a relagao dentre o periodo de 16 de julho de 2020 até 13 de Dezembro

de 2020 com um nimero natural (do 1 até o 16) da seguinte maneira:

16/07/20 — 1

26/07/20 — 2

24/09/20 — 8

03/12/20 — 15
13/12/20 — 16,

afim de adequar os pontos numa tabela para interpolé-los polinomialmente. Com isso, foi
possivel montar a tabela que contém os valores de (z,f(x)), onde esses foram adaptados

com base nos dados oficiais da COVID-19 no Piaui. Logo temos a seguinte tabela:

Tabela 13: MEDIA MOVEL DE OBITOS

x 1 2 3 4 5 6 7 8
Flz) [ 24,14 20,14 18,86 1829 1443 11,43 1043 10,43

T 9 10 11 12 13 14 15 16
f(x) | 7,86 1043 871 10,43 843 7,29 7,14 6,14

Fonte: adaptado pelo autor.
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Olhando para o que aconteceu no grafico da Figura [3| onde o polindémio interpolador
apresentou variacao em uma quantidade menor de pontos nas extremidades. Perceba que

aqui nesse caso, referente aos 6bitos do mesmo periodo de 16,/07/2020 a 13/12/2020, a
Figura L3} mostra que o polinémio interpolador apresentou variagdo em uma quantidade

um pouco maior de pontos nas extremidades e, por consequéncia, em menos pontos na

parte central.

Figura 13: Obitos do dia 16/07/2020 a 13/12/2021
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Veja que foram quatro pontos no inicio e quatro no final do periodo analisado. Isso
se deve a uma maior variagao nos valores da média mével dentro do intervalo estudado.
Nesse caso, a menor quantidade de pontos inseridos no software nao se mostrou um fator

suficiente para ajudar a reduzir as variagoes do polindmio interpolador com tanta precisao

como foi no caso do nimero de infectados.

Figura 14: Obitos do dia 16/07/2020 a 13/12/2021
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Fonte: Painel COVID-19 Piaui

Para finalizar, foi estimado o erro de aproximacao, valendo-se da Definicao (3.11
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Escolheu-se trés pontos quaisquer entre os intervalos dos pontos x mostrados acima na
Tabela onde dois pontos estao situados na parte central, e um ponto estd em uma das
extremidades. Como sao dez dias entre os pontos tabelados, para o primeiro intervalo
fizemos a seguinte relacao:

16/07/20 — 1

17/07/20 — 1.1

21/07/20 — 1.5

25/07/20 — 1.9
26/07/20 — 2

afim de relacionar as datas a um ntmero real para que esse pudesse ser usado como
valor da abscissa do polinomio interpolador e entdo nos retornar a ordenada P(z) como
resultado. Essa mesma associacao das datas foi feita nos quinze intervalos do periodo

estudado.

Tabela 14: ERRO DE APROXIMACAO DA MEDIA MOVEL DE OBITOS

DIA  VALOR OFICIAL 2 P(z) ERRO

27/09/20 9 83 944 0,44
12/10/20 9,71 98 986 0,15
30/11/20 6,14 14.7 48,72 42,58

Fonte: adaptado pelo autor.

Nesse caso, os trés erros da Tabela mostra-nos que a parte central do grafico da

Figura (13| teve uma excelente aproximacao e na extremidade houve uma grande variacao.

4.2.4 Periodo entre 18 de Marco de 2020 e 18 de Marcgo de 2021

Agora, vejamos o resultado da aplicacao dos dados reais no algoritmo em comparacao
com os dados oficiais, a respeito dos 6bitos por COVID-19 no estado do Piaui com-
preendido entre os dias 18/03/2020 e 18/03/2021. Nesse caso, devido as limita¢oes na
quantidade de insercao de dados encontradas durante os testes do programa MAXIMA, o
grafico da Figura (15| foi elaborado com os nimeros da média mével em intervalos de vinte
dias, a partir do dia 18/03/2020, exceto o intervalo dos dois altimos pontos que foi de
apenas cinco dias por conta do periodo analisado, um ano. Fez-se uma relacao de alguns

dias do periodo estudado com um ntimero natural (do 1 até o 20) da seguinte forma:
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18/03/20 — 1

07/04/20 — 2

14/09/20 — 10

13/03/21 — 19
18/03/21 — 20,

para que os pontos fossem adequados numa tabela afim de interpola-los polinomialmente.
A partir dai montamos a tabela de valores a seguir, onde os pares (z, f(z)) foram adaptados

com base nos dados oficiais da COVID-19 no Piaui. Logo temos a seguinte tabela:

Tabela 15: MEDIA MOVEL DE OBITOS

z |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
fl@)]0 014 1 5 11,04 19 24,14 1886 14,43 10,43 7,86

x 12 13 14 15 16 17 18 19 20
f(z) | 8,71 843 7,14 6,14 7 743 843 23,29 23,29

Fonte: adaptado pelo autor.

Na tabela acima, os valores aplicados em xz correspondem aos dias analisados e que os
valores f(x) correspondem & média movel dos valores de Obitos desses respectivos dias.
Baseado nisso, foi possivel determinar o grafico do polinomio interpolador.

Nas Figuras e sao apresentados os graficos onde é possivel ver a proximidade
entre o que foi gerado e o que ¢ oficial. Na Figura [16| temos o grafico da situacao real
baseado na média moével dos casos de 6bitos no Estado do Piaui durante esse periodo de
18/03/2020 a 18/03/2021.

Fazendo uma comparacao entre os dois graficos acima, apesar do intervalo de vinte dias
entre os valores de = e das variagoes maiores nos nimeros da média mével, ainda assim
conseguimos uma Otima aproximacao nos pontos centrais. Mais especificamente, a partir
do quarto ponto até o décimo sétimo ponto, isto é, o periodo compreendido entre os dias
17/05/20 e 01/02/21 apresentou pouca variagdo. Contudo, mais uma vez, é possivel notar
que o polindmio interpolador apresentou uma grande variacao nos pontos dos extremos.
Nessa analise, isso aconteceu nos quatro primeiros pontos e nos trés tltimos pontos.

Agora, calculemos a estimativa do erro de aproximacao com trés pontos entre os

intervalos dos pontos x da Tabela [15] onde dois pontos estao situados na parte central, e
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Figura 15: Obitos do dia 18/03/2020 a 18,/03,/2021
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um ponto estd em um dos extremos. Como sao vinte dias entre os pontos tabelados, para

o primeiro intervalo fizemos a seguinte relagao:
18/03/20 — 1

20/03/20 — 1.1

28/03/20 — 1.5

05/04/20 — 1.9
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07/04/20 — 2,

afim de relacionar as datas a um niimero real para que esse pudesse ser usado como valor da
abscissa do polinomio interpolador e entao nos retornar a ordenada P(z) como resultado.
Essa mesma ideia de associacao das datas foi feita entre cada um dos 19 intervalos do

periodo estudado.

Tabela 16: ERRO DE APROXIMACAO DA MEDIA MOVEL DE OBITOS

DIA  VALOR OFICIAL 2 P(z) ERRO

03,/05/20 1,14 33 6,15 17,29
03/08,/20 17,57 79 1946 1,89
15,/11,/20 8,57 13.1 829 0,28

Fonte: adaptado pelo autor.

Dos valores obtidos nesses trés erros da Tabela temos na parte central do grafico
da Figura |15/ uma excelente aproximacao e na extremidade analisada um distanciamento

maior do polinémio.
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5 Conclusao

Neste trabalho, fizemos um estudo sobre a aproximagao dos valores da média madvel
de infectados e 6bitos por Covid-19 no Piaui, através da Interpolacao Polinomial, em
particular, o método de Interpolacao Polinomial de Lagrange em uma abordagem teérica
e algébrica. Em uma abordagem geométrica, utilizamo-nos do software livre Maxima,
como ferramenta de visualizacao dos referidos dados e apresentamos os resultados gréficos
dos valores aplicados ao contetido, onde mostramos uma aplicacao pratica do mesmo.
Estudamos também o Erro de aproximacao, pois tao importante quanto aplicar o método
de aproximacao é saber o Erro na aplicacao do método.

A partir dos resultados apresentados, concluimos através do erro de aproximacao, que
tivemos uma aproximacao maior entre os valores oficiais e os valores obtidos através da
Interpolacao, e por consequéncia uma visualizacao melhor do grafico, nos trés primeiros
periodos analisados que sao equivalentes a um ano e sao subdivididos em intervalos de dez
dias. Resultado valido tanto no caso de infectados quanto no caso de 6bitos, se comparados
ao quarto periodo analisado no qual tem o mesmo tempo de um ano, s6 que subdividido
em vinte dias. Esse maior espacamento dos dias do ultimo periodo, juntamente com a
limitagao que encontramos no programa nos motivou a fazer essas divisoes de periodos.

Nota-se que, mesmo sem precisar usar os dados de todos os dias, conseguimos obter um
polindmio interpolador onde seus valores ficaram muito proximos dos valores da funcao
que corresponde ao grafico real da covid, de modo que a primeira forma de visualizarmos
isso foi através do grafico e a comprovagao se deu através do célculo do erro. Com tudo
isso, apesar de nao conhecermos a fungao geradora do modelo oficial, conseguimos obter
uma fun¢ao muito parecida com ela, que é o polinémio interpolador. Ele nos mostra que
existe similaridade entre os achados deste estudo e a situacao real.

E possivel notar que o uso de situacoes reais e cotidianas, por meio da Interpolacio
Polinomial de Lagrange, permite-nos afirmar que podemos relacionar os contetidos ma-
teméaticos com a realidade. Com base nesse argumento, os estudantes “também devem
construir uma visao mais integrada da Matematica, da Matemética com outras areas do
conhecimento e da aplica¢do da Matematica a realidade” (BNCC, 2020, [6]). Dessa forma,
temos expectativa que professores do ensino médio, utilizem-se desse método de Interpo-
lacao Polinomial no ensino de polindmios, valendo-se dos dados da pandemia. Propondo
ainda, a utilizacao de softwares livres como o Maxima, afim de obter uma melhor relagao
entre a teoria e a pratica, o que deve melhorar o ensino aprendizagem desses estudantes.

Valendo-se desses fatos expostos, compreendemos que os objetivos propostos neste tra-
balho foram cumpridos, ainda que tenhamos encontrado algumas limitagoes relacionadas
a geracao grafica na execucao do programa. Esse nosso estudo é pioneiro na analise de
dados da covid-19 utilizando o Método de Interpolacao Polinomial de Lagrange, porém ja

existe um trabalho, no acervo de dissertacoes do Profmat, que aborda os "dados dos ni-
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meros de casos e Obitos relativos a COVID-19 no Brasil em 2020, utilizando o Método dos
Minimos Quadrados (MMQ) e o Modelo SIR discretizado". Isso significa que os achados
nessa pesquisa podem abrir espaco para novas oportunidades de explorar e aprofundar os

estudos sobre essa tematica e outras relacionadas a aplicacao da mesma no ensino médio.
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