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Resumo

ZOPPELLARO, Giordanni, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, junho de 2021. Um
Estudo Sobre Semigrupos Numéricos. Orientadora: Danielle Franco Nicolau.

A proposta deste trabalho é apresentar semigrupos numeéricos e alguns de seus invarian-
tes e propriedades. Também iremos tratar sobre o conjunto Apéry, algumas cadeias de
semigrupos, ideais e ideais biduais. Abordaremos as familias de semigrupos simétricos,
pseudossimétricos, quase simétricos, Arf e semigrupos modulares. Mostraremos uma
relacao entre semigrupos numeéricos e as solucoes naturais de uma equacao diofantina linear
e também a relagao entre semigrupos modulares e as inequacoes diofantinas modulares.
Apresentaremos um algoritmo para decidir se um semigrupo é modular ou nao e estabele-
ceremos uma conexao entre semigrupos cujo médulo é minimo com respeito ao seu peso e
os chamados UESY-semigrupos. Por fim, propomos algumas atividades que podem ser

utilizadas na Educagao Basica.

Palavras-chave: Semigrupos numéricos. Semigrupos numéricos modulares. Semigrupos
simétricos. Semigrupos pseudossimétricos. Semigrupos quase simétricos. Semigrupos Arf.

UESY-semigrupos. Equagao diofantina linear. Inequagao diofantina modular.



Abstract

ZOPPELLARO, Giordanni, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, June, 2021. A Study
About Numerical Semigroups. Adviser: Danielle Franco Nicolau.

The purpose of this paper is to present numerical semigroups and some of its invariants and
properties. We also discuss about the Apéry set, some semigroup chains, ideals and bidual
ideals. We bring some semigroup families, such as symmetric, pseudosymmetric, almost
symmetric, Arf and modular semigroups. It is shown a relation between numeric semigroups
and the natural solutions of a linear diophantine equation and also a relation between
modular semigroups and modular diophantine inequalities. We present an algorithm
to decide whether a numerical semigroup is a modular one and establish a connection
between modular semigroups whose moduli are minimal with respect to their weights and
UESY-semigroups. Finally, we propose some activities that can be used in secondary and

high school.

Keywords: Numerical semigroups. Modular numerical semigroups. Symmetric semigroups.
Pseudosymmetric semigroups. Almost symmetric semigroups. Arf semigroups. UESY-

semigroups. Linear diophantine equation. Modular diophantine inequation.
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Introducao

Nesta dissertacao, estudaremos semigrupos numéricos e algumas de suas propriedades.
Um semigrupo numérico é um subconjunto S dos naturais N = {0, 1, 2, ...} que é fechado
para a soma, contém o zero e cujo complementar N\ S é finito. Também iremos apresentar
uma relacao entre semigrupos e equacgoes diofantinas lineares e inequacoes diofantinas
modulares.

Semigrupos numéricos sao estudados desde o século XIX e possuem aplicagoes em
Algebra Comutativa, Geometria Algébrica, Matematica Discreta e Teoria de Cédigos.
Alguns problemas de enunciado simples recaem na utilizacao de semigrupos numéricos na
sua resolugao, como o caso das moedas de Frobenius (veja, por exemplo, [2]): Suponha que
em uma cidade existam apenas moedas de $2 e de $7. Qual a maior quantia que nao pode
ser paga utilizando apenas essas moedas sem que haja troco? Embora o contexto seja
de facil compreensao, tais problemas nem sempre apresentam solugoes simples de serem
encontradas.

Este trabalho foi dividido da seguinte maneira: O capitulo 2 apresenta alguns prelimi-
nares aritméticos sobre niimeros inteiros, necessarios para o desenvolvimento da teoria,
tais como divisibilidade, algoritmo de Euclides, mmc e mdc. Também sao apresentadas as
equagoes diofantinas lineares.

No capitulo 3 introduzimos os semigrupos numéricos e definimos alguns de seus
invariantes como multiplicidade, condutor, nimero de Frobenius e género. E apresentado
o conjunto Apéry, algumas cadeias de semigrupos, ideais canonicos e biduais. Definimos
também semigrupos simétricos, pseudossimétricos, quase simétricos e Arf, e apresentamos
algumas de suas propriedades.

O capitulo 4 trata de semigrupos modulares do tipo S = (a,b) e sua relagdo com
inequagoes diofantinas modulares. E apresentado um algoritmo que permite determinar
quando um semigrupo numérico é modular ou nao. Em seguida, abordamos semigrupos
modulares cujo médulo é igual ao seu peso mais 2 e sua relagdo com os chamados UESY-
semigrupos.

Finalmente, no capitulo 5 apresentamos algumas propostas de atividades que podem
ser aplicadas na Educacao Bésica abordando semigrupos numeéricos e equagoes diofantinas
lineares com o uso do software GeoGebra.



11

Preliminares Aritméticos

O objetivo deste capitulo é introduzir alguns conceitos e propriedades basicas envolvendo
os numeros inteiros e, ao final, apresentar as equacoes diofantinas lineares. As principais
referéncias para este capitulo sao [8], [9] e [12].

2.1 Conceitos iniciais sobre niimeros inteiros

Vamos considerar em 7Z as seguintes relagoes: dados a, b € Z dizemos que a é menor
que b, e representamos a < b, se existe r € N\ {0} tal que a + r = b. Diremos que a é
menor ou igual a b se a < b ou a = b, e escrevemos a < b.

A relacao < é uma relagao de ordem em 7Z, pois é reflexiva, antissimétrica e transitiva,
como podemos verificar em [8]. Essa relagdo de ordem nos garante algumas propriedades
interessantes dos inteiros que veremos logo a seguir.

Definigao 2.1: Um subconjunto A de Z é dito limitado inferiormente se existir ¢ € Z
tal que ¢ < z, para todo x € A. Tal elemento ¢ é denominado cota inferior de A.
Convencionalmente, consideramos o conjunto vazio, { }, limitado inferiormente, tendo
qualquer ntimero como sua cota inferior.

Exemplo 2.1.1: Considere os subconjuntos de Z

A1:{$€Z’$2—4§0},

Note que os elementos de A; sao os inteiros x tais que —2 < z < 2. Ja A, é formado pelos
inteiros z tais que z < —2 ou x > 2. Temos entao A; limitado inferiormente com —2 como
sua cota inferior. Ja A, nao é limitado inferiormente.

Definigao 2.2: Seja A um subconjunto de Z. Um elemento a € A é dito menor elemento
de A se a < z, para todo x € A.

Exemplo 2.1.2: No exemplo acima, —2 é o menor elemento de A;.
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Vamos considerar o seguinte axioma em Z:

Axioma 2.3 (Principio da Boa Ordenagao): Seja A um subconjunto nao vazio de Z
limitado inferiormente. Entao A possui menor elemento.

Em particular, todo subconjunto nao vazio de N possui menor elemento, uma vez que
qualquer subconjunto de N ¢ limitado inferiormente por 0.

A partir do axioma 2.3 provamos diversas propriedades de Z.
Proposicao 2.4: Nao existe nenhum nimero inteiro ¢ tal que 0 < ¢ < 1.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que exista tal inteiro ¢. Desse modo, o conjunto
A={re€Z|0 <z <1} énao vazio e limitado inferiormente. Pelo Principio da Boa
Ordenacao, A possui um menor elemento a. Uma vez que a € A, temos que 0 < a < 1
e, multiplicando esta desigualdade por a, obtemos

0<a’<a<l,

o que mostra que a? € A e a? < a, contradizendo o fato de a ser menor elemento de A.

Portanto, devemos ter A = ().
O]

Corolario 2.5: Dado n € Z, nao existe m € Z tal que n < m < n+ 1. Em outras palavras,
o sucessor de n é n + 1.

Demonstrag¢ao. Dado n inteiro, suponha que exista m € Z tal que n < m < n + 1.
Entao temos que 0 < m —n < 1, contradizendo a proposicao 2.4.

]

Corolirio 2.6 (Propriedade Arquimediana dos Inteiros): Sejam a e b inteiros, com b nao
nulo. Entao existe n inteiro tal que nb > a.

Demonstragao. Como b é nao nulo, segue que |b| # 0 e, da proposi¢ao anterior, temos
que |b| > 1. Desse modo,

(lal + Dbl = |a[ + 1 > |a| = a.

Se b > 0, entao |b| = b, e o resultado segue tomando n = |a| + 1. Agora, se b < 0,
entao |b| = —b, e assim basta tomar n = —(|a| + 1).
0

Embora a divisao de um niimero inteiro por outro nem sempre seja possivel, podemos
definir em Z a relagao de divisibilidade, dizendo quando a divide b.

Definigao 2.7: Dados dois ntimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, e escrevemos
a | b, se existe ¢ € Z tal que b = ca. Nessas condigdes, também é possivel dizer que a é
divisor ou fator de b, que b é miltiplo de a, ou ainda que b é divisivel por a. Caso a nao
seja divisor de b, escrevemos a 1 b.
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Exemplo 2.1.3: Note que 6 | 84, pois 84 = 14.6 e que 3 1 28, pois ndo existe inteiro ¢ tal
que 28 = 3c.

A aritmética em 7Z é muito interessante. Podemos encontrar divisores comuns de dois
inteiros, e o maior deles tem um papel fundamental na teoria dos niimeros inteiros.

Definigao 2.8: Dados dois niimeros inteiros a e b, dizemos que d > 0 é o maximo divisor
comum, ou simplesmente mdc, de a e b se:

(i) d é divisor comum de a e b, ou seja, d | a e d | b;
(i) se existe ¢ € Z tal que ¢ | a e ¢ | b, entdo ¢ | d.

Representamos o mdc de a e b por mdc(a,b), ou simplesmente (a,b). Como 1| ae 1]b,
o mdc entre dois nimeros inteiros a e b sempre existe. Se (a,b) = 1, dizemos que a e b sdo
primos entre si ou coprimos.

Exemplo 2.1.4: Observando que 24 = 8.3 e 40 = 8.5, temos que (24,40) = 8. Por outro
lado, como 6 = 2.3 e 35 = 5.7, temos que (6,35) = 1, e 6 e 35 sdo primos entre si.

Numeros inteiros podem ser separados em grupos, de acordo com seus divisores. Por
exemplo, comecando por 2, temos o grupo dos numeros inteiros que possuem 2 como
divisor, ditos nimeros pares. Caso contrario, sao denominados niimeros impares.

Possuem 2 como divisor: Sy = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, ...}.

A partir do 2, o proximo inteiro que nao pertence a Sp é o 3. Tomamos entao Ss, o
conjunto dos inteiros que possuem 3 como divisor:

Sy ={3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, ...}.

Note que o préximo inteiro que nao estd em Sy e S3 é o 5. Analogamente, temos
Ss = {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35 ...}.

Podemos continuar este processo definindo
Sy, = {inteiros que possuem n como divisor}

para n nao pertencente a S;, com 2 < i < n — 1. Observe que i € S; para todo i e é o
primeiro elemento de \S; (escrito do menor para maior). Assim, esse inteiro n é o primeiro
elemento de subconjuntos de Z construidos como acima.

Esses inteiros sao elementos notaveis, de grande importancia, e recebem o nome de
numeros primos. Um identificagdo dos niimeros primos pode ser verificada na definicao a
seguir:

Defini¢ao 2.9: Um numero inteiro maior que 1 é chamado de nimero primo se s6 admite
1 e ele préprio como divisores positivos. Um niimero maior que 1 que nao € primo é dito
composto. O nimero 1 nao é considerado nem primo e nem composto.
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Exemplo 2.1.5: Os numeros 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 e 19 sao niimeros primos, e 4, 6, 9 e
15 sao compostos.

Proposigao 2.10: Seja n > 1 um ndmero inteiro. Entao o menor divisor de n diferente de
1 é um ndmero primo.

Demonstracao. Se n é primo nao ha o que mostrar, pois seu tnico divisor diferente de
1 é o préprio n. Suponha entao n composto e seja p o menor divisor de n diferente de
1. Entao existe ¢ € N, com 1 < ¢ < n, tal que n = pc. Suponha que p seja composto.
Entao existe ¢ € N, com 1 < ¢ < p tal que p = kq para algum k € N. Desse modo,
temos que n = pc = kqc, mostrando assim que ¢ divide n, contrariando a minimalidade

de p. Portanto, p deve ser primo.
O

Duas perguntas surgem naturalmente: quantos niimeros primos existem? Como
encontra-los? A segunda é tema de pesquisa entre os mateméticos até os dias atuais, pois
nao ha uma férmula para numeros primos, o que dificulta encontra-los. Felizmente, a
primeira pergunta pode ser respondida através de um dos resultados mais classicos da
Matematica: o Teorema de Euclides.

Teorema 2.11 (Teorema de Euclides): Existem infinitos niimeros primos.

Demonstracao. Suponha que exista uma quantidade finita de nimeros primos, denota-
dos por

b1, P2,---5 Dk-

Considere o numero natural

n=ppz...pr+ 1,

e seja p o menor fator primo de n. Como supomos a quantidade de primos finita,
devemos ter p = p; para algum ¢ € {1, 2,..., k} e, desse modo, p | p1p2...pr. Mas
entdo p | 1, o que é um absurdo. Portanto, a quantidade de primos é infinita.

m

Um dos destaques de Z ¢é a Divisao de Euclidiana, propriedade nao encontrada em
qualquer conjunto.

Teorema 2.12 (Divisao Euclidiana): Dados dois nimeros inteiros a e b, com b # 0, existem
dois tinicos nuimeros inteiros ¢ e r, chamados respectivamente de quociente e resto, tais que

a=bg+r, com 0<r<]|b.
Demonstracao. Considere o conjunto

A={a—-bg|qeZ}NN.
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Existéncia: Pela Propriedade Arquimediana, corolario 2.6, existe n € Z tal que
n(—b) > —a, ou seja, a —nb > 0, mostrando que A é nao vazio. Seja r = a — bq o menor
elemento de A (tal elemento existe pelo Principio da Boa Ordenagao). Naturalmente,
r > 0, portanto falta mostrar que r < |b|. Suponha por absurdo que r > |b|. Entao
existe um inteiro ndo negativo s tal que r = |b| + s, ou seja, s = r — |b|, mostrando que
0<s<r,jaquelb|>0.Seb>0,entdo s=r—|bl=a—-bg—b=a—-0b(g+1) € A, o
que é um absurdo, pois 7 é o menor elemento de A. Analogamente, se b < 0, entao
s=r—|bl=a—-bg+b=a—0b(qg—1) € A, o que também é um absurdo, pois r é o
menor elemento de A. Logo, devemos ter r < [b|.

Unicidade: Suponha que existam ¢, ¢, r, 71 € Z, com 0 < r < |[b] e 0 < ry < [b],
tais que bg + r = a = bg; + 11, ou seja, b(q — ¢1) = r1 — r. Desse modo, temos que

—bl < —r<r—r<r <lb,
ou seja, |1 — r| < |b]. Como b(q — ¢1) = r; — r, segue que
bllg — @] = [re — 7| < [b],

o que s6 é possivel se |¢ — ¢;| = 0, ou seja, se ¢ = ¢;. Por fim, se ¢ = ¢, entao
r1—r =>b(qg—q) =0 e, portanto, r; = r.
m

Exemplo 2.1.6: O quociente e o resto da divisao de 47 por 3 sao ¢ = 15 e r = 2, pois
47 = 3.15 4+ 2. O quociente e o resto da divisao de —7 por 2 sao g = —4 e r =1, ja que
—7=2(-4)+ L

Lema 2.13: Sejam a,b € Z.
(i) a|b<= (a,b) = |al;

(ii) Se atb, sejam ¢, r € Z tais que b = ga + r, com 0 < r < a. Entao
(a,b) = (a,r) = (a,b — qa).

Demonstracao. Para a parte (i), note que se a | b, entdo |a| divide a e |a| divide b.
Agora, se ¢ é um divisor comum de a e b, entao ¢ divide |a|, mostrando que (a,b) = |a].

Reciprocamente, se (a,b) = |a|, entao |a| divide b e, portanto, a | b.

Para a parte (ii), considere (a,r) = (a,b —qa) = d. Como d | a e d | (b — qa), temos
que d divide b = b — qa + qa. Logo, d é divisor comum de a e b. Seja agora ¢ € 7Z tal
que ¢ | a e ¢|b. Mas entédo ¢ divide b — ga e, portanto, ¢ | d, o que nos permite concluir
que (a,b) = d.

O]

Vamos enunciar agora um importante algoritmo que nos permite determinar o mdc de
dois niimeros inteiros:
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Teorema 2.14 (Algoritmo de Euclides): Dados dois inteiros positivos a e b, aplicamos
sucessivamente a divisao euclidiana para obter a seguinte sequéncia de igualdades

(

a = bqy + 1y, 0<r <b,
b=riqs+ 79, 0<ry <y,
1 = T2q3 + T3, 0<rg <ry,
(2.1)
T2 = Tn—1qn + Tn, 0<r, <rp,
('n—1 = Tndn+1,

até algum r,, dividir r,_;. Assim, (a,b) = r,, ou seja, o mdc de a e b é o dltimo resto nao

nulo no processo de divisao acima.

Demonstragao. Observe que o processo de divisao em (2.1) é finito, uma vez que cada
numero 7; da sequéncia de inteiros nao negativos r; > ro > ... > r, pertence ao
conjunto {r € Z | 0 < r < a}, que é limitado inferiormente e, pelo Principio da Boa
Ordenacao, possui menor elemento r,. Aplicando o lema 2.13 nas igualdades de (2.1),
temos que

(a,b) = (a,r1) = (r1,me) = ... = (Tp_1,7n) = Tp.

O
Exemplo 2.1.7: Determinemos o mdc de 747 e 216 através do Algoritmo de Euclides:

747 = 3.216 + 99

216 = 2.99 + 18
99 =5.184+9
18 =29

Como o 1dltimo resto ndo nulo na sequéncia de divisdes acima é 9, segue que (747,216) = 9.

Teorema 2.15 (Teorema de Bachet-Bézout): Sejam a e b inteiros ndo ambos nulos tais
que (a,b) = d. Entdo existem ntimeros inteiros x e y tais que

ax + by = d.

Demonstracao. Consideremos o conjunto A(a,b) = {ax + by | =, y € Z}, ou seja, o
conjunto das combinagcoes lineares inteiras de a e b. Note que S é nao vazio, pois quando
x =1y =0, temos que 0 € S. Seja m = min A(a,b) "N\ {0}, ou seja, m = ax + by
o menor inteiro positivo contido em A(a,b) (tal nimero existe pelo Principio da Boa
Ordenagao) e suponha que m { a. Pela divisdo euclidiana, existem inteiros ¢ e r tais



17

que a = gm +r, com 0 < r < m. Entao
r=a—qm=a—qlax+by) = a(l —qz) + b(—qy),

mostrando que r € A(a,b), o que é um absurdo, pois m é o menor inteiro positivo em
A(a,b). Portanto, m | a e, analogamente, m | b. Desse modo, m | d = (a,b). Como
(a,b) = d, existem aq, by € Z tais que a = daj e b = db;. Assim,

m = ax + by = dayx + dbyy = d(arx + byy),

o que mostra que d | m e, portanto, devemos ter m = d.
m

Observagao 2.16: O Teorema de Bachet-Bézout nos permite concluir que o mdc de a e b é
a menor combinagcao linear inteira positiva desses dois nimeros, ou seja, (a,b) = min A(a,b).

Corolario 2.17: Dados a, b € Z nao ambos nulos e n € N, tem-se que
(na,nb) = n(a,b).
Demonstracao. Note que

(na,nb) = min A(na,nb) = nmin A(a,b) = n(a,b).

O
Corolario 2.18: Dados a e b inteiros nao ambos nulos, tem-se que
()
(a,b)” (a,b)
Demonstracao. Pelo corolario anterior, temos que
0 (G35 ) = (g @) =@
provando o resultado.
O

Proposicao 2.19: Dois nimeros inteiros a e b sao primos entre si se, e somente se, existem

x e y inteiros tais que
ax + by = 1.

Demonstra¢ao. Suponha que a e b sao primos entre si, ou seja, (a,b) = 1. O Teorema
de Bachet-Bézout (2.15) nos garante que existem x e y inteiros tais que ax + by = 1.

Reciprocamente, suponha que existam inteiros x e y tais que ax + by = 1 e seja
d = (a,b). Temos que d | ax + by, ou seja, d | 1, o que s6 é possivel se d = 1, mostrando
assim que a e b sao primos entre si.
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]

Lema 2.20 (Lema de Gauss): Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. Se a | be e (a,b) = 1, entéo
alc.

Demonstragao. Se a | be, entdao existe k € Z tal que be = ak. Se (a,b) = 1, pela
proposigao 2.19 existem x e y inteiros tais que

1 =ax + by.

Multiplicando ambos os membros da igualdade por ¢, segue que
¢ = axc+ byc.

Como bc = ak, temos que
c = azxc+ aky = a(xc + ky),

mostrando que a | c.

]

Poderfamos nos perguntar quando, em geral, sempre que a | bc, entdao a |boua | c. A

resposta é apresentada no lema abaixo:

Lema 2.21 (Lema de Euclides): Sejam a, b e p nimeros inteiros, com p primo. Se p | ab,
entdo p | a ou p | b.

Demonstra¢ao. Suponha, sem perda de generalidade, que p | ab mas p t a. Portanto,

(p,a) =1 e, pelo lema 2.20 (Lema de Gauss), segue que p | b.
[l

Corolario 2.22: Sejam p, p1,..., p, ndmeros primos. Se p | p1 ... p,, entdo p = p;, para
algum:=1,..., n.

Demonstracao. Provaremos por inducao sobre n, o numero de fatores primos de
P1--- Pn. Se n =1, o resultado é trivial, pois se p | p;, entdao p = p;. Suponha o
resultado valido para todo natural menor do que n. Sejam p, pi,..., p, numeros
primos e suponha que p | p1... p,. Se p = p,, ndo hé o que provar. Se p # p,, entao
p1pn e, portanto, p | p1... p,—1. Pela hipdtese de indugao, segue que p = p;, para
algume:=1,..., n—1.

O

Definicao 2.23: Dados dois numeros inteiros a e b, dizemos que m > 0 é o minimo
muiltiplo comum, ou simplesmente mmec, de a e b se:

(i) m é um multiplo comum de a e b, ou seja, a | m e b | m;

(ii) se existe c € Z tal que a | ce b | ¢, entdo m | c.
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Representamos o mmc de a e b por mmc(a, b), ou simplesmente [a, b].

Note que [a,b] = 0 se, e somente se, a = 0 ou b = 0. De fato, se a = 0 ou b = 0, entao
0 é o tinico miltiplo comum de a e b, portanto [a,b] = 0. Reciprocamente, se [a,b] = 0,
entao 0 | ab, logo ab = 0 e, portanto, a = 0 ou b = 0.

Se a | m e b | m, naturalmente (—a) | m e (—b) | m, e pode-se mostrar que

[—a,b] = [a, — b] = [—a, — b] = [a,b].

Exemplo 2.1.8: Listando os primeiros multiplos de 6 e 10, podemos ver que [6,10] = 30:
Mdltiplos de 6: M(6) = {0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, ...}.
Multiplos de 10: M(10) = {0, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, ...}.

A proposicao abaixo nos déd uma relacao interessante entre o mdc e o mmec de dois
numeros inteiros:

Proposicao 2.24: Dados dois niimeros inteiros a e b, temos que
[a,b](a,b) = |ab].
Demonstracao. Se a =0 ou b = 0, a igualdade é trivialmente satisfeita. Suponha, sem
perda de generalidade, que a e b sao naturais nao nulos. Temos que

ab b a
@h) @)~ b

é um muiltiplo comum de a e b. Pela minimalidade de [a,b], segue que

ab
(a,b)

Pelo Algoritmo de Euclides, existem ¢, r € Z tais que

la,b] <

= [a,b](ab) < ab (2.2)

ab = [a,blqg + r, 0<r<|ab.

Note que r deve ser multiplo comum de a e b, uma vez que ab e [a,b] também o
sao. Como [a,b] é o menor miultiplo comum, devemos ter r = 0. Portanto, [a,b] | ab. O
inteiro

ab a b

(@b [abl/b  [abl/a

¢ um divisor comum de a e b. Como o mdc é o maior divisor comum, segue que

[aa—bb] < (a,b) = ab < [a,b](a,b). (2.3)

De (2.2) e (2.3), segue que

la,b](a,b) = ab.
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Corolario 2.25: Se a e b sao niimeros inteiros primos entre si, entao
[a,b] = |ab].

Demonstragao. De fato, se a e b sdo ntimeros inteiros primos entre si, entao (a,b) = 1,
e a igualdade segue. O

Exemplo 2.1.9: Do exemplo 2.1.4, vimos que (24, 40) = 8 e (6, 35) = 1. Portanto,

24.4
24, 40] = TO =120

[6, 35] = 6.35 = 210.

Encerramos esta secao com a demonstracao de um resultado classico e de extrema
importancia para a aritmética dos niimeros inteiros:

Teorema 2.26 (Teorema Fundamental da Aritmética): Todo nimero natural n maior
que 1 ou é primo ou se escreve de modo Unico, a menos da ordem dos fatores, como um
produto de niimeros primos.

Demonstragao. (Existéncia): Se n = 2 nao ha o que provar, pois 2 é primo.

Suponhamos o resultado valido para todo natural menor do que n (hipdtese de
indugao). Se n é primo, o resultado segue imediatamente. Se n é composto, existem
ni, no € N tais que

n=nmy, coml<n <n e 1<ny<n.

Pela hipotese de inducao, existem primos pi, po,..., Pr € ¢1, Q2,..., (s tais que
ny = piP2...Pk € Ny = q1G2 - . . ¢s. Portanto, segue que

n=mnng =pip2 .- -pPrqiqz - . .4gs.

(Unicidade): Se n = 2 nao ha o que provar, pois 2 é primo e admite fatoragao
trivial (e tnica).

Suponhamos o resultado valido para todo natural menor do que n (hipdtese de
indugao). Suponha que existam primos py, pa,..., Pk € q1, ¢2,--., (s tais que

pPip2... Pk =N = (G142 . . .(s-

Uma vez que p; | ¢1¢2 ... ¢s, pelo coroldrio 2.22, segue que p; = ¢;, para algum
j. Reordenando, se necessario, os fatores ¢qs . ..qs, podemos supor, sem perda de
generalidade, que p; = ¢;. Desse modo, segue que

P2---Pk=4Gq2.--Gs-
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Como ps...pr = q2...¢s < n, a hipdtese de inducao nos garante que k = s e 0s p; e g,
sao iguais aos pares, mostrando assim que a fatoragao é unica.
O]

2.2 Equacoes diofantinas lineares

Utilizando os conceitos e propriedades apresentados neste capitulo, vamos agora definir
as equacoes diofantinas lineares.

Definicao 2.27: Uma equagao diofantina linear é toda equagao do tipo
ax + by = c,

em que a, b e ¢ sao nimeros inteiros.
Qualquer par de inteiros xg e ¥, tal que axg + byy = ¢, é denominado solucao inteira
da equacao diofantina.

Exemplo 2.2.1: Algumas solucoes inteiras possiveis da equacao diofantina linear 2x + 3y =
12 sao:

r1=0ey; =4, pois 2.0+ 3.4 = 12;
To=06¢e 1y, =0, pois 2.6 + 3.0 = 12;
r3=3eys =2, pois 2.3+ 3.2 =12;
ry = —3 ey, =6, pois 2.(—3) 4+ 3.6 = 12;
x5 =9 e ys = —2, pois 2.9+ 3.(—2) = 12.

Exemplo 2.2.2: Observe que a equacao diofantina 6z 4 8y = 49 nao admite solucao inteira,
pois para quaisquer xg, yg € Z temos que 6x + 8y, ¢ um numero par e, portanto, nao
pode ser igual a 49.

Conforme vimos no exemplo acima, nao podemos dizer que toda equacao diofantina
tem solugao. Assim, uma pergunta se torna necessaria: quando uma equagao diofantina
tem solucao? A proposicao abaixo nos da a resposta.

Proposicao 2.28: Sejam a, b, ¢ € Z. A equacao diofantina linear ax + by = ¢ admite
solugdes inteiras se, e somente se, (a,b) | c.

Demonstragcao. Seja xy, yo uma solucao inteira da equagao ax + by = c e considere
(a,b) = d. Entao existem ay, b; € Z tais que a = da; e b = dby. Assim,

¢ = axy + byo = dayxo + dbyyo = d(aizo + biyo),

mostrando que d | c.
Reciprocamente, se d | ¢, entao existe ¢ inteiro tal que ¢ = dq. O Teorema de
Bachet-Bézout (2.15) nos garante que existem inteiros zg e o tais que axg + by = d.
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Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por ¢, temos que
axoq + byog = dq = ¢,

mostrando que o par xy, yi, com 1 = Toq € Yy = Yoq, € solucao da equacao diofantina.
m

Observagao 2.29: A equagao diofantina ax + by = ¢, com a e b ndo ambos nulos e (a,b) | ¢,
é equivalente a equacao

a1r + by = ¢y,

em que
a a by = b ecy = ¢
b)) T (@b (ad)

Pelo corolério 2.18, temos que (a1,b;) = 1 e, portanto, podemos analisar apenas equagoes
do tipo

ax +by =c¢, com (ab) =1,
que sempre tém solugoes inteiras.

Vimos no exemplo 2.2.2 que a solugao da equagao diofantina nao é tnica. Porém ha
uma relacao entre as solugoes.

Proposigao 2.30: Suponha que a equagao az +by = ¢, com a, b, ¢c € Z e (a,b) = 1 admita
a solugao inteira xg, 1. Entao as solugoes inteiras x, y desta equacao sao da forma

r=x9+th e y=vyy—ta, comtéeZ.

Demonstracao. Seja xg, yo uma solucao inteira de ax + by = c. Entao

azxy + by = ¢ = ax + by,
ou seja,

a(z — xo) = b(yo — ). (2.4)
Como (a,b) = 1, segue que b | (x — ). Logo,

r—x9=1b, tEZ. (2.5)
Substituindo esta dltima expressao em (2.4), temos que

Yo — Yy = ta.

Das duas ultimas igualdades, concluimos que x = xg + tb e y = yo — ta.
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Por outro lado, note que se © = x¢g +the y = yy — ta, com t € Z, entao x, y é
solucao da equacao, pois

ax + by = a(zg + tb) + b(yo — ta) = axo + byo = c.

Exemplo 2.2.3: Vamos determinar todas as solugoes inteiras da equacao
12z + 33y = 27.

Note que a equacao tem solucao, pois (12,33) | 27. Dividindo ambos os membros da
equacao por 3 = (12,33), obtemos a equagao equivalente

dr + 11y = 9.
Pelo Algoritmo de Euclides, temos que

11=24+43
4=13+1.

Utilizando a segunda igualdade, podemos reescrever a primeira como
11=42+(4-1),

que é equivalente a
43+ 11.(-1) =1.

Multiplicando esta tultima igualdade por 9, obtemos
427+ 11.(-9) =9,

o0 que nos mostra que o = 27 e yg = —9 é uma solugao particular da equacao e,
consequentemente, as solugoes inteiras sao

r=27T+11t, y=-9—4t, comt € Z.

Vérios problemas podem ser solucionados com o uso de uma equacao diofantina linear.
Considere a seguinte situagao: o caixa de um estabelecimento s6 possui notas de 2 e 5 reais
e precisa voltar R$27 de troco a um cliente. De quais maneiras ele pode dar o troco? Este
exemplo simples nos mostra que, em alguns contextos, estamos interessados nas solugoes
naturais de equagoes diofantinas da forma ax 4+ by = ¢, em que a, b, c€ Ne (a,b) =1. O
estudo de semigrupos numéricos, objeto do préximo capitulo deste texto, ird nos ajudar
nessa situagao.



24

Semigrupos Numéricos

Neste capitulo estudaremos semigrupos numéricos, uma estrutura algébrica presente em
diversas areas da Matematica como Algebra, Geometria Algébrica, Matematica Discreta
e Teoria dos Numeros. Nosso objetivo ¢é relacionar as solugoes naturais de uma equacao
diofantina linear com semigrupos numéricos, bem como apresentar os semigrupos simétricos,
pseudossimétricos, quase simétricos e Arf e algumas de suas propriedades. Os principais
resultados deste capitulo podem ser encontrados em [1], [8], [10], [11] e [18].

3.1 Semigrupos numéricos: definicao e exemplos

Para que possamos relacionar as solugoes naturais de uma equacao diofantina linear
com semigrupos numéricos, vamos inicialmente definir o que é um semigrupo numérico e
apresentar alguns de seus invariantes e propriedades bésicas.

Defini¢ao 3.1: Um semigrupo numérico S é um subconjunto dos niimeros naturais N que
satisfaz as trés condicoes abaixo:

1. 0e S,
2. x+y €S, para todos x,y € S,

3. N\ S é finito.

Todo semigrupo numérico S pode ser representado pela notagao
S =A{0, s1, S2, ...y Sn, —},

em que s; > s; para todo 7 > j, e a seta significa que todos os elementos de N a partir de
S, pertencem a S.

Por simplicidade, nesta dissertacao escreveremos apenas semigrupo para nos referirmos
a um semigrupo numérico.

Exemplo 3.1.1: O conjunto S ={0, 3, 6, 7, 9, —} é um semigrupo. De fato, note que
S é fechado para a adicdo, 0 € S e N\ S = {1, 2, 4, 5, 8}.
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Defini¢ao 3.2: Dado um semigrupo S = {0, s1, S, ..., Sp, —}, definimos alguns
conceitos importantes:

Multiplicidade: menor inteiro positivo pertencente a S, ou seja, o elemento s;. Notacgao:
w(S), ou simplesmente .

Condutor: menor inteiro positivo pertencente a S a partir do qual todos os inteiros maiores
pertencem ao semigrupo, ou seja, o elemento s,. Notacao: 3(S), ou simplesmente /3.

Lacunas: as lacunas de um semigrupo S sao os elementos do complementar N\ S.

Numero de Frobenius: maior inteiro nao pertencente ao semigrupo S, ou seja, a maior
lacuna de S. Notagao: v(S), ou simplesmente . Note que v = 5 — 1.

Género: é o nimero de lacunas de S, ou seja, a cardinalidade do conjunto N\ S. Notagao:
g(S), ou simplesmente g.

Exemplo 3.1.2: S = {0, 3, 6, 9, —} é um semigrupo com multiplicidade p = 3, condutor
f =9 e nimero de Frobenius v = 8. O conjunto das lacunas de S é N\S = {1, 2, 4, 5, 7, 8}
e 0 seu género é g = 6.

Exemplo 3.1.3: S = {0, 6, 7, 8, 11, —} é um semigrupo com multiplicidade pu = 6,
condutor f = 11 e nimero de Frobenius v = 10. O conjunto das lacunas de S é
N\ S=A{1, 2, 3,4, 5,9, 10} e 0 seu género é g = 1.

Para semigrupos com condutor muito alto, pode ser dificil determinar o valor do género.
A proposicao abaixo nos da uma estimativa deste valor:

Proposigao 3.3: Seja S um semigrupo com género g, nimero de Frobenius v e condutor
5. Entao

Demonstragao. Essa desigualdade decorre do fato de que se s € S, entdo v — s ¢ S,
pois caso contrario terfamos que (v — s) +s = € 5, o que é um absurdo.
De fato, note que as lacunas de S pertencem ao conjunto A = {1, 2, ..., v}. Além

de v, pelo menos um nimero de cada um dos {%J pares

=1 a2 (5] 3)

também é uma lacuna de S, em que L%J ¢ o maior inteiro menor ou igual a % Portanto,
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Note que o semigrupo do exemplo 3.1.2 é gerado por 3, 10 e 11, no sentido de que
todo elemento de S é combinacao linear de 3, 10 e 11. Um subconjunto G C S com essa
propriedade de gerar S é dito conjunto gerador de S. Se G = {x1, =3, ..., x,}, com
r; < x;j para todo i < j, utilizamos a notacao S = (1, =2, ..., T,), € os elementos de G
sao geradores de S. Sendo G um conjunto finito, dizemos que S ¢ finitamente gerado.

Exemplo 3.1.4: Voltemos ao exemplo 3.1.3, em que S = {0, 6, 7, 8, 11, —}. Podemos
observar que S = (6, 7, 8, 11 ), ou seja, S é finitamente gerado.

Todo semigrupo possui um conjunto gerador? A resposta é sim, ja que S é gerado
por todos os seus elementos e, nesse caso, a quantidade de geradores é infinita. Surge
entao uma pergunta: é sempre possivel encontrar um conjunto finito de geradores de S7
A proposicao abaixo responde esse questionamento:

Proposicao 3.4: Todo semigrupo é finitamente gerado.

Demonstracao. Temos que

S=(s1, ..., Su=0, B+1, ..., B+s —1).

De fato, considere G = {s1, ..., s, = 0, B+ 1, ..., B+ s —1}. Como
S ={0, s1, ..., s, =0, —}, segue que G C S. Observe também que

0, S1,0+-y Sn €(81, ..., Sp =0, f+1, ..., B+s—1).

Seja agora x € S tal que © > s, = . Pelo algoritmo de Euclides, existem ¢, » € N
taisquex =¢B8+r,comqg>1e0<r<pg.

Se r =0, temos z = ¢f. Logo, z € (s1, ..., s, =0, f+1, ..., B+s —1).

Se 0 < r < 3, novamente pelo algoritmo de Euclides obtemos ¢, 71 € N tais que
r=q181 + 11, com 0 <r; < s;. Desse modo,

r=qf+r=qf+qs1+r=(q—-1F+qsi+ (5+r1),

o que implica em x € (s, ..., S, =0, 8+1, ..., B+s1— 1), pois (¢ —1) € Ne
57 51, 5+T1€G
O]

Exemplo 3.1.5: Seja S = {0, 8, 9, 10, 13, 14, 16, —}. De acordo com a proposigao 3.4,
S é finitamente gerado e seu conjunto gerador é

G={8, 9, 10, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23}

O subconjunto G = {s1, ..., s, =0, f+1, ..., B+ s — 1} dado pela proposigao 3.4
nao é o menor conjunto gerador de S. Para determinar o conjunto minimal de geradores
de S, basta retirar de G aqueles elementos que sejam soma de outros dois anteriores.

Exemplo 3.1.6: Considere novamente S = {0, 8, 9, 10, 13, 14, 16, —}. Do exemplo
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3.1.5, o conjunto
G ={8, 9, 10, 13, 14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23}

é gerador de S. Retirando de G os elementos que sao combinacoes lineares de outros,
obtemos o conjunto minimal de geradores de S, a saber:

G = {8, 9, 10, 13, 14}.

Lema 3.5: Seja S = (ny, na, ..., ng). Se S é semigrupo numérico com conjunto minimal
de geradores {ny, ng, ..., ng}, entdo mde(ny, ng, ..., ng) = 1.
Demonstragao. Suponha S semigrupo e considere mdc(ny, ng, ..., ng) = d. Entao
sabemos que d | n; para todo i € {1, 2, ..., k}, ou seja, para cada 1 < i < k existe
a; € N tal que n; = da;.
Seja s € S. Entao existem x1,...,x; € N tais que s = x1n; + ... + xxni. Logo,
segue que

S = l’ld(ll + ...+ ZL’kd(lk = d(xlal + ...+ xkak),

ou seja, S C (d) = {md | m € N}. Desse modo, N\ (d) C N\ §.
Suponha que d # 1. Temos entao que

{md+1|meN} CN\(d) CN\S.

Isso implica que N\ (d) nao é finito, o que é um absurdo, pois como S é semigrupo,
N\ S é finito. Portanto, devemos ter d = 1.

O

Proposigao 3.6: O conjunto minimal de geradores de um semigrupo S é unico.
Demonstragao. Suponha, por absurdo, que existam Gy = {ny, ng, ..., ni} e Gy =
{my, mo, ..., my} conjuntos minimais de geradores de S distintos e seja z € G1 \ Go.

T
Como x € G; C S e Gy é conjunto gerador de S, entao r = Z ajm;,, para alguns
j=1

m;, € Gy e a; € N\ {0}. Como cada m;; € Gy C S e G ¢ conjunto gerador

J

de S, entao todo m;, pode ser escrito na forma ijpnip para alguns n;, € G e

p=1
T S

b;, € N\ {0}. Portanto, z = Z Z a;b;,ni,, o que ¢ um absurdo, pois G é conjunto

j=1 p=1
gerador minimal e nenhum de seus elementos pode ser escrito como combinacao linear

de outros. Portanto, ndo existe tal x € Gy \ G, e entdao G; C G2. De maneira analoga,
podemos mostrar que G5 C G, concluindo assim que devemos ter G = Gbs.
m
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Convencionalmente, a nota¢ao S = (ny, ..., ng), com n; < n; para todo 7 < j, indicard
que {ni, ..., ng} é o conjunto minimal de geradores de S. Cada elemento n; é um gerador
minimal de S.

3.2 Semigrupos numeéricos e equacoes diofantinas lineares

Agora estamos prontos para relacionar as solugoes naturais de uma equagao diofantina
linear com semigrupos numéricos. Considere uma equacao diofantina da forma ax + by = ¢,
em que a, b, ¢ € Ne (a,b) = 1. Note que tal equacao possui solu¢ao natural se, e somente
se, c € S = (aby = {ax + by | z, y € N}. Nesta segao estudaremos essa solugao, bem
como o semigrupo S = (a,b).

Proposicao 3.7: Sejam a e b niimeros naturais com (a,b) = 1. Todo niimero inteiro ¢ pode
ser escrito de modo tnico na forma

c=ma+nb, com0<m<b e nclZ.

Demonstragao. Existéncia: O Teorema de Bachet-Bézout (2.15) nos garante a existén-
cia de inteiros x e y tais que

ar + by = 1.
Multiplicando esta igualdade por ¢, obtemos
axc + byc = c.

Pela divisao euclidiana, existem ¢ e m inteiros, com 0 < m < b, tais que xc = qb + m.
Substituindo esse valor de zc na igualdade acima, temos

¢ = azxc+ byc = agb + am + byc = ma + (aq + yc)b = ma + nb,

comO0<m<ben=aq+yc € Z.

Unicidade: Suponha que existam m, my, n, ny € Z, com 0 <m <be 0 <my <,
tais que ma +nb = ¢ = mya + n1b, ou seja, a(m —my) = b(n; —n). Desse modo, temos
que

—b<—m <m-—-m; <m<b,

mostrando que |m — my| < b. Como (a,b) =1 e a(m —my) = b(ny — n), temos que
b | (m —mq), o que s6 é possivel se |m —my| = 0, ou seja, se m = my. Por fim, se
m = mq, entdo (ny —n)b = a(m —my) = 0 e, portanto, n; = n.

]

Proposicao 3.8: Seja o semigrupo S = (a,b). Entao ¢ € S se, e somente se, existem
m, n € N, com m < b, tais que ¢ = ma + nb.

Demonstracao. Naturalmente, se ¢ = ma + nb, com m, n € Ne m < b, entao c € S.
Reciprocamente, se ¢ € 5, existem z, y € N tais que ¢ = ax + by. Pela divisao
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euclidiana, existem inteiros ¢ e m, com 0 < m < b tais que x = gb + m. Substituindo
este valor de x na igualdade acima, temos que

c=ax + by = agb + am + by = ma + (aq + y)b = ma + nb,

em que 0 <m <ben=aq+y € N. Observe que a proposicao 3.7 garante a unicidade

de m e n.

]

As lacunas também nos fornecem informagoes sobre o semigrupo.

Corolario 3.9: Seja o semigrupo S = (a,b). Entao o conjunto das lacunas de S é dado por
N\S={ma—nbeN|m, neN, m <b}.

Demonstracao. Seja ¢ um nimero natural. Pela proposicao 3.7, existem m, n tnicos,
com 0 <m < ben € Z, tais que ¢ = ma-+nb. Entretanto, pela proposicao 3.8, ¢ € S se,
e somente se, n > 0. Portanto, se n < 0, podemos escrever ¢ = ma — nb, considerando
n € N\ {0} e entao ¢ ¢ S, ou seja, ¢c € N\ S. Reciprocamente, se ¢ € N\ S, novamente

pelas proposicoes 3.7 e 3.8 segue que ¢ = ma — nb, com m, n € N, m < b.
m

Coroldrio 3.10: Seja o semigrupo S = (a,b). O numero de Frobenius v de S é
v=(b—1)a—0b.

Assim sendo, o condutor 5 de S é
B=(a—1)b-1)

Demonstragao. Pelo corolario 3.9, segue que a maior lacuna de S ocorre quando m é
maximo e n é minimo e nao nulo, ou seja, quando m = b — 1 e n = 1. Portanto, segue

que
y=ma—nb=(b—1)a—0b.

Como 8 =~ + 1, segue que
f=~r+1=0b—-1la-b+1l=ab—a—-b+1=(a—1)(b—1).

]

De que maneira semigrupos numéricos podem nos ajudar na solucao de equagoes
diofantinas? O teorema abaixo nos ajuda nesse questionamento.

Teorema 3.11: A equagao diofantina ax +by = ¢, com a, b, ¢ € Ne (a,b) = 1, tem solugao

em numeros naturais se, e somente se,

c¢N\S={ma—nbeN|m, neN, m<b},
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em que S = (a,b), ou seja, se, e somente se, ¢ nao ¢é lacuna de S.

Demonstracao. Uma vez que a equagao ax + by = ¢ admite solugao se, e somente se,
c € S, o resultado segue diretamente do corolario 3.9.
m

Dada a equagdo azx + by = ¢, com a, b, ¢ € N e (a,b) = 1, com o algoritmo de Euclides
e o teorema 3.11 podemos obter my, ny; € N tais que

1 = (a,b) = mya — nyb.
Multiplicando esta igualdade por ¢, obtemos
c = myac — nibe.

Pela divisao euclidiana, existem inteiros g e m, com 0 < m < b, tais que cmy; = gb + m.
Substituindo este valor de ¢m; na igualdade acima, temos:

{ ma + (qa — cny)b,  se qa > cny
CcC =

ma — (cny — qa)b,  se cny > qa

No primeiro caso, fazendo n = ga — cny, temos que ¢ € S = (a,b) e, portanto, a equagao
admite solucao natural.

J& no segundo caso, fazendo n = cny — qa, temos que ¢ ¢ S = (a,b), ou seja, ¢ € N\ S
e, portanto, a equacao nao admite solugao natural.

Definigao 3.12: Dada a equagdo ax + by = ¢, com a, b,c € N e (a,b) = 1, a tinica solugao
natural m, n tal que m < b é denominada solugao minimal, no sentido de que se o par
(x,y) é solucao da equagao, entdao > m. Note que as proposicoes 3.7 e 3.8 garantem a
unicidade da solucao minimal.

Proposicao 3.13: Suponha que a equagao ax+by = ¢, com a, b, ¢ € Ne (a,b) = 1, admita
a solucao minimal xyp = m e yy = n. Entao as solugoes naturais z, y da equacao sao da
forma
r=m+th, e y=n—ta, teN, n—ta>0.
Demonstracao. Seja x, y uma solucao natural de ax + by = c. Entao
am+bn = c = ax + by,
ou seja,

a(x —m) = b(n —y). (3.1)

Como (a,b) = 1, segue que b | (x—m). Como m, n é solugao minimal, x > m. Portanto,



31

existe ¢t € N tal que

r—m=tb, teN. (3.2)
Substituindo esta iltima expressao em (3.1), temos que

n —y = ta.

Das duas ultimas igualdades, concluimos que xt = m +tbhe y =n —ta > 0.
Por outro lado, note que se xt =m+tbhey=n—ta, comt € Nen—ta>0, entao
x, y € solugao da equagao, pois

ax + by = a(m +tb) + b(n — ta) = am + bn = c.

Exemplo 3.2.1: Considere a equagao
3x + 5y = c.

Note que para ¢ > 8 esta equagao possui solugdo natural. De fato, sendo S = (3,5), o
corolario 3.10 nos diz que

B(S)=B8-1)(5-1)=24=28.
Aplicando o corolério 3.9, temos que
N\S={3m—-5neN|m, neN, m<5}.

Para m = 1, temos que 3.1 — 5n ¢ N.

Para m = 2, temos que 3.2 —5n € Nse n = 1. Logo, 1 é lacuna de S.

Para m = 3, temos que 3.3 — 5n € N se n = 1. Logo, 4 é lacuna de S.

Para m = 4, temos que 3.4 —5n € N paran =1en = 2. Logo, 7 e 2 sao lacunas de S.
Desse modo, segue que a equacao 3z + 5y = ¢ admite solucao natural se

cg N\ S={1, 2 4, 7},
ou, equivalentemente, se
ce S={0, 3, 5, 6, 8 —}.

Exemplo 3.2.2: Vamos determinar as solugoes naturais de 3x + 5y = 74. Pelo Algoritmo
de Euclides, temos:

5=13+2,
3=12+1.
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Logo,
1=3-2=3-(5—-3)=23-5.
Multiplicando esta igualdade por 74, temos

T4 = 74.2.3 — 74.3,
74 = 148.3 — T4.5,

74 = (3 +5.29).3 — 74.5,
74 = 3.3+ 87.5 — T4.5,
74 = 3.3 + 13.5.

Segue que m = 3 e n = 13 é a solugao minimal da equacao. Portanto, as demais
solugoes naturais sao

r=3+5, y=13—-3t, comteN, 13—-3t>0.

Temos entao que t = 0, 1, 2, 3, 4, e as solugoes naturais da equacao sao xrg = 3 e
Yyw=13,z1=8ey1 =10, 29 =13eyy =7, 23 =18 eys =4 exy =23 ey, = 1.

Exemplo 3.2.3: Vamos retomar o exemplo apresentado no final do capitulo anterior: o
caixa de um estabelecimento sé possui notas de 2 e 5 reais e precisa voltar R$27 de troco
a um cliente. De quais maneiras ele pode dar o troco?

Vamos determinar as solugoes naturais de 2z + 5y = 27. Pelo Algoritmo de Euclides,
temos:

5=22+1, ousea, 1=5-2.2.
Multiplicando esta igualdade por 27, temos

27 = 27.5 — 2.27.2,

27 = 27.5 — 54.2,

27 = (11.2 + 5).5 — 54.2,
27 = 55.2 4+ 5.5 — 54.2,
27 = 1.2+ 5.5.

Segue que m = 1 e n = 5 ¢ a solugao minimal da equacao. Portanto, as demais solugoes
naturais sao

r=14+5t y=5—2t, comteN, 5—2t>0.

Temos entao que t = 0, 1, 2, e as solucoes naturais da equagao sao xg =1 e yg = 5,
r1=06ey; =3 exy =11 e y, = 1. Desse modo, o caixa poderia dar de troco uma nota
de R$2 e cinco notas de R$5, seis notas de R$2 e trés notas de R$5, ou ainda onze notas
de R$2 e uma nota de R$5.
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Em situacoes em que estamos trabalhando com niimeros pequenos, como no exemplo
acima, nao é necessario resolver a equacao diofantina utilizando as técnicas estudadas
nesta secao: para este caso, bastava determinar quais valores de y, com 0 <y < 5 tornam
o numero 27 — by par.

3.3 Ideais, cadeias de semigrupos e semigrupos Arf

Nesta secao, iremos apresentar mais propriedades sobre semigrupos numéricos, bem
como definir algumas cadeias de semigrupos e introduzir um novo tipo de semigrupo: os
semigrupos Arf. Para continuarmos a nossa caracterizagao, precisamos definir as operagoes
abaixo entre subconjuntos de Z, pois elas serao importantes para estabelecermos o conceito
de ideal de um semigrupo numérico.

Defini¢ao 3.14: Sejam E, F' subconjuntos de Z, x € Z e n € N\ {0}. Definimos as
seguintes operacoes:

(i) E+F={a+blacE, be F};
(i) F+z={a+z|a€ E};

(iii) nE=E+E+...4+ E, n vezes;
(iv E-F={a€Z|a+FCE}.

Observagao 3.15: Dado um subconjunto E de Z, usaremos a mesma notagao utilizada
para semigrupo, ou seja, se £ = {—5, —2} UN\ {1, 3, 6}, escreveremos

E={-5 -2,0,2,4,5 7, —}
Exemplo 3.3.1: Sejam

E={-6, —3,0,8, 17, 19, =} e
F={-1,0, 7, 10, 14, —}.

Temos:

E+F={-7 -6, =4, =3, =1, 0, 1, 4, 7, =},

E+2={-4, -1, 2, 10, 19, 21, —},
2E=FE+FE={-12, -9, -6, =3, 0, 2, 5, 8, 11, 13, —},

E—-F={a€Z|a+F CE}={20, —}.

Defini¢cao 3.16: Um ideal relativo de um semigrupo S é um conjunto nao vazio £ C Z
tal que:

(i S+ECE;
(ii) x + £ C S, para algum x € Z.

Caso EF C S, F é dito apenas ideal de S.
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Observagao: Se F e I sao ideais relativos de S tais que F' C E, entao S— F C S — F.

Defini¢ao 3.17: Seja S um semigrupo. O conjunto M = {s € S | s > 0} é um ideal de S,
denominado ideal maximal de S. De fato, note que S + M C M, pois S é fechado para
soma e S = M U{0}. O inteiro = da segunda condicao de ideal relativo pode ser qualquer
s € S, inclusive o zero.

Exemplo 3.3.2: Seja S = (3, 5) = {0, 3, 5, 6, 8, —}. Entao os conjuntos
E={-3,0,2, 3, 5 —}

I={5 6,8, —}, e
M=1{3 5 6 8 =}

sao, respectivamente, ideal relativo, ideal e ideal maximal de S.

Proposicao 3.18: Seja S = {0, sy, S2, ..., Sp, —} um semigrupo numérico e M seu
ideal maximal. Se S # N, entao:

(1) S—M=M— M,
(i) S— R = M — R para todo semigrupo R C N que contém S propriamente.

Demonstragao. Para a parte (i), queremos mostrar que S — M = M — M, ou seja,
{a€Z|la+MCS}={a€Z|a+MC M}. Claramente, M — M C S — M, pois
M C S. Vamos mostrar que S — M C M — M, e assim concluir a igualdade desejada.

Suponha que S — M & M — M. Entao existe x € S — M tal que x ¢ M — M. Assim,
existe s; € M tal que z 4+ s; = 0, pois S\ M = {0}, o que implica z = —s;. Se s; # s1,
tome s; < s;, s; € M. Entao x+s; € S, o que é um absurdo, pois x +5; = —s;+5; <0
e S C N. Logo, devemos ter s; = sy e, assim, x = —s;. Tome agora s =+ s; — 1
elemento de M. Entaox +s=—-s1++s1—1=p0—1=~ €S, o que é um absurdo.
Portanto, tal elemento x nao existe. Desse modo, S — M C M — M, e a igualdade é
verdadeira.

Para a parte (ii), devemos mostrar que S — R = M — R, ouseja, {a € Z|a+ R C
S}={a€Z|a+RC M}. Note que M — R C S — R, pois M C S. Mostraremos
entao que S — R C M — M, para assim concluir a igualdade desejada.

Suponha que S — R & M — R. Entao existe x € S — R tal que x ¢ M — R.
Assim, existe r; € R tal que  +r; = 0, pois S\ M = {0}, o que implica = —r;. Se
r; = S, € M, por um argumento analogo ao apresentado no item anterior, concluimos
que S— RC M — R. Agora, se r; € R\ S (perceba que R\ S # (), pois R contém
S propriamente), entdo = + s; € S, o que é um absurdo, pois z + s; = —r; + 51 < $1.
Portanto, este elemento x nao existe, e assim S — R C M — M.

m

Um dos motivos de se estudar ideais relativos é o auxilio que eles nos dao a procura do
conjunto minimal de geradores de um semigrupo S. Para estabelecer essa relagao, vamos
definir a dimensao de mergulho de S.
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Defini¢ao 3.19: Seja S = (ny, ..., ng), com {ny, ..., ng} o conjunto minimal de
geradores de S. O ntumero k é denominado dimensao de mergulho de S, e é denotado por

e(S).

Exemplo 3.3.3: Dado o semigrupo S = {0, 3, 5, 6, 8, —}, temos que S = (3, 5), e sua
dimensao de mergulho é e(S) = 2.

Exemplo 3.3.4: Dado o semigrupo S = {0, 6, 7, 8, 11, —}, temos que S = (6, 7, 8, 11),
e sua dimensao de mergulho é e(S) = 4.

Lema 3.20: Se E ¢é um ideal relativo de um semigrupo S e M seu ideal maximal, entao o
conjunto minimal de geradores de E é E'\ (M + E).

Demonstracao. Um elemento x € F nao é gerador minimal de F se, e somente se,
r=y+s,paraalgumy € Fes €S, s+# 0, o que significa que x nao é elemento
gerador de E se e somente se z € M + F.

O

Coroldrio 3.21: Seja S um semigrupo. Entao e(S) = card(M \ 2M). Em particular,
G = M\ 2M é o conjunto minimal de geradores de S.

Demonstracao. Basta considerar, no lema anterior, o caso particular em que E' = M,
e observar que o conjunto minimal de geradores de M é o mesmo de S = M U {0}.
O

Exemplo 3.3.5: Seja S = {0, 8, 10, 11, 13, 14, 16, —}. De acordo com o coroldrio
anterior, e(S) = card(M \ 2M). De fato,

M = {8, 10, 11, 13, 14, 16, —},
2M = {16, 18, —},
M\ 2M = {8, 10, 11, 13, 14, 17}.

Logo, e(S) =6 e S = (8, 10, 11, 13, 14, 17).
Vamos agora definir um conjunto muito interessante, dito Apéry:

Definicao 3.22: Seja a € I, I ideal do semigrupo S. O conjunto Apéry do elemento a é
definido como o conjunto

Ap(la)={sel|s—ag¢ I} =TI\ (a+]).

O conjunto Apéry sera essencial para entendermos melhor os semigrupos numéricos.

Proposicao 3.23: Seja a € I, I ideal do semigrupo S. Para cadai=0, 1, ..., a—1, seja
r;=min{z € I |z =i mod (a)}. Entao Ap(1,a) = {zo, x1, ..., x4_1}. Em particular,
card(Ap(1,a)) = a.
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Demonstracao. Consideremos inicialmente z; como definido na proposicao. Entao
existe k € Z tal que x; = ka + i. Entdo x; —a = (k — 1)a+1i ¢ I, pois caso contrario
x; — a iria contrariar a minimalidade de x;. Logo, z; € Ap(l,a).
Agora, dado x € Ap(I,a), temos que x =i mod (a), para algumi € {0, 1, ..., a—
1}. Desse modo, x > x;. Sejam kq, ko € Z tais que x; = kya+1i e x = kea+1 e suponha
x > 1wy, ou seja, ko > k. Entdor —a=kea+i—a= (ks — (ks +1))a+kia+ie€l,
pois (ko — (k1 +1))a € I (ja que ko — (k1 +1) > 0) e kja+1i = x; € I, o que é um
absurdo, pois = € Ap(I,a). Logo, x = x; e, portanto, Ap(I,a) = {zo, 1, ..., Ta_1}-
O

Exemplo 3.3.6: Sejam S = (3, 5) ={0, 3, 5, 6, 8, —} el ={5, 6, 8 —}. Para cada
i=0,1,2, 3,4, 5 sejax; =min{x € [ | x =4 mod 6}. Da proposigao 3.23 temos que:

Ap(1,6) = {5, 6, 8, 9, 10, 13}, e card(Ap(1,6)) = 6.
Coroldrio 3.24: Seja S um semigrupo. Entao e(S) < u(S5).
Demonstragao. Basta observar que p(S)+ M C 2M (pois u(S) € M). Logo
M\ OM € M\ (u(S) + M) = Ap(M, j(S)),

o que implica card(M \ 2M) < card(Ap(M,u(S))), ou seja, e(S) < u(S).
[l

Proposicao 3.25: Seja S um semigrupo, M o seu ideal maximal e m € M tal que

Ap(Mm) = {zo, 1, ..., Tp-1}, em que z; = min{z € M |z =i mod (m)} para cada
i=0,1, ..., m—1. Entao S = (zg, T1, .-+, Tm_1)-
Demonstragao. Naturalmente, {zg, =1, ..., x,_1} € S. Note que xy = m. Seja agora

s € M. Se m | s, entao existe a € N tal que s = am = axg + 0x1 + ... + 0x,,_1. Desse
modo, s € (xg, 1, ..., Tm_1). Agora, se m1{ s, entdo existem i € {1, 2, ..., m — 1}
e ¢ € N tais que s = gm + i. Pela minimalidade de z;, existe £ € N tal que
s =km+x; € (xg, T1, ..., Tym_1), uma vez que km é miltiplo de .

[

Exemplo 3.3.7: Sejam S = {0, 4, 5, 6, 8, =} e M ={4, 5, 6, 8 —} seu ideal maximal.
Para cada ¢ = 0, 1, 2, 3, seja x; = min{z € I | x = ¢ mod 4}. De acordo com a
proposicao 3.23, Ap(M,4) = {4, 5, 6, 11}. Note que S = (4, 5, 6, 11), satisfazendo a
proposigao 3.25. Como 11 = 5+ 6, temos que {4, 5, 6} é o conjunto minimal de geradores
de S. Desse modo, ¢(S) = 3 < 4 = p(S), conforme o corolario 3.24.

Na teoria de semigrupos ha o estudo de algumas sequéncias, e nessa secao iremos
apresentar algumas delas. Para isso, iniciaremos com a defini¢ao abaixo:

Definicao 3.26: O tipo de um semigrupo S ¢ definido por

tipo(S) = card((S — M)\ S)
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e, por simplicidade, podemos escrever tipo(S) = t(5).

Para S # N, definimos T'(S) = (S — M) \ S, também representado simplesmente por 7T'.
Observe que T # (), pois v(S) € T. Um elemento de T(S) é chamado de pseudoniimero
de Frobenius de S.

Exemplo 3.3.8: Seja S = (6, 7, 8, 10, 11) ={0, 6, 7, 8, 10, —}. Temos:

M ={6, 7, 8, 10, —}
S—M=/{0, 4, =}
T ={4, 5 9}

Portanto, t(S) = 3.

Vamos agora definir algumas cadeias de semigrupos. Seja o semigrupo
S ={0=s0, 1, S2, -+, Sn, —}.

Para cada i > 0, consideremos os conjuntos S; = {s € S| s > s;} e S(i) =S — 5.
Note que S; = M e S(i) = S — S; é um ideal relativo. De fato, seja x € S + S(7). Entao
r=s4+a,coms e Seac S(t). Sejaagora s; € S;. Entdo v +s; =s+a+s; € 5,
pois a + s; € S, ja que a € S(i). Portanto, x € S(i), e assim S + S(i) C S(4). Sendo /5 o
condutor de S, § + i é um inteiro tal que (8 +1i) 4+ S(i) C S.

Para cada 0 < ¢ < n, note que S(i) = 5; — S; e S(i) é um semigrupo: naturalmente,
S; —9; CS—8,. Seja agora x € S — .5;. Entao z +.5; C S. Suponha que z < 0. Entao
devemos ter z € {—1,—2,..., —s;}, pois se x < —s;, terfamos z + s; < 0 € 5, 0 que é um
absurdo. Note que —z — 1 > 0, entao (8 —x — 1) € S;, para todo 0 < ¢ < n. Mas entao
terfamos x + 0 —xz—1=0—1=v € S, o que é um absurdo. Portanto, devemos ter
x > 0. Desse modo, segue que x + s; > s; para todo s; € S;. Portanto, x + S; C S;, ou
seja, x € S; — S;, e temos entao que S — S; C S; — 5;, concluindo assim que S(i) = S; — S;.

Para verificar que S(i) é semigrupo, observe que S(i) C N, pois acabamos de mostrar
que se z € S(i), entdo > 0. Naturalmente, 0 € S(i). Sejam agora x,y € S(i). Entao
r+ S5, CS;ey+S; CS;, logo x+y+S; C5;, mostrando que = +y € S(i). Por fim, se
w e N\ S(i), entdo 1 < w < 3, mostrando que N\ S(7) é finito.

E f4cil ver que

S(0) =S,

S(1) =M — M,
S(n—1)=1{0, s, — sp_1, =},

S(n) =N.

Temos assim a cadeia de semigrupos
S=50)CS(1)=M-MCS2)C...CSn) =N,

denominada S(-).
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Exemplo 3.3.9: Seja S = (3, 5) ={0, 3, 5, 6, 8 —}. Temos:

So =29 S(0) =S

S, =1{3,5 6,8 —=}=M|S1)={0,3, 5 =}=M-M

Sy = {5, 6, 8, ) S(2) = {0, 3, =}

S3 =16, 8, —} S(3)={0, 2, =} ={0, s, — S$p_1, =}
S, =18, =} S(4) =N

E a cadeia S(-) é
§=5(0)<5(1)cS5(2) € S5B)cS@4) =N,

Proposicao 3.27: Seja S ={0=s0, S1, .-+, Sn, =}, S#Neiec {0, 1, ..., n}. Entao
Y(S(@) =(S) — si.

Demonstragao. Sejam x € Z tal que x > v(S)—s; e s € S;. Entao x+s > y(S)+s—s; >
~v(S), o que mostra que x + s € .S, implicando que z € S — S; = S(i). Observe que
v(S)—s; ¢ S(i), pois caso contrario (.S) pertenceria a S, o que é um absurdo. Portanto,
V(8(@) =~(5) — si.

O

Definigao 3.28: Para 1 < i < n, denotamos t;(S) = card(S(i) \ S(i — 1)) e definimos a
sequéncia tipo de S como (t1(S), t2(S), ..., t,(S)). Note que o item (i) da proposigao
3.18 garante que t1(S) = t(S) = tipo(.S).

Exemplo 3.3.10: Seja S = (3, 11, 13) = {0, 3, 6, 9, 11, —}. Temos:

Sy =8 S(0) =S

S =13,6,9 11, >} =M | S(1)=1{0, 3, 6, 8, 5} =M — M =2
Sy =1{6, 9, 11, —} S(2) = {0, 3, 5, =} ty =2
Sy =1{9, 11, —} S(3)=1{0, 2, =} = {0, $p — Sn_1, =} | t3=2
Sy = {11, =} S(4) =N ty=1

A sequéncia tipo de S é (2, 2, 2, 1).
Observe também que (S) = 10, e a proposicao 3.27 é satisfeita:

7(5(0)) =7(S) =10 =10 — 0 =(S5) — 59
(S(1)) =7=10-3 =7(5) — 51

7(S(2)) =4=10 -6 =7(S) — 52

Y(S(3)) =1=10 -9 =(5) — s3

7(S4) =7(N) =-1=10 - 11 =7(S) — 54

Uma outra cadeia de semigrupos é usada para definirmos o blowup de S. Antes de
apresenta-la, porém, notemos que dado um semigrupo S, para cada ideal relativo £ de S
e para cada n € N, o conjunto (nE — nkE) é um semigrupo. De fato, seja € (nE —nkE) e
suponha x < 0. Entao x + nE C nE. Como nE C Z, nE possui menor elemento z. Mas
entao x + 2 < z € nF, o que é um absurdo. Portanto, devemos ter z > 0. Naturalmente,
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0 € (nE—nkFE). Dados a, b € (nE—nFE), entdo a+b+nE C a+nE C nkE, onde a primeira
inclusao vem do fato de que b € nFE, e a segunda de que a € nE. Logo, a+b € (nE —nkE).
Por fim, como (nE —nE) CNe S C (nE —nkFE), os possiveis elementos de N\ (nE£ —nkFE)
sao lacunas de S, mostrando assim que N\ (nE — nFE) é finito.

Definicao 3.29: Dado um semigrupo S, para cada ideal relativo £ de S e para cadan € N,
temos o semigrupo (nE — nE). Sabendo que

SC(E-E)C(E—-2E)C...C(nE—nE)C...CN,

podemos definir o semigrupo numérico BrS = U (nE — nE), denominado Semigrupo

neN
Lipman de S com respeito a E, ou blowup de S com respeito a E.

Exemplo 3.3.11: Seja S = (4, 7, 13) ={0, 4, 7, 8, 11, —}. Vamos calcular o blowup
de S com respeito ao ideal relativo £ = {0, 1, 4, 5, 7, 8, 9, 11, —}. Temos:

E—-E={0, 4,7 8, 11, —}
2F = {0, 1, 2, 4, —}
2F — 2F = {0, 4, —}
3E =N=3F — 3E.

Desse modo, BgS = N.

Proposicao 3.30: Sejam S um semigrupo, I ideal préprio de S e iy 0o menor inteiro
pertencente a I. Entao existe z € N tal que:

(1) ByS =zl — zI;

(i) (z+1)I =zl +1,.

Além disso, temos:
(iii) 7 + B;S =i, + B;S.
Demonstracao. Para o item (i), do exposto acima temos que
SC(I-I)C@2-2I)C...C(nl—nl)C...CN.

Os possiveis elementos de (kI — k1) \ S, com k inteiro positivo, sdo as lacunas de S.
Como N\ S é finito, a cadeia ascendente {kI — kI | k > 1} ira se estabilizar, ou seja, a

partir de um z € N temos que z/ — 2 = (2 +1)] — (2 + 1) = .... Logo, existe z € N
tal que BrS = U(n[—n[) =zl —zI.
neN

Para o item (ii), mostraremos inicialmente que (h+1)I = hl 44, para algum h > 1.
Para cada j > 1, considere o conjunto B; = {a € Z | a > jiy, a ¢ jI}. Sabendo
que jI éideal de S, temos 51+ S C jI, o que mostra que j/ contém todos os inteiros a
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partir de um certo ponto e, portanto, B; ¢é finito. Seja b; = card(B;). Como o mapa

fj : Bj+1 — B]

a+— a—1

¢ injetivo, temos b1 < b;. I ¢ ideal préprio de S, entao I + 5 C I. Dado a € B;,
a¢ jI e, como jI + S C jI, existe h > 1 tal que b1 = by, pois N\ S é finito.

Suponha que exista a € (h + 1)I \ (hl +4y). Entao a ¢ (hI + i1), ou seja,
a—1iy ¢ hl. Comoac (h+1)I,a> (h+1)i, ouseja, a —i; > hiy, mostrando que
a — i1 € By. Pelo fato de f; ser injetiva e b, = by, segue que f;, é sobrejetiva, logo
existe a’ € Byyq tal que a — i3 = fi(a') = d’ — iy, 0 que é um absurdo, pois terfamos
a=a ¢ (h+1)I. Portanto, (h+ 1)I C hl + i, e, como a inclusdo contraria é trivial,
segue que (h+ 1)1 = hl + ;.

Seja agora © = p — kiy, com k> 1ep € kI. Como (h+ 1)I = hl + iy para algum
h > 1, segue por inducao em k que (h + k)I = hl + ki;. Temos que

r+(h+k) =p—kiy+(h+k)] =p—kiy+hl+kiy =p+hl CkI+hl = (h+k)I,

mostrando que p — kiy = x € ((h+ k)I — (h+ k)I) C B;S. Como B;S = (2 — zI),
segue que {p —kiy | k> 1, pe kI} C (21 — 2I).
Tomando k& = 1, temos:

I—iy C(zl—2]) = [—i1+2] C2] = (z+1)[—iy, C 2zl = (241)] C zI+1;.

A inclusao inversa é trivial, e assim (z + 1)I = 21 + ;.
Para o item (iii), tomando novamente k = 1, temos I —i; C (2 — zI), ou seja,

I—ZlgB[S — [gB[S—FZl — [+ZlgB[S+’ll

A inclusao inversa é trivial, e assim [ + B;S = B;S + ;.
O

Corolario 3.31: Sejam S, [ e iy definidos como na proposi¢ao anterior. Entao, para algum
inteiro z > 1, sao equivalentes:

(1) I+ (2 —z2I) =11+ (2] — 2I);

)
(i) card(zI\ (z+ 1)I) = is;
(iii) (24 1)1 =zl +iy;

) B

(iv = (21 — zI).

Demonstragao. Para mostrar que (i) = (iii), observe que, como 0 € (21 — zI), entao
por (i) segue que I C iy + (21 — zI). Desse modo, temos:

(z+ D) =21+1Czl+i1+ (21 —2I) =zl +1.
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A outra inclusdo é trivial, e assim (z + 1)I = 21 + ;.
Para mostrar que (iii) = (iv), observe que para cada k > 1 segue por indugao
em k que (z+ k)I = zI + kiy. Temos

(z4+ k) — (z4+ k)] = (2] + kiy) — (2 + kiy) = (2] — 2I).

Desse modo, a cadeia ascendente {kI — kI | k > 1} estabiliza em (2] — zI), mostrando
que B;S = (21 — zI).

Para mostrar que (iv) = (i), basta utilizar o item (iii) da proposi¢ao anterior,
que nos diz que I + B;S =i, + BrS. Utilizando a hipétese de que BrS = (zI — z1I),
segue que I + (21 — zI) =iy + (21 — zI).

Por fim, vamos mostrar que (ii) <= (iii). Sabemos que zI +i; C (2 + 1)I C z1.
Para cada j =0, 1, ..., iy — 1, seja ; = min{z € z[ | x = j mod (i;)}. Entao
existe k > 1 tal que z; = ki; + j. Entdo x; —i; = (k— 1)iy +j ¢ zI, pois caso
contrario x; — 4; iria contrariar a minimalidade de z;. Portanto, z; ¢ (21 +1;), ou seja,
x; € 2\ (2] +11).

Agora, dado x € zI \ (21 + 41), temos que x = j mod (i), para algum j €
{0, 1, ..., i3 — 1}. Desse modo, x > ;. Sejam ki, ko > 1 tais que x; = ki +J e
x = kgiy + j e suponha x > x;, ou seja, kg = ki1 +n, n > 1. Entao x = kgiy + 7 =
(k1 +n)iv+j = kyiy+j+niy = z;+ni; € zI +1;, o que é um absurdo, pois isso implica
em z € (zI +1y). Logo, x = x; e, portanto, zI \ (21 +i1) = {x¢, 1, ..., Ti_1}, OU
seja, card(zI \ (zI + 1)) = i1. Recordando que zI + i, C (2 + 1)I C zI, segue que
card(zI \ (z + 1)I) = iy se, e somente se, (z + 1) = zI + ;.

[

Exemplo 3.3.12: Seja S = (7, 8, 9, 11) ={0, 7, 8, 9, 11, 14, —}. Vamos calcular o
blowup de S com respeito ao ideal maximal M. Temos:

M ={7,8,9, 11, 14, —},
M—M={0, 7, -},
2M = {14, —},
oM —2M = {0, 1, >} =N,
3M = {21, =} =2M +7.

Desse modo, Bj;S = N, e o inteiro z do corolario anterior é 2.
Vamos definir mais duas importantes cadeias de semigrupos:

Definicao 3.32: Consideremos as duas cadeias de semigrupos abaixo

S=ByCB(By)=B,C...CB(B)=Bp1 C ...

S = Bly C BI(Bly) = Bl, C ... C BI(Bl) = Blp1 C . ..
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definidas, respectivamente, por B(S) e BI(S), em que B(S) = S— M = M — M e

BI(S) = BuyS = U{n]\/[ —nM | n > 1} é o Blowup de S com respeito a M, ou
neN

simplesmente o Blowup de S.

Exemplo 3.3.13: Seja S = (3, 5) = {0, 3, 5, 6, 8 —}. Entao:

BOZS7
M ={3, 5, 6, 8, —},
Bi=M—M={0,3, 5, —}.

Considerando M; o ideal maximal de B;, segue que:

B2 = B(Bl) = M1 — M1 = {07 2, —>}7
Bg == B(BQ) - M2 - MQ == N

Assim, a cadeia B(S) é
S=ByC B CByCBs=N.
Temos também que:

Bly =S,

Bly = BI(Bly) = BI(S) = ByS :

2M = {6, 8, =} — 2M —2M =10, 2, —},
3M ={9, 11, -} = 3M —3M ={0, 2, —},

mostrando que Bl; = {0, 2, —}. Considerando M’ o ideal maximal de Bl;, temos:

Blg == Bl(Bll) == BM/Bll :
M ={2, »} = M'—M =N.

Desse modo, a cadeia BI(S) é
S =BlyC Bl C Bly=N.

Proposicao 3.33: Sejam S # N um semigrupo, M seu ideal maximal e s; o menor elemento
de S. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
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Demonstracao. Basta utilizar o corolario 3.31 com I = M, iy = s; e z = 1, lembrando
que S;=MeS(1l)=S—-M=M — M.

De fato, para o item (i), do colorério 3.31 temos que M + (M — M) = s; + (M — M),
ou seja, S + S(1) = s1 + S(1), o que implica em S(1) = S; + S(1) — s1. Seja
x € 8(1) =514+ 5(1)—s;. Entéo existem s € S; e a € S(1) tais que = s+a—s;. Mas
s+a =1 € Sy, logor =s+a—s; =r—s; € S1—s1. Desse modo, S1+S(1)—s; C S1—s;.
A outra inclusao é trivial, portanto S(1) = S; + S(1) — s = S — s1.

Aplicando os corolérios 3.21 e 3.31 e recordando que s; = p(.S), obtemos o item

(ii), pois
e(S) = card(2M \ M) = s; = pu(S).

O item (iii) segue diretamente do corolario 3.31, lembrando que I = M e i; = sy.
Por fim, recordando que By, S = BI(S) e aplicando o coroldrio 3.31, obtemos (iv):

BI(S) = By S = M — M = S(1).
0

Observagao 3.34: Seja S = {0 = so, S1, ..., Sp, —} um semigrupo com condutor (5 e
nimero de Frobenius 7. Denotamos por n(S), ou simplesmente n, o niimero de elementos
de S menores que .

Outra familia, também muito importante na Teoria de Semigrupos, é a chamada familia

de semigrupos Arf.

Definigao 3.35: Um semigrupo S é chamado de Arf se as cadeias S(-) e BI(S) coincidem,
isto é, Bl; = S(i) para todo i € N.

Proposicao 3.36: Seja S um semigrupo. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) As sequéncias B(S) e BI(S) coincidem;
(ii) As sequéncias S(-), B(S) e BI(S) coincidem;

(iii) e(S(2)) = u(S(7)), para todo 0 < i < n(9);

(iv) S(i) = S; — s4, para todo 0 < i < n(S).

Demonstracao. Sabendo, por defini¢ao, que S(0) = S = By = Bly, By = B(By) =

BS)=S-M=M-M=5,—5,==5(1) e Bl = Bl(Bly) = BI(S), a proposi¢ao
3.33 nos diz que:

A equivaléncia acima é vélida para todo semigrupo, e em particular vale para
N = S(i — 1). Note que N; = S; — s;_1 possui s§; — $;_1 como menor elemento e
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N(1) =N, — Ny = (S; — si-1) — (S; — si-1) = S; — S; = S(i). Pela equivaléncia (3.3)
aplicada ao semigrupo N, temos:

B(S(i — 1)) = BI(S(i — 1))

)
S(i) = B(S(i — 1)) = BI(S(i — 1))
) (3.4)
e(S(i—1)) = p(S(i — 1))
)
S(i) = S; — s;.

Sabendo que S(0) =S e S(1) =M — M, parai =1 e i = 2, temos

B(S) = BI(S) B(S(1)) = B, = BI(S(1)) = Bly
) )
S(1) = B(S) = B; = BI(S) = Bly | S(2) = B(S(1)) = B = BI(S(1)) = Bl
0 I
e(S) = u(S) e(S(1)) = u(S(1))
) )
5(1)25’1—31 5(2)252—52.

Observe agora que, considerando verdadeira cada afirmacgao da proposicao 3.36, as
equivaléncias sao verificadas por indugao em i, bastando analisar apenas (3.4).
O

Exemplo 3.3.14: Seja S = (3, 11, 13) = {0, 3, 6, 9, 11, —}. Entao:

So =S 5(0) =S

S =13,6,9, 11, >} =M | S(1)={0, 3, 6, 8, =} | ¢, =2
S, = {6, 9, 11, —} S(2)={0, 3,5, =} | t=2
Sy ={9, 11, —} S(3) = {0, 2, =} ty =2
Sy = {11, =} S(4) =N ti=1

A sequéncia tipo de S é (2, 2, 2, 1). Temos:

M—-M=1{0,3, 68 —}=51)=S5, -3,
oM = {6, 9, 12, 14, —} = M + 3,
2M —2M =0, 3, 6, 8, —} =M — M = S(1), logo Bly = BI(S) = S(1),
e(S) =3 = pu(9).

Note que as equivaléncias da proposicao 3.33 sao satisfeitas: a primeira linha se refere ao
item (i), a segunda, ao item (iii), a terceira, ao item (iv) e a quarta linha se refere ao item

(ii).
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Considerando M; o maximal de S(7), temos:

My — M, ={0, 3, 5, =}, 2M, = {6, 9, 11, =} e
oM, — 2M, = {0, 3, 5, =}, logo Bls = S(2).

My — M, ={0, 2, =}, 2M, ={6, 8, —} e
2M, — 2My = {0, 2, —}, logo Bly = S(3).

Ms — M3 = N, logo Bl, = S(4).

As sequéncias S(-) e BI(S) coincidem e, portanto, S é um semigrupo Arf.
Note que todas as equivaléncias da proposigao 3.36 sao satisfeitas: para o item (i),
temos

Bi=S—M=M— M= B,
B, = S(1) — My = M, — M, = Bl,,
By = S(2) — My = My — M, = Bls,
B4 = S(B) - M3 - M3 - M3 - Bl4,
e as sequéncias B(S) e BI(S) coincidem. Como mostramos que S é Arf, concluimos que

as cadeias S(-), B(S) e BI(S) coincidem, satisfazendo assim o item (ii).
Para o item (iii), temos que:

e(S) =3 = p(9),

S(1) = (3, 8, 10), logo e(S(1)) =3 = u(S(1)),
5(2) = (3, 5, 7), logo e(5(2)) = 3 = p(5(2)),
S(3) = (2, 3), logo e(5(3)) = 2 = pu(S(3))

Por fim, para o item (iv) segue que

S1={3,6,9 11, 5} = S(1)=5 -5, ={0, 3, 6, 8, =} =5, — s,
Se=46,9, 11, =} = S(2) =95 —95={0, 3, 5, =} =5 — s9,
S3={9, 11, -} = S(3)=S53—53={0, 2, =} =S5 — s3,

S, ={11, 5} = SA)=5,—-5,=N=5, — s4.

Definicao 3.37: Um semigrupo é chamado de semigrupo com dimensao maxima de
mergulho quando p(S) =e(S). Se S = (ny, ..., ng), entdo k = s1.

Exemplo 3.3.15: Seja S = (3, 11, 13) = {0, 3, 6, 9, 11, —}. Note que e(S) = 3 = u(9),
o que mostra que S ¢ um semigrupo com dimensao maxima de mergulho. Conforme visto
no exemplo anterior, S é também um semigrupo Arf.

Proposicao 3.38: Todo semigrupo Arf é um semigrupo com dimensao maxima de mergulho.

Demonstracao. Seja S um semigrupo Arf. Entao as cadeias S(-) e BI(S) coincidem.
Desse modo, o item (iv) da proposi¢ao 3.33 é satisfeito e, portanto, o item (ii) também,
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mostrando que S é um semigrupo com dimensao maxima de mergulho.

]

Observagao 3.39: A reciproca da proposicao anterior é falsa, como ilustra o exemplo
abaixo:

Exemplo 3.3.16: Considere o semigrupo
S = (5, 14, 16, 17, 23) ={0, 5, 10, 14, 15, 16, 17, 19, —}.

Como p(S) =5 = e(S), vemos que S tem dimensao méaxima de mergulho. Temos:
So=S5 5(0)
Sy = {5, 10, 14, 15, 16, 17, 19, =} | S(1) = {0, 5, 9, 10, 11, 12, 14, —}
S, = {10, 14, 15, 16, 17, 19, =} | S(2) ={0, 5, 6, 7, 9, —}
Sy = {14, 15, 16, 17, 19, —} S(3) = {0, 5, =}

Desse modo:

M—M={0, 5,9, 10, 11, 12, 14, =} = S(1),
oM = {10, 15, 19, 20, 21, 22, 24, —},
oM —2M = {0, 5, 9, 10, 11, 12, 14, =} = M — M = S(1), logo
Bl; = S(1).

Considerando M; o maximal de S(i), temos:

M, — My =1{0, 5, 6, 7, 9, —}, 2M, = {10, 14, 15, 16, 17, 19, =} e
oM, — 2M, = {0, 5, 6, 7, 9, —} = My — M, logo Bls = S(2).

My — My = {0, 4, =}, 2My = {10, =} e 2M, — 2M, = {0, 1, =} = N,

logo Bl = N # S(3).

Desse modo, as sequéncias S(-) e BI(S) nao coincidem e, portanto, S nao é um
semigrupo Arf.

Definigao 3.40: Um ideal relativo W é dito canénico se para qualquer ideal relativo E de
S tivermos W — (W — E) = E.

Teorema 3.41: Seja S um semigrupo numérico com nimero de Frébenius . Existe um
ideal relativo K de S tal que, para quaisquer ideais relativos F' C E, vale card(E \ F) =
card((K — F)\ (K — E)).

Demonstracdo. Considere o conjunto
K={a€Z|v—a¢St={y—al|a¢ S} (3.5)

K é ideal relativo de S. De fato, sejax € S+ K, ouseja, t = s+acoms € S e
a € K. Suponha que z ¢ K. Entao y —x =y —s—a € S. Como s € S, entao



47

y—s—a+s=7v—a€S,oqueéum absurdo, pois a € K. Portanto, z € K, o que
mostra que S + K C K. O condutor =+ 1 de S é um inteiro tal que § + K C 5,
mostrando assim que K é ideal relativo de S.

Vamos mostrar agora que, para todo ideal relativo E de S, temos

K—FE={y—al|a¢FE}.
Para isso, definimos os conjuntos

A={a€Z|a+FECK}=K—-FE,
B={y-b[b¢g E}

e mostraremos que A = B.

Sejamz € Fey=~v—0b¢€ B. Suponhaqueb—z € S. Entaobe z+5S C E+S C F,
o que é um absurdo, pois como y € B, entdao b ¢ E. Desse modo, b — z ¢ S. Com isso,
temos que

b—rx=7y—(y=b—2¢S = v-—(y+2)¢S = y+r e K = yecA,

mostrando que B C A.

Para mostrar a outra inclusao, tome z € A e escreva z = v — (7 — z). Suponha que
z¢ B. Entaioy—z € Fez+ (y—2) =7 € K, o que é um absurdo, pois 0 € S. Desse
modo, z € B e, portanto, A C B, o que nos permite concluir que A = B.

Por fim, temos entao que

card((K — F)\ (K — B) = card({ —a | a ¢ F}\ {1~ b| b ¢ E})
=card{y—c|ce E\ F})
=card(E\ F)

Teorema 3.42: Todo semigrupo S possui um ideal canonico.

Demonstracao. Sejam K = {a | v —a ¢ S} como definido em (3.5) e £ um ideal
relativo de S. Sabendo que K — E = {y—a|a ¢ E}, temos

K—(K-E)={7-b|b¢ (K- E)}
={v-(r—a)|acE}
={alacE}
=F.

Desse modo, K é ideal canonico de S.
[

Proposigao 3.43: Seja K como definido em (3.5) ideal candénico do semigrupo S. Entao
SCK.



48

Demonstragao. Observe inicialmente que 0 € K, pois v — 0 = v ¢ S. Suponha que
exista s; € S tal que s; ¢ K. Entao y—s; € S, ou seja, existe s; € S tal que v —s; = s;.
Mas isso implica em 7 = s, + s; € S, 0 que é um absurdo. Portanto, S C K.

[

Exemplo 3.3.17: Seja S ={0, 6, 7, 8, 11, —}. Temos que v(S5) = 10. Entao
K={a€Z|10—a¢ S} ={10—a|a¢ S} ={0, 1, 5, 6, 7, 8, 9, 11, —}

¢ um ideal canonico de S. Observe que S C K.

Proposicao 3.44: Seja E um ideal relativo de S tal que S C E. Entao E = E — S.

Demonstracao. Sejae € E. Entaoe+S € E+S5 C F, logo e € E—S. Reciprocamente,

considere x € E — S. Entao x +.5 C F e, em particular, x + 0 = x € E. Desse modo,
E=F-G8.

O
Corolario 3.45: Seja K um ideal canonico de S. Entao K — K = S.
Demonstracao. Basta considerar o caso particular em que E = K, e assim
K-K=K—-(K-95)=S5,
em que a ultima igualdade segue do fato de K ser ideal canonico.
O

Definicao 3.46: Seja E um ideal relativo de um semigrupo S. Dizemos que E* = S — E é
o dual de E.

Observagao 3.47: Note que £ C E* = S — (S — E). De fato, seja a € S — E. Entao
a+ FE C S. Em particular, dado e € E, temos que e + a € S, mostrando que e €
S—(S—E)={beZ|b+(S—FE)CS}

Definicao 3.48: Se E = E**, dizemos que E ¢ ideal bidual de S.

Exemplo 3.3.18: Sejam S = (3, 5) = {0, 3, 5, 6, 8, —}, E={-3,0, 2, 3,5, —»}e
M={3,5, 6,8 —}. Odualde F é

E*=S—-—FE=1{3, 6, 8, 11, —}.
Ja o dual de M ¢é
M =S—M=M-M=1{0, 3, 5, =}
Note que M ¢é ideal bidual, pois

M*™=8—(5—M)=1{3,5, 6,8 —}=DM.
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A proposigao a seguir nos mostra que o semigrupo S = (3, 5) nao é o nico que possui
ideal maximal bidual.

Proposicao 3.49: Seja S # N um semigrupo. Entao seu ideal maximal M ¢é bidual.

Demonstragao. Sabendo que M C M** = S—(S—M), basta mostrar que S—(S—M) C
M. Observe que S C S — M, pois v € (S — M), e assim temos que

S—(S-M)CS-5=5.
Note que 0 ¢ S — (S — M), pois caso contrério terfamos (S — M) C S, portanto
S—(S—M)C M,

eassim M =S — (S — M) = M**, mostrando que M ¢ bidual.

3.4 Semigrupos simétricos, pseudossimétricos e quase
simétricos

Nesta secao, vamos definir tres familias importantes de semigrupos e algumas de suas
propriedades: os semigrupos simétricos, pseudossimétricos e quase simétricos.

Defini¢cao 3.50: Um semigrupo S é chamado de simétrico se o seu condutor é igual ao
dobro do seu género, ou seja, se = 2g.

Exemplo 3.4.1: Seja S = (3, 5) = {0, 3, 5, 6, 8 —}. S possui condutor 8 = 8 e género
g = 4, pois o conjunto das lacunas de S é N\ S = {1, 2, 4, 7}. Desse modo, S é um
semigrupo simétrico.

I
I
n
D
=
o
o
=
N
~—

Observagao 3.51: Note que se S é simétrico, entao n(S)

conforme definido na observacao 3.34.

Proposicao 3.52: Se S é um semigrupo simétrico com condutor 3, entao ¢ € N é uma
lacuna de S se, e somente se, 5 — 1 — ¢ é um elemento de S.

Demonstracao. Como S é simétrico, a quantidade de lacunas e de elementos entre 0 e
£ — 1 ¢é amesma. Seja entao ¢ uma lacuna de S e suponha que g — 1 — ¢ também o é.
Desse modo, existe k£ € N tal que k e § — 1 — k sao elementos de S. Temos entao que

k+(B—1—k)=B—1=~€S,

o que é um absurdo. Portanto, 3 —1—1i € S.
Reciprocamente, seja i € N tal que § — 1 —1i € S e suponha que i € S. Entao

B—l—it+i=B—1=7€S,
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o que é um absurdo. Logo, i é uma lacuna de S.
[

Podemos representar um semigrupo numérico através de um diagrama da seguinte
maneira: o condutor é colocado na primeira coluna na linha inferior. Nas demais colunas,
colocamos dois ntimeros inteiros cuja soma é o numero de Frobenius, listados em ordem
crescente na linha superior e em ordem decrescente na linha inferior. Uma bolinha preta
significa que o nimero correspondente pertence ao semigrupo. Ja a bolinha com o interior
branco indica que o niimero correspondente nao pertence ao semigrupo. Observe abaixo o
diagrama do semigrupo S = {0, 3, 6, 9, —}:

0 1 2 3 4
[ o o o o

) o o ) o o
9 8 7 6 5 4
Figura 3.1: Diagrama do semigrupo S = (3, 10, 11)

Uma maneira de identificar um semigrupo simétrico através do seu diagrama é ob-
servar que, do teorema anterior, o diagrama possui uma bolinha preta em cada coluna.
Naturalmente, essa bolinha preta deve ser tinica, pois a soma de dois elementos de uma
mesma coluna é o niimero de Frébenius do semigrupo.

Exemplo 3.4.2: Conforme vimos no exemplo 3.4.1, S = (3, 5) ={0, 3, 5, 6, 8, —} ¢
um semigrupo simétrico. Este fato também pode ser verificado no seu diagrama abaixo:

© @

o o ® o
5 4
Figura 3.2: Diagrama do semigrupo S = (3, 5)

Exemplo 3.4.3: Seja S’ = (4, 6, 11) = {0, 4, 6, 8, 10, 11, 12, 14, —}. S’ possui condutor
[ = 14 e género g = 7, pois o conjunto das lacunas de S é N\ S’ ={1, 2, 3, 5, 7, 9, 13}.
Portanto, S’ é um semigrupo simétrico, conforme ilustrado no diagrama abaixo:

Proposigao 3.53: Sejam S um semigrupo e K o ideal canonico definido em (3.5). Entao
S é simétrico se, e somente se, S = K.

Demonstracdo. Suponha que S é simétrico. Da proposicao 3.43, sabemos que S C K.
Para mostrar que K C S, tome a € K. Como v —a ¢ S, ou v — a é lacuna
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Figura 3.3: Diagrama do semigrupo S’ = (4, 6, 11)

de S, ou vy —a < 0. Se v—a é lacuna de S, pela proposicao 3.52 temos que
B—1—(y—a)=~v—(y—a)=a€S. Sey—a<0,entdo a >+, ou seja, a > f e,
portanto, a € S. Assim, temos que S = K.

Reciprocamente, suponha que S = K e seja a <  um elemento de S. Desse modo,
a€S=K,eassim~y—a¢S. Portanto, a quantidade de lacunas e de elementos de S
entre 0 e § — 1 é a mesma e, pela observacao 3.51, temos que

n(s) _p

Q(S)ZTZE,

mostrando que S é simétrico.

Proposigao 3.54: Um semigrupo S é simétrico se, e somente se, tipo(S) = 1.

Demonstracdo. Suponha que S é simétrico, ou seja, S = K. Aplicaremos o teorema
341 com F=Se E=5— M. Temos:

tipo(S) = card((S — M)\ S)
=card((K — S)\ (K — (S —M))
=card((S —S9)\ (K — (K —M))
= card(S\ M)
=1.

Reciprocamente, suponha que tipo(S) = 1 e que S nao é simétrico, ou seja, S # K.
Considere

b=max{a € (K\S95)}.

Dado s € M, temos que s # v — b, pois caso contrario teriamos v — b € S, o que é um
absurdo ja que b € K. Desse modo, se s >y — b, entao b+ s >, e assim (b+ s) € M.
Agora, se s <y — b, temos (b+s) € M ou (b+ s) ¢ M. Suponha que (b+ s) ¢ M.
Como s <y —b,entao b+ s < y,ouseja, b+s=vy—a, a>0. Sea=s; € M, entao
b+s=v—s = y=b+s+s;=b+s;, s; € M, implicando que y—b=s; € M C S,
o que é um absurdo pois b € K. Logo, b+ s =~ —a, com a ¢ M, e entdo (b+ s) € K,
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contrariando a maximalidade de b. Portanto, devemos ter (b+ s) € M, o que implica
embe (M—-—M)\S)=((S—M)\S). Observe que v € ((S— M)\ S) e b # ~, pois
b € K. Assim, segue que tipo(S) > 2, o que é um absurdo. Portanto, devemos ter
S = K, o que mostra que S é simétrico.

[

Exemplo 3.4.4: Consideremos novamente o semigrupo
S=(3,5)=40, 3, 5, 6,8 —}

Conforme vimos no exemplo 3.4.2, S é simétrico. De fato, observe que
K =10, 3,5,6,8 —}=S

e também que

M={3 5 68 =}
S—M=1{0, 3,5 -}

T=(S-M)\S={7}
tipo(S) = 1.

Note que n(S) =4 = 3

Definicao 3.55: Seja S um semigrupo com condutor 5 e género g. S é chamado de
pseudossimétrico se § = 2g — 1.

Exemplo 3.4.5: Seja S = (3, 5, 7) = {0, 3, 5, —}. O conjunto das lacunas de S é
N\ S ={1, 2, 4}. Observe que S possui género g = 3 e condutor § =5 = 2.3 — 1. Desse
modo, S é um semigrupo pseudossimétrico.

Proposicao 3.56: Se S é um semigrupo pseudossimétrico com condutor S, entao i €

-1
N\ {BT} é uma lacuna de S se, e somente se, § — 1 — ¢ é um elemento de S.

Demonstracao. A demonstracao é analoga a apresentada em 3.52, bastando observar

que, como S é pseudossimétrico, entre 0 e f — 1 ha uma lacuna a mais que elementos
-1 -1
P 5 ¢ S. De fato, se b

de S, uma vez que € S, como S é fechado para a soma,

terfamos que
f-1 p-1

=f—-1=~v€58,
2+25 Y

o que é um absurdo.
m

Uma maneira de identificar um semigrupo pseudossimétrico através do seu diagrama é
observar que, do teorema anterior, o diagrama possui uma unica bolinha preta em cada
coluna, exceto na tltima.
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Exemplo 3.4.6: Conforme vimos no exemplo 3.4.5, S = (3, 5, 7) = {0, 3, 5, —} é um
semigrupo pseudossimétrico. Este fato também pode ser verificado no seu diagrama abaixo:

Figura 3.4: Diagrama do semigrupo S = (3, 5, 7)

Exemplo 3.4.7: Seja S’ = (4, 7, 9) ={0, 4, 7, 8, 9, 11, —}. O conjunto das lacunas
de "¢ N\ S ={1, 2, 3, 5, 6, 10}. Observe que S’ possui género g = 6 e condutor
B =11=2.6—1. Desse modo, S’ é um semigrupo pseudossimétrico, conforme ilustrado
no diagrama abaixo:

Figura 3.5: Diagrama do semigrupo S’ = (4, 7, 9)

Definicao 3.57: Seja S um semigrupo com nimero de Frobenius 7. Definimos os seguintes
conjuntos:
H(S)={aeN|~v—aeS}
L(S)={aeN|a¢ s, v—a¢S}.
Os elementos de H(.S) sdo chamados de furos positivos de primeiro tipo, enquanto os

elementos de L(S) sd@o denominados furos positivos de segundo tipo. Por simplicidade,
podemos representar L(S) apenas por L e H(S) apenas por H.

Exemplo 3.4.8: Seja S = (4, 5) ={0, 4, 5, 8, 10, 12,—}. Entao

H(S)={1, 3, 6, 7, 11}
L(S) = {2, 9}.
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Figura 3.6: Diagrama do semigrupo S = (4, 5)

Observagao 3.58: Os conjuntos H e L podem ser identificados no diagrama do semigrupo:
os furos do primeiro tipo sao aqueles niimeros que acompanham uma bolinha branca em
uma coluna em que a outra bolinha é preta. Ja os furos do segundo tipo sao aqueles
nimeros em que nao ha bolinha preta na coluna. Observe também que

K=SUL L=K\S, N\S=HUL, N=HULUS.

De fato, seja a € SUL. Se a € S, de acordo com a proposicao 3.43 temos que
a € K. Agora, se a € L, entdo v — a ¢ S, mostrando que a € K. Logo, SUL C K.
Reciprocamente, dado a € K ={a € Z | v — a ¢ S}, temos duas possibilidades: ou a € S
oua ¢ S. No segundo caso, segue que a € L, e assim K C SU L. Dessa forma, K = SUL
e, consequentemente, L = K \ S.

Seja agoraa € HUL. Sea € H, entao v —a € S e, portanto, a é lacuna de S, pois
caso contrario, pelo fato de S ser fechado para a soma, terfamos que (y —a)+a=7v € S,
o que é um absurdo. Agora, se a € L, pela definigao 3.57 segue que a € N e a ¢ S. Logo,
HUL CN\ S. Reciprocamente, seja a uma lacuna de S. Entao ou v —a € S, e assim
a€ H ouy—a¢S, eentdoa € L. Desse modo, N\ S C HU L. Portanto, N\.S = HUL,
0 que nos permite concluir que N=HULUS.

Exemplo 3.4.9: Seja S = (5, 14, 16, 17, 23) = {0, 5, 10, 14, 15, 16, 17, 19, —}.
Temos:

K =10, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 19, —}

H=1{1,2, 3,4, 8,13, 18}
L=1{6,7 9, 11, 12}
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Figura 3.7: Diagrama do semigrupo S = (5, 14, 16, 17, 23)

Proposigao 3.59: Sejam S um semigrupo com nimero de Frobenius y e L(S) o conjunto
dos furos de segundo tipo de S. Entao:

(1) L(S) = 0 se, e somente se, S é simétrico;

(ii) L(S) = {%} se, e somente se, S é pseudossimétrico.

Demonstracao. Observe que L(S) = K\ S,emque K ={a € Z|v—a¢ S} é o ideal
canonico de S.
Para (i), note que

L(S)=0 «<— K =S5 <= S ésimétrico.

Para (ii), suponha inicialmente que L(S) = {%} Seja a # % uma lacuna de S.

Entao v — a € S pois, caso contrério, a € L(S). Desse modo, a € H, mostrando assim

+1

que entre 0 e 3 existem 5— — 1 furos do primeiro tipo (pois 7 6 furo de segundo
tipo). Da observagao 3.58, segue que card(N\ S) = card(H) + card(L), ou seja,
B+1

g:T—l—i—l = 29—1=0,

mostrando assim que S é pseudossimétrico.

Reciprocamente, considere S pseudossimétrico e suponha que exista um natural a
talquea#%eaeL(S). Como vy —a ¢ S,ou~y—aélacuna de S, ouy—a < 0. Se
v—a é lacuna de S, pela proposi¢ao 3.56 temos que f—1—(y—a) =y—(y—a) =a € S,
o que é um absurdo. Se v —a < 0, entao a > 7 e, consequentemente, a € S, tendo

novamente um absurdo. Portanto, tal natural a nao existe, e assim L(S) = {1}

2

Exemplo 3.4.10: Consideremos novamente o semigrupo
S =3, 5)=40, 3, 5, 6,8 —}
Conforme vimos no exemplo 3.4.2, S é simétrico. Note também que

L(S)={aeN|a¢ S 7T—ag¢S}=0.
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Exemplo 3.4.11: Consideremos novamente o semigrupo
S=(3,5 7)) =40, 3, 5, =}

Conforme vimos no exemplo 3.4.6, S é pseudossimétrico. Note que

4

L(S)={aeN|a¢h?s, 4—a¢5}:{2}:{§}.

Proposigao 3.60: Sejam S um semigrupo com numero de Frobenius v e K o ideal canonico
definido em (3.5). Entéo S é pseudossimétrico se, e somente se,

K:SU{%}.

Demonstracao. Da observagao 3.58, temos que K = S U L. Portanto,

K=5U {%} — L= {%} <= S ¢é pseudossimétrico,

conforme a proposicao 3.59.

Exemplo 3.4.12: Consideremos novamente o semigrupo
S=1(3,5 7 =10, 3, 5 =}

Conforme vimos nos exemplo 3.4.6 e 3.4.11, S é pseudossimétrico e L(S) = {2}. Note que
K={acZ|4-ag¢S}=1{0,2 3 5 —}=SU{2.

Proposigao 3.61: Seja S um semigrupo, L(S) o conjunto dos furos de segundo tipo de S
eT(S)=(S—M)\ S, conforme definido em 3.26. Entao T'(S) C L(S) U {~}.

Demonstracao. Inicialmente, observe que v € T'(S), pois v+ M C S. Seja agora
x € T(S) com x # 7. Suponha que v — z € S. Desse modo, v — x € M, implicando
emz+ (y—x) =7 €5, oque é um absurdo. Logo v —z ¢ S, ou seja, x € L(5),
mostrando que T'(S) C L(S) U {v}.

[

Corolario 3.62: Seja S um semigrupo pseudossimétrico. Entao tipo(S) = 2.

Demonstracdo. Seja S um semigrupo pseudossimétrico. Utilizando a proposicao 3.61 e
a parte (ii) de 3.59, temos que T'(S) C {%} U {7}, ou seja,

tipo(S) = card(T(S)) < card <{%} U {’y}) = 2.

Da proposicao 3.54, nao podemos ter tipo(S) = 1, portanto concluimos que tipo(S) = 2.
m
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Exemplo 3.4.13: O semigrupo S = (3, 5, 7) = {0, 3, 5, —} é pseudossimétrico, como
vimos no exemplo 3.4.6. Observe que

M ={3, 5, —}
S—M=/{0, 2, =}
T =12, 4},

mostrando que tipo(S) = 2.

Semigrupos simétricos sao todos os semigrupos de tipo 1 (conforme demonstrado em
3.54), enquanto semigrupos pseudossimétricos sdo casos particulares de semigrupos de tipo
2. Nem todo semigrupo de tipo 2 é pseudossimétrico, como ilustra o exemplo abaixo:

Exemplo 3.4.14: Seja S = (3, 11, 16) = {0, 3, 6, 9, 11, 12, 14, —}. Entdo v(S) = 13,
€ Como

N\S=1{1,2 4,5, 7, 8, 10, 13},

g(S) = 8, mostrando que S nao é pseudossimétrico, uma vez que f =14 # 15 = 2g — 1
(tal fato também pode ser facilmente observado no diagrama abaixo). Entretanto,

M ={3, 6,9, 11, 12, 14, —}
S—M={0,3,6 8,9 11, =}
T(S) =18, 13}
tipo(S) = 2.

Figura 3.8: Diagrama do semigrupo S = (3, 11, 16)

Observagao 3.63: O niimero de furos positivos de S, isto é, card(H(S)U L(S)) é dado por

card(H(S)UL(S)) =y+1—-n= Xn:ti(S),



o8

e o numero de furos de primeiro tipo é dado por

card(H(S)) =n = % (v +1—card(L(5))).

De fato, se a € S(i) \ S(i — 1), vamos mostrar que a é um furo de S. Inicialmente, note
que a ¢ S, pois a ¢ S(i — 1). Logo, a é lacuna e, portanto, furo de S, pois se v —a € S,
entdao a € H, e a é furo de primeiro tipo de S. Se vy —a ¢ S, entdo a € L, e a é furo de
segundo tipo de S.

Se observarmos a cadeia S(-), vemos que na inclusdo de S(i — 1) em S(i), estamos
acrescentando lacunas (furos) de S. Por isso

card(H(S) U L(S)) = > t:(S).

i=1

Note que v + 1 é a quantidade de naturais entre 1 e v+ 1 = 5. Sabemos que n é a
quantidade de elementos de S menores que 5. Portanto, v + 1 — n é a quantidade de
lacunas (furos) de S, ou seja, card(H(S) U L(S)) =v+ 1 —n.

Como n é a quantidade de elementos de S menores que 8 = v+ 1, existem n elementos
da forma v —a € S, com a € N, ou seja, existem n elementos em H(S), ou seja,
card(H(S)) = n.

Como H(S)N L(S) = 0, temos que card(H(S)) + card(L(S)) = card(H(S) U L(S)), ou
seja, card(H(S)) + card(L(S)) = v+ 1 — n. Entao

n = card(H(S)) =~v+1—n — card(L(S)),
implicando em
card(H(S)) = n — % (v 41— card(L(S))).

Proposigao 3.64: Sejam S um semigrupo, E ideal relativo de S, e R um semigrupo tal
que S C R C N. Entao:

(1) card((K — E)\ S) = card(K \ E);

(ii) card(R\ S) < card(S\ (S — R)) + card(K \ S), e a igualdade vale se, e somente se,
(K = (5—=R)) =R,

(i) card(N\ S) =card(S\ (S —N)) + card(K \ S);
(iv) tipo(S) = card(K \ (K + M));

(v) card(N\ S) > card(S \ (S —N)) + tipo(S) — 1, e a igualdade vale se, e somente se,
K+ M= M;

(vi) tipo(S) < card(K \ S)+ 1, e a igualdade vale se, e somente se, K + M = M.



29

Demonstracao. Para o item (i), temos:

card((K — E)\ S) = card
ard

(K —=E)\ K)+card(K \ S)
((

d(
rd(

K—-—K)\ (K- (K—-FE)))+card(K\ S)

S\ E) + card(K \ S)
K\ E),

aplicando o teorema 3.41 com F = K — E e F' = K na passagem da primeira igualdade
para a segunda.
Para o item (ii), observe que R C R** = (S — (S — R)) C (K — (S — R)), cuja

ultima inclusao segue do fato de que S C K, e assim:

card(R\ S) = card((K — ( N\ S)—card((K —(S—R))\ R)
< card((K — ( )\ 9S)
(

( S —
(

=card((K — (S — R)\ K) + card(K \ S)
(
rd(

CQ
gm

=card((K — K)\ K — (K — (S —R))) + card(K \ S)
S\ (S—R))+card(K \ S),

obtida com a aplicagao do teorema 3.41 com E = K — (S — R) e F' = K na passagem
da segunda para a terceira igualdade.

Observe agora que, como card(R\S) < card((K—(S—R))\S)e R C (K—(S—R)),
a igualdade acontecerd se, e somente se, R = (K — (S — R)).

Para o item (iii), aplicaremos o teorema 3.41 com £ =N e F = K, e assim:

card(N\ S) = card(N \ K) + card(K \ 5)
ard((K — K) \ (K —N)) 4+ card(K \ S)
= card(S \ (K —N)) + card(K \ S)
=card(S\ (K — (K +N))) + card(K \ 5)
(S\ (
rd(S\ (

= card (K — K)—N))) +card(K \ 5)
S —N)) + card(K \ 9).

Para o item (iv), novamente com o uso do teorema 3.41 com £ =K ¢ ' = K + M,
temos:

card(K \ (K + M)) = card((K — (K + M)) \ (K — K))
=card((K — K)— M\ S)
((S—=M)\S)

I
o
S
S
QU

Para o item (v), basta observar que, como M C K + M, entao card(K \ M) >
card(K\(K+M)). Note também que S\ M = {0}, entao card(K\S) = card(K\M)—1



60

Utilizando os itens (iii) e (iv), segue o resultado:

) + card(K \ S)
S—N))+card(K\ M) -1

)+ card(K \ (K + M)) —1

)) + tipo(S) — 1.

O item (vi) segue de (iv) e da observacao feita em (v):

tipo(S) = card(K \ (K + M))
< card(K \ M)
rd(K\ S)+ 1.

]

Exemplo 3.4.15: Sejam S = (6, 7, 8, 11) = {0, 6, 7, 8, 11, =}, R = (3, 5, 7) =
{0, 3,5, =2}, K={0,1,5,6,7,8, 9 11>}e E={-1, 5, 6,7, 10 —}. Temos:

K-—E={1,2 6178, 9, 10, 12, =},
(K_E)\S:{lv 27 97 10}7
K\ E =10, 1,8, 9},

e assim card((K — E)\ S) =4 = card(K \ E).
Observe também que

R\ S={3, 5,9, 10},

S—R=1{8, 11, =},
S\ (S —R) = {0, 6,7},

K\S={L,5, 9}

Desse modo, card(R\ S) =4 <343 =card(S\ (S — R)) + card(K \ S).
Note ainda que

N\S={1,23, 4,5 9, 10},
S—N={11, -},
S\(S_N):{O7 67 77 8}7

mostrando que card(N\ §) =7=4+3 =card(S\ (S —N)) + card(K \ 5).
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Por fim,

M={6,7, 8, 11, —},
S—M=1{0, 5 —},
(S—M)\S={5,9, 10},
K+ M=1{6,7,8, 9, 11, —},
K\ (K+ M)=1{0, 1, 5},

e entao
tipo(S) =3 = card(K \ (K + M)),
card(N\ S)=7>4+3—1=card(S\ (S —N)) + tipo(S) — 1,
tipo(S) =3<3+1=card(K\S)+ 1.

Definigao 3.65: Sejam S um semigrupo, L(.S) o conjunto dos furos de segundo tipo de S
eT(S)=(S—M)\S. S édito quase simétrico se L(S) C T'(5).

Exemplo 3.4.16: Seja S = (6, 7, 8, 10, 11) = {0, 6, 7, 8, 10, —}. Temos

M ={6, 7, 8, 10, —}
S—M=H0, 4, —}
T(S)={4, 5, 9}
L(S) = {4, 5}.

Como L(S) C T(S), entao S é quase simétrico.

0 1 2
® o @) O o

w
1N

10 9 8 7 6 )
Figura 3.9: Diagrama do semigrupo S = (6, 7, 8, 10, 11)

Proposicao 3.66: As seguintes proposicoes sao equivalentes:
(i) S é quase simétrico;
(i) 7(S) = L(S) U {};

(iii)) M = K + M.
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Demonstracao. Suponha, inicialmente, S quase simétrico, ou seja, L(S) C T'(.S). Como
v € T(S), entao L(S)U{y} C T(S). Da proposi¢ao 3.61, concluimos que (i) = (ii).
A implicacao (ii) = (i) ¢é trivial.

Agora, do fato de M C K + M, sabemos que M = K+ M <— K+ M C M.
Noteque K+ M C M <— K CSUT.

De fato, suponha que K + M C M e seja a € K. Entdao a € Soua ¢ S. No
segundo caso, temos que a € T'= (S — M)\ S, pois a+ M C M C S. Portanto,
KCSUT.

Reciprocamente, suponha que K C SUT e tome a € K. Se a € S, entao
a+MCS+MCM. SeaeT,entaoa ¢ SeaecS— M, ouseja, a+ M CS.
Sabemos que a é natural, portanto a + M C M, e assim K + M C M.

Como K =SUL,temos M =K+ M < SULCSUT < LCT < S¢é
quase simétrico, mostrando que (iii) <= (i). O

Corolario 3.67: Pela proposicao 3.66, um semigrupo S é quase simétrico se, e somente
se, M = K + M e, de acordo com a proposi¢ao 3.64 itens (v) e (vi), temos as seguintes
equivaléncias:

(i) S é quase simétrico;
(ii) card(N\ S) = card(S\ (S — N)) + tipo(S) — 1;
(iii) tipo(S) = card(K \ S) + 1.
Novamente pela proposicao 3.66 temos que S é quase simétrico se, e somente se,
T(S) = L(S)U{~}, ouseja, (S — M)\ S =(K\S)U{~}.

Exemplo 3.4.17: Seja S = (6, 7, 8, 10, 11) = {0, 6, 7, 8, 10, —}. Do exemplo
3.4.16, sabemos que S é quase simétrico e que T'(S) = L(S) U {7}. Note ainda que
tipo(S) =3 = card(K \ S) + 1, uma vez que K \ S = L(S). Também temos que
K =10, 4, 5, 6, 7, 8 10, —},
K+M=1{6, 7,8 10, =} =M,
N\ S={1, 2, 3, 4, 5, 9},
S —N= {10, —},
S\ (S—N)=H{o0, 6, 7, 8},

mostrando que card(N\ S) =6=4+3 —1=card(S\ (S —N)) + tipo(S) — 1.
Proposigao 3.68: Seja S um semigrupo.

(i) Se S é simétrico, entdao S também é quase simétrico;

(ii) Se S é pseudossimétrico, entdo S também é quase simétrico.

Demonstragao. Se S é simétrico, entao L(S) = (). Logo, L(S) C T(S) e, portanto, S é
quase simétrico.
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Agora, se S é pseudossimétrico, pela proposi¢ao 3.59 e pelo corolario 3.62, K \ S =
L(S) = {%} e tipo(S) = 2. Desse modo, tipo(S) = 2 = card(K \ S) + 1, satisfazendo
o item (iii) do corolério 3.67, o que nos permite concluir que S é quase simétrico.

m

Proposicao 3.69: Seja S um semigrupo quase simétrico e R um semigrupo que contenha
S propriamente. Sao equivalentes:

(i) R ¢ ideal bidual;
(ii) L(5) € R;
(iii) card(R\ S) = card(S\ (S — R)) + card(L(S)).

Demonstracao. Considere R bidual. Como S — R C M e S é quase simétrico, entao
L(S)CT(S)CS—-MCS—-—(S—R)=R"=R,

mostrando que (i) = (ii).

A implicacao (ii) = (iii) é verdadeira mesmo sem a hipétese de que S é quase
simétrico: basta lembrar que L(S) = K \ S e aplicar o teorema 3.41 com £ = R e
F' = K na passagem da primeira igualdade para a segunda. Temos entao:

card(R\ S) = card(R\ K) + card(K \ S)
K)\ (K )+ card(K \ S)

(
( R)
= card(S\ (K —(K+R)))+ card(K \ S)
( R)
rd(

card

(K
= d(S\(( K) = R))) + card(K \ S5)
S\ (S — R)) + card(L(S5)).

Para mostrar que (iii) = (i), suponha que R nao seja bidual. Entao R™ =
S — (S — R) contém R estritamente. Como S — R = 5 — R*, aplicando o item (ii) da
proposicao 3.64, temos

card(R\ S) < card(R™\ S)
< card(S\ (S — R)) + card(L(S)),

o que é um absurdo. Portanto, R deve ser bidual.

]

Exemplo 3.4.18: Sejam o semigrupo S = (6, 7, 8, 10, 11) = {0, 6, 7, 8, 10, —} e o ideal
R =10, 4, —}. Do exemplo 3.4.16, sabemos que S é quase simétrico e que L(S) = {4, 5}.
Note que L(S) C R. R é ideal bidual, pois

R*=S—-R={6, 7, 8, 10, —},
R*=8—(S—R)=1{0,4, =} =R.
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Por fim, temos

R\ S={4, 5, 9},
S\ (5= R) = {0},

mostrando que card(R\ S) =3=1+2=card(S\ (S — R)) + card(L(S)).

Proposigao 3.70: Seja S um semigrupo com numero de Frobenius v e R um semigrupo
que contenha S propriamente. Entao:

(i) Se todo a € R\ S é um furo de primeiro tipo de S, ou seja, se R\ S C H(S), entao
a € R\S se, e somente se, y—a € S\(S—R). Portanto, card(R\S) = card(S\(S—R)).

(ii) Se todo furo de segundo tipo de S pertence a R, ou seja, se L(S) C R, entao
a € R\ S se, e somente se, y—a € S\ (S—R) oua € L(S). Portanto, card(R\ S) =
card(S\ (S — R)) + card(L(5)).

Demonstragao. Para a parte (i), suponha que a € R\ S C H(S). Entdao v —a € S,
pois a é furo de primeiro tipo de S. Como a € Re (y —a)+a = v ¢ S, entdo
v—a¢ (S—R). Logo,sea € R\ S, temosy—a €S\ (S—R).

Reciprocamente, seja a € S\ (S — R). Vamos mostrar que v —a € R\ S. Como
a € S, entdo y—a ¢ S, pois caso contrario terfamos a+vy—a =~ € S. Comoa ¢ S—R,
existe r € Rtal que a+r ¢ S. Comoa € S C R, entao a+r € R\ S C H(S), ou seja
a+r é furo de primeiro tipo. Logo, y—(a+r) € S, eentdo y—a = (y—a—r)+r € R\S.

Para a parte (ii), suponha que a € R\ S. Se a € H(S), entdo vy —a € S\ (S — R),
conforme mostrado acima. Caso contrario, a € L(S).

Reciprocamente, seja a € S\ (S — R). Vamos mostrar que v —a € R\ S. Como
vy—a¢ Sea¢ S—R,exister € Rtal que a+r ¢ S. Sea+r € H(S), entao
vy—(a+r)e S eassimy—a=(y—a—r)+r € R\S. Sea+r e L(Y), entdao
v—(a+r) ¢ S, eassimy—(a+r) € L(S) C R. Portanto, y—a = (y—a—r)+r € R\ S.

[

Corolério 3.71: Seja S um semigrupo com nimero de Frébenius v e R um semigrupo que
contenha S propriamente. Entao:

(i) Se S ¢ simétrico, entao a € R\ S se, e somente se, v —a € S\ (S — R). Portanto,
card(R\ S) = card(S \ (S — R)).

(ii) Se S é pseudossimétrico, entdo a € R\ S se, e somente se, y —a € S\ (S — R) ou
a = % Portanto, card(R \ S) = card(S \ (S — R)), se % ¢ R, ecard(R\ S) =

card(S\ (S —R))+ 1, se % €R.

Demonstragao. Para (i), se S é simétrico, a proposigao 3.59 nos garante que L(S) = 0.
Portanto, R\ S C H(S), e o resultado segue aplicando o item (i) da proposicao 3.70.
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Para (ii), se S é pseudossimétrico, a proposi¢ao 3.59 nos garante que L(S) = {%}

Se % € R, o resultado segue aplicando o item (ii) da proposigao 3.70. Agora, se % ¢ R,
o resultado segue aplicando o item (i).

O]

Exemplo 3.4.19: Sejam S = (4, 6, 11) = {0, 4, 6, 8, 10, 11, 12, 14, —} e R ={0, 4, —}.
Sabemos do exemplo 3.4.3 que S é simétrico. Temos:

R\S={5 7,09, 13},
S — R={10, 11, 12, 14, —},
S\ (S — R) = {0, 4, 6, 8}.

Observe que a € R\ S se, e somente se, 13 —a € S\ (S — R). De fato, card(R\ S) =
card(S '\ (S — R)).

Exemplo 3.4.20: Sejam S = (4, 7, 9) = {0, 4, 7, 8, 9, 11, -} e R = {0, 4, —}.
Sabemos do exemplo 3.4.7 que S é pseudossimétrico, Temos:

R\ S = {5, 6, 10},
S—R=1{7,8,09, 11, -},
S\ (S — R) = {0, 4}.

Observe que a € R\ S, com a # 5, se, e somente se, 10 —a € S\ (S — R), ou entao se
a=>5. Como 5 € R, segue que card(R\ S) =3 =card(S\ (S — R)) + 1.

Teorema 3.72: Um semigrupo S é quase simétrico se, e somente se, sua sequéncia tipo é
(¢, 1, 1,..., 1), para algum ¢ > 0.

Demonstragao. Seja S um semigrupo quase simétrico. Entdo L C T = (S — M) \ S.
Como S — M = M — M, segue que L C (M — M)\ S. Visto que

S=80)CS1)=M-MCS2)C...CSn) =N,

concluimos que L C S(i) = S; — S;, para todo 1 < i < n.

Observe que S; é bidual. De fato, suponha que exista x € S;*\ S;. Dado s € S;,
ser—s €S, entdo r — s+ s = x € 5;, o que é uma contradigdo. Logo, z — s ¢ S.
Agora, se x —s € L C S(i) = S; — S;, novamente teriamos x — s+ s = x € S;. Portanto
x—s € H e, desse modo, v — (x —s) =y —x+s € S para todo s € S;, 0 que
implicaem vy —xz € S —5;. Comoy— (y—x) =z € S* =S5 —(5—25;), temos
que x +v—x =7 € .S, o que é um absurdo. Logo, nao pode existir tal z € S/* \ 5,
mostrando que S; é bidual. Portanto, S; =S — (S — 5;), ou seja, S — S(i) = 9.

Sabendo que card(S\ S;) = i, e utilizando a proposi¢ao 3.69 ora com R = S(i), ora
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com R = S(i — 1), temos

ti(S) = card(S(i) \ S(i — 1))
= card(S(i) \ S) — card(S(i — 1)\ S)
= card(S\ (S — S(i))) + card(L) — (card(S \ (S — S(i — 1)) + card(L)))
=i+ card(L) — (i — 1 + card(L))

= 17
para todo 2 < ¢ < n. Portanto, a sequéncia tipo de S é (¢, 1, 1,..., 1), para algum
t>0.
Reciprocamente, se (¢, 1, 1,..., 1) é a sequéncia tipo de S, entao a quantidade de

furos positivos de S, conforme a observagao 3.63, é dada por

YHl-n=) ti=t+(n-1),

=1

e assim temos que
= 1( t+2)
n=350 .
Utilizando esta ultima igualdade e novamente a observacao 3.63, segue que
1 1
5(7 —t+2)=n=card(H(S)) = 5(7 + 1 —card(L(9)),

o que implica em ¢t = card(L(S))+1. Como ¢t = card(T) e sempre temos que ' C LU{~},
concluimos que T'= L U {v}, mostrando que S é quase simétrico.
O]

Exemplo 3.4.21: Seja S = (4, 10, 11, 17) ={0, 4, 8, 10, 11, 12, 14, —}. Observe que
~(S) = 13. Temos:

M = {4, 8, 10, 11, 12, 14, —},
S—M={0, 4, 6, 7, 8, 10, =},

T = {6, 7, 13}, e assim tipo(S) = 3,

H=1{1,2 3 59, 13},

L ={6, 7},

K =10, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14, —}.

Como L(S) C T(S), entdo S ¢é quase simétrico.
Note que a proposi¢ao 3.66 também é satisfeita, pois T = LU{v} e M = K + M.
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Temos ainda que:

N\S=1{1,2 3, 56, 7,9, 13},
card(N'\ S) =8,
S —N={14, —},
card(S \ (S —N)) =6,
tipo(S) = card(T) =
card(K \ S) = card(L) =

satisfazendo as equivaléncias da observagao 3.67.
Por fim, observe também que

So =S 5(0) =S

Sy =M S(1)={0, 4, 6, 7, 8, 10, =} | t;, =3
Sy ={8, 10, 11, 12, 14, —} | S(2) = {0, 4, 6, —} ty =1
Sy ={10, 11, 12, 14, —»} | §(3) ={0, 4, =} ty=1
Sy = {11, 12, 14, —} S(4) = {0, 3, =} ty=1
Ss = {12, 14, —} S(5) = {0, 2, —} ts =
Ss = {14, —} S(6) = N ts =

e a sequéncia tipo de S é (3, 1, 1, 1, 1, 1), satisfazendo o teorema 3.72.

Figura 3.10: Diagrama do semigrupo S = (4, 10, 11, 17)

Corolario 3.73: Seja S um semigrupo.
(i) S é simétrico se, e somente se, sua sequéncia tipo é (1, 1,..., 1);
(ii) Se S é pseudossimétrico, entao sua sequéncia tipo é (2, 1, 1,..., 1).

Demonstracao. Para (i), se S é simétrico, da proposigao 3.68 sabemos que S é quase
simétrico. Logo, de acordo com o teorema 3.72, a sequéncia tipo de S é (¢, 1, 1, ..., 1),
com t = t; = tipo(S). A proposicao 3.54 nos diz que tipo(S) = 1, e assim segue o
resultado.

Reciprocamente, se a sequéncia tipo de S é (1, 1,..., 1), do teorema 3.72 temos
que S é quase simétrico. Como tipo(S) = t; = 1, concluimos que S é simétrico.

Para a parte (ii), se S é pseudossimétrico, o coroldrio 3.62 e a proposi¢ao 3.68 nos
garantem que tipo(S) = 2 e que S é quase simétrico. Do teorema 3.72, temos que
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a sequéncia tipo de S é (t, 1, 1, ..., 1), com t = t; = tipo(S) = 2, donde segue o

resultado.
O]

Exemplo 3.4.22: Seja S = (3, 5) ={0, 3, 5, 6, 8, —}. Sabemos do exemplo 3.4.1 que
S é simétrico. Temos:

Sy =S S(0) =S

S =1{3,5 6,8 =}=M]|S(1)={0, 3,5 —=}|t =1
Sy = {5, 6, 8, —1 S(2) =10, 3, =} |ty =
S5 = {6, 8, =} S(3) =140, 2, =} |t;=1
Sy = {8, =} S(4) =N ty =

A sequéncia tipo de S é (1, 1, 1, 1).

Exemplo 3.4.23: Seja S = (4, 7, 9) ={0, 4, 7, 8, 9, 11, —}. Sabemos do exemplo 3.4.7
que S é pseudossimétrico. Temos:

So =58 S(0) =S

Sy ={4,7,8 9 11, 5} =M | S1)={0, 4, 5, 7, >} | t1 =2
Sy ={7, 8, 9, 11, —} S(2) = {0, 4, -} ty=1
S5 ={8, 9, 11, -} S(3) = {0, 3, —} ty =1
Sy ={9, 11, =} S4) = {0, 2, =} ty=1
S5 = {11, =} S(5) =N ts =1

A sequéncia tipo de S é (2, 1, 1, 1).
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Semigrupos Numéricos Modulares

Neste capitulo iremos abordar uma outra familia de semigrupos numéricos: os semigru-
pos numéricos modulares. Vamos definir mais um invariante, o peso de um semigrupo, e
analisaremos aqueles semigrupos modulares cujo moédulo é minimo com respeito ao seu
peso. Apresentaremos também um algoritmo que permite determinar se um semigrupo S
¢ modular ou nao e definiremos os chamados UESY-semigrupos. Os semigrupos numéricos
modulares estao associados as inequacoes diofantinas modulares, que serao definidas neste
capitulo. Os principais resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [3], [15] e
[16].

4.1 Semigrupos numéricos e inequacoes diofantinas

modulares

Definicao 4.1: Uma inequacao diofantina modular é uma expressao na forma
ar mod b <z,

com a e b inteiros nao negativos e b # 0.

Recordemos que, dados a e b inteiros nao negativos, com b diferente de zero, a mod b
denota o resto da divisao euclidiana de a por b. Ao resolvermos uma inequacao diofantina
modular, estamos buscando aqueles inteiros x que, quando multiplicados por a, deixam
resto menor ou igual a x na divisao por b. Como os possiveis restos dessa divisao sao
0, 1,..., b—1, as solugoes de uma inequacao diofantina modular ax mod b < x sao
numeros inteiros nao negativos.

Exemplo 4.1.1: Considere a inequacao diofantina modular 2z mod 4 < x. Note que 2 é
uma solucao desta inequacao, pois 4 mod 4 < 2. E féacil perceber que qualquer inteiro
maior ou igual a 2 serd também solucao. Desse modo, a solucao da inequacao é o semigrupo

S =40, 2, =}

Exemplo 4.1.2: Considere a inequagao diofantina modular 3z mod 5 < x. Note que
2 é solucao, pois 6 mod 5 < 2, mas 3 nao o é, pois 9 mod 5 < 3 é falso. Temos 3.4
mod 5 =2 <4 e 4 ésolucao de 3z mod 5 < x.
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Os possiveis valores de um inteiro modulo 5 sao 0, 1, 2, 3 e 4. Assim, todo inteiro
maior que 4 ¢ solugao de 3xr mod 5 < z. Portanto, o conjunto solugao dessa inequacao
diofantina modular é o semigrupo S = {0, 2, 4, —}.

Proposigao 4.2: O conjunto das solugoes inteiras de uma inequacao diofantina modular é
um semigrupo numérico.

Demonstragao. Sejam a e b inteiros nao negativos, com b diferente de zero, e S = {x €
N | ax mod b < z} o conjunto das solugdes inteiras da inequagao diofantina modular
ar mod b < x. Naturalmente, 0 € S. Sejam z, y € S. Entao

a(r +vy) mod b= (ax+ay) modb< (ax modb)+ (ay mod b) < x+y,

mostrando que = +y € S e, portanto, S é fechado para soma. Por fim, note que se
x > b, entdo x € S, logo N\ S é finito.
[

Definigao 4.3: Dados a e b inteiros com b # 0, denotamos o semigrupo solugao da
inequacgao diofantina modular ax mod b <z, S = {x € N|ax mod b < z}, por S(a,b),
em que a e b sao denominados, respectivamente, fator e médulo do semigrupo.

Exemplo 4.1.3: Na inequacao 3z mod 5 < x do exemplo 4.1.2, 3 é o fator e 5 é o mddulo
do semigrupo S = (2, 5), que também pode ser denotado por S(3,5).

Definicao 4.4: Um semigrupo numérico modular, ou simplesmente, semigrupo modular,
é um semigrupo S para o qual existem a e b inteiros, com b # 0, tais que S = S(a,b).
Neste caso, dizemos que S(a,b) é uma representagao modular para S.

A inequagado ar mod b < x tem as mesmas solugdes que (a mod b)r mod b < x.
De fato, suponha que a mod b = r. Entao existe ¢ € Z tal que a = bqg + r. Logo, ax
mod b = (bg +r)r mod b = (bgr mod b) + (rz mod b) =0+ rz mod b= (¢ mod b)z
mod b. Pela unicidade do quociente e do resto na divisao euclidiana, temos também que
ax mod b= ax mod (—b) e, se a € {0, 1}, entdao S(a,b) = N para qualquer médulo b # 0.
Desse modo, podemos supor 2 < a < b. O exemplo abaixo mostra que a representacao
modular de um semigrupo modular nao é necessariamente tnica.

Exemplo 4.1.4: S = {0, 2, —} = 5(2,3) = S(2,4). Note que este semigrupo ¢ solu¢ao da
inequacao 2xr mod 4 < x, apresentada no exemplo 4.1.1.

Os resultados seguintes nos ajudarao a encontrar a solu¢ao de uma inequacao diofantina
modular.

Lema 4.5: Sejam a e b inteiros tais que 0 < a < b. Entao ar mod b < z se, e somente se,
(b+1—a)r modb <z, ouseja, S(a,b) =S(b—a+1,b).

Demonstracao. Se ax mod b < x, entao existem ¢, » € N tais que ax = qb+ r, com
0 <r <z. Temos

(b+l—a)z=br+r—ar=br+z—qgb—r=(x—qb+z—r,



71

eassim (b+1—a)r modb<z—r <z
Reciprocamente, se (b+ 1 —a)z mod b < z, considere @’ = b+ 1 — a. Entao d'z
mod b < z e, pelo que acabamos de mostrar acima, segue que (b+1—a')z mod b < z,

donde segue o resultado, poisb+1—d' =b+1—(b+1—a)=a.
0

Exemplo 4.1.5: Note que as inequacoes 7x mod 8 < z e 2xr mod 8 < x admitem o
semigrupo S = {0, 4, —} como solugao. Desse modo, S(7,8) = S(2,8).

Lema 4.6: Seja S um semigrupo modular com moédulo b > 2. Entao existe um inteiro

positivo a tal que

a < HTl e S=25(ab).

Demonstragao. Por hipdtese, existem a e b inteiros com 0 < a < b tais que S = S(a,b).
Do lema 4.5, temos também que S = (b+ 1 — a,b). Suponha que ambos aeb+1—a

. Mas entao

sejam maiores que

b+1
a>% — 2a>0b+1,
e
b+1
b+1—a>T = 20+2—-2a>b+1 = b+1 > 2a,
, . b+1
o que é um absurdo. Portanto, devemos ter a ou b + 1 — a menor ou igual a , €0

resultado segue.
O

Lema 4.7: Sejam a e b inteiros tais que 0 < a < b e seja x € N. Entao

0, sear mod b=0

alb—z) mOdb:{b—(cwc mod b), seaxr modb#0,
e se ar mod b > x, entdo a(b —x) mod b <b— x.
Demonstracao. Se ax mod b = 0, entao existe ¢ € Z tal que ax = ¢b. Desse modo,
a(b—z) modb=ab—axr modb=ab—¢gb modb=0.
Se ar mod b =1, com 0 < r < b, entdo b | ax — r. Portanto,

b|(ab—b—(ax—r))eab—b—(ax—r)=ab—ar—b+r=alb—x)— (b—r),

mostrando que a(b —z) mod b=b— (ax mod b).
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Por fim, se axr mod b > z, entao

a(b—2z) mod b=0>b— (ax modb)<b— .

Como consequéncia do lema acima, temos o seguinte corolario:
Corolirio 4.8: Seja o semigrupo S = S(a,b). Se z € N\ S, entao b — z € S.

Demonstragao. Se x € N\ S, entdo az mod b > z. Aplicando o lema anterior, segue
que a(b—x) mod b < b— x e, portanto, b —z € S.
[

Para encontrarmos o semigrupo S solugao da inequagao ax mod b < x, conhecer (5)
é essencial. A proposicao abaixo nos da uma pista do seu valor:

Proposigao 4.9: Suponha que S = S(a,b) para a e b inteiros positivos. Se S # N, entao
7(S) <b-—2.

Demonstracdo. Inicialmente, note que se x > b, entao x € S, pois ax mod b < x.
Suponha que b —1 € N\ S. Pelo corolario 4.8 temos que b — (b—1) =1 € S, o que é
um absurdo, uma vez que S # N. Desse modo, b — 1 € S e, portanto, y(s) < b — 2.

O

Exemplo 4.1.6: Considere a inequacao modular 7z mod 8 < z. Pela proposicao 4.9,
S(7,8) tem nimero de Frobenius v(S) < 6.

Note que se x > 8, x € § = 5(7,8). Agora, por uma simples conferéncia, temos que
4,5, 6, 7€ S, eassim S = (4, 5,6, 7) ={0, 4, =} ey(S5) =3.

Exemplo 4.1.7: Dado S = 5(4,7), vamos encontrar y(5).
Temos que x € S se, e somente se, 4r mod 7 < x. Pela proposigao 4.9, v(S) < 5.
Neste exemplo, é facil ver que S = {0, 2, 4, 6, —} e y(S) = 5.

Vamos estudar o caso em que (S) = b — 2, no qual S = S(a,b).

Lema 4.10: Dados a e b inteiros com 2 < a < b, seja S = S(a,b) # N. Entao v(S) =b—2

b+1
se, e somente se, S = (%,b), com b impar. Além disto, S = (2, b).

Demonstragao. Se v(S) = b—2, entao pelo corolédrio 4.8 temos que b— (b—2) =2 € S.
Se b fosse par, entao v(S) = b — 2 também o seria, pertencendo assim a S, o que é um
absurdo. Portanto, b é impar e S = (2, b). Como 2 € S5, temos que 2a mod b < 2.
Note que 2a # b, pois b é impar e, se tivéssemos 2a < b, entdao 2a mod b = 2a < 2, ou

seja, a < 1, o que é um absurdo, pois a > 2 ja que S # N. Assim sendo, temos que

1
2a > b, ou ainda, a > 7 O lema 4.6 nos garante que podemos tomar a < L Essas

b+1 b+ 1
duas desigualdades implicam que a = —; e, portanto, S = S (%,b).
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b+1
Reciprocamente, seja S = S %,b), com b impar. Observe que 2 € S, pois b+ 1

mod b < 2. Logo, S = (2, b). Note que se z > b, entao € S. Como b — 1 é par, entao
também pertence a S. Entretanto, b — 2 nao pertence a S, pois é impar e nao pode
ser gerado como combinagao linear (com coeficientes inteiros nao negativos) de 2 e b.
Assim, temos que y(S) =b— 2.

O

Exemplo 4.1.8: Sejam b um inteiro positivo tal que b > 2 ¢ S = S(2,b). Entao S =

b+1
0, |[— 1|, —¢-
o5 -
- b+1 . .
Observe que se x > b, entao x € <0, 5 , — 0. Seja agora 0 < x < b. Entao

x € S(2,b) se, e somente se, 2r mod b < x. Temos que 2 mod b = 2z se, e somente

b+ 1
se 2x < b, e neste caso = ¢ {O, {%

mod b=0b— 2z <z, eassimx € S(2,b).

b
J , —>}, pois temos x < 7 Se 2x > b, entao 2x

Vimos no corolario 4.8 que se = ¢ S, entao b — z € S. Mas o que ocorre se x € S7

Lema 4.11: Sejam a e b inteiros tais que 0 < a < b, S = S(a,b) e x um inteiro tal que
0<z<b Entdox € Seb—uz € S se, e somente se, ax mod b € {0,z}.

Demonstra¢ao. Suponha que ax mod b ¢ {0,x}. Entdo o lema 4.7 nos garante que
a(b—x) mod b=>b— (ax mod b). Se z € S, entdo ar mod b < z, e assim

a(b—z) modb=0b—(ax modb)>b—uzx,

logob—x ¢ S.

Reciprocamente, se az mod b = 0, segue que € S. O lema 4.7 nos diz que a(b—x)
mod b = 0, mostrando que b — z € S. Por fim, se axr mod b=z # 0, entao = € S e,
novamente pelo lema 4.7, temos que

a(b—z) modb=0b— (ax modb)=0b—=z,

mostrando que b — x € S.

]

Exemplo 4.1.9: Seja S = 5(7,8). Do exemplo 4.1.6, sabemos que S = (4, 5, 6, 7) =
{0, 4, —»}. Para0 <2 <8, temos que z € Se8—z € Ssex € {0, 4, 8}. Note que

7.0 mod 8 =0,
4.7 mod 8 =4,
7.8 mod 8 = 0.

Lema 4.12: Sejam a e b inteiros positivos e seja x um inteiro tal que 0 < x < b. Entao

(i) az mod b = 0 se, e somente se, x é um multiplo de

b
(a,b)’
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(ii) ax mod b = z se, e somente se, x é um miltiplo de

b
(ba—1)

Demonstracao. Para (i), se az mod b = 0, entdo existe um inteiro ¢ tal que ax = ¢b.

b b
Logo, % = (C(ib). Como (ﬁ,m) = 1, o lema 2.20 (Lema de Gauss) nos
b
garante que | z, mostrando que x é um miltiplo de )
(a,b) (a,b)
b

Reciprocamente, se = ¢ um miiltiplo de ——, entao existe ¢ inteiro tal que x = ¢——.
(a,b) (a,b)

Portanto,

b
ar mod b= aqm mod b = qﬁb mod b = 0.
Para (ii), basta repetir o raciocinio do item (i) considerando a — 1 no lugar de a.
O

Exemplo 4.1.10: Tome a = 3 e b = 6. Entao (a,b) = (3,6) =3 e (a — 1,b) = (2,6) = 2.
Note que 3.2 mod 6 =0 e 3.3 mod 6 = 3.

Lema 4.13: Seja S = S(a,b) com a e b inteiros positivos tais que 0 < a < b. Sejam
(a,b) = dy, (a — 1,b) = dy e x um inteiro tal que 0 <z <b. Entaox € Seb—x € S se, e
somente se,

0 i (dy—1)—, -, 2 (di — 1), b

b b b b b b
X=4¢0,— — ... .
YIS { ad27 dg’ ) d2 dl dla 9 dl }

Ademais, card(X) = dy + ds.

Demonstracao. O lema 4.11 nos garante que x € S e b —x € S se, e somente se, ax
mod b € {0,z}. O lema 4.12 nos permite concluir que z € X.

Vamos mostrar que nao ha duplicacao nos elementos de X: suponha que k:ld— =
1

b

k’gd— para alguns k;, ko € N. Entao kyds = kody. Como (a—1,a) = 1, entéo (dy,d2) = 1
2

e, consequentemente, existe k € N tal que k1dy = kody = kdyidy. Portanto, k1 = kd; e

ko = kdy. Desse modo, seque que a cardinalidade de X é, de fato, d; + d».
[

Teorema 4.14: Seja S = S(a,b) com a e b inteiros tais que 0 < a < b. Entao

9(S) = card(N\ §) = 21~ (a7b; —(a—1p)

Demonstracao. Sejam dy, do e X como no lema 4.13. Para 0 < x < b, o corolario 4.8 e
o lema 4.13 nos garantem que ou z € S ou b —x € S (e exatamente um deles), a nao
ser que x € X. Portanto,

b+1—card(X) b+1—d —dy

g(S) =card(N\ 5) = 5 5
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e segue o resultado.

O]
Exemplo 4.1.11: Seja S = S(a,p), com a inteiro e p um primo impar. Para todo 0 < a < p,
temos que
prl—-1-1 p—1

2 2

O que podemos dizer de duas inequagoes modulares que possuem a mesma solugao? O
corolario abaixo nos da uma relagao interessante.

Corolario 4.15: Suponha que S(aq,by) = S(ag,bs), para ay, as, by e by inteiros positivos.
Entao

by — (a17b1) - (Cll - 1751) = by — (GQ,bQ) - (Clz - 1,b2)-

Demonstracao. Como S(ay,by) = S(ag,bs), entdo N\ S(ay,b;) = N\ S(az,bs). Portanto,
o teorema 4.14 nos garante que

bl + 1-— (al,bl) — (al — 1,[)1) _ bg + 1-— (ag,bQ) — ((1,2 — 1,b2)
2 2 ’

e o resultado segue.

Exemplo 4.1.12: A reciproca do corolario 4.15 é falsa: Observe que
12 —(3,12) — (2,12) = 7=10 — (2,10) — (1,10).

Entretanto,
(4, 5, 6y = 5(3,12) # (5, 6, 7, 8, 9) = 5(2,10).

Definigao 4.16: Seja S = S(a,b) para a e b inteiros tais que 0 < a < b. Definimos o peso
de S como

w(S)=0b— (a,b) — (a — 1,b).
Note que w(N) = —1, pois N = 5(0,1).
Observagao 4.17: O teorema 4.14 e o corolario 4.15 nos garantem que
w(S) =2card(N\ S) —1=2¢(5) —1
e, portanto, w(S) é um invariante de S, ou seja, independe de a e b.
Exemplo 4.1.13: Seja S = S(7,8). Entao o peso de S é

w(S)=8—(7,8) — (68) =8—1—2=5.
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Do exemplo 4.1.6, sabemos que S = (4, 5,6, 7) = {0, 4, —}. Portanto,

N\ S ={1, 2, 3},
g(S) = 3.

Note que w(S) =5 =2¢(S) — 1.
Proposicao 4.18: Seja S = S(a,b) # N. Entao, w(S) > 1.

Demonstracao. Inicialmente, vamos mostrar que

(a,b) + (a — 1,b) < (4.1)

NS
+
w| o
Il

Como S(a,b) # N, podemos tomar a e b tais que 2 < a < b. Seja (a,b) = d;.

Existem ¢; e kp inteiros positivos tais que a = ¢1d; e b = ki1d;. Suponha que d; > 5
Entao

b
a = qd; > q1§ e, portanto, 2a > ¢, b.
Como 2a < 2b, devemos ter q; = 1 e, consequentemente, a = d;. Desse modo,
2a > qlb =b=kid = k:la, ou seja, 2> kl,

mostrando que k&;y = 1 e b = dy = a, o que é um absurdo. Portanto, devemos ter
(a,b) =d; < g

Seja agora (a — 1,b) = dy. Existem go e ks inteiros positivos tais que a — 1 = ¢ads
e b= kody. Se dy < g, a desigualdade (4.1) é satisfeita. Suponha entao que dy > é

3
Desse modo,

b
a—1:q2d2>q2§ = 3(a—1) > ¢qb.

Como 3(a — 1) < 3a < 3b, devemos ter g = 1 ou go = 2.
Se g = 1, entdo a — 1 = ds, e assim

3(@-1)>QQb:b:k2d2:]€2(6L—1) - 3>k‘27

o que implica em ky = 2, j4 que ko > 1 pois a < b. Desse modo, b = 2dy = 2(a — 1), ou

seja, dy = 7

b
Uma vez que (a — 1,a) = 1, devemos ter (a,b) = (a,2(a — 1)) =d; < 7 Sabemos

que existem ¢ e k inteiros tais que a = qd; e b = 2(a — 1) = kd;. Suponha que
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b 2a-—1
d1>_:L

5 5 . Entao

2(a—1
2(@—1)—kd1>k¥ = 6(a—1)>k2(a—1) = 3>k,

o que implica em k=1 ou k = 2.
Se k =1, segue que 2(a — 1) = dy, o que é um absurdo pois 2(a — 1) =b > a. Se
k = 2, temos que a — 1 = dy, mas isso também é um absurdo, pois entao teriamos

b
que a — 1 | a, com a > 2. Portanto, devemos ter (a,b) = d; < 3 mostrando que a

desigualdade (4.1) é satisfeita.
Agora, se go = 2, entao a — 1 = 2ds. Logo,

3(& — 1) > QQb =2b = 3.2dy > 2kody — 3 > ko.

Se ko = 1, temos que b = dy < 2dy = a — 1, o que é um absurdo. Se ks = 2, entao
b= 2d, =a—1, o que também é um absurdo.
Portanto, a desigualdade (4.1) é sempre satisfeita.

b b
Como (a,b) + (a — 1,b) < 5 + 3 < b, segue que

w(S)=0b—(ab) — (a—1,b) > 1.
[

O peso é um importante invariante de um semigrupo, e saber calcula-lo é necessario.
A proposicao abaixo nos ajuda nesse processo.

Proposicao 4.19: Seja S = S(a,b) um semigrupo modular. Entao w(S) é impar e w(S) >
7(5).

Demonstra¢ao. Da observagao 4.17, temos que w(S) = 2¢g(S) — 1, que é um nimero
impar. Recordando que card(N\ S) = ¢(S), a proposigao 3.3 nos garante que

w(S):2g(S)—122(%)—127(5)—!—1—1:7(5).

Exemplo 4.1.14: Tomando S = S(7,8), do exemplo 4.1.13 temos que
w(S) =52>3=~(95).

A proposicao abaixo nos da uma dimensao da importancia do peso de um semigrupo
modular:

Proposigao 4.20: Seja S um semigrupo modular. Entao

(i) S é simétrico se, e somente se, w(S) = v(S5);
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(ii) S é pseudossimétrico se, e somente se, w(S) = v(S) + 1.

Demonstracao. Para (i), note que se S é simétrico, de acordo com a defini¢ao 3.50
temos que B(S) = 2¢(5), ou seja,

’y(S)+1‘

1(8) +1=29(8) = g(8) = 122

O teorema 4.14 nos diz que

w(S)+1.

9(8) = 5

Das duas igualdades segue que w(S) = ~(.5).
Agora, se w(S) = v(S), o teorema 4.14 nos diz que

w(S)+1  ~v(9)+1
2 2

9(8) = = 7(S) +1=29(5) = B =2y,

mostrando que S é simétrico.
Para a parte (ii), o argumento é anédlogo, considerando que um semigrupo S é
pseudossimétrico se 4(S) = 2g — 1.
O

Exemplo 4.1.15: Se b é um inteiro impar, entao sempre existe um semigrupo modular S
com w(S) = b. De fato, basta tomar S = S(2,b + 2), pois

w(S20+2)=b+2—-2b+2)—(1,0+2)=b+2—-1—-1=0.

4.2 Um algoritmo para determinar se um semigrupo

numeérico ¢ modular

Nesta secao, iremos apresentar um algoritmo que permite concluir se um semigrupo
S é modular ou nao e, em caso afirmativo, obter uma representacao modular para S.
Iniciaremos com um lema que limita o valor do médulo de um semigrupo modular.

Lema 4.21: Seja S = S(a,b) # N, com 2 < a < b. Entao
b <12¢(S) — 6.

Observe que este lema nos diz que o numero de representacoes modulares para um
semigrupo modular é finito.

Demonstracao. O teorema 4.14 nos garante que

b=2g(S)+ (a,b) + (a — 1,b) — 1.
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Aplicando a desigualdade 4.1, demonstrada na proposicao 4.18, temos que

b§29(5)+g+g—1:2g(5)+%b—1 = b <12¢(5) — 6.

Lema 4.22: Seja S = S(a,b) com multiplicidade u(S). Entao

b—pu(S)e S se, esomentese, p(S)=min { (a(?b)’ @ —bl,b) } :
Demonstragao. O resultado segue imediatamente do lema 4.13: sejam (a,b) = dj,
(a — 1,b) = dy. Entao u(S) € S (o que é sempre verdade) e b — u(S) € S se, e somente
se,
b b b b _b b }

X = — 22—, ..., (dy—1)—, —, 2—,..., (di —1)—, b
M(S)e {O’dQ’ d27 7(2 >d27 dl’ dla 7(1 )d17

Uma vez que p(S) é o menor inteiro positivo pertencente a S, devemos ter u(S) =
. [b b
min<{ —, — ¢.
{dl dz}

Exemplo 4.2.1: Seja S = S(7,8). Do exemplo 4.1.6, sabemos que S = (4, 5, 6, 7) =
{0, 4, =} e g(S) = 3. Note que 8 < 123 -6, u(S) =4e8—4=4¢€ S, visto que
4 = min{4, 8}.

]

Os préximos lemas no dao uma cota inferior para o médulo de um semigrupo e quando
ele atinge o seu valor minimo.

Lema 4.23: Seja S = S(a,b) com multiplicidade p(S) e nimero de Frobenius v(S). Entao
b> u(S) +(S).

Demonstra¢ao. Como 1, 2,..., u(S)—1 nao pertencem a S, o corolario 4.8 nos garante
que b — u(S) —1,..., b— 1 sao todos elementos de S. Sabemos que tanto b quanto
p(S) pertencem a S, portanto {b — p(S) + 1, —} C 5. Desse modo, podemos concluir
que ¥(S) < b — p(S), ou seja, b = u(S) + ().

O

Lema 4.24: Seja S = S(a,b) com multiplicidade p(S) e nimero de Frobenius v(S). Entao

b=pu(S)+~v(S) se, esomentese, u(S)# min { (abb)’ @ _bl ) } :

Demonstragao. Se b = u(S) + v(9), entdao b — u(S) = v(S) ¢ S, e o lema 4.22 nos

b b
permite concluir que u(S) # min { (a,b)” (a —1,b) }
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b b
(a,b)” (a —1,b)
que b—pu(S) ¢ S. O lema 4.23 nos diz que b > u(S) +~(S). Se b > u(S)+~(S), temos
que b — pu(S) > v(S), o que é um absurdo, pois implica em b — u(S) € S. Portanto,
devemos ter b = u(.S) + v(.5).

Reciprocamente, suponha que p(S) # min } Do lema 4.22, segue

]

Vamos agora enunciar o algoritmo que permite verificar se um semigrupo numérico é
modular e, em caso afirmativo, escrevé-lo na forma S = S(a,b).

Algoritmo 4.25: Seja S = (ny, ng,..., ng) # N um semigrupo numérico:
(1) Calcule u(S), v(S) e g(S) = card(N\ 9).

(2) Seja b= pu(S) +~(9).

b+1
2§a<%,

(3) Para cadaa e A=< a€N|b=29(S)+ (ab)+(a—1b) -1,
S) < min{ b b }
g (ab) (a— 1,0)

calcule S(a,b). Se S = S(a,b) entdo S é modular com mddulo b e fator a, e o

algoritmo termina nesta etapa.
(4) Determine B = {b e C | 2g(S) +1 < b <12¢(S) — 6}, em que C = {ku(S) | k € N}.
(5) Para cada b € B, determine o conjunto

2< <=
Ay=4{ aeN|b=29(5)+ (a,b) + (a — 1,b) — 1,

p(S) = min { (al?b) (a —bl,b) }

(6) Para cada b € B e cada a € Ay, calcule S(a,b). Se S = S(a,b) entao S é modular
com médulo b e fator a, e o algoritmo termina nesta etapa.

(7) S nao é um semigrupo modular.

Vamos brevemente discutir a justificativa do algoritmo 4.25. Nos passos (2) e (3)
estamos verificando se .S é ou ndo um semigrupo modular com médulo p(S) + v(5), de
acordo com os lemas 4.6 e 4.24 e o teorema 4.14. Se S nao é um semigrupo modular com

médulo u(S) + v(S), entdo o lema 4.24 nos diz que p(S) = min { (ab,b)’ e _bljb) }7 o que

nos permite concluir que p(S) divide b, ou seja, b é multiplo de u(S). O teorema 4.14
nos garante que b = 2¢(S) + (a,b) + (a — 1,b) — 1, e assim b > 2¢(S) + 1. Por fim, o
lema 4.21 assegura que b < 12¢(S) — 6, e assim os passos (4), (5), (6) e (7) cobrem o caso
b # u(S) 4+ ~(S). Podemos verificar se S = S(a,b) nos passos (3) e (6) observando se os
sistemas minimais de geradores de cada semigrupo coincidem, ou ainda comprovando se

5 C S(ab) e g(S) = g(S(a,b)).
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Exemplo 4.2.2: Seja S = (3, 5) = {0, 3, 5, 6, 8, —} . Entao N\ S = {1, 2, 4, 7},
g(S) =4, u(S) =3 e~(S) =7. Dos passos (2) e (3), tomamos b =3+ 7 = 10 e obtemos
A={2,3, 4}. Assim,

S(2,10) = (5, 6, 7, 8, 9), S(3,10)= (4, 5, 6), S(4,10) = (3,5) = S.

Portanto, o algoritmo 4.25 nos diz que S é modular com médulo 10 e fator 4.
Do exemplo 3.4.1, sabemos que S é simétrico. Note que a proposicao 4.20 é de fato
satisfeita:

w(S)=b—(ab) —(a—1,0) =10 -2 —1=7= u(S).

De maneira geral, se ja soubermos que o semigrupo em questao é simétrico, a proposicao
4.20 nos garante que b = v(S) + (a,b) + (a — 1,b), e podemos usar este valor de b no
algoritmo 4.25.

Exemplo 4.2.3: Seja S = (3, 5, 7) ={0, 3, 5, —} . Entao N\ S = {1, 2, 4}, ¢(S) = 3,
u(S) =3 evy(S) = 4. Dos passos (2) e (3), tomamos b = 3+4 = 7 e obtemos A = {2, 3, 4}.
Assim,

S(2,7)=(4, 5,6, 7), SB7)=1(3,5 7=25 S4T7) =2 7).

Portanto, o algoritmo 4.25 nos diz que S é modular com modulo 7 e fator 3.
Do exemplo 3.4.5, sabemos que S é pseudossimétrico. Note que a proposicao 4.20 é de
fato satisfeita:

w(S)=b—(ab) —(a—1b)=7T—1—-1=5=p(S)+ 1.

Analogamente ao caso em que S é simétrico, se ja soubermos que o semigrupo em
questao é pseudossimétrico, a proposicao 4.20 nos garante que b = v(.S)+(a,b)+ (a—1,b)+1,
e podemos usar este valor de b no algoritmo 4.25.

Exemplo 4.2.4: Seja S = (3, 8, 10) = {0, 3, 6, 8, —} . Entao N\ S = {1, 2, 4, 5, 7},
g(S) =5, u(S) =3 e~(S) =7. Dos passos (2) e (3), tomamos b =3 + 7 = 10 e obtemos
A =1(. Do passo (4) obtemos
B={12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51, 54}.
O tnico conjunto A, nao vazio, com b € B, é A;5 = {5}. Entretanto,

S(5,15) = (3, 7, 11) # S,

e o algoritmo nos informa que S nao é um semigrupo numérico modular.
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4.3 Semigrupos modulares cujo moédulo é igual ao seu peso

mais dois

Vamos estudar semigrupos modulares S = (a,b) cujo médulo é igual a w(S) + 2.
Sabemos que b = w(S) + (a,b) + (a — 1,b) > w(S) +2. Portanto, b = w(S) +2 se, e somente
se, (a,b) = (a — 1,b) = 1, o que implica em b impar. A condi¢ao b = w(S) + 2 caracteriza
semigrupos modulares cujo modulo é minimo com respeito ao seu peso.

Proposicao 4.26: Seja S = S(a,b) com 2 <a <be (a,b) = (a—1,b) =1. Entao

(i) b=~(5) + u(S);

(S) +u(S) -1,
5 ;

(i) g(5) =
(iii) b é o maior gerador minimal de S.

Demonstracao. Para a parte (i), note que como 2 < a < b, entdao 1 ¢ S. Do corolario
4.8 temos que b — 1 € S e, portanto, u(S) # b. Desse modo, o lema 4.24 nos garante
que b = u(S) +7(5).

A parte (ii) é uma consequéncia imediata do teorema 4.14.

Para a parte (iii), suponha que b nao seja um gerador minimal de S, ou seja,
suponha que existam x, y € S\ {0} tais que b = x + y. Entado ax mod b < z e ay
mod b <y, e assim (az mod b < x) + (ay mod b <y) < x+y =b. Temos também
que

(ax mod b) + (ay mod b) =a(zx+y) modb=ab modb=0,

e assim (az mod b) + (ay mod b) € {0, b}. Temos duas possibilidades:
1. axr mod b=0e ay mod b=0, ou
2. ax mod b=xeay modb=y.

Entretanto, os dois casos contradizem o lema 4.12, uma vez que (a,b) = (a — 1,b) = 1.
Portanto, b é gerador minimal de S.

Seja x € S, com z > b. Do item (i), segue que = > u(S) + v(95), ou seja,

x — u(S) > ~v(S), o que implica em & — u(S) € S. Desse modo, z = u(S) + (z — p(S))

nao pode ser um gerador minimal de S. Portanto, b é o maior gerador minimal de S.

[

A proposicao 4.26 nos permite relacionar os semigrupos modulares desta secao com
os chamados semigrupos numéricos UESY. Abaixo, vamos definir tais semigrupos e
apresentar algumas de suas propriedades. A sigla UESY vem do inglés “unitary extension
of a symmetric numerical semigroup”.

Definigao 4.27: Um semigrupo numérico S é um UESY-semigrupo, ou semigrupo UESY,
se existe um semigrupo simétrico S’ tal que S C S e card(S \ 9') = 1.
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Exemplo 4.3.1: S = (3, 5, 7) = {0, 3, 5, —} é um semigrupo UESY. De fato, S’ =
(3, 5) =10, 3, 5, 6, 8 —} ésimétrico, com 5" C S e card(S\S") =1, pois S\ S’ = {7}.

Naturalmente, se S # N é um semigrupo, entdo R = S U {7(S5)} também o é. De fato,
note que 0 € S C R e N\ R é finito, pois N\ R C N\ S. Uma vez que S é fechado para
a soma, R também serd. Como v(S) = 5(S) — 1 € R, entao B(R) < 5(S5). Logo, para
qualquer s € S, s+ v(S) > B(R) e, portanto, pertence a R.

Proposicao 4.28: Um semigrupo S ¢ um UESY-semigrupo se, e somente se, existe um
semigrupo simétrico S’ tal que S = 5" U {~(5)}.

Demonstracao. Se S é um UESY-semigrupo, entao existe um semigrupo simétrico S’ e
um inteiro positivo h € S\ S’ tal que S = S" U {h}. Como h ¢ 5" e S’ é simétrico, a
proposigao 3.52 nos garante que (S’) — h € S’. Desse modo, {h, v(S") —h} C S e,
portanto, h + (v(S’) — h) = (S") € S. Como 7(S") ¢ S, segue que v(S’) € {h}, ou
seja, y(S") = h.
Reciprocamente, se existe um semigrupo simétrico S’ tal que S = 5" U {y(S5")},
entdo S’ C S e card(S\ S') =1 e, portanto, S é um UESY-semigrupo.
O]

A proposigao 4.28 nos diz que UESY-semigrupos sao semigrupos da forma S U {~(S5)},
sendo S um semigrupo simétrico. Os préximos dois lemas determinam a multiplicidade e
o nimero de Frobenius de S U {y(S5)}.

Lema 4.29: Seja S # N um semigrupo simétrico. Entao

1S U{(9)}) =(5) — p(S).

Demonstracao. Uma vez que u(S) € S e v(S) ¢ S, segue que v(S) — u(S) ¢ S e,
portanto, v(S) — u(S) ¢ S U {~(S5)}. Sabemos que p(S) é o menor inteiro positivo
pertencente a S, logo {1, 2,..., u(S)—1} C N\ S e, sendo S simétrico, a proposi¢ao
3.52 garante que {y(S) — 1, v(S) —2,..., ¥(S) — (u(S) — 1)} € S. Portanto,
{7(S) = u(S)+ 1, v(S) — u(S)+2,..., v(S) =1, v(9)} C SU{~(S)}. Utilizando
o fato de que p(S) € S U {v(S5)}, e como todo inteiro x > v(S) — wu(S) pode ser
escrito como (y(S) — u(S) + i) + ku(S) para algum k inteiro e ¢ € {1,..., u(9)},
temos que {x € N | z > 7(S) — u(S)} € SU{y(S)}. Portanto, concluimos que
S).

Y(SU{Y(S)}) = (5) — ul
O

Lema 4.30: Seja S um semigrupo tal que S # N e S # N\ {1}. Entédo

p(SU{y(S)}) = u(S).

Demonstracao. Naturalmente, pu(S U {7(S)}) < u(S). Se u(SU{v(9)}) < u(S), entao
v(S) = u(S) — 1 pois, caso contrario, o condutor 5(S ) = v(S) + 1 seria menor que a
multiplicidade p(S). Entao S é da forma {0, u(S) = 8(S), —}. Como S # N\ {1},
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w(S) > 2, logo u(S) —2 ¢ S e, como S é simétrico, temos que

Y(S) = (u(S) = 2) = (u(S) = 1) = (u(S) =2) =1€5,

implicando em S = N, o que é um absurdo. Portanto, devemos ter u(SU{~(S)}) = u(S).
[

Exemplo 4.3.2: Sejam S = {0, 3, 5, 6, 8, =} e SU{7} =0, 3, 5, —=}. Temos y(S) =7
e u(S) = 3. Note que y(SU{T}) =4 =7(5) — pu(S) e p(SU{T}) =3 = u(9).
Proposicao 4.31: Seja S # N um UESY-semigrupo. Entao

(S +pu(S) -1
9(S) = 5 :

Demonstracao. Seja S um UESY-semigrupo. Pela proposicao 4.28, existe um semigrupo

simétrico S’ tal que S = S" U {~(5")}. Como S # N, temos que S’ # Ne 5" # N\ {1}.

Dos lemas 4.29 e 4.30, obtemos v(S) = y(S") — u(S") e u(S) = p(S’). Do fato de S’ ser

simétrico, temos B(S") = vy(S") + 1 = 2¢(5’). Ademais, g(S) = g(5’) — 1, portanto
WSH+1

o) = 1) 1:7(S)+g(5)—1_

Exemplo 4.3.3: Seja S = (3, 5, 7) ={0, 3, 5, —}. Temos:

n(S) =3,
v(5) =4,
N\ S = {1, 2, 4},

Podemos encontrar um gerador minimal de um UESY-semigrupo apenas somando sua
multiplicidade e seu nimero de Frobenius.

Proposicao 4.32: Seja S # N um UESY-semigrupo. Entao v(S) + u(S) é um gerador
minimal de S.

Demonstracdo. Seja S um UESY-semigrupo. Pela proposicao 4.28, existe um semigrupo
simétrico S’ tal que S = S"U {y(5")}. Naturalmente, y(S") é um gerador minimal de S
(pois pertence a S e ndo pode ser escrito como combinagao linear de elementos de S”).
Dos lemas 4.29 e 4.30, concluimos que v(S") = ~v(S) + u(S).

O

Exemplo 4.3.4: Considere, novamente, S = (3, 5, 7) = {0, 3, 5, —}. Note que
v(S) + pu(S) =4+ 3 =7 é gerador minimal de S.
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Ainda sobre o gerador minimal, podemos afirmar que um elemento s de S é gerador
minimal se, e somente se, S\ {s} é semigrupo.

Lema 4.33: Sejam S um semigrupo e s € S. Entao S\ {s} é um semigrupo se, e somente
se, s ¢ um gerador minimal de S.

Demonstragao. Sejam S um semigrupo, s € S e suponha que S\ {s} é um semigrupo.
Se s nao fosse gerador minimal de S, entao existiriam x, y € S tais que s =z + y.
Mas entdo s =z +y ¢ S\ {s}, contradizendo o fato de S\ {s} ser semigrupo.
Reciprocamente, se s é gerador minimal de 5, entdao S\ {s} é semigrupo: 0 € S\ {s},
N\ (S\{s}) = (N\S)U{s} ¢ finito e, dados z, y € S\ {s}, temos que z +y € S\ {s},
poisx+y € Sex+yFs.
O]

Exemplo 4.3.5: Seja S = (4, 6, 11) = {0, 4, 6, 8, 10, 11, 12, 14, —}.
Note que S\ {6} = {0, 4, 8, 10, 11, 12, 14, —} é semigrupo, mas S \ {10} =
{0, 4, 6, 8, 11, 12, 14, =} ndo o é, pois4+6 =10 ¢ S\ {10}.

As proposicoes 4.31 e 4.32 trazem condigoes necessarias para S ser um UESY-semigrupo.
O teorema a seguir nos diz que essas condigoes sao também suficientes.

Teorema 4.34: Seja o semigrupo S # N. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) S é um UESY-semigrupo;

(5) +u(5) —1
2

(i) g(S) = 1 e y(S) + p(S) é um gerador minimal de S.
Demonstragao. Note que a implicagao (i) = (ii) é uma consequéncia direta das
proposicoes 4.31 e 4.32.

Para mostrar que (ii) = (i), note que sendo v(.S) + p(S) um gerador minimal de
S, o lema 4.33 nos garante que S’ = S\ {7(S5) + p(S)} é um semigrupo numeérico, e
naturalmente y(S") = v(S) + u(S). Ademais, temos que

A1) + 1(S) — 1
2

() +1

9(S") = g(8) +1 = 1= — 5 = 2(8),

o que mostra que S’ é simétrico. Como S = S"U{v(5")}, a proposigao 4.28 nos garante
que S é um UESY-semigrupo.
O]

Dado um semigrupo S # N, recordemos que e(5) é a dimensdo de mergulho de S,
T(S)=(S—M)\ S, etipo(S) =t(S) = card(T(S)). Em [15] se prova que se S # N é
um UESY-semigrupo, entao t(S) = e(S) — 1. Utilizando este fato, a proposigao 4.26 e o
teorema 4.34, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 4.35: Seja S = S(a,b) com 2 < a < be (a,b) = (a — 1) = 1. Entao
t(S) = e(S) — 1 e existe um semigrupo simétrico S’ tal que S = 5" U {y(5")}.
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Exemplo 4.3.6: Seja S = S(4,7). Do exemplo 4.1.7, sabemos que S = (2, 7) =
{0, 2, 4, 6, —}. S éum UESY-semigrupo, pois S = S’U{7}, com S’ = {0, 2, 4, 6, 8, —}.
De fato,

N\ S ={1, 3, 5, 7},
g(S") =4,

e assim B(S") =8 = 2¢(5’), mostrando que S’ é simétrico. Note também que

(S): 7(S) =5, e(S) =2,
v(S) + u(S) =7 é gerador minimal de S,
M:{2 4, 6, =1,
S—M=/{0, 2, 4, =},

T(5) = {5},
tipo(5) = 1(5) = 1= e(S) - 1,
N\ S ={1, 3, 5},
5+2—1  (S)+u(S) -1

9(5) =3=—5— = 5

Vamos agora caracterizar os semigrupos modulares cujo médulo é minimo com respeito

a0 Seu peso:

Teorema 4.36: Seja S = S(a,b). Entao b = w(S) + 2 se, e somente se, S é um UESY-
semigrupo e b é um gerador minimal de S.

Demonstragao. Se b = w(S) + 2, conforme discutido no inicio da se¢ao temos que

(a,b) = (a — 1,b) = 1. Pelo corolario 4.35 e pela proposigao 4.28, concluimos que S é

um UESY-semigrupo, e pela proposicao 4.26, segue que b é gerador minimal de S.
Reciprocamente, sendo b um gerador minimal de S, na demonstracao da proposicao

4.26 vimos que se x > y(S) + u(S), entao x nao é gerador minimal de S. Do lema 4.23,
A8+ (S 1

segue que b = (S) + pu(S). Do teorema 4.34, temos que g(S) = 5 , e
S)+1
teorema 4.14 segue que g(S) = %, donde podemos concluir que b = w(S) + 2.

]

Exemplo 4.3.7: Consideremos, novamente, S = S(4,7). Do exemplo 4.3.6, sabemos que S
¢ UESY-semigrupo e b = 7 é gerador minimal de S. Note que

w(S)=T7-—(4,7) — (3,7) = 5,
mostrando que b = w(S) + 2.
Os proximos dois corolarios ilustram a importancia dos semigrupos modulares:

Corolario 4.37: Seja S = S(a,b) um semigrupo modular. Entao b = w(S)+2 se, e somente
se, S\ {b} é um semigrupo simétrico. Ademais, se b é primo, entao S\ {b} é um semigrupo
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simétrico.

Demonstragao. Suponha que b = w(S)+2. Do teorema 4.36, temos que b é um gerador
minimal de S, e o lema 4.33 garante que S = S\ {b} é semigrupo numérico. Note que
7(S") =b. Como S = S"U{~(5")} é UESY-semigrupo, temos que S” é simétrico.

Reciprocamente, se S = 5\ {b} ¢é simétrico, entdao S = 5" U{b} é UESY-semigrupo,
e b é gerador minimal de S. Do teorema 4.36, segue que b = w(S) + 2.

Por fim, se b é primo, entao (a,b) = (a—1,b) = 1, e assim w(S) = b—(a,b)—(a—1,b) =
b — 2, o que implica, conforme demonstrado acima, que S\ {b} é simétrico.

O]

Exemplo 4.3.8: Dado S = 5(4,7), dos exemplos 4.3.6 ¢ 4.3.7 vimos que b = w(S) +2 e
S\ {7} ={0, 2, 4, 6, 8, —} é simétrico.

Corolario 4.38: Seja b um numero inteiro maior ou igual que 3. Entao b é primo se, e
somente se, b é o maior gerador minimal de S(a,b) para todo 2 < a < Vb.

Demonstracao. Seja b > 3 primo. Entao as condigoes da proposicao 4.26 sao satisfeitas,
mostrando que b é gerador minimal de S(a.b).

Reciprocamente, se b ndo é primo, entao existe ¢ € N\ {0, 1} tal que b = ac.
Suponha, sem perda de generalidade, que a < v/b. Entdo, se S = S(a,b), temos que ac
mod b=5b mod b=0<¢, e assim c € S. Como b = ac, segue que b nao pode ser um
gerador minimal de S.

m

Exemplo 4.3.9: Seja S = S(4,11). Entao w(S) = 11—(4,11)—(3,11) = 9, ou seja, o médulo
de S é igual ao seu peso mais dois. Analisando a inequacao modular 4x mod 11 < =z,
temos que S = (3, 7, 11) = {0, 3, 6, 7, 9,—}, e b = 11 é o0 maior gerador minimal de S.

O semigrupo S' = {0, 3, 6, 7, 9, 10, 12, —} é simétrico, pois N\S' = {1, 2, 4, 5, 8, 11}
e B(5) =12 =2.6 =2¢(5"). Como S = 5" U{y(5)}, sendo 7(S5’) = 11, segue que S é um
UESY-semigrupo, satisfazendo assim o teorema 4.36. Note que S’ = S\ {11}, satisfazendo
o corolario 4.37.

Analisando as inequacoes modulares 2x mod 11 < z e 3x mod 11 < z, constatamos
que S(2,11) = (6, 7, 8, 9, 11) = {0, 6, —} e S(3,11) = (4, 5, 11) = {0, 4, 5, 8, —},
mostrando que 11 é o maior gerador minimal de S(2,11) e S(3,11), e o coroldrio 4.38 é
verificado.

O corolario 4.38 nos mostra que o estudo de semigrupos modulares possui importantes
aplicagoes na Matematica, como na determinacao de niimeros primos.



38

Aplicacoes na Educacao Basica

Segundo a BNCC [4], a Matematica deve desenvolver “competéncias e habilidades de
raciocinar, representar, comunicar e argumentar matematicamente, de modo a favorecer o
estabelecimento de conjecturas, a formulacao e a resolucao de problemas em uma variedade
de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas matematicas”. Neste
aspecto, trazer para a sala de aula novos problemas em que os alunos podem trabalhar
individualmente ou em grupo, buscando resolve-los através de topicos ja vistos previamente,
permite que os estudantes construam o seu préprio conhecimento, participando ativamente
como protagonistas de seus processos de aprendizagem.

Na educagao bésica os alunos se deparam com as equacoes do primeiro grau para modelar
diversas situacoes. No oitavo ano, aprendem a resolver sistemas de duas equagoes com
duas incognitas. Um questionamento natural é: e se tivéssemos apenas uma equagao com
duas incégnitas? Nosso objetivo é apresentar situacoes envolvendo equacoes diofantinas e
trabalhar nas suas possibilidades de solucao e sua relacao com semigrupos numéricos. Para
isso, seguem algumas atividades que podem ser aplicadas no final do ensino fundamental e
no ensino médio. As principais referéncias para este capitulo sao [13], [14], [19] e [20].

5.1 Atividades propostas
5.1.1 Atividade 1

e Titulo: Revisao de multiplos e divisores.
e Objetivo: Revisar conceitos e propriedades importantes dos ntimeros inteiros.
e Duracao: Sugerimos de duas a trés aulas de 50 minutos cada.

e Metodologia: Exposicao e explicacao do contetiido, execugao e correcao de exercicios.
Os alunos podem trabalhar individualmente, em duplas ou em grupos.

e Comentarios: Inicialmente, recomendamos que o professor relembre alguns conceitos
e propriedades importantes dos niimeros inteiros: multiplos e divisores, divisibilidade,
algoritmo de Euclides, minimo multiplo comum (mmc) e méximo divisor comum
(mdc). Deixamos como referéncias as definigdes 2.7, 2.8, 2.23 e 2.9, bem como os
teoremas 2.12 e 2.14. Em seguida, os alunos trabalham individualmente ou em
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duplas/grupos para a resolugao dos exercicios propostos abaixo. Ao final desta
atividade, espera-se que os alunos sejam capazes de identificar quais ferramentas
matematicas dos ntimeros inteiros eles podem utilizar na resolucao de problemas.
Comentarios e objetivos especificos de cada exercicio podem ser encontrados na segao
5.2.

Exercicio 5.1.1: Determine os dez primeiros multiplos de 3, 8 e 12.

Exercicio 5.1.2: Determine os divisores de 16, 24 e 84.

Exercicio 5.1.3: Determine a decomposi¢ao em fatores primos do ntimero 1260.
Exercicio 5.1.4: Calcule o mmc de 18 e 42.

Exercicio 5.1.5: Calcule o mdc de 320 e 480.

Exercicio 5.1.6: Os Jogos Olimpicos, realizados a cada quatro anos, sao um dos maiores
eventos esportivos do mundo. Em 2016, a 31? edicao desta competi¢ao aconteceu no Brasil,
na cidade do Rio de Janeiro. Com base nessas informacoes, determine se havera Jogos
Olimpicos em cada um dos anos abaixo:

Exercicio 5.1.7: Uma escola ird realizar um campeonato esportivo com 96 alunos. Serao
formados times de volei com 6 atletas cada, times de futsal com 7 atletas cada, e times de
handebol com 8 atletas cada.

a) Em qual(is) modalidade(s) havera sobra de alunos na formacao dos times?

b) Qual a quantidade minima de alunos que deveriam participar deste campeonato para
que fosse possivel montar os times sem que houvesse sobra de atletas em nenhuma
modalidade?

Exercicio 5.1.8: As turmas do ensino médio de uma escola serao dividas em equipes para
participarem de uma gincana escolar. Cada equipe deve conter a mesma quantidade de
alunos, de modo que todos os alunos sejam da mesma turma, e que nao sobre nenhum
aluno sem equipe. Sabendo que foram inscritos, respectivamente, 72, 48 e 54 alunos das
turmas de 1%, 2% e 3% séries, e que serd formada a menor quantidade possivel de grupos,
responda:

a) Quantos alunos havera em cada equipe?

b) Quantas equipes ao todo irdo participar da gincana?
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5.1.2 Atividade 2

Titulo: Equagoes diofantinas: introducao.

Objetivo: Introduzir equacoes diofantinas através de exercicios simples e situagoes
problema.

Duracgao: Sugerimos de duas a trés aulas de 50 minutos cada.

Metodologia: Apresentacao de uma situacao problema que esteja relacionada com
equacao do primeiro grau com duas incégnitas que necessite de solugoes inteiras.
Definicao de equagao diofantina linear. Execucao e correcao de exercicios. Os alunos
podem trabalhar individualmente, em duplas ou em grupos.

Comentarios: O objetivo desta atividade é mostrar como as equacoes diofantinas
lineares surgem naturalmente até mesmo em problemas de contexto simples. O
professor deverd apresentar uma situacao problema que esteja relacionada com uma
equacao diofantina linear para que os alunos busquem os seus préprios métodos de
resolugao (em geral, por inspecao dos possiveis resultados pelo método da tentativa
e erro). O exemplo 3.2.3 pode ser um bom motivador para o estudo deste tipo
de equacao. Em seguida, o professor pode brevemente definir o que sao equagoes
diofantinas lineares (deixamos como sugestao a defini¢ao 3.2.3 e os exemplos subse-
quentes). E importante o professor salientar que buscamos solucoes inteiras para
essas equacoes e, em alguns casos, tais solucoes inteiras nao podem ser negativas
(por isso a abordagem inicial através de uma situagao problema é interessante). Por

23
exemplo, se estiver trabalhando com o exercicio 3.2.3, apesar de os pares | 2, E) e

(16, — 1) serem solugoes solugao da equagao de primeiro grau 2x + 5y = 27, eles nao
satisfazem as condigoes do exercicio, pois nao é possivel o caixa dar de troco uma
quantidade nao inteira ou negativa de notas de cinco reais. Por fim, os alunos traba-
lham individualmente ou em duplas/grupos para a resolu¢ao dos exercicios propostos
abaixo. Caso alguns alunos tenham dificuldade em determinar todas as solugoes
naturais possiveis, durante a correcao o professor devera incentiva-los a encontrar
mais solugoes antes da apresentacao de todas. Ao final da correcao das atividades,
é interessante conversar com os alunos sobre a eficdcia e eficiéncia do método de
resolucao de equacoes diofantinas por tentativa e erro, e informar que na préxima
aula irao estudar outra técnica de resolucao. Ao final desta atividade, espera-se
que os alunos sejam capazes de utilizar equagoes diofantinas para modelar algumas
situages problemas, bem como buscar solugoes inteiras (ou apenas naturais) para
elas. Comentérios e objetivos especificos de cada exercicio podem ser encontrados
na segao 9.2.

Exercicio 5.1.9: Determine algumas solucoes inteiras para as equacoes diofantinas abaixo:

a)
b)

Az + 6y = 78

5a + 9y = 93
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c) 6z + 9y =96

d) 6x + 8y = 82
Exercicio 5.1.10: A equacao 8x + 12y = 95 admite sougoes inteiras? Justifique sua
resposta.

Exercicio 5.1.11: Uma sorveteria vende picolés de sabores simples por R$2,00 e picolés
de sabores especiais por R$3,00. Sabendo que Laura foi a esta sorveteria com R$15,00 e
pretende gastar todo esse dinheiro, responda:

a) Quais sao as possibilidades de compras que Laura pode fazer?

b) Represente esta situagao através de uma equagao.
Exercicio 5.1.12: Pedro possui passarinhos e cachorros como animais de estimacao. Se o
nimero total de patas desses animais é 14, responda:

a) Quais sdo as possibilidades para a quantidade de passarinhos e cachorros que Pedro
pode ter?

b) Represente esta situagao através de uma equagao.
Exercicio 5.1.13: Em uma lanchonete sao vendidas fatias de tortas salgadas no valor de

R$6,00 e fatias de tortas doces por R$8,00. Sabendo que Marcela foi a esta lanchonete
com R$60,00 e pretende gastar todo esse dinheiro, responda:

a) Quais s@o as possibilidades de compras que Marcela pode fazer?

b) Represente esta situagao através de uma equagao.
Exercicio 5.1.14: Em uma praga, criancas brincam com skates e bicicletas. Sabendo que
cada crianca brinca com apenas um desses brinquedos, responda:

a) Se ha ao todo 18 rodas, quais sao as possibilidades de quantidade de skates e
bicicletas?

b) Represente a situagao do item a) através de uma equacao.
c) E possivel haver, ao todo, 15 rodas? Justifique sua resposta.

d) Represente a situacao do item c) através de uma equagao.
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5.1.3 Atividade 3

Titulo: Equagoes diofantinas: desenvolvimento.

Objetivo: Apresentar o método de resolucao de equacoes diofantinas através do
algoritmo de Euclides. Definir e relacionar semigrupos numéricos com solugoes
naturais de equagoes diofantinas lineares. Identificar solugoes inteiras e naturais de
equacoes diofantinas no software GeoGebra, bem como determinar alguns elementos
dos semigrupos associados.

Duracao: Sugerimos de trés a cinco aulas de 50 minutos cada.

Metodologia: Exposicao e explicacao do conteido, execugao e corregao de exercicios.
Os alunos podem trabalhar individualmente, em duplas ou em grupos.

Comentarios: Neste momento, o professor devera trabalhar a resolucao de equagoes
diofantinas utilizando o algoritmo de Euclides, bem como esclarecer como verificar se
uma equagao possui solugao ou nao, além de definir e relacionar semigrupos numéricos
com as solugoes naturais de equacoes diofantinas. Deixamos como sugestao de
referéncias as proposicoes 2.28, 2.30, 3.8 e 3.13, bem como os corolarios 3.9 e 3.10, e o
teorema 3.11. Em seguida, os alunos trabalham individualmente ou em duplas/grupos
para a resolucao dos exercicios propostos abaixo. Ao final desta atividade, espera-se
que os alunos sejam capazes de utilizar o algoritmo de Euclides para encontrar
as solugoes gerais de uma equacao diofantina linear, bem como possam utilizar
semigrupos numéricos e suas propriedades na determinagao de solugoes naturais
destas equacoes e saibam como identifica-las em sua representacao geométrica no
software GeoGebra. Comentarios e objetivos especificos de cada exercicio podem ser
encontrados na se¢ao 5.2.

Observagao 5.1: Ensinaremos aqui como representar equagoes diofantinas lineares no
GeoGebra. O software é gratuito e pode ser baixado no site https://www.geogebra.org/

ou acessado online em https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_BR. Abaixo, podemos

visualizar a imagem do ambiente do GeoGebra. Caso os eixos coordenados e a malha

nao estejam aparecendo, basta clicar com o botao direito do mouse e selecionar as opgoes
“Exibir eixos” e “Exibir malha”. Eles facilitarao na busca e identificagao de solucoes inteiras

das equacoes.


https://www.geogebra.org/
https://www.geogebra.org/classic?lang=pt_BR
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Figura 5.1: Ambiente do GeoGebra.

Na regiao onde estd escrito “Entrada...”, digitamos a equacao que desejamos representar.
Abaixo, ilustramos a equagao 3x + 5y = 16. Note que a malha facilita na identificagao
da solugao inteira x = 2 e y = 2 (recomendamos marcar este ponto no grafico usando
a ferramenta “Ponto” no segundo icone no canto superior esquerdo). Para melhorar a
visualizacao da reta, é possivel clicar no iltimo icone no canto superior esquerdo e selecionar
“Mover Janela de Visualizacao”, e também “Ampliar” e “Reduzir” o zoom.

X (A7 >0 O LN = e Q =
O eql: 3x+5y = 16 N 5 QA

A = Ponto(eql : 4
o (eal)

- (2.2) ®

-2

-3

Figura 5.2: Representacao da equacao 3x + by = 16. O ponto destaca a
solugao natural x =2 e y = 2.

Vamos agora construir uma equacao diofantina linear utilizando a ferramenta “Controle
Deslizante”, disponivel no pentltimo icone do canto superior esquerdo. Primeirante,
selecionamos a opcao “Controle Deslizante” e clicamos em um ponto qualquer da Janela de
Visualizagao, e entao abrird uma janela de opgoes (conforme ilustrado na figura abaixo).
Colocamos um nome (sugerimos a letra ¢, que ja aparece nos exercicios), marcamos a
op¢ao “Inteiro” e definimos um valor minimo (sugerimos o 1), um valor maximo (dependera
de acordo com o exercicio), o incremento (deverd ser 1) e clicamos em OK.
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Controle Deslizante

Nome
c=1

Numero Angulo @ Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacao

min max Incremento
1 30 1

Figura 5.3: Janela de opcoes do Controle Deslizante.

Em seguida, no local onde estd escrito “Entrada...”, digitamos a equagao que desejamos
representar. Abaixo, ilustramos a equacgao 3z + 5y = ¢. Note que ao movermos o Controle

Deslizante, a equagao varia, e podemos identificar aquelas que possuem solucoes inteiras
ou nao.

(k] &~ L D@04 N2 @ Q=
c=18 A 6 &
e ® SAN0) o8

““““““““““““

O eql: 3x+5y =18

—1 ~

Figura 5.4: Reta da equagao 3z + 5y = ¢, com Controle Deslizante ¢ = 18.

Exercicio 5.1.15: Verifique se as equacoes diofantinas abaixo possuem solugoes inteiras.
Em caso afirmativo, determine-as e localize pelo menos uma delas no GeoGebra:

a) 4bx 4+ 14y =11

b) 3z + 6y = 22

d

)
)

c) 24x — 39y =75
) 30z + 58y = 108
)

e) 104z + 56y = 234

Exercicio 5.1.16: Qual o menor valor inteiro de ¢ a partir do qual a equagao diofantina
5x + 9y = ¢ sempre admite solugoes naturais? Represente esta equacao no GeoGebra e
verifique sua resposta. Para isso, crie a equacao bx + 9y = ¢, sendo ¢ um controle deslizante
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inteiro com valor minimo 1, maximo 40 e incremento 1. Mova o controle deslizante e
analise a reta formada pela equagao e sua interse¢ao com os eixos Ox, Oy e a malha do

GeoGebra.

Exercicio 5.1.17: Utilizando o GeoGebra, determine valores inteiros positivos de ¢ para os
quais a equacao 8x + 5y = ¢ admita solugoes naturais. Para isso, crie a equagao 8x+ 5y = ¢,
sendo ¢ um controle deslizante inteiro com valor minimo 1, maximo 35 e incremento 1.
Mova o controle deslizante e analise a reta formada pela equagao e sua intersecao com os
eixos Ox, Oy e a malha do GeoGebra.

Exercicio 5.1.18: Utilizando o GeoGebra, resolva cada item abaixo:

a) Aplicando o método de tentativa e erro, verifique se a equagao 7x + 13y = 32 admite
solucao natural. Em seguida, represente essa equagao no GeoGebra e confirme sua
resposta.

b) Determine valores naturais de ¢ para os quais a equagao 7x + 13y = ¢ admita solugoes
naturais. Para isso, crie a equagao 7z + 13y = ¢, sendo ¢ um controle deslizante
inteiro com valor minimo 1, méximo 75 e incremento 1. Mova o controle deslizante e
analise a reta formada pela equacao e sua intersegao com os eixos Oz, Oy e a malha

do GeoGebra.

¢) Determine as solugoes naturais da equagao 7z + 13y = 300. Em seguida, localize-as
no GeoGebra.

Exercicio 5.1.19: Suponha que em uma determinada cidade, as cédulas sejam apenas de
$7 e $10. A partir de qual valor é sempre possivel pagar, sem troco, qualquer quantia
inteira? Utilizando o controle deslizante, escreva no GeoGebra uma equacao diofantina
linear que represente esta situacao e verifique sua resposta.

Exercicio 5.1.20: Em um caixa eletronico hé apenas cédulas de R$20 e de R$50, e uma uma
pessoa deseja fazer um saque de 430 reais. Escreva e resolva uma equacgao diofantina que
represente esta situacao, determinando quais sao as maneiras possiveis de o caixa eletronico
liberar o dinheiro. Em seguida, represente esta equacao no GeoGebra e identifique as
solucoes que encontrou.

Exercicio 5.1.21: Uma rede de fast food vende empanados de frango em embalagens
com 5 e 12 unidades. Responda os itens abaixo e represente cada situagao no GeoGebra
através de uma equacao diofantina linear. Utilize o controle deslizante quando necessario
e verifique todas as suas respostas:

a) A partir de qual quantidade serd sempre possivel comprar uma quantia inteira desses
empanados?

b) E possivel comprar exatamente 38 empanados?

¢) Determine outras quantidades de empanados que nao é possivel comprar nesta rede
de fast food.
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d) De quais maneiras uma pessoa podera comprar 162 empanados?

5.2 Comentarios e solucoes dos exercicios propostos

5.2.1 Resolugao da Atividade 1

Solugao: Exercicio 5.1.1:

O objetivo deste exercicio é revisar multiplos de um inteiro. Uma maneira simples de
resolvé-lo é multiplicando o inteiro em questao por 0, 1, 2, 3, ..., 9.

Os dez primeiros multiplos de 3 sao:

M(@3) =40, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27}.

Os dez primeiros multiplos de 8 sao:

M(8) = {0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72}.

Os dez primeiros multiplos de 12 sao:

M(12) = {0, 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108}.

Solugao: Exercicio 5.1.2:

O objetivo deste exercicio é revisar divisores de um inteiro. O professor pode aproveitar
este momento para relembrar alguns critérios de divisibilidade.

Os divisores de 16 sao:

D(16) = {1, 2, 4, 8, 16}.

Os divisores de 24 sao:

D(24) = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.

Os divisores de 42 sao:

D(42) = {1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42}.

Solugao: Exercicio 5.1.3:

O objetivo deste exercicio é revisar a decomposicao de um nimero em fatores primos.
Para tanto, o aluno pode efetuar o processo de fatoragao usual. O professor pode relembrar
aos alunos que a ordem dos fatores na fatoracao nao altera o nimero em questao devido a
unicidade da decomposicao em fatores primos.

1260
630
315
105

35

N Ot W W NN

1

Portanto, a decomposigao em fatores primos de 1260 é
1260 = 2°.3%.5.7.

Solugao: Exercicio 5.1.4:
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O objetivo deste exercicio é revisar o calculo do mme entre dois nimeros. Uma maneira
simples de resolvé-lo é através da fatoracao simultanea:

18, 42
9, 21

)

3.7
1,7
1, 1

N W W N

Y

Portanto, o mmc de 18 e 42 é 2.32.7 = 126.

Solugao: Exercicio 5.1.5:
O objetivo deste exercicio é revisar o calculo do mdc entre dois niimeros. Uma maneira
simples de resolvé-lo é através da fatoracao simultanea:

320, 480 | 2 | divisor comum
160, 240 | 2 | divisor comum
80, 120 |2 | divisor comum
40, 60 | 2 | divisor comum
20, 30 | 2| divisor comum
10, 15 |2
5, 15 |3
5, 5 5 | divisor comum
1, 1

Portanto, o mdc de 320 e 480 é 2°.5 = 160.

Solugao: Exercicio 5.1.6:

O objetivo deste exercicio é trabalhar a ideia de multiplo de um inteiro em um problema
contextualizado. Usando a informagao de que os Jogos Olimpicos acontecem a cada quatro
anos e sendo 2016 um multiplo de 4, os alunos devem concluir que os anos em que
acontecerao os Jogos Olimpicos serao aqueles que sao multiplos de 4. Para este exercicio,
apenas os anos 2132 e 4576 sao multiplos de 4 e, portanto, serao anos de Jogos Olimpicos:

2132 = 5334
3754 = 938.4 + 2
2982 = 745442
4576 = 1144.4

Os alunos podem verificar tal fato utilizando a divisao euclidiana, e o professor também
pode aproveitar o exercicio para relembrar o critério de divisibilidade por 4, estudado no
sexto ano.

Solugao: Exercicio 5.1.7:
O objetivo do item a) ¢é trabalhar a ideia de divisor de um inteiro. O aluno deve concluir
que s6 havera sobras na formacao dos times para as modalidades em que a quantidade de
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atletas por time nao for um divisor de 96. Como 96 = 16.6, 96 = 13.7+ 5 e 96 = 12.8,
segue que havera sobra de atletas apenas nos times com 7 pessoas, ou seja, nos times de
futsal.

Ja o item b) explora a ideia de mme: para que nao haja sobra de atletas na formagao
dos times, a quantidade total de participantes no campeonato deve ser um multiplo comum
de 6, 7 e 8. Como o enunciado pergunta a quantidade minima de alunos, buscamos o mmc
desses trés nimeros:

o

w W W
e B BN B B
— = =N S oo

N W NN N

—_ =

Y )

Desse modo, o mmc de 6, 7 e 8 é 23.3.7 = 168. Portanto, 168 é a menor quantidade de
alunos que deveriam participar deste campeonato para que nao houvesse sobra de atletas
na formagao dos times. E importante salientar com os alunos que isto nao significa que
qualquer quantidade maior que 168 ira garantir que nao haja sobra de atletas.

Solugao: Exercicio 5.1.8:

O objetivo deste exercicio é trabalhar a ideia de mdc em um problema contextualizado.
Para que cada equipe tenha a mesma quantidade de alunos de uma mesma turma sem que
haja sobras, é necessario que a quantidade de alunos por equipe seja um divisor comum de
48, 54 e 72. Para que a quantidade de equipes seja a menor possivel, esse divisor deve ser
o maior possivel, ou seja, o mdc dos trés niimeros:

48, 54, 72 divisor comum
24, 27, 36
12, 27, 18
6, 27, 9

3, 27, 9 divisor comum

) Y

1, 9, 3
1,3, 1
1,1, 1

W W W NN NN

) Y

Portanto, o mdc de 48, 54 e 72 é 2.3 = 6. Desse modo, cada equipe deve ter 6 alunos.
Para o item b), basta calcular a quantidade de equipes de cada série e depois somé-las:
Para as turmas da 1% série, serao formadas

72 : 6 = 12 equipes.
Para as turmas da 2% série, serao formadas

48 : 6 = 8 equipes.
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Para as turmas da 3% série, serao formadas
54 : 6 = 9 equipes.
Portanto, participarao da gincana

12 + 8 + 9 = 29 equipes.

5.2.2 Resolugao da Atividade 2

Solugao: Exercicio 5.1.9:

O objetivo deste exercicio é que os alunos busquem solucoes inteiras para as equagoes
diofantinas pelo método de tentativa e erro. E interessante o professor pedir aos alunos
que comentem quais foram os caminhos que utilizaram para chegar nas solugoes que
encontraram.

Para o item a), algumas possiveis solugoes sdo z1 = 18 e y; = 1, 29 = 0 e yo = 13,
r3=3eys=1l, z4=—-3eys=15ex5=21¢e ys = —1.

Para o item b), algumas possiveis solugdes sao 1 =6 ey, = 7, 2o = 15 e yy = 2,
r3=24eys=—-3exy=—-3ey, =12

Para o item c¢), algumas possiveis solugdes sdo 1 = 16 e y; = 0, x5 = 1 e yo = 10,
r3=—2eys=12e x4y =19y, = —2.

Para o item d), algumas possiveis solugbes sao x1 =3 e y; = 8, 2o = 11 e yp = 2,
r3=—leys=1lexy=15ey, = —1.

Solugao: Exercicio 5.1.10:

O objetivo deste exercicio é que os alunos busquem, inicialmente, uma solugao por
tentativa e erro. Apds notarem que nao encontraram tal solucao, deverao chegar a
conclusao de que ela nao é possivel, pois a soma de dois niimeros pares resulta em um
nimero par. Caso os alunos nao cheguem a essa conclusao sozinhos, o professor podera
guia-los analisando a paridade de alguns resultados particulares dos produtos 8x e 12y,
bem como de sua soma.

Solugao: Exercicio 5.1.11:

Laura pode comprar cinco picolés de sabor especial, ou trés picolés de sabor simples e
trés de sabor especial, ou ainda seis picolés de sabor simples e apenas um de sabor especial.
Uma possivel equagao que representa esta situacao é

2z + 3y = 15,

em que x representa a quantidade de picolés de sabor simples e y representa a quantidade
de picolés de sabor especial.

Solugao: Exercicio 5.1.12:

Pedro pode ter um passaro e trés cachorros, ou trés passaros e dois cachorros, ou ainda
cinco passaros e apenas um cachorro. Para este exercicio é interessante comentar que
a solucao “Pedro possui sete passaros e nenhum cachorro” nao satisfaz o enunciado que
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afirma que Pedro possui pasarinhos e cachorros. Uma possivel equacao que representa esta
situacao é

2 + 4y = 14,
em que x representa a quantidade de passarinhos e y representa a quantidade de cachorros.

Solugao: Exercicio 5.1.13:

Marcela pode comprar dez fatias de torta salgada, ou duas fatias de torta salgada e
seis de torta doce, ou ainda seis fatias de torta salgada e trés de torta doce. Uma possivel
equacao que representa esta situacao é

6x + 8y = 60,

em que x representa a quantidade de fatias de torta salgada e y representa a quantidade
de fatias de torta doce.

Solucao: Exercicio 5.1.14:

Para os itens a) e b) é possivel que haja uma bicicleta e quatro skates, trés bicicletas e
trées skates, cinco bicicletas e dois skates, ou ainda sete bicicletas e um skate. Uma possivel
equacao que representa essa situacao ¢é

2z + 4y = 18,

em que z ¢ a quantidade de bicicletas e y ¢ a quantidade de skates.

Para os itens c) e d), é provavel que alguns alunos tenham chegado a conclusao de que
nao é possivel haver 15 rodas testando as possiveis quantidades de bicicletas e skates. E
importante o professor comentar que nao é necessario utilizar o método de tentativa e erro
neste exercicio, pois o nimero total de rodas deve ser um ntimero par, ja que a quantidade
de rodas do skate e da bicicleta sao niimeros pares, e a soma de ntmeros pares resulta em
um nimero par. O professor também deve mencionar que na aula seguinte estudarao uma
outra maneira de verificar se uma equacao diofantina possui ou nao solucao. Uma possivel
equacao que representa esta situacgao é

2z + 4y = 15.
em que x ¢ a quantidade de bicicletas e y é a quantidade de skates.

5.2.3 Resolugao da Atividade 3

Solucao: Exercicio 5.1.15:

O objetivo deste exercicio é verificar a existéncia de solucoes inteiras de uma equacao
diofantina linear, bem como determina-las utilizando o algoritmo de Euclides e localizar
algumas delas no GeoGebra.

Item a): Como (45, 14) = 1, a equagao admite solugoes inteiras. Pelo algoritmo de
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Fuclides, temos:

45 = 3.14 + 3,
14 =4.3+2,
3=12+1.

Substituindo as equagoes acima umas nas outras, obtemos
1 =45.5+14.(—16).

Multiplicando esta tltima igualdade por 11, segue que
11 = 45.55 4 14.(—176),

mostrando que xg = 55 e yy = —176 € solugao particular da equagao diofantina e, portanto,
as solugoes inteiras sao

r=>50+14t, y=-—176—-45t, comt € Z.

[ustramos abaixo a solu¢ao z = —1 e y = 4 (quando t = —4):

(X

-
ra
(5
g8
wn

2 Q

Figura 5.5: Reta da equacao 45x + 14y = 11. Note que x = —1ley =4 ¢
solugao inteira da equagao.

Item b): Como (3, 6) =3 e 3122, a equacao diofantina nao admite solugoes inteiras.
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Figura 5.6: Reta da equagao 3x + 6y = 22. A equagao nao possui solugoes
inteiras. Apenas parte da representacao é mostrada na imagem.

Item ¢): Como (24, 39) =3 e 3 | 75, a equacdo admite solugdes inteiras. Dividindo
ambos os membros da equagao por 3, obtemos a equacao equivalente

8r — 13y = 25.

Pelo algoritmo de Euclides, temos:

13=1.8+5,
8=15+3,
5=13+2,
3=1241.

Substituindo as equacoes acima umas nas outras, obtemos
1=28.5-13.3.

Multiplicando esta tultima igualdade por 25, segue que
25 =8.125 — 13.175,

mostrando que xg = 125 e yy = 75 € solugao particular da equacao diofantina e, portanto,
as solucoes inteiras sao

r=125—-13t, y=75—8t, comt € Z.

Ilustramos abaixo a solu¢do x =8 e y = 3 (quando ¢t = 9):
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Figura 5.7: Reta da equagao 24x — 39y = 75. Note que x =8 ey =3¢
solugao inteira da equagao.

Item d): Como (30, 58) =2 e 2 | 108, a equagao admite solugoes inteiras. Dividindo
ambos os membros da equacao por 2, obtemos a equagao equivalente 15z 4+ 29y = 54. Pelo
algoritmo de Euclides, temos:

29 = 1.15 + 14,
15 =114 + 1.

Substituindo a primera equacao acima na segunda, obtemos
1=152+29.(—1).

Multiplicando esta tltima igualdade por 54, segue que
54 = 15.108 + 29.(—54),

mostrando que xg = 108 e yg = —54 é solucao particular da equacao diofantina e, portanto,
as solugoes inteiras sao

x =108 +29¢, y=—54—15t, comt € Z.

[ustramos abaixo a solu¢do z = —8 e y = 6 (quando t = —4):
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Figura 5.8: Reta da equacao 30x + 58y = 108. Note que x = -8 ey =6 ¢
solugao inteira da equagao.

Item e): Como (104, 56) = 8 e 8 { 234, a equagao diofantina nao admite solugdes
inteiras.
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Figura 5.9: Reta da equacao 104z + 56y = 234. A equacao nao possui
solucoes inteiras. Apenas parte da representacao é mostrada na imagem.

Solucao: Exercicio 5.1.16:

O objetivo deste exercicio ¢ verificar a compreensao do conceito e do calculo do condutor
de um semigrupo. O semigrupo S associado a equagao bx +9y =cé .S = (5, 9). O
corolario 3.10 nos diz que o condutor 8 é dado por

B=(5-1).9—1)=48=32

Portanto, para qualquer inteiro ¢ > 32, a equagao 5x + 9y = ¢ admite solugoes naturais.

E importante comentar com os alunos que existem alguns inteiros ¢ < 32 tais que a
equacao 5r + 9y = ¢ também admite solugoes naturais; 32 é nimero a partir do qual a
equagao sempre terd solugoes. Estimule os estudantes a encontrar, utilizando o GeoGebra,
outros valores de ¢ (menores do que 32) para os quais a equagao admita solugao natural.
Abaixo, ilustramos uma situagao como esta e outra em que a equacao nao admite solugao
inteira positiva:
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Figura 5.10: Reta da equacao bx + 9y = ¢ para ¢ = 24. Note que x =3 e
y = 1 é solucao natural da equacao.
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Figura 5.11: Reta da equagao 5x + 9y = ¢ para ¢ = 26. Note que esta
equacao nao possui solucao natural.

Solucao: Exercicio 5.1.17: O objetivo deste exercicio é identificar no GeoGebra solugoes
naturais de uma equacao diofantina linear movendo o controle deslizante e analisando a
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intersecao da reta que representa a equacao com os eixos coordenados e com a malha do
GeoGebra. Recordamos que uma equagao ax + by = ¢ s6 admitira solugdes naturais se ¢
nao for lacuna do semigrupo associado. Na figura abaixo representamos uma equacao que
possui solucao inteira positiva:

\ )

0 1 2 \ LI

®
Figura 5.12: Reta da equacao 8xr 4+ by = c para ¢ = 23. Note x =1 ¢
y = 3 é solucao natural da equacao.

Abaixo ilustramos a situacao em que foi determinada a lacuna 17 e, portanto, a equagao
nao admite solugao natural:
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Figura 5.13: Reta da equacgao 8x + by = ¢ para ¢ = 17. Note que esta
equacao nao possui solucao natural.

O semigrupo associado & equagao 8z +5y = c é S = (8, 5) e, de acordo com o corolario
3.9, o conjunto das lacunas de S é

N\S={8m—-5meN|m, neN, m<5}.

Para m = 1, temos que 8.1 —5n € N se n = 1. Logo, 3 é lacuna de S.

Para m = 2, temos que 8.2 —5n € Nparan=1,n=2en = 3. Logo, 11, 6 e 1 sao
lacunas de S.

Para m = 3, temos que 8.3 —5n € Nparan=1,n=2 n=3en =4. Logo, 19, 14, 9
e 4 sao lacunas de S.

Param =4, temos que 84 —5n € Nparan=1,n=2n=3,n=4,n=5en=0.
Logo, 27, 22, 17, 12, 7 e 2 sao lacunas de S.

Desse modo, segue que

N\S=A{1, 2, 3,4,6, 7 9, 11, 12, 14, 17, 19, 22, 27}.
Portanto, a equacao 8x + 5y = ¢ admite solugoes naturais para todo ¢ natural tal que
c¢ {1, 2, 3,4,6,7 9, 11, 12, 14, 17, 19, 22, 27}.

Solugao: Exercicio 5.1.18:

O objetivo do item a) é que o aluno busque alguma soluc¢ao pelo método de tentativa
e erro e chegue a hipdtese de que tal solucao nao existe. Em seguida, devera utilizar o
GeoGebra para comprovar sua hipdtese. Abaixo ilustramos a representacao da equacao
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Tr + 13y = 32. E importante que o professor diga aos alunos para observar a reta em todo
o primeiro quadrante (regido onde estarao as solugdes naturais, caso existam).

&

3
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Figura 5.14: Reta da equacao 7x + 13y = 32. Note que esta equagao nao
possui solucao natural.

O objetivo do item b) é que o aluno saiba identificar no GeoGebra solugdes naturais de
uma equacgao diofantina linear movendo o controle deslizante e analisando a intersecao
da reta que representa a equacao com os eixos coordenados e com a malha do GeoGebra.
Abaixo ilustramos uma equagao que possui solucao inteira positiva:

4 @

Figura 5.15: Reta da equagao 7z 4 13y = ¢ com ¢ = 46. Note que x =1 e
y = 3 é solucao natural desta equagao.

Na imagem abaixo, estd representada uma equagao que nao possui solucao natural,
uma vez que ¢ assumiu o valor de uma lacuna do semigrupo associado:
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Figura 5.16: Reta da equacao 7x + 13y = ¢ com ¢ = 30. Note que esta
equacao nao possui solucao natural.

O semigrupo associado & equagao 7z + 13y = ¢ é S = (7, 13). Aplicando o corolério
3.9, o conjunto das lacunas de S é

N\S={"m—-13neN|m, neN, m < 13}.

Para m = 1, temos que 7.1 — 13n ¢ N.

Para m = 2, temos que 7.2 — 13n € Nse n = 1. Logo, 1 é lacuna de S.

Para m = 3, temos que 7.3 — 13n € Nse n = 1. Logo, 8 é lacuna de S.

Para m = 4, temos que 7.4 — 13n € N paran =1 e n = 2. Logo, 15 e 2 sao lacunas de
S.

Para m = 5, temos que 7.5 — 13n € N paran =1 e n = 2. Logo, 22 ¢ 9 sao lacunas de
S.

Para m = 6, temos que 7.6 — 13n € Nparan =1, n =2 en = 3. Logo, 29, 16 e 3 sao
lacunas de S.

Para m =7, temos que 7.7 — 13n € N paran =1, n = 2 e n = 3. Logo, 36, 23 e¢ 10 sao
lacunas de S.

Para m = 8, temos que 7.8 —13n € Nparan=1,n =2, n=3 e n = 4. Logo, 43, 30,
17 e 4 sao lacunas de S.

Para m =9, temos que 7.9 — 13n € Nparan =1, n =2, n =3 e n = 4. Logo, 50, 37,
24 e 11 sao lacunas de S.

Para m = 10, temos que 7.10 —13n e Nparan=1,n=2,n=3, n=4en = 5.
Logo, 57, 44, 31, 18 e 5 sao lacunas de S.

Para m = 11, temos que 7.11 —13n € Nparan=1,n=2, n=3,n=4en = 5.
Logo, 64, 51, 38, 25 e 12 sao lacunas de S.

Para m = 12, temos que 7.12 —13n € Nparan=1,n=2,n=3, n=4,n=>5e
n = 6. Logo, 71, 58, 45, 32, 19 e 6 sao lacunas de S.
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Desse modo, segue que o conjunto das lacunas de S = (7, 13) é

N\S={1,2 3, 4,5, 6,8, 9, 10, 11, 12, 15, 16, 17, 18, 19, 22, 23, 24, 25,
29, 30, 31, 32, 36, 37, 38, 43, 44, 45, 50, 51, 57, 58, 64, 71}.

Portanto, a equacao 7x + 13y = ¢ admite solucoes naturais para todo ¢ natural tal que
c ¢ N\ S. Em particular, como 32 é lacuna de S, a equac@o do item a) ndo possui solugao
natural.

O objetivo do item c) é que o aluno determine as solugdes naturais 7z + 13y = 300
pelo Algoritmo de Euclides e, em seguida, identifique-as no GeoGebra. Temos:

13 =1.7+6,
7=1.6+1.

Substituindo a primeira equacao acima na segunda, obtemos
1=7—-13+7=72+13.(-1).

Multiplicando esta ultima igualdade por 300, segue que
300 = 7.600 + 13.(—300) = 7.(46.13 + 2) + 13.(—300) = 7.2 + 13.22,

mostrando que zo = 2 e yo = 22 é a solugao minimal da equagao diofantina e, portanto, as
solucoes naturais sao

r=2+13t, y=22—-Tt, comt €N,

que s6 tém sentido parat=0,t=1,t=2et = 3.

Para t = 0, temos a solugao minimal zy = 2 e yo = 22.

Para t = 1, temos a solugao z; = 15 e y; = 15.

Para t = 2, temos a solucao xo = 28 e yo = 8.

Por fim, para t = 3, temos a solugao 3 =41 e y3 = 1.

O professor devera pedir aos alunos que movimentem a tela do GeoGebra e apliquem
o zoom quando necessario para que possam localizar as solugoes naturais encontradas.
Abaixo, ilustramos a solugao x; = 15 e y; = 15:
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Figura 5.17: Reta da equacao 7z + 13y = 300. Note que z =15e y =15
é solugao natural desta equacao.

Solucao: Exercicio 5.1.19:

O objetivo deste exercicio é que o aluno possa representar uma situagao problema
através de uma equacao diofantina linear e constatar que, para solucionar o exercicio, nao
¢ necessario resolver a equacao, mas apenas determinar o condutor do semigrupo associado
a ela. Considerando x a quantidade de cédulas de $7 e y a quantidade de cédulas de $10,
a equacao que representa essa situacao é

Tr + 10y = c,

em que c é o valor que desejamos pagar. Para que qualquer pagamento seja sem troco, é
necessario que ¢ seja maior ou igual ao condutor do semigrupo S = (7, 10), associado a
essa equacao. O corolario 3.10 nos diz que o condutor 8 é dado por

B=(7-1).(10—-1) =69 = 54.

Portanto, é possivel pagar, sem troco, qualquer valor inteiro ¢ maior ou igual a $54. O
professor deve comentar com os alunos que existem quantias inteiras menores que $54
que também podem ser pagas sem troco. Uma maneira de eles verificarem esse fato é
observando a representacao desta situacao no GeoGebra através da equacgao 7x + 10y = ¢,
em que ¢ é um controle deslizante inteiro com valor minimo 1, méaximo 70 e incremento 1.
Abaixo ilustramos essa situacao:
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Figura 5.18: Reta da equacgao 7z 4+ 10y = ¢ com ¢ = 41. Note que x =3 e
y = 2 é solucao natural desta equagao.

Solugao: Exercicio 5.1.20:

O objetivo deste exercicio é que o aluno possa representar uma situagao problema
através de uma equacao diofantina e resolve-la. Considerando x a quantidade de cédulas
de $20 e y a quantidade de cédulas de $50, a equacao que representa essa situacao é

20x + 50y = 430.

Como (20, 50) = 10 e 10 | 430, essa equagao possui solu¢ao. Dividindo ambos os
membros da equagao por 10, obtemos a equagao equivalente

2 4+ 5y =43
Pelo algoritmo de Euclides, temos:
5=22+1,
ou seja,
1=5.1+2/(-2).
Multiplicando esta ultima igualdade por 43, segue que
43 =543 +2.(—86) =5.(2.21 + 1) + 2.(—86) = 2.19+ 5.1,

mostrando que xg = 19 e yy = 1 ¢ a solucao minimal da equagao diofantina e, portanto, as
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solugoes naturais sao
r=19+5t, y=1—-2t, comteN,

que s6 tém sentido para t = 0. Desse modo, a equacao sé possui a solu¢ao minimal xg = 19
e yo = 1. Isso significa que o caixa eletronico ird fornecer dezenove notas de R$20 e uma
nota de R$50.

Abaixo, ilustramos essa solucao no GeoGebra. O professor deverd instruir os alunos a
movimentarem a tela e utilizarem o zoom para que possam visualizar toda a parte da reta
situada no primeiro quadrante:

Figura 5.19: Reta da equacao 20x + 50y = 430. Note que r =19ey =1
¢ a solucao natural desta equagao.

Solucao: Exercicio 5.1.21:

O objetivo deste exercicio é que o aluno possa representar uma situagao problema
através de uma equacao diofantina linear e resolveé-la.

Para o item a), basta que o aluno calcule o condutor do semigrupo associado a equagao.
Considerando x a quantidade de embalagens com 5 unidades de empanados e y a quantidade
de embalagens com 12 unidades, a equagao que representa essa situagao é

or + 12y = ¢,

em que ¢ é a quantidade total de empanados que desejamos comprar. O semigrupo
associado a essa equacao é S = (5, 12), e o seu condutor é o niimero a partir do qual a
equacao sempre tem solucao natural. O corolario 3.10 nos diz que o condutor 3 de S é
dado por

B=(-1).12—1) =411 = 44.

Portanto, é possivel comprar qualquer quantidade inteira de empanados maior ou
igual a 44. E importante mencionar aos alunos que também é possivel comprar algumas
quantidades inteiras menores que 44, e eles podem verificar tal fato representando a equacao
5x 4+ 12y = ¢ no GeoGegebra, sendo ¢ um controle deslizante inteiro com valor minimo 1,
maximo 50 e incremento 1. Abaixo ilustramos uma dessas situagoes:
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Figura 5.20: Reta da equagao 5x 4 12y = ¢ com ¢ = 22. Note que x =2 e

y = 1 é a solucao natural desta equagao.

O objetivo do item b) é que o aluno busque alguma solugao pelo método de tentativa e

erro e chegue a hipdtese de que nao existe tal solucao. Em seguida, represente a equagao

5x + 12y = 38 no GeoGebra e confirme sua hipdtese. Abaixo ilustramos essa representacao:
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Figura 5.21: Reta da equacao bz + 12y = ¢ com ¢ = 38. Note que esta

equacao nao possui solucao natural.

O objetivo do item c) é determinar lacunas do semigrupo associado a equagao bz +

12y = c¢. Para isso, os alunos irao variar o valor do controle deslizante ¢ e verificar se a

equagao admite solugao natural ou nao. Abaixo, ilustramos duas situagoes em que foram

determinadas as lacunas 18 e 31:
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Figura 5.22: Reta da equagao 5z + 12y = ¢ para ¢ = 18. Note que esta
equacao nao possui solucao natural.

&

0 1 2 3 4 5 B~

Figura 5.23: Reta da equacao bz + 12y = ¢ para ¢ = 31. Note que esta
equacao nao possui solucao natural.

Caso a turma nao consiga encontrar todas as lacunas do semigrupo, o professor podera
apresentar aquelas que faltaram e pedir para que verifiquem a equacgao no GeoGebra.
Conforme mencionado no item a), o semigrupo associado a equagdo bx + 12y = ¢ é
S = (5, 12). Aplicando o corolario 3.9, o conjunto das lacunas de S é

N\S={m—-12neN|m, neN, m < 12}.

Para m = 1, temos que 5.1 — 12n ¢ N.
Para m = 2, temos que 5.2 — 12n ¢ N.



117

Para m = 3, temos que 5.3 — 12n € N se n = 1. Logo, 3 é lacuna de S.

Para m = 4, temos que 5.4 — 12n € N se n = 1. Logo, 8 é lacuna de S.

Para m = 5, temos que 5.5 — 12n € N paran =1 e n = 2. Logo, 13 e 1 sao lacunas de
S.

Para m = 6, temos que 5.6 — 12n € N paran =1 e n = 2. Logo, 18 e 6 sao lacunas de
S.

Para m = 7, temos que 5.7 — 12n € N paran =1 e n = 2. Logo, 23 e 11 sao lacunas
de S.

Para m = 8, temos que 5.8 —12n € Nparan =1, n =2 e n = 3. Logo, 28, 16 e 4 sao
lacunas de S.

Para m =9, temos que 5.9 —12n € Nparan =1, n =2 e n = 3. Logo, 33, 21 ¢ 9 sao
lacunas de S.

Para m = 10, temos que 5.10 — 12n € N paran =1, n =2, n =3 e n = 4. Logo, 38,
26, 14 e 2 sao lacunas de S.

Para m = 11, temos que 5.11 — 12n € Nparan =1, n =2, n =3 e n = 4. Logo, 43,
31, 19 e 7 sao lacunas de S.

Desse modo, segue que o conjunto das lacunas de S = (5, 12) é :

N\S={1,2 3 4,6, 7, 8, 9, 11, 13, 14, 16, 18, 19, 21, 23, 26,
28, 31, 33, 38, 43).

Portanto, ndo é possivel comprar uma quantidade ¢ de empanados tal que ¢ € N\ S.

O objetivo do item d) é que o aluno determine as solugbes naturais da equacao
S5x + 12y = 162 pelo algoritmo de Euclides e, em seguida, identifique-as no GeoGebra.
Temos:

12=25+2,
5=22+1.

Substituindo a primera equagao acima na segunda, obtemos
1=5-2.(12-5.2) =55+ 12.(-2).

Multiplicando esta tultima igualdade por 162, segue que
162 = 5.810 4 12.(—324) = 5.(67.12 + 6) + 12.(—324) = 5.6 + 12.11,

mostrando que xg = 6 e yp = 11 é a solucao minimal da equagao diofantina e, portanto, as
solugoes naturais sao

r=6+12t, y=11—-5t comt e N,

que s6 tém sentido parat =0,t=1et = 2.
Para ¢t = 0, temos a solu¢cao minimal o = 6 e yy = 11, que representa que o cliente
comprara seis caixas com cinco unidades de empanados e onze caixas com doze unidades.
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Para t = 1, temos a solucao x; = 18 e y; = 6, que representa que o cliente comprara
dezoito caixas com cinco unidades de empanados e seis caixas com doze unidades.

Por fim, para t = 2, temos a solucao o = 30 e y5 = 1, que representa que o cliente
comprara trinta caixas com cinco unidades de empanados e uma caixa com doze unidades.

O professor devera pedir aos alunos que movimentem a tela do GeoGebra e apliquem
o zoom quando necessario para que possam localizar as solu¢oes naturais encontradas.
Abaixo, ilustramos a solucao r; = 18 e y; = 6:

Figura 5.24: Reta da equacao 5x + 12y = 162. Note que x =18 e y =6 ¢
solugao natural desta equacao.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos os semigrupos numeéricos e algumas de suas propriedades.
Introduzimos semigrupos numéricos simétricos, pseudossimétricos, quase-simétricos e Arf.
Relacionamos semigrupos modulares com inequagoes diofantinas modulares e apresentamos
um algoritmo que permite determinar se um semigrupo numérico ¢ modular ou nao.
Introduzimos os chamados UESY-semigrupos e os relacionamos com semigrupos modulares
cujo moédulo possui valor minimo em relacao ao seu peso. Também foram apresentados
resultados aritméticos sobre os nimeros inteiros, bem como a relagao entre equacoes
diofantinas lineares e semigrupos. Por fim, trouxemos uma proposta de atividades para a
Educacgao Basica abrangendo estes dois tltimos tépicos.

Esperamos que este trabalho seja 1til para professores e licenciandos em Matemaética.
Para aqueles que gostariam de aprofundar o estudo de semigrupos, em [10] é feita uma
relacao entre o estudo de anéis locais e semigrupos numéricos. Classificar um anel local
nao ¢ simples, mas pode se tornar menos complexo a partir da andlise de seu semigrupo
correspondente. No capitulo 4 estudamos semigrupos modulares. Dados dois inteiros a
e b positivos com a < b, encontrar uma férmula em termos de a e b para o niimero de
Frobenius e para a multiplicidade de S(a,b) ainda é um problema em aberto na Matemadtica.
Em [3] é possivel encontrar alguns resultados parciais para casos especificos. O estudo de
semigrupos modulares pode ser generalizado, conforme em [3]: dados trés nimeros inteiros
positivos a, b e ¢, uma inequagao diofantina proporcionalmente modular é uma expressao
da forma ax mod b < cx em que x é uma variavel em Z. O conjunto de solucoes inteiras
desta inequacao, denotado por S(a,b,c) = {z € N | ar mod b < cz}, é um semigrupo
numeérico chamado de semigrupo numérico proporcionalmente modular. Um semigrupo
numérico S é chamado de PEPSY-semigrupo se existe um semigrupo pseudossimétrico

S/
S’ tal que S = S5"U {7(5’),7(2 ) } De maneira parecida como fizemos no capitulo 4, os

PEPSY-semigrupos estao relacionados com semigrupos modulares cujo médulo é igual ao
seu peso mais trés. Tal relagao pode ser verificada também em [3].

Esta pesquisa me permitiu enriquecer e aprofundar conhecimentos matematicos sobre
estruturas que até entao desconhecia. Foi interessante constatar como alguns tépicos aqui
apresentados sao objetos de pesquisa para problemas em aberto até os dias atuais. Por
fim, destaco que este trabalho também contribuiu para me mostrar que mesmo que alguns
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conteudos sejam voltados para a ensino superior, eles também podem ser introduzidos
na Educacao Basica, oportunizando assim ao aluno do ciclo bésico o contato com outras
estruturas e conceitos importantes da Matematica.
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