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“Cada sequndo é tempo
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Resumo

Este estudo tem por objetivo desenvolver uma proposta didatica de aplicacao dos Lemas
de Kaplansky para o Ensino Médio. Para tanto, realizamos uma pesquisa de campo na
qual desenvolvemos um conjunto de atividades que foram aplicadas em uma turma do
2° ano do Ensino Médio na disciplina de matematica. Levando em consideracao que
as aulas presenciais encontram-se suspensas em decorréncia da pandemia da COVID
- 19 e, desde entao foi adotado o modelo de ensino remoto, tal aplicagdo ocorreu de
modo assincrono, por meio do Google Classroom, onde foi disponibilizada a sequéncia
didatica. Com base nos resultados, constatamos que, embora tenham surgido dificul-
dades na resolucao das atividades, alguns alunos demonstraram ter compreendido bem
o enunciado dos Lemas. Esperamos que esse possa ser um produto inicial para ser

utilizado por professores e alunos da educacao basica.

Palavras-chave: Analise Combinatéria. Lemas de Kaplansky. Sequéncia Didatica.



Abstract

This study aims to develop a didactic proposal for the application of Kaplansky’s Lem-
mas to High School. For that, we carried out a field research in which we developed a
set of activities that were applied to a 2° year of High School class in the methematics
subject. Taking into account that the in-person classes chosen were suspended due to
the COVID - 19 pandemic and, since then, the remote learning model was adopted,
such error request asynchronously, through Google Classroom, where the didactic se-
quence was made available. Based on the results, we found that, although there were
difficulties in solving the activities, some students demonstrated that they understood
the statement of the Lemmas enunciation well. We hope that this can be an initial

product to be used by teachers and students of basic education.

Keywords: Combinatorial Analysis. Kaplansky’s Lemmas. Didactic sequence.
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1 Introducao

O interesse pela Andlise Combinatéria surgiu desde a minha graduacao, onde tive
a oportunidade de iniciar um aprofundamento em seu estudo e compreender melhor os
aspectos relacionados ao seu processo de ensino e aprendizagem no ensino basico. Nesse
sentido, o desejo de continuar estudando mais profundamente essa tematica perdurou
até o mestrado, o que acarretou na ideia para o desenvolvimento desta proposta de
pesquisa.

Por meio de uma revisao bibliografica sobre esse tema, foi possivel perceber que em
muitos casos as metodologias de ensino utilizadas pelos professores nem sempre favore-
cem a construcao de significados e do pensamento combinatério por parte dos alunos,
como aponta MARTINS (2018). Um dos fatores que contribui para as dificuldades
na Analise Combinatéria consiste na maneira de ensinar mateméatica no ensino basico,
pois muitas vezes se prioriza uma abordagem dos contetidos de modo mecanico.

Tratando-se da maneira como vem sendo desenvolvido o ensino da Anéalise Com-
binatéria, segundo PASSOS (2017), por vezes, os professores fazem uma abordagem
voltada a aplicacao de formulas, tornando o trabalho automatico e sem sentido. Dessa
forma, vale salientar que mais importante do que decorar férmulas e aplica-las é inter-
pretar, organizar os dados e criar estratégias de resolucao, pois as formulas devem ser
utilizadas como facilitadoras desse processo.

Embora a Analise Combinatoria tenha aplicacgdo em diversos ramos dentro e fora
da matematica, como na Probabilidade, Estatistica, Economia, Biologia, entre outros,
sua abordagem no ensino basico por vezes se resume ao estudo de Permutacoes, Ar-
ranjos e Combinagoes, o que, conforme MORGADO (2016), corresponde a uma visao
incompleta, pois a Andlise Combinatoéria trata de varios tipos de problemas e de outras
técnicas para soluciona-los.

Assim, formalizar outros métodos de contagem que sdo acessiveis aos alunos do
ensino basico pode contribuir para o desenvolvimento do raciocinio combinatério e da
criatividade por parte dos estudantes, uma vez que, terao a possibilidade de lidar com
situacoes e contextos diferentes daqueles que ja estao habituados.

Diante do exposto, esperamos, com essa pesquisa, mostrar aos discentes a riqueza
da aplicabilidade da Anélise Combinatéria por meio da abordagem de um dos méto-
dos de contagem: os Lemas de Kaplansky. Dessa maneira, nos propomos a preparar
uma sequéncia didatica a ser aplicada com alunos do Ensino Médio que promova uma
interacao com esses Lemas.

Com o intuito de conhecer as produgoes relacionadas aos Lemas de Kaplansky,

para entao analisar as semelhangas e outras contribuicdes que podem ser oriundas da
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realizacao deste estudo, foi feito um levantamento bibliografico no banco de dissertagoes
do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) sobre as
dissertagoes produzidas que englobam esse tema. Assim, apresenta-se a seguir, de
maneira sucinta, os trabalhos que foram encontrados.

TROVAO (2015), em sua pesquisa, expoe alguns métodos que facilitam na resolugio
de problemas de contagem, entre eles tém-se os Lemas de Kaplansky. Por conseguinte,
esses Lemas sao abordados de maneira resumida nessa pesquisa, por meio da apresen-
tagao e solugoes de alguns exemplos, para, em seguida, apresentar o desenvolvimento
de sua férmula. Feito isso, o autor segue com a exposi¢ao de outros temas.

Ja LOPES (2016) apresenta, em sua dissertagdo, uma proposta para abordagem
do contetido de Analise Combinatéria para alunos do Ensino Médio. Assim, o autor
mostra a importancia de contribuir com a compreensao do desenvolvimento estrutural
do raciocinio combinatério utilizado na construcao das suas férmulas, possibilitando
que os alunos nao facam apenas sua aplicacao de forma mecénica.

Nesse estudo, os Lemas de Kaplansky sao apresentados dentro do capitulo das Per-
mutagoes ¢ abordados com a utilizagao de estruturas simbodlicas, em que a permutagao
dessas estruturas foi feita de maneira estratégica, sem o uso das Combinagoes. Desse
modo, em seu trabalho, o pesquisador exibe solugoes de questoes retiradas de olimpia-
das de matematica, de livros didaticos e de exames de sele¢ao do Instituto Tecnoldgico
da Aerondutica (ITA). Essas questoes seguem uma mesma linha de raciocinio, no en-
tanto, o nivel de dificuldade vai evoluindo. Por fim, o autor espera que, com esses
problemas, os alunos tenham a oportunidade de encontrar padroes e modelé-los na
resolucao de situagoes mais dificeis.

Com uma perspectiva semelhante, GARCIA (2017), em sua dissertagao, busca fa-
vorecer a compreensao da Andlise Combinatéria pelos alunos do Ensino Médio. Além
disso, o autor considera que sua pesquisa pode ser um material de referéncia para
professores que ensinam esse conteudo. Dessa forma, o pesquisador apresenta como
desenvolver toda a Andlise Combinatoéria tomando como base o Principio Fundamen-
tal de Contagem (PFC), sem restringir-se ao uso de férmulas e utilizando os conceitos
de Arranjos e Combinacoes apenas para facilitar nos calculos. Para tanto, nessa pes-
quisa, a Analise Combinatoéria foi construida por meio da resolucido de problemas que
necessitam de diversas estratégias, raciocinios e mostram a sua aplicabilidade. Nesse
sentido, entre os temas abordados nesse estudo encontram-se os Lemas de Kaplansky.

Prosseguindo, Ferreira (2017), em sua pesquisa, apresentou algumas técnicas de
contagem de grande utilidade para a resolu¢ao de muitos problemas de Analise Com-
binatoria, entre as quais podemos encontrar os Lemas de Kaplansky. Além disso, a

pesquisadora utilizou-as para apresentar duas formas distintas de resolver o Problema
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1 ¢ finaliza o trabalho solucionando problemas semelhantes ao supracitado.

de Lucas
Em suas consideragoes finais, a autora ressalta que, as vezes, no ensino de Anélise
Combinatoria, algumas técnicas de contagem sao negligenciadas por serem conside-
radas muito complexas. Entao, com o desenvolvimento de sua pesquisa, foi possivel
perceber que essas podem ser aplicadas na solucao de varios problemas praticos e in-
teressantes.

Dando seguimento, LIMA (2020), buscou investigar a compreensao de alunos do
39 ano do Ensino Médio sobre a resolucao de problemas de contagem relacionados ao
Principio das Gavetas aos Lemas de Kaplansky. Dessa forma, para coletar os dados, o
pesquisador fez uso de questiondrios semiestruturados e testes contendo problemas de
contagem. Além disso, também foram realizadas oficinas para o estudo do Principio das
Gavetas e dos Lemas de Kaplansky. O autor defende a possibilidade do estudo dessas
tematicas por alunos do Ensino Médio, ja que os conceitos basicos para desenvolvimento
destes contetdos ja sao estudados pelos alunos no ensino basico. Assim, por meio de
sua investigagdo, o pesquisador alcangou resultados positivos que confirmaram que tais
assuntos sao acessiveis aos estudantes de nivel médio.

Baseado nesses estudos, pode-se observar que ha uma semelhanca entre as pesquisas
anteriormente apresentadas, pois elas buscam contribuir com a abordagem da Analise
Combinatoria, apresentando métodos de contagem que vao além do que estd proposto
nos curriculos do ensino béasico e sem fazer o uso demasiado de suas férmulas, propondo
a resolucao de problemas praticos e o desenvolvimento do raciocinio combinatorio.

Nesse sentido, esta pesquisa assemelha-se aos estudos apresentados, pois também
visa produzir um material que possa contribuir no processo de ensino e aprendizagem
da Anélise Combinatéria. No entanto, nossa metodologia de ensino é diferente, ja
que se propoe a elaboracao e aplicagdo de uma sequéncia de ensino para os Lemas
de Kaplasnky de modo gradativo, onde buscamos levar os alunos a compreensao da
importancia de estudar sobre essa tematica e quando ela pode ser aplicada, além de
resolver diversos problemas que apresentem situagoes cotidianas.

Dessa forma, apresenta-se abaixo os objetivos geral e especificos que norteiam esta

pesquisa.

1.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma proposta didatica de aplicagdo dos Lemas de Kaplansky para o

Ensino Médio.

1 Conhecido também por Ménege Problem. Conforme Ferreira (2017), este problema foi formulado

por Francois Edouard Lucas em 1891 e consiste em determinar de quantas maneiras certo nimero
de casais podem sentar em torno de uma mesa circular, de modo que pessoas do mesmo sexo nao
sentem-se juntas e que nenhum casal fique ao lado do seu par.
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1.2 Objetivos Especificos

o Apresentar alguns dos principais fundamentos da Analise Combinatoria;
» Utilizar os Lemas de Kaplansky como método de resolucao de diversos problemas;

o Construir e aplicar uma sequéncia didatica, visando contribuir para o desenvol-

vimento dos Lemas de Kaplansky numa turma do 22 ano do Ensino Médio;
o Ampliar a abordagem dos conceitos da Analise Combinatéria no Ensino Médio;

o Descrever como os documentos norteadores da educagao bésica no Brasil sugerem

que seja desenvolvido o ensino da Analise Combinatoria.

1.3 Organizacao

Esta pesquisa estd organizada da seguinte forma: além deste Capitulo 1, que cor-
responde a Introducgao do trabalho, no Capitulo 2, apresentamos as nogoes basicas da
Analise Combinatéria, seguida das suas definigbes e de exemplos da aplicagdo. Ja no
Capitulo 3, discorremos sobre o tema principal da pesquisa, que sdo os Lemas de Ka-
plansky, onde apresentamos seu enunciado, bem como uma demonstracao para cada
Lema e exemplos praticos de suas aplicacoes. No Capitulo 4, fizemos um levantamento
nos documentos que norteiam a educacgao basica no Brasil, em algumas pesquisas aca-
démicas sobre o ensino da Analise Combinatoéria e as dificuldades relacionadas ao seu
processo de ensino e aprendizagem. O Capitulo 5 corresponde a abordagem meto-
dolégica da pesquisa, onde apresentamos os sujeitos participantes, os instrumentos
utilizados e as etapas de sua realizacdo. No Capitulo 6, discorremos sobre as analises
e discussoes dos resultados obtidos. Por fim, apresentamos as conclusoes do trabalho,

seguida das referéncias e do apéndice.



2 Nocoes Basicas da Analise Combinatoria

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos os conceitos basicos da Andlise Combinatoria, bem
como suas defini¢oes e exemplos. No caso dos Arranjos ¢ das Combinagoes Simples,
para cada problema ¢é apresentado uma solucao com a aplicagao direta da definicao e
outra sem sua utilizagao, pois a finalidade é perceber que nao ha uma obrigatoriedade de
uso de férmulas, visto que, com a aplicagdo do Principio Aditivo e/ou Multiplicativo,*
estes problemas podem ser resolvidos. E importante ressaltar que as definicdes que
constam nesse capitulo foram fundamentadas em HAZZAN (2013), MORGADO (2016)
e TANEJA 1.J.; ARAUJO (2010).

2.2 Fundamentos Basicos da Analise Combinatoéria

Em primeiro lugar, consideramos ser importante apresentar os conceitos basicos da
Anaélise Combinatéria, tendo em vista que os alunos do ensino bésico tem o primeiro
contato com esse campo da matematica a partir do estudo desses conceitos. Além
disso, eles podem ser aplicados em diversos problemas praticos e tem um papel impor-
tante também na teoria da Probabilidade. Sendo assim, a seguir apresentam-se estes

conceitos.

2.3 Principio aditivo

Definigao 2.1 Sejam dois conjuntos A e B disjuntos? , sendo a e b o niimero de

seus elementos, respectivamente. Entao, AU B possui a + b elementos.

Exemplo 2.1: Lorena, com muita sede, foi a uma lanchonete onde havia disponi-
veis quatro opgoes de suco, cinco opgoes de refrigerante e duas marcas de agua mineral.

De quantas maneiras diferentes Lorena pode escolher uma bebida?

Solugao: Considerando cada tipo bebida como um conjunto, ou seja, S o conjunto
dos sucos, R o conjunto dos refrigerantes e A o das dguas, é possivel perceber que esses

conjuntos sao disjuntos, isto é, nao possuem elementos em comum. Dali, pelo Principio

1
2

Também conhecido como Principio Fundamental de Contagem.
Dois ou mais conjuntos sao ditos disjuntos quando nao possuem elementos em comum.



Capitulo 2. Nogoes Bdsicas da Andlise Combinatdria 16

Aditivo, tem-se que Lorena tem 4 4+ 5 + 2 = 11 maneiras diferentes de escolher uma
bebida.

2.4 Principio Multiplicativo

Definicao 2.2: Se uma escolha E; puder ser feita de m maneiras e se, realizada
essa escolha F'q, a escolha Fy puder ser feita de n maneiras, entao o nimero de formas

de se realizar as escolhas E; e Ey é igual a m - n.

Exemplo 2.2: Amanda deseja fazer uma viagem de Sanhar6 até o Rio de Janeiro.
No entanto, ndo hé como ela fazer essa viagem diretamente, ela precisara escolher uma
linha de 6nibus e uma companhia aérea para fazer o trajeto Sanhard - Recife - Rio
de Janeiro. Para isso, ela tem trés linhas diferentes de onibus para ir de Sanharé até
Recife e, chegando 14, ela dispoe de quatro companhias aéreas para o Rio de Janeiro.

Nessas condi¢oes de quantas manciras Amanda pode fazer essa viagem?

Solugao: Sendo FE; a escolha da linha de 6nibus e E5 a escolha da companhia
aérea. Temos, entdo, 3 maneiras para escolher F; e 4 maneiras para Fy. Assim, pelo
Principio Multiplicativo, o nimero de maneiras disponiveis para Amanda realizar sua

viagem ¢é igual a 3-4 = 12.

2.5 Fatorial

Em problemas de contagem, ¢ muito frequente a utilizacdo da multiplicacao de
fatores consecutivos, entao, antes de continuar com a apresentacao dos conceitos da

Analise Combinatoria, é necessario definir a notacao de fatorial.

Definigao 2.3 Dado um nimero natural n, denomina-se fatorial de n o produto de
todos os numeros naturais consecutivos de 1 até n. Em simbolos, n! (1&-se “n fatorial”

ou “fatorial de n””). Assim, temos a seguinte relagao:
nl=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1paran > 2.

Por convencao

ol=1,

11 =1.

O fatorial ¢ 1util na simplificacdo de expressdoes em que nem sempre ¢ necessario

desenvolver o produto de todos os nimeros naturais, ou seja, o fatorial de um niimero
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natural é igual ao produto dele pelo fatorial do seu antecessor.

Exemplo 2.3: Simplifique a expressao 8!/5!.

Solugao: Aplicando a defini¢cao de fatorial, temos que:

81=8-7-6-5-4-3-2-1=8-7-6-5!

Dati;
8 8-7-6-5!
2.6 Permutacao Simples
Definigao 2.4: Seja B um conjunto com n elementos, ou seja, B = {by, by, b3, ..., by}

Denomina-se Permutagao Simples, em simbolo P, dos n elementos de B, cada agru-

pamento ordenado sem repeticao desses n elementos.

Exemplo 2.4: Davi, Bruna e Marcelo devem ser dispostos lado a lado, para uma

foto. Qual o total de possibilidades de disposi¢oes?

Solugao: Cada forma de disposicao das trés pessoas para foto é um agrupamento
diferente, ou seja, é uma Permutacao Simples das trés pessoas. Entao, para escolha da
12 posicao, temos 3 possibilidades, definida essa escolha, para a 22 posicao, temos 2
possibilidades, restando apenas 1 possibilidade para a 3* posicao. Dali, pelo Principio
Multiplicativo, existe P3 =3 -2 -1 = 6 disposigoes.

Agrupando de forma organizada, temos as seguintes possibilidades:

(Davi, Bruna, Marcelo), (Davi, Marcelo, Bruna), (Bruna, Marcelo, Davi), (Bruna,
Davi, Marcelo), (Marcelo, Davi, Bruna) e (Marcelo, Bruna, Davi).

Pode-se generalizar a ideia anterior para o caso de n elementos distintos, pois cada
Permutacao Simples de n elementos pode ser obtida em n etapas. Assim, na primeira
etapa qualquer dos n elementos podem ser escolhidos, na segunda etapa ha uma opg¢ao
a menos que na etapa anterior, isto é, n — 1 opcoes, para a terceira etapa ha duas
opg¢OCs a menos, ou scja, n — 2, ¢ assim sucessivamente até que, para a ultima ctapa,
temos apenas 1 elemento.

Entao, pelo Principio Multiplicativo temos:

Po=n-(n—-1)-(n—2)-...-3:2-1=nl!
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Exemplo 2.5: Quantos sao os anagramas da palavra QUEIJO?

Solucao: Anagramas sao rearranjos das letras de uma palavra, entdo os anagramas
da palavra QUEIJO consistem na ordenacao das letras Q, U, E, I, J, O. Assim, temos 6

elementos para serem ordenados. Aplicando o conceito de Permutagao Simples, temos:

Pg=6!'=6-5-4-3-2-1= 720 anagramas.

2.7 Permutacao Com Repeticao

Primeiramente, analisemos o nimero de anagramas de uma palavra quando ha
letras repetidas, como é o caso de AMADA. Se todas as letras fossem distintas, o
total de anagramas seria Ps = 5! = 120. Contudo, a letra A aparece 3 vezes e a
troca de posicao entre essas letras nao gera um novo anagrama. Portanto, é necessario
desconsiderar os casos contados repetidamente que sdo P3 = 3! = 6 casos. Logo, o

total de anagramas da palavra AMADA é:

50120
A6 20.
Desse modo, apresenta-se a defini¢do a seguir:
Definicao 2.5: Dados n elementos, em que exista a repeticdo de um deles oy
vezes, outro o vezes, outro ag vezes e assim por diante, o total de permutacoes desses

n elementos é dado por:

n!

a1,09,003,...
Pnl 2,23 _

0[1! . OéQ! . Oé3! .

Exemplo 2.6: Quantos sio os anagramas da palavra SANHARO?

Solugao: Nesse caso, temos 7 elementos (S, A, N, H, A, R e O). Além disso, a letra
A aparece 2 vezes. Entao, pela defini¢ao, esse é um caso de Permutagao com repeticao.

Dai, para determinar o total de anagramas, calculamos:

, T
P} = 5 = 2520.

2.8 Arranjo Simples

Defini¢ao 2.6 Conforme HAZZAN (2013), dado um conjunto A com n elementos,
ou seja, A = {ay, as, ..., a, } , denomina-se arranjo dos n elementos, sendo eles tomados
pap (1l <p<n), aqualquer r-upla (sequéncia de p elementos) formadas por elementos
de A, todos distintos.
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Entao, um Arranjo Simples é uma sequéncia ordenada de p elementos distintos, em
que cada elemento é escolhido a partir dos n elementos do conjunto A.

Pelo Principio Multiplicativo, o nimero de arranjos ¢ dado por:

=n-n—-1)-n-2)-...-(n—(p—1))
n!
Anp = m7(1§]7§7l)

n’p

Os problemas referentes a esse conceito nao precisam necessariamente de sua for-
mula para serem solucionados. Portanto, em cada exemplo a seguir apresentaremos

uma solucao sem o uso da férmula e outra com sua utilizacao.

Exemplo 2.7: Em uma corrida, hé 52 participantes em que todos tém a mesma
chance de vencer. De quantas maneiras distintas se podem determinar os classificados

em 12, 22 e 32 lugar?

Solucao 1: Nesse problema, é importante observar que a ordem de escolha para o
12, 22 e 3° lugar ¢ importante. Por exemplo, supondo o pddio formado pelos atletas
(Ana, Bruno, Pedro), temos Ana em 1° lugar, Bruno em 2° e Pedro em 3°. Entre-
tanto, o podio formado pelos mesmos atletas, mas em uma disposicao diferente altera
a classificagdo, como no caso (Bruno, Pedro, Ana) em que teremos Bruno em 1° lugar,
Pedro em 2° e Ana em 3°. Para solucionar esse problema, vamos determinar de quan-
tos modos podemos escolher o podio. Assim, temos que ha 52 possibilidades para o 1¢
lugar, pois qualquer atleta pode vencer a corrida, ja para o 2° lugar, temos 51 possi-
bilidades, tendo em vista que um dos atletas ja ocupou o 1° lugar, entao temos uma
possibilidade a menos e, seguindo esse mesmo raciocinio, temos 50 possibilidades para
o 32 lugar. Dai, pelo Principio Multiplicativo, temos 52-51-50 = 132600 possibilidades

para classificagao no 12, 22 e 3° lugar.

Solugao 2: Para encontrar todas as possibilidades de classificacdo em 1°, 2° e 3°
lugar, teremos que escolher 3 atletas de um total de 52, lembrando que a ordem interfere
na classificagao do pédio. Assim, de acordo com a defini¢do, este é um problema de

Arranjo Simples. Logo, para resolvé-lo basta calcular As, 3. Entao, teremos:

52! 52! 52-51-50-49

A3 = 0w = 701 = =52-51-50 = 132
52,3 52—3) 19! 101 52 - 51 - 50 = 132600

Portanto, hd 132 600 maneiras diferentes de classificacoes em 12, 2° e 3° lugar.
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Exemplo 2.8: Quantos nimeros de 4 algarismos distintos podem ser formados

com os algarismos 1, 5, 7, 8 ¢ 97

Solugao 1: Observe que nesse problema os algarismos nao podem se repetir, en-
tao, para soluciona-lo, vamos determinar o ntimero de possibilidades para escolha de
cada algarismo. Assim, para o 19 algarismo, podemos utilizar qualquer um dos nu-
meros disponiveis, ou seja, temos 5 possibilidades, ja para o 22 algarismo, temos uma
possibilidade a menos, pois nao pode haver repeticoes, entao temos 4 possibilidades,
prosseguindo, temos 3 possibilidades para o 32 algarismo e, por fim, 2 para o 4° alga-

rismo. Logo, pelo Principio Multiplicativo, temos 5 -4 - 3 - 2 = 120 niimeros distintos.

Solugao 2: Para determinar o total de niimeros que podem ser formados, precisa-
mos escolher 4 niimeros distintos do total de 5. Entao, estamos diante de um problema
de Arranjo Simples, pois a ordem de escolha é importante e ndo pode haver repeticao

de algarismos. Desse modo, a quantidade de niimeros formados é dada por:

A o' 5! 5-4-3-2-1=120
54_m_ﬂ_ . . . . — .

Logo, o total de ntiimeros nessa condigao é 120.

2.9 Combinacdo Simples

Definigao 2.7: Dado um conjunto A com n elementos, ou seja, A = {ay, as, ..., ay },
denominamos Combinacao Simples aos subconjuntos de A constituidos por p elementos
tomados pa p (0 < p <n).

Desse modo, a ideia de combinagao esta intuitivamente relacionada a nocao de
escolher subconjuntos em que a ordem de escolha dos scus elementos nao é importante,
por exemplo, o conjunto {a, b, c} ndo é diferente do conjunto {c, a,b}. Para o célculo
de uma Combinacao Simples, temos a seguinte férmula:

n!
(n—p)lp!’

Assim como no caso do Arranjo Simples, os problemas relacionados a Combinagao

Simples nao precisam ser solucionados obrigatoriamente com o uso de sua féormula.
Dessa maneira, apresentaremos novamente duas propostas de solugao para cada exem-

plo, uma sem o uso da férmula e outra com sua utilizacao.

Exemplo 2.9: De um grupo de 25 alunos, de quantas formas diferentes se pode

formar uma comissao com 5 integrantes para organizar os jogos escolares?
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Solugao 1: Formar uma comissao corresponde a escolher pessoas de um grupo
sem se preocupar com a ordem de cada escolha. Assim, temos um total de 25 alu-
nos dos quais apenas 5 fardo parte dessa comissao. Entao, vamos pensar no total de
possibilidades para escolha de cada membro dessa comissao. Logo, temos 25 possibi-
lidades para fazer a primeira escolha, 24 possibilidades para fazer a segunda escolha,
23 possibilidades para a terceira escolha, 22 possibilidades para a quarta e 21 pos-
sibilidades para a quinta escolha. Portanto, pelo Principio Multiplicativo, obtemos
25-24-23-22-21 = 6375600 possibilidades. Contudo, os agrupamentos s6 sao distintos
quando apresentam pelo menos um elemento diferente, tendo em vista que inverter a
ordem de escolha dos elementos nao altera a comissao formada. Assim, é necessario
desconsiderar os casos em que os membros simplesmente trocam de posicao na co-
missdo, ou seja, permutam entre si. Logo, devemos dividir o resultado anterior pelo
numero de permutagoes entre os 5 membros, isto é, por 5!, para descontar os casos

contados a mais. Portanto, o nimero de maneiras de formar essa comissao é:

6375600 6375600

= 53130.
Y 120 53130

Solucgao 2: Dado que temos 25 alunos e sera formada uma comissao, com apenas 5
destes, entao, para determinar o total de possibilidades de formar essa comissao basta

calcular C'y5 5, ou seja, uma Combinacao de 25 elementos tomados 5 a 5:

c 25! 25! 25-24-23-22-21-20! 6375600
25,5 = = =

= = = 53130.
’ (25 —5)I50  20!5! 201120 120

Logo, podemos formar 53130 comissoes distintas.

Exemplo 2.10: Sobre uma circunferéncia, marcam-se 8 pontos distintos. Com

vértices nesses pontos, quantos triangulos distintos podem ser construidos?

Solucgao 1: Esse problema pode ser representado pela Figura 1.
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Figura 1 — Representacao do exemplo 2.12

Fonte: Autoria prépria

Para formar triangulos com vértices nesses pontos, basta escolher 3 dos 8 pontos
sobre a circunferéncia. Assim, ha 8 possibilidades para escolha do primeiro ponto,
7 possibilidades para escolha do segundo ponto e 6 possibilidades para escolha do
terceiro ponto. Pelo Principio Multiplicativo temos 8 - 7- 6 = 336 possibilidades. No
entanto, é necessario lembrar que a permutacao dos pontos nao determina um triangulo
diferente. Assim, para desconsiderar os casos contados a mais, devemos dividir o
resultado obtido por 3! = 6. Desse modo, o nimero total de tridngulos distintos que

podem ser construidos é:

336
— = 50.
6

Solugao 2: Para formar esses tridangulos, devemos escolher como vértices 3 dos 8
pontos que estao dispostos sobre a circunferéncia. Logo, o problema é de Combinacao

Simples. Entao, vamos calcular uma combinacao de 8 elementos tomados 3 a 3:

8! 8 8-7-6-5 336
®37 (8 =33l 53l 516 6
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3 Lemas de Kaplansky

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos o primeiro e segundo Lemas de Kaplansky, publica-
dos no Bulletin of the American Mathematical Society por Irving Kaplansky (1917-
2006), em 1943. Tais Lemas foram desenvolvidos para resolver o Problema de Lucas
ou Ménage Probleme. No desenrolar do capitulo, apresentaremos alguns problemas

solucionados por meio da aplicacao desses Lemas.

3.2 Primeiro Lema de Kaplansky

Antes de apresentar o primeiro Lema de Kaplansky, optamos por iniciar com um

exemplo que caracteriza uma situacao para sua aplicacao. Vejamos o exemplo a seguir:

Exemplo 3.1 Considere o conjunto {1,2,3,4,5}. De quantos modos é possivel
formar um subconjunto com dois desses elementos de forma que nao haja ntmeros

consecutivos?

Solucao Esse problema poderia ser resolvido por meio da enumeracao de todos os
casos, pois s6 hd 6 subconjuntos que atendem as suas especificagoes, que sao: {1,3},
{1,4}, {1,5}, {2,4}, {2,5}, {3,5}. No entanto, poderiamos chegar & mesma conclusao
anterior sem a necessidade de enumerar caso a caso, como veremos a seguir.

Para solucionar esse problema, vamos marcar, de maneira ordenada, com o sinal
de (+) os elementos do conjunto que fardao parte do subconjunto e com o sinal (—) os
elementos do conjunto que nao farao parte do subconjunto. Assim, teriamos:

O subconjunto {1,3} representado por+ — + — —;

O subconjunto {2, 5} representado por — + — — +;

O subconjunto {3,4} representado por — — + + —.

Observe que o exemplo de subconjunto {3,4} nao satisfaz as especificagées do pro-
blema, pois os dois sinais (+) juntos representam que ha dois nimeros consecutivos,
neste caso os numeros 3 e 4.

Analisando os exemplos acima, podemos perceber que, para solucionar o problema,
devemos distribuir em uma fila 3 sinais (—) e 2 sinais (+) de modo que nao haja sinais
(+) juntos.
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Para isso, podemos determinar uma posi¢gdo para os 3 sinais (—) e escolher os

espagos de colocar os sinais de (+).

Figura 2 — Representagao de uma possivel disposi¢do para os sinais de (—) e (+)
Fonte: Autoria prépria

Com base na Figura 2, dados os 3 sinais de (—) vemos que hé 4 opgoes de espagos
vazios para colocar os 2 sinais (+), isto significa que, das 4 op¢oes disponiveis, devemos
escolher duas delas. Assim, isso pode ser feito de Cy» = 6 maneiras.

Logo, podemos formar 6 subconjuntos, com 2 elementos do conjunto dado, de forma

que nao haja niimeros consecutivos.

Teorema 3.1 (Primeiro Lema de Kaplansky) O nimero de subconjuntos com p

elementos de A ={1,2,3,...,n} nos quais ndo ha nimeros consecutivos é dado por:

f(nap) = Og—p—i—l = Cn—p-‘rhp

Demonstracao: Considere f(n,p) o numero de subconjuntos com p elementos de
A que nao possui nimeros consecutivos. De maneira analoga ao exemplo anterior,
utilizamos novamente as representagoes com sinais (+) e (—) para os elementos do
conjunto que fardo parte do subconjunto e para os que nao fardo parte dele, respecti-
vamente. Teremos, entdo, p sinais (+) e n — p sinais (—). Entao, organizando-os em
fila de modo que nao haja sinais (+) consecutivos, entre os n — p sinais (—), existirao
n — p + 1 espagos disponiveis para colocar os p sinais (+). Dai, s6 é preciso escolher
entre os n — p + 1 espagos disponiveis aqueles que serao ocupados pelos p sinais (+).

Assim, teremos Ch_ ., maneiras de distribuir os sinais (4) sem que haja nimeros

consecutivos.

Exemplo 3.2 Para assistir a uma apresentacao no auditorio, Pedro, Lucas e Edu-
ardo chegaram atrasados e s6 encontraram uma fila com 12 lugares disponiveis para
sentar. Como os rapazes nao se falam, optaram por nao sentar em cadeiras vizinhas.

De quantas maneiras Pedro, Lucas e Eduardo poderao sentar-se?

Solugao: Para resolver esse problema deve-se, inicialmente, escolher 3 cadeiras

descontinuas das 12 que se encontram disponiveis, isso pode ser efetuado por meio
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da aplica¢ao do primeiro Lema de Kaplansky para obter f(12,3), que corresponde ao

numero de escolhas das 3 cadeiras ndo consecutivas. Assim, obtemos:
f(12,3) = 0?2—3“ - C?o = 120.

Logo, ha 120 maneiras de escolher as 3 cadeiras respeitando as condigoes estabele-
cidas. Além disso, cada rapaz deve ser designado para uma cadeira, entdo precisamos
determinar o nimero de possibilidades de fazer essa distribuic¢ao, isto é, encontrar o ni-
mero de permutagoes entre Pedro, Lucas e Eduardo, o que pode ser feito de P; = 3! = 6
maneiras.

Dai, pelo Principio Multiplicativo, a resposta desse problema é dada por 120-6 = 720
maneiras para que Pedro, Lucas e Eduardo possam sentar-se sem que haja cadeiras con-

secutivas.

Exemplo 3.3 MORGADO (2016) Quantos sdo os anagramas de araraquara que

nao possuem duas letras "a'"consecutivas?

Solugao: Inicialmente, devemos fazer a escolha do niimero de espagos disponiveis
para colocar a vogal a, de forma que nao haja duas dessas vogais em espagos consecu-
tivos. Assim, basta calcular f(10,5) = C_;., = C¢ = 6 possibilidades de posigdes
para a.

Dando continuidade, devemos agora calcular o niimero de maneiras de organizar as
demais letras (3 letras r, 1 letra q e 1 letra u), ou seja, devemos encontrar os nimero
de permutagoes das 5 letras sendo 3 delas repetidas, isso pode ser feito da seguinte
maneira;:

5!
PPt = s = 20
Entao, pelo Principio Multiplicativo, ha 6 - 20 = 120 anagramas da palavra arara-

quara que nao possuem letras a consecutivas.

Exemplo 3.4 (Portal da Matematica OBMEP) Em uma loteria, seis nimeros do
conjunto {1,2,3,...,49} sdo escolhidos aleatoriamente. De quantas maneiras isto pode
ser feito, de modo que, dentre os seis niimeros escolhidos, existam pelo menos dois deles

que sejam consecutivos?

Solugao Primeiramente, para solucionar esse problema, vamos determinar o total
de possibilidades de escolher aleatoriamente 6 niimeros desse conjunto. Para isso, basta
calcularmos uma combinagao simples em que, de 49 elementos, 6 serao escolhidos, o

que pode ser feito de C%; = 13983816 modos. Entretanto, s6 interessam os casos em
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que h&, entre os nimeros escolhidos, pelo menos dois consecutivos. Logo, a estratégia
utilizada para solucionar o problema consiste em retirar do total de possibilidades os
casos que nao atendem as suas especificacgoes, isto ¢, devemos retirar os casos em que
nao ha nimeros consecutivos, e, como ja foi exposto anteriormente, isso pode ser feito
por meio da aplicagao do primeiro Lema de Kaplansky.

Assim, vamos agora determinar o total de possibilidades de escolher 6 niimeros do

conjunto dado de modo que nao haja nimeros consecutivos. Dai, basta calcular:
f(49,6) = C%_¢.1 = C5, = 7059052 modos.

Portanto, o nimero de maneiras de escolher 6 nimeros do conjunto {1,2, 3, ..., 49} de
modo que haja pelo menos dois nimeros consecutivos ¢ 13983816 — 7059052 = 6924764

maneiras.

3.3 Segundo Lema de Kaplansky

De modo semelhante ao que ocorreu na secao anterior, antes de apresentar o se-

gundo Lema de Kaplansky, vamos analisar a sua aplicagao por meio de um exemplo.

Exemplo 3.5 Suponha que os elementos do conjunto {1,2,3,4,5,6,7} estao dis-
postos sobre um circulo. De quantas maneiras é possivel formar um subconjunto com

trés desses elementos de forma que nao haja nimeros consecutivos?

Figura 3 — Representacao da disposicao dos elementos do conjunto sobre o circulo

Bt

L]

4
Fonte: Autoria prépria

Solugao: Note que, nessa situacao, o fato dos elementos do conjunto estarem

dispostos sobre um circulo faz com que os nimeros 1 e 7 sejam consecutivos, entao,
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para encontrar a solucao desse problema, podemos dividi-lo em dois casos: no primeiro,
determinamos o nimero de possibilidades de formar subconjuntos com trés elementos,
de modo que o niimero 1 pertenga a esses subconjuntos, ¢ no segundo caso calculamos
o nimero de subconjuntos nos quais o nimero 1 nao pertence a esses subconjuntos.

Caso 1: O niumero 1 pertence aos subconjuntos com trés elementos .

Sabendo que o niimero 1 pertence aos subconjuntos, temos que os nimeros 2 e 7
nao podem pertencer, pois sao nimeros consecutivos a ele. Assim, para formar esses
subconjuntos, devemos escolher mais dois nimeros entre os elementos {3,4,5,6} para
compor os subconjuntos, de modo que nao haja ntmeros consecutivos. Pelo primeiro
Lema de Kaplansky, isso pode ser feito de f(4,2) = C7_,,, = C§ = 3 modos.

Caso 2: O nimero 1 nao pertence aos subconjuntos com trés elementos.

Diante da informagcado que o niimero 1 ndo figura nos subconjuntos, basta escolher
trés elementos dentre os disponiveis {2,3,4,5,6,7}, de maneira que ndo tenhamos
numeros consecutivos. Logo, de acordo com o primeiro Lema de Kaplansky, isso pode
ser feito de f(6,3) = C§_;,, = C} = 4 maneiras.

Dai, pelo Principio Aditivo, temos 3 + 4 = 7 maneiras de formar subconjuntos de
trés elementos sem que haja niimeros consecutivos, os quais seriam: {1,3,5},{1, 3,6},

{1,4,6}, {2,4,6}, {2,4,7}, {2,5,7}e {3,5,7}.

Teorema 3.2 (Segundo Lema de Kaplansky) O ntmero de subconjuntos que
podem ser formados com p elementos a partir de {1,2,3,...,n}, de modo que nao haja

nimeros consecutivos e que 1 e n sao considerados consecutivos, é dado por:

n n—op

n—p p

G(n,p) =

Onde,

n—p
p

_ P
—cr,

Demonstragao: Considere G(n,p) o nimero de subconjuntos com p elementos de
{1,2,3,...,n} em que ndo ha nimeros consecutivos e 1 e n sdo ditos consecutivos. De
forma semelhante ao exemplo anterior, vamos dividir o problema em dois casos:

Caso 1: O numero 1 pertence aos subconjuntos com p elementos:

Com base na informagdo que o ntiimero 1 ja pertence aos subconjuntos formados,
temos, entao, que os elementos 2 e n ndo podem pertencer a esses subconjuntos, pois sao
consecutivos do 1. Assim, precisamos determinar de quantos modos podemos escolher
os p— 1 elementos do conjunto {3,4,5,....n — 1}, e isso pode ser determinado por meio
da aplicacao do primeiro Lema de Kaplansky. Portanto, o nimero de maneiras que

isso pode ser feito é dado por:
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fln=3,p—1)=cr: =Cl. .

n—3—(p—1)+1

Caso 2: O numero 1 ndo pertence aos subconjuntos com p elementos:

Note que, neste caso, basta escolhermos os p elementos nao consecutivos do conjunto

{2,3,4,...,n}. Novamente, pelo primeiro Lema de Kaplansky, isso pode ser feito de:

f(n - 17p) = Cg—l—p-‘,—l = Cg_p.

Dali, pelo Principio Aditivo, temos que:

G(n,p)

-1
Ch 1+ Chy

(n—p—1)! L _(n=p)
(p=Dn—p-1=(p-1)) pl(n—-p-p)
(n—p—1) (n—p)!
p—Dn—p—1—p+1)!  pl(n—2p)!

(n—p—1)! (n—p)!
(p =Dl n—2p)!  pl(n—2p)!
p(n —p—1)! (n—p)!

p(p — Dl(n —2p)! * pl(n - 2p)!
pln—p—-1!  (n—p)

pl(n — 2p)! pl(n — 2p)!
pln—p-—1! (n—p)(n—p-—1)

pl(n —2p)! p!(n — 2p)!
p+(n—p)
(n=p- 1)'p‘(n —2p)!
T ]
(n—p—1)!
p!(n — 2p)!

Exemplo 3.5 Airton, proprictario de uma loja de insumos agropecuarios, recebeu

uma proposta de empréstimos da empresa em que Francilma trabalha. A empresa li-

bera 3 empréstimos por ano (sempre nos mesmos meses escolhidos), porém deve haver

um intervalo de pelo menos 1 més entre cada empréstimo. Airton gostou das condigoes

que lhe foram passadas e deseja solicitar 3 empréstimos todo ano. De quantas maneiras
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Airton pode escolher os meses para seus empréstimos?

Solugao: Sabendo que a escolha dos meses serd mantida pelos préximos anos,
temos entao que os meses de Janeiro e Dezembro sdo consecutivos. Assim, esse é um
problema que representa uma situagao que pode ser resolvida pela aplicagao do segundo
Lema de Kaplansky. Para tanto, basta escolher, dentre os 12 meses, os 3 em que Airton

ird realizar seus empréstimos nas condic¢oes estabelecidas. Logo, isso pode ser feito de:

12,3) = 12 (12—3)

12 -3 3
_ 120
9\ 3

- 112.

Portanto, hd 112 maneiras para Airton escolher os meses para seus empréstimos.

Exemplo 3.6 (MORGADO, 2016) 5 pessoas devem se sentar em 15 cadeiras co-
locadas em torno de uma mesa circular. De quantos modos isso pode ser feito se nao

deve haver ocupacao simultanea de duas cadeiras adjacentes?

Solugao Podemos iniciar a solugdo desse problema enumerando cada uma das
cadeiras dispostas na mesa circular de 1 até¢ 15, sendo importante observar que as
cadeiras de nimero 1 e 15 sdo consecutivas. Prosseguindo, temos agora que escolher
as cadeiras que as 5 pessoas deverao sentar-se, de modo que nao seja feita a escolha de
cadeiras adjacentes. Assim, podemos fazer a aplicagdo do segundo Lema de Kaplansky

e determinar o total de possibilidades de fazer essa escolha, isso pode ser feito de:

G(15,5) = 1o ( 15_5)

15—-5 5
15 ( 10
10\ 5
= 378.

Logo, ha 378 modos de escolher as 5 cadeiras nao consecutivas que devem ser
ocupadas. Para finalizar, é preciso determinar de quantas formas podemos fazer a
acomodacao das 5 pessoas nas cadeiras disponiveis, e isso pode ser encontrado por
meio da permutacgao desses individuos, ou seja, Ps = 5! = 120. Entao, pelo Principio

Multiplicativo, ha 378 - 120 = 45360 modos de 5 pessoas sentar-se em torno de uma
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mesa circular com 15 cadeiras, sem que haja a ocupacao simultanea de duas cadeiras

consecutivas.

Exemplo 3.7 (IME) 12 cavaleiros estao sentados em torno de uma mesa redonda.
Cada um dos doze cavaleiros considera seus dois vizinhos como rivais. Deseja-se formar
um grupo de 5 cavaleiros para libertar uma princesa. Nesse grupo, nao poderd haver

cavaleiros rivais. Determine de quantas maneiras é possivel escolher esse grupo.

Solugao: Sabendo que cada cavaleiro considera seus dois vizinhos como rivais e que,
no grupo formado, nao deve haver cavaleiros rivais, isso nos leva a conclusao de que nao
poderao ser escolhidos cavaleiros que se encontram sentados em cadeiras adjacentes.
Além disso, temos que o primeiro e o décimo segundo cavaleiro sao vizinhos. Dai, para
determinar de quantas maneiras esse grupo pode ser formado, basta fazer a aplicagao

do segundo Lema de Kaplansky. Assim, teremos:

12 12—-5
_ (7
7 \5
= 36.

Portanto, ha 36 maneiras para formar esse grupo sem que haja cavaleiros rivais.

Exemplo 3.8 MORGADO (2016) De quantos modos ¢é possivel formar uma roda
de ciranda com 7 meninas e 12 meninos sem que haja duas meninas em posicoes adja-

centes?

Solucgao Para que nao haja meninas em posigoes adjacentes, dos 19 lugares dispo-

niveis, devemos escolher 7 para fazer a distribuicao delas, isso pode ser feito de:

19 19 -7
19 ( 12
12\ 7

Apos escolher as posigoes das meninas, devemos fazer a sua distribui¢ao nos 7 locais

disponiveis. Entao, ha 7! modos de distribuir as meninas e 12! maneiras de acomodar
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os meninos nos demais lugares que sobraram. Por fim, como a roda pode rotacionar de
19 maneiras, cada roda foi contada 19 vezes. Portanto, pelo Principio Multiplicativo,

a solugao para o problema ¢ dada por:

19 (12 712!
12\ 7 19
19 12! 712!

12 715 19
11112!

5!
11012 11!
5!
(1112 - 12
120
(111)2
10 -

Logo, ha (11!)?/10 maneiras de formar a roda de ciranda sem que haja meninas em
posicoes vizinhas.
Nesse capitulo, foi possivel perceber como estes dois Lemas podem contribuir na

resolucao de alguns problemas combinatoérios.
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4 Perspectivas do Ensino da Analise
Combinatoria nos Documentos
Norteadores da Educacao Basica e

nas Pesquisas Académicas

4.1 Introducao

A educacao brasileira utiliza alguns documentos oficiais para nortear o trabalho do
professor no ensino, desde seu planejamento até a execucao de suas a¢oes, com o intuito
de contribuir com a reflexdo do professor quanto a sua propria pratica, sobre os métodos
e os materiais que sao utilizados, apontando caminhos para relacionar os contetdos
curriculares com suas aplicagdes em outras areas ou no contexto realistico. Assim,
neste capitulo discutiremos sobre o ensino da Analise Combinatéria no contexto dos
documentos oficiais e as dificuldades relacionadas a construcao do seu conhecimento,

conforme algumas pesquisas académicas.

4.2 Indicacoes Curriculares para a Analise Combinatéria nos Do-

cumentos Oficiais

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento criado com a fina-
lidade de definir as principais competéncias e habilidades que os alunos devem desen-
volver ao longo da educagao bésica. Dessa forma, a BNCC propoe que os contetidos
escolares sejam trabalhados no Ensino Médio de maneira que os alunos possam cons-
truir uma perspectiva mais integrada da matematica, com foco na sua aplicabilidade.
Tal cenario deve favorecer a vivéncia de agdes que estimulem o desenvolvimento e o
aprimoramento de aspectos relacionados a criatividade, reflexao, deducgao, argumenta-
¢ao e sistematizacao dos estudantes.

Desse modo, na BNCC (BRASIL, 2018) sugere-se que os alunos possam mobili-
zar os seus conhecimentos para desenvolver habilidades relacionadas ao processo de
construcdo de modelos, investigacoes e resolucdo de problemas. Assim, evidencia-se a
necessidade da escola ser um ambiente que possibilita o protagonismo dos discentes.

Prosseguindo com a discussao, uma das cinco competéncias especificas da BNCC

a ser desenvolvida pelos alunos na disciplina de matematica, visa a capacidade de
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utilizar diferentes estratégias e procedimentos mateméaticos, para nao apenas modelar
e resolver problemas, mas também comunicar solugoes para os demais colegas e analisar
se os resultados encontrados sao possivelmente verdadeiros (BRASIL, 2018).

Diante disso, articulada a essa competéncia, ha algumas habilidades especificas re-
lacionadas aos conceitos matematicos que devem ser abordados ao longo do Ensino
Médio, dentre as quais, encontra-se “Resolver e elaborar problemas de contagem envol-
vendo diferentes tipos de agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplica-
tivo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas como o diagrama de arvore.”(BRASIL,
2018).

Essa habilidade aponta uma ideia para o desenvolvimento do raciocinio combina-
torio, em que os alunos deverao lidar com situagoes relacionadas a diversos tipos de
agrupamentos. Assim, ha a possibilidade do professor aprofundar o estudo da Analise
Combinatoéria por meio da insercao de outros conceitos e discussoes que sejam acessi-
veis aos alunos desse nivel escolar, podendo tornar mais rico e significativo o processo
de ensino e aprendizagem desses conceitos.

Dando prosseguimento, antes da elaboracao e publicagao da BNCC, outros docu-
mentos foram criados para nortear a pratica do professor em sala de aula. Nesse sentido,
a seguir vamos apresentar as consideracoes que esses documentos trazem sobre o ensino
da Anélise Combinatoéria.

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) foram ela-
borados com o intuito de auxiliar no planejamento das aulas, no desenvolvimento do
curriculo, apresentando as habilidades e as competéncias a serem desenvolvidas pelos
alunos em Biologia, Quimica, Fisica e Matematica nesse nivel escolar.

Esse documento destaca a importancia de relacionar conceitos de diferentes disci-
plinas, apontando, como exemplo, a Andlise Combinatoria, a Probabilidade e a Bi-
oquimica, que podem dar sentido as leis da hereditariedade (BRASIL, 2000). Assim, a
abordagem desses conceitos pode ser feita de forma mais contextualizada e articulada,
mostrando uma das relagoes existentes entre a matematica e a biologia.

Além disso, em relacao a Anélise Combinatéria, esse documento aponta que

[...] aplicar as ideias de probabilidade ¢ combinatéria a fendémenos na-
turais e do cotidiano sao aplicagoes da Matematica em questoes do
mundo real que tiveram um crescimento muito grande e se tornaram
bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilis-
ticos sao, sem duvida, instrumentos tanto das Ciéncias da Natureza
quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como serd importante
uma cuidadosa abordagem dos conteiidos de contagem, estatistica e
probabilidade no Ensino Médio, ampliando a interface entre o apren-
dizado da Matemadtica e das demais ciéncias e dreas. (BRASIL, 2000).

Entao, os conceitos matematicos acima citados possibilitam uma relacao da mate-

matica com situacoes reais, que podem representar circunstancias cotidianas ou estar
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relacionados a outras areas de atuacao. Assim, é possivel perceber que, embora esse
documento nao aponte de forma especifica caminhos para abordar os conceitos combi-
natérios, fica claro que se espera que os alunos sejam capazes de aplicar o conhecimento
desenvolvido em problemas reais que estejam relacionados a contextos dentro e fora da
matematica.

Para guiar o aprendizado em diferentes perspectivas, as Orientagoes Fducacionais
Complementares aos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN+) trazem indicagoes
que objetivam apoiar o trabalho do professor, apresentando sugestoes de praticas edu-
cativas e propondo a articulacao dos conhecimentos disciplinares com as competéncias
gerais a serem desenvolvidas pelos alunos.

Assim, para este documento, a Analise Combinatoria proporciona uma abordagem
mais completa da Probabilidade e possibilita o desenvolvimento do raciocinio combi-
natério (BRASIL, 2002). Entao, tal raciocinio pode ser entendido como a forma de
pensar e desenvolver estratégias que envolvam contagem, sendo importante valorizar
as construgoes feitas pelos alunos.

Desse modo, outro aspecto defendido no PCN+ diz respeito ao uso das formulas no
processo de ensino e aprendizagem dos conceitos combinatorios, no qual esse documento
aponta que

[...] decidir sobre a forma mais adequada de organizar nimeros ou
informagdes para poder contar os casos possiveis nao deve ser apren-
dido como uma lista de formulas, mas como um processo que exige a
construg¢ao de um modelo simplificado e explicativo da situacao. As
férmulas devem ser consequéncia do raciocinio combinatoério desen-
volvido frente & resolucao de problemas diversos e devem ter a funcéo

de simplificar calculos quando a quantidade de dados é muito grande.
(BRASIL, 2002).

Diante do exposto, o professor deve criar situagoes que levem os alunos a desenvol-
ver o raciocinio combinatério, a organizar as informagoes, a criar e testar seus métodos
de resolucdo, para que, por fim, as féormulas possam ser apresentadas como facilita-
doras desse processo. Corroborando com a discussao, PASSOS (2017) salienta que,
muitas vezes, os conceitos da Analise Combinatoéria sao abordados no ensino basico de
forma mecanica, com foco na memorizacao de formulas, o que pode acarretar em uma
limitacao no desenvolvimento do pensamento combinatério dos alunos.

Entao, é importante compreender que nao deve haver uma dependéncia do uso
de féormulas para solucionar os problemas de contagem, ou seja, a solu¢ao desses nao
depende exclusivamente da utilizacao de férmulas ou técnicas de contagem, sendo que,
por meio de outros artificios, os problemas também podem ser solucionados.

Outro documento que foi elaborado com o intuito de colaborar para melhorar na
pratica docente foi as Orientac¢oes Curriculares para o Ensino Médio (OCEM), tendo

por finalidade que, por meio da reflexdo a respeito da sua prépria pratica, o professor
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possa fazer uma reestruturacao e organizacao dos métodos que sao utilizados a fim de
atender as necessidades relacionadas a aprendizagem. Esse documento é dividido em
trés volumes: o primeiro trata das Linguagens, Codigo e suas Tecnologias; o segundo,
Ciéncias da Natureza, Matemaética e suas Tecnologias; e o terceiro, Ciéncias Humanas
e suas Tecnologias.

De acordo com esse documento, o estudo da Andlise Combinatéria é importante
para que os estudantes possam construir conhecimentos relacionados ao levantamento
de possibilidades. Além disso, é evidenciado que a fun¢ao da Analise Combinatoéria nao
¢ apenas auxiliar nos cédlculos da Probabilidade, embora haja uma relagao no estudo
de ambos os conceitos (BRASIL, 2006).

Ainda se tratando da Analise Combinatéria, esse documento aponta que

no Ensino Médio, o termo “combinatoéria” estd usualmente restrito
ao estudo de problemas de contagem, mas esse é apenas um de seus
aspectos. Outros tipos de problemas poderiam ser trabalhados na
escola — sdo aqueles relativos a conjuntos finitos e com enunciados
de simples entendimento relativo, mas nao necessariamente faceis de

resolver.(BRASIL, 2006).

Entao, se abre caminho para outras abordagens e aprofundamento do estudo da
Analise Combinatoéria por meio de situacoes diferentes daquelas recorrentes na sala de
aula, onde conceitos combinatérios que nao estao nos livros didaticos do Ensino Médio
também possam ser estudados pelos alunos desse nivel escolar, buscando proporcionar
que o aluno desperte sua criatividade, conhega outros contextos de aplicagao dos con-
ceitos abordados, possibilitando o desenvolvimento de outras capacidades relacionadas

& combinatoria.

4.3 Dificuldades no Processo de Ensino e Aprendizagem da Ana-

lise Combinatoria

Nao é de hoje que as dificuldades no processo de ensino e aprendizagem da Analise
Combinatoria ¢ foco de diversas pesquisas, haja vista a importancia desse conteudo
para diversas areas e a necessidade de compreender os obstaculos enfrentados pelos
alunos quando se encontram diante de problemas que exigem o desenvolvimento de
um pensamento estratégico. Diante disso, nesta se¢do apresentamos o que algumas
pesquisas académicas discutem sobre a tematica.

Para GONCALVES (2014), a Anélise Combinatoéria é vista como um obstaculo
para os alunos por causa da forma que sua abordagem é feita em sala de aula, o
que acarreta em dificuldades para solucionar problemas relacionados a esse conceito

matematico, pois, para essa pesquisadora, os alunos ficam presos ao uso de férmulas e
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muitas vezes encontram-se diante de problemas em que nao sabem qual férmula devem
utilizar, isto é, ndo conseguem sequer identificar o tipo de agrupamento envolvido no
problema.

Dessa maneira, podemos perceber que essa abordagem dos conceitos combinatoérios
nao favorece o desenvolvimento do raciocinio combinatério, pois os alunos ficam res-
tritos a aplicagdo de formulas e nem sempre conseguem resolver problemas que exigem
mais criatividade e outros artificios em busca de sua solucao. Seguindo essa mesma
linha de pensamento, MELLO (2017) salienta que, em se tratando das praticas rela-
cionadas ao ensino da Analise Combinatéria, grande parte dos professores restringe
sua abordagem a execucao de procedimentos a serem realizados mecanicamente. Dessa
forma, novamente ressalta-se que o foco é dado na aplicacao de formulas para solucio-
nar os problemas combinatorios, o que possivelmente gera dificuldades para solucionar
aqueles que exigem que o aluno tenha desenvolvido, de fato, um raciocinio combinatoé-
rio.

Nessa mesma perspectiva, MARTINS (2018) sugere que a Andlise Combinatéria é
considerada dificil para alunos e professores. A autora também atribui tal concepc¢ao
para a maneira tradicional em que sua abordagem é dada em sala de aula. Assim, mais
uma vez um pesquisador evidencia que essa nao é a abordagem adequada para ensi-
nar combinatéria, pois “scus problemas nao admitem uma padronizagao que permita
reduzir as resolugoes a aplicagdo de algoritmos simples.” MARTINS (2018).

Entao, o que esses pesquisadores tém evidenciado é que grande parte das dificul-
dades que surgem no processo de ensino e aprendizagem da Andlise Combinatéria
partem da forma como sua abordagem ¢ feita em sala de aula, onde a énfase é dada
na explicacao do conteido com a apresentacao de férmulas e os alunos acabam nao
compreendendo o raciocinio que esta por traz daquilo. Portanto, a ideia nao é abolir
o uso das féormulas, mas sim possibilitar que, antes de utilizé-las, os alunos sejam ca-
pazes de construir o raciocinio necessario para sua compreensao, o que esta de acordo
com as sugestoes dos documentos oficiais. Portanto, em seu planejamento, o profes-
sor deve sempre buscar estratégias para minimizar tais dificuldades e potencializar o

desenvolvimento do raciocinio combinatoério.
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5 Abordagem Metodologica

5.1 Introducao

Neste capitulo, discorremos sobre o desenho metodolégico do desenvolvimento deste
estudo. Assim, apresentaremos uma breve descricao dos sujeitos envolvidos, da abor-
dagem e natureza da pesquisa, bem como o instrumento utilizado para coleta dos dados

e as etapas para sua realizacao.

5.2 Sujeitos da Pesquisa

Participaram dessa pesquisa 11 alunos! do 2° ano do Ensino Médio com faixa etéria
de 15 a 17 anos da Escola Estadual de Ensino Fundamental e Médio Manoel Alves
Campos, da cidade do Congo-PB. A escola campo de pesquisa foi escolhida levando
em considerac¢ao que o pesquisador desse estudo leciona em tal escola na referida turma,
o que facilitou a aplicagao da sequéncia didatica neste periodo de ensino remoto.

Optamos por desenvolver nosso estudo em uma turma do 2° ano do Ensino Médio,
tendo em vista que, de acordo com o curriculo escolar do ensino bésico, é nesse ano

que é dado um aprofundamento no estudo dos conceitos da Analise Combinatoria.

5.3 Caracteristicas da Pesquisa

Uma pesquisa de campo, de acordo com GIL (2002), tem como foco o estudo de
um grupo ou comunidade especifica, em que a pesquisa é construida por meio da
observacao das atividades desenvolvidas pelo grupo estudado. Além disso, possui a
vantagem de nao necessitar de equipamentos especificos para a coleta de dados e de
apresentar resultados mais verdadeiros, tendo em vista que a pesquisa ¢ realizada no
proprio ambiente onde os fendmenos ocorrem.

Corroborando com a discussao, MARCONI M.A.; LAKATOS (2003) sugerem que
antes que qualquer pesquisa de campo seja iniciada, é necessario realizar uma analise
documental das fontes que poderdo servir de suporte para a investigacao, pois esse
levantamento bibliografico podera servir de base para o embasamento da pesquisa.

Nesse sentido, consideramos que este estudo pode ser classificado como uma pes-

quisa de campo, pois concluimos que seria importante realizar um levantamento das

L0 2° ano do Ensino Médio, da referida escola possufa 24 alunos matriculados, no entanto, com a

suspensao das aulas presenciais no periodo da pandemia do Covid-19, apenas 11 alunos participa-
vam das aulas remotas e realizavam as atividades pelo Google Classroom.
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producoes que tratam sobre a tematica deste trabalho e analisar a aplicagao da sequén-
cia didatica elaborada. Assim, as atividades foram aplicadas de maneira remota pelo
pesquisador desse estudo, que também ¢ o professor da turma, no ambiente natural em
que os fendomenos se desenvolvem.

Além do mais, podemos dizer que nossa pesquisa se enquadra na abordagem quali-
quantitativa, ja que foi necessario analisar de maneira qualitativa a compreensao dos
alunos com a aplicacao da sequéncia didatica sobre os lemas de Kaplansky, além de

utilizar aspectos quantitativos para apresentar os resultados dos dados coletados.

5.4 Sequéncia Didatica

Segundo OLIVEIRA (2013), uma sequéncia diddtica consiste em um conjunto de
atividades que estao interligadas, sendo utilizada para sistematizar o processo de ensino
e aprendizagem. Para essa autora, a participagao dos alunos é fundamental, cabendo
ao professor informar aos estudantes sobre a sua finalidade, assim como analisar e
comunicar os resultados.

Dessa forma, a sequéncia didatica deve ser elaborada pelo professor com o obje-
tivo de, por meio das atividades criadas ou selecionadas, explorar o conhecimento dos
alunos frente a algum conceito. Assim, para LIMA (2018), “a sequéncia didatica tem
como finalidade organizar e orientar o processo de ensino”. Entao, sua utilizagdo pode
possibilitar uma melhoria no processo de ensino e aprendizagem, tornando o desen-
volvimento do conhecimento pelos estudantes mais significativo, pois, como aponta
MACHADO (2013), a sequéncia didatica possibilita a mobilizagdo dos conhecimentos
prévios e, ao interpreta-los como um conceito ja estruturado, se aumenta a possibilidade
que a aprendizagem seja construida com mais significado.

Diante do exposto, em nossa pesquisa construimos e aplicamos uma sequéncia di-
datica, buscando contribuir, por meio de uma abordagem diferenciada, isto é, que nao
reflete na explicacao e na resolugdo de exercicios, para que os alunos interajam com
os lemas de Kaplansky durante o Ensino Médio. Desse modo, nossa sequéncia dida-
tica foi estruturada com o objetivo de possibilitar que os alunos resolvam problemas
que representam situacoes de aplicagao desses lemas, contribuindo, assim, para que
os estudantes conhecam outros métodos de contagem que sao acessiveis a esse nivel
escolar, porém nao se encontram no curriculo do ensino basico. Todas as 8 atividades
que constituiram a nossa sequéncia didatica encontram-se disponiveis no Apéndice A
deste trabalho.
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5.5 Etapas da Pesquisa

Nosso estudo foi realizado em quatro etapas: na primeira, foi feito um levantamento
bibliografico sobre os trabalhos que haviam sido desenvolvidos tratando-se dos lemas
de Kaplansky, com o intuito de conhecer outras produgoes sobre o tema abordado e,
assim, atualizar e aprofundar os estudos sobre a temaética.

J& a segunda etapa consistiu na preparagao da sequéncia didatica para a abordagem
dos lemas de Kaplansky na turma do 2° ano do Ensino Médio. Nessa fase, definimos
as atividades que deveriam compor a sequéncia didatica.

Na terceira etapa foram produzidos os dados da pesquisa por meio da aplicacao da
sequéncia didéatica e da coleta dos resultados. Essa fase foi realizada no més de janeiro
2 de maneira remota, devido & suspensao das atividades presenciais durante o perfodo

de pandemia da Covid-19.

Figura 4 — Instrugoes para os alunos quanto a sequéncia didatica

Instrugdes Trabalhas dos alunos

Matematica: Lemas de Kaplansky

100 pontos Data de entrega: 16 de jan.

sponibilizando para voois i SETTIANa N

Bom dia a tedos! Como combi

) de todos,

ol &S UM veZ a im|

além do cui urjam eventuals duvidas voces podem

paosiar no grupo do WhatsApp para que possamos desenvolver as discussdes por la. Bons estudos!

SEQUENCIA DIDATICA - 1

DoCUMmentos Google

2 Comentarios da turma

Fonte: Autoria prépria

Assim, primeiramente utilizamos a plataforma do Google Meet para realizar uma
videoconferéncia com os alunos, a fim de explicar a metodologia que seria utilizada por

meio da sequéncia didatica. Em seguida, foi disponibilizada para cada um dos alunos

2 0O ano letivo das escolas estaduais no estado da Paraiba foi estendido até janeiro de 2021 devido a
necessidade reestruturar o calendario escolar do ano de 2020, haja vista a pandemia da Covid-19.
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3

a sequéncia didatica no Google Classroom °, em que os alunos receberam o prazo de

uma semana para apresentarem suas respostas por meio da propria plataforma ou via

WhatsApp.

Figura 5 — Envio das respostas dos alunos
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Fonte: Autoria prépria

Por fim, foi realizada mais uma videochamada para socializar as respostas dos
estudantes, bem como para dialogar sobre as atividades e formalizar para os alunos o
conceito matematico envolvido.

Na quarta, e ultima etapa, analisamos e interpretamos os dados coletados na fase

anterior.

3 O Google Classroom é um recurso gratuito que auxilia a interacdo de professores e alunos em
ambientes externos ou internos a escola, pois pode ser utilizado pelo celular ou computador, desde
que o usudrio tenha uma conta gmail e tenha acesso a internet. Por meio dele, o professor pode
criar turmas e disponibilizar materiais de estudos em diversos modelos, facilitando o trabalho do

docente de maneira remota.
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6 Analise e Discussao de Resultados

6.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos as analises e discussoes referentes aos dados coletados
durante a aplicacdo da sequéncia didatica. Assim, iremos comentar sobre cada uma

das atividades que se encontram disponiveis no Apéndice A.

6.2 Apresentacdo dos Dados Coletados na Sequéncia Didatica

Buscando manter o sigilo na identificacado dos alunos optamos por utilizar codi-
ficagoes para identificar cada estudante como Al, A2, A3 e assim por diante. Para
representar os acertos e erros dos alunos em cada questao, utilizamos o grafico exibido
abaixo, onde o eixo vertical se refere ao total de alunos que obtiveram os resultados
apresentados e o eixo horizontal contém a numeracao das questoes presentes na sequén-
cia didatica. A seguir, iniciamos a discussao dos resultados obtidos com as atividades

da sequéncia didatica.

Figura 6 — Desempenho dos alunos na Sequéncia Didatica

12

10

M Corretas

Mimero de Alunos
(o]

Hincorretas

123 1°h 19¢ 2° 39 493 48h 593 52h 59¢ 5°d £%a 62b 62c 79%a 7¢b 8°
Questoesda Sequéncia Didatica

Fonte: Autoria prépria

De acordo com os dados, na primeira questao da sequéncia didatica os alunos apre-
sentaram um resultado satisfatério. Podemos observar que a maioria dos estudantes

conseguiu responder de maneira correta aos trés itens dessa atividade.
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Na sequéncia didatica, os itens “a” e “b” tinham por finalidade analisar a com-
preensao dos alunos a respeito do enunciado da questao, pois, conforme MORGADO
(2016), “[...] a solugdo de um problema combinatério exige quase sempre engenhosi-
dade e a compreensao plena da situacao descrita no problema.”. Assim, avaliar se os
subconjuntos dados atendiam ou nao as condigoes estabelecidas na situagao apresen-
tada, poderia contribuir para que os alunos tivessem um melhor entendimento dessa
situacao e conseguissem responder corretamente ao item “c”.

Contudo, com base nos dados, um aluno respondeu de maneira incorreta a esses

dois itens. Na Figura 7 encontra-se apresentada essa resposta.

Figura 7 — Resposta do aluno Al para os itens “a” e “b” da primeira atividade

Fonte: Autoria prépria

Em nenhum dos itens ficou evidente a compreensdo do que o aluno em questao
identificou como uma repeticao, é possivel que ele tenha associado de alguma maneira a
palavra consecutiva ao ato de repetir, mas isso nao ficou bem explicito em sua resposta.
Dessa maneira, temos que o item “a” foi considerado incorreto, pois ela nao conseguiu
perceber que o subconjunto {3,5} atendia as especificagoes dadas no enunciado do
problema, ja que se tratava de um subconjunto com dois elementos nao consecutivos.
Em relagao ao item “b”, embora o aluno tenha dito que o subconjunto {4, 5} nao atendia
as restrigoes impostas no problema, ele ndo conseguiu apresentar uma justificativa clara
para esse fato, por isso esse item foi considerado incorreto.

Apesar disso, podemos considerar que houve uma boa compreensao por parte dos
demais estudantes em relacao aos itens “a” e “b”, o que pode ter contribuido para um
bom desenvolvimento do item posterior.

Ja o item “c” tinha por finalidade apresentar aos alunos um problema de contagem
que representava um caso de aplicagdo do 1° Lema de Kaplansky. Para esse item,
esperavamos que os alunos utilizassem como estratégia descrever todos os casos e, em
seguida, efetuassem a contagem do total de subconjuntos, pois, como sugere Ferreira
(2017), o professor deve possibilitar que os alunos desenvolvam seu pensamento com-
binatério, sendo importante que, primeiramente, eles possam resolver problemas por
meio de desenhos ou da listagem de todas as possibilidades, para que, posteriormente,

possam ser capazes de resolver problemas mais complexos.
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Como previsto, esse foi o método de resolucao utilizado pelos estudantes, tendo
em vista também que os sujeitos ainda nao tinham conhecimento sobre os Lemas de

Kaplansky. Na Figura 8, podemos observar uma das solucoes.

Figura 8 — Resposta do aluno A2 para a primeira atividade

Pesguisar o5 menas [M+) v ow i A P VA . Teesem. - = = B

| | L] L ¥ 2 1 d 3 ¥ T i ¥ ] ) 12 ] il k] -

RESPOSTAS

1- a) Sim. Pois o "5" ndo é consecutivo ao "3°.

b) Néo. Pois o "4" é consecutivo ao 3"

c)10Maneiras. (1e3).(1ed),(1e5).(1e6),(2e4),(2e5).(2e6).(3e5), (3e6) (4e
B).

Fonte: Autoria propria

Por outro lado, na solugao apresentada a seguir observamos que nem todos os
estudantes conseguiram utilizar essa estratégia corretamente. E possivel perceber que
o aluno A3 realizou uma m4 interpretacao do enunciado da questao, tendo em vista

que ele descreveu casos em que havia subconjuntos com nimeros consecutivos.

Figura 9 — Resposta do aluno A3 para o item “c” da primeira atividade

Fonte: Autoria propria



Capitulo 6. Andlise e Discussdo de Resultados 44

Entao, podemos concluir que a maioria dos alunos conseguiu responder correta-
mente, a partir do seu conhecimento prévio, a uma situacao que representava um caso
de aplicagao do 1° Lema de Kaplansky. Dessa forma, esse resultado nos fornece indi-
cios do que foi apontado em nosso referencial tedrico, que a abordagem dos problemas
de contagem nao deve levar em consideragao o excessivo uso de férmulas. MELLO
(2017) salienta que o professor deve possibilitar que os alunos construam seus pré-
prios caminhos na resolucao de problemas. Assim, é importante criar condigoes para
proporcionar que os alunos desenvolvam o raciocinio combinatorio levantando hipote-
ses, criando estratégias de resolugao para que, posteriormente, as féormulas possam ser
apresentadas.

Dando prosseguimento, a segunda atividade representava uma situagao pratica que
correspondia a aplicagdo do 1° Lema de Kaplansky. O intuito de propor essa questao
também foi de apresentar um contexto de aplicacdo para esse Lema, pois, conforme
LEMOS (2016), relacionar a matemética com o que é real proporciona uma mudanga
de perspectiva quanto ao estudo dessa disciplina, deixando de ser abstrata e passando
a ter significado. Dessa forma, estudar os conceitos matematicos passa a ter mais
sentido para os alunos, ja que é possivel identificar uma aplicacdo para os contetidos
trabalhados.

Entao, consideramos que a situacao descrita na atividade estava préxima do cotidi-
ano dos discentes, tendo em vista que muitas sao as situagoes em que nos encontramos
diante da necessidade de escolher dias nao continuos para realizar algum tipo de ativi-
dade. Novamente, esperavamos que os alunos utilizassem como uma de suas possiveis
estratégias, descrever todas as possibilidades de escolha de dois dias da semana nao
consecutivos para fazer a contagem dos casos no final.

Com base nos resultados, temos que a estratégia utilizada pelos alunos foi a esperada
e o desempenho apresentado nessa atividade foi satisfatério, pois 81,8% dos estudantes
responderam corretamente. Na Figura 10, apresentamos a solugao utilizada por um

dos alunos, em que todas as possibilidades foram descritas e contadas no final.
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Figura 10 — Resposta do aluno A4 para a segunda atividade

Fonte: Autoria propria

Entretanto, os alunos Al e A3 outra vez apresentaram respostas incorretas. Para
o aluno Al, havia apenas “2 modos” para escolher os dias da semana atendendo as
especificagoes do problema. Como esse aluno nao descreveu quais seriam essas possibi-
lidades e o caminho que ele utilizou para chegar a essa solu¢do, nao ha como fazermos
uma anélise mais aprofundada da sua resposta.

Em contrapartida, o aluno A3 descreveu o seu entendimento sobre essa questao,

como podemos observar na Figura 11:

Figura 11 — Resposta do aluno A3 para a segunda atividade

Fonte: Autoria propria

Analisando a referida resposta, percebemos que, mais uma vez, houve um equi-

voco na compreensao do enunciado da questdao, o que pode ter feito com que o aluno
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respondesse o problema de forma incorreta, uma vez que escolheu dois dias que sao
consecutivos e que nao estavam incluidos na disponibilidade de Thomas para fazer a
prova, ou seja, nenhuma das condi¢des apresentadas no enunciado do referido problema
foi atendida nessa solucao.

Dando continuidade, a terceira questao consistia em uma comparacgao entre as duas
anteriores para identificar a sua semelhanca, e tinha por finalidade que os alunos per-
cebessem que essa similaridade consistia no fato de ambas corresponderem a situagoes
em que era necessario determinar o nimero de subconjuntos que podiam ser formados
com certa quantidade de elementos ndo consecutivos. Assim, independentemente do
tipo desses elementos, a maneira de responder poderia ser a mesma, pois o importante
era compreender que esses elementos nao deveriam ser sucessivos.

A partir dos resultados, podemos considerar que a maioria dos alunos conseguiu
responder a essa atividade de maneira correta, pois eles conseguiram identificar que
a semelhanca estava em formar subconjuntos com elementos nao consecutivos, como

podemos observar nas solugoes apresentadas na Figura 12.

Figura 12 — Resposta do aluno A5 para a terceira atividade

3- Ambas tem conjuntos que possam formar subconjuntos nao consecutivos.

Fonte: Autoria prépria

Outra solucdo correta apresentada por um dos estudantes.

Figura 13 — Resposta do aluno A6 para a terceira atividade

Fonte: Autoria propria

Entao, podemos perceber que os alunos responderam de maneira semelhante, pon-
tuando em suas respostas sempre o fato de escolher elementos ou formar subconjuntos
que nao sejam consecutivos. Contudo, apenas o aluno A3 apresentou uma solucao
incorreta, tendo em vista que, em sua solugao, ele diz: "Falam sobre os subconjuntos
e numeros consecutivos”, quando, na verdade, esperavamos que essa relagao fosse feita
a0s nao consecutivos.

A quarta atividade tinha por finalidade apresentar resumidamente aos alunos o

enunciado do Primeiro Lema de Kaplansky, para que eles tivessem conhecimento sobre



Capitulo 6. Andlise e Discussio de Resultados 47

o conceito que estava sendo tratado nas questoes, e essa informacao pudesse ser utili-
zada como uma possibilidade estratégica para responder a atividade. No entanto, os
resultados apontaram que apenas dois alunos conseguiram utilizar corretamente essa
estratégia no item “b”, os demais sujeitos que responderam corretamente fizeram uso
da descricao de todas as possibilidades.

No item “a”, esperavamos que os estudantes percebessem que nao era possivel
formar subconjuntos em que nao houvesse nimeros consecutivos. Entretanto, apenas
dois estudantes conseguiram ter essa percepcao. A seguir, na Figura 14 apresenta-se a

solucao de um desses alunos.

Figura 14 — Resposta do aluno A7 para o item “a” da quarta atividade

Fonte: Autoria propria

Em contrapartida, os demais discentes ndo conseguiram ter essa compreensio e
buscaram caminhos para tentar solucionar a questao, por exemplo, na Figura 15, um
dos estudantes tentou utilizar uma estratégia usada anteriormente, com a descricao de
todas as possibilidades. No entanto, o aluno ndo compreendeu que, nesse caso, os sub-
conjuntos formados deveriam conter cinco elementos e nao dois, o que, possivelmente,

levou o sujeito a responder a atividade de maneira equivocada.

Figura 15 — Resposta do aluno A2 para o item “a” da quarta atividade

4-2)21 Manerras. (1e 3), (1e4), (1e5), (1e6),(1e7) (1e8),(2e4) (2e5) (2e6), (2
e7)(2e8),(3e5)(3e6),(3e7) (3e8),(4eb) (4e7) (4e8)(5e7),(5e8) (6e8)

Fonte: Autoria propria

Por outro lado, o aluno A3 fez a substituicao das informagoes na formula apresen-
tada na atividade, mas nao conseguiu fazer essas substitui¢gdes corretamente e perceber
que nao era possivel calcular essa combinacao simples. Esse fato sugere que os alunos
precisam ter bem estruturados os conceitos basicos da Anélise Combinatoéria, para que,
assim, possa haver uma melhor apropriagao dos Lemas de Kaplansky. Essa observagao
também foi feita por LIMA (2020) em sua pesquisa, na qual ele afirma que “se faz ne-
cessario uma consolidagao dos conceitos basicos de contagem, visto que muitos desses
conceitos sdo pré-requisitos para o estudo do Principio das Gavetas e dos Lemas de

Kaplansky.”. Na Figura 16, encontra-se a resolucao desse estudante.
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Figura 16 — Resposta do aluno A3 para o item “a” da quarta atividade

Fonte: Autoria prépria

J& o item “b”, tinha por intuito apresentar aos alunos mais uma situagao contex-
tualizada que representava um caso de aplicacgao do Primeiro Lema de Kaplansky. Em
relacdo a seu resultado, sete estudantes responderam corretamente, mas apenas dois
deles utilizaram como artificio substituir as informacgoes dadas na férmula contida na

atividade, como podemos observar na solugao apresentada na Figura 17.

Figura 17 — Resposta do aluno A7 para o item “b” da quarta atividade

Fonte: Autoria propria

Dessa maneira, podemos perceber que o referido estudante conseguiu compreender
o enunciado do Primeiro Lema de Kaplansky, identificando corretamente o total de
elementos do conjunto e dos subconjuntos que deveriam ser formados. Além disso,
esse sujeito demonstrou ter bem consolidado o conceito de combinacao simples, visto
que nao apresentou dificuldades ao utiliza-lo em sua solu¢do. Em relacdo aos demais
estudantes que apresentaram solugoes corretas, como mencionado anteriormente, pre-
feriram empregar a estratégia de fazer a descricao de todas as possibilidades, para,
assim, realizar a contagem de todos os casos possiveis.

No entanto, os sujeitos que restaram responderam a esse item de forma equivocada.

A seguir, serao apresentadas algumas dessas solugoes.
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Figura 18 — Resposta do aluno A3 para o item “b” da quarta atividade

Fonte: Autoria propria

Observamos que, na resposta apresentada na Figura 18, o aluno nao compreendeu
que deveria indicar o total de modos que Arthur poderia escolher os trés dias para
ministrar suas aulas. Ao invés disso, ele apenas indicou uma dessas possibilidades. E
possivel que uma ma interpretacao do enunciado do problema tenha levado o estudante
a responder essa atividade incorretamente.

Outra solucao equivocada foi dada por A2. Novamente ele tentou descrever todas
as possibilidades para realizar a contagem no final. Contudo, o aluno nao levou em
consideragao que o professor Arthur daria aulas em trés dias, para ele Arthur ministra-
ria suas aulas apenas em dois dias. Essa desatencao ou ma interpretacdo do problema

levou o estudante a responder incorretamente, como é possivel observar na Figura 19.

Figura 19 — Resposta do aluno A2 para o item “b” da quarta atividade

b) 10 Maneiras. (segunda e quarta), (segunda e quinta), (segunda e sexta), (segunda e
sabado), (terca e quinta), (terca e sexta), (terca e sabado), (quarta e sexta), (quarta e
sabado), ( quinta e sabado).

Fonte: Autoria propria

Os problemas seguintes estavam relacionados a aplicagao do Segundo Lema de Ka-
plansky e, de acordo com a Figura 6, as questdes relacionadas a este Lema apresentaram
um nimero maior de erros. Discutiremos, a seguir, sobre os seus resultados.

Em relacdo a quinta atividade, os alunos apresentaram um resultado satisfatorio
nos itens “a” e “b”, enquanto que, nos itens “c” e “d”, este resultado foi insatisfatorio,

COINO veremnos a seguir.
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O item “a” tinha por finalidade que os alunos percebessem que, nesse problema, to-
dos os niimeros possuiam um consecutivo, diferentemente do que acontecia nas questoes
anteriores. Nesse sentido, acreditavamos que perceber tal distingdo poderia contribuir
na solugao dos problemas propostos.

Os resultados apontaram que apenas os alunos Al e A3 nao conseguiram responder
corretamente a esse item. O aluno Al respondeu da seguinte maneira: “Sim o 57,
isto é, para ele esse niimero nao possuia um consecutivo. Enquanto que A3, em sua
resposta, disse: “Sim existe”, mas ndo chegou a mencionar qual seria o(s) nimero(s)
sem consecutivo. Desse modo, esses estudantes demonstraram uma dificuldade de
compreensao em relacdo ao que é ser um nimero consecutivo. Os demais sujeitos da
pesquisa afirmaram corretamente que todos os niimeros possuiam um sucessivo.

Dando continuidade, os itens “b” e “c” tinham um objetivo semelhante ao apresen-
tado nos itens “a” e “b” da primeira atividade, que consistia em averiguar o entendi-
mento dos alunos quanto ao enunciado da questao. Entao, em cada caso, os discentes
analisaram se os subconjuntos de cada item atendiam as especificacoes apresentadas
no problema.

Assim, no item “b” apenas o aluno A3 respondeu incorretamente, como podemos

ver na Figura 20.

Figura 20 — Resposta do aluno A3 para o item “b” da quinta atividade

Fonte: Autoria propria

Podemos perceber que o sujeito em questdao fez uma méa interpretacao dos dados
do problema, ele compreende que os nimeros 1 e 4 nao sao consecutivos, mas afirma
que ¢é justamente por isso que as cadeiras que contém esses nimeros nao podem ser
selecionadas, quando, na verdade, ¢ esse o fato que possibilita a selecdo dessas duas
cadeiras.

Por outro lado, embora no item “a” a maior parte dos sujeitos tenha percebido que
todos 0s nimeros possuiam um consecutivo, no item “c” apenas dois estudantes com-
preenderam que as cadeiras 1 e 5 sdo consecutivas, logo nao poderiam ser selecionadas.
Todos os demais alunos afirmaram que as referidas cadeiras poderiam ser escolhidas,
pois 1 e 5 ndo sdo consecutivos. E possivel que esses estudantes tenham se atentado a
sequéncia dos nimeros de 1 até 5 sem levar em consideracao a situacao exposta, onde

as cadeiras numeradas com esses nimeros estavam em volta de uma mesa circular.
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J& o item “d” tinha o intuito de apresentar aos alunos uma situacao que repre-
sentava um caso de aplicacao do Segundo Lema de Kaplansky. No que se refere ao
scu resultado, apenas dois sujeitos conseguiram responder corrctamente, usando como

artificio descrever todas as possibilidades para fazer a contagem no final.

Figura 21 — Resposta do aluno A4 para o item “d” da quinta atividade

Fonte: Autoria prépria

Os demais estudantes apresentaram solugoes incorretas, sendo que alguns apenas
indicaram o resultado final sem explicar a forma que utilizaram para chegar a essa
solugao. Entretanto, a maioria deles tentou, sem sucesso, escrever cada possibilidade
para realizar a contagem total no final.

Na Figura 22, apresentamos uma tentativa de solugdo de um dos alunos. Podemos
perceber que esse sujeito considerou, em sua contagem, casos repetidos, por exemplo,
para ele escolher as cadeiras 2 e 4 era diferente de escolher 4 e 2. Entao, o aluno em
questao apresentou dificuldades na compreensao dos conceitos de arranjo e combinacao
simples, o que pode ter sido um dos motivos que o levou a apresentar uma solugao

incorreta.

Figura 22 — Resposta do aluno A2 para o item “d” da quinta atividade

d) 15 Maneiras. (1e 3),(1e4),(1e5),(2e4),(2e5), (2e1),(3eb), (3e1),(3e2) (4e
1),(4e2), (4e3),(5e2),(5e3) (5e4)

Fonte: Autoria propria

Além disso, para este estudante, as cadeiras {1,5}, nessa ordem, nao sdo conse-
cutivas, entao ele atribuiu essa possibilidade de escolha como valida, o que o levou a
considerar uma possibilidade incorreta, assim como no caso de {2,1}, {3,2}, {4,3} ¢
{5,4}, que sao todas cadeiras consecutivas. Porém, nos chamou atencao o fato dele
nao ter considerado a possibilidade {5, 1}, isso porque possivelmente o aluno pode ter
associado como cadeiras com numeros consecutivos aquelas que se encontra imediata-
mente uma apds a outra. Assim, para ele {1,5} era véilido porque o nimero que vem
imediatamente posterior ao 1 ndo é o 5, mas no caso {5,1} o 1 é o préximo ntimero
depois do 5, entao foi considerado como consecutivo. Esse fato demonstrou uma difi-
culdade de compreensao para determinar quando os elementos sao consecutivos diante

de uma situacao com posicionamento circular.
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Wa”n

Se tratando da sexta atividade, os itens “a” e “b” tinham, por finalidade, analisar
a compreensao dos alunos quanto ao enunciado do problema. No item “a”, os sujeitos
deveriam averiguar se a possibilidade {Segunda, Quarta, Sexta} atendia as especifica-
¢Oes do problema. Ressaltamos que, devido a sua simplicidade, foi o tnico item em
que todos os alunos conseguiram responder corretamente, ou seja, nao houve duvidas
que esse subconjunto sé continha dias nao consecutivos.

Por outro lado, no item “b” apenas dois alunos compreenderam que a possibilidade
{Segunda, Quarta, Domingo} nao satisfazia as condigoes estabelecidas no problema.
Como é possivel observar na solugao abaixo, o aluno A7 percebeu que, embora no
subconjunto a Segunda e o Domingo estejam separados, se trata de dias consecutivos,
pois, no problema, a escolha de Grace nao se restringia ao periodo de uma tnica

semana, ja que estas aulas serdo feitas ao longo de um ano.

Figura 23 — Resposta do aluno A7 para o item “b” da sexta atividade

Fonte: Autoria prépria

Entretanto, os demais sujeitos nao tiveram essa mesma percepcao e consideraram
que Segunda e Domingo nao sao consecutivos. Umas das possibilidades é que os alunos
tenham levado em consideragdo que as aulas de natagao ocorreriam em uma unica
semana iniciando na Segunda, o que tornaria a primeira Segunda nao consecutiva ao

primeiro Domingo. A seguir, apresenta-se uma das solugoes incorretas para esse item.

Figura 24 — Resposta do aluno A2 para o item “b” da sexta atividade

b) Sim. Pais ndo ha nenhum dia consecutivo, sempre passui um salto de pelo menos um dia
para outro.

Fonte: Autoria prépria

Na resposta apresentada na Figura 24, percebemos que A2 justifica sua solucao ba-
seado no fato de haver uma separacao entre os dias do subconjunto, sem levar em conta
o periodo das aulas de natacao que ocorreriam ao longo do ano. Também ha a possibili-
dade dos alunos terem observado apenas o subconjunto {Segunda, Quarta, Domingo}
e nao terem considerado todas as informacoes apresentadas no enunciado do problema.

Dando continuidade, o item “c” tinha por intuito levar os sujeitos a resolverem

uma situagdo pratica que representava um caso de aplicacdo do Segundo Lema de Ka-
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plansky. De acordo com a Figura 6, apenas trés sujeitos que participaram da pesquisa
conseguiram responder corretamente. Novamente, a estratégia utilizada por esses es-
tudantes consistiu na descricao de todas as possibilidades para realizar a contagem no
final.

Com essa mesma perspectiva, os demais alunos também fizeram uso dessa estraté-
gia, mas cometeram alguns equivocos no uso dos seus artificios. A seguir, na Figura

25 destacamos a solugao apresentada por um destes estudantes.

Figura 25 — Resposta do aluno A2 para o item “c” da sexta atividade

c) 10 Maneiras. (segunda, quarta e sexta), (segunda, quarta & sabado), (segunda, quarta e
domingo), (segunda, quinta e sabado), (segunda, quinta e domingo), (segunda, sexta e
domingo), (terca, quinta e sabado), (terca, quinta e domingo), (terca, sexta e domingo),
{quarta, sexta e domingo)

Fonte: Autoria prépria

O fato de o aluno considerar Segunda e Domingo como dias nao consecutivos fez
com que ele apresentasse, em sua solugao, os casos: {Segunda, Quarta, Domingo},
{Segunda, Quinta, Domingo} e {Segunda, Sexta, Domingo}, os quais ndo satisfazem
as condi¢oes dadas no problema e contribuiu para o insucesso da resolugao. Desse
modo, percebemos a importancia ressaltada por MORGADO (2016) sobre a frequente
necessidade de se ter uma boa compreensao da situacao explicitada no problema para
poder soluciona-lo.

Continuando, a sétima atividade tinha por objetivo apresentar sinteticamente para
os sujeitos o enunciado do Segundo Lema de Kaplansky, a fim de que eles tomassem
conhecimento do conceito envolvido nas atividades e pudessem aplica-lo em suas reso-
lugoes. Com base nos dados, os alunos apresentaram um resultado insatisfatorio, tendo
em vista que apenas dois estudantes responderam corretamente ao item “a” e quatro
ao item “b”.

No primeiro item, esperdvamos que os alunos compreendessem que nao havia possi-
bilidade de construir subconjuntos sem que houvesse niimeros consecutivos, rompendo
com a concepc¢ao de que todo problema tem solucao, para que assim, outras habi-
lidades possam ser desenvolvidas. Desse modo, MIRANDA (2015) aponta que “[...]
devemos propor, também, problemas nao convencionais, que exigem um processo de
interpretacdo e investigacao na sua resolucao.” A seguir, apresenta-se uma das solucoes
corretas, em que A7 entende que nao havia como atender as condigdes estabelecidas

na atividade.



Capitulo 6. Andlise e Discussio de Resultados 54

Figura 26 — Resposta do aluno A7 para o item “a” da sétima atividade

Fonte: Autoria prépria

Entretanto, na solucao abaixo apresentada na Figura 27, o aluno A2 compreendeu
que o conjunto tinha seis elementos, porém ele cometeu um equivoco ao considerar que
os subconjuntos deveriam ser formados com dois elementos, ¢ ndo com quatro, como
havia sido solicitado no enunciado. Esse fato pode ter contribuido para a apresentagao

de uma solucao incorreta.

T-a) Y Maneras. (1e3) (1e4) (15, 2e4), 2e5), (2e6) (3e9),(3e6), (4 ¢6)

Figura 27 — Resposta do aluno A2 para o item “a” da sétima atividade
Fonte: Autoria prépria

Em outra solucdo, o aluno Al também nao entendeu que a atividade solicitava o
total de subconjuntos formados com quatro elementos e, em sua solugdo, apresentou
apenas a possibilidade {2, 4, 6}, demonstrando sua mé interpretagido quanto a atividade.

O segundo item, que tinha como finalidade mostrar aos estudantes mais uma situ-
acao que representava um caso de aplicacao do Segundo Lema de Kaplansky, apontou
novamente um resultado insatisfatorio, uma vez que apenas quatro sujeitos que parti-
ciparam da pesquisa conseguiram responder corretamente.

Por meio da Figura 28, destacamos uma das solucdes corretas, em que A7 utiliza
as informagoes apresentadas sobre o Segundo Lema de Kaplansky para responder a

atividade.

Figura 28 — Resposta do aluno A7 para o item “b” da sétima atividade

Fonte: Autoria prépria

Desse modo, tal estudante demonstrou ter uma boa compreensao sobre o enunci-

ado do referido Lema, conseguindo identificar corretamente o total de elementos do
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conjunto e dos subconjuntos que seriam formados, mostrando, também, ter um bom
entendimento sobre o conceito de combinac¢ao simples, pois, como podemos observar,
nao houve dificuldades na utilizacao deste conceito em sua resolucao.

Em contrapartida, os demais sujeitos nao conseguiram responder corretamente a
este item. Alguns apresentaram um resultado sem expor sua estratégia de resolucao e

outros tentaram descrever todas as possibilidades, mas cometeram alguns equivocos.

Figura 29 — Resposta do aluno A4 para o item “b” da sétima atividade

Fonte: Autoria propria

Observamos que, na solucao dada na Figura 29, o sujeito nao conseguiu fazer a
descricao de todos os casos possiveis de escolha dos cavaleiros, o que o levou a apresentar
uma solugao incorreta para este item. No entanto, é importante ressaltar que A4 sé
escreveu subconjuntos com nimeros que nao eram sucessivos, o que demonstra que
houve um entendimento quanto ao enunciado do problema.

A oitava e tltima atividade tinha por finalidade analisar se os alunos conseguiram
identificar alguma diferenga na utilizacao do Primeiro e Segundo Lema de Kaplansky.
De acordo com os resultados, apenas dois sujeitos apresentaram respostas corretas,
ressaltando que a diferenca percebida estava no fato de considerar o primeiro e o tultimo

elemento como consecutivos ou nao, como podemos observar na Figura 30:

Figura 30 — Resposta do aluno A7 para a oitava atividade

Fonte: Autoria propria

Enquanto isso, alguns alunos nao conseguiram identificar a distin¢do entre a apli-
cacao desses Lemas e apresentaram nao a diferenca, mas sim a semelhanca entre eles.

Entao, por meio da Figura 31, destacamos uma dessas solugoes.
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Figura 31 — Resposta do aluno A6 para a oitava atividade

Fonte: Autoria prépria

As atividades propostas na forma de sequéncia didatica tiveram como objetivo in-
troduzir os Lemas de Kaplansky de maneira contextualizada, onde foram apresentadas
situacoes que envolviam esse contetido. Nesse sentido, é importante ressaltar que,
nessas atividades, os alunos estavam diante de problemas, em sua maioria, contextu-
alizados e cotidianos, que possibilitavam que os estudantes pudessem construir uma
visdo mais integrada da matematica, com énfase na sua aplicabilidade em contextos
realisticos, como ¢ orientado em (BRASIL, 2018).

De modo geral, os resultados apontaram que, mesmo diante de dificuldades, alguns
dos sujeitos conseguiram resolver corretamente os problemas propostos, fazendo uso
da enumeracao de todas as possibilidades ou do enunciado dos Lemas apresentados

durante as atividades.



7 Conclusoes

Esta pesquisa teve por objetivo desenvolver e aplicar uma proposta didatica para
o ensino dos Lemas de Kaplansky no Ensino Médio. Para tanto, realizamos uma revi-
sao bibliografica em trabalhos académicos que tratavam sobre esta tematica para nos
aprofundarmos no assunto e, assim, construir uma sequéncia didatica que envolvesse
esse conceito matematico, pois acreditamos que esse conhecimento, embora nao esteja
presente na grade curricular do ensino béasico, pode ser acessivel aos alunos do nivel
médio.

Nesse sentido, é importante ressaltar que a sequéncia didatica foi aplicada de ma-
neira remota, devido ao isolamento social ocasionado pelo momento pandémico viven-
ciado pela Covid-19, e sem que os alunos tivessem um contato prévio com o contetido
abordado. Nossa intencao era que, por meio das atividades propostas, a introdugao
dos Lemas de Kaplansky pudesse ser feita de maneira gradativa e contextualizada.

Por meio dessa aplicagao, constatamos que, embora os alunos tenham apresentado
algumas dificuldades em relagao a resolucao de algumas das atividades, principalmente
sc tratando do Segundo Lema, nem todas cssas dificuldades estavam relacionadas a
sua compreensao, uma vez que algumas delas eram oriundas de conceitos bésicos da
Analise Combinatoéria, como Arranjo e Combinagao Simples. Esse fato também foi ob-
servado por LIMA (2020), pois, em sua pesquisa, alguns alunos também apresentaram
dificuldades quanto a estes conceitos. Apesar disso, houve estudantes que conseguiram
ter uma boa compreensao quanto ao enunciado desses Lemas e fazer a aplicacao cor-
reta deles na resolucao das atividades, bem como houve aqueles que utilizaram como
principal estratégia enumecrar todas as possibilidades para realizar a contagem total
dos casos. Nao podemos deixar de mencionar as dificuldades encontradas pelos alunos,
em especial no entendimento do que significa “ser consecutivo”, além da propria difi-
culdade do tema. Sendo assim, confirmamos nossa suposicao de que, com as devidas
adaptacoes, é possivel trabalhar com os Lemas de Kaplansky nas aulas de matematica
do Ensino Médio.

Desse modo, compreendemos que os objetivos propostos foram alcancados e que
a sequéncia didatica trouxe contribuigoes para o desenvolvimento do raciocinio com-
binatorio, tendo em vista que os discentes estiveram diante de situacoes que nao se
limitavam apenas ao estudo dos conceitos basicos da Analise Combinatoéria, pelo con-
trario, eles puderam conhecer uma maior diversidade de contextos e problemas a ela
relacionados.

O desenvolvimento e aplicacdo desta proposta metodologica nao foram simples,

tendo em vista que houve um rompimento com o modelo tradicional de aula que os
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estudantes estao habituados, tanto pelo fato do contetido néao ter sido primeiramente
exposto e exemplificado pelo professor, quanto por esta aplicagdo ter sido realizada
de mancira remota. Dessa forma, os alunos foram levados a agir ativamente ¢ com
autonomia na busca pela solu¢ao dos problemas.

Embora a metodologia aplicada tenha sido suficiente para o alcance dos objetivos,
consideramos que fazer a aplicacdo dessa sequéncia didatica de forma presencial possa
trazer resultados mais positivos, uma vez que poderd haver uma maior interacao entre
os estudantes, onde, por meio de discussoes, um pode auxiliar o outro na elaboragao
de estratégias e tomada de decisoes. Além disso, haveria um melhor acompanhamento
e gerenciamento do professor no desenrolar das atividades, de modo a identificar e
auxiliar os estudantes nas suas principais dificuldades, nao fornecendo respostas, mas
sim fazendo questionamentos que os facam refletir a respeito das decisoes que estao
sendo tomadas.

Concluimos que este trabalho pode servir de embasamento para professores que de-
sejam ampliar a abordagem do estudo da Analise Combinatoéria no ensino basico e para
alunos que aspirem aprofundar seus conhecimentos na tematica. Assim, compreende-
mos que outras investigagoes podem surgir e complementar os estudos desenvolvidos
nessa area, como, por exemplo, investigar as aplicacoes dos Lemas de Kaplansky nas
olimpiadas de matematica, construir propostas metodolédgicas que visem a abordagem
de outros conceitos como o Principio da Reflexdo, Permutacoes Caoticas e o Principio
de Dirichlet no ensino basico.

Por fim, evidenciamos nossa satisfacdo no desenvolvimento deste estudo que pos-
sibilitou uma reflexao sobre nossa propria pratica, ndo apenas em relacao a Anadlise
Combinatoria, mas também quanto aos demais conceitos matematicos, uma vez que
nem sempre sao feitas conexdes entre esses conceitos com contetidos que nao cstao no
curriculo escolar. Desse modo, esta experiéncia serd levada para nossa vida profissional

e novos problemas para investigacoes irao surgir durante esta caminhada.
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APENDICE A - Sequéncia Didatica

1. Considere que do conjunto {1,2,3,4,5,6} vocé tenha que formar subconjuntos

com dois niimeros de forma que nao haja nimeros consecutivos.

De acordo com essas informagoes responda:

a) O subconjunto {3,5} atende as condigoes estabelecidas no problema? Por
qué?
Solugdo: Sim, pois os elementos do subconjunto {3,5} nao sao

consecutivos.

b) O subconjunto {4,5} atende as condigoes estabelecidas no problema? Por
qué?
Solugao: Nao, pois os elementos do subconjunto {4,5} sdo conse-

cutivos.

¢) De quantas maneiras é possivel formar subconjuntos com dois desses nime-
ros de modo que nao haja nimeros consecutivos?

Solucao: {1,3}, {1.,4}, {1,5}, {1,6}, {2,4}, {2,5}, {2.6}, {3.5},
{3,6} e {4,6}. 10 Maneiras.

2. Thomas adoeceu e precisou faltar a duas provas em sua escola, entao ele precisara
fazé-las em dias diferentes em uma tnica semana de segunda a sexta. De quantos
modos Thomas pode escolher os dias das provas de modo que nao haja provas

em dias consecutivos?
Solugdo: {Segunda, Quarta}, {Segunda, Quinta}, {Segunda, Sexta},
{Terca, Quinta}, {Terca, Sexta} e {Quarta, Sexta}. 6 Modos.

3. Qual a semelhanca entre as questoes 1 e 27

Solucao: Resposta pessoal, espera-se dos sujeitos a percepcao que,
ambas as questoes envolvem escolhas de elementos nao consecutivos

de determinado conjunto.
4. Problemas como os anteriores podem ser resolvidos pelo Primeiro Lema de Ka-
plansky, a seguir apresenta-se seu enunciado:

O ntmero de p subconjuntos de {1,2,3,...,n} nos quais ndo hé nimeros conse-

cutivos é dado por:

f(nvp) - Cg—p—i—l
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W W

Em que “n” representa o total de elementos do conjunto e “p” o nimero de

elementos dos subconjuntos que podem ser formados sem niimeros consecutivos.

a) Sejan = 8 e p=>5 encontre o total de subconjuntos formados nos quais nao
h& nimeros consecutivos, ou seja, encontre f(8,5).
Solucgao: Nao é possivel formar subconjuntos sem que hajam ele-

mentos consecutivos.

b) O professor Arthur dard aulas em um cursinho em trés dias diferentes na
penultima semana antes do ENEM. Para isso, ele tem disponibilidade de
segunda a sabado. De quantos modos ele pode escolher os dias das aulas

levando em consideragdo que ele ndo quer dar aulas em dias consecutivos?
4! 4!

Solugdo: f(n,p) =Ch_p1 =Ch 3., =Cj} = @-: 3)13l 31 - 4.

5. Considere 5 cadeiras numeradas de 1 a 5 dispostas em uma mesa circular, como

podemos ver abaixo.

Suponha que duas cadeiras com niimeros consecutivos nao possam ser seleciona-

das.

Com base nessas informacoes, responda:

a) Existe algum nimero nessa situagdo que nao possua um consecutivo?
Solucao: Nao existe.

b) As cadeiras {1,4} podem ser selecionadas? Por qué?
Solugao: Sim, pois as cadeiras do subconjunto {1,4} nao sao con-
secutivas.

c) E as cadeiras {1,5} podem ser selecionadas? Justifique sua resposta.
Solugao: Nao, pois as cadeiras do subconjunto {1,5} sdo consecu-

tivas.

d) De quantos modos podemos selecionar duas dessas cadeiras sem que haja

cadeiras com numeros consecutivos?

Solugao: {1,3}, {1,4}, {2,4}, {2,5} e {3,5}. 5 modos.
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6. Grace decidiu fazer aulas de natacao trés vezes por semana ao longo do ano. No

entanto, ela ndo quer fazer aulas em dias consecutivos.
Dias da Semana: Segunda/ Terca/ Quarta/Quinta/ Sexta/ Sabado/ Domingo/
Segunda/ Terga/...

Com base nessas informagdes, responda:

a) A possibilidade {Segunda, Quarta,Sexta} atende as condigoes estabeleci-
das no problema anterior? Por qué?

Solugao: Sim, pois no subconjunto {Segunda, Quarta, Sexta} nao

ha dias consecutivos.
b) E a possibilidade {Segunda, Quarta, Domingo} atende as condigoes esta-
belecidas no problema anterior? Por qué?

Solucao: Nao, pois de acordo com as condigcoes estabelecidas no
subconjunto {Segunda, Quarta, Domingo} ha dias consecutivos,
que sao {Segunda, Domingo}.

¢) De quantas maneiras ela pode escolher os trés dias de aula, se nao deve
haver aulas em dias consecutivos?
Solugao: {Segunda, Quarta, Sexta}, {Segunda, Quarta, Sibado},
{Segunda, Quinta, Sabado}, {Terca, Quinta, Sabado}, {Terga,
Quinta, Domingo}, {Terca, Sexta, Domingo} e {Quarta, Sexta,

Domingo}. 7 Maneiras.

7. Problemas como os apresentados nas questoes 5 e 6 podem ser resolvidos pelo

Segundo Lema de Kaplansky, a seguir apresenta-se seu enunciado:

O ntmero de p subconjuntos de {1,2,3,...,n} nos quais ndao hé niimeros conse-

cutivos, considerando 1 e n como consecutivos, ¢ dado por:

n n—p
n—p p

Em que “n” representa o total de elementos do conjunto e “p” o numero de

elementos dos subconjuntos que podem ser formados sem nimeros consecutivos.

a) Sejan =6 e p =4 encontre o total de subconjuntos formados nos quais nao

h& nimeros consecutivos, ou seja, encontre g(6,4).

Solugao: Nao é possivel formar subconjuntos sem que hajam ele-

mentos consecutivos.
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b) (IME — 1986) 12 cavaleiros estao sentados em torno de uma mesa redonda.
Cada um dos 12 cavaleiros considera seus vizinhos como rivais. Deseja-
se formar um grupo de cinco cavaleiros para libertar uma princesa. Nesse
grupo nao poderd haver cavaleiros rivais. Determine de quantas maneiras é

possivel escolher esse grupo?

_ 12 12—-5 12 7 12 7
Solugao: g(12,5)=12—_5'( 5 )=7‘(5)=7'5!.2[=

_ 12 7-6-51 12 42 504 _

=7 s 7 212 %6

8. Vocé percebeu alguma diferenga na utilizagdo do primeiro e segundo lema de

Kaplansky? Justifique sua resposta.

Solucao: Resposta pessoal, espera-se dos sujeitos a percepcao que, a
principal diferenca existente entre esses dois Lemas consiste no fato de,
o primeiro Lema de Kaplansky nao considerar o primeiro e o iltimo
elementos do conjunto como consecutivos, enquanto o segundo Lema

de Kaplansky considera tais elementos consecutivos.
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