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RESUMO

O presente trabalho trata-se de uma pesquisa qualitativa realizada em duas turmas
de terceiro ano do Ensino Médio integrado ao curso técnico em Informaética, no Instituto
Federal de Minas Gerais campus Sao Joao Evangelista, que objetivou discutir similarida-
des e contrapontos entre Demonstragao em Matematica (prova formal) e a Representacao
Visual (prova heterogénea), aqui tratada como Prova sem Palavras (Proof Without Words).
A pesquisa desenvolveu-se com um grupo de doze participantes por meio de uma Ofi-
cina Pedagogica on-line com aplicagdao de dez questdes que permitem sua abordagem
por demonstragdes pelo Principio de Indugado Finita, por formulas da soma de elementos
de uma sequéncia em Progressdo Aritmética ou Geométrica e pela metodologia Prova
sem Palavras. Ao final da oficina, foi aplicado um questiondrio eletrénico, afim de cole-
tar dados e informagdes que tangem as percepgdes e concepgdes dos participantes sobre a
metodologia adotada, as provas e demonstragdes tradicionais e as abordagens visuais para
0s somatorios presentes nas questoes e trabalhados no conjunto dos nimeros naturais e ra-
cionais. Finalmente, sao apresentados e discutidos os dados coletados e as representagdes
figurativas construidas pelos participantes 2 luz da literatura adotada. A partir do debate
com as ideias dos autores e com a experiéncia oportunizada pela Oficina, frente a atuacdo
do grupo, a Prova sem Palavras € identificada como uma metodologia contributiva ao
processo de formulagao de ideias, de desenvolvimento do raciocinio, de identificacao de

padrdes e de abstragcdo para a generalizacdao de féormulas na Matemaética.

Palavras-chave: Resolucdo de Problemas, Demonstracdo Formal, Prova sem Palavras,

Representacdo Visual, Oficina Pedagdgica.
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ABSTRACT

The present work is a qualitative research carried out in two groups of third year
of High School integrated to the technical course in Informatics, at the Federal Institute
of Minas Gerais campus Sao Joao Evangelista, which aimed to discuss similarities and
counterpoints between Demonstration in Mathematics (formal proof) and Visual Repre-
sentation (heterogeneous proof), here treated as Proof Without Words. The research was
developed with a group of twelve participants through a Pedagogical Workshop on-line
with application of ten questions that allow its approach by demonstrations by the Finite
Induction Principle, by formulas for the sum of elements of a sequence in Arithmetic or
Geometric Progression and by the Proof without Words methodology. At the end of the
workshop, an electronic questionnaire was applied, in order to collect data and informa-
tion regarding the participants’ perceptions and conceptions about the adopted methodo-
logy, traditional tests and demonstrations, and visual approaches to the sums present in the
questions and worked on in the set of natural and rational numbers. Finally, the collected
data and the figurative representations constructed by the participants in light of the adop-
ted literature are presented and discussed. Based on the debate with the authors’ ideas and
the experience provided by the Workshop, in front of the group’s performance, the Proof
without Words is identified as a contributing methodology to the process of formulating
ideas, developing reasoning, identifying patterns and abstraction for the generalization of

formulas in Mathematics.

Keywords: Problem Solving, Formal Demonstration, Proof without Words, Visual Re-

presentation, Pedagogical Workshop.
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1 INTRODUCAO

Quem nunca se deparou com formulas matematicas ou teoremas € nao se questio-
nou “‘como surgiu?, qual caminho a demonstracao?, hd uma forma menos complicada de
se demonstrar?”. Sdo questionamentos comuns, principalmente, quando, dentro da disci-
plina de Matematica, os processos e exercicios de prova formal nio sdo tdo recorrentes,
assim como, os caminhos menos complexos, como podem ser as ideias e propostas vi-
suais, por exemplo. Frente a demonstracdo, sempre genérica e, logicamente, formal, em
momentos, é necessario que seja traduzida para uma linguagem mais pratica e didatica, de
forma que o publico compreenda tanto a traducdo quanto a propria demonstragao. Estes
detalhes sdo antigos! A discussado entre formalidade e rigor matemadtico e a no¢ao intuitiva
e criatividade no processo de uma demonstra¢ao formal € presente desde o surgimento da
Geometria Analitica e a construc¢do do cdlculo diferencial em moldes geométricos feita
por Newton, mas que, seu companheiro, Leibniz, chamava a aten¢ao para questdes intui-

tivas e de cunho criativo.

Ponte (2010), em seu texto “Explorar e Investigar em Matemdtica: Uma Acti-
vidade Fundamental no Ensino e na Aprendizagem”, relembra a fala de Bourbaki no
comego dos Elementos': “quem diz Matematica, diz demonstracdo”. Cita Polya (1945):
“a Matematica tem duas faces, € a ci€ncia rigorosa de Euclides, mas é também algo mais
[...]. Matematica, no seu processo de criacdo, aparece como uma ciéncia experimental e
indutiva”. Kant (1998) diz “a Matemadtica ndo pode alcangar nada por meio de conceitos
apenas, mas apressa-se imediatamente a intui¢do”. Apresentadas estas possiveis facetas e
vieses da ciéncia matemadtica e seus pilares de sustentacao e estrutura, surge o enigma que
norteia ou, no minimo, questiona esta pesquisa: € possivel aliar o rigor e a formalidade

de uma demonstragdo matemadtica a criatividade e intui¢do? Se possivel, de que forma?

Numa tentativa de se unir o que, aparentemente, € tao distante ou sem interseccoes,
a proposta deste trabalho foi um didlogo sist€émico entre as partes com suas similaridades
e contrapontos, complementariedade e exclusividade. Mais especificamente, tratou-se
da demonstracdo formal, com todo o rigor matemaético, e as representagdes visuais em
Matematica, chamadas de Prova sem Palavras (Proof Without Words - PWW), com todo
o palpite de “se fazer um desenho”. Este termo comecou a aparecer na Mathematics
Magazine, por volta de 1975, e no College Mathematics Journal, em 1985.

Dito isto, o objetivo geral da pesquisa foi o de discutir similaridades e contrapontos
entre a Demonstracdo (prova formal) em Matematica e a possibilidade de Representacao

Visual (Prova sem Palavras) de identidades matemaéticas envolvendo somas de termos de

'0s Elementos é um tratado matematico e geométrico consistindo de 13 livros escrito pelo matematico
grego Euclides em Alexandria por volta de 300 a.C.



sequéncias numéricas.

Para alcancar o objetivo principal, especificamente, buscou-se:

» Apresentar e reconhecer o recurso da visualizac¢ao pictérica como uma metodologia

contributiva para o ensino e a aprendizagem em Matematica;

* Auxiliar na compreensao das somas de elementos de uma sequéncia no conjunto
dos niimeros naturais e racionais, por meio da sua possibilidade de representacao

visual;

* Incentivar, nos estudantes, a capacidade de identificacdo de padrdes, abstracdo e
generalizacdo de férmulas, observando-se os casos iniciais e, posteriormente, as

perspectivas e métodos figurativos;

* Identificar as contribuicdes da complementariedade da representacdo visual para a
demonstrac¢ao pelo Principio de Indugdo Finita ou pelas férmulas da soma de termos

de sequéncias em Progressdo Aritmética ou Geométrica.

A presente proposta de pesquisa justificou-se pela experiéncia do autor com a dis-
ciplina de Légica Matematica, atuando, em 2019, como professor substituto no Instituto
Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Minas Gerais campus Sao Joao Evange-
lista. Os estudantes de 1° ano do curso técnico integrado em Informatica apresentaram
dificuldades com o conteudo de Inducdo Matematica, principalmente, nas manipulagdes
algébricas exigidas nos momentos das demonstragdes das somas no conjunto dos naturais
pelo Principio de Indug¢do Finita, como, por exemplo, o somatério 1 +2+3+44----+n=
M. Em concomitincia, na disciplina de Semindrios I, no Mestrado Profissio-
nal em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, houve o contato com um artigo
de (ALENCAR; CANDIDO; FARIAS, 2019), que trata do tema “Prova sem Palavras”,
“Representacdes visuais”. No artigo em questdo, foi apresentada uma proposta de repre-
sentar visualmente a soma dos n primeiros nimeros impares e isto chamou a atencdo do

autor, sendo determinante no delineamento da proposta de pesquisa.

A questdo norteadora da pesquisa trata-se de: a utilizacdo de Representacodes Visu-
ais, o método Prova sem Palavras, auxilia na compreensado, na definicao de padrdes e na
generalizacdo de formulas nas demonstracdes de identidades envolvendo somas de termos
de sequéncias numéricas relativas ao conjunto dos niimeros naturais e fraciondrios? Vale e
Pimentel (2009) consideram de particular importancia, “[...] a utilizagdo de padrdes figu-
rativos, em que o modo de ver o arranjo pode ajudar a estabelecer relagdes e consequen-

temente a produzir a generalizacdo”. Acredita-se que, a proposicdo de Representacdes



Visuais aplicadas em somas de termos de sequéncias numéricas no conjunto dos nimeros
naturais e fraciondrios, assim como em outras atividades, pode ser uma forma de auxi-
liar na compreensao, apropriacdo de conhecimento e aprendizagem, bem como, auxiliar

e desenvolver a capacidade cognitiva no que se refere a identificagdo de padrdes.

No Capitulo 2, na secdo “Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicagdo
(TDIC)”, sao abordadas ideias de autores tangiveis as contribui¢des da tecnologia para
o ensino da Matemadtica. Alguns destes autores sao: Borba et al. (2000), Allevato (2005),
Mathias, Silva e Leivas (2019) e Nobriga (2019). Na secdo “Resolugdo de Problemas
e Representacdes Visuais”, sdo apresentados autores que discutem Resolu¢do de Proble-
mas, como Polya (1945, 1978), Hatfield (1978), Krulik e Reys (1980), Schroeder e Lester
(1989), Onuchic e Allevato (2004), Onuchic e Allevato (2011), Onuchic (2012), Onuchic
et al. (2014) e Morais e Onuchic (2014). Em seguida, na sec¢ao ‘“Demonstracoes Formais
e Representacdes Visuais (Prova sem Palavras)”, sdo trazidos autores que abordam o tema
Proof Without Words (Prova sem Palavras) e as Demonstracdes Formais, tais como Lesh,
Post e Behr (1987), Eisenberg (1994), Speiser e Walter (1997), Casselman (2000), Costa
(2002), Arcavi (2003), Duval (2003, 2009), Flores e Moretti (2005), Seoane (2006), Se-
dig e Sumner (2006), Gierdien (2007), Tripathi (2008), Vale e Pimentel (2009), Casanave,
Vaz e Schultz (2009), Barbosa (2010), Alsina e Nelsen (2012), Mathias, Silva e Leivas
(2019) e Couy et al. (2020).

No Capitulo 3, sdo apresentados os materiais, métodos e funcionamento da pes-
quisa, tracando-se o desenho metodoldgico e caracterizando-se a pesquisa como qualita-
tiva e de campo exploratdria-descritiva. Neste capitulo, delineia-se o desenvolvimento da
pesquisa com delimitacdo do grupo participante e o formato de aplicacao das atividades,

que, neste caso, foi por meio de Oficina Pedagédgica.

No Capitulo 4, é apresentada a aplicacdo da oficina desenvolvida com o grupo
participante e € feita uma andlise quantitativa e qualitativa dos resultados obtidos em

relacdo as atividades aplicadas e ao questiondrio eletronico proposto.

Por dltimo, no Capitulo 5, sdo trazidos problemas enfrentados no transcorrer da
pesquisa, dados essenciais coletados com o grupo participante em relacdo a tematica
Prova sem Palavras, os resultados alcangados mediante os objetivos e a questao norteadora

propostos, bem como, as ideias e intengdes com a pesquisa para o ensino de Matematica.






2 REFERENCIAL TEORICO

Nesse capitulo € proposto um didlogo entre ideias, conceitos e pesquisas de diver-
sos autores sobre os temas: Tecnologias Digitais de Informa¢ao e Comunicagao (TDIC),
Resolugdo de Problemas, Demonstracdes Formais e Representagdes Visuais (Prova sem

Palavras).

2.1 Tecnologias Digitais de Informacao e Comunicacao (TDIC)

“Nosso ponto de partida é o fato de que o conhecimento é algo que se constroi. A
questdo fundamental é como se constroi o conhecimento” (BORBA, 2000, p. 100).

As Tecnologias Digitais de Informagdo e Comunicacdo tem proporcionado uma
infinitude de inovacdes nos contextos social, economico, cultural, profissional e, logi-
camente, no educacional. Estas inovagdes, com toda certeza, alteram ou, no minimo,
sugerem novos comportamentos frente as atualizagdes. Fernandes (2020, p. 23) cita,
por exemplo, que, na Educacdo Matemdtica, as Tecnologias Digitais de Informacdo e
Comunicagdo passaram por quatro fases determinantes de desenvolvimento ao longo do
tempo.

A primeira fase ocorreu a partir de 1985, na qual foram inseridos como ferramentas
de ensino o computador e a calculadora simples e cientifica. A segunda fase ocorreu a
partir de 1990, onde foi acrescentada a possibilidade do uso das calculadoras graficas.
A terceira fase ocorreu a partir de 1999, nesta foram inseridas novas ferramentas,
os laptops e a internet. E a quarta e dltima fase ocorreu a partir de 2004, com a
insercao dos tablets e telefones celulares. A partir dai, consolidou-se as possibilidades
de diversas ferramentas inovadoras para o ensino de matematica.

Na Educacio, as tecnologias tangem as praticas de ensino do professor, uma vez
que o publico - estudantes - esta incluso e participante no mundo tecnoldgico. Além des-
tas urgéncias naturais e comuns a pratica do professor, outras circunstancias mais sérias
como, por exemplo, a situagdo de uma pandemia, em escala global, pelo novo coronavirus
SARS-CoV-2 !, pontuam e exigem uma nova postura do professor e, portanto, a utilizaco
de ferramentas digitais para alcangar o estudante e oferta-lo ensino e aprendizagem de me-
lhor qualidade dentro do quadro de isolamento social imposto pela pandemia provocada
pelo SARS-CoV-2. Nesta perspectiva, Borba et al. (2000, p. 24) retratam que

1“A Covid-19 é uma infecgio respiratéria aguda causada pelo coronavirus SARS-CoV-2, potenci-
almente grave, de elevada transmissibilidade e de distribui¢do global. [...] descoberto em amostras
de lavado broncoalveolar obtidas de pacientes com pneumonia de causa desconhecida na cidade de
Wuhan, provincia de Hubei, China, em dezembro de 2019. Pertence ao subgénero Sarbecovirus da
familia Coronaviridae e € o sétimo coronavirus conhecido a infectar seres humanos.” Disponivel em:
(https://www.gov.br/saude/pt-br/coronavirus/o-que-e-o-coronavirus). Acesso em: 20 de abril de 2021, as
20:41.

A Lei n° 13.979, de 06 de fevereiro de 2020, e os decretos que regulamentam as ag¢des relativas a pan-
demia podem ser acessados em (http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2019-2022/2020/1ei/113979.htm#
view). Acesso em: 20 de abril de 2021, as 21:10.



se considerarmos um professor de matematica, € preciso que ele conhega softwares
a serem utilizados no ensino de diferentes topicos e que seja capaz de reorganizar a
sequéncia de contetidos e metodologias apropriadas para o trabalho com a tecnologia
informética em uso.

Allevato (2005) chama a aten¢@o para reflexdes necessdrias e que precisam ser
recorrentes sobre as praticas educativas que o uso do computador sugere. Para a au-
tora, a utilizacdo do computador conduz educadores e pesquisadores a rever e repensar 0s
métodos, os curriculos de ensino e padrdes ja previamente determinados. A atuacao dos
educadores deve se orientar em como a aprendizagem da Matemaética pode se realizar e,
aliado a isto, de que forma os recursos tecnoldgicos podem ser utilizados em atividades e

investigagdes matematicas, principalmente, na perspectiva de Resolu¢do de Problemas.

Mathias, Silva e Leivas (2019, p. 63) apresenta um conceito de “Demonstracdes
Matematicas Dinamicas”, determinado por Nobriga (2019), que ndo trata-se de uma nova
maneira de demonstrar, “mas a um tipo especifico realizado em ambientes de Matematica
Dinamica com a finalidade de explicar e ndo apenas de validar”. Em seguida, é colocado
que € possivel aliar provas matematicas e resolucdo de problemas as animacdes, e, que

isto € uma oportunidade permitida e proveniente das tecnologias digitais.

Logo, fica ainda mais evidente, a necessidade de utilizacdo das Tecnologias Digi-
tais de Informacdao e Comunicagao no trabalho matematico. Nesta pesquisa, essas tecno-
logias se apresentam como uma ferramenta primordial para a aplicacio e desenvolvimento
das atividades do pesquisador junto aos estudantes. A préxima secao dialoga concepgdes
de autores acerca da Resolu¢cdo de Problemas e as Representagdes Visuais. Tais temas
sdo abordados em moldes de Oficina Pedagégica on-line, a qual depende de recursos da

tecnologia e informacao.

2.2 Resolucao de Problemas e Representacoes Visuais

“O coragdo da atividade matemdtica, a Resolu¢do de Problemas tem sido a forca
propulsora para a constru¢do de novos conhecimentos [...]” (ONUCHIC, 2014).

“Se nos fizermos o nosso trabalho corretamente, talvez as escolas se tornem lugares
onde os alunos realmente aprendam a pensar” (SCHOENFELD).

A conceituacdo do termo “Resolucdo de Problemas” vai além de um breve e su-
perficial entendimento sobre resolver ou achar um resultado final para problemas. Na
verdade, trata-se de um tema amplo que vem sendo discutido com intuito de aperfei¢oar
e inovar préticas de ensino mais eficazes e colaborativas na sala de aula. Morais e Onu-
chic (2014) evidenciam que a Resolu¢do de Problemas € uma estratégia para a docéncia,
onde os professores e alunos se envolvem em comunidades de aprendizagem nas aulas

de Matematica, com seus diferentes papéis e funcdes e focados na aprendizagem com



significado. Dessa forma, fica mais do que evidente, a necessidade de professores re-
pensarem suas praticas, bem como, os estudantes se comprometerem e se dedicarem a
protagonizacdo de sua aprendizagem, como posto por Onuchic et al. (2014). As autoras
reiteram a necessidade de inovacdo da pratica educativa de conhecimentos e conceder e
incentivar aos estudantes a responsabilidade por sua propria aprendizagem, sabendo que

estes sa0 os personagens principais na constru¢cdo de conhecimento.

Dentro dessa ideia, Onuchic e Allevato (2011, p. 82) reafirmam sobre o enfrenta-

mento e a atuacdo tanto dos professores quanto dos estudantes.

O professor precisa preparar, ou escolher, problemas apropriados ao contetido ou ao
conceito que pretende construir. Precisa deixar de ser o centro das atividades, pas-
sando para os alunos a maior responsabilidade pela aprendizagem que pretendem atin-
gir. Os alunos, por sua vez, devem entender e assumir essa responsabilidade. Esse ato
exige de ambos, portanto, mudancas de atitude e postura, o que, nem sempre, € facil
conseguir.

Um ambiente propicio a estes desenvolvimentos € a Resolucdo de Problemas.
Uma estratégia defendida por George Pdlya, o grande precursor do tema, nascido na
Hungria, mas que promulgou estudos na drea, em 1942, quando foi professor titular da
Universidade de Stanford, nos Estados Unidos. Trés anos depois, publica o livro na versdao
impressa “How to solve it: a new aspect of mathematical method”?, no qual apresenta
uma sequéncia de quatro fases para se resolver um problema: 1) compreender o problema;
2) estabelecer um plano; 3) executar o plano; e 4) examinar a solu¢gdo obtida (POLYA,
1978).

A Resolu¢ao de Problemas no curriculo iniciou-se em 1980, nos Estados Unidos,
onde, em meio a tantas pesquisas produzidas desde Pélya, publicou-se um livro do Natio-
nal Council of Teachers of Mathematics (NCTM) - Conselho Nacional de Professores de
Matematica, chamado “A Resolucdo de Problemas na Matemdtica Escolar”, composto
por 22 artigos (ALLEVATO; ONUCHIC, 2009). Dentre estes, o primeiro é de Pdlya,
tratando da Resolucio de Problemas de Matematica na high school > e como ela pode ser
trabalhada em sala de aula. Apds estas trés décadas de naufragio do ensino (Movimento
da Matemética Moderna*), a Resolugdo de Problemas ganha campo e amplitude, uma vez
que j4 se tratava de uma area de pesquisa que hd anos bem se fundamentava. A partir

disso, os curriculos escolares dos Estados Unidos colocam-a como prioridade no ensino,

Tradugio: A arte de resolver problemas.

3Equivalente ao ensino médio no Brasil.

40 “Movimento da Matemética Moderna” perdurou ao longo dos anos de 1950 a 1970. Inclusive, os
motivos de seu insucesso sdo apresentados por Onuchic et al. (2014, p. 27) ao citarem Schoenfeld (1996)
colocando que, além do despreparo dos professores em relagéo a abordagem e dificuldades das familias em
auxiliar os filhos nas tarefas escolares, “o nivel de desempenho dos estudantes em Matematica ndo havia
atingido o minimo desejado, pois eles ndo aprendiam as abstragdes e suas habilidades basicas tinham se
perdido na mal sucedida pressa de ensinar, as criangas muito jovens, coisas como a nova teoria numérica”.



assim como, um vasto nimero de paises, e, portanto, inicia-se sua expansao e divulgacdo

mundo a fora.

Na década de 80, através do documento An Agenda for action — recommendations
for School Mathematics of the 1980s, publicado pelo Conselho Nacional dos Professo-
res de Matematica (NCTM, 2000), € sugerido que a Resolugdo de Problemas seja o foco
do ensino da Matematica a partir daquela década. Imediatamente apds este documento,
mesmo com a Resolu¢do de Problemas sendo o slogan da idealidade no ensino de Ma-
tematica, sua implantagdo - o como torné-la o pilar, ainda foi um problema e era utépico,
segundo Schoenfeld (2007). Isto, devido a industria de livros apresentar edicdes com
secOes de resolugdo de problemas com a mesma abordagem e mesmos conteidos, impli-
cando, nas salas de aulas americanas, poucas mudangas. Infelizmente, a Resolugdo de

Problemas ainda era tratada como resolucdo de problemas com enunciado.

Outro detalhe é o distanciamento entre Resolucao de Problemas e a realidade. O
Conselho Nacional dos Professores de Matemética (NCTM) coloca que o trabalho com
Resolugdo de Problemas € regido e pautado pela “aplicagdo da matematica ao mundo real,
servindo a teoria e a pratica de ciéncias atuais e emergentes, e resolvendo questdes que
ultrapassem as fronteiras das ci€ncias matematicas” (NCTM, 2000, p. 2). Portanto, uma
pratica educativa com foco na aprendizagem matemadtica precisa levar em consideracao

as possiveis aplicagdes tangentes a ci€éncia matematica.

Quanto aos tratamentos distintos ao ensino de Resolucdo de Problemas, Morais e
Onuchic (2014, p. 37) citam Schroeder e Lester (1989) e Hatfield (1978), que definem
trés tipos de abordagem: (1) ensinando sobre Resolu¢do de Problemas, (2) ensinando
para Resolucdo de Problemas, e (3) ensinando via Resolu¢do de Problemas. O “ensinar
sobre” € trabalhar sobre a metodologia proposta por Pélya (1945) ou, no minimo, dentro
da perspectiva. Considera-se esse primeiro passo como um novo conteudo. O “ensinar
para” trata-se de o professor refletir sobre as maneiras que a Matemaética pode ser aplicada
em problemas. A aquisicdo do conhecimento de Matemdtica é primordial, mas, neste
passo, o ensino tem como objetivo principal a habilidade de utilizé-lo, ou seja, neste
momento, apds o professor apresentar a parte tedrica do conteido, ele propde problemas
com aplicacdes do que foi estudado. E, por ultimo, no “ensinar via”, os problemas nao
tém como func¢do apenas de levar o individuo a aprender Matematica, mas a de fazé-la.
E um momento onde Matematica e Resolugdo de Problemas caminham juntas, como €
refletido por vérios autores Hatfield (1978), Krulik e Reys (1980), Onuchic et al. (2014).

A perspectiva do “ensino via” Resolucao de Problemas criou forga e se consolidou
a partir de vérios trabalhos desenvolvidos pelo Conselho Nacional dos Professores de
Matematica (NCTM), os quais levaram a publicacao dos Standards 2000 (NCTM, 2000).



Juntamente, neste movimento, o Brasil renova suas orientacdes curriculares, no caso, 0s
Parametros Curriculares Nacionais: Brasil (1997), Brasil (1998) e Brasil (1999), de forma
que a Resolu¢ao de Problemas torna-se o ponto primordial de atividades matematicas em
sala de aula, ou seja, a metodologia figura-se o fundamento do ensino de Matemética

brasileiro.

O ponto de partida e que orienta o trabalho com Matemadtica em sala de aula nos
documentos oficiais e ideias socioconstrutivistas de aprendizagem € o principio de que, ao
serem colocados em momentos e situacdes de resolucdo de problemas, a aprendizagem
da-se pela edificacdo de conceitos elaborados pelos proprios estudantes (ONUCHIC et
al., 2014). Para isso, segundo as autoras, o papel do professor € ser o gerador de situacdes
propicias e o confrontador das concepg¢des criadas pelo estudante. A partir disso, este

ultimo € o construtor do proprio conhecimento matematico.

Cai e Lester (2012), apud Onuchic et al. (2014), evidenciam que € necessario os
professores compreenderem que o desenvolvimento dos estudantes em Resolugdo de Pro-
blemas déi-se lentamente e, portanto, € ideal se ter uma cultura de trabalho com Resolucao

de Problemas em sala de aula, ou seja, torni-la uma pratica consistente e regular.

Uma prética educativa plausivel e com solidez matemética é pautada por Onuchic
e Allevato (2004), quando salientam que os objetivos gerais da drea de Matematica é

levarem os estudantes a pensar matematicamente,

levantar ideias matemadticas, estabelecer relacdes entre elas, saber se comunicar ao
falar e escrever sobre elas, desenvolver formas de raciocinio, estabelecer conexdes
entre temas matematicos e de fora da matematica e desenvolver a capacidade de resol-
ver problemas, explora-los, generaliza-los e até propor novos problemas a partir deles
(ONUCHIC; ALLEVATO, 2004, p. 218).

Corroborando com essas discussdes, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
- Brasil (2018) ressalta que conhecimentos especificos devem incentivar procedimentos
mais eficazes para a reflexdo e abstra¢do, dando suporte aos estudantes para formularem

e resolverem problemas com mais autonomia e recursos matematicos.

Os estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacao,
de constru¢do de modelos e de resolucdo de problemas. Para tanto, eles devem
mobilizar seu modo préprio de raciocinar, representar, comunicar, argumentar e,
com base em discussdes e validagdes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver
representacdes e procedimentos cada vez mais sofisticados. Assim, para o desenvol-
vimento de competéncias que envolvem raciocinar, é necessario que os estudantes pos-
sam, em interacao com seus colegas e professores, investigar, explicar e justificar as
solucdes apresentadas para os problemas, com énfase nos processos de argumentacio
matematica. Embora todos esses processos pressuponham o raciocinio matematico,
em muitas situagdes sdo também mobilizadas habilidades relativas a representacio
e a comunicacdo para expressar as generalizacdes, bem como a constru¢do de uma
argumentacdo consistente para justificar o raciocinio utilizado (BRASIL, 2018, p.
529).



Nesta perspectiva, Polya (1945) destaca a identificagdo de padroes como uma das
mais imprescindiveis estratégias de Resolucdo de Problemas e Barbosa (2010) defende
que a oportunidade dos alunos resolverem problemas, num nivel apropriadamente es-
pecifico, potencializa o raciocinio para conjecturas e provas, além de que, tal atividade se

assemelha e aproxima de préticas feitas por matematicos.

Dreyfus (1991) apud Costa (2002) evidencia que o pensamento matematico possui
distintos processos cognitivos, dentre 0s quais a abstracdo e a representacdo apresentam
relagdes. A seguir, tem-se os

processos envolvidos na representacdo de conceitos e de propriedades (o processo
de representar-visualizacdo, a mudanca de representacdes e a traducdo de uma
formulagdo de um problema ou frase matemdtica para uma outra formulagdo, a
modelagdo), processos envolvidos na abstrac¢do (generalizagdo e sintese sdo pré-
requisitos basicos para a abstrac¢do), processos que estabelecem relagdes entre o re-

presentar e o abstrair, e ainda processos que podem incluir entre outros a descoberta,
a intuicdo, a verificacdo, a prova e a definicao (COSTA, 2002, p. 261).

Uma proposta de ensino com Representagdes Visuais em Resolucdo de Problemas
€ considerada contributiva e relevante para Barbosa (2010), no que diz respeito ao de-
senvolvimento de capacidades intelectuais como, por exemplo, generalizacdo, abstracdao

e identificacdo de padrdes matematicos.

Os conceitos matemadticos sdo na sua esséncia abstratos sendo necessdrio utilizar
capacidades cognitivas de ordem superior para os interiorizar. A utilizacdo de
representacdes, em particular, representacdes de natureza visual, pode facilitar a
compreensdo de alguns desses conceitos tornando-os concretos € mais claros.

As representagdes t€ém vindo gradualmente a ocupar um papel de destaque na apren-
dizagem da Matemadtica e, em particular, na Resolugdo de Problemas (BARBOSA,
2010, p. 27).

Tripathi (2008) evidencia que as Representacdes Visuais tem sido muito investiga-
das nos dltimos anos, pois, além de estarem disponibilizadas facilmente, tem considerdvel
importancia no campo de Resolugdo de Problemas. Para Arcavi (2003), a proposta vi-
sual é uma componente determinante do raciocinio, da Resolucdo de Problemas e até da

demonstracao.

A autora Barbosa (2010) coloca que a utilizacdo de imagens visuais no trabalho
matematico foi feita por George (POLYA, 1945), quando o autor sugere fazer um desenho.
Polya (1945) ressalta que € possivel ser feito um desenho para um problema, mesmo
que este ndo seja geométrico, € uma representacao pode ser determinante em direcdo a

solucgdo.

Na crenga de que, em Resolugdo de Problemas, pode-se criar estratégias meto-

doldgicas e/ou adaptar as existentes, objetivando o ensino de qualidade e a aprendizagem
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significativa, o proximo tdpico dialoga ideias de autores que acreditam nas contribuicdes

do trabalho com a metodologia “Provas sem Palavras” (Proof Without Words - PWW).

2.3 Demonstracoes Formais e Representacoes Visuais (Prova Sem Palavras)

“Ademais, os signos sdo tanto mais iiteis quanto mais expressam um conceito de uma
coisa significada, de tal forma que ndo apenas podem servir para uma representagdo,
como também para o raciocinio” (LEIBNIZ, 1982, p. 189, traducdo nossa).

“Representar um conceito é criar uma imagem dele” (PIMENTEL; VALE, 2012, p.
38, grifo nosso).

Antes de se iniciar uma discussao acerca de Demonstragdes Formais e Representa-
¢oOes Visuais a partir de uma abordagem histérica, € valido propor as defini¢des dos termos
“visualizacdo” e “representacdes visuais”. Gutiérrez (1996) caracteriza a visualizagdo
em Matemdtica como o tipo de atividade que tem por base o recurso a elementos visu-
ais ou espaciais, sejam mentais ou fisicos, utilizados na Resolucdo de Problemas ou na
demonstragdo de propriedades. Arcavi (2003, p. 217) reafirma que:

a visualizacdo € a capacidade, o processo e o produto de criacdo, interpretacdo,
utilizacdo e andlise de figuras, imagens e diagramas, na nossa mente, no papel ou por
intermédio de ferramentas tecnoldgicas, com o propdsito de descrever e comunicar
informac@o, pensar sobre e desenvolver ideias previamente desconhecidas e progredir
no conhecimento.

Sedig e Sumner (2006) definem as Representacdes Visuais como “uma colegdo de
simbolos graficos que codificam visualmente as propriedades causais, funcionais, estru-
turais e semanticas e as relacdes de um mundo representado — seja abstrato ou concreto”.
O NCTM (2000) evidencia que “representacdo’” tem referéncia e aplicagdo tanto como ao
produto como ao processo obtido externa e/ou internamente ao cognitivo dos estudantes

quando desenvolvem Matematica.

Speiser e Walter (1997) ressaltam que, ao se falar de “representacdo”, precisa-se
levar em consideragdo a forma apresentada da criagdo do individuo, para si mesmo, como
parte de um pensar em fluxo, ou, no caso de uma “forma apresentada” a terceiros, como

um relato em progresso.

Barbosa (2010), na tentativa de categorizar as representacoes matematicas que sur-
gem no decorrer da aprendizagem da Matematica e na Resolucdo de Problemas, cita Lesh,
Post e Behr (1987), os quais sugerem as seguintes classificacdes: ‘“concretas (materiais
manipuldveis); verbais (linguagem); simbdlicas (notagdo); semi-concretas (pictdricas);
e contextuais (situagOes da vida real)” (BARBOSA, 2010, p. 30). A proposta dessa
pesquisa engloba representacdes matematicas verbais e pictoricas, uma vez que trata da

demonstracdo matematica formal (verbal/escrita) e representacdes visuais (semi-concretas).
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Numa abordagem histdrica, o formalismo axiomético e o rigor das demonstracdes
e construgdes geométricas foram lancados na Grécia por Euclides de Alexandria, autor de
Os Elementos. As escrituras desta época apresentam uma forte caracteristica dos estudi-
osos/matematicos, a qual é apresentada na fala de Blane (2014, p. 4): “[...] matematicos
sdo seres que apagam seus rastros! Nas provas, sO vemos a constru¢ao de um raciocinio
limpo, sem chances a questionamentos, mas nao o rascunho, a criatividade que leva a

prova. S6 tem-se a sintese de um processo nao a sua andlise.”

Dentro desse formalismo e rigor da época, o surgimento da Geometria Analitica
com Descartes e Fermat e na disputa entre Leibniz e Newton, a no¢ao intuitiva € pautada
por Leibniz na criatividade e o desenvolvimento. Neste momento, ha pequenos indicios
da presenca da Prova sem Palavras com Leibniz e nos estudos do célculo diferencial

construido por Newton em moldes geométricos euclidianos.

Blane (2014) também faz referéncia a um periodo no século XIX, em que a
exigéncia por melhores defini¢cdes e conceitos abstratos € crucial, como, por exemplo,
no desenvolvimento do célculo diferencial em fungdes e nas séries de Fourier, levando
ao distanciamento entre a Fisica e a Matematica. D’ Ambrosio (2021, p. 67) coloca que,
no final deste século, ocorria uma transicao inesperada, “enquanto a matematica procu-
rava meios de se fundamentar como um corpo de conhecimento que se desenvolvia num
universo proprio, a fisica, como a ciéncia das explicacdes de fatos e fendOmenos naturais,
procurava também se fundamentar através da busca de um universo simbdlico”. Dai, para
se provar algo em Matematica, o Principio de Indu¢do Finita era um caminho, herdado

dos gregos, irrefutdvel e solucionava a ansia pela demonstracgao.

Em prosseguimento, a transi¢do do séc. XIX para o século XX, existia uma dis-
cussao entre provas heterogéneas e provas sentenciais. Casanave, Vaz e Schultz (2009)
colocam que, as primeiras, referem-se as demonstracdes com recursos figurativos, geomé-
tricos e diagramdticos, o que ndo era bem aceito, uma vez que, as segundas eram as
legitimas e mais rigorosas, portanto, excluiam a utilizacao de recursos graficos. No caso,
a figuracdo, ou geometrizacdo, ou “diagramatiza¢do” de algum processo numa prova ti-

nham funcdo meramente ilustrativa, nao sendo determinantes ou influentes.

No final do século XX, a discussdo € retomada, colocando a legitimidade das
provas diagramdticas igual a das provas formais. Seoane (2006) coloca que tal legiti-
midade “ndo estaria associada ao uso de regras de inferéncia légica, como ocorre em
provas sentenciais”, mas que, algumas informacdes, podem ser extraidas diretamente das
Representagdes Visuais sem o rigor que seria exigido para o caso da demonstracdo formal
dessas informagdes. O que se intenciona dizer € que, se um determinado passo numa

prova formal € possivel sua justificativa por meio diagramatico, tal processo poderia ser
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considerado vdlido, uma vez que a representacdo visual sugere a validade do que € afir-
mado no meio diagramatico. Um exemplo disso € a proposta de Manders (2008) com uma
interpretacdo das demonstragdes euclidianas constituidas por: ora textos (defini¢des, pos-
tulados, no¢des comuns e proposi¢cdes previamente demonstradas); e, ora graficamente,

trazendo uma forma e atuagdo diferentes na prova.

Blane (2014) considera, finalmente, que, dentro de uma perspectiva histdrica, ha
uma relagdo temporal entre o rigor e prova ainda ndo arrematada e, portanto, conclui que
a Prova sem Palavras questiona o excesso de rigor, bem como, permite contribuicdes das
demais areas para o conhecimento das afirmacdes matematicas, como exemplo a ciéncia
da computagio, incentivando matematicos a serem um pouco flexiveis com a ideia de se

provar e se considerar uma verdade.

A ciéncia da computacdo tem a capacidade de dar uma nova e mais poderosa
roupagem para a Matemdtica. Além da sua grande, mas pouco explorada, capacidade
de por a prova pratica, os conceitos, teoremas e hipdteses, ha também sua capacidade
de processamento, andlise e obtencdo de resultados. Para muitos matemaéticos puros, a
verdade € o que é demonstrado rigorosa e formalmente pelos métodos da prépria ciéncia
matemadtica. Portanto, a definicdo de prova formal, aqui tratada como Demonstragdes

Formais, é definida por Casanave, Vaz e Schultz (2009) como uma

sequéncia de férmulas tal que cada uma delas, ou bem é um axioma, ou bem se segue
de férmulas anteriores na sequéncia por meio de uma regra de inferéncia. A ideia
basica por trds deste conceito de prova € a de que provas, para serem legitimas, tém
de ser rigorosas, sendo o rigor identificado com a explicitacdo de axiomas e regras de
inferéncia (CASANAVE; VAZ; SCHULTZ, 2009, p. 14).

Quanto as suas funcionalidades, Hanna (2000) compila e apresenta alguns objeti-

VOS:

a) verificagdo (preocupa-se com a verdade de uma afirmacao);
b) explicagdo (fornece informacdes sobre por que a afirmacéo é verdade);

¢) sistematizacio (preocupa-se com organizacio de vdrios resultados em um sistema
dedutivo de axiomas, conceitos principais e teoremas);

d) descoberta (preocupa-se com a descoberta ou invengdo de novos resultados);

e) comunica¢do (transmite o conhecimento matematico);

f) constru¢do de uma teoria empirica;

g) exploracdo do significado de uma definicio ou as consequéncias de uma suposicao;

h) incorporacdo de um fato conhecido em uma nova estrutura e a possibilidade de
visualiza-lo sob uma nova perspectiva (HANNA, 2000, p. 8).

Em contrapartida, Prova sem Palavras, que trata das Representa¢des Visuais (pro-
vas heterogéneas), € definida por Casselman (2000) apud Gierdien (2007, p. 65) que
“pode ser pensada como uma “prova” que faz uso de Representacdes Visuais, isto é,
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imagens ou outros meios visuais para mostrar uma ideia matemdtica, equagdo ou teo-
rema. Nao contém quaisquer palavras além de simbolos literais ou numéricos e desenhos
geométricos”. A utilizacdo do termo prova entre aspas aqui é mantida, uma vez que, a
ideia de prova em Matematica, s é valida se demonstrada formalmente com regras de

inferéncia logica, teoremas ou sequéncias de formulas.

Um ponto importante refletido por Mathias, Silva e Leivas (2019) € a fala de Al-
sina e Nelsen (2012) que considera a Prova sem Palavras como, no minimo, um comec¢o
para a demonstracdo formal. Para eles, as figuracoes ou diagramas ajudam a entender
o porqué de uma afirmacdo matematica ser verdadeira. Gierdien (2007) coloca que sdo
provas que explanam visualmente processo e produto, onde, este ultimo, ¢ um meio de

dar suporte a capacidade do aluno de descrever a demonstracao.

Eisenberg (1994) salienta que a Matematica possui duas vertentes em sua esséncia:
a abstracdo e a intui¢do e, nesta ultima, estd o campo da visualiza¢do. “Ha por um lado
a tendéncia para a abstracao [...]. A outra € a tendéncia para o pensamento intuitivo que
contempla processos de visualizacdo. Em geral as escolas t€ém vindo a concentrar-se na
primeira e uma das consequéncias desta abordagem é que uma grande parte dos alunos
nao gosta de pensar com base em figuras (EISENBERG, 1994, p. 110).”

Hanna (1989) contribui para o debate sobre a natureza de uma prova em Ma-
temdtica estabelecendo uma diferencga entre as provas que provam € as provas que expli-
cam. As provas que provam sao aquelas que verificam um teorema, ou seja, que conven-
cem de que tal afirmacdo € verdadeira. As provas que explicam sdo aquelas que mostram

porque um teorema ou afirmacgdo sdo verdadeiros.

No que diz respeito a complementariedade do recurso visual em relagdo a demons-
tracdo formal, Gierdien (2007) refere-se a visualizacdo, colocando-a como um atrativo
para preencher as palavras, afim de tornar verdadeiro o teorema ou a afirmacg@o nesse
tipo de tarefa. Isto €, ao se debrucar sobre uma Prova sem Palavras, deve-se tentar ver a

matematica invisivel, através da visualizacdo (ARCAVI, 2003).

Pode-se concluir, portanto, que a Prova sem Palavras € uma metodologia que faz
uso de nocdes intuitivas para representar, construir, exprimir ou traduzir imageticamente
uma entidade ou afirmac¢do matemadtica, assim como, mostra a validade e/ou a aplicabili-
dade de tais afirmacdes por meio de desenhos, diagramas, imagens ou animacdes, sem a

utilizacdo de palavras e/ou métodos formais de demonstracdo em Matematica.

Numa visdo mais formalista da Matematica, a Prova sem Palavras ndo pode ser

considerada demonstra¢des formais. Brown (1999) evidencia que
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os matemadticos, como o resto de nés, valorizam ideias inteligentes; em particular,
eles se encantam com uma imagem engenhosa. Mas essa apreciacdo ndo subjulga
um ceticismo predominante. Afinal de contas, um diagrama é (no melhor dos casos)
apenas um caso especial e, portanto, ndo € possivel estabelecer um teorema geral.
Ainda pior, pode ser francamente enganador. Embora nio seja universal, a atitude
predominante é que as imagens nao sdo mais que dispositivos heuristicos; eles sdo
psicologicamente sugestivos e pedagogicamente importantes, mas nao provam nada.

Outro detalhe a se considerar €, mesmo que um objeto matemdtico tenha varios
registros de representacio, tal objeto ndo pode perder sua referéncia.

[...] Nao se pode ter compreensdo em matemadtica, se nds nao distinguimos um objeto

de sua representacdo. E essencial jamais confundir os objetos matematicos, como 0s

nimeros, as funcdes, as retas, etc, com suas representacdes, quer dizer, as escrituras

decimais ou fraciondrias, os simbolos, os graficos, os tragados de figura... porque um

mesmo objeto matemdtico pode ser dado através de representacdes muito diferentes.
(DUVAL, 2009, p. 14)

Com a experiéncia do autor com a disciplina de Légica Matemética e com o
conteddo de indu¢do matemaética para alunos do 1° ano do Ensino Médio do curso técnico
em Informatica do Instituto Federal de Minas Gerais campus Sao Jodo Evangelista, nos
momentos de aplicacdo do Principio de Indugdo Finita, na demonstracdo de identida-
des envolvendo somas finitas de termos de sequéncias numéricas sobre o conjunto dos
numeros naturais, percebeu-se grande dificuldade por parte dos estudantes em compreen-
derem a manipulagdo algébrica e o processo de demonstracao caracteristicos da técnica.
Percebeu-se a necessidade de uma metodologia complementar e recreativa para tratar de

uma matematica tao formal.
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3METODOLOGIA

Mediante as vivéncias do pesquisador, as concepcoes e o didlogo de ideias dos
autores, os objetivos dessa pesquisa sdo retomados na tentativa de alcanca-los. Dessa
forma, elaborou-se e ministrou-se uma Oficina Pedagdgica com a proposta de Prova sem

Palavras / Representacdes Visuais, a qual é melhor detalhada nesta secdo.

Com a finalidade de alcangar os objetivos deste trabalho e embasando-se em
definicdes de autores citados a seguir, a pesquisa é caracterizada como pesquisa qualita-
tiva e de campo exploratério-descritivo. E qualitativa e de campo, uma vez que obtém-se
dados descritivos definidos pela atuagdo e contato direto do pesquisador com as ativida-
des do grupo ou ambiente estudados, assim como, tem a preocupacdo em caracterizar a
perspectiva dos participantes (LUDKE; ANDRE, 2011), (GIL et al., 2007). Dessa forma,
a maior parte do trabalho é realizada pessoalmente pelo pesquisador, dando a devida
atencdo e importancia ao contato e vivéncia dele préprio na realidade que se dispde a
estudar (GIL et al., 2007). Outras caracteristicas tangentes a pesquisa de campo € a au-
tenticidade dos fatos e fendmenos, bem como, a espontaneidade presente na coleta de
dados e nos registros de varidveis que, futuramente, sdo objetos de andlise e discussdo
(LAKATOS; MARCONI, 2010).

Por dltimo, é um estudo de campo exploratdrio-descritivo, pois, como define La-
katos e Marconi (2010, p. 171), trata-se de investigacdes na qual ha a formulacido de
questdes e tem tripla finalidade: “desenvolver hip6teses, aumentar a familiaridade do pes-
quisador com um ambiente, fato ou fendmeno, para a realizacdo de uma pesquisa futura
mais precisa [...]. Uma variedade de procedimentos de coleta de dados pode ser utili-
zada, como entrevista, observacao participante [...]”. A descricdo, neste caso, objetivou a
definicdo, o delineamento e a caracteriza¢do do fendmeno. Além disso, a participac¢ao do
autor deu-se por observagdo e interagdo em momentos permissiveis com o0 grupo pesqui-

sado.

O desenvolvimento da pesquisa, no que diz respeito a aplicagdo em campo, deu-se
através de Oficina Pedagégica, a qual ¢ uma metodologia de trabalho em grupo focada
na construcao conjunta de um conhecimento, de observacao, reconhecimento e descri¢ao
de uma realidade estudada, confrontando ideias e dialogando experiéncias diversificadas
de cada individuo participante de forma a amplificar o reconhecimento daquela realidade
(CANDAU, 1999). Todo o saber se resume niao somente a um resultado final da ex-
periéncia de aprendizagem, mas, principalmente, ao processo de constru¢ao dele. Neste
sentido, tal ideia se refor¢a quando educadores e educandos constroem juntos o conheci-
mento num tempo-espaco para convivéncia, para a reflexdo, para a definicdo de conceitos
e de atuacao e participacao (CUBELLES, 1987).



O grupo participante da pesquisa € composto por doze estudantes das duas turmas
de terceiro ano do ensino técnico-integrado do curso de Informética do IFMG campus Sao
Jodo Evangelista, uma vez que o autor, em 2019, atuou como professor, no 1° ano, nas
disciplinas de Matematica e Logica Matematica, onde, nesta dltima mais especificamente,
o conteudo de Indu¢do Matematica para a demonstracdo de identidades envolvendo somas
finitas de termos de sequéncias numéricas sobre o conjunto dos nimeros naturais fazia

parte da ementa da disciplina.

Os doze participantes da pesquisa foram codificados para a discussao das questoes,
como Py, P, P3, Py, Ps, Py, P7, P, Py, Pyg, P11, € Pj2, afim de garantir sigilo quanto a sua
identificacdo. A participacdo dos estudantes deu-se voluntariamente e, nem sempre, em

cada encontro, todos os 12 colaboradores estavam presentes.

Na Oficina, houve a aplicagdo de um total de dez questdes que abordaram: so-
mas no conjunto dos nimeros naturais (04), somas com nimeros fraciondrios (04) e
construgdes geométricas (02), onde todas possibilitaram o trabalho com a Prova sem
Palavras / Representagdes Visuais. A escolha dessas questdes foi devido ao fato dos
participantes na pesquisa terem familiaridade com o contetido de Principio de Inducdo
Finita presente na disciplina Légica Matemadtica no 1° ano, assim como, as Progressoes
Aritmética e Geométrica sao contetido da ementa da disciplina de Matemaética do 2° ano.
Quanto as questdes que trataram de constru¢do geométrica, uma envolvia fatoragdo do
produto notével a> — b e, a outra abordava uma construgio de um tridngulo determinado

por pontos especificos sobre o grafico de uma funcdo quadrética.

A Oficina se subdividiu em quatro aplica¢des / encontros on-line sincronos (24/02,
01/03, 03/03 e 05/03/2021), uma vez que, devido a pandemia, o distanciamento social foi
necessdrio para evitar contaminacao pelo coronavirus. Tais encontros, foram gravados
para efeitos de anélise do material e dados e, cada encontro, teve duragcdo de, no miximo,

duas horas.

No primeiro encontro sincrono, foram apresentados os motivos e incentivos re-
ferentes a ideia da pesquisa e ficaram acordados os dias dos préximos encontros. Além
disso, foram pactuadas: a necessidade de postagem das resolu¢des de cada questdao nas
pastas especificas criadas no Google Drive e compartilhadas com os participantes da pes-
quisa, bem como, a necessidade de resposta, mesmo que ndo obrigatdria, ao formulario
eletronico produzido com a ferramenta Google Forms (Apéndice B) que fo1 aplicado ao
final da Oficina. As representacdes visuais relativas as atividades, foram, em sua grande
maioria, feitas no aplicativo Draw Bricks e editadas no Paint. Quanto a distribui¢do das
questdes, no primeiro encontro sincrono, houve a aplicagdo de duas atividades. No se-

gundo e terceiro encontros, houve a aplicagcdo de trés atividades. E, no ultimo encontro,
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foram aplicadas duas atividades e o questiondrio eletronico.

O pesquisador utilizou o quadro virtual, Jamboard, que é uma extensao / ferra-
menta do Google, para escrever algumas observacdes e consideracdes e discutir duvidas
e pontuacdes colocadas pelos estudantes. Outra grande contribuicdo do Jamboard é que
toda e qualquer escrita nele fica armazenada no Google Drive e, portanto, os envolvidos
na pesquisa podem acessa-lo posteriormente, além de permitir um trabalho colaborativo,

de forma que os participantes podem interagir com escrita, postagens, etc.

No que se refere aos instrumentos de coleta de dados, foram utilizados fotogra-
fias das resolugdes propostas pelos estudantes para cada questdo sugerida, a gravacao
dos encontros sincronos através do Google Meet e, ao final das aplicacdes, o formulario
eletronico. Este ultimo, foi aplicado utilizando-se a ferramenta Google Forms (vide
Apéndice B) e foi composto por seis questdes: quatro questdes fechadas e duas aber-
tas. Seu objetivo foi o de apreciar as opinides e perspectivas dos participantes acerca
das atividades, da validagc@o da proposta sobre Representacdes Visuais (Prova sem Pala-
vras), bem como, sugestdes de melhorias e adaptacdoes no que se refere ao método. A
apreciacdo das impressdes dos estudantes, no decorrer da Oficina, deu-se também por
meio de observacdo participativa, destacando e buscando sanar e dialogar os aspectos
como: duvidas, dificuldades, erros e acertos, a participacao e o envolvimento dos estu-

dantes.

Todo o conjunto de instrumentos: a andlise das respostas ao questiondrio, o en-
contro gravado e a observacdo ao participante nas aplicacoes e, as resolucdes de cada
questdo propostas pelos estudantes, foi analisado e comentado em consonéincia com a
fundamentagdo tedrica adotada referente a utilizacdo de Representacdes Visuais (Prova
sem Palavras). A andlise e as interpretacdoes dos dados descritos foram feitas a luz da

abordagem hermenéutica.

Com isso, permitiu avaliar a possibilidade, a escolha e o uso desta metodolo-
gia direcionada a identificacdo, definicio de padrdoes matemadticos e generalizacdo em
situacdes permissiveis, € como uma sugestdo metodolégica para complementacdo de

demonstracdes formais.

Em referéncia a garantia do consentimento e participagao na pesquisa, foi adotado
e assinado o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE — Anexo A) aos es-
tudantes e suas respectivas familias, a fim de proteger legal e moralmente o pesquisador
e o grupo pesquisado. Por se tratar de um publico-alvo com idade entre 12 a 18 anos
incompletos, foi também adotado e assinado o Termo de Assentimento do Menor (Anexo
B). Tais documentos foram arquivados, sob responsabilidade do autor, por 05 (cinco)

anos apos o término da pesquisa. Do mesmo modo, quanto a institui¢ao parceira da pes-
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quisa, o IFMG campus Sao Joao Evangelista, a direcao de ensino autorizou a pesquisa e

a documentacdo foi oficializada por meio da Carta da Institui¢io Co-participante.

Com base no exposto, o proximo capitulo traz os resultados e as discussdes da pes-
quisa. Ao mesmo tempo, descreve a experiéncia permeada pela Oficina, compartilhando
e detalhando alguns registros cruciais, como representacdes visuais, demonstracdes e
férmulas utilizadas pelos estudantes e suas respostas ao formuldrio eletronico, os quais
tangem a proposta desta pesquisa e vao ao encontro das concep¢des dialogadas no “Refe-

rencial Tedrico” acerca do método adotado Prova sem Palavras.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta e dialoga as ideias de resolucdes propostas pelos parti-
cipantes a cada questdo aplicada na Oficina e, posteriormente, traz concepcoes cole-
tadas acerca do grupo pesquisado, por meio do formuldrio eletronico, que tangem as
Representagdes Visuais e as Demonstragdes Formais, permitindo uma discussao a Gtica

dos autores sobre o tema Prova sem Palavras.

4.1 A aplicacao das questoes
A seguir, a discussdo das propostas de solucdo a cada questio sugeridas pelos

estudantes e pesquisador.
4.1.1 Soma dos n primeiros nimeros naturais

A primeira questdo proposta ao grupo participante foi demonstrar a férmula fe-
chada para a soma dos n primeiros nimeros naturais e cujo objetivo era identificar os

métodos de demonstracdo utilizados pelos estudantes:

Questao 1. Mostre a igualdade 1 +2+3+---+n= , para todo n € N.

nn+1)
2

Para a demonstragcdo da igualdade, foram utilizados: o Principio de Indugdo Fi-
nita e a formula da soma de n termos de uma Progressao Aritmética, uma vez que tais
conteddos foram estudados em disciplinas do ensino médio integrado ao técnico, como
em Logica Matematica (1° ano) e Matematica (2° ano), respectivamente. Como o grupo
pediu para revisar a técnica de demonstragao utilizando o Principio de Indugao Finita, o

pesquisador ilustra os passos utilizando o quadro virtual, o Jamboard.

Um total de sete estudantes utilizaram o Principio de Induc¢do Finita e dois, a
formula da soma de n termos de uma Progressao Aritmética. Uma resolucao, proposta

pelo estudante Py, e que se assemelha a dos demais colegas, segue abaixo.
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Figura 4.1: Proposta do estudante P;.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

O artificio de Representacdes Visuais, o método Prova sem Palavras, ndo apareceu
em nenhuma solug@o proposta pelos participantes, o que evidencia o ndo contato dos
mesmos com essa técnica de abordagem para problemas do tipo apresentado na questao.
As solucdes apresentadas pelos estudantes, como aquela da Figura 4.1, Casanave, Vaz e
Schultz (2009) classificam-nas como provas sentenciais, que ndo utiliza-se de recursos

gréficos ou pictdricos.

Ap06s o recebimento das resolucdes da primeira questdo de cada participante, o
pesquisador faz a primeira abordagem do tema introduzindo a Prova sem Palavras suge-
rida a soma dos n primeiros nimeros naturais. A Figura 4.2 apresenta uma proposta de

solucdo apresentada pelo pesquisador, para discussao com o grupo.
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Figura 4.2: Soma dos n primeiros nimeros naturais.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Neste momento, os estudantes apresentaram curiosidade em relagdo a Prova sem
Palavras. Ap6s se explanar que a soma aplicada na imagem trata-se de, na primeira linha,
de cima para baixo, haver um quadrado cinza; na segunda, haver dois quadrados cinza,
e assim sucessivamente, até a n-ésima linha, onde ha n quadrados cinza, assim como, é
dada a mesma interpretacdo a quantidade de quadrados azuis de baixo para cima, € facil
visualizar a quantidade total de quadrados cinza (ou azuis). No caso, existem n linhas,
onde, cada linha possui n + 1 quadrados e, como ha a mesma quantidade de quadrados

. . . ) ... nn+1
azuis ou cinzas, a quantidade de quadrados cinza (ou azuis) é g

4.1.2 Soma dos n primeiros niimeros cibicos

A segunda questdo trata-se da soma dos n primeiros nimeros ctibicos e é proposta
com o objetivo de incentivar a utilizagao do método Prova sem Palavras, uma vez que, ha
a possibilidade de um didlogo entre a representacdo da questao anterior e a possibilidade
de construcao da solucdo andloga aquela apresentada pelo pesquisador, vide Figura 4.2.

1))

Questdo 2. Mostre a igualdade 13 +23 +3% 4 -4+-n3 = (1 +243+---+n)? = ( 3

para todo n € N.

A primeira questdo tratava-se de uma Progressdo Aritmética (P. A.) e, dessa forma,
facilmente demonstrada pela féormula da soma de n termos de uma P. A., o que de fato foi
utilizado por alguns alunos em suas solu¢des. No entanto, a questdo 2 ndo se trata de P.

A. e nem de uma Progressao Geométrica (P. G.) o que, possivelmente, pode sugerir aos
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alunos a utilizagdo do Principio de Indugdo Finita como estratégia para a demonstragao
solicitada. Isto é concretizado quando observada a quantidade de estudantes que optaram
por tal caminho: um total de seis solucdes fizeram uso dessa estratégia. No entanto, nesta
atividade, j4 nota-se que trés estudantes tentaram uma abordagem visual para a solugdo, o
que pode evidenciar que, para tais estudantes, a abordagem apresentada pelo pesquisador
para a solucdo da questdo 1 mostrou-se atrativa. No caso dos estudantes que optaram pelo
Principio de Indu¢do Finita como estratégia de solu¢do para a questdo, alguns mencio-
nam certa dificuldade em trabalhar algebricamente com polindmios na forma (x +a)3 e

identificar a igualdade no passo final de indugao.

Apresenta-se a seguir duas tentativas de representacao visual elaboradas pelos es-
tudantes P; e P4, embora os estudantes dizem que ndo conseguiram identificar ou criar um

padrdo visual para que, ao final, seja generalizado para o caso n.

Figura 4.3: Proposta do estudante P;.
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Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Figura 4.4: Proposta do estudante P.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

O que se intenciona evidenciar s@o as tentativas dos estudantes em usar a Prova
sem Palavras para se mostrar a igualdade, mesmo que ndo tenham conseguido chegar
numa generaliza¢do. O estudante P4, por exemplo, conseguiu identificar que, a soma dos
trés primeiros termos (n = 3), é verificada, mas ndo conseguiu chegar numa proposta

geral visualmente, nem criar uma representagao padronizada, assim como o estudante Ps.

A proposta visual do pesquisador foi apresentada logo em seguida.
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Figura 4.5: Soma dos n primeiros niimeros cubicos.
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Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

A aplicacdo visual da questao pode ser vista da seguinte maneira:

Para o caso do primeiro ndmero cubico, 1, € 6bvio;

Para o caso do segundo niimero ctbico, 8, a soma 1 +8 =9 gera um quadrado de
lado igual a 1+2 =3 e (142)? = 9 quadradinhos (1 cinza + 8 azuis);

Para o caso do terceiro nimero cubico, 27, a soma 1 +8+27 = 36 gera um quadrado
deladoigual a 14243 =6e (1+2+3)? = 36 quadradinhos (28 cinzas + 8 azuis);

De maneira sucessiva, € perceptivel que a soma dos n primeiros nimeros cubicos

gera um quadrado de lado igual a soma dos n primeiros nimeros naturais 142+

1 1
34+--+n= n(n;— ) Dessa forma, concluimos que ha @ linhas e, em
1 1) 2
cada linha, ha @ quadradinhos, gerando assim, um total de (—n(n;— ))

quadradinhos azuis e cinza, no caso, a soma dos n primeiros nlimeros ctbicos.

4.1.3 Soma dos n primeiros nimeros impares

A terceira questdo proposta trata-se da soma dos n primeiros nimeros impares,

cujo objetivo foi o de familiarizar os estudantes com construcdes visuais de tais somas no

conjunto dos naturais, onde, diversas dessas igualdades de somatoérios podem ser mostra-

das utilizando-se de poligonos regulares.
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Questao 3. Numa distribuicdo de balas, hda uma quantidade n de criangas, onde cada
uma delas, recebe 02 balas a mais que a crianca anterior. Sabendo que a primeira
crianca recebeu 01 bala, qual a quantidade total de balas que devo comprar para tal

distribuigdo ser feita?

A partir da contextualizacdo sugerida, os estudantes identificaram a soma finita
dos numeros impares 1 4+3 + 5+ -+ 2n — 1, definiram o n-€simo termo geral para a
progressdo (2n — 1) e relembraram que, tal soma, € igual a n?. Um total de cinco alu-
nos tentaram representa-la visualmente, dois alunos a demonstraram pelo Principio de
Inducao Finita e trés alunos utilizaram a férmula da soma de Progressdo Aritmética, a

qual, neste caso, tem razao igual a 2 e primeiro termo igual a 1.

Uma representacdo visual sugerida pelo estudante P> estd mostrada a seguir, in-

clusive P, utiliza, resumidamente, os passos do Principio de Inducdo Finita.

Figura 4.6: Proposta do estudante Ps.
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Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Neste sentido, Duval (2009) coloca que pode-se haver distintas e variadas represen-
tagdes para um mesmo objeto matematico. Esta questdo, por exemplo, se apresenta de
maneira contextualizada, podendo ser interpretada como a soma dos n primeiros nimeros

impares, como também, possui uma representacao figurativa.

A representacao visual utilizada por P, vai ao encontro da proposta sugerida pelo

pesquisador, que segue abaixo.

26



Figura 4.7: Soma dos n primeiros nimeros impares.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

E perceptivel visualmente que:

* Para o primeiro termo, 1, é dbvia a existéncia de um tnico quadradinho cinza;

* Para a soma, 1+ 3, é observavel que existem 4 quadradinhos que formam uma area
gerada por dois nimeros (1 e 3), ou seja, a medida do lado do quadrado de area 4 é
2

» Para a soma, 1 +3 435, é observavel que existem 9 quadradinhos que formam uma
area gerada por trés nameros (1, 3 e 5), ou seja, a medida do lado do quadrado de

area 9 € 3;

e Para a soma, 14+3+5+47, é observavel que existem 16 quadradinhos que formam
uma area gerada por trés nimeros (1, 3, 5 e 7), ou seja, a medida do lado do qua-
drado de area 16 é 4;

+ De maneira sucessiva, é notério que a soma dos n primeiros nimeros fmpares é n?,

pois, se k é impar, entdo k+ 2 também €. Logo, € possivel organizar cada proximo
nimero impar k 4 2 ao impar anterior k e, isso implica o adicional de 1 unidade a
cada lado do quadrado anterior, como apresentado nas representacdes do estudante

P, e do pesquisador;

« Conclui-se que h4 n linhas por n colunas e, portanto, n*> quadradinhos azuis e cinza.

Entio, sdo necessdrias n” balas para que se cumpra a distribuicdo efetuada para n criancas.
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Percebe-se, nesta questio, que ja houve uma proposta de solu¢do visual, mas vin-
culada ao Principio de Inducdo Finita, o que Casanave, Vaz e Schultz (2009) chamam de
prova heterogénea (demonstracdes com utilizacdo de recursos figurativos). Neste sentido,
o objetivo da questdo foi parcialmente alcancado e nota-se, tanto nesta atividade quanto
nas anteriores, uma apropriacao significativa de métodos algébricos em detrimento de
apelos visuais e/ou geométricos, o que evidencia que o ensino basico na adrea de Ma-

tematica tende a ser algebrizado.
4.1.4 Soma dos n primeiros niimeros pares

A quarta atividade proposta foi a seguinte:

Questao 4. Mostre que a soma dos n primeiros niimeros pares é dada por n parcelas de

Seu sucessor.

Primeiramente, foi necessdria a identificacdo dos termos dessa sequéncia. No
caso, trata-se da soma dos n primeiros nimeros pares: 2+4+6+---+2n=n(n+1).
Com esta questdo, intencionava-se verificar a percep¢ao dos estudantes referente a simi-

laridade com a Questdo 1, uma vez que, basicamente, a soma tratada refere-se ao dobro
nn+1)

7
Os elementos da sequéncia construida estdo em Progressdao Aritmética de razdo e

da igualdade presente na primeira questdo: 1 +2+3+---+n=

primeiro termo iguais a 2, permitindo assim, o cdlculo da soma dos n primeiros nimeros
pela formula da soma de P. A., bem como, a demonstracao da igualdade € possivel pelo
Principio de Inducdo Finita. Um total de trés participantes utilizaram a férmula da soma,
sete estudantes tentaram o artificio de representacao visual e nenhum utilizou o Principio
de Inducdo Finita. Devido a familiaridade e semelhanca com as questdes anteriores,
percebe-se um aumento no ndmero de estudantes tentando mostrar a igualdade visual-

mente.

A sugestdo de representacao visual foi trazida pelo estudante FPs, a qual segue

abaixo.
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Figura 4.8: Proposta do estudante Fs.
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Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

De forma semelhante, o pesquisador apresentou visualmente a questdo aos es-

tudantes e varios deles haviam feito construcdes parecidas, seguindo a mesma ideia da
proposta por Fs.

Figura 4.9: Soma dos n primeiros nimeros pares.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

A interpretacdo dada a quantidade de quadradinhos azuis e cinza pode ser per-
cebida por haver n + 1 linhas, tais que, em cada uma, existem n quadradinhos azuis e

cinza. Logo, a quantidade total de quadradinhos é n- (n+ 1), a qual trata-se da soma dos

n primeiros nimeros pares. A diferenca entre a proposta de Py e a do pesquisador € o
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posicionamento do primeiro elemento, 2, da sequéncia dos pares 2, 4, 6, --- , 2n. Caso
os dois quadradinhos sejam colocados na vertical, haverdo n + 1 linhas e n colunas, como
feito por Fs. Caso sejam colocados na horizontal, o nimero de linhas é n e o de colunas

n+ 1, como sugerido pelo pesquisador.

Ja com a aplicacdo dessa atividade, nota-se uma clara mudanca de estratégia dos
estudantes na tentativa de solug¢do, os quais em sua maioria passaram a utilizacdo de
representacdes visuais em suas abordagens. Dessa forma, julgam-se alcangados os obje-

tivos propostos com esta atividade.
4.1.5 Soma infinita das poténcias de base 2 com expoente inteiro negativo

Mantendo-se em mente os objetivos do trabalho que € a utilizacdo de representacdes

visuais como recurso metodoldgico, apresentamos a quinta atividade trabalhada:

Questao 5. Mostre que a soma infinita das poténcias de base 2 com expoente inteiro

negativo é 1.

Primeiramente, foi necessdrio auxiliar os estudantes a transcreverem a questao
1 1

da linguagem textual para a algébrica: 27! +272 4273 +... = % + 1 + 3 +-o=1,
evidenciando, mais uma vez, a dificuldade de transicao elementar: a interpretacdo textual
e a transcri¢do algébrica. A linguagem algébrica é considerada primordial no processo
de identificacao de regularidades, desde os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL,
1998). Carmo (2003, p. 1) evidencia o quao € necessario dominar a linguagem algébrica
frente a exigéncia do “aprendizado de seus codigos verbais, a fim de que a leitura de

expressOes matemdticas apresente algum sentido 16gico para quem as 1€”.

Ainda sobre a linguagem algébrica, Carrasco (2007, p. 204) coloca que é natural
que existam diferengas entre a linguagem comum dos estudantes e a cientifica, particular-

mente, a matematica, a qual objetiva facilitar o registro do conhecimento e formaliza-lo.

Mas, até que o aluno se torne capaz de utilizar esta linguagem formalizada, ele precisa
compreender o significado (a esséncia) do conceito ou teoria que esta sendo estudada
e que se mostra, geralmente, na propria linguagem matematica. E precisa saber falar
e escrever sobre este conceito, na sua linguagem usual, para s6 depois, fazé-lo na
linguagem simbdlica (CARRASCO, 2007, p. 204).

No caso, a igualdade pode ser mostrada, utilizando a férmula da soma de Pro-
gressao Geométrica Infinita, pois o primeiro termo e a razdo sdo iguais a % Um total
de cinco estudantes tentaram representd-la visualmente e quatro fizeram uso da férmula
da soma da Progressio Geométrica. A seguir, sdo apresentadas duas resolucdes dos es-

tudantes P, e Ps, nas quais Ps utiliza a férmula da soma e P, tenta, por meio de 4rea de
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triangulos, mostrar a soma infinita, mas nao consegue uma generaliza¢do ou descobrir um

padrio.

Figura 4.10: Proposta do estudante Ps.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Figura 4.11: Proposta do estudante P».
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Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Em seguida, o pesquisador mostra duas propostas visuais para a soma infinita em

questdo: uma, embasando-se na representacao visual do estudante P, (Figura 4.12), e a
outra, como uma forma alternativa (Figura 4.13).
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Figura 4.12: Proposta de solu¢do com base na ideia do estudante P».

1
A ==
CDB =5
O triangulo CAB é retangulo em A.
D é ponto médio de AB, G é ponto médio de AD e assim por diante...
1
Acep =~
C CGD =4

Continuando com o processo, obtemos que a soma das areas

1 1
Acpp+ Acept- - =5+ + = Acap =1

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Figura 4.13: Solugao alternativa: soma infinita das poténcias de base 2 com expoente inteiro negativo.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

A drea de um ?uadrado, 1 u. a., foi dividida em duas partes iguais, ou seja, cada

parte tem areaigual a 5 Novamente, assumindo uma destas duas areas, que tem drea igual

| R L 1 .
a > dividiu-a em duas partes iguais, tais que, cada nova parte, tem area T Seguindo o
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. L
mesmo padrdo, uma destas duas dreas, que tem drea igual a T foi dividida em duas partes
iguais novamente e, portanto, cada uma, tem area —. Fazendo com que tal procedimento

L ) 1 ) ..
se repita infinitas vezes, a soma — + 1 + 3 +--- tenderd a 1, ou seja, essas divisoes e

2
subdivisdes tendem a preencher toda a area do quadrado de éreil I u. a., como sugerido
pelo pesquisador visualmente. E, portanto, € visto que > + 1 + 3 4+ =1

Por se tratar da primeira questdo trabalhada com numeros fraciondrios, alguns
estudantes optaram por mostrar a igualdade com a férmula da soma de uma Progressao
Geométrica Infinita de razdo e primeiro termo iguais a % Mesmo com a ocorréncia de
esboca-la visualmente, dentre as representacdes visuais apresentadas pelos estudantes, a

que mais condiz com a proposta € a do P;.
4.1.6 Soma infinita das poténcias de base 4 com expoente inteiro negativo

A sexta questdo refere-se a soma infinita das poténcias de base 4 com expoente
inteiro negativo. De modo semelhante a questdo 5, o objetivo desta € apresentar a possi-

bilidade de construg¢des visuais com somas no conjunto dos nimeros racionais.

. _ 11 1 1
Questao 6. MostreazgualdadeZ—F -] +{= —l—~-~:§.

Um total de cinco participantes tentaram esbogar alguma representacao visual, e
cinco utilizaram a férmula da soma infinita da Progressao Geométrica de razao e primeiro
termo igual a 1 para mostrar a igualdade. E importante ressaltar que um estudante se man-
teve resistente em tentar construgdes visuais. No questiondrio, por exemplo, aplicado ao
final da Oficina, o estudante menciona que o grau de dificuldade de uma demonstracao
formal e uma Prova sem Palavras se equiparam, principalmente, devido a ndo familiari-

dade com o recurso.

Uma Prova sem Palavras referente a questao € proposta pelo estudante P, a qual

aparece na Figura 4.14.
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Figura 4.14: Proposta do estudante F.

A 3 '
N B
\F it
= Eaoy =
\&— (|
-
| BT s
Y
i |
G TR
R
niie-
51 T
1
N W
T I
X oo vl

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Nesta questdo, os objetivos foram alcancados, uma vez que Pg propds a representa-
¢do acima, a qual se assemelha a ideia do pesquisador. Um quadrado de area 1, € dividido

em quatro partes iguais, ou seja, cada parte tem drea igual a R Uma destas partes de

1 o L
area 7 ¢ subdividida em quatro partes iguais novamente e, portanto, cada nova parte

2
tem drea T (Z) . Tal processo, sendo repetido infinitas vezes, o somatério de dreas

1 (1)? 3 1
I + (4_1) + (4_1) + --- tende a preencher 3 da area do quadrado, como apresentado

1 /1\* /1)’
visualmente. Dessa forma, concluiu-se que 1 + (Z) + (Z) +-e==

Como dito, a representacdo visual do pesquisador se assemelha a do estudante .

Figura 4.15: Soma infinita das poténcias de base 4 com expoente inteiro negativo.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).
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4.1.7 Soma infinita das poténcias de base 3 com expoente inteiro negativo

A sétima questdo proposta refere-se a soma infinita de poténcias de base 3 com
expoente negativo.

3 _ 1 (1) (1) 1
Questao 7. Mostreazgualdade§+ 3 + 3 —|—---=§.

De modo semelhante as questdes (5) e (6), essa atividade visa apresentar provas

visuais com somas no conjunto dos niimeros racionais.

Um total de seis participantes tentaram o artificio visual, cinco fizeram uso da
o . - . 1
férmula da soma infinita da Progressdo Geométrica de razao e primeiro termo igual a 3 e

um estudante ndo conseguiu mostrar a igualdade.

Uma Prova sem Palavras a questdo € proposta pelo estudante P, a qual segue

abaixo.

Figura 4.16: Proposta do estudante F.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

O estudante Py, além de trazer uma representacao visual, utiliza a férmula da soma
de uma Progressao Geométrica Infinita. A Prova sem Palavras, neste caso, se assemelha a
proposta do pesquisador; o que difere, € somente a organizac¢do dos retangulos interiores

distribuidos na drea do quadrado.

Couy et al. (2020), em referéncia aos estudos de registros de representagcao semioti-
ca a luz das ideias de Duval (2003) no que se refere ao processo de ensino e aprendizagem
de Matematica, destacam a concepcdo de uso dos artificios algébricos e visuais desta-

cando a possibilidade de utilizacdo de dois ou mais registros de representacdo simultane-
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amente numa questao, assim como, a comunicagao factivel entre eles. Chamam a aten¢ao
a este diferencial existente na ciéncia matematica em relagao as outras ciéncias. Em con-
trapartida, fica evidente também certa automatizacao das técnicas de demonstragao formal
ou de se tendenciar ao uso de recursos mecanizados. Isto é perceptivel, uma vez que a
representacio visual da questdo anterior apresenta familiaridade com esta ultima e, no-
vamente, os estudantes insistem em demonstri-la pela férmula da soma da Progressao

Geométrica Infinita.

Um fato importante € ressaltado por Costa (2002) que refere-se a delimitacao da
autora a0 momento em que os estudantes se envolvem nas defini¢des propostas num pro-
blema na tentativa de gerarem significado. Para a autora, cada estudante desenvolve uma
constru¢do propria, partindo do que mais lhe da suporte, sejam imagens ou sejam as

proprias definicoes.

Uns, podem criar estruturas formais poderosas apoiadas por uma variedade de
imagética visual, cinestésica ou outra. Estes estudantes podem estar em conflito
continuo quando reconstroem a imagética informal para dar um significado rico a
teoria formal. Outros estudantes podem concentrar-se antes na defini¢cdo, usando-a
e repetindo-a quando necessdria até a escrever sem esfor¢o, assim o foco estd nas
definicdes e nas dedugdes. Para este segundo tipo de estudantes, as imagens visuais
e as intuicdes jogam um papel menos proeminente. Esta forma de abordagem pode
produzir uma imagem formal do conceito capaz de usar as definicdes e provar
teoremas quando se lhes € pedido.

Os estudantes manejam o uso de defini¢des do conceito de vdrias maneiras, ou re-
construindo as suas compreensdes para chegar a teoria formal ou construindo por
deducio, das defini¢des do conceito, uma compreensdo independente das formalida-
des (COSTA, 2002, p. 259).

Quanto a questdo proposta, a interpretacdo da distribui¢do € a seguinte: um qua-
drado de area 1 € dividido em trés partes iguais. Logicamente, cada parte (ou retangulo

formado) tem &rea igual a 3 Selecionando-se uma dessas partes e dividindo-a em trés

2
partes iguais, tem-se que, cada parte, tem area igual a 9= <—> . Tal procedimento sendo

3
1\2 3
repetido infinitas vezes, a soma 3 + <§> + <§> +--- tende a preencher metade da area
1 11y 1
do quadrado, como representado por Fg, ou seja, 3 + 3 + 3 +.= 5

O pesquisador sugere a representacdao visual abaixo, a qual se assemelha a do

estudante Py, como dito anteriormente.
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Figura 4.17: Soma infinita das poténcias de base 3 com expoente inteiro negativo.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

. . ~ n
4.1.8 Soma infinita das fracoes o comn € N*
. ~ N . . ~ n
A oitava questdo proposta refere-se a soma infinita das fracdes Tk comn € N*.

- 1 2 3 4 n
Questao 8. Mostreque§+Z+§+E+-~+i+---:2,parat0d0n€N.

Tratou-se de uma questdo considerada como muito dificil pelos estudantes, pois,
segundo eles: detectar um padrdo visual ou de termo para termo foi dificultoso ou ndao
foi possivel; demonstrar, por férmula da soma de uma Progressdao Geométrica Infinita ou
por Inducdo Matematica, foi impossivel, uma vez que, em nenhum dos métodos tal so-
matdrio se encaixa na definicio. E observével que, quando uma questio foge um pouco
dos padrdes recorrentes de abordagem ou representacao, os estudantes apresentam difi-
culdades ou se sentem incapazes de resolvé-la, seja por demonstracdo ou por proposta

visual.

O estudante P; deu uma interpretacao visual para a igualdade de uma forma muito
precisa e diferenciada, de forma que surpreendeu todos os presentes nesta aplicacio da
Oficina, inclusive o pesquisador.
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Figura 4.18: Proposta do estudante F.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

O estudante representou a soma visualmente da seguinte forma:

* Dois quadrados de area 2, onde cada quadrado tem area 1, sdo divididos em partes;

* O primeiro quadrado foi dividido em duas partes de dreas iguais representando a
1 2

soma E—FZ,

* O outro quadrado foi dividido em oito partes iguais, onde:

. .3
trés destas partes, referem-se a g;

— duas destas partes, referem-se a % = %;
1 5 1 11

— uma parte mais 1 da outra parte, referem-se a v = 3 + h §;

3 . 31
-2 da outra parte, refere-se a a1 = . g;

P . . 1 .3 1 .
— e, a ultima oitava parte, possui — - 2 mais 1 de 1 desta oitava parte, a qual
7 1 311 1 3
refere-sed — =—+4----— -

128 32 44’8 32 128

* De maneira sucessiva, é perceptivel que o somatério de dreas em questdo, como
apresentado pelo estudante Py, tende a preencher toda a area de ambos os quadrados.
1 2 3 4 n
Logo, conclui-se que =+~ +<c+—+- -+ —+---=2.
& WEIT478 16 o
Um passo muito determinante e evolutivo, nesta questdo, é o fato do estudante Py

apresentar um artificio visual totalmente diferente ao trazido pelo pesquisador. A soma
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infinita em questdo é apresentada na secio “Um pouco de histéria” de um artigo!, de
autoria de Avila (1996).

A proposta contextualizada da série em questdo surge, por volta de 1350, com
Richard Swineshead, um dos mateméticos de Oxford, na tentativa de se explicar o desen-

volvimento de um movimento durante o intervalo de tempo [0, 1] da seguinte maneira:

a velocidade permanece constante e igual a 1 durante a primeira metade do inter-

1
valo, de 0 a = (veja a Fig. 4.19 (esquerda), onde o tempo € representado no eixo

horizontal e as velocidades no eixo vertical): dobra de valor no segundo subintervalo

1 1
(de duragdo Z) triplica no terceiro subintervalo (de duragdo §> quadruplica no

1
quarto subintervalo (de duracgdo R) , etc.

O que € visto, a soma da série € construida a partir da soma dos produtos da
velocidade (v) pelo tempo (¢) em cada subintervalo de tempo, logo, representa o espaco

total percorrido pelo objeto mével.

A explicagdo geométrica para tal soma ser igual a 2 foi dada por Nicole Oresme
(1325-1382), professor universitario e estudioso de Filosofia, Matemadtica, Astronomia,
Ciéncias Fisicas e Naturais, aliado ao raciocinio de Swineshead. Segue a representacdo a

seguir.

Figura 4.19: Proposta disponivel no artigo de Avila.
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Fonte: (AVILA, 1996).

Avila (1996) explica o seguinte:

1A séries infinitas”. Disponivel em (https://www.rpm.org.br/cdrpm/30/3.htm). Acesso em 07 de feve-
reiro de 2021.
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a soma das dreas desses retangulos verticais € igual a soma das dreas dos retangulos
horizontais da Fig. 4.19 (direita). Ora, isso é o mesmo que substituir 0 movimento
original por uma sucessdo infinita de movimentos, todos com velocidade igual a 1:

1
o primeiro no intervalo de tempo [0, 1]; o segundo no intervalo de tempo b, 1} ;0

. . 3 . .
terceiro no intervalo LI’ 1} , € assim por diante.

E perceptivel que o espaco novamente modelado (soma das dreas dos retangulos

da Figura 4.19 (direita)) € descrito pela soma da série.

Os objetivos em relac@o a incentivar a utilizacdo do recurso visual para mostrar
a igualdade na série foram alcancados, principalmente, por causa do abrilhantamento

trazido pela estudante Ps com sua Prova sem Palavras.

4.1.9 Igualdade entre a diferenca de quadrados e o produto da soma pela diferenca
de dois termos: a> —b*> = (a+b) - (a—b)

A nona questdo proposta refere-se a igualdade entre a diferenca de quadrados e o

produto da soma pela diferenca de dois termos.

Questdo 9. Mostre que a*> —b> = (a+b)-(a—b), coma > b e a,b > 0. Em seguida,
determine o valor de 2021 — 20202,

Facilmente, pela propriedade distributiva da multiplicagao, foi possivel mostrar a
igualdade. Mas, a inten¢do aqui € incentivar os estudantes a um pensamento geométrico e
apresentd-los uma aplicacdo da diferenca de quadrados geometricamente. Trés estudantes

fizeram a representagdo visual e outros quatro utilizaram a distributividade.

O estudante P, trouxe a seguinte proposta visual atrelada a parte algébrica, mais
uma vez, mostrando a dificuldade em desassocid-las ou na ndo utilizacdo do recurso
algébrico. Inclusive, ndo chegou a concluir a representacao visual no que tange a apresenta-
cdode (a+b)-(a—Db).
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Figura 4.20: Proposta do estudante P».

et c n o- r S rd —
gﬂﬂﬁ----qsﬂ- a =% —lardo)-la-Nv T ..

Y T B A K X

77—_ = o=-b o~ f,
i 9 L

—— = 1 %  SNNe”

EC " o-ls

LAl / fu GRSt

/ — - = —_—

N UL R

363 - 30307 - (308130000 (303 1= A0 U0

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Os objetivos para esta questdo foram parcialmente alcangados com o estudante,
uma vez que P» utilizou-se de algebrismos para mostrar a igualdade inicialmente e, além
disso, para concluir a proposta visual, retoma algebricamente as dreas geradas sem co-
nectar a representacao a um retangulo de medidas de lado a + b e a — b, como sugerido

abaixo pelo pesquisador.

Figura 4.21: Igualdade entre a diferenca de quadrados e o produto da soma pela diferenca de dois termos:
a—b*=(a+b)-(a—b).

a .
- b =
a b

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

a-b
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4.1.10 Adaptada do Exame Nacional de Acesso (ENA - 2015) ao Mestrado Profissio-
nal em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT

A décima questdo segue abaixo.

Questdo 10. A funcdo quadrdtica y = —x*> 4+ 9x — 18 e o eixo x delimitam um tridngulo
com vértices A e B no eixo x e C pertencente a fungdo dada, tal que a abscissa de C é 5,5.

Determine a drea do tridngulo ABC.

O objetivo desta questdo € perceber, entre os estudantes, a necessidade do esboco
do gréfico - representagdo visual - da fungdo para direcionar os cédlculos referentes a base

e a altura do triangulo e, logo, fornecer a éarea.

Em discussao da questdo com os estudantes, foi comum a ideia de que, para se
calcular a drea do tridngulo, sdo necessdrias: a base, que ¢é a diferenca |xg — x4/, ou seja,
a distincia entre as raizes da fungdo f(x) = —x%49x — 18; e, a altura, que é dada por

f(5,5). Para tais identifica¢des, o esbogo do grafico foi essencial.

O estudante Pg solucionou a questdo e, como dito, para compreender o processo
de identificacdo da base como o mddulo da diferenga entre as raizes de f; e, da altura do

triangulo, como o valor da ordenada do ponto C com abscissa xc =5, 5.

Figura 4.22: Proposta do estudante F.

)8: = +AA-A\B

y==(59)+3.55-58 (D i
(?U);(_E’(jj)g;ﬁcj,g),m bilﬁg S 95_;\@%52?_
0y =825 IR CEE S

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

A representacdo visual proposta pelo estudante Pg € considerada aqui como uma

representacio semidtica. Esta tltima € definida por Duval (2003) como
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produgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um sistema de
representacdes que tem inconvenientes proprios de significacdo e de funcionamento.
Uma figura geométrica, um enunciado em lingua natural, uma férmula algébrica, um
gréfico sdo representacdes semidticas que exibem sistemas semidticos diferentes.

A inten¢do com a proposicdo desta questdo €, justamente, para mostrar que, em
determinadas situacdes ou problemas matemadticos, utiliza-se algum tipo de representacao
(neste caso, a semidtica), como graficos, por exemplo, na tentativa de se fazer um esbogo
visual do problema e gerar o entendimento. Mediante a leitura do enunciado, a coleta
de dados do problema foi feita por intermédio de uma representagdo semidtica: para o
triangulo ABC ser compreendido dentro das circunstancias problematicas, foi necessario
esbocar o grafico da funcdo f, identificar os pontos A € B como as raizes da fungdo e
visualizar o ponto C como o ponto projetado perpendicularmente sobre o eixo x, neste
caso, C(5,5;f(5,5)). Tais detalhes e identificagdes foram processadas “rascunhando-se
um desenho”, afim de gerar o entendimento da questao como um todo. Duval (2003)
define o processo de se transformar a linguagem textual (enunciado) para o campo visual

(grafico) como “conversao”.

E sabido que o desenvolvimento da matemadtica, no sentido de uma exatidao, con-
duziu a formaliza¢do de vérios dominios desta ciéncia de modo que as demonstragdes

possam ser efetuadas de acordo com algumas regras mecanicas.

A descri¢c@o do pesquisador vai de encontro a ideia ressaltada por Flores e Mo-
retti (2005, p. 2-3) acerca das representagdes semioticas e seus papéis diversificados em

situacdes matematicas.

A atividade matemadtica, neste caso, ¢é caracterizada pela dependéncia das
representacdes semidticas, bem como pela grande variedade destas representacdes.
Isso porque as representacdes semidticas, no dominio da matematica, assumem um pa-
pel considerdvel ja que os objetos matemadticos, ndao sendo acessiveis pela percepg¢ao,
s6 podem sé-lo por suas representagdes, lembrando que um mesmo objeto matemético
podera ter representacdes diferentes, dependendo da necessidade e do uso.

Afim de complementar a proposta do estudante Pg, o pesquisador propde uma

construcdo adaptada do Exame Nacional de Acesso a0 PROFMAT?.

2Original disponivel em: (https://www.profmat-sbm.org.br/). Acesso em 12 de fevereiro de 2021.
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Figura 4.23: Adaptada do Exame Nacional de Acesso (ENA - 2015) ao Mestrado Profissional em Ma-

tematica em Rede Nacional - PROFMAT.

.u A

f(5,5)

3, 0)

f(5,5)

(6, 0)

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

nY

Finalizada a discussdo das questdes, a proxima secdo trata e dialoga os dados

obtidos na aplicacdo do questiondrio eletronico.

4.2 O formulario eletronico

Ap0s a discussdo das dez questdes, esta secdo discute as respostas dos estudantes

ao formulario eletronico.

A primeira questdo do formulério busca identificar, na perspectiva dos estudantes,

a participagdo e contribui¢des da Prova sem Palavras nas demonstracdes formais, no que

se refere ao desenvolvimento de capacidades como a identificacdo de padrdes, abstracao

e generalizagdo em Matemética.
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Figura 4.24: Gréfico - Pergunta (1) do formulério do Google.

A partir da sua experiéncia nas aplicagdes das questoes, voceé acredita que
a representacgao visual (Prova Sem Palavras) auxilia na compreenséao, na
capacidade de identificagao de padrdes, na abstragao exigida para a
generalizacao de formulas e na aprendizagem de Matematica?

12 respostas

@ Completamente (igual ou
superior a 859%).

@ Em grande parte (igual ou
superior a 70% e menor que
85%).

© Razoavelmente (igual ou
superior a 55% e menor que
70%).

@ Contribui pouco (abaixo de
58.,3% 55%).

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

O grifico de setores (Figura 4.24) apresenta que a experiéncia na Oficina foi
valida: 100% dos estudantes acreditam que contribui completamente ou em grande parte
para o desenvolvimento das capacidades citadas. E sempre necessdrio utilizar capacida-
des mentais de ordem superior para se compreender conceitos dentro da Matematica que,
por si s, essencialmente, sdo abstratos. Para auxiliar nisso, as representacdes visuais de-
sempenham papel fundamental na concretizagdo e clareza na compreensdo dos conceitos
(BARBOSA, 2010).

A segunda pergunta intenciona saber sobre a dificuldade dos métodos: demonstra-

coes formais e representagcdes visuais.
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Figura 4.25: Gréfico - Pergunta (2) do formulério do Google.

Na sua opinido, qual método apresenta maior grau de dificuldade: as
demonstragdes formais ou as representagdes visuais?

12 respostas

@ Demonstracdes Formais.
@ Representacdes Visuais.

Ambos tem 0 mesmo grau de
dificuldade.

@ Ambos sio faceis.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

De acordo com a Fig. 4.25, cerca de 05 participantes, 41,7%, dizem que as
Demonstracoes Formais sdo mais dificeis, 25% acreditam que sejam as Representagdes
Visuais e outros 04 sentem as duas igualmente dificeis. Pode-se concluir nesta experiéncia
que, a Prova sem Palavras é uma metodologia complexa, principalmente, quando nao ha
familiaridade e maturidade prética do individuo com a utilizacdo frequente. E possivel
que, com trabalho habitual, a Prova sem Palavras tornar-se uma atividade alternativa que
traz praticidade aos métodos formais, além de contribuir para o desenvolvimento das ca-

pacidades mentais e a criatividade.

A terceira pergunta trata das perspectivas de utiliza¢do da Prova sem Palavras e as
Demonstragdes Formais: se complementam ou se excluem? Numa demonstragdo, cabe

uma representacao visual?
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Figura 4.26: Gréfico - Pergunta (3) do formulério do Google.

Vocé acredita que tratam-se de métodos complementares ou
mutuamente exclusivos? (Por exemplo, para uma questao que solicite a
prova formal, mas que, no contexto, seja possivel uma representagao
visual, o artificio de expressa-la figurativamente tem papel complementar,
criativo e serve de suporte para direcionar a demonstragao? Ou, o ideal é
que se utilize direta e somente o método formal, uma vez que uma prova
matematica requer rigor e formalidade e, portanto, sao desnecessarias
quaisquer representagoes visuais? E vice-versa.)

12 respostas

@ Complementares
@ Mutuamente exclusivos.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Como apresentado na Fig. 4.26, na opinido de 11 destes estudantes, sdo com-
plementares; apenas um, acredita que sdo mutuamente exclusivas. Afim de ampliar a
discussdo, Costa (2002) coloca que os processos mentais da Matematica avancada ja
estdo, desde a infincia, presentes nas pessoas e que “abstrac¢des sdo feitas em fisica,
representacdes sao usadas em psicologia, andlises sdo usadas em economia e visualizacao
em arte” (COSTA, 2002, p. 262). Para a autora, hd uma forte ligagdo entre imagens
mentais e imagens matematicas. Exatamente, nesta ligacdo entre Matemdtica e Psico-
logia, que os processos sdo de suma importancia para a compreensdo e aprendizagem
em Matematica. Dessa forma, vé-se a necessidade do trabalho em Matematica afim do

desenvolvimento das capacidades como abstrair, representar, analisar e visualizar.

Como o pesquisador atuou como professor de Logica Matemadtica, em 2019, e
ndo utilizou a metodologia Prova sem Palavras, a qual, em suas concepg¢ao, poderia ter
sido abordada como um trabalho complementar em Indu¢do Matemadtica, esta pergunta
intenciona saber se a metodologia teria contribuido para a compreensao do conteddo em

sala de aula. Segue o grafico.
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Figura 4.27: Gréfico - Pergunta (4) do formulério do Google.

Na época em que estudou Légica Matematica, acredita que o conteudo de
Indugao Matematica, que faz parte da ementa da disciplina, poderia ter
sido complementado com as representagdes visuais das somas no
conjunto dos numeros naturais, as quais foram abordadas em sala de aula?

12 respostas

@ Sim.

@ Nio.
Talvez.

@ Nio sei.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Um total de 11 estudantes acreditam que a disciplina poderia ter sido complemen-
tada com a temdtica e um estudante aponta divida. Inclusive, o participante Py menci-
ona: “[...] acredito que se a representacdo visual for acrescentada no ensino da légica
matematica, iria criar um novo caminho para uma aprendizagem mais solida do assunto
[...]". Dessa forma, fica sugestivo para a utilizacdo da Prova sem Palavras no ensino de

Inducao Matemética, por exemplo, como um método alternativo e complementar.

A quinta pergunta do questiondrio (Fig. 4.28) é discursiva, uma vez que busca
perceber comentdrios relativos a experiéncia da aplicagdo das questoes de forma on-line

e quais os pontos determinantes e influentes no processo.

Figura 4.28: Pergunta (5) do formuldrio do Google.

0 fato da aplicacio das questdes ter sido por reunides sincronas pelo Google Meet, no caso, de forma ndo presencial,

prejudicou de alguma maneira a apropriacio de conceitos? Comente sobre sua experiéncia.

Texto de resposta longa

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Algumas respostas sao colocadas a seguir, na integra. Na maior parte da respos-

tas, € possivel identificar que, a aplicacdo ter ocorrido virtualmente, nao interferiu na
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apropriacdo de conceitos essenciais, mas que, com toda certeza, a relacdo em grupo, para

resolver e pensar num tratamento visual para as questdes, seria um fator determinante.
Alguns ndo apontam prejuizos:

Ppy: “Acredito que ndo ouve nenhum prejuizo na apropriagdo de conceitos, jd o que
o professor utilizou de diversos artificios para explicar o conteiido como imagens e
principalmente um quadro virtual que facilitou muito a compreensdo do contetido.”

P3:“Ndo, [...] a aula foi gravada possibilitando o acesso para todo o contetido
explicado.”

Pi1: “Creio que ndo, por estar acostumado com as aulas sincronas e assincronas, foi
algo totalmente normal. [...] As respostas das minhas diividas eram claras e objetivas
de fdcil compreensdo para bom ouvinte, e para quem quer aprender.”

Um ponto importante e que € necessario ser observado na fala do participante Pz €
que a aula gravada possibilita acesso futuramente. Isto, presencialmente, nao € possivel.
Os estudantes podem vir a tirar ddvidas nas proximas aulas, mas vérios fatores podem
interferir nesta acdo: timidez, a sequéncia de conteudo estabelecida pelo contetido pro-
gramético, questdes temporais para o cumprimento da ementa, dentre outros. A gravacao
da aula € um recurso que possibilita retorno a qualquer momento e quantas vezes forem

necessdrias ao que foi discutido em sala de aula.

Outros, sugerem que a distincia entre pesquisador e grupo interfere na aprendiza-

gem, mesmo que tenha tido aproveitamento satisfatério.

Py: “Sim, o aprendizado a distdncia é muito inferior em diversos aspectos na minha
opinido, minha experiéncia em geral foi péssima nesse sistema, porém, 0s encontros
foram muito proveitosos, foi sabido gerir bem todos os aspectos, a explicagcdo foi
excepcional, a aplicagcdo de atividades foi bem feita, a uinica questdo que deixou a
desejar, foi exatamente o sistema ndo presencial.”

Ps: “[...] A ministracdo dos conceitos quanto das questoes ndo tiveram interferéncia
na qualidade e compreensdo, todavia, creio que em condigcdes mais favordveis para
realizagdo destas pessoalmente, o espaco para discussoes aprofundadas seria mais
amplo.”

E perceptivel nas falas dos participantes a critica ao sistema on-line, mas, ao
mesmo tempo, mencionam a qualidade da aplicacdo nos quesitos de gerenciamento, expli-
cacdo e ministracdo das atividades. Pode-se dizer que, com a organiza¢do dos objetos
e formas de ensino por parte do professor e, comprometimento e participa¢ao ativa na
aprendizagem por parte dos estudantes, € possivel desenvolver um trabalho eficaz no atual

contexto, mesmo que este seja atipico.

A ultima pergunta (Fig. 4.29) refere-se a uma descricao, por parte do estudante,
das contribui¢Oes da proposta e tema da Oficina para a aprendizagem e as capacidades

de identificacdo de padrdes e abstracdo exigidas a generalizacao de férmulas e prova. Da
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mesma forma, a pergunta busca refletir quanto a complementariedade ou exclusividade

da relagdo Demonstracao Formal X Representacdo Visual.

Figura 4.29: Pergunta (6) do formulario do Google.

*

Com suas palavras, descreva as contribuicies dessa oficing, que trata do método "representacies visuais (Prova Sem
Palavras)’, @ aprendizagem em Hatemética e & sua capacidade de identificagdo de padrées e de abstragdo para o
generalizacda de formulas. Conte o que aprendeu de novidade e faga reflexdes sobre a demonstracao formal e a
representacdo visual (Sao complementores? Sdo mutuamente exclusivas? Uma auxilio e/ou complementa a outra? Por

qué? i

exto de resposta longa

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Seguem algumas consideragdes determinantes dos estudantes.

Quanto a proposta da Oficina em auxiliar a dimensionar e gerar compreensao ma-

tematica a partir da visualizacao semidtica, temos a seguintes falas:

Pro: “[...] A oficina me ajudou a explorar mais os caminhos para entender os
problemas matemdticos.”

P “[...] As vezes, demonstrar por contas é um trabalho complexo e dificil, que
pode ser facilitado por uma figura, entretanto, representar visualmente também exige
grande dominio e abstrag¢do. Portanto, a oficina mostra um grande complemento que
pode ser utilizado tanto pelo professor quanto pelo aluno. [...]”

Fica aqui a sugestdo para um trabalho com softwares que permitem (ou desenvol-
vem) animagdes ou figuras em movimento. Neste trabalho, foram construidas imagens

estaticas, sem movimentacdes, mas que podem ser aperfeicoadas por objetos em curso.

Alguns argumentam que a formalidade gera certa confusao e que as Representacoes

Visuais trazem clareza e concretude a aprendizagem.

P “[...] As demonstracées formais muitas vezes deixam os alunos bem confusos
no inicio, causando entdo uma maior demora e dificuldade para que seja entendido.
Com as representagdes visuais acaba sendo menos confuso e dd mais clareza.”

Pg: “[...] Por mais que o método da demonstracdo formal é muito importante e para
muitos um pouco complicado de entender, a Prova sem palavras facilitaria muito
nesse desenvolvimento para uma aprendizagem mais fdcil e mais concreta. [...]”

Ps: “[...] A representacdo visual permite uma compreensdo mais prdtica e fdcil.”

Pi: “[...] A Prova sem Palavras é um conceito muito proveitoso e que ajuda a enxer-
gar e compreender demonstragdo tradicional.”

Sobre a complementariedade da proposi¢ao visual em relagdo as demonstragcoes

formais, alguns participantes pontuam:
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Py: “[...] Creio que poderia se tornar uma forma de ensino complementar aos
meios formais justamente porque oferta uma percep¢do visual e compreensiva de um
problema que as vezes poderia ser muito complicado devido a sua abstragdo.”

P3: “[...] é bom frisar o grau de dificuldade para a compreensdo das representacoes
visuais, no inicio da apresentagdo desse conceito tive um pouco de dificuldade para
adaptar isso diretamente, porém com algumas explicacdes a mais tive a sensacdo de
que com a Prova sem palavras tudo realmente se encaixa [...].”

P3: “[...] A demonstracdo formal é de extrema importdncia para solucionar proble-
mas [...] académicos. No entanto a diddtica dessa forma é um tanto quanto confusa.
Deste modo, a demonstracdo visual se encaixaria para entender o processo e facilitar
a diddtica incentivando o raciocinio logico sem causar pdnico aos alunos com linhas
e linhas de cdlculos. Entdo induzo que a forma visual e a forma formal contribuem
uma pra o entendimento da outra, sendo a representagdo formal sendo mais objetiva
para solugdo de problemas e a representagdo visual sendo mais diddtica e voltada
para o ensino, para a compreensdo dos estudantes em relacdo ao conteiido.”

Os estudantes consideram que, tanto demonstrar quanto representar visualmente,
sdo métodos dificeis e o pesquisador acredita que, com frequéncia e constancia de aplica-
coes de questdes semelhantes, no caso, com proposi¢oes visuais, € possivel que tal difi-
culdade seja amenizada. A fala do participante Py frisa tal dificuldade, inicialmente apre-
sentada pela Prova sem Palavras, mas, com o caminhar das aplicacdes, tal problematica
¢ solucionada e, inclusive, sente que, com o método, ha uma formula¢do e entendimento

de sentidos.

Outras consideragdes importantes sdo identificada na fala de P;. A primeira é
relativa a forma didatica, qualificada ao ensino, que a representacdo visual permite e
propde, incentivando no estudante o desenvolvimento do préprio raciocinio sem lhe cau-
sar sensagoes de incapacidade ou medos. Novamente, chama a atencdo a complementa-
riedade da Prova sem Palavras e a demonstracdo, dizendo que “uma é complemento da
outra”. A ultima € objetiva para a solucdo de problemas, ja a primeira, € ideal para a

compreensao do contetido pelos estudantes, afinal € mais didatica.

Uma evidéncia percebida na fala dos estudantes é a de que, devido as provas
formais apresentarem certo grau de abstragcdo e, portanto, dificuldade de compreensao,
acreditam que a Prova sem Palavras é um caminho auxiliar e inovador, bem como, pode
ser utilizado paralelamente as demonstracdoes. Defendem que um desenho pode repre-
sentar uma ideia matematica abstrata de alto grau de generalizacdo e formalidade. Em
nenhum momento, excluem a necessidade, precisdo e veracidade das demonstragdes, so-

mente pontuam que a representacao visual pode ser associada a uma prova.

O préximo capitulo trata das conclusdes, andlises, perspectivas e consideragdes

pessoais relativas a pesquisa.
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5 CONSIDERA COES FINAIS

No inicio do trabalho, foram levantados alguns questionamentos acerca da aplica-
cdo da pesquisa, no caso, Representagdes Visuais por meio de Oficina Pedagdgica. Isto,
porque o mundo passa por uma pandemia por infec¢do respiratoria (Covid-19) do novo
coronavirus, SARS-CoV-2, e a populagdo € orientada a ficar em isolamento social. As
escolas ndo funcionam presencialmente e foram colocadas metas e novas versdes para
o ensino e trabalho educacional. O home-office tornou-se a “moda prioritdria” do mer-
cado de trabalho e, o ensino remoto emergencial, as aulas on-line que, mesmo ndo sendo
ideais uma vez que apresentam problemas e defasagens, se mantiveram para permane-
cer o contato entre comunidade e escola, de modo que nao houvessem rupturas no pro-
cesso de ensino-aprendizagem. A grande divida era: como aplicar a Oficina Pedagogica
com a proposta de Prova sem Palavras, a qual depende, essencialmente, da prética e da
interacao entre os individuos participantes? Foi desafiador, mas gerou muito aprendizado

e contribui¢des as dreas de pesquisa relacionadas ao tema.

Em se tratando dos objetivos da pesquisa, consideram-se alcangados no que se
refere a discussao entre rigor e intui¢do, formalidade e criatividade, demonstracdo formal
e Prova sem Palavras. As reflexdes mediadas pela literatura foram comprovadas prati-
camente, tendo em vista a opinido dos estudantes frente as aplicagdes e discussoes das
questoes. Isto pode ser percebido na Fig. 4.24, a qual mostra que todos os estudantes

validam a metodologia em questao, a saber a Prova Sem Palavras.

A partir desta experiéncia, a Prova sem Palavras ¢ uma metodologia que contribui
para o ensino de Matemadtica e oportuniza um trabalho com ferramentas visuais que, por
meio de processos intuitivos, subsidiam suportes a identificacao de padrdes e a abstracdo
no processo de generalizacdo, sendo estas arranjos primordiais numa demonstragao for-
mal. Além disso, desde a propria esséncia da Matemadtica, a abstragc@o e a intuicao aliam-

se no desenvolvimento da Prova sem Palavras.

Como dialogado na bibliografia, o processo de representar pictoricamente uma
entidade matemdtica ¢ um fator complementar a prova da prépria entidade, mesmo que,

de certa forma, no produto final, tal representacdo ndo apareca diretamente.

A compreensao da aplicabilidade visual das somas no conjunto dos nimeros na-
turais e racionais foi legitimada, ja que, grande parte das somas propostas, foram traba-
lhadas com o Principio de Inducdo Finita e com as férmulas de Progressdao Aritmética
e Geométrica, sendo estes processos demonstrativos com cardter formal e puramente
matematico. A proposta visual é justamente recomendada na intencdo de auxiliar na
abstracdo tdo determinante em tais processos. A Prova sem Palavras é um caminho que

demanda intui¢do e criatividade, bem como, desenvolve e aperfeicoa estas competéncias.
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Outro fato a se considerar é o da importancia de se observar as verificagdes dos
primeiros casos em cada somatorio, visto que, a partir destas primeiras observagoes, a
generalizacdo € constituida e construida. Se o estudante compreende os casos iniciais,
pode ter maiores chances de conceber a generalizagdo para o n’€simo caso. Isto ocorre na

proposicao visual, assim como, na demonstracio pelo Principio de Inducao Finita.

A sensacdo, neste final, escrevendo tais consideragdes, ¢ de muita satisfacio e
enriquecimento pessoal e cientifico. A pesquisa apresenta um didlogo na ci€ncia ma-
tematica entre rigor e intui¢do historicamente recorrente. A admiragdo ao conhecimento
matematico e ao desenvolvimento das pesquisas se potencializa, pois, mesmo que a Ma-
temadtica se constitua como um campo sistematico, padronizado, formalizado, demons-
trado e, aparentemente fechado, ela pode experienciar abordagens dinamicas e criativas

preconizadas e oportunizadas pela tecnologia e investigacdes na drea.

E necessério que professores criem artificios cada vez mais atualizados afim me-
lhorarem o ensino e a aprendizagem de Matematica. Para isso, € importante que a sala de
aula seja percebida como ambiente para pesquisas e para aplicacdes outrora desenvolvi-
das. As experiéncias educacionais precisam ser registradas, compartilhadas e analisadas
para o aperfeicoamento e o desenvolvimento da prépria ciéncia. Neste sentido, o pesqui-

sador anseia pelo doutorado afim de trazer suas experi€ncias e contribuigdes.

Espera-se que a presente pesquisa contribua com o ensino e a aprendizagem da
Matematica e desperte ideias inovadoras e novos pesquisadores a Prova sem Palavras,
principalmente brasileiros, uma vez que trata-se de um tema pouco abordado no pais e, lo-
gicamente, com pouca bibliografia nacional. As proprias referéncias dos textos nacionais
trabalhados possuem embasamento em concepcdes de autores estrangeiros. Dessa forma,
foi necessaria a tradu¢cao de uma diversidade de materiais e producdes bibliogréficas para

a construcao do Referencial Tedrico.

Almeja-se também que professores utilizem as Representacoes Visuais, as Provas
sem Palavras desenvolvidas nesta pesquisa em suas aulas, principalmente aqueles que
trabalham com Técnicas de Demonstracao, como a Indu¢ao Matematica, por exemplo, ou

com o conteudo de Progressdes Aritmética ou Geométrica.

Dessa forma, finaliza-se o presente trabalho com o primeiro slogan que faz re-
feréncia a Prova sem Palavras, faca um desenho (POLYA, 1945). Uma representacio
visual é um mecanismo fundamental rumo, junto e/ou relacionado a demonstragdo. Por-
tanto, aspira-se que a nova era de matemadticos e de seus ensinadores nao apague os dese-
nhos, as representacoes pictdricas, visuais ou geométricas ou os rascunhos tomados como
base e que direcionaram a constru¢do de um conhecimento posteriormente demonstrado

sem trincas ou imperfeicoes.
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APENDICE A - PROBLEMAS APLICADOS

1) Problema: Mostre a igualdade 1 +2+4+3+:--+n =

, para todo n € N.

n(n+1)
2

Proposta de resolucao visual:

Figura A.1: Soma dos n primeiros nimeros naturais.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

2) Problema: Mostre a igualdade
n(n+1
2

2
13+23+33+---+n3:(1—|—2—|—3+---—|—n)2:( )) , para todo n € N.

Proposta de resolucao visual:

Figura A.2: Soma dos n primeiros nimeros ctbicos.

n.(n+ 1)
D

n.(n+ 1)
2

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).
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3) Problema: Ha uma quantidade de n criangas, onde, cada uma delas, recebe 02
balas a mais que a crianga anterior. Sabendo que a primeira crianca recebeu 01 bala,
qual a quantidade total de balas que devo comprar para se fazer essa distribuicao?
Proposta de resolucao visual:

Figura A.3: Soma dos n primeiros nimeros impares.

I o ] ||
[0 [ P )

n

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

4) Problema: Mostre que a soma dos n primeiros nimeros pares € dada por n parcelas

de seu sucessor.
Proposta de resolucao visual:

Figura A.4: Soma dos n primeiros nimeros pares.

e | T . !!!g

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).
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5) Problema: Mostre que a soma infinita das poténcias de 2 com expoente inteiro
negativo é 1.

Proposta de resolucao visual:

Figura A.5: Proposta de solugdo com base na ideia do estudante £,

1
A = -
cpB =5
O triangulo CAB é retangulo em A.
D é ponto médio de AB, G é ponto médio de AD e assim por diante...
1
A =—
C CGD =4

Continuando com o processo, obtemos que a soma das areas

o= Acap =1

1 1
A A =4
cpB + Acap+t 2+4

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

Figura A.6: Soma infinita das poténcias de base 2 com expoente inteiro negativo.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).
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11\ 1)’
6) Problema: Mostre a igualdade 1 + (Z) + (—) +-=

Proposta de resolucao visual:

Figura A.7: Soma infinita das poténcias de base 4 com expoente inteiro negativo.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

_ 11\ 1y’ 1
7) Problema: Mostrea1gualdade§+ 3 +\lz) + ==

Proposta de resolucao visual:

Figura A.8: Soma infinita das poténcias de base 3 com expoente inteiro negativo.

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).
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1 2 3 4 n
8) Problema.MostrequeE—l-é—l—l-g—l-ﬁ-l—---—i-i—i----—2,parat0don6N.

Proposta de resolucao visual:

Figura A.9: Soma infinita das fragdes %, comn € N*.

W I
31 SO ———— - £
-, IEREE -
o
L
5 .
.
;i S i
. ‘?ﬁ*éi‘ﬁ*%ﬁ?533?1‘33335??
e S o e e S
o e
AEieE S i
- ha e
172 34 7E 1t 1

Fonte: (AVILA, 1996).

9) Problema: Mostre que a®> —b* = (a+b)-(a—b),coma > bea,b > 0. Em seguida,
determine o valor de 20212 — 20202,

Proposta de resolucao visual:

Figura A.10: Igualdade entre a diferenca de quadrados e o produto da soma pela diferenga de dois termos:
a®—b>=(a+b)-(a—b).

a
- b = b
b
a b

a-b

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).

10) Problema: ENA 2015 (Adaptada) - A fun¢do quadréticay = —x249x—18 e 0 eixo

x delimitam um tridngulo com vértices A e B no eixo x e C pertencente a funcdo
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dada, tal que a abscissa de C € 5,5. Determine a area do tridngulo ABC.

Proposta de resolucao visual:

Figura A.11: Adaptada do Exame Nacional de Acesso (ENA - 2015) ao Mestrado Profissional em Ma-
temdtica em Rede Nacional - PROFMAT.

.U A

f(5,5)

f(5,5)
(3,0) 6, 0)

-

Fonte: Arquivos do pesquisador (2021).
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APENDICE B - FORMULARIO DO GOOGLE - PESQUISA:
DEMONSTRACOES FORMAIS X PROVA SEM PALAVRAS

Ol4, prezado(a)! Sou Luiz Otavio Abi-acl Almeida, mestrando do Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) da Universidade
Federal dos Vales Jequitinhonha e Mucuri campus Tedfilo Otoni! Para minha pesquisa in-
titulada “DEMONSTRACOES FORMAIS EM MATEMATICA E REPRESENTACOES
VISUAIS (PROVA SEM PALAVRAS): uma proposta de correlacdo e complementarie-
dade”, venho, apds a aplicagdo das questdes, por meio deste formulario, coletar dados
/ informagdes que tangem a experiéncia da aplicacdo, uma vez que as suas respostas
irdo contribuir com o didlogo que serd feito no capitulo “Resultados e Discussdes” da
dissertacdo que estd sendo produzida. Minha gratiddo a vocé com sua participacdo na
pesquisa, desde a aplicacdo das questdes por reunides via Google Meet a resposta a este

questiondrio! Um abraco!

1) (Multipla Escolha) A partir da sua experi€ncia nas aplicacdes das questdes, voce
acredita que a representacdo visual (Prova Sem Palavras) auxilia na compreensao,
na capacidade de identificacdo de padrdes, na abstracdo exigida para a generalizacdo

de formulas e na aprendizagem de Matemadtica?
a) Completamente (igual ou superior a 85%).
b) Em grande parte (igual ou superior a 70% e menor que 85%).
¢) Razoavelmente (igual ou superior a 55% e menor que 70%).
d) Contribui pouco (abaixo de 55%).
2) (Multipla Escolha) Na sua opinido, qual método apresenta maior grau de dificul-
dade: as demonstragdes formais ou as representacdes visuais?
a) Demonstracdes Formais.
b) Representagdes Visuais.
¢) Ambos tem o mesmo grau de dificuldade.
d) Ambos sao faceis.
3) (Multipla Escolha) Vocé acredita que tratam-se de métodos complementares ou mu-
tuamente exclusivos? (Por exemplo, para uma questao que solicite a prova formal,
mas que, no contexto, seja possivel uma representacdo visual, o artificio de ex-

pressa-la figurativamente tem papel complementar, criativo e serve de suporte para

direcionar a demonstracdo? Ou, o ideal é que se utilize direta e somente o método
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4)

5)

6)

formal, uma vez que uma prova matematica requer rigor e formalidade e, portanto,

sdo desnecessdrias quaisquer representacoes visuais? E vice-versa.)
a) Complementares.

b) Mutuamente exclusivos.

(Multipla Escolha) Na época em que estudou Logica Matematica, acredita que o
conteido de Indu¢dao Matematica, que faz parte da ementa da disciplina, poderia
ter sido complementado com as representagdes visuais das somas no conjunto dos

numeros naturais, as quais foram abordadas em sala de aula?
a) Sim.
b) Nao.
c¢) Talvez.

d) Nao sei.

(Discursiva) O fato da aplicagdo das questdes ter sido por reunides sincronas pelo
Google Meet, no caso, de forma ndo presencial, prejudicou de alguma maneira a

apropriacdo de conceitos? Comente sobre sua experiéncia.

(Discursiva) Com suas palavras, descreva as contribui¢des dessa oficina, que trata
do método “representagdes visuais (Prova Sem Palavras)”, a aprendizagem em
Matematica e a sua capacidade de identificacdo de padrdes e de abstragdo para a
generalizacao de férmulas. Conte o que aprendeu de novidade e faca reflexdes so-
bre a demonstracao formal e a representacdo visual (Sdo complementares? Sao

mutuamente exclusivas? Uma auxilia e/ou complementa a outra? Por qué? ...).
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ANEXO A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO
(TCLE)

Vocé estd sendo convidado(a) a participar de uma pesquisa intitulada:
“DEMONSTRACOES FORMAIS EM MATEMATICA E REPRESENTACOES VISU-
AIS (PROVAS SEM PALAVRAS): UMA PROPOSTA DE CORRELACAO E COMPLE-
MENTARIEDADE”, em virtude da necessidade de elaboracao da dissertacdo de mestrado
do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), coordenada
pelo(a) Professor(a) Dr. Weversson Dalmaso Sellin e contard ainda com a coorientagao

do Professor(a) Me. Tiago de Oliveira Dias.

A sua participagdo nao € obrigatéria sendo que, a qualquer momento da pesquisa,
voc€ podera desistir e retirar seu consentimento. Sua recusa ndo trard nenhum prejuizo
para sua relacdo com o pesquisador, com a UFVIM ou com Instituto Federal de Minas

Gerais campus Sao Joao Evangelista.

Os objetivos desta pesquisa sdo: Geral: Discutir distancias e aproximacdes entre
a demonstracdo (prova formal) em Matematica e a possibilidade de representagcdo visual

(prova sem palavras) de formulas.

Especificos: Apresentar e reconhecer o recurso da visualizagdo como uma meto-
dologia contributiva para o ensino e a aprendizagem em Matemdtica; Auxiliar na compre-
ensdo das formulas das somas no conjunto dos nimeros naturais por meio da sua possibi-
lidade de representacao visual; Incentivar nos estudantes a capacidade de identificagcao de
padrdes, abstracdo e generalizacdo de formulas, observando-se os casos iniciais e, poste-
riormente, as perspectivas e métodos figurativos; Identificar as contribui¢des da comple-
mentariedade da representacdo visual para a demonstracao de formulas no que se refere a
aprendizagem em Matemadtica; Propor aplicagdes que estimulem os raciocinios indutivo,

dedutivo e abdutivo.

Caso voceé decida aceitar o convite, serd submetido(a) ao(s) seguinte(s) procedi-
mentos: 04 (quatro) reunides gravadas por Google Meet, com duracdo de 02 horas cada;
aplicag@o de 10 questdes na forma de atividades; questiondrio do Google Formulério. O
tempo previsto para a sua participacdo € de aproximadamente 08 (oito) horas subdivididas

em 04 (quatro) encontros virtuais.

O risco relacionado a sua participacao € relativo a administrar o tempo previsto
distribuido acima, mas serd minimizado pelo seguinte procedimento: aplicacido das 10
questdes e questiondario no inicio do més de fevereiro antes ou no inicio das aulas escola-
res, sem que comprometa-o(a) ou sobrecarregue-o(a) de atividades. O beneficio relacio-

nado a sua participagdo € relativo a aprendizagem, uma vez que as inten¢des da pesquisa
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se intersectam com a criatividade e animagdes dentro da formalidade das demonstracdes

em Matematica.

Os resultados desta pesquisa poderdo ser apresentados em semindrios, congressos
e similares, entretanto, os dados/informacdes pessoais obtidos por meio da sua participagdao

serdo confidenciais e sigilosos, ndo possibilitando sua identificacao.

Nao hd remuneracdo com sua participa¢ao, bem como a de todas as partes envol-
vidas. Nao estd previsto indenizacdo por sua participacdo, mas em qualquer momento
se vocé sofrer algum dano, comprovadamente decorrente desta pesquisa, terd direito a

indenizacao.

Vocé receberd uma via deste termo onde constam o telefone e o endereco do pes-
quisador principal, podendo tirar suas dividas sobre o projeto e sobre sua participacao

agora ou em qualquer momento.
Coordenador(a) do Projeto: Luiz Otavio Abi-acl Almeida.
Endereco Rua Begdnia, 91, Palmeiras, Senhora do Porto, MG.
Telefone (33) 988138852

Declaro que entendi os objetivos, a forma de minha participacao, riscos e be-
neficios da mesma e aceito o convite para participar. Autorizo a publicac¢ao dos resultados
da pesquisa, a qual garante o anonimato e o sigilo referente a minha participacao, assim

como, a gravacao das reunides por Google Meet.
Nome do participante da pesquisa:
Assinatura do participante da pesquisa:

Eu, --- , pai, mae e/ou responsavel pelo(a) participante acima, autorizo a sua
participacao na pesquisa e estou ciente dos riscos e beneficios na proposta, assim como,

autorizo a publicag@o dos resultados e a gravacdo das reunides por Google Meet.

Assinatura do(s) pai(s) ou responsavel(is)

Informacdes — Comité de Etica em Pesquisa da UFVIM
Rodovia MGT 367 - Km 583 - n° 5000 - Alto da Jacuba
Diamantina/MG CEP 39100-000 - Tel.: (38)3532-1240
Coordenadora: Prof.* Simone Gomes Dias de Oliveira
Secretaria: Leila Adriana Gaudencio Sousa

Email: cep.secretaria@ufvjm.edu.br
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ANEXO B - TERMO DE ASSENTIMENTO DO MENOR (12 A 18 ANOS
INCOMPLETOS)

Vocé estd sendo convidado para participar da pesquisa “DEMONSTRACOES
FORMAIS EM MATEMATICA E REPRESENTACOES VISUAIS (PROVAS SEM PA-
LAVRAS): UMA PROPOSTA DE CORRELACAO E COMPLEMENTARIEDADE”,
em virtude da necessidade de elaboracdo da dissertacdo de mestrado do Mestrado Pro-
fissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT). Seus pais permitiram que vocé
participe. Os objetivos: Geral: Discutir distancias e aproximagdes entre a demonstragdo
(prova formal) em Matematica e a possibilidade de representagcdo visual (prova sem pa-
lavras) de formulas. Especificos: Apresentar e reconhecer o recurso da visualizacdo
como uma metodologia contributiva para o ensino e a aprendizagem em Matematica;
Aucxiliar na compreensao das férmulas das somas no conjunto dos niimeros naturais por
meio da sua possibilidade de representacdo visual; Incentivar nos estudantes a capaci-
dade de identificacdo de padrdes, abstracdo e generalizacdo de férmulas, observando-se
0s casos iniciais e, posteriormente, as perspectivas e métodos figurativos; Identificar as
contribui¢des da complementariedade da representagao visual para a demonstracio de
férmulas no que se refere a aprendizagem em Matematica; Propor aplicacdes que esti-
mulem os raciocinios indutivo, dedutivo e abdutivo. Os jovens que irdo participar dessa
pesquisa tém de 16 a 18 anos de idade. Vocé ndo precisa participar da pesquisa se nao
quiser, ¢ um direito seu, ndo terd nenhum problema se desistir. A pesquisa serd feita
com turmas do curso técnico integrado ao médio em informatica do IFMG campus Sdo
Jodo Evangelista, por reunides no Google Meet, onde os jovens participardo resolvendo
questdes e fazendo pontuagdes nas representacdes visuais sugeridas pelo autor. Para isso,
serd usado/a aplicacdo de 10 questdes e um questiondrio. O uso dos(as) questdes e ques-
tiondrio € considerado(a) seguro(a), mas € possivel existir dificuldades em administrar
o tempo previsto, mas serd minimizado pelo seguinte procedimento: aplicacdao das 10
questdes e questiondrio no inicio do més de fevereiro antes ou no inicio das aulas escola-
res, sem que comprometa-o(a) ou sobrecarregue-o(a) de atividades. Caso aconteca algo
errado, vocé pode nos procurar pelos telefones (33) 988138852 do/a pesquisador/a Luiz
Otéavio Abi-acl Almeida. Mas ha coisas boas que podem acontecer como evolucdo da
aprendizagem, uma vez que as intencdes da pesquisa se intersectam com a criatividade e

animacoes dentro da formalidade das demonstracdes em Matematica.

Ninguém sabera que vocé estd participando da pesquisa, nao falaremos a outras
pessoas, nem daremos a estranhos as informac¢des que voce nos der. Os resultados da
pesquisa vao ser publicados, mas sem identificar os jovens que participaram da pesquisa.
Quando terminarmos a pesquisa, os resultados poderao ser apresentados em semindrios,

congressos e similares, entretanto, os dados/informacdes pessoais obtidos por meio da sua
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participacao serdao confidenciais e sigilosos, nao possibilitando sua identificacao. Haverd
também a apresentacdo dos resultados ao Programa de Mestrado Profissional em Rede
Nacional em Matemaética com banca especifica constituida por orientador, coorientador e
demais membros, como requisito parcial para obtengdo do titulo de mestre. Se voce tiver
alguma duvida, voc€ pode me perguntar ou a pesquisador/a Luiz Otavio Abi-acl Almeida.

Eu escrevi os telefones na parte de baixo desse texto.

Eu, - - -, aceito participar da pesquisa “DEMONSTRACOES FORMAIS EM MA-
TEMATICA E REPRESENTACOES VISUAIS (PROVAS SEM PALAVRAS): UMA
PROPOSTA DE CORRELACAO E COMPLEMENTARIEDADE”, que tem o/s obje-
tivo(s) Geral: Discutir distancias e aproximagdes entre a demonstracdo (prova formal) em
Matematica e a possibilidade de representacao visual (prova sem palavras) de férmulas.
Especificos: Apresentar e reconhecer o recurso da visualizacdo como uma metodologia
contributiva para o ensino e a aprendizagem em Matemdtica; Auxiliar na compreensdo das
férmulas das somas no conjunto dos ndmeros naturais por meio da sua possibilidade de
representacao visual; Incentivar nos estudantes a capacidade de identificagdo de padrdes,
abstracdo e generaliza¢do de formulas, observando-se os casos iniciais e, posteriormente,
as perspectivas e métodos figurativos; Identificar as contribui¢cdes da complementariedade
da representacdo visual para a demonstracao de férmulas no que se refere a aprendizagem
em Matematica; Propor aplica¢des que estimulem os raciocinios indutivo, dedutivo e ab-
dutivo. Entendi as coisas ruins e as coisas boas que podem acontecer. Entendi que posso
dizer “sim” e participar, mas que, a qualquer momento, posso dizer “ndo” e desistir que
ninguém vai ficar furioso. Os pesquisadores tiraram minhas dividas e conversaram com
os meus responsaveis. Recebi uma via deste termo de assentimento e li e concordo em

participar da pesquisa.
(LOCAL), - -- de janeiro de 2021.
Assinatura do menor
Assinatura do(a) pesquisador(a)

Telefone do pesquisador: (33) 988138852.
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