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RESUMO

SILVA, Thiago Henrique Bueno. Inser¢do de curvas planas nao-convencionais no ensino
basico. 2021. 98 f. Dissertacdo (Mestrado em Mestrado profissional em Matemética em rede
nacional) — Universidade Tecnoldgica Federal do Parand. Cornélio Procépio, 2021.

Este € um trabalho voltado para o ensino-aprendizagem de curvas planas nao-convencionais,
desenvolvido com o intuito de ampliar os temas abordados na disciplina de Geometria Analitica
no Ensino Médio. Foram abordados os seguintes temas: lemniscata de Bernoulli, Félio de
Descartes, Rosdceas, Bruxa de Agnesi, Cicléide, Hipocicléide, Epicicléide, Limacon e Espiral
de Arquimedes. Com o uso do Geogebra, seus comandos foram utilizados para auxiliar o
entendimento e construcdo destas curvas, fazendo animacdes, permitindo a possivel reducao
do tempo de aprendizagem das curvas propostas. A ideia foi demonstrar, de forma simples e
visual, as suas defini¢cdes no contexto do ensino bdsico, propondo exercicios para fixacdo de
conteudo, que em conjunto com as referidas animacdes podem tornar o aluno mais participativo

e interessado em sala de aula, estabelecendo uma ponte com o modelo de ensino corrente,
mantendo o rigor matemaético.

Palavras-chave: Curvas planas. Geogebra. Ensino basico. Sistema de coordenadas. Geometria
analitica.



ABSTRACT

SILVA, Thiago Henrique Bueno. Insertion of unconventional flat curves in basic education.
2021. 98 p. Dissertation (Master’s Degree in Professional master in mathematics in national
network) — Universidade Tecnol6gica Federal do Parana. Cornélio Procépio, 2021.

This is a work aimed at teaching-learning non-conventional flat curves, developed with the aim
of expanding the topics covered in the subject of Analytical Geometry in High School. The
following themes were addressed: Bernoulli’s lemniscate, Descartes’ Folio, Rosacea, Agnesi’s
Witch, Cicloid, Hypocycloid, Epicycloid, Limagon and Archimedes’ Spiral. With the use of
Geogebra, its commands were used to help the understanding and construction of these curves,
making animations, allowing the possible reduction of the learning time of the proposed curves.
The idea was to demonstrate, in a simple and visual way, its definitions in the context of basic
education, proposing exercises for fixing content, which together with the aforementioned
animations can make the student more participative and interested in the classroom, establishing
a bridge with the current teaching model, maintaining mathematical rigor.

Keywords: Flat curves. Geogebra. Basic education. Coordinate system. Analytical Geometry.
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1 INTRODUCAO

No mundo em que vivemos, diversas formas geométricas influenciam a vida das pessoas
direta ou indiretamente, sejam contidas em objetos de uso frequente, recorrentes no campo
da engenharia e arquitetura, ou em producdes artisticas. Por esse fato, o estudo de curvas
planas mostra-se necessdrio para o desenvolvimento pessoal e profissional, bem como para o
desenvolvimento tecnoldgico de diversos ramos da ciéncia.

No ensino bésico sdo abordados, comumente, o estudo do circulo, elipse, hipérbole e
pardbola. Porém diversas outras formas geométricas ndo sio abordadas. E de interesse para essa
fase do aprendizado a inser¢@o de curvas ndo-convencionais, para a exploracdo e melhor fixacao
de vérios conceitos matemadticos importantes para a formacgao elementar.

A ocorréncia cotidiana das curvas planas como Lemniscata de Bernoulli, Félio de
Descartes, Rosdceas, Bruxa de Agnesi, Cicléide, Hipocicloide, Epicicléide, Limacon e Espiral
de Arquimedes € notdria. Firmino et al. (2020) mostra as propriedades e aplicacdes da Cicloide,
apresentando problemas que tomaram a atencao de renomados matematicos. Em seu trabalho
sobre o matematico Francisco Gomes Teixeira, Azevedo (2000) apresenta o equacionamento € as
relacdes da Lemniscata de Bernoulli com a hipérbole e o torus. Nascimento et al. (2007) mostra
a recorréncia das Rosdceas, Epicicldides e Hipocicléides em obras de arte muito conhecidas,
como na Catedral de Notre Dame em Paris.

Nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (BRASIL, 1997), é descrita a deficiéncia
do aprendizado sobre matematica no Brasil, segundo andlise apresentada, em especial para
disciplinas nas quais ndo sdo feitas vincula¢des com a prética. A disciplina de geometria obteve
o pior desempenho, com 40 % de aproveitamento entre os alunos participantes, onde a disciplina
de matematica teve rendimento de apenas 50 %. Este mesmo texto discorre sobre a necessidade
de inovacao tecnoldgica do processo ensino-aprendizagem respondendo ao ritmo das mudancgas
no mundo.

Nesse contexto, torna-se importante a inser¢ao de curvas planas ndo-convencionais no
ensino basico o que pode ser feito com o auxilio de recursos de Tecnologia da Informacao e
Comunicagdo (TIC) associado a uma estrutura de aula onde a participacdo do aluno é predomi-
nante. Nessa abordagem, propde-se diversas metodologias de exploracao destas curvas, desde os
conceitos de lugar geométrico até seus equacionamentos analiticos, inserindo conceitos intrinse-

cos a estas curvas que levardo o aluno a melhor compreender outros conceitos da matemaética
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elementar. E tudo isso de maneira visual sem perder de vista as relagdes algébricas envolvidas.

Nessa direcao de pensamento, objetiva-se apresentar as defini¢des e propriedades das
curvas citadas, bem como uma metodologia de ensino-aprendizagem envolvendo o software
de geometria dindmica Geogebra. Especificamente, a partir das constru¢des de cada curva no
Geogebra, pretende-se despertar o interesse do aluno, devido a interatividade e a grande facilidade
para testagem de possibilidades daquele, deixando o aluno livre para errar e acertar, abrindo
caminho para a apresentacdo dos conceitos e equacdes das formas geométricas e atribuindo
familiaridade com os recursos tecnolégicos disponiveis para esse fim.

No Capitulo 2 discorre-se sobre as teorias existentes sobre a representacao de pontos
e curvas no plano, utilizando trés sistemas de representacdo distintos: o cartesiano, polar e
paramétrico. O Capitulo 3 versa sobre as defini¢cdes, equagdes e propriedades das curvas propostas.
Por fim, no Capitulo 4 sdo descritas as propostas para o ensino € as etapas necessdrias para as
referidas construgdes no Geogebra, fazendo uma ponte com exemplos citados no Capitulo 3 e
apresentando sugestdes para abordagens aos alunos durantes as aulas de geometria analitica. Por

fim no Capitulo 5 sdo pontuadas conclusdes deste estudo e propostas futuras de investigacdes.
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2 GEOMETRIA ANALITICA

Ramo da matematica introduzido por Pierre de Fermat e René Descartes no século
XVII, a Geometria Analitica trata da descricdo numérica de formas geométricas, a0 mesmo
tempo que possibilita a interpretacdo geométrica de expressoes algébricas.

Neste capitulo serdo apresentados os sistemas de representacdo de curvas no plano
tao utilizados em geometria analitica, como as coordenadas cartesianas e polares, bem como
a parametrizacdo de curvas. Estes conceitos, serdao aplicados no Capitulo 3 para o estudo das

seguintes curvas detalhadamente, com vistas a inseri-las no contexto do ensino bdasico:
1. lemniscata de Bernoulli
2. folio de Descartes
3. roséceas
4. bruxa de Agnesi
5. cicloide
6. hipercicléide
7. hipocicléide
8. Limacon

9. Espiral de Arquimedes
2.1 SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

Seja O um ponto qualquer sobre uma reta horizontal W com sentido positivo da
esquerda para direita, a este ponto atribui-se o valor zero. Marcando outro ponto X', qualquer, na
parte positiva de W (a direita de O) obtem-se um seguimento O X’ de medida d(O, X') = a.
Assim € possivel atribuir o valor numérico a para um ponto X' sobre W (SANTOS; FERREIRA,
2009).

Repetindo o raciocinio, porém agora para uma reta vertical OY, é possivel atribuir

S—
um nidmero d(O,Y’) = b a um ponto qualquer Y’ sobre OY. Nos dois casos fez-se uma
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Figura 1 - Eixos coordenados.

atribui¢do numérica para um ponto sobre uma reta, a0 mesmo tempo que os nimeros (a, b) foram
representados graficamente por pontos, como ilustra a Figura 1.

Também na Figura 1, nota-se a construcao dos eixos coordenados formando o plano
OXY eum ponto P € OXY, onde X’ é o pé da perpendicular baixada de P sobre W eY'éo
pé da perpendicular baixada de P sobre W . Assim diz-se que P possui coordenadas cartesianas
aeb,ouseja P = (a,b).

Chama-se par ordenado a representacdo (a,b) que relaciona o ponto P com suas
coordenadas no eixo W e W , abscissas e ordenadas, respectivamente. Assim para qualquer
par ordenado (x, y) é possivel atribuir um ponto no plano que possui um sistemas de eixos O XY
(DELGADO et al., 2017), ou seja, entre o par ordenado e o ponto no plano estabelece-se a

seguinte correspondéncia biunivoca
(z,y) <= R®VzycR.

Além de pontos, € possivel representar curvas por meio de equacdes algébricas que
relacionam cada ponto pertencente a curva com suas coordenadas cartesianas. Para determinar a
equacao cartesiana de um circulo, por exemplo, utilizam-se as seguintes definicdes (DELGADO

etal., 2017):

Teorema 1. Seja P, = (x1,11) e Py = (x9,%2) dois pontos, tal que Py, P, € R? sob o sistema
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de eixos ortogonais OXY e d( Py, P;) a distdncia entre esses dois pontos, entdo

d(P1,Ps) = v/ (z2 — 21)2 + (y2 — 1)* (1)

Definicio 1. Seja C' um circulo de raio r e centro O' = («, 8) inscrito em um plano . Entdo

C={Q=(z,y) enldQ,0)=r} — dQ,0)=+(zr—a2+(y—pB)2=r
= (z—-a)+@y-pB)7*=r" ()
A Equacdo 2 permite a identificacdo de quaisquer pontos do circulo (curva formada

pelo conjunto dos pontos equidistantes de outro ponto no plano) C', bem como a representacio

desse circulo em um sistemas de eixos ortogonais para o plano que o contém, conforme a Figura

2.

oy

(0,0)

\ 4 @ 4 -
(a,0)1 (x, 0)1 oXx

Figura 2 — Circulo de centro O’ e raio r em coordenadas cartesianas.

2.2 SISTEMA DE COORDENADAS POLARES

Da mesma forma que o sistema de coordenadas cartesianas, é possivel representar

pontos e curvas de um plano por meio de suas coordenadas polares.
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Seja P um ponto pertencente ao plano 7. Tomando outro ponto O chamado de polo,
desse mesmo plano, e uma semirreta horizontal tragada a paritr de O (eixo polar), com sentido
da esquerda para a direita, escreve-se P = (p, 6), onde p = OP e 0, dngulo formado entre o eixo

polar e O P, sdo as coordenadas polares de P, conforme a Figura 3 (STEWART, 2013).

P = (P, 9)

o
eixo polar

Figura 3 — Coordenadas polares do ponto P.

Por convencdo, 6 € positivo quando medido no sentido anti-hordrio e ¢ é negativo
quando medido no sentido hordrio. Além disso, P’ = (—p,0) € OP ¢ oposto a P = (p, 0).

Colocando um circulo C” de raio a, centro O' = (b,a) e P = (p,0) € C’ em um sistema de

Y

eixo polar

Figura 4 — Circulo de centro O’ e raio ¢ em coordenadas polares.
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coordenadas polares, € possivel determinar a sua equacao aplicando a Lei dos Cossenos no

tridngulo O PO’ (SANTOS; FERREIRA, 2009).

a> = b +p*—2-b-p-cos(f —a)

= p* = a®=b"+2-b-p-cos(f — a). 3)

A Equacio 3 permite determinar qualquer ponto do circulo C’ em suas coordenadas polares,

como ilustra a Figura 4.
2.3 EQUACOES CARTESIANAS X EQUACOES POLARES

Dado um ponto P = (p,#) em coordenadas polares, com o polo fixado na origem
de um sistema de eixos ortogonais O XY, € possivel estabelecer uma relagdo de p e § com as
coordenadas cartesianas desse ponto, P = (x,y). A Figura 5 mostra o tridngulo O AP, retingulo
em A, assim nota-se que A é o pé da perpendicular baixada de P sobre W ese O =(0,0) (em
coordenadas cartesinas), entdio OA = z. Ji que OA é o cateto adjacente a LZAOP e OP = péa

hipotenusa, tem-se as seguintes relagdes. Do mesmo modo obtem-se que AP = y.

Ay

= (:0> 9)

O

A

x = p-cosb

Figura 5 — Relacdo entre coordenadas polares e cartesianas.
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xr = p-cost
“4)

y = p-send.
Através da Equagdo 4 obtem-se as equacdes de curvas em coordenadas cartesinas a

partir da suas equagdes em coordenadas polares.

Exemplo 1. Seja p = 4 - cos 0 a equagdo de um circulo em coordenadas polares. De posse da

Equacdo 4 determine a equacgdo cartesiana dessa curva, raio e coordenadas do centro.

Solucdo 1.
x
xr=p-cos <= cost =—
p
) p:4-§
p
= p? =4z 5)

Como 2% + y? = p?, Figura 5, substituindo na Equagdo 5 obtem-se

P4yt =dr = 224y —4r=0
—= P4y’ —dr+4-4=0

— (r—2)2 4+t =4 (6)

A Equacgado 6 facilita a percep¢do de que o circulo em questdo possui centro em (2,0) e raio

2

Figura 6 — Circulo de centro (2,0) e raio 2 do Exemplo 1.

igual a 2, como mostra a Figura 6.
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2.4 PARAMETRIZACOES
Além dos sistemas apresentados nas se¢des anteriores, uma curva no plano pode ser

descrita pelo movimento de um ponto sobre ela, sendo as suas coordenadas cartesianas denotadas

por funcdes de uma mesma varidvel (STEWART, 2013).

Defini¢do 2. "Uma curva no plano R? é uma aplicacéo v : R — R?, tal que ~(t) = (f(t), g(t)),
comt € R. O conjunto imagem C da aplicagdo v é dado por"(AMORIM, 2018)

C={p(t)=(f{)g@);tel}; ICR,
onde ¢ € um parametro comum para as fungdes das abscissas e ordenadas do traco C' de 7.

Exemplo 2. Seja x = 2+ 2cost e y = 2sent as equagbes paramétricas de uma curva C.

Determinar que tipo de curva essas equagoes representam.

Solucio 2. Para tragar a curva desejada basta atribuir valores para t obtendo seus pares (z,y)

Correspondentes.
t x=2+2-cos(t) y=2-sen(t)
0 4 0
z 2 2
s 0 0
3z 2 —2

Tabela 1 — Parametros e coordenadas do circulo C.

A Tabela 1 mostra os valores atribuidos para o parametro t e as respectivas coordenadas
(x,y), sendo possivel concluir que trata-se de um circulo de raio 2 e centro (2,0), formado
pelo movimento de um ponto no sentido anti-hordrio. Com isso nota-se que a parametriza¢do
de curvas estebelece um sentido para o movimento do ponto que as descreve, como é possivel
verificar na Figura 7.

Outra forma de encontrar a curva correspondente a um conjunto de equagoes paramé-

tricas é obtendo a equacgdo cartesiana ou polar a partir da substitui¢cdo do parametro em fun¢do



Ay

31 2=242-cos(t), y=2-sen(t)
7r
t=—3(2,2
"L(2.2)
2
1-
t=0;(4,0)
-1 0 5
-1
-2
3m
t=—:;(2,-2
27(7 )

Figura 7 — Equacoes paramétricas de um circulo do Exemplo 2.

de y na equagdo de x, ou vice-versa, como segue:

Assim fica fdcil concluir que a curva em questdo é um circulo de raio 2 e centro (2,0).

r=2+42cost, y=2sent

(-2 =4-y°

= t= arcsen(%)

= =242 cos(arcsen(%))

= =242 \/1 - senQ(arcsen(%))
2

= z-2=24/1-L
4
%

— (x—2)2:4-(1—z)

<~

<~

(x—2)*+y* =4

22

(7



23

3 CURVAS PLANAS

Este capitulo trata das curvas planas ndo-convencionais no estudo da geometria analitica
durante o ensino bésico, como a lemniscata de Bernoulli, Bruxa de Agnesi, cicldide, entre outras.
Para cada uma delas sao apresentadas as defini¢des, equagdes cartesianas, equacoes polares e

parametrizagdes.

3.1 LEMNISCATA DE BERNOULLI

Pertencente a familia das curvas de Cassini, a lemniscata de Bernoulli possui este nome,
do grego lhmniscoz (lagos simétricos), devido a sua curva em forma de oito deitado (AZEVEDO,

2000).

Definicao 3. Seja C' um circulo no plano m e r C 7 uma reta tangente a C' no ponto P.

Rotacionando C em torno da reta s || v, s C w, obtem-se o sélido 3 denominado toro ou torus.

Curiosamente obtem-se a lemniscata de Bernoulli secionando Y com um plano « || s,

passando por P, conforme a Figura 8.

Figura 8 — Lemniscata de Bernoulli gerada da secio de um torus.
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Definicao 4. Seja C uma curva no plano w, r a reta tangente a C em P e O € 7. O lugar

geométrico L = {X € r| XO L r} édito curva pedal, ou poddria, de C em relagdo a O.

Dada uma hipérbole equildtera H : 2° — y*> = a®. A podéria de H em relagdo ao seu

centro € uma lemniscata de Bernoull.

Figura 9 — Lemniscata de Bernoulli: podaria da hipérbole equilatera.

Esta curva plana é recorrente, também, no ambito cultural por representar o infinito.
Tem significado para os rosa-cruzes por simbolizar os ciclos entre a vida e a morte, e da morte e
a nova vida, e estd presente no Tar6 e no Reiki.

A Definicao 5 estabelece as curvas de Cassini e a Defini¢do 6 evidencia que a lemniscata

de Bernoulli € um caso particular da primeira.

Definicao 5. Seja F e F5, dois pontos pertencentes a um plano w. O conjunto dos pontos
P = (z,y) € R? do plano = tal que d(P,F,) - d(P, Fy) = k|k € R, sendo k constante, é

denominado uma curva de Cassini.
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Definicdo 6. Seja Iy e Fy dois pontos pertencentes a um plano w tal que d(Fy, Fy) = 2¢. O
conjunto dos pontos P = (x,y) € R* do plano 7 tal que d(P, F}) - d(P, F3) = ¢* | ¢ € R, sendo

¢ constante, é denominado lemniscata de Bernoulli.

Para o caso particular em que o centro da lemniscata de Bernoulli encontra-se na origem,

O = (0,0),com F; = (—c¢,0) e F5 = (¢,0) tem-se a Equagdo 8 em coordenadas cartesinas:

AP, F)-d(P,Fy) = < x+?+12-V(@—c?2+y2=7
= @+’ +y] [z - +y’] =
— 2t 2%+t (20 + 2R + ¢t =
= '+ y4 + 2x2y2 — 2727 + 202y2 =0
— ' +yt+22%° =222 — o)
= (2 +9°)? =272 — o). (8)
Ay

Figura 10 — Lemniscata de Bernoulli.

A Figura 10 indica os focos F; = (—¢,0) e F» = (¢, 0), o centro C' = (0, 0), o ponto
P = (z,y) pertencente a curva, e um de seus vértices V' = (a, 0), sendo este dltimo uma das
intersecoes da lemniscata com W ,com a = /2 - c. Este resultado é obtido da Equacio 8 para

y = 0, assim a curva intersecta o €1xo OX para os seguintes valores de abscissas:

(% + )% = 2% (2" — o?), y=0
= (P +01)* =202 -0%) <<= (2°)*=2(2?)
— 2 —2222=0

—= 2={-V2¢0,V2-c}.
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Nota-se que essa curva é fechada, ndo possuindo assintotas. Possui dois eixos de
simetria, um em relacio ao seu eixo focal e outro em relagdo a reta perpendicular ao eixo focal e
que passa pelo centro dela, o que pode ser verificado atribuindo os valores * = a € x = —a para

as abscissas na Equacao 8:

r=a = (®+y°)’=27"0"—-y)
r=-a = ((-a)’+y")*=2(-a)’ —y’)
= (a®+y*)? =2 — ).
Substituindo a Equacao 4 na Equacdo 8 obtem-se a equacdo polar da referida curva que

possibilita a sua rotacdo e a andlise do seu comportamento de forma simples.

v=pcosl, y=psenl, (2°+y*)? =22 —1?)
(p? cos® 0 + p* sen? 0)* = 2¢%(p* cos* O — p?® sen? )
(p*)? = 2¢% p* (cos® O — sen? 0)

ot =2c2p% cos 26

rruy

P> =2c%cos26, 0<6<2r. 9)

Através da Equacdo 9 é possivel atribuir uma rotacdo no sentido horario somando o dobro do

angulo desejado ao termo 2 6 e rotag@o anti-horaria fazendo a subtracio.

[\ I\

p? = 2c%cos(2t +m/2) p? = 2c%cos(2t — m/6)

/12

/4

Figura 11 — Rotacio da lemniscata de Bernoulli

O Exemplo 3 trata da determinacao das principais caracteristicas de uma lemniscata a

partir de sua equacao polar.
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Exemplo 3. Esboce a curva da lemniscata de Bernoulli p* = 8 cos(26 — g), e determine as

coordenadas cartesianas de seus vértices e dos focos.

Solucdo 3. Comparando a equagdo p* = 8 - cos(26 — g) com p? = 2c* - cos(20), tem-se que
¢ = 2, assim o comprimento da pétala é a = /2 c = 2\/2. Ainda tem-se que a rotacdo dessa
lemniscata é de % (metade do dngulo que estd subtraindo de 2 0), logo os vértices V, e Vs da
curva possuem as coordenadas polares (2\/_ ) %) e (—2\/5, %) respectivamente. Aplicando a

Equacdo 4 tem-se:
s T
Vi = (2V2cos Z’2ﬂ86n1> = Vi =(2,2)

Vo = (—2\/5008%, — 2\/§sen %) = V, = (_27 _ 2).

Sabendo que distdancia do foco ao centro da curva é c = 2, tem-se as coordenadas polares de

T 7T , .
F = (2, Z) e F, = (-2, Z) que podem ser convertidas em coordenadas cartesianas com o

procedimento anterior:

Fy = (2cos %,28671 %) — [ =(V2,V2)

ng(—Qcos%, —286%%) — = (—V2, —V2).

4 AY

p° = 8cos(20 — 7/2)

Figura 12 — Lemniscata de Bernoulli do Exemplo 3.



28

Para a determinacdo das equacdes paramétricas da lemniscata de Bernoulli, Luz (2016)

a . ~
sugere as transformacdes y = x - sent e c = —= aplicadas na Equacdo 8:

V2

(PP =20 —y?) = [+ (@ sent) = 2007 — (wsent))

2
= [®+2% sen’t]P=2- %[mZ — 2% sen?t]

<= 2°[1+sen’t] = axcost

acost
r = —
14 sen?t
<= ,0<t <27 (10)
acost ;
= —sen
y 1+ sen?t

o . . 7
Onde o trecho da curva que estd no primeiro quadrante, Figura 10, € obtido para 0 < ¢ < 5

. m 3T
o trecho no terceiro quadrante para 5 < t < m, segundo quadrante para 7w < t < 53 e quarto

) 3
quadrante no intervalo 5 <t < 2m.
3.2 FOLIO DE DESCARTES

Proposto por René Descartes em 1638, o f6lio de Descartes € uma curva plana que tem
o formato de uma folha, por isso o nome folium proveniente do latim (NASSERALA; ALVES,
2014).

Essa curva é regida pela equacao
24+ =3cry, ceR, (11)

que é simétrica em relacdo a retar : = —y = 0 uma vez que dado P = (z,y) € F entdo

P’ = (y,z) € F, onde F é o folium:

P4y =3cry = yP+a>=3cyxr e
z—yl _ ly— <]

V2 V2

Com isso observa-se da Figura 13 que r: x — y = 0 intersecta F no seu centro O = (0,0) e

d(P,r)=d(P,r) <=
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vértice A = §,§ e:
2 2

»+y? = 3cxy

— 22+ 2°=3cxzx
r—y = 0
— 2% = 3cx?
3¢
L= r = —
27
B4+ =3czy, =0 = 0*4+¢y>=3c0y
= y=
Ay 7

23+ 17 = 3exy y:

Figura 13 — Félio de Descartes

A equacao polar que descreve essa curva pode ser obtida substituindo a Equacdo 4 na



Equagdo 11, como segue:

r=pcosl, y=psend, 2*+y>=3cxy

(pcos ) + (psen)® =3cpcosfpsend

p® cos® 0+ p® sen® 0 = 3¢ p? cos O sen

p(sen® 0 + cos® §) = 3csen f cos 0
3csenfcosf

3T
— N<h< 6 —_—.
p sen3 6 + cos3 @’ <f<mefF 4

[

30

(12)

Nota-se que o lago do f6lio é obtido aplicando 0 < 6 < g na Equacdo 12, e que quando 6 se

. 3m . ) L. ) P . P .
aproxima de T no sentido anti-hordrio, p vai para o infinito. Ainda, p vem do infinito até o

37 ) . .
centro da curva se ¢ se afasta de T e se aproxima de 27. A Figura 14 mostra a geometria do

c=-10

=50 =25 00 25 5.0 =50 =25 00 25 5.0

c=10 c=30

=50 =25 00 25 5.0
X X

Figura 14 — Félio de Descartes para diferentes valores de c.

folio de Descartes para diferentes valores de c.
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Aplicando a transformac¢do y = =t na Equacdo 11 determina-se a equacdo paramétrica

do félio de Descartes:

y=at, 2°+y*=3cxy = 2°+ (vt)® = 3caxt

— 3ct
Tr =
t3+1
3ct
r = —
t3+1
S ,t € R. (13)
B 3ct?
y 3 +1
3¢ 3¢

Novamente, analisando as func¢des de x = verifica-se o seguinte:

21t Y T

* se t vai para oo, entdo x e y se aproximam de zero;

* se t se aproxima de zero, entdo x € y também se aproximam de zero;

3 3 ) )
quando ¢t = 1, entdo xz = ?c ey = EC, coordenadas do vértice do folio;

* t se aproxima de -1 pela esquerda, = vai para +o0co e y vai para —oo, do contrario, se t se

aproxima de -1 pela direita, entdo = vai para —oco e y para +00.
Teorema 2. Seja F : 23 +y®> = 3cay, entdo s : v + y + ¢ = 0 é uma assintota de F.

Demonstracdo 1. Seja P = (x,y) € F e d(P, s) a distdncia entre P e a reta s, entdo:

_ax + by + ¢ ety
W) ="y w W) ="
3ct 4 3ct? ny
B+1 B3+1
< d(P,s) =
V2
3ct+3ct? +ctdi+c
t3+1
<~ d(P,s) =
(P, s) 7
c(t+1)(t2—|—2t+1)‘
2 __
s d(Ps) - (t+1)(t2—t+1)
V2
12
<~ d(P,s) clt+1)

YT Ve )

Como dito anteriormente, x e y vdo para o infinito, seja positivo ou negativo, quando t se
aproxima de -1. Assim analisando o comportamento de d(P, s) para t muito préximo de -1,

percebe-se que d(P, s) tende a zero, portanto estabelecendo um efeito assintdtico entre F e s.
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Exemplo 4. Dada a equagdo paramétrica do folio de Descartes, abaixo, encontre a drea da
figura delimitada pelo seu eixo, pelos eixos coordenados W e W , e pelo segmento AA’, sendo
A o seu vértice e A" a projecdo ortogonal de A sobre O;(: .

6t
YT BT
,tER.
3P +68°+3
Y- 3 +1

Solucio 4. Analisando a equagdo paramétrica dada, reorganizando a equagdo de vy, verifica-se
que o folio encontra-se deslocado de 3 unidades na vertical, ndo estd deslocado na horizontal e
também ndo estd rotacionado em relacdo a sua forma bdsica. Ainda é possivel determinar que

c = 2, como segue:

3-2t
€T =
341
,t e R.
3-2¢2
= ——+3
i Bl
Com isso, tem-se o centro do folio em coordenadas cartesianas O' = (0,3), O = (0,0),
A f 2
103 | /
l /
I /
/
| /
l /
/7
A= (3, 6)
N\
A'=(3,0)
ve OO .
-8 -6 4,7 2 o0 & 4 6 8 10
7/ A\l
/7 -2
7 |
/7
/ |
/ -4 1 |
1

Figura 15 — Folio de Descartes do Exemplo 4.
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A= <3—C, sc + 3> = A=(3,6)e A" = (3,0), delimitando o trapézio da Figura 15. Logo

272
a drea desejada é do trapézio OO'AA':
OO0+ AA") OA 3+6)3
AOO’AA’ = ( 2 ) — AOO’AA’ — ( 2 )

<~ AOO’AA’ = 13,5 ’UJQ.

3.3 ROSACEAS

Forma geométrica muito recorrente na arquitetura gotica de catedrais como a de Notre
Dame, em Paris, e Burgos, na Espanha, as rosdceas tém essa denominacdo devido ao seu formato
em pétalas de uma flor (NASCIMENTO et al., 2007).

Sao curvas que possuem pétalas infinitesimais de mesmo centro € comprimentos iguais
(GRANDI, 1728).

As também denominadas rhodoneas (rhodon, rosa em grego) foram estudadas primeira-
mente pelo padre e matematico italiano Luigi Guido Grandi durante o século XVIII, marcado

pela sua obra "Flores Geometrici"(MADALENA, 2014).

Figura 16 — Catedrdal de Notre-Dame: Galeria dos Reis de Juda e a rosicea da fachada oeste.

Fonte: (DIAS, 2011)

Definicao 7. Seja a,b € R*. Sdo denominadas rosdceas o grupo de curvas planas formadas por

equagoes em coordenadas polares do tipo, (MADALENA, 2014):

p=a-cos(bh), a,beR. (14)
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Se p = a-cos(bf), como —1 < cos(bf) <1 = —a < a-cos(bf) <a <

—a<p<a <= |p|| <a. Ainda, se|p| =a < |la-cos(bb)|]| =a < a-cos(bh) =

ta < cos(bl) =41 <= b0 =0+knm << 0= ]%T, k € Z*. Em outras palavras,
p = a é o maximo valor atingindo pela curva e isso ocorre quando 6 = k%r

Déi-se o nome de pétala da rosicea ao intervalo p(S) | S =
{0€R|21b+k:% << %—l—(k:—l—l)%}. Para b € Z*, tem-se p = a - cos(bf), com

0 =0+m:

pr=a-cosb(df) <= p ' =a-cosb(f+m)
< p'=a-[cos(bB)cos(bm) — sen(bh) sen( b))

< p'=a-cos(bb)cos(br).

Assimse b = 2n, n € Z*, entdo p' = a-cos(b0) cos(2nm) <= p' = a-cos(bh) <= p =p,
logo para @' = 6 + 27 ocorre a sobreposi¢do de pontos da rosicea. Portanto, para o intervalo
0 < 0 < 27 essa curva possui k = 2b pétalas, visto que 6 = ]%T — 27 = l%r — k = 2b.

Analogamente, se b = 2n+1, n € Z*, chega-seap’ = a-cos(b6) cos( (2n+1) 1) =
p = —a-cos(bl) = p' = —p. Isso significa que para ¢’ = 6 + 7 ocorre sobreposicio de
pontos da rosédcea, logo € necessdria apenas meia-volta no ciclo trigonométrico para obter todo o
tracado dessa curva, 0 < § < 7, que possui k = b pétalas.

Também, se b = %,m,n € 7, tem-se para 0 = 2w, 0 = k%r — 21 = ]%T —
2bm =k <= 2 %ﬂ' = kr <= 2mnm = kn. O que implica que se m e/ou n sio pares o
nimero de pétalas da rosdcea € igual a 2 m para um intervalo 0 < 6 < 2nmx. Por outro lado, se m
e n sdo impares obtem-se uma rosdcea com m pétalas no intervalo 0 < 6 < nr.

Resumidamente:

b e Z epar, 0 < 6 < 2m: nimero de pétalas igual a 2b;

b € Z* e impar, 0 < 6§ < 27 : ndmero de pétalas igual a b;
m * a z .
e b=—,m,n € Z*, com m e/ou n pares, 0 < 6 < 2n7: nimero de pétalas igual a 2m;
n
m * s 2 2 .
e b=—,m,n € 7Z*, commen impar, 0 < 6 < gm: nimero de pétalas igual a m;
n

b e Q": nimero de pétalas varia conforme o intervalo de 6.



35

Ay

p = a-cos(bf)

Figura 17 — Rosacea de cinco pétalas: b = 5

Uma rosdcea também pode ser representada pela seguinte equagdo paramétrica, basta

substituir a equagdo 13 nas equacoes 4:

x = pcost
p=acosbb, P

y = psent

x = acos(b)cost

y = acos(bl)send

Na Equagdo 15, a € R é responsdvel pela amplitude das pétalas da rosdcea, também
sendo 0 maximo valor de x> + 3. O coeficiente b, por outro lado, controla o nimero de pétalas
da rosicea, conforme demonstrado para a sua equacao polar.

Analisando a mesma equagdo para a e b quaisquer, percebe-se que a sua representacao
gréfica inicia-se em (a, 0), prosseguindo sentido a origem, se igualando e se afastando dela pelo
nimero de vezes igual ao nimero de pétalas.

Langando mao da Equagdo 14, aplicando a expansdo de Euler para cos(b ), obtem-se a

Equacdo 16 da rosdcea em sua forma cartesiana, onde novamente, a € R determina a amplitude
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de rosdcea e b € Z* determina o nimero de pétalas:

p=a-cos(bl), cos(bl) = 2(—1)’" (;f) cos”?"(0) sen® (0)

TS% b—2r 2r
=a%-cos*(bh) = 22+y*=d’ —1T( ) _— .
= cos00) 2\ mr) Ve

2r
r=0
rgg b 2
— (2 + A" = Z(—l)’“ (2r> 227y | r e Z. (16)
r=0

Exemplo S. Determinar a equagdo cartesiana da rosdcea de quatro pétalas e cinco pétalas, ou

sejab = 2 e b = b, respectivamente.

Solucao 5. Para b = 2, tem-se:

TS%
b
h=2 2 2\0+1 _ 2 —1) b—2r 27
, S A DYl (o e’
7‘§% 9 2
2 2\2+1 2 r 2—2r, 2r
— == —1
=t (e (5 )

Para b = 5, tem-se:

b 2
r<3 b
= 2 b+1 _ 2 r b—2r 27
b=5, (o) = {3 (2)3: y

: )
— (LCQ +y )5+1 a2 Z(_l)r< >x52ry2r

= @+y) ( ( )x5y° + (—1)1(2> 2y + (—1)2<Z> x1y4)2

= (P+y")°=d (2° - 102y + 53:1y4)2
(

— (P +y?)?=d® (2" — 102y + 5ay?).

Por fim, a Figura 18 mostra a relacdo da natureza de b com a geometria da rosicea.



2

b=6.666666666666667 b=3.141592653589793

= s

37
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3.4 BRUXA DE AGNESI

Em sua obra prima publicada em 1748, Instituzioni Analitiche ad uso della gioveniu
italiana, a matematica italiana Maria Gaetana Agnesi definiu a curva chamada Bruxa de Agnesi
(SANTOS et al., 2020).

Devido a grande repercussdo do seu trabalho, visto que foi um dos mais completos
materiais sobre andlise matematica e calculo, foram feitas tradu¢des para o francés e inglés. O
nome dado a curva estudada por Agnesi se deve a um erro de traducdo da palavra "versiera"para
o inglés, pois se assemelha com a palavra "avversiera"que significa bruxa (MOURA; SAITO,
2014).

A partir da definicdo dada por Agnesi € possivel determinar a equagao paramétrica

dessa curva ilustrada na Figura 19.

'\ i

5 E
C
a
A
¢ D
a P =(z,y)
7
G
0

Figura 19 — Bruxa de Agnesi

Definicdo 8. Seja um circulo C de centro A = (0,a) e raio a, inscrito em um sistema de eixos
ortogonais OXY, tangente a W em O = (0,0). Escolhe-se um ponto D € C, tracam-se as
retas ﬁ passando por B = (0, 2a), tangente a C' e paralela a W , e @, sendo E a intersecdo
entre ﬁ e ?ﬁ Por D traga-se a reta W paralela a O<7 e de I/ baixa-se a perpendicular ﬁ
sobre ﬁ P = (z,y) é a intersecdo entre DB e EP.
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O lugar geométrico dos pontos P = (x,y) é denominado Curva de Agnesi ou Bruxa de

Agnesi.

Pela Defini¢do 8 nota-se que X OE = t é alterno interno de ZOE B, assim do tridangulo
__ 2
OBE, retangulo em B, tem-se que BE = z e tg(t) = L =2 cotg(t).
x

Além disso, do tridngulo BDO, retangulo em D, tem-se OBD = t e sen(t) =

OD S _
> = OD = 2a-sen(t).Comoy = OD - sen(t) = y =2a-sen(t)-sen(t) = y=
a
2a - sen’(t), ou seja,
T = 2a-cotgt
L 0<t<m (17)
y = 2a-sen’t

Observa-se que a determina a amplitude vertical da curva, porém o eixo das abscissas permanece
como a sua assintota para qualquer valor de a. Além disso, da Equagao 17 percebe-se que o seu
tracado inicia-se a direita do eixo das ordenadas, considerando ¢ crescente, com progressao da
direita para a esquerda, atingindo o seu ponto maximo em B = (0, 2a), seguindo para a esquerda
do eixo das ordenadas.

E possivel obter a equagio cartesiana da curva de Agnesi através da Equagdo 17, como

segue:

y = 2a sen’t

P11

T = 2acotgt

— 2’y = 8a® — 4da’y

8a?

g

— 2%y 44’y =8a® = (2? +4a®)y = 8a®
< —_.

22 + 4a?

Y= (18)

A partir da Equacdo 18 determina-se a equagdo polar da curva estudada fazendo a
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substituicdo de x e y pela Equacao 4:

8a? 8a?
YT Rt = psenb= [p cos 0] + 4a?
< psenf = 8a”
p? cos? 0 + 4a?
< psenf[p®cos® 0+ 4a*] = 8a’. (19)

A Figura 20 mostra a relagao entre o raio a do circulo base e o formato da referida

curva.

Figura 20 — Curva de Agnesi para diferentes valores de a.
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3.5 CICLOIDE

Estudada desde o século XV pelos mateméticos Nicholas Cusa (1401-1464) e Charles
Bouvelles (1471-1553), a curva cicléide teve a atencao de diversos mateméaticos renomados
ao longo do tempo, sendo um deles Galileu Galilei que atribuiu-lhe este nome no século XVI,
quando da observagdo do periodo de oscilacdo de um lustre na Catedral de Pisa, verificando que
este tempo independia da amplitude do movimento de péndulo da lampada, iniciou seu estudos a
respeito dessa curva (BUSTILLOS; SASSINE, 2009).

No século XVII, Jean Bernoulli publicou o problema da braquistocrona na revista
cientifica de Leibniz, que foi solucionado por Isaac Newton, pelos irmao Bernoulli e pelo préprio
Leibniz, sendo a cicldide a solug¢do deste problema que serd apresentado nos proximos capitulos

(FIRMINO et al., 2020).

Definicao 9. Seja C' um circulo de raio a rolando, sem escorregamento, sobre W de um sistema
de eixos ortogonais OXY, e P = (x,y) um ponto fixo de C. O trajeto descrito por P ao longo

do movimento de C' é denominado cicloide.

Posicionando C inicialmente com centro em (0, a) e adotando o ponto P sobre a origem,
faz-se C percorrer a distdncia O B, assim P tera percorrido a mesma distancia descrevendo o
arco PB, conforme a Figura 21. Assim, sendo ¢ o dngulo correspondente a PB —> PDB=

at = OB = at, portanto:

x:@—a-senz@ Yy=a—a-cost

y = a(l—cost)

r = at—a-sent
-
Yy = a—a-cost
r = a(t—sent)
= ,teR. (20)

A parametrizacdo da cicldide, Equagdo 20, mostra que a medida que ¢ aumenta, P
move-se da origem para a direita desenvolvendo um arco de comprimento igual a oito vezes o
raio do circulo que a gera, no intervalo 0 < ¢ < 2.

Como em um sistema de coordenadas polares p? = 2% + ¢, basta substituir a Equagio
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Ay

Figura 21 - Cicloide

20, em x e y, e adotar ¢ = 6 para obter a equacgao polar do cicléide:
pPP=2 4y’ =  p’=d’[0— sen(9)]® + a’[1 — cos(0)]?
>  p?=ad?[0® + sen*(0) — 20 - sen(f) + 1 — 2 - cos(0) + cos*(0)]
— p’=a’[0*+2(1 -0 sen(f) —cos(d))] 0 €R. (21)

Também de posse a Equacgdo 20 fica facil a determinagdo da equacao cartesiana da

cicléide, isolando ¢ da equacdo de y:

y=al[l —cos(t)] <= cos(t)=1- Y
a
<= = arccos (1 — g)
a
Y\ 2
sen(t) = £4/1 —cos?(t) = sen(t) = £4/1— (1 - —>
a
Y — 12
<~ sen(t) =+ ya—y
a

A V2¥a- g o

r=alt—sen(t)] = x=alarccos (1 —
a a

Exemplo 6. Dada a equagdo da cicloide abaixo, determine o seu comprimento no intervalo

0<t<2m:

x = a(t—sent)
tER.
y = a(l—cost)

Solucio 6. Seja a cicloide de equagdo citada no exemplo. Assim nota-se que o raio do circulo
gerador C dessa curva € igual a a, logo, pela Definicdo 9, tem-se que no intervalor 0 <t < 2,

C percorre o seguimento OF = 21a, enquanto P descreve a cicldide, Figura 22. L
— OF
Ainda, P atinge o seu valor mdximo quando C' estd sobre B, ou seja, OB = -

evidenciando a flecha OP = 2a do arco OPF. A medida do comprimento da cicldide no
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referido trecho é a mesma do setor do circulo de raio R e centro em E, ou seja, a medida do
arco OPF:
OPF = Ra.

Na Figura 22 observa-se triangulo EBQO, retdngulo em B, portanto:

EB +BO =EO

— (R —2a)*+ (ma)* = R?
<= R’ —4Ra+ 4ad® + 7%a* = R?
< 4a’+7%a®* =4Ra
e pBo 4a + ma
4
Ainda do triangulo EBO, 1 (@) =™ s sen(a) = —TC . senfa)
inda do tridngulo , tem-se sen(a) = — sen(a) = —— sen(a) =
A & R da + m2a
1 +7T 5 = sen(a) = 0,9060367 = a = 1,133823 rad. Portanto:
s

Ay

Figura 22 — Cicléide do Exemplo 6
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4da + m3a

4
—  OPF= 34674011 - 2,267646

OPF=R2ax — OPF= < ) 2,267646

—  OPF=7.86283%4.

Através do cdlculo variacional é possivel determinar que o comprimento de um arco de cicloide
é oito vezes o raio do seu circulo gerador, ou seja, O PF' = 8a. Os arredondamentos feitos para
7 e seus miiltiplos causam a inexatiddo do método adotado neste exemplo. Também com técnicas

muito conhecidas de integragdo, é possivel determinar que a drea de um arco de cicloide é

A = 3ma®.

Observando a Equacdo 20, nota-se que a curva degenera apenas quando a = 0, caso
em que ela se torna um ponto. Se a < 0 obtem-se uma cicloide com a concavidade voltada para
cima, forma geométrica descrita pelo movimento de um péndulo preso a um fio inextensivel, por

exemplo, de recorréncia em superficies de pistas de skates.

b=1

g =
of
=30 10 20 30

0 10 20 30
X

Figura 23 - Cicléide reduzida e cicléide alongada, respectivamente.

Por ultimo, existem dois casos particulares, considerados variagdes dessa curva uma
delas a cicléide reduzida e a outra cicléide alongada. O primeiro acontece se o ponto P estiver
no interior do circulo base, ou seja, d(P, A) < a, Figura 23. O segundo ocorre se P for exterior

a C, ou seja, d(P, A) > a. Na Figura 23, tem-se uma cicldide reduzida, formada um circulo
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de raio 3, com d(P, A) = b = 1 e uma cicléide alongada, formada pelo mesmo circulo, com
d(P,A) =b=5.

A Equagdo 23 parametriza todos os casos de cicldides citados nessa se¢ao:

r = at—bsent
,teR,a,beR". (23)
y = a—bcost

3.6 HIPOCICLOIDE

Nesta se¢do serd apresentada uma curva gerada a partir do rolamento de um circulo

internamente a outro circulo, a hipocicléide.

Definicao 10. Seja C um circulo de raio r rolando internamente, sem escorregamento, sobre
outro circulo C' de raio R e P = (x,y) € C. O trajeto descrito por P ao longo do movimento

de C' é chamado de hipocicloide.

Suponha o circulo C' de raio r e centro A = (R — r,t), em coordenadas polares,
tangenciando internamente o circulo C” de raio R e centro O = (0, 0). Inicialmente C' tangencia
C'em E = (R 0) e depois rola até D, percorrendo o arco DAE:DAP, sendo P = (z,v),
DE=R. t, DP=1- HeH—R !

Como OP = OA + ﬁ — 1z = H(T4|| cos(t) + Hﬁ“ sen(90 +t —0) e

1OA|| sen(t) — [|AP]| cos(90 + t — 6), se |OA|| = (R — 1) e | AP|| = r, entdo:

(R—r)cost +rsen(n/2+t —0)
y = (R—r)sent—rcos(n/2+t—0)
(R—r)
( )

r = (R—r)cost+rcos(t—0)
=

y = (R—r)sent+rsen(t—0)

(

x = (R—r)cost+rcos <t >
—

-1
y = (R—r)sent—l—rsen(t )

(
xr = (R—r) cost—i—rcas((R t)

e ,t € R. 24)
)t
y = (R—r)sent—rsen( )
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A Equacio 24 € a parametrizagdo para a curva hipocicléide como aquela representada

na Figura 24.

Ay

Figura 24 — Hipocicloide de quatro caspides

Como R > r entdo a relacdo n = ? > 1 indica a quantidade de cuspides das
hipocicléides: se n € N, entdo n é o numero de cuspides da curva; se n = % |btaea,beN,
entdo a € o nimero de cuspides e sdo necessdrias b voltas do circulo inscrito no circulo maior
para traga-las. Porém, se n € Q¢ entdo a hipocicléide terd infinitas cuspides (VENCESLAU,
2015).

De fato, isso ocorre devido a relag@o entre o comprimento L = 27 R do circulo base e

2T R

o comprimento [ = 2 7 r do circulo inscrito, ou seja, comon = — = n = 5 — n=
r T
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L
7 —> L = nl. A Figura 25 ilustra diversas hipocicléides para diferentes valores de n. Vale

R . &k
ressaltar que se — = 2, entdo a Equacgado 24 resulta em um seguimento de reta sobreposto a .
r

r'|=30 n=40

20 20
> >
10 10
-15-10 -5 0 5 10 15 -15-10 -5 0 5 1.0 15
X X
n=2.333333 n=2.666666
30 30
20 20
= =
10 10
0 0
-15-10 -5 0 5 10 15 -15-10 -5 0 5 10 15
X X
n=4.6666666 n=3.141592653589793
30 - 30
20 20
> >
10 10
0 | edens — 0 | - ||
-15-10 -5 0 5 10 15 -15-10 -5 0 5 1.0 15
X X

Figura 25 — Hipocicloides para diferentes valores de n.

A hipocicléide ilustrada na Figura 24 é conhecida como astréide, uma curva que possui
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aplicagdes no geoprocessamento de dados astrondomicos, possui relacdo com as elipses, contendo
também o trajeto das barras moéveis do tresmalho de Arquimedes. Sua equagao paramétrica pode

R
ser obtida pela Equacdo 24 paraocasoemquen = — =4 = R =4r:
r

(o)

(=)

(o = (r-n) cost+ms(4’”—"° )
(=

(

r = (R—r)cost—i—rcos(

y = (R—r)sent—rsen

—
y = (4r—r)sent —rsen (dr =)t )
)
r = 3rcost+rcos3t
— ,teR. (25)
y = 3rsent—rsendt

1 1
Como cos®t = 2 (3cost+cos3t)esen’t = 1_1(3 sent — sen 3t), a Equagdo 25 pode

ser reescrita da seguinte forma:

r = 2605315
,teR. (26)
r 3
Yy = Zsent

Sendo assim possivel determinar a sua equagdo cartesiana:

T 1 T 3
r = Zcos3t r3s = (Z)gCOSt
-
y = Lsendt 3 (r)é ¢
= 3 = (=) sen
4 Yy 4
1 2 1 2
- (mé) +<y§> :(—> cos t—l—( ) sen”t
2 2 T % r %
= ai+yi=(5)"+(3) 27)

Exemplo 7. Determine o niimero de ciuispides da hipocicloide dada pela seguinte equagdo
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paramétrica:
2t
r = 2-cos(t)+3-cos 3

,teR.
2t

y = 2 sen(t)—3-sen (g)

\

Soluc¢ao 7. Para determinar o niimero de cuispides da hipocicloide, basta encontrar os valores
de R e r. Analisando a equagdo paramétrica dada e comparando com a Equagdo 24 obtem-se o
valor r = 3, assim como R —r = 2, logo R = 5. Comon = — — n = g entdo chega-se a
conclusdo de que a hipocicloide terd 5 cuspides sendo necessdrias 3 voltas do circulo menor

sobre o circulo base.

Cabe observar que nas consideracdes feitas até aqui que P € C'. Por outro lado, poder-
se-ia adotar P | d(P,A) = b # r, logo a equacdo dessa hipocicléide reduzida ou alongada seria

da seguinte forma:

r

v = (R—7)-cos(t) +b-cos (M)

,t € R.

()

r

y = (R—'f’)~sen(t)—b~sen(

\

E importante ressaltar que as formas apresentadas ocorrem apenas para R > r. Caso
R = r a hipocicldide degenera e se torna apenas um ponto. Caso R < r tem-se a formacao de

uma espiral e para < ( obtem-se a epicicldide, curva que serd apresentada a seguir.
3.7 EPICICLOIDE

No ano 200 a.C., o filésofo Apoldnio de Tiana propds o modelo geocéntrico para
explicar a disposi¢do dos corpos celestes no espaco, onde a Terra era o centro das drbitas do sol
e dos outros planetas do nosso sistema, Orbitas estas em formato de epiciclos, tema desta secao
(CASTRO, 2014).

Andlogas as hipocicléides, as epicicldides sao curvas planas formadas pelo movimento

de um circulo sobre outro circulo fixo, porém agora externamente.

Definicao 11. Seja C um circulo de raio r rolando externamente sobre um circulo C' de raio R,
sem escorregamento, e P = (x,y) € C fixo. A epicicldide consiste no trajeto de P quando C

rola sobre C'.
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'\

Figura 26 — Epicicléide de cinco caspides

Seja C’ centrado na origem O = (0,0) de um sistema de eixos ortogonais OXY e C'

inicialmente com centroem D = (R+r,0)e P = A = (R, 0). Assim C rola até B descrevendo o

arco PB=1f ¢ percorrendo o arco AB= Rtem (', logo tem-se que 6 =

. Como na se¢do
T

3.6, obtém-se, portanto, que OP = O?—}—ﬁ = r= ||O_[>)|| cos(t)+||17’|| sen(0+t—m/2)

ey = |OD|| sen(t) — | DP|| cos(8 +t — 7/2), se |OD| = (R +r) e | DP|| = r, entdo:
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r = (R+r)cost+rsen(f+t—m7/2)
y = (R+r)sent—rcos(d+t—m/2)
x = (R+r)cost—rcos(d+1)
—
y = (R+r)sent—rsen(f+t)
( x = (R+71)cost—rcos (%—Ft)
—
\ y = (R—l—r)sent—rsen(Tt—i-t
( x = (R+71)cost—rcos (M)
— .t ER. (28)
y = (R+r)sent—rsen ((Ri—r)t)
0

Assim como na hipocicléide, na epicicléide o nimero de ctispides depende da relagdo

n = —, ou seja, se n € N*, entdo o nimero de cuspides serd igual a n. Por outro lado, se
GT C e 1. . .
n = 3 € QQ*, entdo a epicicldide terd a cuspides sendo necessarias b voltas para traca-las.

Para o caso de n € Q¢ a curva nunca se fecha, sendo assim ela podera ter infinitas
cuspides.

Analisando a Equagao 28, nota-se que a medida que ¢ aumenta, o circulo C translada
em torno de C’ no sentido anti-horario, logo a construgio da epicicléide segue o mesmo sentido.
Ainda, caso R = 0 a Equag@o 28 origina o ponto (0, 0), por outro lado se = 0 a epicicléide
degenera formando o circulo base C’.

O Caso em que R = r serd estudado na sec¢do seguinte, bem como os casos de

epicicldides reduzidas ou alongadas, que assumem a nomenclatura de epitrocdides.

A Figura 27 ilustra diversas epicicldides para diferentes valores de n.

Exemplo 8. Em veiculos de cambio automdtico, um sistema de engrenagens planetdrias permite
a mudanga de velocidades sem a necessidade de atuacdo de embreagem comandada pelo
condutor do veiculo. A Figura 28 exemplifica o conjunto mencionado, composto basicamente
por uma engrenagem anelar (mais externa), engrenagem solar (mais interna) e um conjunto de
engrenagens satélites que orbitam a engrenagem solar.

Supondo a engrenagem solar fixa, raio R = 10 cm, considerando que a engrenagem

anelar gira no sentido anti-hordrio. Determine a equagdo que rege o movimento de um dente de
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n=3.0 n=4.0
30 30
> 20 > 20
"% 10 o0 10 "% 0 0 1
X X
n=2.333333 n=2.666666

n=3.141592653589793

40
30
> 20

10

Figura 27 — Epicicléides para diferentes valores de n.

uma engrenagem satélite de raio r = 3 cm, indicando as principais caracteristicas do seu lugar

geométrico.
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Figura 28 — Sistema de engrenagens planetarias (Exemplo 8).

Solucao 8.

Como a engrenagem solar € fixa e a engrenagem anelar gira no sentido anti-horario, as
engrenagens satélites rolam sobre a solar também no sentido anti-hordrio. O dente da engrenagem
satélite de raio r = 3 cm € como um ponto fixo de um circulo que rola, sem escorregamento,
sobre ou circulo base, de raio R = 10 cm. Percebe-se, portanto, que cada dente da engrenagem
satélite se movimenta em epiciclos, com n = . — n= 1—30, ou seja, seu movimento € uma
epicicléide com 10 cispides sendo necessdrias 3 voltas da engrenagem satélite sobre a solar para

descrevé-la.
3.8 LIMACON

Estudada por Etienne Pascal, pai de Blaise Pascal, a limacon é um caso particular da
familia de curvas planas epitrocoides. Apos a obtengdo da parametrizacao da epitrocdide seré
possivel perceber que ndo sé as limagons, mas também as epicicldides sao casos particulares

desse grupo de curvas.

Definicao 12. Seja C' um circulo de raio r e centro D rolando externamente, sem deslizamento,
sobre outro circulo C' de raio R e centro O, e P = (x,y) um ponto fixo no interior ou exterior

de C, tal que d(P, D) = c. A curva descrita pelo movimento de P é denominada epitrocdide.

Fixando O na origem de um sistema de eixos ortogonais O XY, posiciona-se C' tangente

externamente a C’ no ponto A = (R, 0), com P sobre X, Feito isso, move-se C' até B € (',
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assim este descreve o arco BP'= 0 - r, sendo P’ € C'e P € DP’, ao passo que este circulo
-~ R-t
também percorre o arco AB=t R sobre C’, logo § = ——.

Portanto O = OD + DP —> z = HO?TH cos(t) + Hlﬁ” sen(f +t —m/2) e
y = |0D|| sen(t) — ||IDB| cos(0 +t — 1/2), se |OD|| = (R +r) e || DE]| = ¢, entdo:

x = (R+r)cost+csen(0+t—m/2)
y = (R+r)sent—ccos(f+t—m/2)
x = (R+r)cost—ccos(f+1t)
—
y = (R+r)sent —csen(f +1)
( r = (R+r)cost—ccos (Rr:t—l—t)
<~
y = (R+r)sent—csen (Rr.t+t)
0
¢ x = (R+r)cost—ccos (M)
PN .t eR. (29)
y = (R+r)sent—csen (M)
(

Na Equagao 29 atribuindo ¢ = r chega-se a parametrizacio da epicicldide. Para o caso

particular em que R = r, tem-se a parametriza¢do das limagons:

r = 2rcost— ccos?2t
,teR. 30)

y = 2rsent—csen?2t

Nota-se pela Figura 30 que a limacon tem formato parecido com o cardiéide. De fato
este ltimo é um caso particular da primeira onde o valor de ¢ da Equacio 30 se iguala a r. E
importante notar que o n6 do lago, ponto B da Figura 30, ndo € o ponto inicial do tracado da
limacon, mas sim o ponto £ que é obtido parat =0et = 2.

Utilizando a Equagdo 30 € possivel entender que B € alcangado quando ¢t = arc cos E’
sendo d(O, B) = c. Com isso é fica evidente que a constru¢do da curva parte de F' e avanca até
B, no sentido anti-hordrio, e em direcdo a F’, retornando em seguida para B, fechando a curva
em L.

Ainda, Jesus (2019) propde o deslocamento —c aplicado a equagdo de x (Equacao 30)

para obtenc¢do da equagdo polar da limacgon. Isso faz com que o lago da Figura 30 se desloque
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A

Cl
Figura 29 — Epitrocdide
para a origem, como segue:
r = 2rcost—ccos2t r = 2rcost—ccos2t—c
—
y = 2rsent—csen2t y = 2rtsent —csen2t
r = 2rcost—c(2cos’t—1)—c
<~
y = 2rsent—c(2sentcost)
xr = 2rcost—2ccos’t+c—c
=
y = 2rsent—2csentcost
x = (2r —2ccost)cost
= ,teR. (31

y = (2r —2ccost)sent

Considerando o sistema de coordenadas polares (p, ) e fazendo ¢ = 6 tem-se que
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p? = 2% 4+ 92, assim

[

Figura 30 — Limacon

p* = [(2r — 2ccos ) cos 0] + [(2r — 2c cos 0) sen 6]
p? = (2r — 2ccos 0)? cos® O + (2r — 2c cos )* sen? 0
p? = (2r — 2ccos 6)* (cos® 0 + sen? )
p? = (2r — 2ccos 0)?

p=2r—2ccosf, 0 € R.

56

(32)
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Relacionando a Equacgdo 32 com a Equacao 4 temos a equacao cartesiana da limagon:

x = p-cos(0)

e p=2r—2c-cos(h)

y = p-sen(0)
cos(0) =

p*=2rp—

rr11 )

(p* + 2cx)?
(

2cx

= (2rp)°

2+ ) tdex (2 +yP) 42 = dr(2® 4+ 97). (33)

Exemplo 9. Prove que o cardidide de equagcdo p = 6 — 6 cos() é uma limacon e determine o

raio do seu circulo gerador, bem como as coordenadas dos pontos de interse¢do da curva com o

eixo das abscissas.

Solucdo 9. De posse da equagdo do cardidide p = 6 — 6cos) <= p = 6(1 — cosh) e

lancando mao da Equacdo 4, tem-se o seguinte:

x = pcost r =
—
y = psent y =
T =
<~
y =
X _=
<
y =
T =
<~
y —=
X =
—
y =

Comparando o resultado obtido com a Equacdo 31 verifica-se que trata-se de um caso particular

de limagcon, com circulo gerador de raio r = ¢ = 3, porém deslocado horizontalmente de 3

unidades para a esquerda.

6(1 — cos ) cost

(
6(1 — cosB) sen
6(cos 0 — cos*0)
6(sen 6 — cos O sen )

(

(

6(cos 0 — sen? 6 — cos® 0 + sen?0)

2
6(send — 867; 9)
11— 2
6(cos 6 — (%) —c0s20)
20
6(sen 6 — SGT; )

6cost —3cos20 — 3
6senf —3sen20 .

Ainda de y = 6senf — 3sen260, sey =0 = 0 = 6senf — 3sen20 <

2senf(cosd —1) =0 <= sen =0oucost =1, logod = 0ou = 7. Assimx = 0 ou

xr = —12, resumindo, os pontos desejados sdo (0,0) e (—12,0).
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A Figura 31 ilustra alguns casos de limagons:

c=3.0 c=4.0
15 15
10 10
-2 5 -2 5
)
Q Q
-5 -5
=10 =5 0 5 10 =10 =5 0 5 10
x x
=-3.0 c=2.666666
15 15
10 10
- 2 - 2
0 0
-5 -5
=10 -5 0 5 10 =10 -5 0 5 10
x x
c=55 c=1.0
15 15
10 10
= 5 = 5
0 0
-5 -5
10 —10 -5 0 5 10
X X

Figura 31 — Limacons para diversos valores de c.
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3.9 ESPIRAL DE ARQUIMEDES

Esta curva plana foi estudada pelo matematico Arquimedes de Siracusa em sua obra
Sobre as Espirais, onde definiu a espiral que atualmente leva o seu nome (SILVA et al., 2016).

Possui diversas ocorréncias na natureza e aplicacdes praticas que causam fascinio e
curiosidade como a relagdo com a razao durea, a ocorréncia em conchas, nos anéis de Jade, em

discos de vinil, formato de galdxias, geometria de bombas hidraulicas (RESENDE, 2017).

Figura 32 — Galaxia epiral Messier 81.

Spiral Galaxy MB1 Spitzer Space Talescope « IRAC

RAGA, ¢ JFL-Oelech o T Vilirer [Hermrd Sonicheanien D18 Sl IOl

Fonte: (MEDEIROS, 2011)

Definicdo 13. Seja P € R? um ponto que se move linearmente, com velocidade constante v,
sobre uma reta, que por sua vez, rotaciona com velocidade angular w, também constante. O

trajeto descrito por P é denominado espiral de Arquimedes.

A partir da Defini¢do 13 € possivel determinar a equagao polar da espiral de Arquimedes

utilizando conceitos da cinematica:

Definiciio 14. Se P € R? é um ponto que se move linearmente com velocidade constante, entdo
S — 5o

a sua velocidade instantdnea v é igual a sua velocidade média v, =

,com Sy, Set
sendo a posicdo inicial, a posigdo final e o tempo para atingir a posigdo final, respectivamente.
Logo tem-se que a equacdo da posicdo de P no tempo é S = Sy + V' t.

Definicdo 15. Se P € R? possui movimento de rotagdo com velocidade angular constante, entdo

d — P,
a sua velocidade instantanea angular w ¢é igual a sua velocidade angular média w,, = —



60

assim a equacdo angular da posi¢do de P é ® = Oy + wt, com ©y, O sendo a fase inicial e fase

final, respectivamente.

Com isso, considerando P inicialmente em (0,0), S = p e & = 6, obtem-se:

p=po+ut e 0=00+wt

0
- p=vt, t=—
w
0
— p=0UV—
w
= nge
w
— p=k0, 0 keckR (34)

Observa-se da Equacgdo 34 que a construgdo dessa curva se dd no sentido anti-horario, com 6
crescente, partindo da origem e completando uma volta, ou anel, em § = 27. Ainda k = %
determina a amplitude da espiral de Arquimedes, que consiste no espacamente entre as voltas da
curva.

Na Figura 33 ilustra-se a referida espiral para 0 < # < 10 7, sendo possivel observar que
a curva instersecta o eixo das abscissas em 6§ = nm, n € Z e possui g anéis. Dessa constatacdo,
nota-se que d(A, C) =2km, d(B, D) = 2k, sucessivamente. O mesmo vale para o eixo das
ordenadas.

E possivel obter a rotagio b € R da espiral de Arquimedes somando esse valor 2

Equacio 34, obtendo:
p=b+k0, 0,bkeR. (35)

Também da Equacgao 34 e Equacdo 4 obtem-se a equagao paramétrica da referida curva:

Lo xr = pcost
p= e
y = psent
xr = k6Ocosb
- , 0 eR. (36)
y = kfOsent

Exemplo 10. Seja uma bobina de papel toalha de espessura 0,01cm, com didmetro de 16cm,
enrolada em um carretel com 8cm de didmetro. Determinar o comprimento de papel toalha
disponivel nessa bobina, sabendo que o comprimento de um setor de espiral de Arquimedes é
. (t2% — t1%) - R o )

iguala s =k — onte ty e ty sdo os parametros inicial e final, respectivamente, do setor

de espiral e k a relacdo entre as velocidades linear e angular do ponto gerador de uma espiral.
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Figura 33 — Espiral de Arquimedes

Solucao 10. Como cada volta do papel toalha envolve a volta anterior, a distancia entre o eixo
de cada uma dessas se mantem constante e igual a 0,01, formando uma espiral de Arquimedes

com2km = 0,01 = k~ 1,5915-1073. Assim o comprimento de um setor da toalha é dado
(t* — %)

5 e a sua equag¢do paramétrica por:

por s =15915-1073

r = 1,5915-1073 tcost
teR

y = 159151072 tsent

Se o carretel tem didmetro igual a 8 cm, entdo basta determinar o comprimento da
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referida curva para 4 < x < 8. Da equagdo paramétrica tem-se que:

x = 15915-1073 tcost
— 22+’ =kt (sen®t + cos’ t)
y = 1,5915-1073 tsent

= 2+t =k

— P =P

= t==

e t =

Tomando v1 = 4 e xo = 8 tem-se t; = 2,5133 - 10% e t5 = 5,0267 - 103, logo,
ty? — 2 5,0267 - 10%)? — (2,5133 - 103)?
s=1,5915-10*3M — s=1,5915-10"° (6, il )

2 )
s = 150,80 m.

0go

Por fim, a equacgdo cartesiana da espiral de Arquimedes pode ser obtida a partir da

Equacido 36, como segue:

x = k6cosH
= I +y=k0
y = kfOsent
— tanﬁzy
x
- 0:arctan<y>
x
2 2 2 y\?
— " +y =k (arctcm—) . 37
T

3.10 RESUMO DAS EQUACOES DAS CURVAS PLANAS

A Tabela 2 apresenta, de forma resumida, as equacdes de todas as curvas apresentadas
nas suas formas cartesinas, polares e paramétricas, bem como apresenta algumas caracteristicas

importantes e relevancia para o ensino e aplicagdo.
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4 INSERCAO DE CURVAS PLANAS NO ENSINO BASICO

Neste capitulo serdo apresentadas técnicas vidveis para o inser¢ao das curvas planas,
estudadas no Capitulo 3, no ensino bdsico. Isso se dard com o auxilio de recursos computacionais,
mais especificamente com uso do software Geogebra.

Além disso, serdo propostas questoes para fixacdo das teorias estudadas.
4.1 O SOFTWARE GEOGEBRA

E iminente a necessidade da adogdo de tecnologias da informacgdo e comunicagdo (TIC)
no ensino da matematica, tendo em vista que o formato aluno ouvinte ndo estimula a natureza
criativa dos alunos (NASCIMENTO, 2012).

Martins e Souza (2019) discorre sobre a Taxonomia de Lemov, método criado por Doug
Lemov que apresenta diversas técnicas que podem ser utilizadas pelos docentes em suas salas de

aulas para estimular o aprendizado. Dentre essas técnicas ressalta-se:

Criar altas expectativas académicas;

Estabelecer ritmo das aulas;

Aumentar a proporcao de participacdo e de pensamento por meio do questionamento;
* Criar sistemas e rotinas.

Todas estas técnicas visam estimular a participacao do aluno nas aulas, criando um ambiente
adequado e atrativo para o seu auto-desenvolvimento. O Geogebra pode facilitar essa implemen-
tacdo no ensino da geometria analitica uma vez que possui uma interface atrativa e uma série de
recursos de facil utilizagdo.

Criado por Markus Hohenwarter na Universitat Salzburg, em 2001, o Geogebra é um
software de codigo aberto, programado em Java, o que permite a implementacao constante de
melhorias das suas fun¢des (PETLA, 2008).

Funcgdes estas relativas ao que sugere o seu nome (Geogebra=geometria + dlgebra).
Este software permite a criacdo de formas geométricas diversas pré-definidas nas suas barras
de ferramentas, ou através de retas, curvas e pontos, € também pela insercdo de suas equagoes,

como ilustrado na Figura 34.
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Este software premiado mundialmente possibilita a criacdo de animagdes de objetos
via comandos préprios ou por Javascript. Além disso, é capaz de realizar tarefas de célculo

diferencial, aritmética e geometria (FRISKE et al., 2016).

€ GeoGebra Classic — o X
~ - =
.A/,,"»;.:-@@é,xii%' Q =
E] A& A @
— 2468 -
e = Segmento(E, F.fm
@
— 47.84
e '~ Segmento(F, G, o
— 31.61
B 60 -50 60 M
® g = Segmento(G,H‘:pn a
— 32.74
Q

@ h = Segmento(H, I, ;:N

EYR3)

A
v
A
[
N
w
n
®

( b kA , 0 : < > e

Figura 34 — Geogebra Classico.

As ferramentas do Geogebra apresentadas a seguir serdo empregadas para a construg¢ao
e andlise de cada uma das curvas aqui estudadas, com o intuito de atrair a atencao do aluno,
despertar o interesse pelos conceitos matematicos envolvidos, inserindo-os no dmbito dos
recursos computacionais e também da linguagem de programacao.

O Geogebra contém uma barra de ferramentas que possui comandos para inser¢ao de
pontos, retas, poligonos, circulos, outras conicas, angulos, operacdo com pontos e curvas, €

controles, numerados de 2 a 10 na Figura 35, respectivamente.

f} GeoGebra Classic
1 2 4 5 6 7 10 11
2

3 3 9
AL D OO 4 k =2

Figura 35 — Barra de ferramentas do Geogebra.

Possui também, uma janela de dlgebra que serve como um painel de entrada e saida dos
objetos criados, sendo possivel obter através dele as coordenadas de pontos, comprimento de
seguimentos e demais informagdes. Também € possivel inserir coordenadas de pontos para obté-
los na janela de visualizag@o, inserir equacdes de curvas, comandos e func¢des, como ilustrado no

lado esquerdo da Figura 36.
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f} Grafico - GeoGebra

AL P>OO 4L

O eql: x* + y* =4 ", b
O fry=x>+3x+5 :
O A=(329

a = Disténcia(A,f) : \f—/

— 3.16

Figura 36 — Janela de algebra do Geogebra.

Todas as entradas e saidas gréificas no Geogebra ocorrem através da janela de visualiza-
cdo, lado direito da Figura 36. Essa janela pode ser do tipo 2D ou 3D, sendo possivel exibir mais
de uma janela a0 mesmo tempo.

Os objetos nelas contidos sdo amplamente manipulaveis, sendo possivel seleciona-los,
obter suas propriedades, alterar cor, rétulo, deletar, ocultar e reexibi-los, além de construir formas
geométricas a mao-livre utilizando as ferramentas ja mencionadas, controles também podem
ser exibidos. Eles podem ser movidos, em sua maioria, bem como a prdpria janela pode ser
deslocada, lembrando as janelas de software CAD.

A janela de dlgebra serd muito utilizada para inser¢@o das curvas planas desejadas. Para
tanto, € importante estabelecer a sintaxe aceita para equacoes cartesianas, paramétricas e polares
no software.

No Geogebra, o langcamento de equagdes cartesianas € intuitivo, bastando escrevé-las na
janela de dlgebra como de costume utilizando o teclado. A Figura 37 mostra um exemplo desse
lancamento para uma hipérbole.

Na Figura 37, na quarta linha (de cima para baixo) foi escrita a equagdo cartesiana de

uma hipérbole utilizando o teclado. Nota-se que ao lancar os coeficientes a e b o Geogebra criou
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'{:} Grafico - GeaGebra

AL LD OO LN 2
a=1 A/

O -5 ® b@ Ea]
b=1 :
5 ® 50 4

-2

Figura 37 — Insercao de equacio cartesiana da hipérbole no Geogebra.

os controles deslizantes a e b, que tem seus valores padrdes varidveis entre —5 e 5, mas podem
ser editados. Os valores atuais desses controles deslizantes sdo atribuidos na equagdo da terceira
linha, gerando a hipérbole na janela de visualizagdo.

J4 a equagdo polar possui uma sintaxe especifica para o Geogebra. Para inserir a equacdo
polar C : p = r, de um circulo de raio r, basta usar o comando curva((r; #),60,0,2 ), onde 6 é
a varidvel da equacdo polar (o dngulo) que tem o seu dominio definido entre 0 e 2 7 nesse caso.
E importante observar que r deve ser separado de 6 por ";", caso contrrio o Geogebra entendera
que trata-se de uma equagdo paramétrica.

Por fim, para fazer o langamento de uma equacao paramétrica neste software utiliza-se
também o comando curva, porém separando as equagdes de z e y por uma virgula, como € o

caso da equagdo da reta curva(a + bt,c+ dt,t,0,2 ) de pardmetro t.
4.2 CONSTRUCAO DA LEMNISCATA DE BERNOULLI

Nesta se¢do serdo apresentados os procedimentos necessdrios para construcdo da lem-
niscata de Bernoulli no Geogebra, utilizando controles e animac¢des, com base na Defini¢do 4, e

com isso despertar o interesse dos alunos para o estudo dessa.
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€} Grafico - GeoGebra

AL OO LN S
r=3.2 . D

.

@
-5 @ 5
® C = Curva((r;9),0,0,2 n:j
— (rf), (0<6<6.28)
C
curva = 1 :
O -5 @ 5 ®
+ curv
— 1
S
Curva( <Expressédo=, <Expressao=, <Varavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= )

Figura 38 — Equacio polar do circulo C no Geogebra.

Inicialmente, em conjunto com os alunos, o professor deve langcar uma hipérbole equilé-
tera com vértice em (—a, 0) e (a,0) inserindo a sua equagdo na janela de dlgebra do Geogebra,
sendo uma oportunidade interessante para relembrar os conceitos dessa conica apresentada na
disciplina de geometria analitica. Nota-se que ao digitar a equacdo 22 — y* = a?, o software cria
o controle deslizante a, varidvel de —5 a 5 (esse intervalo pode ser editado nas propriedades do
controle deslizante), logo € possivel escolher a posi¢ao do vértice da hipérbole movimentando a
"barrinha"desse objeto.

Feito isso, insere-se um ponto sobre essa curva clicando no comando ponto, botdo 2
da Figura 35, e em seguida clicando em um lugar qualquer da hipérbole. Verifica-se que foi
criado o ponto A, com um botao de play ao lado, indicando que ao apertar o play esse ponto se
movimentard liviemente sobre a curva.

Na sequéncia, executd-se o comando reta tangente, botdo 4 da Figura 35, selecionando
primeiro o ponto A e depois clicando na hipérbole, assim o Geogebra cria a reta tangente
renomeada como 7. Logo depois cria-se o centro da curva lancando o ponto O = (0, 0) e, partir
dele, a reta s perpendicular a , comando localizado junto ao anterior. Por fim, marca-se o ponto
X como sendo a intersec¢do entre as retas r e s, que deve ser feito através do botao 2 da Figura
35 clicando na opgio intersecdo de dois objetos e depois selecionando as duas retas criadas. E

importante lembrar de habilitar a op¢ao para exibir rastro clicando com o botdo direito sobre o

ponto X.
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Figura 39 — Passo 1 - hipérbole equilatera de vértice a (v> — y? = a?).

'{::? Grafico - GeoGebra
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Figura 40 — Passo 2 - Selecao de um ponto qualquer da hipérbole.
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Figura 41 — Passo 3 - Construciio da reta tangente a hipérbole em A.

Para obter a lemniscata de Bernoulli, basta marcar o botdo play do ponto A na janela de
algebra. Com isso, serd possivel mostrar que essa curva € uma poddria da hipérbole equilatera
enquanto o aluno acompanha a construgdo feita pelo software, despertando o interesse para
aprofundamento no assunto. O professor pode aproveitar essa oportunidade para desafiar o aluno
a marcar os focos da lemniscata no Geogebra, fornecendo apenas a Defini¢do 6.

Espera-se que os alunos consigam determinar facilmente a equagdo cartesiana da
lemniscata de Bernoulli (Equacao 8) usando o conceito de distancia entre pontos, e perceber
que a sua interse¢do com a hipérbole ocorre no seu vértice, tirando dai, que existe a relagdo
c= 72 a, entre o vértice (+a, 0) da hipérbole com os focos da lemniscata (+c, 0). Assim, fica
claro que essa equacdo € mais apropriada para um primeiro contato com esse conteudo.

Em seguida o professor pode utilizar os conceitos apresentados no Capitulo 3 para
demonstrar como obter a equagdo paramétrica e equacgdo polar dessa curva.

De posse da equacgdo paramétrica, Equacao 10, € indispensavel evidénciar as relacao do

parametro ¢ com o comportamento da curva:
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=0 = z=aey=0;

m
t=— —= x=0ey=0;

2

ct=1 = x=—aey=0;
3

°t:77r — rx=0ey=0.

Verifica-se que a lemniscata € tracada no sentido anti-horério quando quando € feita pela Equacao
10, intersectando o eixo das abscissas quatro vezes, coincidindo com o centro e vértices das
hipérbole geradora.

Para concretizar o aprendizado, sugere-se a proposi¢cao do Exemplo 3 como atividade

para os alunos, com posterior resolucdo em conjunto.
4.3 CONSTRUCAO DO FOLIO DE DESCARTES

Para a apresentacdo do f6lio de Descartes para alunos do ensino basico sugere-se iniciar
pela sua equacao polar, langando-a na janela de dlgebra do Geogebra, deixando seu dominio
ligado a um controle deslizante, como na Figura 42.

E importante criar o controle deslizante a, clicando no botdo 10 da Figura 35 marcando
qualquer ponto da janela de visualizagdo, antes de utilizar o comando curva para o lancamento

de sua equacao polar. Langar também a equacdo dareta r : * — y = 0. Feito isso, basta clicar

ASLDE OO 4L N 2P
a=3.2 A/ D \_’#‘

0 ® 6.28 ® a=32 4
. L J

c=1.7 :

5 @ 5

[R*]

b = Cur*\m((3 ¢ sen(t) cos(t) 't),t,{],a)

send(t) - cosi(t) '

-4 2 ol b s : g
3 e sen(t) cos(t) N g <t <3.)
sen®(t) + cos¥(t)
r: x— y - D : i

Figura 42 — Construcio do félio de Descartes.



73

com o botdo direito do mouse no controle a e marcar a op¢ao animagcdo. Ao clicar em play a
constru¢do da curva iniciara.

Neste momento deve-se observar o crescimento do valor de a, notando que a curva se
completa em a = 7. Além disso, para T <a=t< 57 ocorre a constru¢do do brago inferior da

2 4
curva, sendo uma oportunidade para questionar os alunos sobre a tendéncia de movimento dela,
até qual ponto a curva vai antes de iniciar a constru¢cdo do braco superior?

Cria-se uma oportunidade para tratar da sua assintota, abrindo espago para apresentagdo
da equagdo paramétrica do f6lio e a Demonstracio 1, que pode ser feita pelo professor e conferida
pelos alunos com o langameto da assintota s : x + y = —c e um ponto A qualquer pertencente
ao folio. Com isso, os aluno devem utilizar o comando distancia(A,s) e observar, clicando no
play de A, que a medida que esse ponto vai para infinito a sua distancia de s se aproxima cada
vez mais de zero. E essencial relacionar o tamanho do lago do félio com o valor de ¢, alterando

o valor do seu controle deslizante e observando o resultado. A equac¢do paramétrica permite a
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Figura 43 — Efeito assintético do félio de Descartes.
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obtencao da translacio do f6lio com certa facilidade e isso pode ser evidenciado para os alunos.

Outro ponto importante é a abordagem de sua simetria em relacio aretar : x —y = 0,
que pode ser facilmente provada através da sua equacdo cartesiana (Equacdo 11), sendo possivel
propor ao aluno como atividade, juntamente com a determinacdo das coordenadas do vértice do
félio. O Exemplo 4 também pode ser proposto, sendo que emprega apenas conceitos bdsicos da

geometria analitica.
4.4 CONSTRUCAO DAS ROSACEAS

A beleza das rosdceas, por si s6, chama a atencio daquele que a estuda. E justamente
essa beleza que a torna presente na arquitetura de gotica, por exemplo.

Supondo que o vidro de uma janela de uma catedral possua uma rosdcea de doze pétalas,
qual seria a drea desse material necessaria para fazé-la? Essa seria a pergunta de um profissional
da construcdo ao fazer um or¢camento para confeccao dessa janela, por exemplo.

Para obter essa resposta se faz necessario o conhecimento da equacdo dessa curva, seja
ela polar, cartesiana ou paramétrica. Esse tipo de questionamento, além introduzir uma aula sobre
esse assunto, estabelece a correlagdo desse conhecimento matemético com aplicagdes praticas.

Nesse ponto, € importante apresentar a Definicdo 7, juntamente com a Equagdo 14,
inserindo-a na janela de dlgebra da seguinte forma, depois de criar os controles deslizantes a, b,
ec:

Os controles deslizantes a e b podem receber qualquer intervalo de valores, porém deseja-
se que a construcdo da rosdcea inicie-se a partir do angulo zero, entdo € necessario configurar ¢
com valor minimo igual a zero. Deve-se observar o correto lancamento dos paramtros, conforme
a Figura 44, assim acionando o play do controle c serd possivel observar a construcao da rosicea,
que terd tantas pétalas conforme o valor de b e o comprimento dessas serd igual ao valor de a.

Na Figura 44, a = 2 e b = 6, entdo p = 2 cos 6 6, ou seja, tem-se a equagao polar de
uma rosacea de doze pétalas, cada uma com comprimento de duas unidades. Este € o primeiro
passo para responder a questao feita no inicio desta se¢do. O professor pode mencionar, ou
demonstrar os cdlculos necessérios usando integrais, para obter a drea da curva a partir de uma
equacdo polar a titulo de curiosidade, porém por se tratar do ensino bésico € interessante apenas
citar essa possibilidade e ensinar os alunos a obté-la com a instru¢do apresentada mais adiante.

Antes disso, € essencial enfatizar como determinar o nimero de pétalas possuindo

apenas a sua equacao, como descrito na secao 3.3 e frisar os casos em que ela ndo se fecha,
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Figura 44 — Lancamento de uma Rosacea no Geogebra.

b € Q°. Para os casos em que ela se fecha, b € Q, basta fixar um valor para b e variar o valor de
c no Geogebra, mostrando para os alunos como isso ocorre. No caso da Figura 44 a curva se
fecha em ¢ = 1 e partir dai ocorre apenas a sobrescri¢dao dos tragos existentes.

Como qualquer equagdo paramétrica, a da rosdcea facilita a translacdo em x e y, € 1SS0
deve ser enfatizado ao dicente ilustrando a influéncia da adi¢do de qualquer valor as equacdes de

x e y através do Geogebra, como segue:
1. lancar o c6digo curva(a cos(bt) cos(t),a cos(bt) sen(t),t,0,2mc);
2. verificar que a rosdcea foi lancada e centrada na origem:;
3. somar 5 unidades a equagdo de z, curva(a cos(bt) cos(t)+5,a cos(bt) sen(t),t,0,2 7 c);
4. verificar que a curva deslocou cinco unidades para a direita na horizontal;

5. subtrair 3 unidades da equagdo de y, curva(acos(bt)cos(t) + 5,acos(bt) sen(t) —
3,t,0,27c);

6. verificar que a curva deslocou 3 unidades na vertical para baixo.
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A Equacio cartesiana da rosdcea apresenta grande complexidade, Equacdo 16, entdao
sugere-se que ela seja apresenta em forma de atividade. Propde-se a resolu¢do do Exemplo 5 em
conjunto durante as aulas.

Para responder aquilo que foi questionado inicialmente e determinar a area de uma
rosidcea de doze pétaladas, serd necessdrio utilizar dois recursos muito uteis do software. O
Geogebra possui o comando somardeRiemanninferior, que cria diversos retangulos abaixo
de uma curva, em quantidades controldveis, e apresenta a soma da drea desses como uma
aproximacao para a area sob essa.

Porém esta funcionalidade aceita apenas fungdes explicitas como entradas, ndo permi-
tindo equagdes polares e paramétricas. Assim € necessdrio empregar uma aproximagao dessa
curva feita a mao-livre, ou seja, no primeiro botdo da barra de ferramentas existe do comando
fungdo a mao livre que tranforma um desenho feito com o mouse em uma funcao se for possivel.

Com essa ferramenta, faz-se um traco acompanhando metade da pétala que estd sobre o
eixo das abscissas, obtendo a fung¢do f{x)=mdolivre(x). Na sequéncia, cria-se o controle deslizante
n, configurando o seu intervalo entre 1 e 1000.

Feito isso, basta escrever o seguinte comando:
* somadeRiemanninferior(f(x),0,a, 1,n).

Isso criard uma série de retdngulos em quantidades determinadas pelo controle n, bem
como apresentard a soma das dreas desses que se aproximard cada vez mais da metade de uma
pétala quanto maior for o valor de n. Por fim, para obter a drea de toda a rosdcea basta multiplicar

o valor encontrado por 24.

4.5 CONSTRUCAO DA CURVA DE AGNESI

Esta curva, proposta pela matemdtica Maria Gaetana Agnesi, apresenta uma constru¢ao
fundada sobre pontos, retas e um circulo, todas relacionadas a partir de propriedades conhecidas
por um aluno do ensino bédsico como: paralelismo, perpendicularismo, seno, cosseno e tangente
de um angulo, circulo construido a partir de um ponto e seu raio, e lugar geométrico.

A abordagem inicial dessa curva pode ser feita apresentando a Defini¢do 8, fazendo a

sua leitura e construcdo simultanaes no Geogebra na janela de dlgebra, como segue:

1. criar o controle deslizante a
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Figura 45 — Determinacio da area sob uma pétala de rosacea com o Geogebra.

langar o ponto A = (0, a);

. langar o ponto O = (0, 0);

langar o ponto B = (0, 2a);

. tracar uma reta r paralela a W utilizando o botdo 4 da Figura 35;

criar o circulo C' : 22 + y? = a?;

. com a ferramenta do botdo 2 da Figura 35, marcar um ponto D qualquer sobre '
. tragar uma reta, usando o botao 3 da Figura 35, passando pelos pontos O e D;

. com a ferramenta "intersecao de dois objetos", marcar a intersecao entre as retas 013 er,

chamando esse novo ponto de £
com a ferramenta reta paralela, botdo 3, tracar a reta g paralela a W , passando por D;

com a ferramenta "reta perpendicular”, tracar a reta h perpendicular a g, passando por F;
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12. marcar a intersecdo entre g e h, com a ferramenta intersecdo de dois objetos, nomear o

ponto como P.
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Figura 46 — Pontos, reta e circulo - passo inicial para a curva de Agnesi.

Ap06s concluir o lancamento dos itens listados, o tltimo passo € a marcagdo da op¢ao
exibir rastro de P, clicando como botdo direito sobre o mesmo, assinalando essa op¢ao.

Esta construcao resulta na curva de Agnesi a partir do conceito de lugar geométrico
dos pontos P com as as propriedades descritas na sequéncia apresentada. Os proprios alunos
sdo capazes de encontrar a sua equacao paramétrica, Equacao 17 usando conceitos basicos de
trigonometria e o docente deve incentivar essa prética durante a aula.

O professor deve lembrar os alunos sobre a influéncia do raio a do circulo gerador
sobre a amplitude da curva, mostrando que o seu dominio independe de a € que a medida que o
parametro ¢ da Equagdo 17 se aproxima de 7 e seus multiplos, = tende a oo e y tende a zero.

Outro desafio que pode ser langado ao dicente é a determinacdo da equagao cartesiana

dessa curva, Equacgdo 18, a partir da equacao paramétrica apresentada. Assim surge a possibi-
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Figura 47 — Lugar geométrico dos pontos P. Curva de Agnesi.
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+

Figura 48 — Curvas de Agnesi para valores diferentes de a.

lidade de verificar uma propriedade importante dela com o auxilio do Geogebra: como a sua

equacdo cartesiana é explicita, ela pode ser empregada no comando somadeRiemanninferior
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para determinar a drea sob a curva:

lancar a Equacgdo 18 na drea de élgebra;

o controle 1 < n < 5000;

* inserir o comando somadeRiemanninferior, escolhendo a equacao lancada, intervalo de

—>500 até 500 e n partes.
* variar o valor de n para aumentar ou diminuir a precisdo do calculo da area.

Além disso, sugere-se utilizar o comando drea, selecionando o circulo C' criado. Feito
1850, serd possivel notar que a area sob a curva de Agnesi é sempre o quadruplo da drea do seu

circulo gerador.
4.6 CONSTRUCAO DA CICLOIDE

Nesta secdo serd abordado como apresentar a cicléide para um aluno do ensino bdsico.
Dentre todas as curvas citadas até o momento, esta € aquela que pode gerar maior interesse
para o aluno, e isso pode ser feito apresentando dois problemas que tomaram a atengdo de
grandiosos matemdticos como Sir [saac Newton, Gottfried Wilhelm Leibniz, Jean Bernoulli,

Jacques Bernoulli, sdo eles os problemas das braquistréconas e tautocronas:

 Dados dois pontos, A e B, em desnivel verticalmente, determinar qual € o trajeto de menor
tempo de descida entre esses pontos de um objeto sujeito apenas a acdo da gravidade. Esse

problema é chamado de braquistdcrona (do grego: menor tempo).

* Dados trés pontos sobre uma cicléide invertida, A, B, C, em desnivel verticamente
entre si, sendo C' o ponto mais inferior da curva. Se dois objetos forem soltos de A e B
simultaneamente sob a¢do tnica da gravidade, determinar qual deles chegard primeiro em

C'. Esse problema é conhecido como tautécrona (do grego: tempos iguais).

Os dois problemas apresentados t€m suas respostas provadas pelos matematicos citados,
sendo um setor de cicldide a resposta para o primeiro. Além disso, o tempo de descida de
qualquer ponto da cicléide invertida até o seu ponto mais inferior é sempre o mesmo.

Lancando estas duas intrigantes questdes, o professor pode aproveitar o momento para

introduzir a Defini¢do 9 e a partir dela deduzir a equagdo paramétrica da cicléide, Equagao 20.
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Em seguida o docente pode reforcar a defini¢cdo convidando os alunos para lancar esse lugar

geométrico no Geogebra, utilizando o seguinte algoritmo:
1. criar o controle a com intervalo qualquer;
2. criar o controle b e configurd-lo com o intervalor —20 < b < 20;
3. criar o ponto A = (ba, a);
4. lancar o circulo C' de centro A e raio a;
5. criar o ponto B = (ba,0);

6. utilizando a ferramenta dngulo com amplitude fixa, botdo 8 da Figura 35, marcar os pontos
B e A, nesta sequéncia, e na caixa que se abre escolher a op¢ao "sentido horario"e digitar

o valor b e teclar enter;
7. renomear o ponto gerado para P;

A construcdo feita até este ponto, Figura 49, permite a visualizacdo do percurso de P
ativando, com o botdo direito do mouse sobre este ponto, o seu rastro. Isso ocorre, conforme
¢ feita a mudanca do valor de b que desloca o centro do circulo C' horizontalmente. O raio do
circulo pode ser escolhido alterando o valor de a.

Por essa representacgao fica claro que o conjunto dos pontos no plano ocupados por P
ao longo do movimento de C' formam a cicldide.

Com o intuito de tornar o aprendizado sobre essa curva ainda mais atrativo e ainda
introduzir ideias de programacao aos dicentes, sugere-se inserir os seguintes botdes programados

com propriedade de parar e reiniciar o movimento de C":

1. no botdo 10 da Figura 35, clicar na ferramenta botdo, na sequéncia clicar em qualquer

lugar da janela de visualiza¢do, nomeando este como Reiniciar, clicar em ok;
2. clicar com o botdo direito sobre Reiniciar, clicar em configuragoes.

3. na caixa de se abre, na aba programacdo digitar: DefinirValor(b,0). Isso fard o circulo se

posicionar sobre o eixo Y;

4. digitar: IniciarAnimacao(b,true). Isso iniciard a animagao do controle b, conforme a Figura

50.
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Figura 49 — Construcio da cicléide a partir de sua definicao.

O mesmo se repete para a criacdo do botdo Parar, porém o comando escrito na aba de
programacdo deve ser: IniciarAnimacao(b,false).

Apo6s executar a animacado proposta e obter a curva cicloide, € interessante solicitar
para o aluno que insira a equacdo paramétrica dessa curva, Equacdo 20, na area de algebra
como mostrado nas sec¢des anteriores. Isso servird para mostrar a curva coincidente com o
lugar geométrico de P que serd gerado, desde que o coeficiente da paramétrica seja o controle
deslizante a.

Ja com a cicldide definida e parametrizada, € possivel retornar aos dois problemas
apresentados inicialmente, ilustrando-os no Geogebra. Como trata-se de problemas que envolvem
conceitos de Fisica e de Célculo Diferencial, sugere-se que isso seja apenas apresentado aos
alunos através da busca disponivel no préprio software: por ser um problema famoso, alguns
matemadticos disponibilizaram suas solu¢des para essa representacdo, como € o caso da proposta

de Carlos Fleitas.
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Figura 50 — Programacao do controle b da cicléide.

Para obté-la basta cliclar na representacdo da lupa, no canto superior direito do software,
€ na caixa que se abre digitar fautocrona. A busca mostrard alguns resultados, dentre eles o de
Carlos Fleitas. Assim, basta clicar em editar para visualizar a simulagdo mostrada na Figura 51.

Ao clicar em Iniciar ou continuar movimento o aluno vera que, independente das
posi¢des iniciais de cada ponto, todos chegardo ao mesmo tempo no ponto mais baixo da cicléide.
Ainda € possivel testar a influéncia da aceleracdo da gravidade sobre esse fendmeno.

O mesmo autor propdem, também, uma simulacdo para o problema das braquistocronas,
que pode ser obtido na busca do Geogebra, digitanto braquistocrona e selecionando o resultado
desejado. Os ensaios podem ser feitos variando a inclinacdo da reta que intersecta a cicldide,
selecionando o valor da aceleracio da gravidade e clicando em "Descenso”. Com isso o discente
perceberd que, independente da inclinacao da reta, o caminho de menor tempo de descida serd
uma cicloide invertida.

Esta curva possui, ainda, equacdes nas formas polar e cartesiana, Equacdo 21 e Equacdo
22 respectivamente, que podem ser exploradas a titulo de curiosidade. Por fim, sugere-se a
resolu¢do do Exemplo 6 em conjunto com os alunos, mostrando mais uma propriedade dessa

forma geométrica, obtida em valores aproximados utilizando em conceitos do ensino bésico.



84

Figura 51 — Propriedade tautdcrona da clicléide.
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4.7 CONSTRUCAO DA HIPOCICLOIDE

Aproveitando os conceitos estudados sobre a cicldide, o docente poderia colocar o
seguinte questionamento para os alunos: e se o circulo apresentado anteriormete rolar interna-
mente sobre outro circulo, ao invés de fazé-lo sobre uma reta, como seria a curva gerada pelo
movimento de P?

A construgdo desse lugar geométrico € similar ao d4 cicldide e pode ser ofertado um
tempo limitado aos discentes para obter a hipocicldide no Geogebra, descrevendo os passos
adotados. Em seguida, o professor pode apresentar os seguintes passos para comparacao e

correcdo:
1. criar o ponto A = (0,0);
2. criar o controle deslizante a, configurando-o para qualquer intervalo;

3. criar o controle deslizante b, configurando-o para qualquer intervalo que possua valores
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maiores que o intervalo de a;
4. criar o circulo F' de centro A e raio b;
5. criar o circulo £ de centro A e raio b — a;
6. criar o ponto B pertencente ao circulo
7. criar o circulo GG de centro B € raio a;

8. utilizando a ferramenta intersecdo entre dois objetos, no botao 2 da Figura 35, criar o

ponto C' como intersecdo entre F' e G;
9. criar o ponto D = (b,0);
10. criar o ponto P pertencente ao circulo G

11. criar, na janela de visualizacdo, o controle deslizante k, com intervalo qualquer. Sugere-se

manter a configuracao padrao;

12. utilizando a ferramenta 10 da Figura 35, criar dois botdes na janela de visualizagao,
nomeando-os como Iniciar e Parar.

Para finalizar a constru¢do do lugar geométrico de P que da a hipocicléide, deve-
(b—a)

se atribuir o valor da velocidade da animagdo para os pontos B e P, sendo k e —k —
respectivamente, acessando as configuracdes desses pontos, a aba "Algebra".

Por fim, clicando com o botdo direito sobre o botdo Iniciar criado é possivel acessar
as suas configuragdes e na aba Programagdo inserir o seguinte texto: DefinirValor(B,(b-a,0),
DefinirValor(P,D), IniciarAnimag¢ao(B,true), InicicarAnimagao(P,true). O mesmo deve ser feito
para o botao Parar, porém os comandos a inserir sao IniciarAnimag¢do(B,false), IniciarAnima-
cao(P false).

Feito isso, basta exibir o rastro de P e clicar em Iniciar para observar a constru¢ao
da hipocicléide. E importante observar que a velocidade de animagio depende do valor de k
e para um bom acompanhamento dessa construg¢do sugere-se a atribuicao do valor £ = 0.3,
inicialmente.

Propde-se que sejam feitas diversas animagdes para valores diferentes de a e b, inclusive

b b
para os casos degenerados — = 1, gerando um ponto localizado em (b,0) e — = 2, gerando um
a a
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Figura 52 — Construcio da hipocicléide no Geogebra.

segmento de reta de medida 2 b, compelindo o aluno ao entendimento da relagdo entre g eo
formato da hipocicléide.

Alguns casos mais simples podem ser utilizados para a demonstragdo da sua equagao
cartesiana, como para a deltoide e astrdide, 2 =3Je 2 = 4, respectivamente. Lembrando que
basta utilizar a Equag@o 4 em conjunto com a Equacao 24 para esse fim, sendo que o professor

pode aproveitar a animacdo feita para auxiliar na dedu¢do da equagdo paramétrica com aplica¢io

de conceitos bdsicos de trigonometria.
4.8 CONSTRUCAO DA EPICICLOIDE

Para inserir o estudo da epicicldide no ensino basico € possivel utilizar o mesmo modelo
feito para a hipocicléide, visto que atribuindo valores negativos para a, o ponto B € "lancado"para

fora do circulo F' e partir dai constroi-se o circulo I de centro em B e raio —a, langando o ponto
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Figura 53 — Exemplo de animacio da hipocicldide parab=6.3ea = 1.

P’ nesse. Isso permite estabelecer uma relagio entre a epicicléide e hipocicléide que possuem,
também, equagdes paramétricas muito parecidas, bem como o nimero de suas cispides depende
da relagdo entre os raios dos dois circulos: o base e o gerador (circulo fixo e circulo rolante,
respectivamente).

Além das alteracdes citadas, é necessario incluir comando adicionais nos botdes Iniciar
e Parar, sao eles: DefinirValor(P’,D), IniciarAnimacao(P’,true), todos no botao Iniciar, € no
botdo Parar incluir IniciarAnimacgao(P’,false).

Feito isso, basta definir os valores de b e a, lembrando que este dltimo serd negativo,
para verifiar a constru¢do da epicicléide. Ainda, o modelo construido ficard completo, podendo
ser alternado entre a epicicloide e a hipocicldide.

Somado a isso, o docente pode propor a atribui¢do de diversos valores diferentes para a

< b . -
relacdo P no formato de um jogo: o professor fornece os valores de b e a, solicita para os alunos
que digam quantas cuspides a epicicldide possuird, sem consultar o Geogebra e, depois de um
prazo limitado, permitir que eles o facam explorando a animagdo construida no software.

Para exemplificar a aplicacdo pratica dessa curva, sugere-se mencionar o caso das

engrenagens planetdrias, muito comuns em veiculos de cambio automético, sendo que durante
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o movimento desse tipo de veiculo em "ponto morto", cada dente das engrenagens satélites

descreve uma curva epicicléide.
C} GeoGebra Classic
4 s =
R]> 72> OO LN =9

B A % i N =05

@ v v . Y
— (4.1, 0)

Interse¢do(F, G)

- C=(77)
P = Ponto(G) :
- 2 ®
k=05
O -5 @ 5
® | : Circulo(B, —a) E
— (x-4.01)2 + (y + 4.05)> =
® P" = Ponto(l) E

— (4.72, -2.61) C

Intersecdo(F, 1)
@
— H =(2.89, -2.91)

Figura 54 — Exemplo de animacio da epicicléide paraac = —1.6 e b = 4.1.

E imprescindivel evidenciar as sutis diferencas entre a Equacio 24 e Equagio 28,
equagdo paramétricas da hipocicldide e epicicloide respectivamente. O docente pode mostrar
que a forma de obté-la é andloga a da anterior.

A resolugdo do Exemplo 8 é de grande valia para fixagdo do contetido apresentado e
partir dele propde-se que o aluno obtenha a equacao cartesiana da epicicldide de cinco cuspides
empregando a Equacdo 4.

Para finalizar o modelo construido para a epicicléide pode ser utilizado como gancho
para o préximo assunto: atribuindo valores iguais para a e b, em médulo, a curva obtida com a

animacao serd um caso particular de limagon.
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4.9 CONSTRUCAO DA LIMACON
Novamente aproveitando a construgio feita para a epicicldide, com pequenos ajustes
obtém-se a constru¢do da limagon, visto que a primeira € um caso particular da segunda.

Tomando a construgdo feita na Secdo 4.8, basta executar a seguinte rotina para o ajuste

do modelo:

1. criar o controle deslizante ¢ na janela de visualiza¢do, mantendo as suas configuracoes

padrdo;
2. apagar o ponto P’;
3. criar o circulo J = (B, ¢), ou seja, o circulo de centro em B e raio c;
4. criar o ponto P’ pertencente a J;

5. com o botao direito do mouse em P’, acessar as suas configuragoes e, na aba "Algebra",

h—
atribuir a sua velocidade —k:( @) ;
a

6. na aba programacdo do botdo Iniciar, alterar o texto DefinirValor(P’,D) para o texto

DefinirValor(P’,(c, 0));
7. nas configuragdo de P’, habilitar a op¢ao Exibir rastro.

Aqui € importante fixar o conceito das epitrocdides apresentando a Defini¢dao 12 jun-
tamente com a Equacao 29. Em seguida, basta mostrar que a limacon é um caso particular da
primeira onde |a| = |b|, obtendo a Equacéo 30.

Com o modelo pronto € possivel explorar os diversos tipos de limagons variando o valor
de ¢, testando os casosemque c < a,c =a,a < c < 2a,c=2aec > a.

Por fim, deve ser dada grande é€nfase na apresentacao da Equacgdo 32, a sua equacao
polar, devido a sua grande ocorréncia na literatura sobre curvas planas e também pela sua grande
simplicidade. Ela pode ser deduzida pelo docente em conjunto com o discente fazendo uso da
Equacao 4. A titulo de curiosidade a Equagao 33 pode ser apresentada, porém nao serd de facil

entendimento pelo aluno e a constru¢@o da curva a partir dela tomaria certo tempo.
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Figura 55 — Exemplo de construcio de limacon paraa = b =3 e c = 4.6.

4.10 CONSTRUCAO DA ESPIRAL DE ARQUIMEDES

Como um aluno do ensino bdsico tem acesso a conceitos iniciais de fisica, a insercao

do estudo da espiral de Arquimedes nessa fase estudantil torna-se muito simples. A Defini¢cao 14

mostra a necessidade de entender a diferenga entre velocidade linear média e velocidade angular

média, onde a primeira € definida pela translagdo em quantidades iguais por intervalo de tempo e

a segunda é definida pela rotagdo em quantidades iguais por intervalo de tempo.

No Geogebra é possivel simular a situagdo de um ponto que se move com essas duas

propriedades ao mesmo tempo da seguinte forma:

1. criar o

2. criar um circulo com centro em O e raio 200;

ponto O = (0,0);

3. criar o ponto A pertencente ao circulo, usando a ferramenta ponto, ferramenta 2 da Figura

35;
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4. criar o seguimento de reta f que liga o ponto O ao ponto A, utilizando a ferramenta 3 da

Figura 35;
5. criar o ponto P pertencente a f;

6. na janela de visualizacdo, criar os controles deslizantes v (velocidade linear) e w (veloci-

dade angular), mantendo a configuracao original;

7. com o botdo direito do mouse sobre P, acessar as configuracdes do mesmo e na aba

Algebra atribuir a velocidade v %;

8. com o botdo direito do mouse sobre A, acessar as configuracdes do mesmo e atribuir a

velocidade w;
9. com o botdo direito do mouse sobre P ativar a op¢do Exibir rastro;

10. com a ferramenta 10 da Figura 35, inserir o botdo Iniciar na janela de visualizacdo, atri-
buindo os comandos: DefinirValor(P,(0,0)); DefinirValor(A,(200,0)); IniciarAnimacao(P,

true); IniciarAnimacao(A, true);

11. utilizando a mesma ferramenta, criar o botdo Parar com os seguintes comandos: IniciarA-

nimacao(P, false); IniciarAnimacao(A, false);

A titulo de comparagdo e comprovacdo, o discente pode lancar a equacao polar da espiral
de Arquimedes, Equacdo 34, na janela de dlgebra da seguinte forma: C’urva((% t;t),t,0,10 7).

E importante notar que o espacamente entre as voltas da esperial depende da relagio
k= % e isso deve ser explorado alterando os respectivos valores dos controles deslizantes v e w.

Devido a sua simplicidade, o professor pode propor que os alunos obtenham a Equagao
36 fazendo uso da Equacdo 4, atribuindo familiaridade com a equacdo paramétrica da espiral de
Arquimedes aos alunos.

Para concretizar o aprendizado o docente pode resolver o Exemplo 10 com os alunos e na
sequéncia solicitar que eles confirmem o resultado langcando no Geogebra a equagdo paramétrica
da espiral de Arquimedes citada na questao, configurando os controles deslizantes de forma a

obter o valor de £ desejado, fazendo uso do comando comprimento, conforme mostra a Figura

57.
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Figura 56 — Exemplo de construcio da espiral de Arquimedes para v = 2.7 e w = 0.5.
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Figura 57 — Resolucao Exemplo 10.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi proposta uma metodologia para inser¢do de curvas planas ndo-
convencionais no ensino bdsico, tendo em vista a possibilidade de utilizacao de TIC’s para
viabilizar o processo de ensino-aprendizagem.

Foram apresentadas as defini¢cdes e equacdes cartesianas, polares e paramétricas das
curvas Lemniscata de Bernoulli, Félio de Descartes, Rosdceas, Bruxa de Agnesi, Cicl6ide,
Hipocicléide, Epicicléide, Limacon e Espiral de Arquimedes, desenvolvendo um material que
pode ser suporte para alunos e professores. Além disso, foram criadas questdes-exemplos, onde
estdo listados algoritmos de construcdes dessas formas geométricas a partir de suas definicdes de
lugar geométrico.

Notou-se que com a utilizagdo de um software de geometria dindmica, o Geogebra,
foi possivel apresentar as defini¢des e equacdes das curvas propostas de forma que o aluno
consiga visualizd-las e fique mais intuitivo o seu entendimento. No Capitulo 4, mostrou-se
uma metodologia que usa o0 movimento de um ponto fixo de um circulo que escorrega sem
deslizamento gerando uma uma cicléide, que por sua vez, € 0 mesmo movimento que o pino de
calibracdo de um pneu descreve durante o0 movimento do veiculo, por exemplo.

Com o auxilio desse software, a manipulacdo dos coeficientes das equagdes pode ser
feita de forma 4gil e a anélise da influéncia da variag¢ao dos seu valores foi imediata, permitindo
uma melhor comporeensao para o aluno que estd construindo o conhecimento.

Além desses fatores, verificou-se a facilidade de testagem das propriedades das curvas,
podendo aumentar o interesse do aluno pelo assunto e abrindo caminho para a demonstracao das
suas equacgdes com todo rigor matematico necessario.

Nesse sentido, foram alcacados os objetivos propostos, uma vez que por meio das
rotinas descritas no Capitulo 4 foi possivel apresentar os conceitos desejados de forma atrativa,
agil e dinamica ao alunos do ensino basico. Foi possivel introduzir o estudo das curvas planas
nao-convencionais junto dos circulos, elipses, hipérboles e pardbolas na disciplinas de geometria
analitica. O uso do software proposto, da forma descrita, pode ser estendido para essas curvas
convencionais dos curriculos atuais de maneira bastante natural.

Esse trabalho € relevante, pois a afinidade dos alunos com os recursos tecnolégicos
tem aumentado. Também pela recorréncia dessas curvas estudadas no campo da engenharia e

arquitetura, em objetos de produ¢@o em linha e situacdes/formas cotidianas.
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As rotinas aqui apresentadas tem prospeccao de contribuir com o trabalho dos docentes
e enriquecer, ainda mais, o conteido ensinado aos alunos relativo a Geometria Analitica.

Com o desenvolvimento deste trabalho, espera-se que haja a aplicagdo em sala de
aula, de forma a possibilitar a verificacdo da eficidcia do método proposto. Em caso positivo,
os procedimentos descritos podem ser divulgados no meio académico de forma a promover
melhorias no ensino da matematica no Brasil.

Ainda, caso ndo sejam obtidos resultados favordveis apds a aplicagdo deste trabalho,
abre-se um caminho para o desenvolvimento de novos estudos sobre o assunto, promovendo

melhoria continua do sistema educacional.
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