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Resumo

O objetivo principal desse trabalho é estudar os codigos de barras. A primeira apari¢ao
desse cédigo foi em 1952 na forma de circunferéncias concéntricas, por Bernard Silver
e Norman Joseph Woodland. Atualmente esse cédigo faz parte do nosso cotidiano e
na maioria das vezes nao o percebemos, no entanto ¢ impossivel imaginar alguém que
nao dependa desta ferramenta. Esse codigo estd fundamentado na Teoria dos Numeros,
mais especificamente, na congruéncia moédulo um inteiro m, dessa forma nosso trabalho
inicia no estudo da aritmética modular. Depois estudamos as propriedades do codigo de
barras e por ultimo apresentamos uma proposta pedagogica com a finalidade de levar
uma sugestao de atividade para o professor trabalhar o conteiiddo matematico de formar
contextualizada e ainda permitir que o aluno crie um coédigo de barras que contenha as
informagoes diarias de sua vida escolar valorizando assim a autonomia do aluno, conforme
defende a Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Palavras-Chave: Cdédigos de barras; Digito verificador; Detecgao de erros; Congruéncia
modulo m; Aritmética modular, Teoria dos niimeros.



Abstract

The main objective of this work is to study bar codes. The first appearance of this
code was in 1952 in the form of concentric circles, by Bernard Silver and Norman Joseph
Woodland. Currently this code is part of our daily lives and most times we don’t realize it,
however it is impossible to imagine someone who does not depend on this tool. This code
is based on Numbers Theory, more specifically, on the congruence modulo an integer m,
so our work begins with the study of modular arithmetic. Then we study the properties
of the barcode and finally we present a pedagogical proposal with the purpose of taking a
suggestion of activity for teachers to work the mathematical content in a contextualized
way and still allow the student to create a barcode that contains daily information of
his/her school life, thus valuing the student’s autonomy, as defended by the Common
National Curriculum Base (BNCC).

Key words: Bar codes; Check digit; Error detection; Congruence modulo m; Modular
arithmetic; Number theory.
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1 Introducao

Os seres humanos historicamente buscam através da ciéncia meios para facilitar o
seu dia a dia, ou seja, instrumentos tecnolégicos. Assim, no decorrer do século XX, um
estudante de graduagao do Drexel Institute of Technology, na Filadelfia, EUA, Bernard
Silver e seu amigo Norman Joseph Woodland dedicaram-se a encontrar uma ferramenta
que agilizasse a logistica do supermercado, para diminuir o tempo de atendimento ao
cliente.

Inicialmente tentaram utilizar padroes de tintas que brilham sob a luz ultravioleta,
que deu certo, porém o alto custo tornou este projeto inviavel. Logo apds, utilizou uma
ideia similar do c6digo morse, prolongando verticalmente os pontos e tragos alterando os
espacos entre eles. Mas s6 em 1952 foi registrada a primeira patente de um codigo de
barras que consistia num padrao de circunferéncias concéntricas de espessura varidavel.

No entanto, sé com a diminui¢ao do tamanho dos computadores e o avanco da tecno-
logia laser, isto é, o baixo custo, e a utilizacao de scanner para transmitir dados direta e
indiretamente aos computadores que o cédigo de barras tornou-se popular.

Atualmente o cédigo de barras, registro de identificacao de um produto, é utilizado
no mundo todo, assim, um mesmo produto pode ser identificado em um supermercado
na sua cidade ou do outro lado do globo terrestre. Para controlar tudo isto, temos
uma organizacao global GS1, presente em mais 150 paises, responsavel em cadastrar as
empresas e produtos, desenvolver e manter padroes globais para comunicacao empresarial.
Obviamente isso tem um custo, logo, é cobrado uma taxa de cada vendedor que utiliza o
codigo de barras.

O Codigo de Barras esta fundamentado na aritmética modular. Esse é um tépico da
Teoria dos Numeros que requer como pré-requisito o conhecimento das quatro operagoes
fundamentais, portanto pode ser apresentado aos alunos nos anos finais do Ensino Fun-
damental.

Ainda, por se tratar de uma ferramenta presente no nosso dia a dia, o Cédigo de Barras,
pode ser utilizado nas aulas de matematica afim de desmistificar que a matemaética faz
parte apenas do mundo imaginario, ou ainda, desmistificar que, como diz Boaler [11],
ao ingressar na “Matematicalandia”’vocé deixa o bom senso na porta, ja que muitos dos
problemas apresentados nao refletem a realidade.

Também acredito que a matematica é fruto das necessidades do ser humano, adquiridos
desde a antiguidade por meio de fatos ocorridos no cotidiano, na observacao de padroes,
tornando assim, uma disciplina capaz de interpretar o mundo e a natureza.

O conhecimento e os valores matematicos foram adquiridos pelos
seres humanos desde a antiguidade, sobretudo pela decorréncia
de suas necessidades sociais (contar, calcular, medir, organizar
0 espa¢o e as formas), pessoais ou intelectuais. Desse modo,
por meio de fatos ocorridos no cotidiano e com a observacao de
padroes, a matematica tornou-se uma extensa disciplina capaz de
interpretar o mundo e a natureza (LEITE, 201, p.1) [9].

Pensando em tudo isso, trouxemos neste trabalho o estudo do Cédigo de Barras como
uma abordagem para o Ensino Fundamental. Em particular, estudamos o cdédigo de barras
EAN-13, encontrado na maioria dos produtos comercializados no mundo, o CPF, um dos
documentos de registro de identificacao mais importante do cidadao brasileiro, o ISBN,
cédigo de identificagao de todos os livros e o Cartao de Crédito, item indispensavel para a
maioria da populacao brasileira e mundial, responsavel por intimeras transacoes comerciais
tanto fisico como virtual. A escolha desses codigos foi pelo fato destes registros estarem
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presente na vida de todos, alunos e professores e cidadaos em geral. A nossa intencao
é mostrar que a matematica faz parte do nosso cotidiano e esta presente em intimeras
situagoes praticas do dia a dia, como na industria, no comércio e nas areas tecnolédgicas,
além de ser essencial nos estudos de Fisica, Quimica, Astronomia e de outras Ciéncias.

Com isso, objetivamos mostrar que o conteiiddo matematico pode ser trabalhado de
forma natural, a partir de temas presente no dia a dia do aluno, trazendo temas que pro-
vocam uma discussao e que motivam abordar conceitos matematicos, sempre de maneira
construtiva, promovendo o debate, construindo conceitos, mostrando uma possibilidade
ao professor, que a partir de assunto conhecido por todos, porém nao compreendido, possa
explorar varios conceitos matematicos presente. E que através desta proposta o profes-
sor possa tornar a metodologia como uma pratica, isto é, trazer o conteido matematico
para sala através de elementos presente no cotidiano do aluno. Além disso, desenvolva no
discente a capacidade de fazer indugoes e conjecturas, usando a matematica como uma
ferramenta para interpretar o mundo, como esta escrito na BNCC [7].

Precisa garantir que os alunos relacionem observagoes
empiricas do mundo real a representacdes (tabelas, fi-
guras e esquemas) e associem essas representacdes a
uma atividade matemdtica (conceitos e propriedades),
fazendo indugdes e conjecturas. Assim, espera-se que
eles desenvolvam a capacidade de identificar oportunida-
des de utilizacdo da matematica para resolver problemas,
aplicando conceitos, procedimentos e resultados para ob-
ter solugbes e interpretd-las segundo os contextos das
situacbes. A deducdo de algumas propriedades e a ve-
rificacdo de conjecturas, a partir de outras, podem ser
estimuladas, sobretudo ao final do Ensino Fundamental
[7](BNCC, 201, p.265).

Para atingir os nossos objetivos, este trabalho estd organizado em trés momentos
principais. No primeiro, faremos uma fundamentacao teérica, abordando conceitos dos
numeros inteiros e da aritmética modular, que subsidiam a construcao do cédigo de barras,
sendo um “pontapé” para o leitor se aprofundar ainda mais no estudo do cédigo de barras.
Depois abordaremos o cédigo de EAN-13, CPF, ISBN e Cartao de Crédito separadamente.
Em seguida apresentaremos uma proposta didética para ser aplicada numa turma do 6°
ano do ensino fundamental finais. Por fim, apresentaremos a conclusao deste trabalho.
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2 Fundamentos Teoricos

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos basicos da Teoria dos Nimeros, especi-
ficamente Aritmética Modular, base da construcao dos algoritmos de deteccao de erros
presente nos codigos de barras. Para discorrer sobre esses conceitos utilizamos as seguintes
referéncias: LIMA E.L. et al [8] e HEFEZ A. [3].

No entanto, se o leitor ja possuir um conhecimento sobre Aritmética Modular, podera
iniciar sua leitura no préximo capitulo, Cédigo de Barras.

Definicao 2.1 Seja a € Z, definimos

a, sea>0
la| =
—a, se a<0.

Note que para todo a € Z, tem-se que |a| > 0 e |a| = 0 se, e somente se, a = 0.

O numero inteiro |a| é chamado de mddulo ou valor absoluto de a. A seguir listaremos
as propriedades basicas do moédulo:

Para a,b € Z e r € N, temos

L. |ab] = |allbl;

2. |a| < r se, e somente se, —r < a < 1;
3. —la] < a<al;

4. a desigualdade triangular

lla] = [b]] < |a £ b] < |af + [b].

Defini¢ao 2.2 (Divisibilidade) Dados dois nimeros inteiros a e b, diremos que a divide
b, escrevendo alb, quando existir ¢ € Z tal que b = ca. Nesse caso, diremos também que
a € um diwvisor ou um fator de b ou, ainda, que b € um maltiplo de a ou que b € divisivel
por a.

Para provarmos o préximo teorema precisamos da propriedade arquimediana que enun-
ciaremos a seguir como corolario.

Corolario 2.1 Sejam a,b € Z com b # 0. Entdo existe n € Z tal que nb > a.

Demonstragao:

Como b # 0, temos que |b| > 1. Multiplicando ambos os lados da desigualdade anterior
por |a| + 1, obtemos;

(la] + D)o} = |a] + 1 > |a] > a.

Logo, basta tomarmos n = |a| + 1 para b > 0 en = —(|Ja| + 1) para b < 0 e teremos
nb > a.
n
Antes do préximo teorema descreveremos uma propriedade que os nimeros inteiros
possuem, o Principio da Boa Ordenacdo que diz: Se S é um subconjunto nao vazio de Z
e limitado inferiormente, entdo S possui um menor elemento.
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Teorema 2.1 (Divisio FEuclidiana) Sejam a e b dois nimeros inteiros e b # 0. Existem
dois unicos numeros inteiros q e r tais que

a=0bqg+r, com0<r<|b.
Demonstracao:

Considere S ={a—by :y € Z} N (NU{0}).

Primeiramente vamos mostra a existéncia de g e r. De fato;

Pela propriedade arquimediana, existe n € Z tal que n(—b) > —a, logo a — nb > 0,
o que mostra que S nao é vazio. O conjunto S é limitado inferiormente por 0 (zero),
entao pelo Principio da Boa Ordenagao possui um menor elemento . Suponhamos entao
r = a — bg. Sabemos que r > 0. Vamos mostrar que r < |b|. Suponhamos por absurdo
que r > |b|. Portanto, existe s € N U {0} tal que r = [b| + s, logo 0 < s < r. Mas isso
contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois,

Se b > 0, entao

r=|bl+s=s=r—|b|=s=a—bg— b
=s=a—bg—b=>s=a—(¢g+1)beS

ou, se b < 0, entao
s=a—bg+b=s=a—(¢g—1)bes.
Agora que sabemos da existéncia de ¢ e r, vamos demonstrar que sao Unicos.
Suponhamos que a = bg +r =bq' + 1" onde ¢,¢',r,r" € Z , 0 <r < |b] e 0 <" < |b].
De 0 < r < |b] temos que, —r > —|b].
Sabemos que —r < 1/ —r, pois, ' > 0er’ —r </, poisr > 0.
Assim, temos que
—|b] < —r <" —r <7r" < |b|, ou seja, —|b] <1’ —r < |b|. Logo |r' — 1| < |b].

Por outro lado,

bg+r=>0bd +1r =
bg—bg =r'"—r =
blg—q)=r"—r

Aplicando médulo em ambos os lados da igualdade temos, |b(¢ — ¢')| = [ — r| e
aplicando a propriedade de médulo temos, |b||¢—¢'| = | —r| < |b|, como |[b] > 0. Usando
o cancelamento na desigualdade obtemos 0 < |¢ — ¢'| < 1. Logo ¢ — ¢ = 0, ou seja,
q = ¢, e substituindo em bg + r = bq’ + ' obtemos r = r’.

Essa demonstracao foi retirada do [3].

n

Exemplo 2.1 Dados a =20 e b = 3, determine q e r. Temos que o quociente e o resto
da divisio de 20 por 3 siao g =06 er =2, onde 0 <2 < |3|.
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Teorema 2.2 (Ezpansdo relativa a base b) Sejam dados os nimeros inteiros a e b, com
a>0eb>1. Existem niumeros inteirosn > 0 e 0 < ro,ry,...,7, < b, com r, # 0,
univocamente determinados, tais que

a =1+ b+ rb® 4o F b

A representacdo de a na base b serd dada por a = [ry, ...ri79ly. Se b = 2 chamamos
de base bindria.

Demonstragao:

Usando o teorema da Inducao Completa sobre a, temos:

Se 0 < a < b, basta tomar n = 0 e ry = a, ou seja, a = roh’ = ry. A unicidade é
evidente neste caso.

Agora suponhamos que o resultado é véalido para todo nimero natural menor que a,
onde a > b. Vamos provar para a. Usando a divisao euclidiana, temos que existem ¢ e r,
unicos tais que:

a=>bg+r, com0<r<b (1)

Como 0 < g < a e usando a hipdtese de inducao, temos que, existem niimeros inteiros
n>0e0<ry...,ryr; <b, com r,,; # 0, univocamente determinados, tais que

q=r1+7r2b+ e+ b 2)
De (1) e (2) obtemos,

a=bqg+7r=>0b(r, +rb+- 41y b”) 41,

Colocando ro =r e n =n'+ 1 temos,

a:TO+T1b+T2b2+"'+Tnbn.

Exemplo 2.2 Tomando a =50 e b= 3, temos

50=3-16+2
16=3-5+1
0=3-1+2
1=3-0+1

Assim obtemos
50=2+4+1-3+2-324+1-33

Como consequéncia do teorema anterior temos:
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Corolario 2.2 Todo numero natural escreve-se de modo unico com soma de poténcias
distintas de 2.
a=rg+r2+- - +r,2"

Demonstracgao:

Usando a divisao euclidiana sucessivamente temos

a=2qo+ro

qo = 2q1 + 11

G1 = 2q2 + 12
Qn—1:2qn+rn

Note que, se a é impar, entao ro = 1; caso contrario, ro = 0; temos r; = 1 se ¢y € impar, e
r1 = 0, caso contrario, ou seja, r;;1 = 1 se ¢; for impar, e ;.1 = 0 se ¢; for par. Fazendo
a divisao euclidiana até encontrar ¢,_; = 1, temos r,, = 1. Assim obtemos

a=1ro+r2+---+7r,2"

Usaremos daqui em diante a notagao (a, b) para indicar o méximo divisor comum entre
aeb.

A seguir enunciaremos um teorema muito importante na aritmética, usado para de-
monstrar varios resultados, Teorema de Bézout.

Teorema 2.3 (Teorema de Bézout) Dados inteiros a e b nao nulos, existem dois inteiros
m e n tais que (a,b) = am + bn.

Demonstragao:

Considere o conjunto C = {ax + by/x,y € Z : ax + by > 0}. Note que C' # (), pois,
tomandox =aey =b, temos 0 < a-a+b-b=a?>+b*> € C. Como C C Z, pelo Principio
da Boa Ordenagao, podemos escolher m e n inteiros tais que A = am + bn seja o menor
elemento de C'.

Agora vamos mostrar que A | a e A | b. Mostraremos que A | a, a outra é analoga.

Suponhamos por absurdo que A { a, usando a divisao euclidiana, temos que existem ¢
e r inteiros tais que a = Ag 4+ r com 0 < r < A. Logo,

r=a—A=a—qlam+bn)=a(l —qgm)+ b(—qn).

Assim 7 € C, o que é um absurdo, pois A é o menor elemento de C'. Portanto A | a.
Sabendo que A | a e A | b, s6 nos resta provar que A\ = d = (a,b). De fato, como
d = (a,b) temos que,

d|a=a=ayd

d|b=b=byd.

Logo, podemos escrever A\ = am + bn = a;dm + bydn = d(aym + bin), ou seja, d | A,
assim d < A. Como A e d sdo divisores de a e b e d é o méximo divisor comum de a e
b, temos que d nao pode ser menor que A. Portanto d = A = am + bn, como queriamos
demonstrar.
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Proposicao 2.1 Dois niumeros inteiros a e b sao primos entre si, se, e somente se,
existem numeros inteiros m e n tais que am + bn = 1.

Demonstracao:

Suponhamos que (a,b) = 1. Pelo Teorema de Bézout sabemos que existem dois
ndimeros inteiros m e n tais que am + bn = (a,b) = 1.

Por outro lado, suponha que existem ntimeros inteiros m e n tais que am + bn = 1.
Se d = (a,b), significa que d|a e d|b. Assim d|am e d|bn, logo d|am + bn = 1. Portanto,
d=1.

[

Lema 2.1 Seja p um nimero primo. Os coeficientes binomiais <1Z) , onde 0 < i < p,
sao todos divisiveis por p.

Demonstragao:

Para i = 1 é verdadeiro. De fato,

p\ _  » _plp—-1!
(1>‘1!<p—1>!‘ p-nr "

Assim, podemos considerar 1 < i < p:

(p) _p(p—l)...(<p—7;>+1)(p—¢)! P (p—it 1)
i il(p—1)! il

Sabendo que (il,p) = 1 e <];) ¢ um numero inteiro, entao il|{(p — 1)---(p — i + 1).
Portanto (}Z ) ¢ multiplo de p, ou seja, é divisivel por p.
]

Teorema 2.4 (Pequeno Teorema de Fermat - PTF)Dado um nimero primo p, tem-se
que p divide o numero a’ — a, para a € 7.

Demonstragao:

Para p = 2, temos a® — a = a(a — 1) que é par, logo 2|a(a — 1).

Agora considere p impar e a > 0, vamos provar por indugao sobre a.

Para a = 0 é verdadeiro, pois 0P — 0 = 0 e p|0.

Suponhamos que para a seja verdadeiro, ou seja, pla? — a e vamos mostrar que para
a + 1 também é. De fato,

(@+1)" = (a+1) zap+(}17)ap—1+...+(pp )a—i—l—(a—i-l)

:ap—a+<p>ap_1+...+< p )a.
1 p—1

Usando Lema 2.1 e a hip6tese de indugao, temos que (a+ 1)? — (a+ 1) é divisivel por
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Sabemos que para p primo e a > 0, o PTF é verdadeiro. Agora, para a < 0 também
é valido.
Se a < 0, implica que (—a) > 0, assim (—a)? — (—a) = kp, colocando o —1 em
evidéncia, temos,
(—=1)P(a)? — (—a) =kp=d’ —a=Fk'p, onde k' = —k € Z.

Portanto o PTF é vélido para todo a € Z.
]

Corolario 2.3 Se p € um numero primo e se a € um numero natural nao divisivel por p,
entdao p divide aP~* — 1.

Demonstragao:

Usando o Teorema 2.4 temos que, pla? —a = a(a?~! —1). Como (a, p) = 1 concluimos
que pla’~! — 1, como querfamos demonstrar.
n

Definigao 2.3 (Aritmética dos Restos) Seja m wm nimero natural. Diremos que dois
numeros inteiros a e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana
por m sao iguais. Quando os inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se

a=bmodm

Exemplo 2.3 Sejam a = 12 e b = 27. Como 12 e 27 deixam restos iguais a 2 quando
dividos por 5, temos que 12 = 27 mod 5

Proposicao 2.2 Sejam m € N. Para todo a,b,c € Z, tem-se que
1. a = amodm;

2. se a = bmodm, entao b =amodm;

3. sea=bmodm e b= cmodm, entao a = cmodm.

Assim a congruéncia médulo a um numero inteiro fixo m, é uma relacao reflexiva,
simétrica e transitiva, ou seja, ¢ uma relacao de equivaléncia.

E para concluir que dois ntimeros sao congruentes médulo m, nao é necessario fazer a
divisao dos dois nimeros por m e depois verificar se os restos sao iguais. Basta aplicar a
proposigao a seguir.

Proposicao 2.3 Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a = bmodm se, e
somente se, m|b — a.

Demonstragao:

Suponhamos que a = b mod m. Por definicao temos:

a=mq +reb=mg +r

com 0 <r < |m| =m, pois m > 1.
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b—a=m(ep—q)+r—r=
b—a=m(qg—q).

Portanto m|(b — a), como querfamos demonstrar.

Por outro lado suponha que m|b — a. Usando a divisao Euclidiana temos que,

a=mqy+ry,com0<r, <m
b=mqs + 1y, com 0 < 1ry < m.

Entao,

b—a=m(qg—q)+re—r1. (1)

Vamos analisar o nimero ry — ry.
Sabemos que,

0<rm<m=-rn<rn—r<m-—r.
Usando o fato que —m < —ry, pois, 0 < r; <m e m —r; < m temos
—m< "1 <r—r<m-—r;<m

= -—m<rg—ry<m.
Note que por hipétese m|b—a e por (1) segue que m|ro —ry, ou seja, ro — 1 é multiplo
de m. Usando a desigualdade anterior temos,
7’2—7'1:0:>T’2:7"1.

Assim, por definicao segue que a = b modm.

Proposicao 2.4 Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1.
1. Sea=bmodm e c =dmodm, entio a + ¢ = b+ dmodm.

2. Sea =bmodm e c=dmodm, entdo ac = dcmodm.

Demonstragao:

Suponhamos que a = bmod m e ¢ = dmod m. Entao temos que m|b —a e m|d — c.
Observe que m|(b—a)+ (d—c), assim m|(b+d) — (a+c¢). Pela Proposi¢ao 2.3, temos
que a + ¢ = b+ dmod m, o que demonstra o item 1.
E para demonstrar o item 2, basta notar que bd — ac = d(b — a) + a(d — ¢), ou seja,
m|bd — ac. Logo, usando a Proposigao 2.3 concluimos que ac = bd mod m.
[

Corolario 2.4 Para todosn € N, a,b € Z, se a = bmodm, entdo tem-se que

a” = b" modm.
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Demonstragao:

Vamos demonstrar usando a indugao sobre n.
Para n = 1.temos a' = b' mod m, ou seja a = b mod m por hipdtese.
) )
Suponhamos que a™ = b" mod m, isto é, m|b® — a™ e vamos mostrar que a"t' =
) )
b1 mod m. De fato:

bt — "t = b — aa™ = bb" — aa” — ba" + ba™ = b(b" — a") + a™(b — a).
Usando a hipétese de indugao temos que m|b" — a™ e m|b — a, assim m|b"™ — o™t E

pela Proposicao 2.3, temos

a"t =" mod m.

Com a notacao de congruéncias podemos reescrever o Pequeno Teorema de Fer-
mat.

Teorema 2.5 Se p é um numero primo e a € Z, entao
a? = amod p.

Além disso, se pta, entao
a* ' = 1modp.

Demonstragao:

De fato, pelo Teorema 2.4 temos que, pla? — a, isto é, a? —a = 0mod p o que implica
que a? = amod p.
Usando o Corolédrio 2.3 temos que plaP~! — 1, ou seja, a?! — 1 = Omod p. Logo
a’P~! = 1mod p.
[

Proposicao 2.5 Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Tem-se que
a+c=b+cmodm < a=Dbmodm.
Demonstracao:

Se a + ¢ = b+ cmod m, entdao m|(a+c¢) — (b+¢) = a — b. Logo a = bmod m.
Por outro lado, se a = bmod m e sabendo que ¢ = c¢mod m, temos que a + ¢ =
b+ cmod m.

Proposicao 2.6 Sejam a,b,c,m € Z, com m > 1. Temos que

ac=bcmodm < a=bmod-——:.
(c,m)

Demonstragao:
m c m c

Como e sao coprimos, ou seja, (
(¢,m) (¢, m)

) (@ m)) = 1, temos

|(b—a) C & T |b—a<:>a5bmodl

ac = bemod m < m|(b—a)c < (c,m) " (c,m) (c,m)

(c;m)

Como consequeéncia temos o corolario a sequir.
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Corolario 2.5 Sejam a,b,c,m € Z, comm > 1 e (¢,m) = 1. Temos que
ac =bcmodm < a=bmodm.

Isto quer dizer que o cancelamento na congruéncia sempre para vale para a adigao.
No entanto para a multiplicacao tem que ter cuidado, nem sempre é vélido, veja.

Exemplo 2.4 Como 6-9 —6-5 = 24 e 8|24, temos que 6 -9 — 6 -5 = 0mod 8, logo
6-9=6-5mod 8. Mas 9 # 5mod 8.

Proposicao 2.7 Sejam a,m € Z, com m > 1. A congruéncia aX = 1modm possui
solugao se, e somente se, (a,m) = 1. Além disso, se xy € Z € uma solugdo, entdo x €
solugao da congruéncia se, e somente se, x = xgmodm.

Demonstragao:

Se aX = 1 mod m possui solugao xo, quer dizer que axg = 1 mod m, ou seja, mlazo—1,
o que é equivalente dizer que xy é uma solucao da equacao Diofantina axg—my = 1, isto é,
essa equacao possui solugao. Pela Proposigao 2.1, isto ocorre se, e somente se, (a, m) = 1.
Por outro lado, se x e xy sao solugoes da congruéncia aX = 1mod m, entao axy =
axmod m e (a,m) = 1, pelo Corolario 2.5, temos zq = xmod m.
Observe que, se xg € solucao da congruéncia aX = 1mod m, e x = xymod m, entao
x ¢ também solugao da mesma congruéncia, pois axr = axg = 1 mod m.
]

Defini¢ao 2.4 Um sistema completo de residuo(SCR) mddulo m é qualquer lista de m
mteiros ay, as, ..., Gy, dois a dois incongruentes modulo m.

O conjunto {0,1,2,...,m — 1}, cujos, os elementos sao restos das divisoes dos a,s por
m, é um SCR mddulo m mais simples, ou seja, mais usual.

Definicao 2.5 Um sistema reduzido de residuos modulo m é qualquer lista de inteiros
71,79, ...,Ts taIS que

1. (r;ym) =1, para todo i =1, ..., s;
2. 1 Zrjmodm, sei# j;

3. Paran € Z tal que (n,m) = 1, existe i tal que n = r; modm.

Importante: Podemos, a partir de um sistema completo de residuos moédulo m, obter
um sistema reduzido de residuos modulo m. Basta eliminarmos os niimeros que nao sao
primos com m.

Exemplo 2.5 Os numeros 0,1,2,3,4,5,6,7 formam um sistema completo de residuos
modulo 8.

Vamos eliminar os numeros 0, 2, 4 e 6, pois, nao sao primos com 8. Assim o conjunto
{1,3,5,7} é um sistema reduzido de residuos modulo 8.

Defini¢ao 2.6 Para cada inteiro m > 1, p(m) denotard o nimero de inteiros positivos
menores ou iguais a m— 1, que sao relativamente primos com m. A func¢ao assim definida
¢ chamada de fungao ¢ de FEuler.
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Observagoes:

1. Por defini¢ao ¢(m) < m — 1.

2. ¢(m)=m — 1< m é primo.

3. ¢(m) é o nimero de elementos de um sistema reduzido de residuos médulo m > 1.

Teorema 2.6 (Euler) Sejam m,a € N, como m > 1 e (a,m) = 1. Entdo,

a?™ = 1 modm.

Demonstragao:
Sejari, ..., rym) um sistema reduzido de residuos médulo m. Como (a,m) = 1, temos
que ary, ..., aryy) formam um sistema reduzido de residuos moédulo m. Portanto,

m J—
a?™ oy S Tp(m) = AT1 - AT+ ATp(m) = T1* * Tp(m) Mod M.

Como (71 - ry -+ Tym), m) = 1, segue pelo Coroldrio 2.5 que a?™ = 1modm.

Teorema 2.7 (Wilson) Se p é um nimero primo, entao
(p—1)!'=—1modp.

Demonstragao:

Para p = 2 ou p = 3 é dbvio!

(2—1)!'=—1mod 2
1! = —1mod 2
1=—1mod 2

B-=1)!=2=2-1=2=—1mod 3.

Agora vamos supor p > 5, com p primo. Tome i € {1,2,...,(p—2),(p—1)} = A
e usando a Proposicao 2.7, temos que iX = 1mod p possui uma tunica solu¢ao médulo
p, pois (i,p) = 1. Observe que A é SCR, ou seja, todo inteiro é congruente a um dos
elementos de A médulo p. Assim, dado 7 € A existe j € A unico, tal que i - j = 1 mod p.
Por outro lado, se i = j temos i* = 1mod p, entdo pli? —1 = (i + 1) - (i — 1), logo
(14 1)-(i — 1) = 0mod p, o que equivale a dizer que pli + 1 ou pli — 1, o que s6 pode
ocorrerset =1oui=p—1.

Logo,

2---(p—2) = lmod p,

e, portanto,

p—1=1-2-3---(p—2)-(p—1)=p—1=—1mod p.
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3 C(Cddigo de barras

Neste capitulo estudaremos os cédigos de barras dando enfase aos cédigos do tipo
EAN-13. Para maiores detalhes sugerimos as seguintes referéncias: CERQUEIRA, L. M.
[12], C. POLCINO MILIES [15] , SOUZA | P. D. [16], PINTO, M. C. A. [5] , LIMA, A.
E. A. [4] , LAGE, F.D.A.S. [13].

O codigos de barras foi criado em 1949 pelos estudantes Joseph Wooland e Bernard
Silver do Instituto de Tecnologia Drexel, na Filadelfia. Em 1948, um dono de mercado
solicitou ao Instituto que os estudantes desenvolvessem uma maneira mais eficiente de
listar itens no ato da compra para ter mais agilidade na finalizacao dessa compra, foi entao
que Joseph W. e Bernard S. se envolveram nesse projeto e tiveram a ideia de transformar
os pontos e tragos do Cédigo Morse em barras criando assim o primeiro codigo de barras
[16].

O primeiro registro oficial de um cédigo feito por Bernard Silver e Norman Joseph
Woodland foi em 1952 que consistia em varias circunferéncias concéntricas de espessu-
ras varidaveis. Depois disso na década de 70 George J. Laurer criou o cédigo de barras
UPC(Universal Product Code / Cédigo Universal de Produtos ) utilizado para identificar
produtos [15].

Figura 1: Circunf. Concéntrica de Norman e Bernard

INVENTORS:
NORMAN J, WOODLAND
BERNARD SILVER

PR R ¥4 BY THEIR ATTORNEYS
NOTE: LINES &7, B, AND 9 ARE LESS FAowdort” & )
REFLECTIVE THAN LINES 10. Fourdory”

Fonte: US2612994A - Classificando aparelho e método - Patentes do Google .

Figura 2: Joseph / Laurer / Bernard

Fonte: http://www.ime.unicamp.br/ apmat/a-matematica-do-codigo-de-barras/.
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Figura 3: Cédigo UPC

0" 36000 " 29145 2

Fonte: Cédigo de barras — Wikipédia, a enciclopédia livre (wikipedia.org) .

O codigo de barras é uma representacao grafica de dados numéricos ou alfanuméricos.
Nesta dissertagao vamos concentrar nos numéricos. Ele é composto por barras verticais
brancas e pretas, as quais sao formadas pela juncao de barras finas de uma mesma cor.
Os tipos de barras que aparecem em um codigo sao: barras fina; barra média que equivale
a duas barras finas; barra grossa que equivale a trés barras finas e barra muito grossa que
equivale a quatro barras finas.

Tabela 1: Interpretacao das espessuras das barras

Tipo de barras | Cor branca | Cor preta
finas 0 1
médias 00 11
grossas 000 111

muito grossas 0000 1111

Fonte: Elaborada pelo autor.

O leitor de codigos de barras ao emitir uma luz interpreta da seguinte forma, se refletir
a luz ele entende como sendo 0, caso contrario 1, pois os computadores s6 entendem 0’s
e 1’s.

Figura 4: Reflexo da luz

I

7 1891991 011723

média grossa fina muito grossa

1010

H

UL — Reflete luz

Nao reflete luz

Fonte: Como os c6digos de barras funcionam? - YouTube.
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Além das barras pretas e brancas, o codigo vem com os numeros na parte de baixo,
para que possa ser digitado manualmente caso o scaner nao consiga ler. Mas por que em
vez de barras brancas e pretas nao vem apenas os numeros? A reposta é que para os
computadores é mais facil entender o que é branco e preto, emite ou nao luz, tem energia
ou nao, do que ler os nimeros, além do mais, seria muito facil o computador confundir
um 6 com um 9 ao inverter o codigo, ou um 8 ou 7 rasurado poderiam ser lido como 3 e 1,
respectivamente. Além disso, as barras permitem que os ntimeros sejam lidos de maneira
precisa e numa grande velocidade.

Figura 5: Algarismos rasurados

Fonte: Elaborada pelo autor.

"

Agora vamos conhecer e entender como funciona o cédigo de barras EAN-13, um dos
mais usados no mundo.

3.1 Cébdigo EAN-13

Os codigos de barras fazem parte do nosso cotidiano, mas na maioria das vezes passam
despercebidos. Se vocé der uma pequena olhada ao seu redor, certamente encontrara
varios produtos que no seu rétulo possua o cédigo de barras e a maioria deve ser o EAN
(European Article Number), em portugués, Nimero de Artigo Europeu. Esta invengao
certamente mudou a vida de todos nds. Imagine fazer uma compra no mercado e o
atendente ter que digitar manualmente cada produto, ou um gerente de uma empresa que
precisa controlar seu estoque? Seria muito dificil sem o cédigo de barras.

Agora que vocé conscientemente comecgou a enxergar os codigos de barras, certamente
vao surgir algumas duvidas. Como o computador consegue identificar o que significa
aquelas barrinhas pretas e brancas de espessuras variaveis nos produtos que vocé compra,
ler até de cabeca para baixo, reconhecer quando um algarismo foi digitado errado e o
que representa cada nimero daqueles? Todas essas perguntas e outras serao respondidas
adiante. Pode ser que vocé, ao olhar um cédigo de barras, tentou identificar algum padrao,
ou seja, em cima de cada nimero existe uma quantidade de barrinhas intercaladas entre
brancas e pretas. Por exemplo: ao verificar o formato das barrinhas em cima de um
nimero 2, ver se o padrao permanece toda vez que o nimero 2 aparecer no codigo. Se
estiver olhando para um codigo de barras EAN-13 ira se frustrar, pois isto nem sempre
acontece. Vamos ver o porqué quando entendermos como funciona este cédigo.

O cédigo de barras EAN-13 é composto por 13 digitos, os doze primeiros digitos sao
divididos em grupos e cada um representa uma informagao. Os 2 ou 3 primeiros digitos
correspondem ao pais que o produto foi registrado, os nove restantes sao divididos em dois
subgrupos que podem variar de tamanho. O primeiro subgrupo indica a empresa, ja o
segundo identifica o produto e o iltimo digito é chamado de digito verificador, responséavel
em identificar se o nimero foi lido corretamente.
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Figura 6: Divisao em grupos - EAN-13

NUMERO DO PAIS
NO CASO DO
BRASIL E 789

<—7 898357 417892_> DIGITO

VERIFICADOR

DESCRICAO DAS
CARACTERISTICAS
DOS PRODUTOS

NUMERO DA EMPRESA <
QUE PRODUZIU O ITEM

Fonte: http://www.jrbarcode.com.br/blog/codigo-de-barras-ean-13/.

A tabela abaixo mostra alguns paises e seus digitos iniciais de identificacao, maiores
informagoes podem ser encontrados no site https://pt.activebarcode.com.

Tabela 2: Cédigos iniciais

Pais Digitos iniciais
Argentina 779
Brasil 789 -790
China 690 - 692
Espanha 84
Franca 30 - 37
Portugal 560

Fonte: https://pt.activebarcode.com.

O cddigo de barras EAN-13 é composto por 95 barras finas brancas ou pretas, sempre
comega e termina com uma sequéncia de trés barras finas na ordem, preta, branca e preta.
No meio hé 5 barras finas (branca-preta-branca-preta-branca, nesta ordem) que servem
para dividir o cédigo em duas partes, onde o modo como o algarismo ¢ representado por
barras, depende do lado. O primeiro algarismo nao é representado por barras, e sim pelas
combinagoes de paridades do primeiro grupo de algarismos.
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Figura 7: Total de barras finas - EAN-13

||| QS||

5 "901234™M 23457

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=q33iw-GtR74.

Figura 8: Divisao em duas partes - EAN-13

5 %901 234| 23457

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=q33iw-GtR74.

Para os demais algarismos abaixo do codigo, sao usadas 7 barras para representa-los,

ou seja, a area ocupada é sempre a mesma. Assim totalizando as 95 barras que compéoe
o EAN-13.

Figura O: Area ocupada - EAN-13

51901234M 23457
Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=q33iw-GtR74.

29



A forma como cada digito é representado por barras depende do lado. Os digitos do
lado esquerdo do codigo de barras podem ser representados com um nimero impar ou par
de barras pretas. Ja os digitos do lado direito sempre serao representados por um nimero
par de barras pretas.

Figura 10: Representacao do lado esquerdo - EAN-13

1

5 "901234

23457

IMPAR, : , IMPAR, IMPAR,
Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=q33iw-GtR74.

Figura 11: Representacao do lado direito - EAN-13

5 "901234M 25457

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=q33iw-GtR74.

A paridade do nimero de barras pretas de cada digito do lado esquerdo do cédigo é
dada de acordo com a posicao desse digito e o digito inicial do cédigo, como mostra a
tabela abaixo:
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Figura 12: Combinagcoes de paridades - EAN-13

digito inicial ™ 2 3 4° 5" 6°
0 impar | impar | impar | impar | impar | Iimpar
1 impar | impar | par | impar | par par
2 impar | impar par par impar par
3 impar | impar | par par par | impar
4 impar par impar | impar par par
5 impar | par par | impar | impar | par
6 impar par par par impar | impar
7 impar par impar | par impar | par
8 impar par impar par par impar
9 impar par par impar par impar

Fonte: MILIES, C.P. A matematica dos cédigos de barras.

Nessa tabela vemos que o primeiro conjunto de barras, depois das barras iniciais, tera
sempre um niumero impar de barras pretas.

Na préxima tabela temos a codificagao de cada digito de acordo com a paridade de
barras pretas e o lado do cédigo, esquerdo ou direito.

Figura 13: Paridade dos algarismos - EAN-13

digito | lado esquerdo impar | lado esquerdo par | lado direito
0 0001101 0100111 1110010
1 0011001 0110011 1100110
2 0010011 0011011 1101100
3 0111101 0100001 1000010
4 0100011 0011101 1011100
5 0110001 0111001 1001110
6 0101111 0000101 1010000
7 0111011 0010001 1000100
8 0110111 0001001 1001000
9 0001011 0010111 1110100

Fonte: MILIES, C.P. A matematica dos cédigos de barras.

Veja o caso da Figura 10, temos a combinacao, impar, par, par, impar, impar e par, e
de acordo com a essa sequéncia o digito inicial é o algarismo 5, conforme consta na tabela
da Figura 12.

Note que o cédigo de barras sempre iniciam com uma quantidade impar de barras
pretas e terminam sempre com uma quantidade de par de barras pretas. Assim, quando
o computador comegar a ler o cédigo, se o primeiro grupo de barras tiver uma quantidade
impar de barras pretas, ele entenderd que o cédigo estd na posicao correta. Se tiver uma
quantidade par de barras pretas, o computador entendera que esta de ponta-cabeca, fara
a leitura e depois invertera a ordem dos nimeros.
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Figura 14: Posicao correta - EAN-13

5190123423457

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=q33iw-GtR74.

Figura 15: De ponta-cabega - EAN-13

LGYeeLly72l106) S

|
Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=q33iw-GtR74.

Até o momento falamos o que representam os primeiros 12 digitos do EAN -13, porém
como o préprio nome sugere, o cddigo tem 13 digitos. O ultimo, chamado de digito
verificador, nao é escolhido aleatoriamente, e deve satisfazer uma propriedade matematica
que vamos discorrer agora.

Seja A um produto identificado no sistema EAN-13, por uma sequencia de digitos
ai, as, ..., a12,a13. Os dozes primeiros digitos sao determinados naturalmente por um
método padrao, gerenciado pela agéncia reguladora desses cddigos, e para explicar a forma
de como obter o décimo terceiro digito usaremos os conceitos de vetor e aritmética mo-
dular para explicar. Como queremos determinar o digito verificador, vamos denoté-lo por
x e escrever a sequencia de digitos usando um vetor que denominamos vetor de iden-
tificagao, o = (ay,aq, ..., a12,z). Ainda, para o cdlculo de x o EAN 13 utiliza um vetor
fixo chamado de vetor de pesos p = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).
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Calcula-se o produto escalar entre esse dois vetores:

a-p=(ay,as,..,a12,z)-(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)
a~p:a1+3a2+a3+3a4+a5+3a6+a7+3a8+a9+3a10+a11+3a12+x.
E o digito verificador é escolhido de forma que a soma anterior seja multiplo de 10, ou
seja,

a-p=0mod10

Exemplo 3.1 Os numeros 789810924868 indicam o pais de origem, o fabricante e o tipo
de produto. Agora vamos calcular o digito verificador. Chamando-o de x e sendo o =
(7,8,9,8,1,0,9,2,4,8,6,8,x) o vetor identificacao e p = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) o
vetor peso, calculamos o produto escalar entre esses dois vetores e obtemos

a-p=1(7,898,1,09,24,8,6,82)-(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)

T+3-84+49+3-84+1+3-0+9+3-2+4+3-8+6+3-8+2=138+2x=0modl0
Assim x =2 e o codigo do produto incluindo o digito verificador € 78981092/8682.
Exemplo 3.2 Suponhamos que o codigo de barras de um produto esteja ilegivel para o
scanner, assim o atendente resolve digitar manualmente os numeros que estao na parte
de baixo do codigo, porém o décimo primeiro digito € trocado por 9.

7898109248 682 — 7898109248 982

O que serd que vai acontecer? Ao efetuar a verificagdao teremos:

(7,8,9,8,1,0,9,2,4,8,9,8,2) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) =
=T+ 24494+24+140+9+6+4+24+9+24+2=143 % 0mod 10

Desta forma, o erro serd detectado.

O leitor pode-se perguntar qual a fungao do vetor peso. Veja, se utilizarmos o sistema
de deteccao de erros sem o vetor pesos, entao o sistema de deteccao de erros ficaria da
seguinte maneira: o digito de verificacao seria definido de modo que:

13
Z a; = 0 mod 10.

i=1

Exemplo 3.3 Vamos determinar o digito verificador relacionado ao nimero 789 490 052

050.
7T+84+94+4+94+0+04+5+24+04+5+04 a3 =0mod10 =

49 + a;3 = 0mod 10 =
a1z = 1
Nas observacoes a seguir mostraremos que esse sistema de deteccao de erros sem o
vetor de pesos poderia detectar um erro de digitagao, porém existem outros tipos de

erros, como o de transposicao, ou seja, poderiamos digitar todos ntimeros corretamente,
mas trocar a ordem de dois digitos, neste caso nao seria detectado o erro. Veja:
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Observacgoes

1. Toda vez que apenas um digito é alterado na digitacao, este sistema é capaz de
detectar o erro.

Demonstracgao:

Seja (ay, ag, ..., a2, arz) o vetor de identificagao do produto, entao ay+as+. . .+a;3 =
0mod10. Seja b; um digito distinto de a;. Sem perda de generalidade, podemos
escrever b; = a; + ¢ , onde b;, a;, ¢ sao digitos com 0 < a; <b; <9e<c<9.

Suponhamos por absurdo que a; +as + ...+ b; + ...+ aia + a;3 = 0mod 10
=a1+a+...+ (a;+¢)+ ...+ aix + a3 = 0mod 10.

Reorganizando a equacao acima obtemos;

ap+as+...4+a;+...4+ a2+ a3 + ¢ = 0mod10.

Usando a hipétese a1 +as + ...+ a; + ...+ a1o + a;3 = 0mod 10 temos:

¢ = 0mod 10
=10|c
Absurdo, pois 0 < ¢ < 10.

Portando o erro sera detectado.

[
2. Esse sistema nao é capaz de detectar qualquer erro de transposicao.
Demonstragao:
Sejam « = (a,ag,...,a;,...,a;,...,a12,a13) o vetor de identificacdo do produto e
B =(a,as,...,a5,...,0;...,a12,a13) 0 vetor com o erro de transposicao.

Por hipétese a1 +as + ... +a; +... +a; + ... + a2 + a13 = 0mod 10. Portanto
a+...+a;+...+a;+ ...+ a3 =0mod10 e o erro nao é detectado. [

Nos proximos teoremas veremos que o EAN-13 além de detectar erros em apenas um
digito também pode detectar outros tipos de erros.

Teorema 3.1 Toda vez que apenas um digito € alterado na digitagcao, o sistema FAN-13
€ capaz de detectar o erro.

Demonstragao:

Seja (a1, as,...,as,a13) o vetor de identificacao do produto, entdo a; + 3as + ... +
3a12 + a3 = 0mod10. Seja b; um digito distinto de a;. Sem perda de generalidade,
podemos escrever b; = a; + ¢ , onde b;, a;, ¢ sao digitos com 0 < a; <b; <9e0<c<9.

Suponhamos por absurdo que a; + 3as + ...+ 3b; + ...+ 3a12 + a3 = 0mod 10 para @
par. Assim temos

a; +3az + ...+ 3(a; + ¢) + ... 4+ 3a12 + a13 = 0mod 10.

Reorganizando a equacao acima obtemos
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ay +3as+ ...+ 3a; + ...+ 3a12 + a3 + 3¢ = 0mod 10.
Usando a hipotese a; + 3as + ...+ 3a; + ... + 3ai2 + a;3 = 0mod 10 temos

3¢ = 0mod 10
= 10| 3¢

Como (3,10) = 1, temos que 10 | ¢. Absurdo, pois 0 < ¢ < 10.

Portando o erro sera detectado.

Para ¢ impar o processo é analogo.

[

Dado um vetor de identificacao qualquer, quando trocamos a ordem de dois digitos
consecutivos, obtemos um vetor com erro de transposi¢ao adjacente.

Veremos no préximo Teorema as condigoes para que o EAN-13 corrija esse tipo de
erro.

Teorema 3.2 Uma transposicao adjacente nao € detectada pelo EAN-13 se, e somente
se, |la; — a1 =5 .

Demonstragao:
Sejam « = (ay,a9,...,a0;,a;41,...,a13) 0 vetor de identificacdo, com a; # a;11 e
g = (a1,as,...,ai11,a;,...,012,a13) 0 vetor com o erro de transposicao adjacente e

p=1(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) o vetor de pesos. Primeiramente, suponhamos que i
seja par.

Suponhamos que - p =0mod 10 e B - p = 0mod10. Logo - p — - p = 0mod 10, o
que ocorre se, e somente se,

(CL1+3(12+. . .+3ai—|—ai+1+. . .+3a12+a13)—(a1+3a2+. . .+3CL7;+1+(IZ'+. . .+3CL12+CL13) =
0mod 10 <

2(a; — a;11) = 0mod 10 &
10 | 2|(lZ — U,i+1| 54
2|a; — a;41| é multiplo de 10 <

la; — a;y1| é multiplo de 5 <
la; — a; 11| =5, pois 0 < |a; — a;11| < 9.

Portanto o erro de transposigao adjacente nao é detectado se, e somente se, |a;—a; 41| =

Para ¢ impar o processo é analogo.
[

Para exemplificar o teorema anterior, veremos dois casos de erro digitacao por trans-
posicao adjacente. Suponha que um produto do mercado recebeu o seguinte cédigo
789490052050 7.

1° Caso: Suponha que o atendente digitou na ordem, 789940052050 7. Vamos ver o
que acontece quando o computador faz a verificagao do codigo:

(7,8,9,4,9,0,0,5,2,0,5,0,7) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)
= T7+3-849+3-44+94+3-040+3-54+2+3-04+5+3-0+7
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=>74+244+9+124+94+04+04+15+24+04+54+04+7
90 = 0mod 10

Ou seja, o sistema nao detectou o erro, porque |9 — 4| = 5.
29 Caso: Agora o atendente digitou na seguinte ordem, 789490025050 7.

(7,8,9,4,9,0,0,2,5,0,5,0,7) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1)
=7+3-84+94+3-44+94+3-04+04+3-24+5+3-0+5+3-0+7
= 7+244+94+124+9+0+0+64+54+0+5+0+7
84 # 0mod 10

Ou seja, o sistema detectou o erro, porque |5 — 2| # 5.

Observe que se a; # a;11 € a = (ay,ag,...,a0;, 041, - ., 12, a13) 0 vetor de identificagao
de um certo produto, podemos escolher o digito a; de 10 maneiras e a;;1 de 9 maneiras
diferentes. Usando o Principio Fundamental da Contagem, teremos 90 possibilidades.
Assim concluimos que o sistema EAN-13 pode detectar 80 tipos de erros de transposigao
adjacentes. Os outros 10 que sao os pares de nimeros: 0 e 5, 1e6,2e7,3¢e8, 4e9,
5e0,6el,7e2 8e3e9edquenao podem ser detectados, pois a sua diferenca em
modulo é igual a 5.

Teorema 3.3 Erro do tipo transposicao da posi¢ao i-ésima para a posicao (i+2)-ésima
nao € detectado pelo sistema EAN-13.

Demonstracao:
Sejam « = (a1, as,...,aq;, a1, Ait2, - .., a12,013) 0 vetor de identificacdo do produto e
B = (ai,as,...,a2,aix1,a;, ..., a12,a13) O vetor com erro de transposigdo nao adjacente

ep=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) o vetor de pesos. Vamos supor que i é par. Entao,
a-p=0modl0 =

(al,ag, N ¢ R I ¢ 7 K DA ,alz,alg) : (1,3, 1,3, 1,3, 1,3, 1,3, 1,3, 1) = 0mod 10 =
a; +3as + ...+ 3a; + ajp1 + 3a;42 + ... + 3a2 + a3 = 0mod 10 (1)

ﬁ P = (CLl,(Zg, ey iy, A1, gy e 70’1270’13) ' (1737 1737 1737 1737 1737 1737 1)

:a1+3a2+...+3ai+2+ai+1+3ai—0—...+3a12—|—a13
:a1+3a2+...+3ai+ai+1+3ai+2+...+3a12+a13.

E por (1), temos a - p = 0mod 10. Portanto o erro nao sera detectado.

Para ¢ impar o procedimento é analogo.

Teorema 3.4 No sistema EAN-13 um erro de transposi¢ao nao adjacente, a; trocado por
a;, nao podem ser detectados se a diferenca entre i e j for par.
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Demonstragao:

Sabemos que a diferenga entre dois niimeros inteiros é par quando os dois sao pares,
ou os dois sao impares, veja:

Sejam a = 2n + 1, b = 2f + 1 nimeros impares e ¢ = 2h, d = 2¢ niimeros pares, com
n, f,h,q € Z.

Diferenca entre impares, ¢é igual a:
a—b=02n+1)—2f+1)=2(n+f),

ou seja, par.

Diferenca entre pares, é igual a:
c—d=2h—2q=2(h—q),

isto é, par.

Logo, quando efetuamos o produto escalar entre a@ = (ay,as,as,..., a1, a12,a13) €
p=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1), podemos verificar que os digitos de indice impar sao
multiplicados por 1, e os de indice par sao multiplicados por 3. Assim se trocarmos os
nimeros que tém indices pares, estes continuariam sendo multiplicados por 3 e se trocar-
mos os numeros que tém indices impares, os mesmos continuariam sendo multiplicados
por 1. Portanto, quando a diferenga entre os indices ¢ e j for par o sistema nao ira detectar
0 erro.

]

Teorema 3.5 No sistema EAN-13 um erro de transposicao nao adjacentes, em que a; e
a; sao trocados, e a diferenca i — j € impar, € detectado pelo sistema se, e somente se

|CLi — aj| 7é 5.

Demonstragao:
Sejam o = (a1, aq,...,a;,...,a;,...,a12,a13) vetor identificacao, p = (1,3,1,3,1, 3,1,
3,1,3,1,3,1) o vetor de pesos e 8 = (a1, as,...,aj,...,a,...,012,013) 0 vetor com o erro

de transposicao nao adjacente, satisfazendo a hipdtese. Supondo que i = 2n é par e
sabendo que ¢ — 7 é impar,temos que j = 2f 4+ 1 é impar, com n, f € Z. De fato,

i—j=2n—2f+1)=2(n—f)+1.

Entao,

a-p=0mod10
= (a1,02,...,0;,...,aQ5,...,a12,a13) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) = 0mod 10
=a;+3a2+...+3a;+...+a;+... 4+ 3a12 + a13 = 0mod 10. (1)

E supondo que o erro nao é detectado, entao:
Bp: (al,a,z,...,aj,...,Gi,...,a127a13> . (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) = 0mod 10
=0-p=ar+3a+...+3a;+...+a;+ ...+ 3a12+ a3 = 0mod 10.  (4i)

Assim:
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(1) — (i1) = 0mod 10 <

2(a; — aj) = 0mod 10 &

la; — a;| =5, ja que |a; —a;] <9.

Portanto o erro sera detectado se, e somente se, |a; — a;| # 5.

O processo para 7 impar é anédlogo.

3.2 Detecgao de erros (Sistemas de identificagao modular)

Vimos que o digito verificador utilizado para detectar o erro na leitura, transmissao ou
digitacao dos ntimeros de identificacao de um produto é calculado usando a matematica
modular, assim esses tipos de sistemas recebem o nome de Sistemas de Identificagao
Modular, ou seja, apenas identifica o erro, mas nao o corrige.

Os possiveis erros de digitacao de um ntmero cometidos pelos operadores humanos
foram sistematicamente investigados por autores como Beckley e Verhoeft. Esse estudo
mostra que 90% dos erros cometidos correspondem a erros num tnico digito e erros de
transposicao, veja a tabela abaixo.

Tabela 3: Tipos de erros e suas frequencias segundo Verhoeff

Tipo de erro Frequencia relativa%
erro inico e b 79
transposicao adjacente | ...ab...+— ... ba... 10.2
transposicao alternada | ...abc...+— ...cba... 0.8
erro gémeo co.aa... . bb. 0.6
erro géemeo alternado | ...aba...— ...cbc... 0.3
outros 9.1

Fonte: MILIES, C. P. A matemética dos cédigos de barras.

3.2.1 Generalizacao dos Detectores de Erros

Agora vamos tratar de maneira geral os sistemas de identificagao modular e adotaremos
a seguinte linguagem:

1. D={r€Z|0<z<k—1} é conjunto de todos os possiveis digitos no sistema de
identificagao e k um inteiro fixo positivo, k > 1.

2. & = (ay,a9,...,a,_1) é o vetor de informagdo com n € Z, n > 1. O vetor
a = (ay,ay,...,a, 1,a,), ouseja, acrescido do digito verificador serd chamado vetor
de identificacao.

Defini¢ao 3.1 Consideremos p = (p1,pa2,- -, Pn-1,Pn) com p; € D, 1 < i < n um vetor
de pesos e c € D um numero inteiro firado. Dados dois inteiros positivos k e n, e um

conjunto de numeros ay,as, . ..,a,_1 de modo que a; € D, 1 <1 < n, define-se o digito
verificador a,, como sendo o unico elemento de D que verifica a equacdo:

a1pr + aops + ...+ a;p; + ...+ apyp, = c mod k
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ou, simplesmente:

n
S = Zaipi = c modk.
i=1
Assim, um sistema de codificacao de acordo com a definicao anterior, sera denotado
por:

M:(D,k,n,c,p),
onde D ={0,1,...,k—1}.

Usualmente é utilizado ¢ = 0, pois a vantagem que se tem é que, se S = 0modk,
temos que k | S, ou seja, S é miltiplo de k. Assim toda vez que S # 0mod k significa
que temos um erro de digitacao.

Como exemplo temos um INSETICIDA cujo cédigo de identificacao é:

Figura 16: Mat INSET - Inseticida

7897664170735

Este codigo é criado usando este aplicativo:

https://play.google.com/store/apps/details?id=com.grgeneratorscanner. meteorainapp

Fonte: Gerador de cédigo de barras Meteor Rain.

O sistema de identificacao é o EAN -13 que pode ser denotado de acordo com a
definigao acima da seguinte forma, M = (D, 10, 13,0, p) onde D é o conjunto dos digitos
deOaté 9ep=(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) é o vetor de pesos. Usando o algoritmo de
verificacao temos que:

(7,8,9,7,6,6,4,1,7,0,7,3,5) - (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) =

7+3:8+9+3-7+6+3-6+4+3-1+7+3-0+7+3-3+5=
T4+244+9+21+6+184+44+3+7+0+7+945 =120 = 0mod 10

O préximo teorema descreve a capacidade que um sistema definido da forma M =
(D, k,n,c,p) tem em detectar erros mais comuns.

Teorema 3.6 (Capacidade de detec¢ao de erros) Sejam k um inteiro positivo maior que
1 ep = (p1,-..,pn) um vetor de pesos. Suponhamos que um vetor de identifica¢do
a = (ay,...,a,), onde a; € {0,1,...,k — 1} para todo indice i € {1,2,...,n}, satis-
faz a condigao:
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a-p=ap1+ ...+ a,p, = c mod k.

1. Todo erro consistente numa unica alteragao (erro unico) na posi¢ao i-ésima serd
detectado se, e somente se, mde(p;, k) = 1.

2. Todo erro de transposicao da forma
N PS¢ 7 I AT S ¢ 7

serd detectado se e somente se mdc(p; — pj, k) =1, com i # j.

Demonstragao:

1. Sejam p = (p1,...,Di,---,Pn) O vetor de pesos e @ = (ay,...,a;,...,a,) O ve-
tor de identificacao. Ao trocarmos a; na posicao ¢ por b;, obtemos o vetor f =
(a1,...,b;,...,a,) com erro Unico, com a; # b;.

Primeiramente, admitimos que todo erro consistente numa tnica alteragao (erro
inico) na posicao i-ésima seja detectado, ou seja, a-p—[-p # 0mod k e suponhamos

por absurdo que (p;, k) = d # 1. Assim se considerarmos o erro b; = a; + 7 entao,

k
a-p—pF-p==+—p;, =0mod k, isto é, esse erro nao sera detectado, o que contradiz
a hipo6tese. Portanto (p;, k) = 1.

Por outro lado, suponhamos por absurdo que o erro nao seja detectado, entao:
a-p—pF-p=0mod k
= (a; — b;)p; = 0mod k

Usando o fato de que (p;, k) = 1, temos k | (a; — b;).
Ou seja, (a; — b;) é multiplo de k e menor do que k, pois 0 < a;, b; < k.

:>Cl1—bZ:O

:>ai:b¢

O que contradiz o fato de a; # b;. Portanto o erro sera detectado.

2. Sejam o = (ay,...,a;,...,a,...,a,) 0 vetor de identificagdo, 8 = (a1,...,q4,...,
a;, ..., a,) o vetor com erro de transposi¢ao e p = (pi, ..., p,) 0 vetor de pesos, com
a; ?é a;.

Considere que todo erro de transposicao é detectado e suponha por absurdo que
mdc(p; — p;, k) = d # 1. Entdo podemos considerar, a; = g e a; = 0 e daf

k<pi —Pj)
d

que ap — Bp = 0mod k, contradizendo a hipdtese.

ap—Pp=(a;—a;)(pi—pj) = . Como d divide p; — pj, podemos concluir

Por outro lado, suponha por absurdo que algum erro nao sera detectado, entao,
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a-p=L-pmodk
a-p—LF-p=0modk

(aipi + a;p;) — (a;p; + aip;) =0 mod k
a;p; — a;p; — a;p; + a;jp; =0 mod k

L A A

(a; — a;)(pi —p;) =0 mod k
k| (a;i — a;)(pi — pj)-

Por hipétese mde(p; — pj, k) = 1, entdo, k | (a; — a;). E como 0 < a;,a; < k temos
que, a; — a; = 0, assim a; = a;. Contradizendo a hipétese que a; # a;.

n

Do teorema anterior podemos concluir que se tomarmos o valor de k sendo um ntimero
primo, entao o sistema de codificagdo M = (D, k,n,c, p) serd capaz de detectar os erros
unicos e todo erro de transposicao. Nas proximas secoes veremos alguns sistemas que
utilizam k sendo um nimero primo.

4 CPF

Com a intencao de coletar as informacoes das pessoas fisicas que eram obrigadas
a apresentarem a declaracao de rendimentos e bens, em 1965 a administracao tributaria
nacional instituiu o Registro das Pessoas Fisicas, e em 1968 foi transformado em Cadastro
de Pessoas Fisicas (CPF).

Com o decorrer do tempo, ultrapassou os limites do imposto de renda tornando-se um
documento importantissimo do brasileiro e até certo tempo o unico cadastro nacional a
conter os dados de brasileiros natos, naturalizados e estrangeiros residentes no pais. A
partir de junho de 2011 a Receita Federal deixou de emitir o CPF na forma fisica (Cartao),
porém deixando a possibilidade do cidadao imprimi-lo pela internet.

Os érgaos publicos e empresas nao devem solicitar ao cidadao a apresentacao do cartao
de CPF em formato plastico ou papel para efeito de comprovar essa inscricao. A com-
provacao pode ser feita mediante a mencao do nimero de inscricao do CPF em qualquer
outro documento de identificacao, RG, Carteira Nacional de Habilitacao, Certidao de
Nascimento, Carteira de Trabalho e Previdéncia Social (CTPS), etc.

O Cadastro de Pessoas Fisica (CPF) ¢ um documento que simboliza o registro de
cidadaos brasileiros ou estrangeiros legais e armazena informacoes pessoais do contribuinte
no sistema da Receita Federal, ou seja, é uma identificacao do contribuinte perante a
Receita Federal. Este documento é necessario em varias situacoes, como abertura de
contas em bancos, matricula em faculdades, obter carteira de trabalho, cartao de saude
do SUS, passaporte, concurso ptublico, entre outros servigos.

Quando voceé faz o seu CPF, recebe um nimero composto por nove digitos de identi-
ficacao e mais dois digitos verificadores que sao calculados de acordo com um algoritmo
definido pela Receita Federal e publicamente conhecido, totalizando onze digitos, que
sao diferentes para cada pessoa e sera sua identificacao durante toda a vida, nao sendo
possivel mudar, a nao ser por decisao judicial.

O nono digito da esquerda para direita representa a unidade federativa em que a
pessoa registrou-se pela primeira vez, por exemplo, a origem do CPF 043.658.306-27 é
Minas Gerais. Veja na lista abaixo os demais digitos que identifica cada um dos estados
brasileiros.
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Tabela 4: CPF — Lista com todos os estados brasileiros

Digito Estado
0 Rio Grande do Sul
Distrito Federal, Goids, Mato Grosso do Sul e Tocantins
Amazonas, Pard, Roraima, Amapa, Acre e Rondonia
Ceara, Maranhao e Piaui
Paraiba, Pernambuco, Alagoas e Rio Grande do Norte
Bahia e Sergipe
Minas Gerais
Rio de Janeiro e Espirito Santo
Sao Paulo
Parand e Santa Catarina

O 0| || T x| W[ N —

Fonte: COSTA, F.R.A. VELOSO, M.O. [14].

4.1 Calculo dos digitos verificadores

Seja ajas . . .agajpar; o numero de um CPF, onde aq, ao, ..., ag, ag sao digitos de iden-
tificacao e ajg e aq; os digitos de verificagao. Para determinar os digitos de verificacao,
podem-se utilizar diferentes algoritmos para calcular os mesmos digitos de verificacao para
o CPF. Abaixo veremos um deles.

9
a9 = (Z ia; mod 11) mod 10
i=1
10
ap = (Z(z — 1)a; mod 11) mod 10.
=2

Para exemplificar a aplicacao do algoritmo acima, veja o exemplo a seguir.

Exemplo 4.1 Calcule os digitos verificadores do CPF 280.012.389—a9a11 para que sejam
autenticados.

Agora vamos encontrar o décimo digito, ou seja, o primeiro digito verificador.

9
ayy = (Z ia; mod 11) mod 10

i=1

ajo=((1-a14+2-a3+3-a3+4-a4+5-a5+6-a6+7-a7+8-ag+9-ag)(mod 11)) mod 10
=((1-2+2-8+3-0+4-0+5-1+6-2+7-83+8-8+9-9)(mod 11)) mod 10

a0 =(24+16+0+0+5+ 124 21 + 64 + 81)(mod 11))mod 10

ao = ((201 (mod 11)) mod 10

aip = 3mod 10
aip = 3.
Encontramos o primeiro digito verificador, agora vamos encontrar o sequndo, ai1:

ar; = (310, (i — 1)a; mod 11) mod 10
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a1 = ((1-ag+2-a3+3-a4+4-a5+5-a6+6-a7+7-ag+8-ag+9-ayp)(mod 11)) mod 10
a1 =(1-8+2-0+3-0+4-14+5-2+6-3+7-84+8-9+9-3)(mod 11)) mod 10
ain = (8+0+0+4+10+ 18456 + 72 + 27)(mod 11))mod 10

a; = ((195 (mod 11)) mod 10

a1; = 8mod 10

ay; = 8.

O fato de um numero de CPF ser autenticado pelos seus digitos verificadores, nao
significa que o mesmo ¢é valido, pois é preciso que ele esteja cadastrado no banco de dados
da Receita Federal. Podemos verificar isto, com um ntmero de CPF que tém todos os
digitos iguais, apesar ser autenticado pelos digitos verificadores, ele nao é valido.

5 ISBN

O ISBN (International Standard Book Number / Padrao Internacional de Numeragcao
de Livro) foi criado em 1967 e oficializado como norma internacional em 1972. E um
sistema de identificacao de livros padronizado que utiliza ntimeros para classifica-los por
titulo, autor, pais, editora e edicao, individualizando-os inclusive por edi¢ao, ou seja, uma
vez fixada a identificacao, ela s6 se aplica aquela obra e edicao, nao se repetindo jamais
em outra.

Este sistema é controlado pela Agéncia Internacional do ISBN (GS1), que orienta e
delega poderes as agéncias nacionais designadas em cada pafs. A Ageéncia Brasileira do
ISBN ¢ representa pela Camara Brasileira do Livro que tem a funcao de atribuir o niimero
de identificacao aos livros editados no pais.

Como este sistema numérico é convertido em codigos de barras, ele elimina as bar-
reiras linguisticas e facilita a leitura das redes de varejo, bibliotecas e sistemas gerais de
catalogacao, tornando-o imprescindivel para qualquer publicacao. Esta criacao represen-
tou um marco no mercado editorial, melhorando os processos de producao, distribuicao,
analise de vendas e armazenamento dos dados bibliograficos.

5.1 Calculo do digito verificador

Inicialmente este sistema era composto por dez digitos, ay, ..., ag, a9, onde os noves
primeiros eram a identificacao do livro e o tltimo era o digito verificador. Esse sistema
ISBN-10 utilizava os pesos (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1) e a congruéncia médulo 11.

Logo, o céalculo do digito verificador no sistema ISBN-10 era assim:

10@1 + 9@2 + 8@3 + 7(14 + 6(15 + 5@6 + 4CL7 + 3&8 + 2(19 + 1@10 =0 mod 11
Caso ay fosse 10, como nao existe apenas um algarismo para representar este nimero,

ele era substituido por X. Veja no exemplo:

Exemplo 5.1 Seja 852440065 os digitos de identificacao de um livro, vamos calcular o
digito verificador. Usando o algoritmo anterior temos,

10-849-54+8-247-446-44+5-04+4-04+3-6+2-5+1-a190=0mod 11
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=80+45+16+284+24+0+4+0+ 18+ 10+ a;o =0 mod 11
= 221+ a1 =0 mod 11
= a9 = 10

Assim como jd foi dito anteriormente, ndo podemos representar o numero 10 usando
apenas um algarismo, convenientemente trocamos, usamos a letra X para representa-lo.
Logo o registro de identificacao deste livro é:

ISBN 85 244 0065 — X

Ja em 2007 devido a demanda o ISBN passou a ter 13 digitos e usar o vetor peso
(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1), conhecido como ISBN-13, aumentando sua capacidade de
armazenamento de informagoes. Assim o ISBN-13 tornou-se legivel por maquina na forma
de um codigo de barras EAN-13 agilizando a leitura e evitando erros. Vamos conhecer a
estrutura do ISBN-13 (EAN-13):

Figura 17: Estrutura do ISBN-13

grupo registrante

(pais) publicagdo
978-65-89999-01-3
codigo GTIN elemento registrante digi'tnEifiuadnr
(editor)

Fonte: https://www.cblservicos.org.br/isbn/estrutura/.

Os trés primeiros digitos, cédigo GTIN, sao determinados pela GS1, empresa res-
ponsavel por fornecer cédigos de barras para o mundo, e garantir a autenticidade do
numero. Atualmente é usado o prefixo 978 para indicar que o produto é um livro, mas se
esse prefixo esgotar serd adotado o prefixo 979.

O grupo registrante indica o pais, a regiao geografica ou a area de idioma participante
do sistema ISBN-13. No Brasil, inicialmente era utilizado apenas o niimero 85, mas com
o aumento da demanda, o nimero 65 passou a ser utilizado também. Para identificar o
editor ou uma marca particular em um grupo de registro, temos o elemento registrante,
que pode variar seu comprimento e conter até 7 digitos de acordo com o ntimero esperado
de edicoes pelo editor.

J& o quarto elemento, publicagao, identifica a edicao especial de uma publicagao por
um editor especifico. E o tltimo elemento é o digito verificador, determinado através de
calculo utilizando o algoritmo do EAN-13.

Exemplo 5.2 O livro O DIABO DOS NUMEROS de Hans Magnus Enzensberger, tem
978857164718 como digitos de identificacao. Vamos determinar todos os algarismo de seu
codigo de barras. Usando o algoritmo do EAN-13, temos

9+7-3+8+8-3+5+7-34+146:-34+44+7-34+14+8-34+2=0mod 10

= 157+ 2z = 0 mod 10.
Assim x = 3 e o cddigo de identifica¢ao do livro é 9788571647183.
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6 Cartao de Crédito

O uso de cartao de crédito é algo muito comum no nosso cotidiano, seja para pagar
pequenas despesas ou fazer grandes compras, presencial ou virtual, por ser tratar de uma
transacao pratica e segura. Porém nunca paramos para pensar no significado daqueles
numeros gravados nos cartoes. Apesar de parecerem aleatérios eles seguem padroes pré-
estabelecidos pela Organizacao Internacional de Padronizacao, o que veremos a seguir.

O ndmero do cartao de crédito em sua maioria no Brasil é composto por 16 digitos,
separados de 4 em 4, localizado na maioria dos casos na frente do cartao.

O seis primeiros digitos do cartao sdo utilizados para identificar a bandeira (Visa, Elo,
MasterCard etc.), o banco emissor (Santander, Itat, Banco do Brasil, Caixa etc.) e a sua
funcionalidade (débito, crédito ou ambos). Em particular, o primeiro digito identifica a
bandeira, por exemplo, 4 - Visa e 5 - Mastercard ou Elo.

Figura 18: O seis primeiros digitos dos cartoes de crédito

090 129% S8 9040

|
“ 12/1b |

C.ARIAS

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=VdTLkXNICrs.

Os préximos nove digitos servem para identificar o cliente, e por iltimo temos o digito
verificador que servem determinar se a sequéncia de nimeros anterior é valida.

Figura 19: Os nove digitos do meio do cartao de crédito

wO0n LRH% SbA8 9010

4000

% 12/1b

C.ARIAS _,

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=VdTLkXNICrs.
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6.1 Calculo do digito verificador

O digito verificador é calculado usando o algoritmo de Luhn. O nome é em homenagem
ao cientista Hans Peter Luhn, um engenheiro da IBM que em 1954 inventou este algoritmo,
também conhecido como Mdédulo 10 ou algoritmo mod 10, que consiste numa féormula de
soma de verificagao simples, usada para validar uma variedade de niimeros de identificagao,
como numeros de cartao de créditos. Atualmente, este algoritmo é de dominio piblico e
amplamente utilizados por bancos e demais entidades financeiras para validar o nimero
dos cartoes de crédito e de débito. O algoritmo de Luhn tem a capacidade de detectar
erros tipicos que as pessoas cometem quando transcrevem o nimero do cartao de crédito,
por exempo, trocar 9 por 6, chamado erro tinico. Vamos conhecer uma versao adaptada
do algoritmo de Luhn, retirada de [14].

Seja ay . ..aj5a16 0 numero do cartao de crédito, sendo ay, . .., a4, a15 digitos de iden-
tificacao, e aig o digito verificador. Assim o nimero do cartao sera valido, se satisfazer a
seguinte equacao:

2a1 +az+2a3 +aq+2as + ag +2a7 + as +2a9 +aio+2a1 + aro +2a13 +a14+ 2015+ arg =
0mod 10, onde a; é o algarismo do niimero do cartao de crédito na posicao <. Temos ainda
que:

5 2a;, se 2a; < 10
a; =
2a;, — 9 se 2a; > 10

Exemplo 6.1 Suponha que ao efetuar uma compra pela internet o cliente digita
5424 1801 2345 6789

como sendo o numero de seu cartao de crédito. Serd que o site prossequird com a efetuagao
da compra? Vamos utilizar o algoritmo anterior para verificar se o numero do cartdo de
crédito fornecido pelo cliente € autentico.

2-54+4+2-24+44+2-14+842-04+14+2-24+3+2-44+5+2-6+7+2-8+9
=10+4+4+4+2+84+0+1+4+3+8+5+124+7+16+9
=(10-9)+4+4+4+24+84+0+1+4+3+84+5+(12—-9)+7+(16—-9)+9
=14+44+44+44+24+840+14+4+3+8+54+3+7+7+9

=70 = 0mod 10.

Assim o site prossequird com o processo de compra, lembrando que para efetuar uma
compra pela internet nao € so necessario informar o niumero de cartao, precisa de outros
dados de seguran¢a, como o codigo de sequranca de 3 digitos que ficam atrds do cartao,
que € gerado usando criptografia pela propria empresa responsdvel pelo cartao.

7 Proposta didatica

Neste capitulo apresentaremos de forma breve a Investigagao Matematica, pois, a
pratica pedagogica proposta adiante apresentara elementos desta metadologia. Para obter
um conhecimento mais sélido em relacao a este tema, sugerimos a consulta do trabalho
de conclusao de curso, Investigacao Matematica em Problemas de Aritmética [2].

Geralmente a visao se tem da matematica, é que se trata de uma ciéncia pronta e aca-
bada [2], algo que deve ser aprendida, estatica, baseada no rigor e nas certezas, reservada
apenas para alguns seres dotados de super inteligéncia. Assim, a investigacao matematica
vem para contrapor essa perspectiva, visto que propoe a matematica como um processo,
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uma ciéncia em movimento, de carater investigativo, resultado dos conhecimentos histo-
ricamente em construcao e nao somente construido.
Conforme Lamonato e Passos [6] dizem

A matemdtica vista como uma disciplina que se encerra em si
mesma, que ja estd pronta e que deve ser aprendida, desqualifica-
a enquanto ciéncia e campo de conhecimento e pesquisa, outor-
gando apenas a alguns o poder de conhecé-la e estuda-la. Dessa
maneira,estaridmos reduzindo a Matemitica, incluindo seu pro-
cesso de constru¢do, a uma Matemadtica estdtica, presente no
curriculo escolar, ainda entendendo este como rol de contetdos.
Por outro lado, necessitamos entender, compreender e tratar a Ma-
tematica como um processo, como uma ciéncia, de fato, que tem
carater de investigacao, que é um conhecimento historicamente
em construgdo e ndo somente construido [6] (LAMONATO; PAS-
SOS, 2011, p. 57).

Pensando no ensino de matematica, com a intencao de desenvolver nos alunos o ra-
ciocinio légico e critico, e estimular a investigagao matematica de forma prazerosa con-
forme esta escrito na BNCC [7]:

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvi-
mento do letramento matematico, definido como as competéncias
e habilidades de raciocinar, representar, comunicar e argumentar
matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de con-
jecturas, a formulag3o e a resolu¢do de problemas em uma vari-
edade de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e
ferramentas mateméticas. E também o letramento matematico
que assegura aos alunos reconhecer que os conhecimentos ma-
tematicos sdo fundamentais para a compreensdo e a atuaciao no
mundo e perceber o carater de jogo intelectual da matematica,
como aspecto que favorece o desenvolvimento do raciocinio légico
e critico, estimula a investiga¢do e pode ser prazeroso (fruicdo)[7].

(BNCC, pag. 266)

E notdéria a importancia do poder investigativo na aprendizagem da matemaética, mos-
trando que aprender matematica nao é simplesmente compreender a matemaética feita, é
o que defende BRAUMANN [1]

Aprender Matematica ndo é simplesmente compreender a Ma-
tematica ja feita, mas ser capaz de fazer investigacdo de natureza
matematica (ao nivel adequado a cada grau de ensino). Sé as-
sim se pode verdadeiramente perceber o que é a Matematica e a
sua utilidade na compreensao do mundo e na interven¢ao sobre o
mundo. So6 assim se pode realmente dominar os conhecimentos
adquiridos. Sé assim se pode ser inundado pela paixdo “detecti-
vesca” indispensavel a verdadeira fruiciao da Matematica. Apren-
der Matemdtica sem forte intervencdo da sua faceta investigativa
é como tentar aprender a andar de bicicleta vendo os outros andar
e recebendo informac¢ao sobre como o conseguem. Isso nao chega.

Para verdadeiramente aprender é preciso montar a bicicleta e an-
dar, fazendo erros e aprendendo com eles [1] (BRAUMANN, 2002,

p. 5).
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E o que defende também a BNCC [7]

A Matemdtica nao se restringe apenas a quantificacao de
fendomenos deterministicos, contagem, medicao de obje-
tos, grandezas, e das técnicas de cdlculo com os nimeros
e com as grandezas, pois também estuda a incerteza
proveniente de fenémenos de carater aleatério. A Ma-
tematica cria sistemas abstratos, que organizam e inter-
relacionam fendmenos do espaco, do movimento, das
formas e dos nimeros, associados ou nao a fend6menos
do mundo fisico. Esses sistemas contém ideias e ob-
jetos que sdo fundamentais para a compreensido de
fendmenos, a construcdo de representacdes significativas
e argumentagdes consistentes nos mais variados contex-
tos. Apesar de a Matematica ser, por exceléncia, uma
ciéncia hipotético-dedutiva, porque suas demonstracoes
se apoiam sobre um sistema de axiomas e postulados,
é de fundamental importancia também considerar o pa-

pel heuristico das experimenta¢des na aprendizagem da
Matemdtica [7].(BNCC, p. 265)

Segundo Ponte, Brocardo e Oliveria [10] , investigagdo matemadtica envolve quatro

momentos principais:

O primeiro abrange o reconhecimento da situagdo, a sua ex-
ploracdo preliminar e a formulagao de questdes. O segundo mo-
mento refere-se ao processo de formulacdo de conjecturas. O
terceiro inclui a realizagdo de testes e o eventual refinamento das
conjecturas. E, finalmente, o dltimo diz respeito a argumentacao,
a demonstragdo e avaliagdo do trabalho realizado [10] (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2009, p. 20).

Assim, é perceptiva a grande contribuicao que a metodologia investigacao matematica
pode trazer para o ensino de matematica.

A proposta pedagogica apresentada abaixo consiste em uma sequencia didatica vol-
tada a trabalhar os contetidos matematicos de forma contextualizada e propiciando o
desenvolvimento em nossos estudantes as competéncias gerais e as especificas contidas na

Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

7.1 Como funciona o cédigo de barras EAN-13.

1. Objetivo geral

Desenvolver no aluno a capacidade de pesquisar, comparar, generalizar, verificar
padroes e o pensamento matematico.

2. Objetivos especificos

Perceber o que os cédigos de barras tém em comum;

Entender a estrutura do cédigo de barras;

Compreender o significado de cada algarismo ou grupo de algarismos;

Levar o aluno a concluir que cédigo de barras é um registro de identificacao do

produto;
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e Construir um cédigo de barras para identificacao pessoal.

3. Competéncias que podem ser desenvolvidas
As competéncias listadas abaixo constam na BNCC [7], onde é definida como:

“a mobilizagao de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (préticas,
cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas
da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho.”

COMPETENCIAS GERAIS DA EDUCACAO BASICA

e Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias,
incluindo a investigacao, a reflexao, a andlise critica, a imaginacao e a criati-
vidade, para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular e resolver
problemas e criar solugoes (inclusive tecnoldgicas) com base nos conhecimentos
das diferentes areas.

e Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e comunicacao
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacoes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva.

COMPETENCIAS ESPECIFICAS DE MATEMATICA PARA O ENSINO FUN-
DAMENTAL

e Reconhecer que a Matematica é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacoes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e é uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnolégicos
e para alicercar descobertas e construgoes, inclusive com impactos no mundo
do trabalho.

e Desenvolver o raciocinio logico, o espirito de investigacao e a capacidade de
produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos matematicos
para compreender e atuar no mundo.

e Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecnologias digitais dis-
poniveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas
de conhecimento, validando estratégias e resultados.

e Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando coletivamente no
planejamento e desenvolvimento de pesquisas para responder a questionamen-
tos e na busca de solugoes para problemas, de modo a identificar aspectos
consensuais ou nao na discussao de uma determinada questao, respeitando o
modo de pensar dos colegas e aprendendo com eles.

4. Habilidades que podem ser desenvolvidas

As habilidades abaixo descritas foram retiradas da BNCC [7], e segundo este docu-
mento normativo:

“As habilidades expressam as aprendizagens essenciais que devem ser asseguradas
aos alunos nos diferentes contextos escolares.”
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(EFO6MAO03) Resolver e elaborar problemas que envolvam célculos (mentais ou
escritos, exatos ou aproximados) com nimeros naturais, por meio de estratégias
variadas, com compreensao dos processos neles envolvidos com e sem uso de
calculadora.

(EFO6MAO06) Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo
e de divisor.

(EFO8MAO03) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolugao en-
volva a aplicagao do principio multiplicativo.

5. Publico alvo

62 ano — Ensino Fundamental.

6. Pré-requisitos

Dominar as quatro operacoes basicas dos niimeros naturais;
Identificar o multiplo de ntimero;

Ter conhecimento sobre algoritmo;

Resolver expressoes numeéricas;

Compreender o conceito de paridade e o principio multiplicativo da contagem.

7. Materiais necessarios

Computador, projetor (datashow) para apresentar os anexos;
Material escolar individual do aluno (lapis, borracha, caderno, cola, tesoura);
Embalagens de diferentes produtos (solicitar ao aluno com antecedéncia);

Cépias dos anexos;

8. Recursos adicionais

Calculadora;

Wifi, para pesquisa na internet.

9. Proposta da atividade (encaminhamentos metodolégico / orientacoes /
detalhamento / Procedimentos)

e 19 passo: INVESTIGATIVO

Mostre aos alunos produtos ou figuras com cédigo de barras de diferentes paises,
de empresas diferentes e iguais (Figura 20), e solicite que identifiquem o que os
codigos tém em comum. Esse é um momento de observacao, contato dos alu-
nos com o objeto em estudo. Vale ressaltar que é mais interessante o professor
providenciar embalagens e disponibilizar aos alunos, ou pedir com antecedéncia
que os mesmos tragam de suas casas, pois assim a aprendizagem é mais signi-
ficativa, pois os objetos de estudo sao palpéveis, reais.

Outra opgao seria acessar o site https://cosmos.bluesoft.com.br/, onde encon-
tara uma variedade de produtos nacionais e internacionais com seus respectivos
codigos de barras e imagens ilustrativas.
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Figura 20: Diferentes codigos de barras

I LY

Condicionador

Sal

Fonte: : https://world-es.openfoodfacts.org/ e
https://a3face.blogs.sapo.pt/codigo-560-portugues-de-portugal-193800 .

Peca para anotar todas as impressoes acerca do codigo, se existe um padrao, se
hé alguma relacao entre as barras e os algarismos abaixo, quantas barras sao
necessarias para representar cada algarismo, quantas barras tém no total, que
tipo e cores de barras tém.

O objetivo é levar o aluno a perceber o que os cddigos tém em comum, como as
barras iniciais e finais, as centrais, a representacao de cada algarismo em forma
de barras, e que a representacao do lado direito é diferente do lado esquerdo
de um mesmo algarismo.

Para direcionar os alunos a compreender o cédigo de barras utilize o ques-
tionario da figura 21 para fazer o registro.

Figura 21: Questionario sobre codigo de barras

Quantas barras tém?

Quais os tipos e cores de barras?

O que eles tém em comum?

Qual relacdo entre as barras e os algarismos abaixo?

Impressoes Gerais

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesta etapa o professor tem que deixar o aluno livre para pensar, e frisar que
neste momento nao tem certo ou errado, e que o importante é o raciocinio, dar
confianca, incentiva-lo, propor discussoes, utilizando as questoes da Figura 21
ou outras de acordo com o andamento da aula, fazer pequenos grupos para o
debate e depois compartilhar a ideia de cada grupo com os demais da sala.
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e 29 passo: SIGNIFICADO

Nesta etapa vamos entender o que significa os nimeros que ficam debaixo do
codigo de barras. Logo apds recolher as impressoes e anotagoes dos alunos,
vocé deve apresentar a estrutura do cédigo de barras EAN-13, encontrado na
maioria dos produtos comercializados.

Neste momento muitos alunos provavelmente ja perceberam que os produtos
nacionais sempre comecam com a mesma sequencia, 789. Assim o professor
deve reforcar que os 2 ou 3 digitos iniciais correspondem ao pais que o produto
foi registrado, o tultimo é o digito verificador, que abordaremos com mais de-
talhes posteriormente, e o restante dos digitos sao utilizados para identificar a
empresa e o produto, conforme a Figura 22. A seguir, apresente a tabela de
Cédigos Iniciais (Figura 23) e acesse o site https://www.gsl.org/standards/id-
keys/company-prefix para visualizar os demais c6digos dos paises que nao cons-
tam na tabela.

Figura 22: O que representa cada grupo de algarismos

NUMERO DO PAIS
NO CASO DO
BRASIL E 789

‘:_? 89835? 417892% DiGITO

VERIFICADOR

DESCRICAO DAS
CARACTERISTICAS
DOS PRODUTOS

NUMERO DA EMPRESA &
QUE PRODUZIU O ITEM

Fonte: http://www.jrbarcode.com.br/blog/codigo-de-barras-ean-13/.

Figura 23: Cédigos iniciais dos paises

Pais Digitos iniciais
Argentina 779
Brasil 789 -790
China 690 - 692
Espanha 84
Franca 30 - 37
Portugal 560

Fonte: https://pt.activebarcode.com.
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e 39 passo: COMPOSICAO
Explique aos alunos que todo codigo de barras tem trés barras inciais e finais
iguais, que servem para delimitar o cdédigo e mais 5 barras centrais que divide
em dois grupos de barras, conforme a Figura 24. E somando todas as barras
do cédigo, obtemos um total de 95 barras finas. Veja a Figura 25.

Figura 24: Barras delimitadoras

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1uJttCN{jLA.

Figura 25: Total de barras

- 95

| EAN-13

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1uJttCN{jLA.

Neste momento o aluno pode questionar o professor sobre o total de barras do
seu codigo nao ser igual 95. Ai cabe ao professor explicar que:

— 1 barra média é equivalente a 2 barras finas;

— 1 barra grossa ¢é equivalente a 3 barras finas;

— 1 barra muito grossa ¢ equivalente a 4 barras finas.
E que para representar cada algarismo sao necessarias 7 barras finas interca-

ladas entre branca e preta, ou seja, cada algarismo ocupa a mesma area no
c6digo de barras. Conforme a Figura 26.
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Figura 26: Total de barras finas

Composicdo de um algarismo

7 891961 ‘01?]72‘:{/

MEDIA O
GROSEA MUITO GROSSA

Fonte: Como os cédigos de barras funcionam? - YouTube - Adaptada no Excel.

O ideal é que a Figura 26 seja projetado para uma melhor visualizacao. Pode
ser que aluno observe que tem um algarismo, o primeiro, que nao esta sendo
representado por barras. Se isto acontecer diga-lhe que este assunto sera abor-
dado adiante.

49 passo: REPRESENTACAO DOS ALGARISMOS

Inicialmente o professor deve projetar a Figura 27, e questionar a turma sobre
as representacoes do algarismo 1 do lado esquerdo e direito. Dé um tempo
para que eles tirem suas conclusoes, promovendo sempre o debate. Depois o
professor deve mostrar ao aluno que um mesmo algarismo tem representacoes
diferentes de acordo com lado que ocupa no codigo, direito ou esquerdo. Do
lado direito as representacoes sao iguais, mas do esquerdo nem sempre. Veja
como exemplo o algarismo 1 na Figura 27.

Figura 27: Representacoes diferentes

77891991 " 011723

Fonte: Como os cédigos de barras funcionam? - YouTube - Adaptado no Paint.

A seguir apresenta a Figura 28, onde mostra como sao representados cada
algarismo do lado esquerdo e direito do codigo.
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Figura 28: Representacao de cada algarismo

ALGARISMO | LADO ESQUERDO | LADO DIREITO

0 III I 0001101 I II 0100111 II I 1110010

] . I 0011001 I 0110011 I 1100110

0010011 0011011 1101100

. [N

w

0111101 I I 0100001 I I 1000010

0100011

0011101 I 1011100

c . 0110001 -: 0111001 I 1001110

0101111 l] 0000101 l] 1010000

0111011

0010001

] 0001001 [

1000100

0110111 1001000

0001011 0010111 1110100

zual
-H-
-l

9

;UI

PARIDADE | IMPAR [ PA PAR

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vale lembrar que a linguagem do computador é binaria, ou seja, ele s6 entende
0’s e 1’s. O professor deve conduzir o aluno a perceber que o niimero de barras
pretas finas usadas para representar os algarismos do lado direito é sempre par,
ja do esquerdo pode ser par ou impar. O motivo sera explicado no préximo
passo.

59 passo: DETERMINANDO O PRIMEIRO ALGARISMO

Conforme visto anteriormente os algarismos sao representados de forma dife-
rentes do lado esquerdo e direito. No entanto, nem todos os algarismos estao
representados por barras. Note que cada algarismo sao representados por 7
barras intercaladas entre pretas e brancas, porém, das 95 barras do cédigo, sao
usadas 11 barras para indicar o inicio, meio e fim; as 84 restantes sao suficien-
tes para representar apenas 12 algarismos. Entao um algarismo ficou sem ser
representados por barras, que é o primeiro. Mas como ¢ feito a representacao
deste algarismo? Este algarismo é determinado por uma combinacao de barras
pretas finas das representacoes por barras dos algarismos do primeiro grupo,
lado esquerdo, conforme Figura 29.



Figura 29: Determinando o primeiro digito

digito inicial 1° 20 ol 40 5 g°
0 impar impar impar impar impar impar
i impar impar par impar par par
2 impar impar par par impar par
] impar impar par par par impar
4 impar par impar impar par par
5 impar par par impar impar par
B impar par par par impar impar
7 impar par impar par impar par
] impar par impar par par impar
9 impar par par impar par impar

901234

iIMPAR, :

5

42

, IMPAR, IMPAR,

3457

3 barras pretas finas,

3 barras pretas finas,
5 barras pretas finas,

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=q33iw-GtR74 ¢ MILIES C. P.

e 6° passo: POSICAO DO CODIGO

Agora falta responder o fato do Scaner conseguir ler o cédigo tanto na posicao

normal, quanto de ponta-cabeca.

O professor deve instigar os alunos a observarem que o codigo de barras sempre
comega com um numero impar de barras finas pretas (veja os exemplos da
Figura 30) e os algarismos do lado direito sao sempre representados por um
niumero par de barras finas pretas diferentes da esquerda. Assim o computador
verifica se o primeiro conjunto de barras é composto por um numero par ou
impar de barras finas pretas. Se for composta por um nimero impar, o cédigo
estd na posicao normal; se for composto por um nimero par de barras finas,
o codigo estda de ponta-cabeca, assim o computador faz a leitura do cédigo

normalmente e no final inverte a sequéncia.
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Figura 30: Como identificar a posicao do cédigo de barras EAN-13

I

7 891991

1506195 13:’161

011723 1
Par el

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1uJttCNfjLA e codigodebarrasean.com.

e 7° passo: CALCULO DO DIGITO VERIFICADOR

Também falta responder como o computador identifica que o operador de caixa
digitou o cédigo errado.

Neste momento o professor deve explicar ao aluno que o tltimo algarismo é
definido em funcao dos anteriores, ou seja, o computador utiliza um algoritmo
(procedimentos) para calcular o décimo terceiro digito, conforme Figura 31.

Figura 31: Célculo do digitor verificador

891991 " 011723
X1+1x +9x149x +1x1+0x +1x1+1x +7x1
100 - 97 =E|

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=1uJttCN{jLA.

Mas como o computador sabe que algum algarismo foi digitado errado?
O computador multiplica os algarismos por 1 e 3 alternadamente e soma, e
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verifica se esta soma ¢é multiplo de 10. Se for estd correto, caso contrario o
computador emite um aviso de que o cédigo esta errado, conforme Figura 32.

Figura 32: Cédigo valido

715061951137161

Tx1+ 5x3+ 0x1+ 6x3+ 1x1+ 9x3+ 5x1+ 1x3+ 3Ix1+ Tx3+ 1x1+ 6x3+ 1x1=
T+15+0+18+1+27+5+3+3+21+1+18+1=120

Correto!

Fonte: codigodebarrasean.com.

e 8% passo: POR QUE USAR BARRAS, INVES DE ALGARISMOS?

A resposta é que para os computadores é mais facil entender o que é branco e
preto, claro e escuro, emite luz ou nao, tem energia ou nao, do que os numeros.
Além disso, facilmente o computador podem confundir um 6 com um 9 ao
inverter o cédigo, ou um 8 ou 7 rasurado poderiam ser lido como 3 e 1 respec-
tivamente(veja na Figura 33). As barras também permitem que os nimeros
sejam lidos de maneira precisa e rapida.

Figura 33: Algarismo invertido ou rasurado

6 8 7
9 37

Fonte: Elaborada pelo autor.

e 92 passo: PRATICANDO, CRIANDO E JOGANDO
PRATICANDO

Agora que aprendemos tudo sobre o cédigo de barras EAN-13, determine o
pais de origem do produto, o digito verificador do cédigo de barras e depois
represente-o na forma de barras.

Neste momento o professor pode fornecer diferentes cédigos de barras. Veja o
modelo da Figura 34.

7 898683 43452... Falta o digito verificador.
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Figura 34: Modelo para confeccao do cédigo EAN-13

Fonte: Elaborada pelo autor.

Primeiramente vamos calcular o digito verificador.
7 898683 434525
Agora vamos representd cédigo de barras graficamente.

O professor deve orientar os alunos que antes de comecar a pintar as barras
de preto e branco, devemos ter o cuidado de verificar o primeiro digito, pois
o mesmo vai determinar como serda a representagao dos algarismos do lado
esquerdo, ou seja, se vai utilizar um nimero par ou impar de barras pretas.

No final entrega ao aluno duas copias da Figura 21, um preenchido por ele
no inicio e outro em branco para que o mesmo preencha outra vez, fazendo o
exercicio de reflexao sobre estar correto ou errado.

CRIANDO

Depois de tudo isso, sabido que o cédigo de barras é um registro, uma identi-
ficacao do produto, proponha a todos criarem um codigo de barras que identi-
fique cada um dos estudantes do colégio (rede municipal, estadual,...), fazendo
um levantamento de dados a serem representados, como escola, série, ano,
turma e idade. Pensando em utilizar esse c6digo de barras para colar em todos
os seus pertences e uniformes, pois, com o cédigo de barras é possivel guardar
bastante informacoes em um pequeno espago, € o0 mesmo pode ser lido de ma-
neira rapida e precisa. Na hora de reservar uma certa quantidade de digitos
para registrar cada informagao(escola, nimero de chamada, etc) podemos ex-
plorar o principio multiplicativo.

Sugestao: Figura 35
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Figura 35: Dados de identificagdo do aluno

wlo ot wp]

A I e E F | G H T T - M N [O]P eV =T 3 s o T
Cabecalho de Prova
| Colégio: Namero : SérielAno | Turma Periodo | Disciplina | Dia Més DV
|Digitos 1 25 7 2 1 o0 g |6 [l @ 4 4
| Denis Turma N®
Pesos L T 3 11 3 1 3 N3 3 Chamada 25 A 1
Idade 12 B 2
1 6 | 5 21 2 3 o | 27 [1]48] ® 12 7l |c 3
| D 4
| Disciplina e E 5
| ARTE 1 F 6
| 9 96 CIENCIAS 2 G 7
| 9 E FiSICA 3 H 8
4 E RELIG 4
| GEOGRAFIA 5 Periodo
| HISTORIA 6 Manhd 1
| L PORT 7 Tarde 2
| L INGLESA 8 Noite 3
MATEMATICA 9
| 1257210916044 CID E CIV 10 Colégio  N°
| Este cddigo € criado usando este aplicativo: F|S-|CA it B HOH !
QUIMICA 12 PRIMO 2

T fappsy

I app

lay.google.com

Atorsca er.meteorain SOC|OLOG|A 13
ED FINANC 14
LEM ESPANHOL 15
LEMINGLESA 16

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para criar esse codigo, ele deve usar como modelo EAN-13, e para gerar e ler
esse cddigo recomenda-se utilizar o aplicativo abaixo:

Figura 36: Aplicativo leitor e gerador de cédigo de barras

Gerador de codigo
de barras

Meteor Rain
Contém anuncios = Compras no app

Desinstalar Abrir

Fonte: Loja de aplicaticos do celular.

Esta ferramenta esta disponivel de forma gratuita na loja de aplicativos.

Porém antes de usar este aplicativo, deve atentar-se que é necessario calcular
o digito verificador, pois o aplicativo nao calcula, ele apenas gera o grafico
do codigo de barras valido. O calculo do digito verificador pode ser usado
com vetor de pesos qualquer, claro tomando cuidado com a capacidade de
deteccao de erros. Porém, por ser tratar de uma turma do 62 ano, é aconselhavel
usar o mesmo vetor peso do modelo EAN-13. Esse cédlculo pode ser feito
manualmente, mas a minha sugestao é usar a plataforma EXCEL, explorando
o conceito de modelagem, pois exigird que o aluno programe a plataforma
usando um algoritmo, para que a mesma calcule de maneira instantanea o digito
verificador de qualquer conjunto de digitos que identifica o aluno, certificando
que cada aluno terd um cédigo exclusivo. No Anexo 1 disponibilizamos os
comandos necessarios para produzir a tabela da Figura 35.
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JOGANDO

Agora chegou a hora de brincar com o jogo “Adivinha a Palavra”. Lem-
brando que o jogo é uma o6tima oportunidade de desenvolver nos alunos a
criatividade, a imaginacao, a concentracao, o raciocinio, a afetividade, a capa-
cidade emocional de lidar com as vitérias e derrotas, a empatia e a integracao
social, tudo isso de forma lidica e divertida. Previamente o professor deve
confeccionar os cartdes com as palavras que deverao ser transmitidas(veja o
modelo na Figura 37). Para a producao dos cartdes pode ser usado papelao,
imagens da internet, caneta ou lapis. A ideia é escolher palavras curtas, para
que a brincadeira nao fique macante, e dividir em temas. Veja as sugestoes
abaixo:

— Agoes: Cortar, lavar, comer, beber, pintar, ler, tocar, gritar,...
— Animais: Pato, rato, porco, vaca, cao, gato, leao,...

— Objetos: Copo, garfo, sofa, cama, livro,...

— Carro: Scort, Gol, Doblo, Onix,...

— Nome de pessoas: Carlos, Paula, Caio, Bruna,...

— Estado: PA, PR, MS, MT, ...

— Pais: EUA, Brasil, Franca, Chile, ....

Figura 37: Modelo de cartoes

Vaca
-
A’

oo

Anverso Verso

ANIMAL

Fonte: Elaborada pelo autor.

O docente deve apresentar o jogo, explicar a regra e como jogar, que segue
abaixo:

Regras do jogo:
— Nao pode falar, apenas utilizar os dedos da mao direita com a palma
voltada para o grupo (Figura 38);
— Cada grupo inicia o jogo com a pontuacao zerada;
— Cada rodada de adivinhacao vale 3 pontos;

— A cada tentativa errada é descontada 1 ponto da rodada, quando zerada
a pontuacao da rodada, a mensagem é revelada. Mas o grupo nao pontua
nesta rodada.

Como jogar: Divida igualmente a quantidade de jogadores em dois grupos, o
que sobrar escolhe um dos grupos para ser sua equipe.

Cada grupo indicara um membro para comegar o jogo, este deve transmitir a
mensagem ao grupo utilizando apenas os dedos da mao para indicar o codigo,
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que serd decodificado pela equipe usando a tabela de codigos (Tabela 5). O
dedo levantado significa 1(um) e abaixado 0(zero), veja o exemplo na Figura
38.

Figura 38: Utilizando os dedos da mao para transmitir a mensagem

R

00001 00011 00111 01111

Fonte: https://www.pngegg.com/pt/png-wenmm Editada pelo autor no Paint.

Observe com o aluno que para ter uma padronizagao do c6digo sao necessarios
cinco bits para cada letra, ou seja, cinco dedos para representar uma unica
letra. Isso porque, para codificar a letra A seria necessario apenas um bit,
a saber (1)2, mas para a letra Z sdo necessarios cinco bits, a saber (11010)s,
assim o codigo fica padronizado se reservamos cinco bits para cada letra.

E pensando no sentido lidico do jogo, ja que essas atividadades sao voltadas
para o estudo do cédido de barras, o aluno podera utilizar o Anexo 2, para
representar as informacoes recebidas, fazendo a analogia, barras branca para o
zero(0) e pretas para o um(1).

Assim depois de receber o cédigo, o grupo deve consultar a tabela de cédigos
para descobrir qual é a palavra, lembrando que nao é necessario que toda a
mensagem seja transmitida para que o grupo diga qual ¢ a palavra secreta, ou
seja, a qualquer momento o grupo pode dizer qual é a palavra secreta. Porém
a cada erro sera descontado um ponto do total de 3 pontos, valor incial do
acerto. Ganhara equipe que no final do jogo acumular mais pontos. O tempo
da brincadeira e a forma que acontecera o rodizio dos alunos, fica a critério do
professor.
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Tabela 5: Tabelas de cédigos

Letra | Codigo binario | Cédigo decimal
A 00001 1
B 00010 2
C 00011 3
D 00100 4
E 00101 5
F 00110 6
G 00111 7
H 01000 8
I 01001 9
J 01010 10
K 01011 11
L 01100 12
M 01101 13
N 01110 14
O 01111 15
p 10000 16
Q 10001 17
R 10010 18
S 10011 19
T 10100 20
U 10101 21
\Y% 10110 22
W 10111 23
X 11000 24
Y 11001 25
Z 11010 26

Fonte: Elaborada pelo autor.
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8 Conclusao

Ao final deste trabalho, podemos dizer que é possivel abordar um conteido a partir
da realidade do aluno, valorizando e atribuindo o carater utilitario da matematica, pro-
movendo um ensino mais significativo e mostrando o quanto a matemaética é necessaria
para a nossa vida, conforme diz Jo Boaler: “A matematica é uma atividade humana, um
fenomeno social, um conjunto de métodos usados para ajudar a elucidar o mundo, e ela
faz parte de nossa cultura”.

Pensando nisso, é imprescindivel, mesmo diante de todas as dificuldades enfrentadas
pelos docentes, que eles busquem formacgao que o torne capaz de abordar um conteido
matematico, partindo do conhecimento prévio e da realidade do aluno, e de desenvolver
atividades e metodologias que fagam da matematica algo “Tao natural com a luz do dia”;
como diz a letra da musica da banda Charlie Brown Jr.

Por meio das atividades propostas neste trabalho, o professor pode e deve questionar
e instigar de maneira dialogada os alunos a demonstrarem suas habilidades e capacidades.
Isto é, devemos sempre dar voz ao aluno, pergunta-lo qual a sua opiniao, nunca dizer que
esta errado, e se estiver errado, pedir para explicar o seu raciocinio, sempre utilizar frases
como, “se eu fizesse assim”, “nao poderia ser assim”, “posso te dar uma ideia”, “6timo
pensamento”, “mas sera que”, incentivando o aluno a fazer tentativas. Lembrando que
o importante neste processo nao € estar certo ou errado, e sim como vocé construiu o
pensamento, e que a escola é um lugar ideal para errar e corrigir, e que todo conceito
matematico nao foi criado de um dia para outro, como se fosse um passo de magica. Toda
ciéncia é resultado de varias tentativas e erros, superagao e dedicacao. Vale ressaltar que
a metodologia adotada é investigativa, construtiva, dando autonomia ao aluno, propondo
e incentivando o aluno fazer tentativas, erros, corregoes, sem medo, de estar certo ou
errado, focando sempre no principal, que é o raciocinio légico. O mais importante é ato
de estudar, investigar, debater, discutir, fazer andlise, conjecturas, adaptagoes, corregoes,
retomada de conceito, ou seja, o mais importante na aprendizagem nao é o fim, mas sim
o caminho percorrido.

Com isso, o ambiente da sala de aula ganha em qualidade, pois com o didlogo e a
troca de informacoes, ha maior interagao entre o professor e os alunos, criando situagoes
prazerosas de aprendizagem e construcao de conhecimento.

Portanto, esse trabalho traz uma possibilidade de abordagem matematica a partir do
cotidiano do aluno e do docente, no entanto esta agao nao deve acontecer eventualmente,
e sim transformar-se numa pratica pedagdgica. Que este trabalho sirva de motivacao aos
professores de matematica, que sempre que possivel, faca a abordagem de um conteido
matematico partindo de fatos do dia a dia do aluno, mostrando a utilidade da matematica
e desmistificando o rétulo de disciplina pouco prazerosa e sem uso pratico e, principal-
mente, fazer da matematica uma ferramenta pratica e préxima do cotidiano dos alunos.
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9 Anexos

Anexo 1

Célula Comando
B9 =B7*B5
C9 =CT7*C5H
D9 =D7*D5
E9 =ET*E5
F9 =FT7*F5
G9 =GT7*G5
H9 =H7*H5
19 =I7*I5
J9 =J7*J5
K9 =K7*K5
L9 =L7*L5
M9 =MT7*Mb
N5 =MOD(H15;10)
H13 =SOMA (B9:M9)
113 =H13/10
114 =TRUNCAR(I13)
H15 | =((I11441)*10-H13)

Comandos da tabela figura 35.



Anexo 2

Exemplo

Tabela para representar graficamente o cédigo de barras
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