UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC
CENTRO DE MATEMATICA, COMPUTAGAO E COGNIGAO

Curso de Pos-Graduagao Profissionalizante em Matematica - PROFMAT

Dissertacao de Mestrado

Andréa Ribeiro de Souza Ottoni
Orientador: Prof. Dr. Marcio Fabiano da Silva

Geometria dinamica no estudo de congruéncia
e semelhanca de triangulos na
Geometria Euclidiana

Santo André - SP
Agosto de 2013.






Curso de Pos-Graduacao Profissionalizante em Matematica - PROFMAT

Dissertagao de Mestrado

Andréa Ribeiro de Souza Ottoni
Orientador: Prof. Dr. Méarcio Fabiano da Silva

Geometria dinamica no estudo de congruéncia
e semelhancga de triangulos na
Geometria Euclidiana

Trabalho apresentado junto ao Pro-
grama de Mestrado Profissionalizante
em Matematica da Universidade Fe-
deral do ABC como requisito parcial
para obtencao do titulo de Mestre em
Matematica, sob orientacao do Profes-
sor Doutor Marcio Fabiano da Silva

Santo André,
07 de agosto de 2013.



REDE NACIONAL

Qt MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM

Universidade Federal do ABC

FOLHA DE ASSINATURAS

Assinaturas dos membros da Banca Examinadora que avaliou e aprovou
a Defesa de Dissertagdo de Mestrado da candidata Andréa Ribeiro de
Souza Ottoni, realizada em 07 de agosto de 2013.

Prof. Dr. Marcio Fabiano da Silva (UFABC) - Presidente

QO iadus. M{'ﬂ&\

Prof. Dr. Alexandre Lymberopoulos (USP) - Membro Titular

cdevier
v

Prof/ Dr./Sinué Dayan Barbero Lodovici (UFABC) - Membro Titular

Prof. Dr. Marcus Anténio Mendonga Marrocos (UFAM) - Membro
Suplente

Prof. Dr. Igor Leite Freire (UFABC) - Membro Suplente

Universidade Federal do ABC, Av. dos Estados, 5.001 - CEP 09210-580 - Santo André - SP
Tel 0XX 11 - 4996-0086 www.ufabc.edu.br



Este exemplar foi revisado e alterado em relagdo a versao original,
de acordo com as observagdes levantadas pela banca no dia da
defesa, sob responsabilidade Gnica do autor e com a anuéncia de
seu orientador.

Santo André, 22 de _ A GOSTO de 2043.

Assinatura do autor: f- 77 &

Assinatura do orientador: j(«LMw oLtu AA?AH\-




Dedico este trabalho aos meus pais e a minha filha.



Agradecimentos

Aos meus pais, Homero (in memoriam) e Luana, por acreditarem em mim, finaciarem
meus estudos até a graduacgao e por todo o carinho com a minha filha durante a minha
auséncia. A minha querida filha Luana, que suportou minha auséncia nestes dois anos de
uma maneira maravilhosa . Aos meus professores, principalmente meu orientador Méarcio
Fabiano da Silva, que me incentivou e me atendeu prontamente quando precisei e ao prof.
Sinué Dayan Barbero Lodovici que se prontificou a ajudar a todos os alunos, mesmo os
alunos que nao estavam sob sua orientacao, com o LaTex. A banca examinadora pela
disponibilidade bem como pelas contribuic¢Ges ao trabalho. A minha chefia nas escolas em
que leciono que tiveram paciéncia e tolerancia com minhas auséncias. Aos meus colegas
do mestrado e aos meus amigos que sentiram a minha falta nos fins de semana. A CAPES,
pelo auxilio concedido.

A todos, meus sinceros agradecimentos.



Resumo

Baseados no livro de Moise [8], apresentamos neste trabalho uma teoria axiomética para
os conceitos de congruéncia e semelhanga de triangulos na Geometria Euclidiana Plana.
Exploramos estes conceitos com o uso do software de geometria dinamica Régua e Com-
passo (CaR). A dissertacdo esta dividida em trés partes. Na primeira parte, discutimos os
principais resultados a respeito de congruéncia e semelhanca de triangulos. Na segunda
parte, discutimos o software “régua e compasso”’, detalhando a funcionalidade de cada um
dos botoes. Finalmente, na dltima parte, propomos atividades que exploram o conceito
de congruéncia e semelhanca de triangulos a partir do software.

Palavras-Chave

Geometria Euclidiana, congruéncia, semelhanca, triangulo, software dinamico



Abstract

Based on the book of Moise [8] in this work we present an axiomatic theory about the
concepts of congruence and similarity of triangles in the plane Fuclidean Geometry. We
explore these concepts with the use of the dynamic geometry software named Compass
and Ruler. The dissertation is divided in three parts. In the first part we show the
main results on congruence and similarity of triangles. In the second part we discuss the
Compass and Ruler software by showing how it works. In the last part we suggest some
activities which explore the concepts of congruence and similarity of triangles with the
use of the software.

Keywords

Euclidean geometry, congruence, similarity, triangles, dynamic software.
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Capitulo 1

Introducao

A geometria surgiu de forma intuitiva, através da necessidade e da observagao da natureza
pelo homem. Os registros mais antigos que se tem de atividades humanas acerca da
geometria remontam & época das antigas civilizagoes da Mesopotamia. Em 300 a.C.,
Euclides, um matemaético grego, publicou uma série de 13 livros intitulada “Os Elementos”.
Em sua homenagem, a geometria plana que é trabalhada no ensino basico é conhecida
como Geometria Euclidiana Plana. Neste trabalho, Euclides constréi axiomaticamente a
geometria plana.

O método axioméatico consiste na construcao de uma teoria na qual os resultados devem
ser demonstrados a partir de certas afirmacoes, que sao supostas verdadeiras, conhecidas
como Axiomas ou Postulados. Apesar do belissimo e rigoroso trabalho feito por Euclides
em Os Elementos, muitos termos e conceitos ali presentes nao estavam claros e bem
definidos. Por exemplo, o livro I trata de geometria plana e sua construgao baseia-se nas
dez seguintes proposi¢oes, sendo as cinco primeiras Axiomas e as cinco ultimas Postulados:

1. Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao iguais entre si.

2. Se iguais sao adicionados a iguais, os resultados sao iguais.

3. Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

4. Coisas que coincidem uma com a outra, sao iguais.

5. O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.

6. Existe uma tnica reta contendo dois pontos dados.

7. Todo segmento de reta pode ser estendido indefinidamente em todas as direcoes.

8. Existe uma circunferéncia com quaisquer centro e raio dados.
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9. Todos os angulos retos sao iguais entre si.

10. Se uma reta intersecta outras duas retas formando angulos colaterais internos cuja
soma é menor do que dois retos, entao as duas retas, se estendidas indefinidamente,
interceptam-se no lado no qual estao os angulos cuja soma é menor do que dois
retos.

Este tltimo postulado é conhecido como V Postulado de Euclides ou Postulado das Pa-
ralelas. Nele é que se baseiam a geometria Euclidiana e as chamadas Geometrias Nao-
Euclidianas.

O desenvolvimento da Analise e da Teoria dos Conjuntos, principalmente no inicio do
Século XX, deram & Geometria a possibilidade de uma nova abordagem, no que se refere
a construcao de uma teoria axiomatica, sendo David Hilbert um dos maiores responsaveis
pelo desenvolvimento dessas areas. No trabalho The Foundations of Geometry, Hilbert
supoe a existéncia de trés relagoes primitivas que sao expressas por um ponto pertence
a uma reta, um ponto esté entre dois pontos e a relacao de congruéncia. Essas relagoes
devem satisfazer uma série de axiomas, divididos nos seguintes grupos: Incidéncia, Ordem,
Continuidade, Medida e Congruéncia.

Para o desenvolvimento desta dissertacao, admitiremos, o Postulado das Paralelas em
uma de suas formas equivalentes, devido a Playfair: dados uma reta e um ponto fora
dela, existe uma unica reta passando pelo ponto dado e paralela a reta dada. Para a
construgao da geometria plana, baseamo-nos no livro de Moise [8|. Para esta construgao,
admitimos, por exemplo, as propriedades dos ntimeros reais. E o caso do Postulado da
Reta, que afirma que toda reta tem um sistema de coordenadas.

Nosso trabalho esté dividido em trés partes: na primeira, apresentamos os conceitos de
congruéncia e semelhanga de triAngulos para a Geometria Euclidiana, de acordo com [8|.
Isto sera feito nos Capitulos 2, 3, 4 ¢ 5. O Capitulo 2 contém os postulados e as defini¢oes
e resultados preliminares, necessarios para introduzirmos os conceitos de congruéncia e
semelhanca de tridngulos, que serao detalhados nos Capitulos 3, 4 e 5.

No Capitulo 6, apresentamos a funcionalidade do software Régua e Compasso, que tem
distribuicao livre e gratuita. Esta foi uma das razoes pela escolha deste software no
desenvolvimento de nosso trabalho. Outros motivos para sua escolha sao a simplicidade
operacional que ele oferece e sua qualidade como um software de geometria dinamica,
permitindo-nos explorar conceitos geométricos e programacao de macros.

No Capitulo 7, exploramos os conceitos de congruéncia e semelhanca de tridngulos com
o uso do software Régua e Compasso, por meio de atividades que podem ser propostas e
realizadas em sala de aula com alunos do ensino fundamental e médio.



Capitulo 2

Preliminares

Nesta disserta¢do, pontos, retas e planos sao tomados como termos primitivos (nao-
definidos), sendo a reta e o plano conjunto de pontos. O mesmo acontece com a relagao
pertencer: pontos pertencentes a retas e planos.

A seguir, serao apresentados postulados, defini¢oes e resultados, que serao utilizados na
construcao dos conceitos de congruéncia e semelhanca de tridangulos. Nao apresentaremos
as demonstracoes destes resultados preliminares, que podem ser vistas em detalhes em
[8]. Nosso objetivo neste capitulo é fixar nota¢do e mostrar a teoria axiomatica que
adotamos, passando pelos postulados de incidéncia e ordem, medidas de segmentos e
angulos e convexidade.

2.1 Postulados de Incidéncia

Postulado de Incidéncia 0: Retas e planos sao conjuntos de pontos.

Definicao 2.1. Pontos pertencentes a uma reta sao chamados colineares e pontos per-
tencentes a um plano sao chamados coplanares.

Postulado de Incidéncia 1: Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta que os
contém.

Notacgao: dados dois pontos P e @), a reta que os contém ¢é representada por %

Postulado de Incidéncia 2: Dados trés pontos nao-colineares, existe um tnico plano que
0s contém.
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Postulado de Incidéncia 3: Se dois pontos pertencem a um plano, a reta que os contém
esta contida nesse plano.

Postulado de Incidéncia 4: Se dois planos distintos tém algum ponto em comum entao
sua interseccao é uma reta.

Postulado de Incidéncia 5: Em toda reta existem pelo menos dois pontos distintos. Todo
plano contém pelo menos trés pontos nao colineares.

Proposicao 2.1. Duas retas distintas interceptam-se no mdximo em um ponto.

Proposicao 2.2. Dados uma reta e um ponto fora dela, hd exatamente um plano que
contém a reta dada e que passa pelo ponto dado.

2.2 Postulados de Ordem

A fim de introduzirmos a relagao estar-entre para pontos, admitiremos os seguintes pos-
tulados de distancia:

Postulado de Distancia 0: Existe uma funcao d cujo dominio sao os pares de pontos de
um espaco geométrico S e cujo contradominio é R. Na notacao de conjuntos,

d: SXS—R

Esta fungao satisfaz os seguintes postulados.
Postulado de Distdncia 1: Para cada par de pontos P, Q) € S, vale que d(P, Q) > 0.

Postulado de Distancia 2: Para cada par de pontos P, Q) € S vale que d(P,Q) =0« P =
Q.

Postulado de Distdancia 3: Para cada par de pontos P,Q € S,d(P,Q) = d(Q, P).
Notagao: d(P,Q) = PQ.

A funcao d que satisfaz os postulados de Distancia 0-3 é chamada de funcao distancia.

Definicao 2.2. Seja L uma reta e f : L — R uma aplicagao biunivoca entre L e R.
Dizemos que f € um sistema de coordenadas para L se

PQ=|f(P) - f(Q),VP,Q € L.




2.2. POSTULADOS DE ORDEM 5

Neste caso, * = f(P) é a coordenada do ponto P.

Postulado de Distancia 4: (Postulado da reta) Toda reta admite um sistema de coorde-
nadas.

Proposigao 2.3. (teorema da colocagio da réqua) Sejam P e Q) dois pontos distintos de
uma reta L. Eziste um sistema de coordenadas no qual a coordenada de P é O (isto €, P
¢ a origem) e a coordenada de () € positiva.

Definicao 2.3. Sejam A, B e C trés pontos distintos e colineares. Dizemos que B estd
entre A e C, e escrevemos A — B — C' se

AB+ BC = AC.
Proposigao 2.4. Se A— B — C entio C — B — A.

Proposicao 2.5. Dados 3 pontos distintos quaisquer numa reta L, exatamente um deles
esta entre os outros dois.

Proposigao 2.6. Sejam A e B dois pontos distintos. Entdo:

1. existe um ponto C' tal que A — B — C;

2. existe um ponto D tal que A — D — B.

A partir da relagao estar-entre, definimos segmento de reta e semirreta.

Definicao 2.4. Dados dois pontos distintos A e B em uma reta, o conjunto de pontos
formado por A, B e os pontos entre A e B € chamado de segmento entre A e B, que €
denotado por AB.

5|
&

€« ———— ——— ==

Figura 2.1: Segmento de reta

Definicao 2.5. Dados dois pontos distintos A e B em uma reta, o conjunto de pontos
formado por todos os pontos C' pertencentes a reta jﬁ tal que A nao esteja entre C' e B
€ chamado de semirreta. Essa semirreta € representada por AB.

O ponto A € chamado de origem da semirreta AB.
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> Bl

L R N

A B

Figura 2.2: Semirreta

Definicao 2.6. A unido de duas semirretas distintas que possuem a mesma origem, mas
nao estao contidas em uma mesma reta, € chamada angulo . FElas sao chamadas de lados
do dngulo, e sua origem é chamada de vértice do dngulo.

Notagao: o angulo formado pelas semirretas E e K@ serd, denotado por ZBAC.
Quando nao houver ambiguidade, usaremos a notagao A.

B

A C

e
=

Figura 2.3: Angulos

Definigao 2.7. Dados trés pontos A, B e C nao colineares, entdo o conjunto

ABUAC U BC.
¢ chamado de triangulo.
Notagao: AABC.
B
AB BC
A* — C
AC

Figura 2.4: Triangulo
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Os trés segmentos AB, BC' e AC sao chamados de lados do triangulo, os pontos A, B e C
sao chamados vértices do triangulo e ZBAC, ZACB e ZABC sao os dngulos do AABC.

Proposicao 2.7. Se A e B sdo dois pontos distintos quaisquer entio AB = BA.
—  —
Proposicao 2.8. Se C' ¢ um ponto de 1@, distinto de A, entao AB=AC.

— —
Proposicao 2.9. Sejam By €AB, com By distinto de A e B, e Cy € AC, com C distinto
de A e C. Entao LBAC = £ZB{ACY.

Proposigao 2.10. Se AB = CD entio A, B € {C, D}.

A seguir, apresentamos o conceito de congruéncia de segmentos.

Definicao 2.8. Dado um segmento AB, definimos a medida de AB como sendo o nimero
real d(A, B) = AB.

Notagao: m(AB) = AB.

Definicao 2.9. Dados dois segmentos AB e CD, dizemos que AB e C'D sdo congruentes
se AB=CD.

Notacgao: AB = CD

O proximo resultado trata do transporte de segmentos, que é uma constru¢ao muito
importante na geometria.

Proposicao 2. 11 (teorema da Construgao de Segmentos) Dados um segmento AB e
uma semirreta CD existe um unico ponto E EC’D tal que CE = AB.
O proximo resultado nos ensina a “somar” segmentos.

Proposicao 2.12. (teoreWa aditividade de segmentos) Se A—B—C,A'—B'—C', AB =
A'B" e BC' = B'C" entao AC = A'C".

Definicao 2.10. Se A—C — B e AC = CB, entio C € chamado de ponto médio de AB.

Teorema 2.1. Um segmento tem um inico ponto médio.
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2.3 Postulados de Separacao

Nesta secao, apresentamos o conceito de convexidade de regioes planas. Os resultados
desta secao sao muito utilizados nas demonstracoes dos resultados das segoes posteriores.

Definicao 2.11. Um conjunto C de pontos é dito convexo se VP,Q € C(P # Q), PQ C
C.

A seguir, enunciamos o chamado Postulado de Separacao, que garante que uma reta di-
vide o plano que a contém em duas regides convexas.

PS.1 - Dados uma reta L e um plano m que a contém, o conjunto de pontos que estao em
7 e nao estao em L ¢é a uniao de dois conjuntos disjuntos H; e H,, tais que

(a) Hy e Hy sdo convexos.
(b)se P€ Hye Q € Hj, com 4,5 € {1,2}, i # j, entdo PQ N L # 0.

7T\L = Hl UH2

Definicao 2.12. Nas condigoes de PS.1, dizemos que L separa m em dois semiplanos Hq
e Hy de origem L. Também dizemos que Hy e Hy sao os lados da origem L em .

Notacgao:

P,Q € H;, comi € {1,2}, escrevemos P, () m.l. L para indicar que P e @) estdo do mesmo
lado de L.

PeH;eQe€ H;,comi,je{1,2},i+#j, escrevemos P,Q lo. L para indicar que P e Q)
estao em lados opostos de L.

Teorema 2.2. (Postulado de Pasch) Dados um tridngulo AABC' e uma reta L no mesmo
plano, se L contém um ponto E tal que A — E — C entao LN AB # () ou L N BC # (.

— —
Definicao 2.13. Se A— B — C' entao BA e BC sao chamadas semirretas opostas.

<
Definigao 2.14. O interior do dangulo LA = ZBAC é a intersecgcao do lado de AB que

—
contém C' com o lado de AC' que contém B. O exterior do ZBAC € o conjunto de pontos
que nao estao no interior e nem sobre o dngulo.

Notagao: int(£BAC) indica o interior do angulo ZBAC, enquanto que ext(£ZBAC)
indica seu exterior.
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— —
Observacao 2.1. X € int(LBAC) = X,C m.l. AB e X,B m.l. AC.

Definigao 2.15. O interior do triangulo AABC é a intersecgio dos interiores de seus
trés dngulos.

Notacgdo: /A = /BAC é o angulo oposto ao lado BC do AABC.

Teorema 2.3. Todo lado de um tridngulo, com exce¢ao de seus extremos, estd contido
no interior do dngulo oposto.

Teorema 2.4. Se F' € int(£BAC) entdo AF \{A} Cint(£BAC).

Teorema 2.5. Considere 0o NABC' e sejam D, E e F tais que B— D —-C, A—C—F e
A—D—F. Entao F € int(LBCE).

A C E

Figura 2.5: Teorema 2.5

Teorema 2.6. Sejam L uma reta, A e F' dois pontos distintos de L e B,G l.o. L. Entao
- —
FBN AG= 0.

Figura 2.6: Teorema 2.6
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Teorema 2.7. No tmangulo AABC seja D um ponto entre A e C e seja E um ponto
tal que E, B m.l. AC’ Entao DE NAB # () ou DE NBC # (.

A B
Figura 2.7: Teorema 2.7

—
Teorema 2.8. (teorema da Barra Transversal) Se D € int(£BAC) entao AD NBC' =
{X}, onde B—X —C.

2.4 Postulados de Medicao de Angulos

Do mesmo modo que definimos congruéncia de segmentos em termos de medidas, de-
finimos congruéncia de angulos. Para isto, comecamos apresentando os postulados de
medicao de angulos.

Postulado de Medigao de dngulos 0: Existe uma funcao m, que chamamos de medida
angular, cujo dominio é o conjunto de todos os angulos e cuja imagem é o intervalo real
10, 180[. Na notagao de conjuntos, se A denota o conjunto de todos os angulos, entao

m : A —]0,180[C R,

onde 0 < m(a) < 180, Va € A.

Postulado de Medigao de dangulos 1: (Postulado da construgao de angulos) Seja 1@ uma
semirreta contida na origem de um semiplano H. Para todo ntimero real a, 0 < a < 180,

existe exatamente uma semirreta ﬁ com P € H, tal que m(£LPAB) = a.
Postulado de Medigao de dngulos 2: (Postulado da adigao de angulos) Se D € int(£BAC)
entdo m(£LBAC) = m(£LBAD) +m(£DAC).

Definicao 2.16. Se 1@ € 1@ sao semairretas opostas e zﬁ € uma outra semirreta,
dizemos que os dngulos ZDAB e ZDAC' formam um par linear.

Definigao 2.17. Dizemos que dois angulos ZABC' e ZDEF sao suplementares se m(£LABC)+
m(ZDEF) = 180.
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Postulado de Medicao de dangulos 3: (Postulado do suplemento) Se dois angulos formam
um par linear entao eles sao suplementares.

Definigao 2.18. Dizemos que dois angulos ZABC e ZDEF sao congruentes se m(£LABC') =
m(LDEF).

Notagao: ZABC = /DFEF.

Definicao 2.19. Se num par linear os dois dngulos sao congruentes entao cada um deles
¢ chamado de dngulo reto.

e
Teorema 2.9. (Teorema da construgao de dangulos) Seja ZABC um dngulo, B'C' uma
semirreta contida na origem de um semiplano H. Entdo existe exatamente uma semirreta

—
B'A’, com A" € H, tal que ZABC = LA'B'C".

Teorema 2.10. (Teorema da aditividade de angulos) Se D € int(£BAC), D' € int(£B'A'C"),
LBAD = /B'A'D', /ZDAC = £LD'A'C" entao ZBAC = /LB'A'C.

Definicao 2.20. Duas semirretas sao chamadas de perpendiculares se sua uniao for um
angulo reto.

Se f@ e zﬁ forem perpendiculares, escrevemos 1@ al /ﬁ

Definigao 2.21. Se a for um dngulo tal que 0 < m(«) < 90, dizemos que o é um dngulo
agudo. Se a for um dngulo tal que 90 < m(«a) < 180, dizemos que o é um dngulo obtuso.
Dois dngulos sao complementares se a soma de suas medidas € um dngulo reto.

Definigao 2.22. Se m(£LABC) < m(LDEF), dizemos que ZABC € menor que ZDEF.
Neste caso, escrevemos ZABC < /DEF.

Definicao 2.23. Dois dngulos formam um par vertical se seus lados formarem pares de

semirretas opostas. Ou seja, se B— A—C', C—-—A—-B' e j@ #+ AB', entao ZBAC e
LB'AC" formam um par vertical (também chamamos de dngulos opostos pelo vértice).

Teorema 2.11. (Teorema do par vertical) Se dois dngulos formam um par vertical entdo
eles sao congruentes.
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Capitulo 3

Congruéncia entre Triangulos

Neste capitulo, apresentamos o importante conceito da Geometria, conhecido como con-
gruéncia entre triangulos. Este conceito esta relacionado a seguinte questao: “dados dois
triangulos, é possivel mover um deles de modo que ele fique perfeitamente sobreposto com
o outro?” Em outras palavras, “se existe um movimento rigido (composigao de translagdes
com rotagoes) que transforma um triangulo no outro”. Nesta dissertagao, ndo estudaremos
os movimentos rigidos, mas daremos condi¢oes para dizer se tal sobreposicao é “perfeita’
ou nao.

3.1 Critérios de congruéncia e consequéncias

Como veremos na definicao a seguir, quando dois tridngulos sao congruentes, os lados
e os angulos de um deles sao congruentes aos respectivos lados e angulos do outro. A
questao ¢é se para analisarmos a congruéncia entre dois triangulos, estas seis condigoes
de congruéncia devem ser verificadas. A resposta ¢ NAO, pois admitindo-se o chamado
Postulado LAL de congruéncia, outros critérios surgem com a finalidade de assegurar a
congruéncia entre tridngulos, sem a necessidade de passarmos pelas seis condi¢oes. As
provas dos resultados deste capitulo também podem ser encontradas em ([8]), mas apre-
sentaremos versoes delas nesta dissertagao, pois temos por objetivo estudar a Congruéncia
entre triangulos. Comecamos com algumas defini¢oes importantes.

Definigao 3.1. Dados os tridngulos NABC, ADEF e uma correspondéncia biunivoca
ABC < DEF entre seus vértices, se cada par de lados correspondentes forem congruentes
e cada par de dngulos correspondentes forem congruentes, entao esta correspondéncia €
uma congruéncia. Isto €, a correspondéncia

ABC < DEF

13
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¢ uma congruéncia se todas as seis condigoes sequintes forem satisfeitas:

AB = DE, /A= /D,
AC = DF, /B> /FE,
BC = EF, /0~ /F.

Se ABC < DEF ¢é uma congruéncia, dizemos que os tridngulos NABC e ADEF sao
congruentes, e escrevemos

ANABC = ADEF.

A ¢ D F

{Tridngulos
congruentes

Definicao 3.2. Um tridngulo € dito isosceles se possui dois lados congruentes. Neste caso,
o terceiro lado € chamado de base do tridngulo e os dngulos opostos aos lados congruentes
sao chamados de angulos da base. Se todos os lados de um tridngulo forem congruentes,
entao o triangulo € dito equilatero. O tridngulo que nao € isdsceles nem equildtero é dito
escaleno.

Como ja foi dito, se quisermos verificar se uma correspondéncia é uma congruéncia, nao
precisamos checar todas as seis condigoes. Para isto, admitimos o chamado Postulado
Lado-Angulo-Lado de congruéncia entre tridangulos.

3.1.1 Postulado LAL de Congruéncia

Dados dois triangulos e uma correspondéncia entre seus vértices, se um par de lados de
um triangulo e o angulo formado entre eles sao congruentes as partes correspondentes
do outro, entao a correspondéncia ¢ uma congruéncia. Por exemplo, dados os triangulos
AABC,ADFEF e a correspondéncia biunivoca ABC < DEF entre seus vértices, se
AB = DFE. /A= /D e AC = DF ,entdio AABC = ADEF.



3.1. CRITERIOS DE CONGRUENCIA E CONSEQUENCIAS 15

E E

Figura 3.1: Postulado LAL de Congruéncia

Teorema 3.1. (Teorema do tridngulo isdsceles) Se um tridngulo € isdsceles, entdo os
angulos da base sao congruentes.

B C

Figura 3.2: Teorema do triangulo is6sceles

Demonstragdo. Dado o triangulo AABC, suponha que AB =2 AC. Mostremos que /B =
ZC'. Considere a correspondéncia ABC' <> AC'B entre os triangulos AABC ¢ AACB.
Como AB = AC e LA = LA, segue do Postulado LAL de congruéncia que ANABC =
ADFEF. Portanto, /B = /C. O]

Corolario 3.1. Todo tridngulo equildtero possui os trés dangulos congruentes.

Demonstragao. Dado o triangulo AABC equilétero, basta aplicar o Teorema 3.1 aos lados
AB e AC, obtendo-se que /B = Z(C' e depois repetir o processo para os lados AC' e BC,
obtendo-se que LA~ /B = /C. n

Teorema 3.2. Dada uma reta e um ponto que nao pertencente a essa reta, entao existe
uma reta que passa por esse ponto e € perpendicular a reta dada.

Demonstra¢ao. Sejam r uma reta e B um ponto, tal que B ¢ r. Sejam A e C' pontos da
reta r. Pelo Teorema 2.9, existe um ponto @) tal que

1. B e @ se encontram em lados opostos de r,
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Figura 3.3: Teorema 3.2

2. /BAC = /QAC.
3. BB NAC =G

Pela Proposicao 2.11, existe B’ pertencente a @ tal que AB’ = AB. Ha as duas seguintes
possibilidades:

1. G # A. Neste caso, concluimos que ANAGB = NAGB’. Assim, ZAGB = Z/AGB'.
Como esses dois angulos sao suplementares e congruentes, temos que os dois sao
angulos retos. Portanto 1A

2. G = A. Nesse caso /ZBGC =2 /BAC e /B'GC = ZQAC. Portanto /BGC =

/B'GC. Como estes angulos formam um par linear entao 1 AC.

Teorema 3.3. (ALA)

Dados os triangulos AABC, ADEF e uma correspondéncia biunivoca ABC <> DEF
entre seus vértices, se /A= /D, AC =2 DF e¢ /C = /F, entio NABC =2 ANDEF.

Demonstracao. Pela Proposigao 2.11, existe um ponto B’ sobre ﬁ tal que DB’ =2 AB

Segue do lﬁculado LAL de congruéncia que AABC = ADB'F . Logo, /DFB =
/ACB e FB' = ﬁ Consequentemente, B’ = E. Portanto, temos que AABC =
ADEF.

L]

Corolario 3.2. Se dois dngulos de um tridngulo sao congruentes, entio o tridngulo é
isosceles. Isto €, dado NABC se /A= /D, entao AB = AC.
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B E
cC D " F
A H # H# -
Figura 3.4: Caso ALA de congruéncia
B
A C

Figura 3.5: Demonstragao do caso ALA

Demonstragao. Considere a correspondéncia ABC' +» ACB. Por hipétese, ZB <> ZC, BC +
CBe /ZC + /B. Assim, pelo Teorema 3.3 AABC = ANACB. Logo, AB = AC.

]

O proximo corolério é a reciproca do Corolério 3.1.

Corolario 3.3. Todo triangulo que possui trés dngulos congruentes € equildtero.

Demonstragao. Dado AABC, suponha que £ZA = ZB = /(. Basta aplicar o Corolério
3.2 aos angulos ZA e ZB, obtendo-se que BC' = AC, e depois repetir o processo para os
/A e /C, obtendo-se que AB = BC. Portanto, BC' = AC = AB.

]

Teorema 3.4. (LLL)
Dados os triangulos NABC, ADEF e uma correspondéncia biunivoca ABC <> DEF, se
AB = DE,BC = EF ¢ AC = DF, entio AABC = ADEF.

Demonstracao. Primeiro vamos “copiar” ADFEF no lado de baixo do AABC' formando
o AAB'C =2 ADEF como mostra a figura:

1. Pelo Teorema 2.9, existe () tal que (Q e B estao em lados opostos de 1@ e ZCAQ =
/FDE.



18 CAPITULO 3. CONGRUENCIA ENTRE TRIANGULOS

Figura 3.6: Demonstracao do caso LLL

2. Segue do Teorema da Construcao de Segmentos que existe B’ sobre 1@ tal que
AB = DE.

3. Pelo Postulado LAL de Congruéncia, temos que AAB'C =2 ADEF.

Agora vamos mostrar que AAB'C' =2 NABC e que, portanto AABC = ADEF. Por
construcao de B’, temos que BB’ intersecta % no ponto G, pois B e B’ se encontram
em lados opostos de AC. H& os seguintes casos:

i) A— G — C (conforme Figura 3.6)
i) A=G

Bl’

Figura 3.7: A=G

i) G—A—C
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B

[
__*__
™

Bi’

Figura 3.8: G- A-C

iv) G=C
v) A-C -G

Os casos G = C e A— C — G sao anélogos aos casos (ii) e (iii).

Demonstragio do caso (i): por construcdo, o triangulo AAB'B é isosceles, pois AB’ =
DE = AB. Logo, m/ABG = m/AB'G e m/CBG = m/CB'G. Temos que G pertence
ao interior do angulo ZABC' (uma vez que A—G—C, pelo Teorema 2.3). De modo analogo,
G se encontra no interior do angulo ZAB'C. Consequentemente, segue do Teorema de
aditividade de angulos que ZABC = ZAB'C'. Pelo Postulado LAL de Congruéncia, segue
que AABC = ANAB'C. Portanto, AABC = ADFEF. A demonstracao dos casos (ii) e
(iii) podem ser feitas de maneira analoga.

[]

Definicao 3.3. Dado o dngulo ZABC, se D for um ponto tal que D pertence ao interior
do dngulo ZABC ¢ ZABD = ZCBD, dizemos que BD ¢€ a bissetriz do angulo ZABC.

Teorema 3.5. Todo dngulo tem uma e apenas uma bissetriz.

Demonstracio. Dado ZBAC, sem perda de generalidade, suponha que AB =2 AC.

Figura 3.9: Bissetriz
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Demonstracdo: seja D o ponto médio de BC. Entdo D se encontra no interior do angulo
ZBAC. Pelo Teorema 3.4 (LLL), AADC = AADB. Portanto ZBAD = ZCAD; e
assim 1@ é bissetriz do ZBAC.

Agora precisamos mostrar que ela é tinica e para isso é suficiente mostrar que toda bissetriz
do ZBAC passa pelo ponto médio D.

Suponha que exista AE outra bissetriz do ZBAC. Entao necessariamente E se encontra
no interior do ZBAC' e pelo Teorema 2.8 segue que E intersecta BC' em algum ponto
D', entre B e C. Pelo Postulado LAL de congruéncia, temos que AAD'C =2 NAD'B.
Portanto, D'B = D'C, e D' é ponto médio de BC. Como, pelo Teorema 2.1, BC tem
apenas um ponto médio, segue que ZBAC' tem somente uma bissetriz.

O

3.2 Desigualdades Triangulares

Até aqui, em nosso estudo de geometria de tridngulos, nos temos lidado somente com con-
gruéncia, ou teoremas, onde sob certas condicoes podemos demonstrar que dois segmentos
(ou angulos) sao congruentes. Nos vamos agora investigar condigoes sobre as quais nos
podemos dizer que um segmento é maior do que outro, ou que um angulo é maior do que
outro.

Do mesmo modo que na Defini¢ao 2.18, definimos desigualdade entre angulos em termos
de medida. Isto é,

/ABC < /DEF se m/ZABC <m/ZDEFEF.
Essa mesma ideia pode ser descrita em termos de congruéncia. Nos podemos dizer que

/ABC < ZDFEF se existe um ponto (G, na parte interna do ZDFEF tal que ZABC =
/GEF.

k)

EBE C E
Figura 3.10: Desigualdade angular

Definicao 3.4. Dizemos que AB é menor do que CD se a distincia AB for menor do
que a distancia CD. Ou ainda, dizemos que se existe um ponto E, entre C' e D, tal que

AB = CE, entio AB < CD.
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- e | .
A B C E D

Figura 3.11: Desigualdade entre segmentos

Vamos analisar agora as desigualdades associadas a um determinado triangulo.

Definigao 3.5. Os angulos internos de um triangulo sao os angulos formados pelos lados
do triangulo.

Definicao 3.6. Dado um NABC. Se A— C — D, entao ZBCD ¢é chamado de angulo
externo do ANABC'.

b
-

cC D

e

Figura 3.12: Angulo Externo

O angulo interno de um triangulo e seu dngulo externo sao suplementares. Todo triangulo
tem seis angulos externos, como indicado na figura abaixo.

B/

iy
:/64 T s

Figura 3.13: Angulos Externos e Internos

Definigao 3.7. Dado um ANABC, os ZBAC e ZABC' sdo chamados de dngulos internos
opostos ao vértice C'. Analogamente, Z/BCA e ZC'AB sao chamados de dngulos internos
opostos ao vértice B.
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Teorema 3.6. (Teorema do Angulo Ezxterno) Um angulo externo de um tridngulo é maior
do que qualquer dngulo interno oposto a ele.

Isto é, dado um AABC, se A— C — D, entao

/ZBCD > /B e /ZBCD > /A.

Demonstragdo. Seja E o ponto médio de BC.

Pela 2.11, existe F tal que A — E — F e EA = EF. Como, por hipétese, EB = EC e
ZAEB = ZFEC (OPV), entao pelo Postulado LAL de Congruéncia AAEB = AFEC
, portanto /B = ZBCF.

Uma vez que, por construcao, F' se encontra na parte interna do ZBC D, entao ZBCF <
/BCD e portanto
/B=/BCF < /Z/BCD.

oy
-

A cC D

Figura 3.14: Teorema do Angulo Externo

Corolario 3.4. A perpendicular de uma reta dada, que passa por um determinado ponto
nao pertencente a ela, € unica.

Isto €, seja r uma reta e P um ponto nao pertencente a ela, entao existe uma, e somente
uma, reta que passa por P e é perpendicular a r.

Demonstracao. Suponha que existam duas retas perpendiculares a r e passando por P e
que intersectem r nos pontos ) ¢ R. Vamos mostrar que é impossivel.

Seja S um ponto de r tal que @ — R — S, entao ZPRS é um angulo externo do APQR
e ZPQR é um dos angulos internos opostos a R, como os dois sao retos, de acordo com
o Teorema 3.6, isso é impossivel, pois ZPRS > ZPQR.

]
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P
3 ? r
< 4 -
Q R S
Figura 3.15: Corolario 3.4
A
E - i -
-_HHHH xl\
g

Figura 3.16: Demonstracao Proposigao 3.1

Proposicao 3.1. Se dois lados de um tridngulo nao sao congruentes, entdao os dngulos
opostos a eles nao sao congruentes, e o maior dngulo é o oposto ao maior lado.

Isto &, dado um AABC, se AB > AC, entdo ZC > /B.

Demonstracao. Seja D um ponto de zﬁ, tal que AD = AB, entdao A—C — D, conforme a
Figura 3.15, porque AD = AB > AC. Como os angulos da base de um triangulo isésceles
sao congruentes, temos

/ABD = /D. (3.1)

Como A — C — D, segue que C se encontra na parte interna de ZABD. Portanto

/ABC < /ABD (3.2)

Portanto

/ABC < /D (3.3)

Uma vez que ZACB é um angulo externo do ABC' D, pelo Teorema 3.6 temos
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/D < /ACB (3.4)

Por 3.3 e 3.4,
LABC < LACB.

Assim, no AABC', temos
LB < ZLC

]

Proposigao 3.2. Se dois dngulos de um tridngulo nao siao congruentes entao os lados que
se opoem a estes dngulos nao sao congruentes e o maior lado opoe-se ao maior dngulo.

Isto é, dado um ANABC, se /B < ZC, entao

AC < AB.

Demonstracao. Se E_% E,_entéo pelo Teorema 3.1, segue que /B = ZC, o que con-
tradiz a hipotese. Se AC' > AB, entao pela Proposicao 3.1, segue que /B > ZC, o que
contradiz a hipotese.

Portanto a tnica possibilidade é

[]

Proposicao 3.3. O menor segmento unindo uma reta a um ponto fora dela € o segmento
perpendicular.

Isto é, seja r uma reta, P um ponto nao pertencente a r, () a intersecao da reta r com a
reta que passa por P e é perpendicular a r, denominado pé da perpendicular baixada do
ponto P a reta r e R um ponto qualquer distinto de () pertencente a r, entao PQ < PR.

Demonstragao. Seja S um ponto pertencente a r tal que S — @ — R, entao ZPQS é um
angulo externo do APQR. Portanto ZPQS > ZPR(Q). Como PQ L r sabemos que
/ZPQS = /PRQ, portanto ZPRQ < ZPQR e pela Proposicao 3.2 segue que PQ <
PR. O

Teorema 3.7. (Desigualdade Triangular): Em qualquer tridngulo, a soma de dois de seus
lados € maior do que o terceiro lado.

Isto é, dados trés pontos nao colineares A, B e C, tém-se que AB + BC' > AC.
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r

A

Figura 3.17: Menor distancia entre um ponto e uma reta

Demonstracao. Seja D um ponto pertencente a C? tal que C — B — D e BD = BA,
entao

CD = AB + BC. (3.5)

Como B se encontra na parte interna do ZDAC', pela Proposicao 2.3, temos

/DAB < /DAC (3.6)

E uma vez que ABAD ¢é isosceles, com BA = BD, segue que /D = /BAD, portanto

/D < /DAC (3.7)

Figura 3.18: Desigualdade triangular

Aplicando a Proposicao 3.2 para o0 AADC, temos CD > AC, expressando em termos de
distancia, temos

CD > AC (3.8)
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Por 3.5 e 3.8, temos
AB+ BC =CD > AC.

Figura 3.19: Desigualdade triangular

Proposicao 3.4. Dados AABC e ADEF, se AB= DFE,AC = DF ¢ LA > /D, entao
BC > EF.

Figura 3.20: Proposicao 3.4

Demonstracao. 1. Existe K, na parte interna de ZBAC', tal que AAKC =2 ADEF.

Figura 3.21: Demonstracao Proposicao 3.4
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Para mostrar isso, primeiro pegamos (), no mesmo lado de B em relagao a % , tal que
ZQAC = LZEDF (Pelo Teorema 2.9). Uma vez que ZA > /D, @) se encontra na parte
interna do ZBAC'. Seja K pertencente a @ tal que AK =2 DE = AB. Por LAL, temos
NAKC = ADEF.

2. Agora, seja zﬁ a bissetriz do /BAK.

Figura 3.22: Demonstracao Proposigao 3.4

" - .
Pelo Teorema 3.5, AK intersecta BC' no ponto L, do mesmo modo , 1@ intersecta BL
no ponto M.

3. Pelo Postulado LAL de Congruéncia, temos

ANABM = NAKM.

Portanto M B = M K. Pelo Teorema 3.7, temos

CK <CM + MK.

Portanto
CK<CM+ MB,

Uma vez que CM + MB =CB, pois C — M — Be CK = EF, pois AAKC = ADEF,
temos, finalmente FF' < CB.

m
Teorema 3.8. (LAA) Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se dois dngulos

e um lado do primeiro triangulo sao congruentes as partes correspondentes do sequndo,
entao a correspondéncia € uma congruéncia.
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Figura 3.23: Caso LAA de Congruéncia

Isto ¢, Dado AABC, ADEF e ABC « DEF, se AB = DE, /A= /D e /C = /F,
entao

ANABC = ADEF

Como o caso em que o lado dado se encontra entre os angulos ja foi demonstrado ALA,
vamos demonstrar apenas o outro caso LAA.

Demonstra¢ao. Seja F' um ponto de ﬁ, tal que DF' =2 AC. Pelo Azioma de congruén-
cia, temos

ANABC = ADEF',

portanto /F’' = /F. Mas entao

D-F—F, (3.9)
D—F —F ou (3.10)
F=F. (3.11)

Se 3.9, entao ZF é um angulo externo do AEFF’, pois ZF > /F', o que ¢ falso.
Se 3.10, entao ZF’ é um angulo externo do AEFF' e /F" > /F, o que é falso.
Portanto /F = ZF', e NABC = ADEF.



Capitulo 4

Postulado das Paralelas

Em geometria, o postulado das paralelas, também chamado de quinto postulado de Eu-
clides, ¢ um axioma independente dos demais. Como ja dito, adotaremos neste trabalho
o enunciado devido a Playfair. Antes de chegarmos ao postulado das Paralelas veremos
alguns conceitos necessarios para futuras demonstragoes.

4.1 Condicoes suficientes para o paralelismo

Definicao 4.1. Duas retas sao chamadas paralelas se elas pertencem a um mesmo plano,
mas nao se intersectam.

Analogamente ao caso de perpendicularidade, adotaremos algumas notagoes:

Se duas retas ZE e j@ sao paralelas, entao usamos a notacao

B || ac

Dois segmentos sao paralelos se as retas que os contem sao paralelas.
Usamos a mesma notagao entre segmentos e retas, retas e semirretas e assim por diante.

Assim f@ | PQ significa que AB || , 0 que significa que as retas nao se intersectam.

Teorema 4.1. Se duas retas pertencem a um mesmo plano, e sao perpendiculares a uma
mesma reta, entao elas sao paralelas. Isto €, sejam r, s et trés retas pertencentes ao plano
7, tal quer Lt es Lt, entaor | s.

Demonstracao. Suponha que r e s intersectem ¢t nos pontos P e (), respectivamente.
Suponha que r N's # 0, sendo R o ponto onde elas se intersectam. Entao existem duas
retas perpendiculares a t passando por R o que contradiz o Corolério 3.4. O

29
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t
h

P

W

=

-3
v

.
-

W
(%]

Figura 4.1: r;s || t

Teorema 4.2. Dada uma reta r e um ponto P nao pertencente a essa reta, existe pelo
menos uma reta que passa por P e € paralela a r.

Definicao 4.2. Seja t uma reta transversal a duas retas r e s, com t intersectando r no
ponto E e s no ponto B. Sejam D e F pertencentes a r tais que D — E — F e A e C
pertencentes a s tais que A,D m.l. t e A—B—-C. Os /DEB,/FEB,/ABE ¢ ZCBE
sao chamados dngulos internos. Os pares de angulos (/ABE,/FEB)e (/DEB,/CBE)
sao chamados de alternos internos.

Figura 4.2: Classificacao de angulos entre retas

Definicao 4.3. Se ZDEB e ZEBC sao alternos internos e ZEBC e ZABG formam
um par vertical, entao ZDEB e ZABG sao chamados angulos correspondentes.

Proposicao 4.1. Dadas duas retas e wma transversal, se um par de dngulos correspon-
dentes for congruente, entao o par de dngulos alternos internos é congruente.

Demonstracao. Dada a Figura 4.2, se ZDEB = /ABG e uma vez que ZABG = /EBC
(par vertical), entdao ZDEB = ZEBC. O
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Teorema 4.3. (Teorema dos dngulos alternos internos): Se duas retas r e s sao cortadas
por uma reta transversal t formando um par de dngulos alternos internos congruentes,
entao as duas retas sao paralelas.

Demonstracao. Dada a Figura 4.2, se ZDEB = /FEBC' e supondo que as retas nao fossem
paralelas, com R sendo o ponto de interseccao, entao teriamos duas retas formando um
mesmo angulo com ¢ e passando por R o que contradiz o Postulado de medi¢ao de dngulos
1. O

Definicao 4.4. Um tridngulo é dito retangulo se um dos dngulos internos € reto. O lado
oposto ao dngulo reto é denominado hipotenusa e os outros dois catetos.

Pelo Teorema 4.3, segue que um triangulo tem no maximo um angulo reto. Mais ainda,
pelo Teorema 3.6, um tridngulo retangulo possui dois angulos agudos. Pela Proposicao
3.2, a hipotenusa é o maior lado de um tridngulo. (Pois a hipotenusa é o lado oposto ao
maior angulo, que é o angulo reto).

4.2 Postulado das Paralelas

Dada uma reta e um ponto nao pertencente a ela, existe uma, e apenas uma, reta paralela
a reta dada e que passa pelo ponto dado.
O teorema abaixo nos da a reciproca do Teorema 4.3 :

Teorema 4.4. Dadas duas retas e uma transversal, se as retas sao paralelas, entao cada
par de dngulos alternos internos sao congruentes.

M

i

Figura 4.3: Demonstragao do teorema 4.4

Demonstracao. Existe somente uma reta 9, que passa por P, de modo que os angulos al-
ternos internos sejam congruentes conforme figura 4.3, e pelo Teorema 4.3, temos 7o || 3.
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Uma vez que de acordo com o Postulado das paralelas existe somente uma paralela, temos
1 = Ta.

Portanto
/1= /2.

]

Proposicao 4.2. Dadas duas retas e uma transversal, se as retas sao paralelas, entao
cada par de dngulos correspondentes sao congruentes.

A demonstragao dessa proposicao é analoga ao Teorema 4.4.

Teorema 4.5. Em qualquer tridngulo ABC' temos

m/A+m/B+m/C = 180

Demonstracao. Seja r paralela a % passando por B. Seja D e E pontos pertencentes a
r,tal que D — B — E, e tal que D, C l.o. jﬁ

A c

Figura 4.4: Soma dos angulos Internos de um Triangulo

Entao
m/DBA+ m/ZABC =m/ZDBC,

mZLDBC +m/ZEBC = 180.

Portanto
m/EBC +m/ABC +m/DBA = 180.

Pelo Teorema 4.4,
m/ZEBC =m/C e mZDBA=m/A,
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portanto
mLBAC +m/ZABC +m/ZBCA = 180.

O
Corolario 4.1. Os dngulos agudos de um tridngulo retangulo sao complementares.
Demonstragao. Pelo Teorema 4.5,
mZLA+msZB+90 = 180
mZA+msB = 180 —90
m/ZA+msZB = 90.
O

4.3 Projecoes paralelas

Definicao 4.5. Dadas duas retas v e s em um mesmo plano, definimos como projecao
vertical de r em s a funcao f:r — s na qual a cada ponto P pertencente a r corresponde
um ponto P' = f(P) pertencente a s que € o pé da perpendicular de s que passa por P.

P

4

Y & -

"l
- & &

P'=fF) Q'=f(Q) R'=fR)

QR’ﬁ
- {

Figura 4.5: Projegao Vertical

Defini¢ao 4.6. Dadas duas retas r e s e uma transversal t (r,s e t sao coplanares). t
intersecta v e s nos pontos QQ e Q)', respectivamente.
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Figura 4.6: Projecao Paralela

Seja f(Q) = Q. Para cada ponto P de r, seja tp a reta passando por P, tal que tp || t;
seja P’ o ponto onde tp intersecta s e seja f(P) = P’. Isto define a funcao:

fir—s.

Esta funcao ¢ chamada Projecio de r em s na diregao de t ou simplesmente Projegoes
Paralelas.

Proposicao 4.3. Projegoes paralelas preservam posicoes.

Isto é, seja f : r — s uma projecao paralela, se P—Q — R em r, entao P’ — Q' — R’ em s.

f
P ]

Figura 4.7: Projegoes Paralelas

Demonstragao. Sejam Tp, Tyy e Tr uma projegao paralela conforme definicao acima, entao

Tp | To | Tr

Como Ty || Tg, entao R ¢ R’ m.l. Ty, pois R’ R’ nao intersecta Ty. Analogamente, P, P’
m.l. Ty, mas P, R lo. Ty, porque P — () — R. Aplicando duas vezes o Teorema 3.2,
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temos que P’, R l.o. Ty. Portanto P'R’ intersecta T no ponto X. Uma vez que Ty # s,
existe somente um ponto de interseccao. Portanto X = )’. Portanto )’ pertence a P’'R’
eP —Q —R.

m
Teorema 4.6. Em um paralelogramo, cada par de lados opostos sao congruentes.

Teorema 4.7. Projegoes paralelas preservam congruéncias.

Isto é, seja f : 7 — s uma projecao paralela, se AB = CD em r, entdo A’/B’ = C'D’ em
s.

Demonstragio. Se r || s, entdo AB e A'B’ sdo lados opostos de um paralelogramo. Pelo
Teorema 4.6, segue que AB =2 A'B’. Analogamente, CD =2 C"D’, portanto AB = C'D’.
Suponha que 7 e s nao sejam paralelas, conforme a Figura 4.8. Seja v a reta que passa
por A, paralela a s, intersectando T no ponto E. Seja w a reta que passa por C, paralela
a s, intersectando Tp no ponto F'.

Notagao: /1 = /BAFE,/2=/ABE e /1" = /ZDCF, /2" Z/CDF. Sendo v || w e r uma
transversal. Pelo Teorema 4.4, temos

/1= /1.

Figura 4.8: Demonstracao Teorema 4.7

Pela mesma razao, (mas usando Ty || Tp)

122 /2.
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Uma vez que, por hipotese, AB = C'D, segue por ALA que

ANABE =2 ANCDF

Portanto AE =2 CF, mas AE = A'B' e C'F = C'D’, porque esses segmentos sao lados
opostos de um paralelogramo. Portanto

AB =C'D'.

[]

Teorema 4.8. (Teorema de Tales) Sejam r,s e w trés retas paralelas, e t e t' duas
transversais intersectando-as nos pontos A,B e C' e A',B" e C', respectivamente. Se
A—B—-CeA —-B —C", entao

BC B'C'
AB  A'B’

O Teorema anterior pode ser estendido para conseguirmos o caso geral:

Corolario 4.2. Se dois segmentos de wuma mesma reta nao tém pontos em comum, entao
a razao entre seus comprimentos € igual a suas projecoes paralelas correspondentes.

af N .-
B =

Au
W

M M /]
!
—_—— ™y &
= T“*-—__;_\_‘
il
il !
W W W
2

Figura 4.9: Corolario 4.2

Demonstracao. Sejam A, B,C' e D quatro pontos pertencentes a reta t. Chamando

a=AB, b=BC e ¢c=CD
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Aplicando o Teorema 4.8 duas vezes, temos

a’ b v
b v’ c
Portanto, temos
a b c
P A ]
Entao .
c a a
—=— e - = —.
a’ c c c

37
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Capitulo 5

Semelhanca entre Triangulos

Neste capitulo veremos um dos mais importantes conceitos da Geometria e um dos mais
utilizados para demonstracoes de diversos teoremas e proposicoes que aparecem no con-
tetdo do ensino fundamental e médio. O teorema de Pitagoras é um dos exemplos. Intu-
itivamente falando, dois triangulos sao semelhantes se eles tém a mesma forma, porém nao
necessariamente o mesmo tamanho. Para entendermos melhor o conceito de semelhanca
entre triangulos devemos conhecer primeiro o conceito de proporcionalidade. Dadas duas
sequéncias de niimeros positivos

Se

entao nos dizemos que as duas sequéncias sao Proporcionais, e escrevemos
/ / /
a,b,c,...~a,b,c,..

A constante

¢ chamada de constante de proporcionalidade. Note que proporcionalidade é uma relagao
de simetria. Isto é, se

a,b,c,...~dad b, c,..

a,b,cd,..~ab,ec,..
Note, porém que a constante de proporcionalidade depende da ordem na qual as sequéncias
sao escritas. Se alterarmos a ordem, nds obteremos uma nova constante que é inversa da
primeira.

39
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5.1 Semelhanca

Dado AABC, ADEF e uma correspondéncia ABC <> DEF

Figura 5.1: Semelhanca entre Triangulos

Se
a/7b7cNd7e7f

entao dizemos que os lados correspondentes sao proporcionais. Se os lados correspondentes
sao proporcionais e cada par de angulos correspondentes sao congruentes, entao dizemos
que a correspondéncia é uma semelhanca, e representamos por

ANABC ~ ADEF.

Se existe uma semelhanga entre dois triangulos, entao dizemos que os triangulos sao se-
melhantes.

Do mesmo modo que no caso de congruéncia, na expressao

ANABC ~ ADEF.

esta subentendido a congruéncia dos trés angulos e as proporcionalidades:
AB,AC,BC ~ DE,DF, EF.
Teorema 5.1. (AAA)

Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se os dngulos correspondentes sao con-
gruentes, entao a correspondéncia € uma semelhanca.

Isto, é dado AABC, ADEF e a correspondéncia ABC <> DEF
Se /A= /D, /B= /F e /C = /F, entao

ANABC ~ ADEF.



5.1. SEMELHANCA 41

Demonstragao. Seja E' e F' pontos de zﬁ e 1@, tal que AE" = f e AF' = e, como
mostra a Figura 5.2.
Pelo teorema LAL de congruéncia, temos

NAE'F' = ANDEF.

—
Portanto ZAE'F’' = /FE. Uma vez que ZE = /B, temos ZAE'F' = /B; assim E'F’ ||
e A, F' e C sao correspondentes a A, ' e B. Pelo Corolario 4.1, temos

Figura 5.2: Demonstragao do caso AAA

o e

AB  AC
Analogamente,

4 _ e

BC — AC
Portanto

d,e, f ~a,b,c.

e

AABC ~ ADEF.

[]

E claro que pelo Teorema 4.5, se dois pares de angulos correspondentes forem congruentes
o terceiro também sera. Assim podemos utilizar o corolario a seguir.

Corolario 5.1. (AA) Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se dois pares de
angulos correspondentes forem congruentes, entao a correspondéncia € uma semelhanga.
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A demonstracao é a mesma do Teorema 5.1.

Teorema 5.2. (LLL)

Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se os lados correspondentes sao propor-
ctonais, entao os dngulos sao congruentes e a correspondéncia € uma semelhanga.

Isto é, dados AABC, ADFEF e uma correspondéncia ABC <> DEF, se

a7b7CNd7e7f

entao

AABC ~ ADEF

Demonstracao. Seja E' um ponto de 1@ tal que AE" = f. Seja r a reta que passa por
E’ e é paralela a . Ser || % entio BC [ j@ o que ¢ falso. Portanto r intersecta

fﬁ no ponto F’.
4 D
/ Ff\. F

Figura 5.3: Demonstragao do caso LLL

Agora pela Proposicao 4.2, ZAE'F' = /B, pois sao angulos correspondentes e /A = /L A.
Portanto
NAE'F' ~ NABC,

portanto
f,AF'  E'F' ~ ¢ b,a.

Portanto
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Mas
f,e,dNC,b,CL
Assim
c_b_a o __0 . _af
f e d e’ oc

Por LLL de congruéncia, temos

AAE'F = ADEF,

portanto
ANABC ~ ADEF.

Teorema 5.3. (LAL)

Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se dois pares de lados correspondentes
sao proporcionais e os dngulos correspondentes entre os lados sao congruentes, entao a
correspondéncia € uma semelhanca.

Isto é, dados AABC, ADEF e uma correspondéncia ABC +» DEF, se ZA = /D e
b,c~e, f, entao NANABC ~ ADEF.

B a C

Figura 5.4: Demonstragao do caso LAL

Demonstrac¢ao. Seja B/ um ponto de E tal que AE' = f. Seja r a reta que passa por
E' e é paralela a . Entao r intersecta % no ponto F’. A demonstragao segue:

1. AAE'F' ~ NABC
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2. bye~ AF' f
3. AF' =e.
4. NAE'F' =2 ANDEF.

5. AABC ~ ADEF.

5.2 Teorema de Pitagoras

Proposicao 5.1. A altura relativa a hipotenusa de um triangulo retdngulo divide o tridn-
gulo em dois triangulos semelhantes ao primeiro tridngulo.

Isto é, seja AABC retangulo em C' e seja D o pé da perpendicular & 1@ que passa por
C, entao
NACD ~ NABC ~ ACBD.

A D B

Figura 5.5: Proposigao 5.1

Demonstracao. /A= /Ae /ADC = /ACB, pois ambos sao retos. Pelo caso de seme-
lhanca AA, temos
NACD ~ ANABC

Analogamente,
ACBD ~ AABC
O

Teorema 5.4. (Teorema de Pitdagoras). Em um triangulo retdngulo qualquer, o quadrado
do comprimento da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos cate-
tos.
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Figura 5.6: Teorema de Pitagoras

Isto ¢, seja AABC retangulo em C, entao
=0 +a?
Demonstragao. Pela Proposigao 5.1,

ANACD ~ ANABC ~ ACBD

Portanto
h?f’bNa7b7cNg7h7a

1. Uma vez que

f b
b ¢’
temos
2
f 0
c
e uma vez que
g_a
a ¢
temos
a2
g=—
c
2. Portanto
2 2
a®+b
fro=C2D
E portanto

= b+ a’.
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Proposicao 5.2. (Reciproca do Teorema de Pitdgoras).
Dado um triangulo no qual os lados a,b e ¢ obedecem a equagao

=0 +d°,
entdo o triangulo € retangulo em C'.

Demonstragao. Dado AABC' , com ¢ = b*> +a?. Seja ZF um angulo reto e sejam D e E
pontos nos lados do ZF tal que FE =a e FD = b. Pelo Teorema de Pitdagoras,

DE® = a* + 1’

Portanto

DE =va*+ b =c

v - A

L "\\

RS
s
b c b \\w.'aﬂ_}bﬂ
Y
R
1 ™
—l () —I \\- :;
¢ . B F ... W

Figura 5.7: Reciproca do Teorema de Pitagoras

Pelo caso de congruéncia LLL, ANAABC = ADFEF . Portanto AABC é um triangulo
retangulo em C'.

]

Proposicao 5.3. Dados dois triangulos semelhantes a razao entre quaisquer alturas cor-
respondentes € igual a razao entre quaisquer dois lados correspondentes.

Isto é, Suponha AABC ~ AA'B'C’. Seja h a altura relativa ao lado BC e h' a altura
relativa ao lado B’C’, entao
h AB

W AD
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Demonstracdo. Seja AD e A'D’ as alturas cujos comprimentos sdao h e h'. Se D = B,
entao D' = B’ e nao ha nada a ser provado. Caso contrario, pelo caso de semelhanca
AA, NABD ~ ANA'B'D’, portanto

h AB
w o AB
]
A
Al
: A\
B o A B nroc

Figura 5.8: Razao de semelhanca
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Capitulo 6

Construcoes Elementares com Régua e
Compasso

A tradigao de se utilizar régua e compasso nas Construgoes Geométricas remonta a época
da descoberta dos ntimeros irracionais. Incapaz de compreender e conviver com os in-
comensuraveis, a escola pitagorica entrou em irremediavel crise. Inspirados por Platao,
os matematicos gregos procuraram inverter a situagao tomando a Geometria como funda-
mentagao para a Aritmética, sendo assim levados a procurar uma base axiomatica para
a Geometria. Desse modo, os gregos erigiram um sistema filosoéfico baseado na crenca da
existéncia de um mundo abstrato formado apenas por idéias e é nele que toda a teoria
que se pretenda cientifica, como a Geometria, deve ser construida. O conceito de nimero
irracional, para muitos alunos, é um nimero que nao pode ser escrito na forma de fracao
ou cuja representacao decimal é infinita e nao peridédica. Recorrer a utilizagao da Historia
da Matemaética no ensino da disciplina contribuird sobremaneira para que se crie, nos es-
tudantes, uma compreensao maior e melhor do conhecimento matematico. As construgoes
geométricas efetuadas com o auxilio da régua e do compasso adquirem, para os antigos
geOmetras gregos, um carater de teoremas de existéncia e dai sua importancia. Como
afirma COSTA:

[...] Muito antes de desaparecer, como matéria obrigatéria no ensino do 1°
grau, o desenho geométrico ja havia sido transformado numa cole¢ao de re-
ceitas memorizadas, onde muito mal se aproveitava o mérito da pratica no
manejo dos instrumentos do desenho ([3]).

Lorenzato(|7]) afirma que esta estabelecido um circulo vicioso, pois os docentes que nao
estudaram Geometria nao sabem ensinéa-la e ainda que é necessario um amplo e continuo
esfor¢o de diferentes areas educacionais para que mudancas se efetivem no atual quadro
do ensino da Geometria escolar.

49



50 CAPITULO 6. CONSTRUCOES ELEMENTARES COM REGUA E COMPASSO

Como um dos objetivos deste trabalho é capacitar o professor do ensino piiblico na area
da Geometria, neste capitulo apresentaremos algumas operagoes executadas com os ins-
trumentos régua e compasso. Com o aprofundamento do professor nesta area o mesmo
podera utilizar esse conhecimento para criar atividades utilizando o software “Régua e
Compasso”.

6.1 Postulado 1

Os tnicos instrumentos permitidos no Desenho Geométrico (além do lapis e papel) sao a
“Régua nao graduada” e o “Compasso comum”.

6.2 Postulado 2

As tnicas operagoes que podem ser executadas com os instrumentos especificados no
postulado anterior sao:

a) assinalar um ponto, ou completamente arbitrario, ou arbitrario, mas sobre uma figura
j& desenhada no papel;

b) tragar uma reta, ou completamente arbitraria, ou arbitraria, mas passando por um
ponto conhecido;

c¢) tragar a reta que passa por dois pontos conhecidos;

d) tragar um arco de circunferéncia de centro e raio, ou ambos arbitrarios, ou um deles
conhecido e o outro arbitrério;

e) tragar o arco de circunferéncia de centro conhecido, conhecendo também ou seu raio
ou seu ponto.

6.3 Algumas construgoes Basicas

Nesta secao vamos elaborar certa construcoes fundamentais que representam os primeiros
passos e, portanto, os mais simples das Construgoes Geométricas. Todas essas construgoes
serao executadas em um plano fixado.

1. Assinale dois pontos distintos A e B no papel e trace as circunferéncias de centro A
(resp., B) e que passa por B (resp., A).
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,.'-

Figura 6.1: Circunferéncias

i@,/ X

Figura 6.2: Transporte de um segmento

2. Transporte um segmento dado AB a partir de uma semirreta r dada.

3. Transporte um angulo conhecido ZAOB a partir de uma semirreta r dada, num dos
lados da reta que contém 7.

AN
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Figura 6.3: Transporte de um angulo

4. Transporte um triangulo conhecido AABC' a partir de uma semirreta r» dada, num
dos lados da reta que contém r.

Figura 6.4: Transporte de um triangulo

Definicao 6.1. Dado um segmento AB contido em um plano fizo 7, a reta mediatriz em
m, de AB € a reta que satisfaz:
i) m C

i) m € perpendicular a AB no seu ponto médio.

A propriedade caracteristica da reta mediatriz é destacada no seguinte resultado.

Teorema 6.1. a) Sem € a reta mediatriz, em 7, do segmento AB, entdo todos os pontos
de m sao equidistantes de A e B.

b) Sejam A, B e P pontos de um plano m. Se P € equidistante de A e B, entao P pertence
a reta mediatriz, em w, do segmento AB.

Demonstracao. 1. Seja M o ponto médio de AB e P um ponto arbitrario de m. Se
P = M entao P é equidistante de A e B. Se P # M, entao, pelo Postulado LAL de
congruéncia entre triangulos, temos APAM = APBM de modo que PA = PB,
isto é, P é equidistante de A e B.
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Figura 6.5: Mediatriz

m
P

Figura 6.6: Demonstragao Teorema 6.1

2. Seja M o ponto médio de AB e P # M tal que PA = PB. Pelo Teorema 4.2 (caso
LLL de semelhanga entre triangulos), sabemos que APAM =~ APBM e, portanto,

A_PMA = /PMB. Como mZPMB = 90, ou seja, a reta m ¢ perpendicular a
AB. Pela unicidade da perpendicular concluimos que P € m.

O

Construcao da mediatriz:
Construcao Fundamental 1. Tracar a reta mediatriz de um segmento AB dado.

Com um mesmo raio arbitrario, maior do que a metade do segmento AB, tragcamos dois
arcos de circunferéncia com centros nos pontos A e B, sucessivamente, obtendo os pontos
P e @ na interseccao dos arcos.

A reta % ¢ a mediatriz procurada uma vez que P e () sao equidistantes de A e B.

Definicao 6.2. Uma semirreta O? é a bissetriz do ZAOB se:

1. O ponto C se encontra no interior do ZAOB, isto é, C; A m.l. O§ enquanto que
<
C,B m.l. OA;
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AKX

Figura 6.7: Construcao Fundamental 1

2. mLAOC =mZBOC.

Figura 6.8: Bissetriz

Assim como a reta mediatriz, a bissetriz também possui uma propriedade caracteristica.

Teorema 6.2. a) Se P pertence a bissetriz do ZéOB e P#£0, entao P se encontra no
interior do ZAOB e € equidistante das retas OA e ﬁ

b) Se P se encontra no interior do ZAOB e é equidistante das retas &Zl € @, entao P
pertence a bissetriz do ZAOB.
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Demonstracao. 1. Tracando as perpendiculares PM e PN como na figura abaixo:

Figura 6.9: Teorema 6.2 - Bissetriz

temos, pelo Teorema 3.8 - (LAA),(&I_I)G APMO = APNQO de modo que PM = PN,

ou seja, P é equidistante da retas OA e @ O fato de que P se encontra no interior
do ZAOB é consequéncia da defini¢ao de bissetriz.

2. Tracando novamente as perpendiculares PM e PN

Figura 6.10: Teorema 6.2 - Bissetriz

temos, por hipdtese, que PM = PN e, portanto, APMO = APNO pelo Teorema 3.8 -
(LAA).

Logo mZAOP = m/ZBOP de modo que O? ¢ a bissetris do ZAOB.

A construcao com régua e compasso da bissetriz é descrita a seguir.
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Construcao Fundamental 2. Tracar a bissetriz de um angulo ZAOB dado.

Com o centro no vértice O do angulo dado e raio arbitrario tracamos um arco de circun-
feréncia que intercepta as semirretas OA e OB nos pontos X e Y, respectivamente. A

seguir, com o mesmo raio arbitrario, porém maior do que — tracamos dois arcos de

circunferéncia com centros nos pontos X e Y, obtendo assim, na intersec¢ao dos arcos, o
ponto C' tal que O, C l.o. XY.

o o

Figura 6.11: Teorema 6.2 - Bissetriz

A semirreta O? é a bissetriz procurada. Com efeito, desde que APMO = APNQO, temos
mZXOC =msZYOC.

Finalizamos este paragrafo com mais duas construgoes fundamentais.

Construcao Fundamental 3: Tracar por um ponto P a reta perpendicular & uma reta
r dada.

1° caso: Per

Com centro em P e raio arbitrario tragamos um arco de circunferéncia que intercepta r
nos pontos A e B. A reta mediatriz m do segmento AB é a reta procurada, pois m é
perpendicular a Ag no seu ponto médio.

Figura 6.12: 1° caso - Reta perpendicular



6.3. ALGUMAS CONSTRUCOES BASICAS 57

2° caso: P ¢r

Com centro em P e raio arbitrario, porém maior do que dist(P, ), tracamos um arco de
circunferéncia que intersecta r nos pontos A e B. A reta mediatriz m do segmento AB é
novamente a reta procurada, uma vez que P é equidistante de A e B (e, portanto, P € m)
e m é, por definicao, perpendicular a AB.

Figura 6.13: 2° caso - Reta perpendicular

Construcao Fundamental 4. Tracar por um ponto P a reta paralela & uma reta dada.

Com centro num ponto O de r tal que a reta ?ﬁ% nao seja perpendicular & r, tracamos
uma semi-circunferéncia com raio O P que intersecta r nos pontos A e B. O arco de centro
B e raio AP determina o ponto () nessa semi-circunferéncia.

Figura 6.14: Construgao Fundamental 4

A reta % ¢ a paralela procurada, pois como pelo Teorema 3.4 - caso LLL de congruéncia
1
entre triangulos AAOP = ABOQ, segue que mZAOP = m/BOQ = 90 — EmZPOQ.
1
Por outro lado, mZQPO = m/ZPQO = 90 — §m4POQ e, portanto, mZAOP =

mZQPO. Como ZAOP e ZQPO sao alternos internos relativamente as retas r e %,
pelo Teorema 4.3 7 || %
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Outro processo para o tracado de uma paralela é descrito nas figuras abaixo.

Figura 6.15: Tracado de uma paralela

Novas construgoes podem ser executadas usando combinacoes das construgoes fundamen-
tais aqui descritas.



Capitulo 7

Software Régua e Compasso

7.1 Software “Régua e Compasso”

O aplicativo “Régua e Compasso”, desenvolvido pelo professor René Grothmann da Uni-
versidade Catolica de Berlim, na Alemanha, é um software de geometria dindmica plana
gratuito. FEle esta escrito na linguagem Java, tem codigo aberto e roda em qualquer
plataforma (Microsoft Windows, Linux, Macintosh, etc). Diferentemente do que ocorre
com a régua e o compasso tradicionais, as construgoes feitas com o “Régua e Compasso” sao
dindmicas e interativas, o que faz do programa um excelente laboratério de aprendizagem
da geometria. Uma vez feita a construcao, pontos, retas e circulos podem ser deslocados
na tela mantendo-se as relagoes geométricas (pertinéncia, paralelismo, etc.) previamente
estabelecidas, permitindo assim que o usuério, ao invés de gastar o seu tempo com de-
talhes de construcao repetitivos, se concentre na associacao existente entre os objetos.
Existem varios outros softwares de geometria dindmica disponiveis no mercado. Apesar
de algumas diferencas, o principio de funcionamento é basicamente o mesmo, de modo
que as atividades desenvolvidas com qualquer um deles podem facilmente ser adaptadas
para o “Régua e Compasso” (18/01/2013 - Site do Prof. Humberto José Bortolossi UFF
- http://www.professores.uff.br/hjbortol /car/). A versao utilizada neste trabalho é a ver-
sao 8.6 disponivel na pagina http://www.professores.uff.br /hjbortol /car/.

7.2 Barra de ferramentas

E o local onde estao situados os icones com as ferramentas.
Primeiramente, vamos incluir na barra de ferramentas dois icones que utilizaremos com
grande frequéncia nas atividades do Capitulo 7.

29
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1. Clique em “Configuracoes” e depois em “Editar caixa de ferramentas”, conforme
figura abaixo:

# Cak

Arquive  Editar Opcles

Configuracfes

Macros Especial Ajuda
— v Tela de Construciies Permanentes (F11)
BB )

Grupo de icones Restritos
» p’d O/ dp Editar Caixa de Ferramentas
70 ‘:{a X\\o ‘ Configurar Tamanhos ...

Figura 7.1: Janela “Configuragoes”

2. Quando aparecer a janela “Editar barra de icones” clicar nos dois icones destacados
e depois em OK.

T Editar Bara de foones

—i—
EEERNE] PECET A 7 = R

NE O REeREH ™ § o8

ol X AL BROZNTARALASSNS 0 aTRE

Exibir Separadores

@ Cancetar | awas |

Figura 7.2: Janela “Editar barra de icones”

Apos estas alteragoes sua tela estaréa conforme a figura abaixo:

Boas

o 5
g Edtm Opgbes _Conuuagles Mawos Especal s
cp@rEedliaduwoBe— a2 RL NB Y
¢ R ORO L X AA AR EHOADT N Barra de
PP XX BR A ferramentas
Todos ca Oxgeos -2
Tela de Janela de
construcdes | construgdes
permanentes

Apagar. qual oy

I Barra de Status I

E I

2 na "
80 ]

Figura 7.3: Tela Principal
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7.3  Indice

1 2.

2 >

NOVA CONSTRUGAD IﬁREGHR CONSTRUGCAD
Abre um arquivo novo. Abre um arquivo existente.
3. 4.

o

APAGAR ULTIMO

=)

SALVAR CDNSTRUQ&D OBJETO
Salva o arquivo atual. Desfaz o ultimo comando.
5. 6.

&° -

APAGAR OBJETOS E DESFAZER ULTIMAS

SEUS DESCENDENTES REMOCOES

Apaga o objeto livre e os objetos | Refaz o dltimo comando.

dependentes.
7. 8.
E
E DESENHAR COM O
| EDITAR OBIETOS) MOUSE

Altera propriedades do objeto se- | Desenho livre.
lecionado.
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10.

A
11 CBJETOS INICIAIS!

OBJETOS FINAIS
RENOMEAR DEFINIE MACRCS

Renomeia o objeto. Identifica os objetos iniciais e fi-

nais para definir uma macro.
11. 12.
-
e
MOSTRAR E EDITAR CF"JAF"-“UMA
COMENTARICS FUNCAD

Insere ou modifica um comen-

Permite tracar grafico de fungoes
tario.

ou de curvas paramétricas.
13. 14.
REVISAR COR PADRAC DO
CONSTRUCAC OBJETO

Refaz passo a passo a construcao. | Define ou altera a cor de um ob-

jeto.
15. 16.
&
ESPESSURA
TIPC PADRAC DO FADRAC DO
PONTO OBJETO

Define o tipo de ponto.

Define a espessura do objeto.
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17.

o
A

MOSTRAE. NOMES
DOS OBJETOS

Mostra os nomes dos objetos.

oﬂ:go

MOSTRAER VAI ORES
DOS OBJETOS

Mostra os valores dos objetos.

Mostra ou esconde os objetos.

19. 20.
) £ L
F00OM COM O
MOUSE MOSTRAR GRADE
Zoomn. Mostra ou oculta os eixos carte-
sianos e a grade.
21. 22.
: T
-
MOSTRAR CU
ESCONDER MOSTEAR CORES
OBJETOS SELECICMADAS

Faz com que sejam exibidos ape-
nas os objetos das cores sele-
cionadas.

23.

J)
AJUDA
CONTEXTUALIZADA

Ajuda.

24.

o

I PONTO

Constréi um ponto.
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25.

P

RETA

Constroi uma reta que passa por
dois pontos.

26.

c,o’

SEMIRRETA

Constroi uma semirreta que passa
por dois pontos.

27.

d,O

SEGMENTO

Constréi um segmento que passa
por dois pontos.

28.

O

CIRCUNFERENCIA

Constroi uma circunferéncia dado
0 centro e um ponto.

29.

B

COMPASSO

Constrol uma circunferéncia com
a medida do raio.

30.

®

CIRCUNFERENCIA
COM RAID

Constroi uma circunferéncia dada
a medida do raio.

31.

&

RETA PARALELA

Constréi uma reta paralela a uma
reta dada.

32.

[3]

RETA
PERPENDICULAR

Constréi uma reta perpendicular
a uma reta dada.
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33.

o
o
o

PONTO MEDIO

Constroi o ponto médio entre dois

34.

A

ENGULD

Constréi um angulo dado o vér-

pontos. tice e dois pontos.
39. 36.

:l o

ANGULD DE

AMPLITUDE FIXA MOVER PONTO

Constréi um angulo dada a me-

dida.

Move o ponto.

37.

s
o

FASTREAR PONTO
OU RETA

Marca o rastro de um ponto ou
reta, de acordo com o movimento
de outro ponto ou reta.

38.

o
—C

FASTREAR AUTOMATICAMENTE
PONTO OU RETA

Marca o rastro de um ponto ou
reta, de acordo com o movimento
de um ou outro ponto que se move
sobre um objeto.

39.

ANIMACAC DE UM
PONTO

Anima (movimenta) um ponto so-
bre um segmento ou circunferén-
cia (circulo).

40.

a=2
—i

EXPRESSAD
ARITMETICA

Abre o editor de expressoes a-
ritméticas, que retorna um valor
numérico da expressao e relaciona
o comprimento dos objetos cons-
truidos.
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41.

a)

POLIGOND

Insere um poligono dados os vér-
tices.

42.

>

CONICA PASSANDO
POR5 PONTOS

Insere uma conica dados 5 pontos.

43. 44.
ESCONDER
TEXTO OBJETOS
45, 46.
o
@ J°
EXECUTAR BISSETRIZ COMO
MACRO UMA RETA

Executa uma macro.

Macro: Constroi a bissetriz (reta)
dados 2 pontos e o vértice.

47.

'::fo
BISSETRIZ COMO
UMA SEMIRRETA

Macro: ~ Constréi a bissetriz
(semirreta) dados 2 pontos e o
vértice.

48.

Pad

MEDIATRIZ

Macro:  Constréi a mediatriz
(reta) dados 2 pontos.
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49,
N
PROJEGAC DE UM

PONTO SCBRE
UMARETA

Constréi o pé da perpendicular
dados uma reta e um ponto.

20.

©)
REFLEXAC PCR
UM CiRCULO

Constroéi o ponto simétrico em re-
lacao a circunferéncia dada.

o1.

AN

REFLEXED POR
LIMA RETA

Constroi o ponto simétrico em re-
lacao a reta dada.

22.

Q
Q
o

REFLEXAD POR
UM PONTO

Constroéi o ponto simétrico em re-
lacao a um ponto dado.

53.

¥

ROTACAD

Rotaciona um angulo em relacao
a um centro.

5.
¥y

ROTACAD DADO
UM ANGULD

Rotaciona um objeto num deter-
minado angulo em relagao a um
centro.

95.

§&

TRANSLACAD

Translada objetos.

26.

D

TRIENGULD

Constroi um triangulo.
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7.4 Atividades para praticar

Atividade Ferramentas utilizadas

1. Construa um ponto livre.

- )
2. Construa um ponto livre com uma forma
de apresentagao diferente do ponto criado no
item anterior.
ED
3. Apague os pontos que vocé criou.

4. Construa uma reta.

5. Construa outra reta, escolhendo previa-
mente uma cor e uma espessura para a linha
da construcao, dentre as opgoes existentes.

6. Solicite uma Nova Construcao (sempre
que desejar, faca uso desse recurso).

2| [

7. Construa um segmento de reta, utilizando
a ferramenta Segmento. Utilizando os recur-
sos do software, solicite que a medida desse
segmento apareca na janela geométrica.
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2| [A
8.  Construa duas semirretas de mesma
origem, nao colineares. Determine medida
do angulo convexo formado por estas semir-
retas.
9. Construa: :3; j(
a) uma reta;
b) uma reta paralela a que vocé construiu;
¢) uma reta perpendicular a que vocé cons-
truiu no item a).

o® P

10. Construa um segmento de reta. Mar- L —
que seu ponto médio. Movimente uma das
extremidades desse segmento.

@] |

11. Construa duas circunferéncias: uma uti-
lizando a ferramenta Circulo e outra uti-
lizando a ferramenta Circulo com Raio Fixo.
Movimente as duas circunferéncias pelo cen-
tro. Descreva a diferenca que vocé observou
entre as duas construgoes.

12. Oculte as circunferéncias construidas no
item anterior.
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13. Construa uma circunferéncia e marque
um ponto fora dela. Anime esse ponto so-
bre a circunferéncia construida. (Clicar com
o botao esquerdo no ponto e dar um clique
duplo na circunferéncia).

3| [o] W

14. Ative a ferramenta Poligono. Faca algu-
mas construgoes utilizando essa ferramenta.
Ative as ferramentas Mostrar Valores dos
Objetos e Exibir Grade e faca novas cons-
trugoes utilizando a ferramenta Poligono.

15. Construa um segmento de reta. Cons-
trua um outro segmento de reta, congruente
ao primeiro, utilizando a ferramenta Com-
passo.

16. Ative a ferramenta Criar uma Fungao.
Na janela que se abrira, escreva na linha cor-
respondente a Y, a lei de uma func¢ao da qual
deseje que seja construido o grafico. Clique
em Ok.

f(x)

17. Copie as construgoes que estao na janela
geométrica e cole em um arquivo de um edi-
tor de texto.

CTRL+C e CTRL+V

FONTE: Tabela ( http://www.gestaoescolar.diaadia.pr.gov.br )




Capitulo 8

Atividades

Atividades que explorem o conceito de Congruéncia e Semelhanga entre tridngulos a partir
do Software

8.1 Atividade 1: Criar Macro - Triangulos Congruentes
(LAL)

Macros sao atalhos para passos de construcao. Sao como novas ferramentas criadas pelo
usuario. Nesta atividade iremos criar uma macro para exemplificar o Postulado de con-
gruéncia (LAL) que garante que dados dois tridngulos cujos dois pares de lados corres-
pondentes bem o angulo formado por esses dois lados sao congruentes, esses triangulos
sao congruentes.

Postulado de congruéncia (LAL). Dados AABC, ADEF e uma correspondéncia
biunivoca ABC <+ DEF entre seus vértices. Se AB = DE, /A= /D e AC = DF,
entao AABC = ADEF.
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Figura 8.1: Caso LAL de Congruéncia

Passo 1:
Construa os pontos A, B e (', identificando-os.

Clique sobre o icone El e construa os trés pontos, nomeie-os clicando sobre

A
) zi .
o icone e depois sobre os pontos A, B e (', nesta ordem.
Passo 2:
Construa o ZA, mostrando seu valor.

Clique sobre o icone para que mostre o valor, clique sobre o icone e

depois sobre os pontos C', A e B, nesta ordem.

Passo 3:
Construa os segmentos AB, AC e BC.

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos Ae B, Ae C e Be (. Para

7}

renomear os segmentos clique sobre o icone

BC, AC e AB, nesta ordem.
;,3_0

e depois sobre os segmentos

Obs.: Como o icone j& esté selecionado os valores dos segmentos apare-
cerao automaticamente na Janela de construcoes.
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Passo 4:
Construa o segmento DFE, tal que DE = c.

;:‘2'0

Clique sobre os icones e |°P| , € construa um segmento DE qualquer.
Clique com o botao direito do mouse sobre esse segmento, marque a caixa

0,2
“Fixo”, digite “¢” na caixa comprimento, marque a opcao e digite “OK”.
2l
Para renomear os pontos clique em e depois sobre os pontos D e F, nesta
ordem.
Passo 5:

Construa o angulo ZD = ZA:

Clique sobre o icone , clique sobre os pontos F e D, nesta ordem e depois
sobre um ponto qualquer F’. A janela de edic¢ao ird aparecer automaticamente.
Digite “a1” na caixa amplitude do dngulo e clique “OK”.

Passo 6:

Construa o segmento DF:

Clique sobre o icone , clique sobre os pontos A e C' para medir o compri-
mento de AC, e depois sobre o ponto D. O programa ira construir o LG dos
pontos que distam a medida AC em relagao ao ponto D. Clique sobre o icone

: . . : . = .
El e sobre a interseccao entre a circunferéncia e a semirreta DF’ criando

7l

o ponto F'. Para nomear o ponto clique sobre o icone e depois sobre o

ponto F'.

Passo 7:
Esconda os objetos auxiliares:
Selecione na Tela de construcoes germanentes, com a tecla “ctrl” pressionada,

a circunferéncia e a semirreta EF’ , clique com o botao direito do mouse sobre
um dos itens selecionados e depois em FEsconder.

Passo 8:
Construa os segmentos EF ¢ DF:

cl::‘!'o

Clique sobre os icones e FI . Clique sobre os pontos E e F' e depois em
D e F para criar os segmentos FF' e DF, respectivamente, mostrando seus

2l

valores. Para renomear os segmentos clique sobre o icone e depois sobre

os segmentos KFF', DF e DFE, nesta ordem.

Passo 9:
Mostre os angulos /D, /B, /ZC, /FEe/F.

Clique sobre o icone e depois sobre os trés pontos que formam cada um
dos angulos. Exemplo: ZB, pontos A, B e C, nesta ordem.
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Passo 10:

Voceé pode alterar a visualizacao e a aparéncia dos objetos. Por exemplo: Para
mover os nomes e os valores dos objetos basta clicar com o botao direito do
mouse sobre os valores e arrasta-los para a posicao que desejar. Clicando com
o botao direito do mouse sobre o objeto na Tela de construgoes permanentes
e depois em Editar objeto vocé pode alterar as propriedades do objeto, como
a cor, a espessura, etc.

Passo 11:

Nesta construgao garantimos que AB = DFE, AC = DF e /A = /D.
Para demonstrarmos o Postulado de congruéncia LAL podemos acrescentar
expressoes algébricas que demonstrem que os triangulos sao congruentes.

a=2
Clique sobre o icone e no local da Janela de construcao onde vocé quer
que aparecam os dados. Na janela “ Editar expressao” para cada objeto digite o
nome (exemplo “AB”) na caixa “ Explica¢ao” e digite o nome do segmento cor-
respondente aquele lado (exemplo “¢”) na caixa “ Fzpressao aritmética”. Clique
“OK”. Repita essas operacoes para os objetos: AB, DFE,AC, DF, ZAe
ZD conforme a Figura 8.1.

Passo 12:

Movimente os pontos livres e verifique que a congruéncia AABC = ADEF
se verifica para quaisquer valores de AB = DE, /A= /D,AC = DF. Isto
é, todas as seis condig¢oes necessarias para a congruéncia sao satisfeitas:

AB = DE, /A= /D,
AC =~ DF, /B~ /E,
BC = EF, /0= /F.

Passo 13:
Definir Macro.

Clique sobre o icone Clique sobre os pontos A, B, C', D e E, clique

T
e

sobre o icone , Clique sobre os segmentos AB, BC, AC, DFE, DF
e FF, Clique sobre o ponto F', Clique sobre os angulos /B, ZC, /F e

-
e

/F, Clique sobre as expressoes algébricas. Clique sobre o icone , digite

“Triagngulos Congruentes LAL” no campo “Nome” e clique “OK”.
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8.2 Atividade 2: Criar Macro - Triangulos Congruentes
(ALA)

Nesta atividade iremos criar uma macro para exemplificar o Teorema 3.3 (LAL) que
garante que dados dois triangulos cujos dois pares de angulos correspondentes bem como
o par de lados entre eles sao congruentes, esses triangulos sao congruentes.

Teorema 3.3(ALA).

Dados AABC, ADFEF e uma correspondéncia biunivoca ABC <+ DFEF entre seus vér-
tices. Se A= /D, AC = DF e /C = /F, entdao NABC =2 ADEF.

A=93.63 AC=2.16

B D D =93.63 DF=2.16
C =44.861

F = 44.61

Figura 8.2: Caso ALA de Congruéncia

Passo 1:
Construa os pontos A, B e (', identificando-os.

Clique sobre o icone El e construa os trés pontos. Para nomeé-los clique

|

sobre o icone e depois sobre os pontos A, B e (, nesta ordem.

Passo 2:
Construa ZA e ZC.

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos C', A e B, nesta ordem.
Repita a operagao para os pontos A, B e C.
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Passo 3:
Construa AB, AC e BC.

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos Ae B, AeC e BeC.
A
zl

e depois em BC, C

Para renomear os segmentos clique sobre o icone
e AB, nesta ordem.

Passo 4:
Construa DF, tal que DF = b.

Clique sobre o icone e construa um segmento DF qualquer. Clique com
o botao direito do mouse sobre esse segmento, marque a caixa “Fixo”, digite
“b” na caixa “comprimento” e digite “ OK”.

Passo 5:
Construa o ZD e o ZF tal que mZA=ms/D e m/C = m/F.

Clique sobre o icone , depois sobre os pontos F, D e sobre um ponto
qualquer E’ nesta ordem. A janela de edi¢do ird aparecer automaticamente.
Digite “al” na caixa amplitude do angulo e clique “OK”. Repita as operacoes
sobre os pontos D, F' e sobre um ponto qualquer E” do mesmo lado de E’,
nesta ordem. A janela de edicao ird aparecer automaticamente. Digite “a2” na
caixa amplitude do angulo e clique “OK”.

Passo 6:
Construa o ponto E sobre a interseccao de Bﬁ e ﬁ .

Clique sobre o icone El e depois sobre a interseccao de lﬁ e ﬁ Para

7l

renomear os pontos clique sobre o icone e depois sobre os pontos D, E e

F', nesta ordem.

Passo 7:
Construa EF e DE.

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos E e F'. Repita para os

!

pontos D e E. Para renomear os segmentos clique sobre o icone e depois

sobre os segmentos FF', DF e DFE, nesta ordem.
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Passo 8:
Construa Z/B e ZF.

;ﬁo

Clique sobre os icones e IEI e depois sobre os trés pontos que formam
cada um dos angulos. O ZB, pontos A, B e C, nesta ordem. O ZFE, pontos
D, FE e F, nesta ordem.

Passo 9:

Vocé pode alterar a visualizagao e a aparéncia dos objetos. Por exemplo: Para
mover os nomes e os valores dos objetos basta clicar com o botao direito do
mouse sobre os valores e arrasta-los para a posi¢ao que desejar. Clicando com
o botao direito do mouse sobre o objeto na Tela de constru¢oes permanentes
e depois em Fditar objeto, ou clicando duas vezes sobre o objeto, vocé pode
alterar as propriedades do objeto, como a cor, a espessura, etc. ou mostrar o
nome ou o valor.

Passo 10:

Esconda os objetos auxiliares.

Selecione na Tela de construgoes permanentes, com a tecla “ctrl” pressionada,
os LD e ZF, clique com o botao direito do mouse sobre um dos itens sele-
cionados e depois em Fditar Objeto, clique sobre o icone N eem “OK”.

Passo 11:

Nesta construcdo garantimos que ZA = /D, AC = DF e /C = /F. Para
demonstrarmos o Teorema ALA, podemos acrescentar expressoes algébricas
que demonstrem que os tridngulos sao congruentes.

Cl'lj_o

Clique sobre o icone e no local da Janela de construgcao onde vocé quer
que aparecam os dados. Na janela “Editar expressao” para cada objeto di-
gite o nome (exemplo “A”) na caixa “Explica¢ao” e digite o nome do angulo
correspondente (exemplo “al”) na caixa “Expressao aritmética”. Clique “OK”.
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Passo 12:

Movimente os pontos livres e verifique que a congruéncia AABC = ADEF
se verifica para quaisquer valores de /A= /D, AC = DF e /C = /F.
Isto ¢, todas as seis condigoes necessérias para a congruéncia sao satisfeitas:

AB = DE, /A= /D,
AC = DF, /B> /FE,
BC ~ EF, /0~ /F.
Passo 13:
Definir Macro.
Clique sobre o icone - , Clique sobre os pontos A, B, C', D e F, Clique
sobre o icone =2 | Clique sobre os segmentos AB, BC', AC, DE, DF e EF.

Clique sobre o ponto E.

Clique sobre os angulos ZB,e Z/FE. Clique sobre as expressoes algébricas.

T
. p Lg
Clique sobre o icone

“Nome” e clique “OK”.

, digite “ Triangulos Congruentes ALA ” no campo
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8.3 Atividade 3: Criar Macro - Triangulos Congruentes
(LLL)

Nesta atividade iremos criar uma macro para exemplificar o Teorema 3.4 (LLL) que
garante que dados dois tridngulos cujos trés pares de lados correspondentes sao congru-
entes, esses tridangulos sao congruentes.

Teorema 3.4 (LLL). Dados AABC, ADEF e uma correspondéncia biunivoca ABC' <
DEF. Se AB=DE, BC=FEF e AC = DF, entao AABC = ADEF.

AB=3.3 AC=3.19
DE=3.3 DF =3.19

BC = 4.51
EF = 4.51

Figura 8.3: Caso LLL de Congruéncia

Passo 1:
Construa os pontos A, B e (', identificando-os.

Clique sobre o icone El e construa os trés pontos. Para nomeé-los clique

H

sobre o icone e depois sobre os pontos A, B e (', nesta ordem.

Passo 2:
Construa os segmentos AB, AC e BC

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos Ae B, Ae C e Be (. Para

7}

renomear os segmentos clique sobre o icone

BC, AC e AB, nesta ordem.

e depois sobre os segmentos




30

CAPITULO 8 ATIVIDADES

Passo 3:
Construa o segmento DFE, tal que DE = c.

Clique sobre o icone e construa um segmento DFE qualquer. Clique com
o botao direito do mouse sobre esse segmento, marque a caixa “Fixo”, digite

(13l

¢’ na caixa comprimento e digite “OK”.

Passo 4:
Construa os segmentos DF e EF.

Clique sobre o icone , clique sobre o ponto D e sobre um ponto qual-
quer. A janela de edigao ird aparecer automaticamente. Digite “b” na caixa
comprimento e clique “OK”.

Clique sobre o icone , clique sobre o ponto E e sobre um ponto qual-

quer. A janela de edicao ird aparecer automaticamente. Digite “a” na caixa
comprimento e clique “OK”.

Clique sobre o icone El e depois sobre a intersec¢ao das duas circunferéncias.

Construa os segmentos clicando sobre o icone e sobre os pontos D e F' e
depois E e F. Para renomear os segmentos e os pontos, clique sobre o icone

A
2 e depois sobre os segmentos FF', DF e DFE, nesta ordem e sobre os
pontos D, E e F', nesta ordem.

Passo 5:

Esconda os objetos auxiliares.

Selecione na Tela de construcoes permanentes, com a tecla “ctrl” pressionada,
as duas circunferéncias, clique com o botao direito do mouse sobre um dos

itens selecionados e depois em Editar Objeto, clique sobre o icone N e em
13 OK”‘

Passo 6:

Construa os ZA, /B, /ZC, /D, /FEe/ZF.

;1‘?'0

Clique sobre os icones e IEI e depois sobre os trés pontos que formam
cada um dos angulos (o vértice deve ser sempre o segundo ponto). Exemplo:
O ZA, pontos B, A e C, nesta ordem. O ZB, pontos A, B e C, nesta ordem,
ete.
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Passo T7:

Voceé pode alterar a visualizacao e a aparéncia dos objetos. Por exemplo: Para
mover os nomes e os valores dos objetos basta clicar com o botao direito do
mouse sobre os valores e arrasta-los para a posicao que desejar. Clicando com
o botao direito do mouse sobre o objeto na Tela de construgoes permanentes
e depois em FEditar objeto, ou clicando duas vezes sobre o objeto, vocé pode
alterar as propriedades do objeto, como a cor, a espessura, etc. ou mostrar o
nome ou o valor.

Passo 8:

Nesta construcao garantimos que AB = DE, BC = EF e AC =2 DF, Para
demonstrarmos o Teorema LLL, podemos acrescentar expressoes algébricas
que demonstrem que os tridngulos sao congruentes.

a=2
—a

Clique sobre o icone e no local da Janela de construgcao onde vocé quer
que aparecam os dados. Na janela “Editar expressao” para cada objeto digite
o nome (exemplo “AB”) na caixa “Explica¢ao” e digite o nome do segmento ou
angulo correspondente (exemplo “c” ou “al”) na caixa “Expressdo aritmética”.
Clique “OK™.

Passo 9:

Movimente os pontos livres e verifique que a congruéncia NABC =2 ADEF
se verifica para quaisquer valores de AB = DE, BC = EF e AC = DF.
Isto é, todas as seis condi¢Oes necessarias para a congruéncia sao satisfeitas:

AB = DE, LA /D,
AC = DF, /B> /FE,
BC = EF, /0~ /F.

Passo 10:
Definir Macro.

Clique sobre o icone L= Clique sobre os pontos A, B, C, D e E, Clique

T
Lg

sobre o icone , Clique sobre os segmentos AB, BC, AC, DFE, DF
e EF'F, Clique sobre o ponto F', Clique sobre os /A, /B, /ZC, /D, /F,

T
L

e ZF'. Clique sobre as expressoes algébricas. Clique sobre o icone , digite

“Triangulos Congruentes LLL” no campo “Nome” e clique “OK”.
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8.4 Atividade 4: Criar Macro - Triangulos Semelhantes
(AAA)

Nesta atividade iremos criar uma macro para exemplificar o Teorema 3.3 (LAL) que
garante que dados dois tridngulos cujos angulos correspondentes sao congruentes, entao
os lados correspondentes sao proporcionais e esses triangulos sao semelhantes.

Teorema 5.1 (AAA). Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se os angulos
correspondentes sao congruentes, entao a correspondéncia ¢ uma semelhanga. Isto é,
dado AABC, ADFEF e a correspondéncia ABC <> DEF . Se /A= /D, /BZ=/FEe
/C=/F, entao NANABC = ADEF.

F da

B a=ﬂ.5

b_
E—U.E
c=2.0 a=31 E=BE
: :
“@ i k=06

B=48 T

Figura 8.4: Caso AAA de Semelhanga

Passo 1:
Construa os pontos A, B e (', identificando-os.

Clique sobre o icone El e construa os trés pontos. Para nomeé-los clique

7}

sobre o icone e depois sobre os pontos A, B e (', nesta ordem.
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Passo 2:
Construa os segmentos AB, AC e BC.

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos Ae B, Ae C e Be (. Para

7}

renomear os segmentos clique sobre o icone

BC, AC e AB, nesta ordem.

e depois sobre os segmentos

Passo 3:
Construa os angulos LA, /B e ZC.

Clique sobre o icone e depois sobre os trés pontos que formam cada um
dos angulos (o vértice deve ser sempre o segundo ponto). O LA, pontos B, A
e C', nesta ordem. O ZB, pontos A, B e C, nesta ordem. O ZC', pontos A, C

2}

e B, nesta ordem. Para renomear os angulos clique sobre o icone e depois

sobre os ZA, /B e ZC nesta ordem.

Passo 4:
Construa os /D, /ZE e /F, tal que mZD = m/A, m/E = m/B e
msF =m/C.

Construa o segmento DE qualquer utilizando o icone . Clique sobre o

icone , depois sobre os pontos D e E e sobre um ponto qualquer I nesta
ordem. A janela de edicdo ira aparecer automaticamente. Digite “\a” na caixa
amplitude do angulo e clique “OK”. Repita as operagoes sobre os pontos E, D
e sobre um ponto qualquer F” do mesmo lado de F’, nesta ordem. A janela
de edicao ira aparecer automaticamente. Digite “\b” na caixa “amplitude do
angulo” e clique “OK”.

Obs.: Pelo Teorema 4.5 a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre
180, portanto o tltimo par de angulos correspondentes sera automaticamente
congruente.

Passo 5:
Construa o ponto F' sobre a interseccao de ﬁ com ﬁ Clique sobre o icone

El e depois sobre a interseccao de 51? com ﬁ . Para renomear os pontos

7}

clique sobre o icone e depois sobre os pontos D, E e F', nesta ordem.
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Passo 6:

Esconda os objetos auxiliares.

Selecione na Tela de construgoes permanentes, com a tecla “ctrl” pressionada,
os ZD e ZE | clique com o botao direito do mouse sobre um dos itens sele-
. . . . . ~
cionados e depois em Editar Objeto, clique sobre o icone eem “OK”.

Passo 7:
Construa os segmentos EF e DF.

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos E e F'. Repita para os

2}

pontos D e F'. Para renomear os segmentos clique sobre o icone e depois

sobre os segmentos FF', DF e DFE, nesta ordem.

Passo 8:

Mostre os valores dos segmentos AB, BC, AC, DE, FEF e DF.
Selecione os segmentos na Tela de construcoes permanentes, com a tecla “ctrl”
pressionada. Clique com o botao direito do mouse sobre um dos itens seleciona-

;‘3‘3

e em “OK”.

dos e depois em FEditar Objeto, clique sobre o icone

Passo 9:

Voceé pode alterar a visualizagao e a aparéncia dos objetos. Por exemplo: Para
mover os nomes e os valores dos objetos basta clicar com o botao direito do
mouse sobre os valores e arrasta-los para a posicao que desejar. Clicando com
o botao direito do mouse sobre o objeto na Tela de construgoes permanentes
e depois em FEditar objeto, ou clicando duas vezes sobre o objeto, vocé pode
alterar as propriedades do objeto, como a cor, a espessura, etc. ou mostrar o
nome ou o valor.

Passo 10:
Nesta construcao garantimos que ZA = /D, /B=/FE, /C=/F. Para
demonstrarmos o Teorema AAA, podemos acrescentar expressoes algébricas

a=2
que demonstrem que os triangulos sao semelhantes. Clique sobre o icone
e no local da Janela de construcao onde vocé quer que aparecam os dados. Na
janela “Editar expressao” para cada objeto digite “$ \dfrac{a}{d}$” na caixa
“Explicacao” e digite “(a)/(d)” na caixa “Expressao aritmética”. Clique “OK”.
Repita o processo para acrescentar as outras equacoes.
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Passo 11:

Movimente os pontos livres e verifique que a semelhanca AABC ~ ADFEF se
verifica para quaisquer valores de /A= /D, /B=/FE, /C=/F.

Isto €, as condicoes necessarias para a semelhanca sao satisfeitas:

po_b_c
d e f
Passo 12:
Definir Macro.
Clique sobre o icone =1} Clique sobre os pontos A, B, C', D e E. Clique

gy

sobre o icone =2 | Clique sobre os segmentos AB, BC', AC, DE, DF e EF.
Clique sobre o ponto F'. Clique sobre as expressoes algébricas. Clique sobre

-
Liss

o icone , digite “ Tridngulos Semelhantes AA” no campo “Nome” e clique

13 OKM'
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8.5 Atividade 5: Criar Macro - Triangulos Semelhantes
(LLL)

Nesta atividade iremos criar uma macro para exemplificar o Teorema 5.2 (LLL) que
garante que dados dois tridngulos cujos trés pares de lados correspondentes sao propor-
cionais, entao os angulos sao congruentes e a correspondéncia é uma semelhanca.

Teorema 5.2 (LLL). Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se os lados corres-
pondentes sao proporcionais, entao os angulos sao congruentes e a correspondéncia é uma
semelhanca.

Isto é, dados AABC, ADEF e uma correspondéncia ABC < DEF, se a,b,c ~ d,e, f,
entao ANABC ~ ADEF.

D f E
=}
d
| =
. =193 A=79.08
D=79.08
b =
=103 B=53.53
= E=5353
C =
- =193 C=47.38
F=47.38

Figura 8.5: Caso LLL de Semelhanca

Passo 1:
Construa os pontos A, B e (', identificando-os.

Clique sobre o icone El e construa os trés pontos. Para nomeé-los clique

H

sobre o icone e depois sobre os pontos A, B e (', nesta ordem.

Passo 2:
Construa os segmentos AB, AC e BC.

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos Ae B, Ae C e Be (. Para

7}

renomear os segmentos clique sobre o icone

BC, AC e AB, nesta ordem.

e depois sobre os segmentos
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Passo 3:

a b ¢
Construa um segmento k tal que k = 1= ?
Clique sobre o icone e construa um segmento que contenha o ponto A.
Construa um segundo segmento k sobre esse segmento tal que o ponto A se
encontre na extremidade de k.

Passo 4:

Construa o segmento ﬁ, tal que DE = %

Clique sobre o icone , clique sobre o ponto D e sobre um ponto qualquer.
A janela de edigao ird aparecer automaticamente. Digite “c\k” na caixa Com-

primento e clique “OK”. Clique sobre o icone , sobre o ponto D e sobre
um ponto qualquer sobre a circunferéncia criando o segmento DFE.

Passo 5:

e EF =2

Construa os segmentos DF e EF, tal que DF = ?

> o

Clique sobre o icone , clique sobre o ponto D e sobre um ponto qual-
quer. A janela de edicdo ira aparecer automaticamente. Digite “b\k” na caixa
“Comprimento” e clique “OK”.

Clique sobre o icone , clique sobre o ponto E e sobre um ponto qual-
quer. A janela de edigdo ird aparecer automaticamente. Digite “a\k” na caixa
“Comprimento” e clique “OK”.

Clique sobre o icone El e depois sobre a intersec¢ao das duas circunferéncias.

Construa os segmentos clicando sobre o icone e sobre os pontos D e F e
depois E e F'. Para renomear os segmentos e os pontos, clique sobre o icone

A
2 e depois sobre os segmentos EF, DF e DFE, nesta ordem e sobre os
pontos D, E e F, nesta ordem.

87
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Passo 6:

Esconda os objetos auxiliares.

Na Tela de construcoes permanentes, com a tecla “ctrl” pressionada, selecione
as trés circunferéncias, clique com o botao direito do mouse sobre um dos itens
selecionados e depois em FEditar Objeto, clique sobre o icone N e em “OK”.

Passo T7:
Construa os ZA, /B, /ZC, /D, /FEel/F.

Clique sobre o icone , e depois sobre os trés pontos que formam cada um
dos angulos (o vértice deve ser sempre o segundo ponto). Exemplo: O ZA,
pontos B, A e C, nesta

ordem. O ZB, pontos A, B e C, nesta ordem, etc. Apoés criar os angulos
vocé pode alterar o tamanho do arco abrindo a janela Editar Objeto e clicando

Al

sobre o icone

Passo 8:

Voceé pode alterar a visualizacao e a aparéncia dos objetos. Por exemplo: Para
mover os nomes e os valores dos objetos basta clicar com o botao direito do
mouse sobre os valores e arrasta-los para a posicao que desejar.

Clicando com o botao direito do mouse sobre o objeto na Tela de construgoes
permanentes e depois em Editar Objeto, ou clicando duas vezes sobre o objeto,
vocé pode alterar as propriedades do objeto, como a cor, a espessura, etc. ou
mostrar o nome ou o valor.

Passo 9:

Nesta construgao garantimos que a,b,c ~ d,e, f . Para demonstrarmos o
Teorema LLL, podemos acrescentar expressoes algébricas que demonstrem que
os triangulos sao semelhantes.

Clique sobre o icone e no local da Janela de construcao onde vocé quer que
aparecam os dados. Na janela “Editar expressao” para cada objeto digite “$
\dfrac{a}{d}$” na caixa “Explicagao” e digite “(a)/(d)” na caixa “Expressao a-
ritmética”. Clique “OK”. Repita o processo para acrescentar as outras equagoes
e acrescente os valores dos angulos. Na janela “Editar expressao” para cada
angulo digite a letra correspondente (A, B, C, etc.) na caixa “Explica¢ao” e
digite o nome de cada angulo ( al, a2, a3, etc.) na caixa “Expressao aritmética”.
Clique “OK”.
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Passo 10:

Clique sobre o icone , e depois clique duas vezes sobre o ponto A e um
clique sobre o segmento maior. O valor de k£ vai sendo alterado automatica-
mente e vocé pode verificar que a semelhanca AABC ~ ADEF se verifica
para quaisquer valores k.

Isto é, as condicOes necessarias para a semelhanca sao satisfeitas:

K=l b_C o sa=/D sB=sE L0=/F
d e f
Passo 11:
Definir Macro.
Clique sobre o icone -8 , Clique sobre os pontos A, B, C' e D e sobre os dois

pontos da

-
e

extremidade do segmento que contém k. Clique sobre o icone . Clique
sobre os segmentos AB, BC, AC, DE, DF e FF. Clique sobre os pontos F
e F. Clique sobre os ZA, /B, /C, /D, /FE e /ZF, no segmento que
contém k e no segmento k. Clique sobre as expressoes algébricas. Clique sobre

Ty
L

o icone , digite “ Triangulos semelhantes LLL" no campo “Nome” e clique

13 OK”'
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8.6 Atividade 6: Criar Macro - Triangulos Semelhantes
(LAL)

Nesta atividade iremos criar uma macro para exemplificar o Teorema 5.3: (LAL) que
garante que dados dois triangulos cujos dois pares de lados correspondentes sao propor-
cionais e os angulos correspondentes entre os lados sao congruentes, entao a correspondén-
cia ¢ uma semelhanca.

Teorema 5.3 (LAL). Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se dois pares de
lados correspondentes sao proporcionais e os angulos correspondentes entre os lados sao
congruentes, entao a correspondéncia ¢ uma semelhanca.

Isto é, dados AABC, ADEF e uma correspondéncia ABC «» DEF, se ZA = /D e
b,c~e,f, entao AABC ~ ADEF.

a =
E 2 = 159 A=76.46
f D =76.46
b =
2 =159 B=51.92
d = E=51.92
C =
e £ =159 C=5162
F F=51.62

Figura 8.6: Caso LAL de Semelhanca

Passo 1:
Construa os pontos A, B e (', identificando-os.

Clique sobre o icone El e construa os trés pontos, nomeie-os clicando sobre

zl

o icone e depois sobre os pontos A, B e C.

Passo 2:
Construa o ZA.

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos C, A e B, nesta ordem.
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Passo 3:
Construa os AB, AC e BC.

Clique sobre o icone e depois sobre os pontos Ae B, AeC e BeC. Para

2l

renomear os segmentos clique sobre o icone e depois sobre os segmentos

BC, AC e AB, nesta ordem.
Passo 4:

a
Construa um segmento k tal que k = 7
Clique sobre o icone e construa um segmento que contenha o ponto A.
Construa um segundo segmento k sobre esse segmento tal que o ponto A se
encontre na extremidade de k.

Passo 5:

Construa o segmento DE, tal que DE = %

Clique sobre o icone , clique sobre o ponto D e sobre um ponto qual-
quer. A janela de edicdo ird aparecer automaticamente. Digite “c\k” na caixa
“Comprimento” e clique “OK”.

Clique sobre o icone e construa DFE unindo o ponto D até um ponto
qualquer sobre a circunferéncia.

Passo 6:
Construa o ZD = /A.

Clique sobre o icone , clique sobre os pontos E e D, nesta ordem e depois
sobre um ponto qualquer F’. A janela de edicao ird aparecer automaticamente.
Digite “al” na caixa “amplitude” do angulo e clique “OK”.

Passo T7:

Construa os DF e EF.

Clique sobre o icone e clique sobre o ponto D e sobre um ponto qual-
quer. A janela de edi¢ao ira aparecer automaticamente. Digite “b\k” na caixa
“Comprimento” e clique “OK”.

s
Clique sobre o icone El e sobre a interseccao entre a circunferéncia e a DF’

criando o ponto F. Clique sobre o icone e depois sobre os pontos D e

2l

F, E e F. Para renomear os segmentos clique sobre o icone e depois sobre

os segmentos KF', DF e DFE, nesta ordem.
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Passo 8:

Esconda os objetos auxiliares.

Na Tela de construcoes permanentes, com a tecla “ctrl” pressionada, selecione
as duas circunferéncias e o angulo, clique com o botao direito do mouse sobre
um dos itens selecionados e depois em FEsconder.

Passo 9:
Construa os /B, «ZC, /D, /FEeZF.

Clique sobre o icone e depois sobre os trés pontos que formam cada um
dos angulos. Exemplo: O ZB, pontos A, B e C, nesta ordem. Apo0s criar os
angulos vocé pode alterar o tamanho do arco abrindo a janela Editar Objeto

Al

e clicando sobre o icone

Passo 10:

Voceé pode alterar a visualizagao e a aparéncia dos objetos. Por exemplo: Para
mover os nomes e os valores dos objetos basta clicar com o botao direito do
mouse sobre os valores e arrasta-los para a posicao que desejar. Clicando com
o botao direito do mouse sobre o objeto na Tela de construcoes permanentes
e depois em FEditar Objeto vocé pode alterar as propriedades do objeto, como
a cor, a espessura, etc.

Passo 11:

Nesta construgao garantimos que b, c ~ e, f. Para demonstrarmos o Teorema
LAL podemos acrescentar expressoes algébricas que demonstrem que os trian-
gulos sao semelhantes.

Clique sobre o icone e no local da Janela de construcao onde vocé quer que
aparecam os dados. Na janela “Editar expressao” para cada objeto digite “$
\frac{a}{d}$” na caixa “Explicagao” e digite “(a)/(d)” na caixa “Expressao a-
ritmética”. Clique “OK”. Repita o processo para acrescentar as outras equagoes
conforme a Figura 8.6. Vocé pode acrescentar expressoes com os valores dos
angulos ou colocar os valores no préprio triangulo.
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Passo 12:

Clique sobre o icone , e depois clique duas vezes sobre o ponto A e um
clique sobre o segmento maior. O valor de k£ vai sendo alterado automatica-
mente e vocé pode verificar que a semelhanca AABC ~ ADEF se verifica
para quaisquer valores de k.

Isto é, as condicOes necessarias para a semelhanca sao satisfeitas:

K=l b_C o sa=/D sB=sE L0=/F
d e f
Passo 13:
Definir Macro.
Clique sobre o icone -8 , Clique sobre os pontos A, B, C. Clique sobre

os dois pontos da extremidade do segmento que contém k. Clique sobre o

T
L

ponto D. Clique sobre o icone , Clique sobre os segmentos AB, BC, AC,
DE, DF, EF, no segmento k e no segmento que o contém. Clique sobre os
pontos F e E. Clique sobre os /A, /B, /ZC, /D, /FE e /F. Clique

T
Lg

sobre as expressoes algébricas. Clique sobre o icone , digite “ Tridngulos

Semelhantes LAL” no campo “Nome” e clique “OK”.
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rema de Pitagoras

Teorema 5.4: (Teorema de Pitdgoras). Em um triangulo retangulo qualquer, o quadrado
do comprimento da hipotenusa ¢é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos cate-

tos.

Isto é, seja AABC retangulo em C, entao

Primeiramente iremos utilizar o programa régua e compasso para provar o teorema e

A =bv+d

depois faremos uma atividade para verificar a validade do teorema.

8.7.1 Demonstragao do Teorema de Pitagoras

Figura 8.7: Teorema de Pitagoras

Passo 1:

Clique sobre o icone

X

Construa as retas r e s tal que r L s e A seja a intersecgao entre elas.

Clique sobre o icone e depois sobre dois pontos A e C criando a reta r.

, sobre a reta r e depois sobre o ponto A criando a

reta s L r. Para renomear as retas, clique duas vezes sobre os objetos e altere
seus nomes na janela Editar Objeto.
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Passo 2:
Construa o ponto B.

Clique sobre o icone El e depois sobre um ponto qualquer sobre a reta s.

A
. ) z} .
Para renomear os pontos clique sobre o icone e depois sobre os pontos
A, B e C, nesta ordem. Obs. O ponto C' ja se encontra sobre a reta r, basta
renomeé-lo.

Passo 3:
Construa os pontos P e D tais que C — B—Pe A—C —De PB=AC e

S
CD = AB. Clique sobre o icone compasso e sobre os pontos A e B e

o
depois sobre o ponto C'. Clique sobre o icone compasso e sobre os pontos

A e C e depois sobre o ponto B. Clique sobre o icone EI e depois sobre o
ponto de interseccao entre a circunferéncia e a reta r criando o ponto D tal
que A — C' — D. Repita o procedimento na reta s criando o ponto P tal que
A—-B-—P.

Passo 4:

Esconda os objetos auxiliares.

Na Tela de construgoes permanentes, com a tecla “ctrl” pressionada, selecione
as duas circunferéncias, clique com o botao direito do mouse sobre um dos
itens selecionados e depois em FEsconder.

Passo 5:
Construa uma reta t paralela a reta r passando por P e uma reta v paralela a
reta s passando por D cuja intersecgao seja o ponto E.

pa

Clique sobre o icone , sobre a reta s e sobre o ponto D. Repita o proce-

dimento com a reta r e o ponto P. Clique sobre o icone El e depois sobre
a interseccao das retas t e v. Para renomear as retas e o ponto E clique duas
vezes sobre 0s objetos e altere seus nomes na janela Fditar Objeto.
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Passo 6:
Construa os pontos F e G tais que P— F —Ee E—G—De PE= AB ¢
DG~ AC.

=3
Clique sobre o icone compasso e sobre os pontos A e B e depois sobre o
ponto P.

L)

Clique sobre o icone compasso e sobre os pontos A e C' e depois sobre

o ponto D. Clique sobre o icone EI e depois sobre o ponto de interseccao
entre a circunferéncia e a reta t criando o ponto F', tal que P — F' — E. Repita
o procedimento na reta v criando o ponto G tal que £ — G — D.

Passo T7:

Esconda os objetos auxiliares.

Na Tela de construcoes permanentes, com a tecla “ctrl” pressionada, selecione
as duas circunferéncias, clique com o botao direito do mouse sobre um dos
itens selecionados e depois em Esconder.

Passo 8:

Construa o quadrado JABEF'.

Por construgao os triangulos ABC, BFP, FGE e GAD sao congruentes,
pois AC = BP, FG=DG, /ZC=2/P=/E=/DeBC=ZFP=FEG*=
AD, caso de congruéncia LAL.

Portanto BF = FG = GA = AB e como os triangulos sao retangulos, entao
m/ZCBA +m/ZBAC = 90. Como mZCBA + m/ZBAC + mZABF = 180,
temos que mZABF = 90. Analogamente mZ/ABF = m/BFG =m/FGA =
mZGAB = 90. Portanto o quadrilatero HABEF é um quadrado.

Clique sobre o icone e sobre os pontos ABFG.

Passo 9:

Vocé pode alterar a visualizagao e a aparéncia dos objetos. Por exemplo: Para
mover os nomes e os valores dos objetos basta clicar com o botao direito do
mouse sobre os valores e arrasta-los para a posi¢ao que desejar.

Clicando com o botao direito do mouse sobre o objeto na Tela de construgoes
permanentes e depois em Editar Objeto vocé pode alterar as propriedades do
objeto, como a cor, a espessura, etc.
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Area PEDA = 14.85

Area ABC = 1.86

Area BFGC =7.43

Area PEDA = Area BFGC +4 . Area ABC = 14.85

d=g=k=b=137
e= h=j=a=273
f=i=l=c=188

Figura 8.8: Demonstragao do Teorema de Pitagoras

Demonstracao.
Area OPEDA = area OBFGC + 4. area /\ ABC.
Portanto,
b.
(b+c)? = a®+4. (7‘3)
2 2 2 be
b*+c*+2bc = a°+ 4. (5)
W+ = a?®+ 2bc — 2be
¥+ = d
O
Passo 10:

Nesta construgao garantimos que os triangulos ABC, BFP, FGFE e GAD
sao congruentes.

Clique sobre o icone E e no local da Janela de construgao onde vocé quer que
aparecam os dados. Na janela “Editar expressao” para cada objeto digite “ BC”
na caixa “Explicacao” e digite “a” na caixa “Expressao aritmética”. Clique
“OK”. Repita o processo para acrescentar as outras equagoes conforme a Figura
8.8.
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Passo 11:
Animagao.

Clique sobre o icone e construa um segmento que contenha o ponto A.

Clique sobre o icone , e depois clique duas vezes sobre o ponto A e um
clique sobre o segmento anterior.
Vocé ira verificar que a relacao:

Area OPEDA = area OBFGC + 4. area /\ ABC.

se mantera quaisquer que sejam os valores de a, b e ¢ o que é condi¢ao necessaria
e suficiente para demonstrar o Teorema de Pitdgoras.

Passo 12:
Definir Macro.

&

L]

Clique sobre o icone , Clique sobre os pontos A e C'. Clique sobre os dois
pontos da extremidade do segmento externo ao quadrado JPFE DA que contém

Ty
Ly

A. Clique sobre o icone , Clique em todos os outros objetos. Clique em

g
Ky

, digite “ Demonstracao Teorema de Pitdagoras” no campo “Nome” e clique
13 OK??
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8.8 Atividade 8: Criar Macro - Verificacao do Teorema
de Pitagoras.

BC =549
AB=3.07
AC =455

2

BC =30.15
2

AB =942

2
AC =20.73

2 2 2
BC =AB +AC =30.15

Figura 8.9: Verificacao do Teorema de Pitagoras

Passo 1:
Construa uma circunferéncia de raio qualquer.

Clique sobre o icone , clique sobre o ponto O e depois sobre o ponto C.

Passo 2:
Construa os pontos A, B e C.

Clique sobre o icone , clique sobre o ponto C' e O. Clique sobre o icone

El e depois sobre o ponto de interseccao entre a circunferéncia e a semirreta
CO e depois sobre um ponto qualquer da circunferéncia. Para renomear os

A
pontos clique sobre o icone 2 e depois sobre os pontos A, B e C, nesta
ordem. Obs. Para renomear o ponto O clique duas vezes sobre o ponto e
altere seu nome na janela FEditar Objeto.
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Passo 3:
Esconda os objetos auxiliares.

Na Tela de construgoes permanentes selecione a semirreta C’B, clique com o
botao direito do mouse sobre um dos itens selecionados e depois em Esconder.

Passo 4:
Construa o triangulo retangulo ABC'

Clique sobre o icone e sobre os pontos Be C, Ae (C e Ae B. Para

zl

renomear os segmentos clique sobre o icone e depois sobre os segmentos

BC, AC e depois sobre AB, nesta ordem.

Passo b:

Voceé pode alterar a visualizacao e a aparéncia dos objetos.

Por exemplo: Para mover os nomes e os valores dos objetos basta clicar com o
botao direito do mouse sobre os valores e arrasté-los para a posicao que desejar.
Clicando com o botao direito do mouse sobre o objeto na Tela de construgoes
permanentes e depois em Editar Objeto vocé pode alterar as propriedades do
objeto, como a cor, a espessura, etc.

Passo 6:

Nesta construgao garantimos que o triangulo ABC' é retangulo em A, pois o
angulo interno ZA é a metade do central (180). Agora temos que mostrar que
a relacao b% + ¢® = a? se verifica para quaisquer valores de a, b e c.

a=2
Clique sobre o icone e no local da Janela de construcao onde vocé quer
que aparecam os dados.
Na janela “Editar expressao” para cada objeto digite “BC” na caixa “Expli-
cagao” e digite “a” na caixa “Expressao aritmética”. Clique “OK”. Repita o
processo para acrescentar as outras equacoes conforme a Figura 8.9. Para
que apareca poténcia, na janela “Editar expressao’ para cada objeto digite
“$BC~2$" na caixa “Explicacao” e digite “a~2” na caixa “Expressao aritmética’.
Clique “OK”.
Passo T7:
Animacao.

Clique sobre o icone , e depois clique duas vezes sobre o ponto A e um
clique sobre a circunferéncia. Vocé ira verificar que a relacio BC? = AB*+AC?
se mantera quaisquer que sejam os valores de BC, AB e AC.

Passo 8:

Definir Macro.

Clique sobre o icone , Clique sobre os pontos O e A. Clique sobre o icone

T, T
L L

. Clique em todos os outros objetos. Clique em
Teorema de Pitdgoras” no campo “Nome” e clique “OK”.

, digite “ Verificacao




Capitulo 9

Comentarios Finais

Durante os dois anos de curso ouvimos muitos comentarios por parte de alguns colegas
dizendo que o contetdo que estava sendo ministrado nao poderia ser aproveitado profis-
sionalmente e como o intuito do curso era o aperfeicoamento do professor, o estudo estava
sendo desperdicado. Ao final do curso podemos ver que isso nao é verdade, pois quanto
maior o conhecimento adquirido pelo professor, mais segurancga ele tera ao ministrar uma
aula. Posso dizer isso por experiéncia propria e tenho certeza que outros colegas irao
concordar comigo. Pensando nisso escolhemos um tema para a dissertacao que pudesse
ajudar, de alguma maneira, outros professores da rede publica. Ha na rede piblica uma
caréncia muito grande de professores qualificados na area da informética, resultando num
desperdicio de softwares e hardwares disponibilizados as escolas pelo Governo do Estado
de Sao Paulo. Neste trabalho escolhemos trabalhar com conceitos utilizados tanto no en-
sino fundamental como no ensino médio como congruéncias e semelhancas. Utilizando um
software gratuito permitimos um alcance ainda maior. Escolhemos algumas atividades
de congruéncias e semelhancas de triangulos e incluimos duas atividades sobre o Teorema
de Pitagoras, que é um dos mais famosos teoremas da matemaética e que os alunos tém
grande familiaridade. Acreditamos que o objetivo deste trabalho tenha sido alcancado e
esperamos que possa beneficiar o maior niimero de professores e alunos possivel.

101



102 CAPITULO 9. COMENTARIOS FINAIS



Referéncias Bibliograficas

[1] AABOE, Asger. Episodios da Historia Antiga da Matemdatica, Ed. SBM, 1984.

[2] ALVES, Ségio. A Geometria das Construgoes Fundamentais. Em andamento.

[3] COSTA, Mério Duarte da. O desenho bdsico na drea tecnoldgica. In: CONGRESSO
NACIONAL DE DESENHO, 2, Florianopolis, 1981. Anais... Florianépolis: UFSC,
1982. p.89-90.

[4] BARBOSA, Joao Lucas Marques. Geometria Euclidiana Plana, Ed. SBM. Rio de
Janeiro, 1985.

[5] EUCLIDES. Os Elementos, Traduc¢ao de Irineu Bicudo. Ed. Unesp - 1* ed., Séo
Paulo, 2009.

[6] HILBERT, David. The Foundations of Geometry. Ed. Open Court, Illinois, EUA,
1999.

7]

[8] MOISE, Edwin. Elementary Geometry from an advanced standpoint. Ed.
ADDISON-WESLEY Publishing Company INC., Massachusetts, EUA, 1963.

103





