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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de elaborar um material que possa auxiliar no
processo de ensino aprendizagem de geometria plana e destina-se aos professores e
alunos do Ensino Superior. Para isso, decidimos transformar algumas demonstracoes
do livro Geometria Plana e Espacial um estudo aziomdtico [0] dos autores Joao
Roberto Gerénimo e Valdeni Soliani Franco em demonstragoes dinamicas, através do
software GeoGebra. Focamos nos capitulos 4 e 7 do livro, que envolvem os casos de
congruéncias de triangulos, semelhancas de triangulos e o Teorema de Tales. Desta
forma, transformamos e disponibilizamos parte do livro em um e-book dindmico no

site do GeoGebra.

Além disso, fizemos um tutorial de como criar tais demonstracoes e atividades
dindmicas no GeoGebra. Finalizamos o trabalho apresentando algumas propostas
de atividades dindmicas para serem trabalhadas em sala de aula através de fichas
didéticas.

Palavras-chave: Demonstra¢oes Dinamicas, Geometria plana, Congruéncia de

Triangulos, Semelhanca de Triangulos, Livro Dinamico.



Abstract

This work aims to develop a material that can help in the teaching process of
learning plane geometry and is intended for teachers and students of higher educa-
tion. For that, we decided to transform some demonstrations of the book ‘“Plane
and Spatial Geometry an axiomatic study” by the authors Joao Roberto Gerénimo
and Valdeni Soliani Franco into dynamic demonstrations, through GeoGebra soft-
ware. We focus on chapters 4 and 7 of the book, which involve the cases of triangle
congruences, triangle similarities, and Thales” Theorem. In this way, we transform

and make available part of the book in a dynamic e-book on the GeoGebra website.

In addition, we made a tutorial on how to create such dynamic demos and
activities in GeoGebra. We finished the work by presenting some proposals for

dynamic activities to be worked on in the classroom through didactic sheets.

Keywords: Dynamic Proofs, Plane Geometry, Triangle congruences, Triangle

similarities, Dynamic Book.
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INTRODUCAO

O estudo de geometria plana esta presente desde o inicio do Ensino Bésico, mas
somente durante o Ensino Fundamental e Médio sao trabalhadas com um certo grau

de formalismo, algumas defini¢oes, propriedades, construgoes e demonstracoes.

Todavia, nossa experiéncia e o vasto nimero de trabalhos académicos, tais como
Soares (2012)[14], Queiroz (2020) [II], Caldato (2017 ) [II] e Rosale (2018) [12],
mostram que demonstracoes matematicas de modo geral sao pouco vistas durante
o Ensino Bésico. Soares (2012) [I4] cita em seu trabalho que “no Brasil, o pro-
cesso de demonstragoes e provas no ensino de Matematica fica restrito, quase que

completamente, aos cursos superiores de Matemaética”.

Essa auséncia de contato com a argumentagao matematica, leva muitos ingres-
santes no Ensino Superior a terem dificuldades nas disciplinas iniciais de matema-
tica nos cursos de exatas. No curso de licenciatura em Matematica, por exemplo,
o estudo da geometria plana tem maior profundidade e as demonstragoes aparecem
com maior frequéncia, mas isso nao quer dizer que ela seja facilmente compreendida,
pois, como mencionamos acima, para muitos alunos e até professores, demonstragoes
matemaéticas sao algo relativamente novo. Desta forma, a utilizacao das demons-
tragoes dindmicas e exercicios interativos no processo de ensino e aprendizagem ¢
um caminho alternativo na tentativa de ajudar na compreensao das demonstragoes

matematicas.

Com objetivo de mostrarmos como podemos transformar um livro tradicional de

papel em um livro dinamico eletronico, e assim auxiliar no processo de compreensao



de defini¢oes, corolarios, proposicoes e teoremas da geometria plana, realizamos
algumas apresentacoes e demonstragoes dinamicas que ficarao disponiveis online
para alunos e professores. Para isso, foi utilizado como base o livro Geometria
plana e espacial um estudo axiomdtico [0], escrito por Joao Roberto Gerdonimo e
Valdeni Soliani Franco, e para a realizacao das demonstragoes dinamicas, utilizamos
o software GeoGebra 5.0 [5], que é um software de matematica dindmica gratuito,

que pode ser baixado ou utilizado online.

Com o auxilio dos softwares e suas animacgoes, podemos fazer o passo a passo das
demonstragoes utilizando imagens e a escrita, sem deixar “carregado” ou faltando
informagoes. Assim o estudante pode acompanhar cada etapa da explicacao, dife-
rente de um livro impresso, que as informacoes sao apresentadas todas ao mesmo

tempo de modo estatico.

Importante ressaltar que as demonstragoes e enunciados do livro Geometria
Plana e Espacial um estudo aziomdtico [6] que foram utilizadas para realizarmos
o livro digital nao foram alteradas, apenas modificamos a maneira como elas sao

apresentadas.

Todo o material elaborado esta disponivel online na pagina do Geogebra, abaixo

temos o link e o qr-code que direcionarao o leitor ao livro digital.
https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb

O presente trabalho esta estruturado da seguinte forma:

No primeiro capitulo, fizemos uma pesquisa na Base Nacional Comum Curricu-
lar (BNCC [3]), para sabermos em quais turmas do Ensino Fundamental devemos
trabalhar os conteudos relacionados a geometria plana e quais sao as habilidades
relacionadas a esses contetidos. Além disso, apresentamos os conceitos, notagoes e
resultados de geometria plana que foram utilizadas na elaboracao do livro digital.
Os topicos abordados foram retirados fielmente dos capitulos 4 e 7 do livro Geome-
tria Plana e Espacial um estudo aziomdtico (Geronimo [6]), os conteidos envolvidos
sao os casos de congruéncia de triangulos, semelhangas de triangulos e Teorema de
Tales. Assim as demonstracoes nao foram colocadas no texto, refizemos todas elas
de modo dinadmico e interativo no livro digital. Para facilitar a leitura adiciona-
mos os qr-codes e links apoés cada enunciado, que direcionarao o leitor as nossas

demonstragoes dinamicas que estao no e-book.

O segundo capitulo esta dividido em duas se¢oes, na primeira se¢ao apresentamos



https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb
https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb

detalhadamente um exemplo de demonstracao dinamica utilizando uma demonstra-
¢ao que esta disponivel no livro digital e na segunda se¢ao desse capitulo fornecemos
um tutorial detalhado de como realizar uma demonstracao dindmica no software

Geogebra.

O terceiro capitulo estd dividido em trés secoes, cada secao possui uma ficha
didatica como proposta de ensino. As fichas foram elaboradas para serem aplicadas
para turmas de oitavos anos e o objetivo principal foi de elaborar atividades din&-
micas que envolvam os contetidos que foram adicionados no livro digital. As fichas

e as atividades também estao disponiveis no livro digital.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Na primeira secao deste capitulo destacamos as habilidades relacionadas a geome-
tria plana que devem ser trabalhadas segundo a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) [3] no Ensino Fundamental. Nas outras duas segoes temos os teoremas,

defini¢oes, proposicoes coroléarios e axiomas que foram utilizados durante nosso tra-
balho.

Todos os enunciados da segunda e terceira secao foram retirados dos capitulos 4 e
7 do livro Geometria Plana e Espacial um estudo aziomdtico [6]. As demonstragoes
nao foram adicionadas, mas colocamos os qr-codes e links que direcionarao o leitor
as demonstragoes dindmicas que estao no livro digital. Para o leitor familiarizado

com o conteiido, levar em conta apenas o livro digital.

1.1 Base Nacional Comum Curricular/ BNCC

A geometria plana é um ramo da matemaéatica que estuda as figuras planas, como
ponto, retas, poligonos, angulos, etc. Esses conceitos sao vistos ja nos primeiros

anos do Ensino Fundamental e aprofundados de um ano para outro.

De acordo com a BNCC (2018) [3], estudar geometria nos ajuda a resolver pro-
blemas do nosso dia a dia, em diferentes areas do conhecimento. Segundo ela, os

conceitos de congruéncias e semelhancas deverao ser desenvolvidos no Ensino Funda-



mental — Anos Finais. E nessa fase que os conceitos trabalhados em anos anteriores

sao aprimorados.

Esses conceitos devem ter destaque nessa fase do Ensino Funda-
mental, de modo que os alunos sejam capazes de reconhecer as
condigdes necessarias e suficientes para obter tridngulos congruen-
tes ou semelhantes e que saibam aplicar esse conhecimento para
realizar demonstracoes simples, contribuindo para a formagao de
um tipo de raciocinio importante para a Matematica, o raciocinio
hipotético-dedutivo (BRASIL, 2018, p. 272)

A seguir citaremos algumas habilidades relacionadas a geometria plana que de-

vem ser trabalhadas no Ensino Fundamental nas séries iniciais e séries finais de

acordo com a BNCC (2018) [3].

Focamos nas habilidades relacionadas aos contetidos que foram utilizados em

nosso trabalho, como congruéncia e semelhanga de triangulos e também nas habili-

dades relacionadas a utilizacao de softwares de geometria.

Colocamos as habilidades do Ensino Fundamental/Anos inciais, para podermos

perceber que estes conceitos devem ser trabalhados logo no inicio do Ensino Basico:

Ensino Fundamental/Séries Iniciais

2° ano
Unidades Tematicas | Objetos de conhecimento Habilidades
Geometria Figuras geométricas planas | (EF02MA15) Reconhecer, com-

(circulo, quadrado, retan-
gulo e tridngulo): reconhe-
cimento e caracteristicas

parar e nomear figuras planas
(circulo, quadrado, retangulo e
tridngulo), por meio de carac-
teristicas comuns, em desenhos
apresentados em diferentes dispo-
sicoes ou em solidos geométricos.




39 ano

Unidades Temaéticas

Objetos de conhecimento

Habilidades

Geometria

Figuras geométricas planas
(triangulo, quadrado, retan-
gulo, trapézio e paralelo-
gramo): reconhecimento e
anélise de caracteristicas

(EF03MA15) Classificar e compa-
rar figuras planas (triangulo, qua-
drado, retangulo, trapézio e para-
lelogramo) em relacdo a seus la-
dos (quantidade, posigoes relati-
vas e comprimento) e vértices.

Geometria

Congruéncia de figuras geo-
métricas planas

(EF03MA16) Reconhecer figuras
congruentes, usando sobreposi¢ao
e desenhos em malhas quadricu-
ladas ou triangulares, incluindo o
uso de tecnologias digitais.

49 ano

Unidades Temaéticas

Objetos de conhecimento

Habilidades

Geometria Angulos retos e nao retos: | (EF04MA18) Reconhecer dngulos
uso de dobraduras, esqua- | retos e nao retos em figuras poli-
dros e softwares gonais com o uso de dobraduras,

esquadros ou softwares de geome-
tria.

Geometria Simetria de reflexao (EF04MA19) Reconhecer sime-

tria de reflexao em figuras e em
pares de figuras geométricas pla-
nas e utiliza-la na construcao de
figuras congruentes, com o uso de
malhas quadriculadas e de softwa-
res de geometria.

52 ano
Unidades Tematicas | Objetos de conhecimento Habilidades
Geometria Figuras geométricas planas: | (EFO5MA17) Reconhecer, no-
caracteristicas, representa- | mear e comparar poligonos, con-
¢oes e angulos siderando lados, vértices e angu-
los, e desenhé-los, utilizando ma-
terial de desenho ou tecnologias
digitais.
Geometria Ampliagao e reducao de fi- | (EFO5MA18) Reconhecer a con-

guras poligonais em malhas
quadriculadas:  reconheci-
mento da congruéncia dos
angulos e da proporciona-
lidade dos lados correspon-
dentes

gruéncia dos angulos e a propor-
cionalidade entre os lados corres-
pondentes de figuras poligonais
em situagoes de ampliacao e de
reducao em malhas quadriculadas
e usando tecnologias digitais.




Ensino Fundamental /Séries Finais

6° ano
Unidades Tematicas | Objetos de conhecimento Habilidades
Geometria Poligonos: classificagoes | (EFO6MA19) Identificar caracte-
quanto ao nimero de vér- | risticas dos tridngulos e classifica-
tices, as medidas de lados | los em relacao as medidas dos la-
e angulos e ao paralelismo | dos e dos angulos.
e perpendicularismo dos
lados
Geometria Construgao de figuras seme- | (EFO6MA21) Construir figuras
lhantes: ampliacao e redu- | planas semelhantes em situacoes
¢ao de figuras planas em | de ampliacao e de reducao, com
malhas quadriculadas o uso de malhas quadriculadas,
plano cartesiano ou tecnologias
digitais.
Geometria Construgao de retas para- | (EF06MA22) Utilizar instrumen-

lelas e perpendiculares, fa-
zendo uso de réguas, esqua-
dros e softwares

tos, como réguas e esquadros, ou
softwares para representagoes de
retas paralelas e perpendiculares
e construcao de quadrilateros, en-
tre outros.




82 ano

Unidades Temaéticas

Objetos de conhecimento

Habilidades

Geometria Congruéncia de triangulos e | (EFO8MA14) Demonstrar propri-
demonstragoes de proprie- | edades de quadrilateros por meio
dades de quadrilateros da identificacao da congruéncia

de triangulos.

Geometria Construgoes — geométricas: | (EFO8MA15) Construir, utili-
angulos de 90°, 60°, 45° e | zando instrumentos de desenho
30° e poligonos regulares ou softwares de geometria dina-

mica, mediatriz, bissetriz, angu-
los de 90°, 60°, 45° e 30° e poligo-
nos regulares.

Geometria Mediatriz e bissetriz como | (EFO8MA17) Aplicar os conceitos
lugares geométricos: cons- | de mediatriz e bissetriz como lu-
trucao e problemas gares geométricos na resolucao de

problemas.

Geometria Transformagoes geométri- | (EFO8MA18) Reconhecer e cons-

cas: simetrias de translacao,
reflexao e rotagao

truir figuras obtidas por compo-
sicoes de transformacgoes geomé-
tricas (translagao, reflexdo e rota-
¢ao), com o uso de instrumentos
de desenho ou de softwares de ge-
ometria dindmica.

99 ano

Unidades Temaéticas

Objetos de conhecimento

Habilidades

Geometria Demonstragoes de relagoes | (EFO9MA10) Demonstrar rela-
entre os angulos formados | ¢oes simples entre os angulos for-
por retas paralelas intersec- | mados por retas paralelas corta-
tadas por uma transversal | das por uma transversal.

Geometria Semelhanca de triangulos (EF09MA12) Reconhecer as con-

digoes necessarias e suficientes
para que dois triangulos sejam se-
melhantes.

Geometria Relagbes métricas no tri- | (EF09MA13) Demonstrar rela-

angulo retangulo Teorema
de Pitagoras: verificagoes
experimentais e demonstra-
¢ao Retas paralelas cortadas
por transversais: teoremas
de proporcionalidade e veri-
ficagOes experimentais

¢oes métricas do triangulo re-
tangulo, entre elas o teorema
de Pitagoras, utilizando, inclu-
sive, a semelhanca de triangulos.
(EF09MA14) Resolver e elaborar
problemas de aplicacao do teo-
rema de Pitagoras ou das relacoes
de proporcionalidade envolvendo
retas paralelas cortadas por se-
cantes.




1.2 Congruéncias de triangulos

Agora vamos fixar notagoes e apresentar os teoremas, corolarios, proposigoes,
axiomas e defini¢des que foram transformados de modo dinamico e que se encontra

no nosso livro digital.

Antes de iniciarmos o estudo de congruéncias de triangulo, vamos reforcar que
ap6s o enunciado, colocamos qr-codes e os links que direcionarao o leitor as nossas
apresentacoes e demonstragoes dinamicas. Os indices que estao na dissertacao, nao
sao os mesmos do livro digital, no livro digital colocamos o indice igual ao do livro

Geometria Plana e espacial um estudo axiomdtico [6].

Na matemaética, utilizamos a palavra congruentes no estudo de geometria plana
para nos referirmos a angulos e segmentos que possuem a mesma medida e para

duas figuras que possuem a mesma forma e tamanho.

Na Definicao temos detalhadamente as condigoes para que dois tridngulos

sejam congruentes.

Definicao 1.1 : Dois tridngulos ABC e DEF sao ditos congruentes se existir uma
fungao bigetora f : {A, B,C} — {D, E, F'}, que leva os vértices de um nos vértices
do outro, de tal modo que lados e dngulos correspondentes sejam congruentes, ou
seja,

~ A

m(A) = m(f(A)), m(B) =m(f(B)) e m(C) = m(f(C)).

AB = J(A)/(B), AC = f(A)f(C) ¢ BC = f(B)J(C).

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ gbmjbwut

Escreveremos ABC = DFEF para dizer que os tridangulos ABC e DEF sao
congruentes. Dessa forma, nota-se que para que dois tridngulos sejam congruentes,
é necessario que exista uma fungao que leve os vértices de um nos vértices do outro

e que as medidas dos lados e dos angulos correspondentes sejam iguais.

Um exemplo citado no livro [6] impresso ¢ o seguinte: suponhamos que ABC' seja
congruente a DEF'| entdo existe uma funcao bijetora f : {A, B,C} — {D,E,F}

que mantém inalteradas as medidas dos angulos e lados correspondentes.



https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/q5mj5wut
https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/q5mj5wut

Para fixar a ideia, suponhamos f(A) = D, f(B) = E e f(C) = F, representada

geometricamente na Figura

Figura 1.1: Fungao Bijetora.

Fonte: Elaborada pela autora.

Entao devemos ter: A=D ,B=E,C=F,AB=DE, AC =DF e BC = EF,
ou seja, os lados e angulos correspondentes sao congruentes, representados na Figura
1.2

Figura 1.2: Lados e angulos correspondentes congruentes.

- f(x)

Fonte: Elaborada pela autora.

10



Proposicao 1.2 : A congruéncia entre tridngulos € uma relacao de equivaléncia

no conjunto dos tridngulos.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ gbmjbwut

Lembrando que para provarmos que é uma relacao de equivaléncia, devemos

provar que valem as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Portanto, se vale a relacao de equivaléncia, vale a propriedade reflexiva, entao
podemos afirmar que um tridngulo qualquer é congruente a ele mesmo, ou seja,
ABC = ABC, representado na Figura [I.3]

Figura 1.3: Reflexiva.

i

b

Fonte: Elaborada pela autora.

A propriedade simétrica, representada na Figura[I.4] nos garante que se tivermos
um tridngulo ABC' congruente a um triangulo DEF, entao o triangulo DEF ¢

congruente ao triangulo ABC.

11


https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/q5mj5wut
https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/q5mj5wut

Figura 1.4: Simétrica.

C F

Fonte: Elaborada pela autora.

Por altimo, temos a propriedade da transitividade, representada na Figura [I.5]
que expressa que se um tridngulo ABC' for congruente a um triangulo DEF e o

triangulo DEF for congruente a um triangulo GHI, entao ABC' ¢é congruente a

GHI.

Figura 1.5: Transitiva.

[+ F

B

Fonte: Elaborada pela autora.

O Axioma [I.3] enunciado a seguir, sera utilizado nas proximas demonstragoes.
Axioma 1.3 : Dados dois tridngulos ABC' e DEF, se AB = DE, AC = DF e

12



~ A

A= D, entao B = E. Por troca de simbolos podemos afirmar que B=EeC=F.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmvnbwb# matertal/ gbmjbwut

Dessa forma, se dois triangulos tiverem dois lados correspondentes com o mesmo
comprimento e o angulo formado por esses dois lados tiverem a mesma medida, os

outros dois angulos correspondentes também terao medidas iguais.

Como ilustrado na Figura [1.6| os triangulos ABC' e DEF, onde AB = DE,

AC = DF e A= D, pelo Axioma podemos afirmar que B=F e C=F.

Figura 1.6: Representacao do Axioma 1.3

A
A

D E

v

=

Fonte: Elaborada pela autora.

Conseguimos verificar se dois tridngulos sao congruentes através dos casos de
congruéncias. As congruéncias de tridngulos sao separadas em 4 casos, que sao eles:
Lado, Angulo, Lado (LAL), Angulo, Lado, Angulo (ALA), Lado, Lado, Lado (LLL)
e Lado, Angulo e Angulo Oposto (LAA,).

Na sequéncia, apresentaremos detalhadamente cada caso de congruéncia de tri-
angulos e algumas defini¢oes, corolarios, teoremas que utilizamos para a realizagao

do livro digital.

Teorema 1.4 (Caso LAL): Dados dois tridngulos ABC e DEF, se AB = DE,
AC = DF ¢ A= D, entio ABC = DEF.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ z3h8kzub

13



https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/q5mj5wut
https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/q5mj5wut
https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/x3h8kzub
https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/x3h8kzub

Esse teorema nos garante que se tivermos dois triangulos que tem dois lados cor-
respondentes com os mesmos comprimentos e o angulo compreendido por esses lados

tiverem a mesma medida, podemos garantir que esses triangulos sao congruentes.

Para melhor entendimento desse teorema temos, na Figura [1.7] dois triangulos,
o tridangulo ABC' e o triangulo DEF'. Temos ainda que AC' = DE, AB = DF e os
angulos A e D formado por esses lados tem medidas iguais. Entao, pelo Teorema
podemos garantir que ABC = DEF'.

Figura 1.7: Caso LAL.

E

Fonte: Elaborada pela autora.

Corolario 1.5 : Em um tridngulo isdsceles, os dngulos da base sao congruentes.

https: //www. geogebra. orqg/m/ dnmunbwb# material/z3h8kzub

Dessa forma, se considerarmos um triangulo isésceles ABC', como na Figura [I.8]
com base BC, podemos afirmar que os dois adjacentes a base desse tridngulo terao

N

as mesmas medidas, ou seja, B = C.

14


https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/x3h8kzub
https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/x3h8kzub

Figura 1.8: Triangulo isésceles.

B
Fonte: Elaborada pela autora.

Definigao 1.6 : Seja ABC um triangulo qualquer e D um ponto na reta BC'. O

segmento AD, denomina-se:

e mediana do tridngulo relativo ao lado BC' se D é ponto médio de BC'.

Figura 1.9: Mediana AD.

A

Fonte: Elaborada pela autora.

e altura do tridngulo relativo ao lado BC, se a reta AD € perpendicular a reta

BC.

15



Figura 1.10: Altura AD.

ap°

Fonte: Elaborada pela autora.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ z3h8kzub

Os angulos A, B e C sdo denominados opostos aos lados BC, AC e AB, respec-
tivamente, como mostram as Figuras [I.11], [1.12] e [T.13]

Figura 1.11: Angulo A oposto ao lado BC.

L
[
5

Fonte: Elaborada pela autora.
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Figura 1.12: Angulo B oposto ao lado AC.

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 1.13: Angulo C oposto ao lado AB.

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.7 : Em um tridngulo isosceles, a mediana relativa a uma base € também

a altura relativa a base e estd sobre a bissetriz do dngulo oposto a essa base.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ x3h8kzub

Com esse teorema, podemos garantir que se tivermos um triangulo iso6sceles
ABC, de base BC, como na Figura [1.14] e considerarmos D o ponto médio do
lado BC, entao o segmento AD é mediana (por defini¢do), AD também é altura
do triangulo e bissetriz do angulo A, ou seja, AD seréa perpendicular ao lado BC' e

ainda divide o angulo A ao meio.
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Figura 1.14: Triangulo isésceles com mediana AD.

A

Fonte: Elaborada pela autora.

Definigao 1.8 : Em um tridngulo ABC, os dngulos A, B ¢ C sio chamados angu-
los internos do triangulo. Os suplementos desses dngulos sao chamados de dngulos

externos do triangulo .

https: //wuww. geogebra. org/m/ dnmunbwb# material/xz3h8kzub

Na Figura temos a representacao dos angulos internos e externos do trian-
gulo ABC'. Os angulos A, Be C sao angulos internos e os angulos 3, a e pu sao

angulos externos.

Figura 1.15: Angulos internos e externos de um triangulo.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Teorema 1.9 (do Angulo Externo): Todo dangulo externo de um triangulo mede

mais que qualquer dos dngulos internos a ele nao adjacentes.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ x3h8kzub

Nas Figuras e temos a representagao do mesmo triangulo. Esse trian-
gulo possui angulo externo # e angulos internos 7 e u que nao sao adjacentes a 6. O

Teorema do Angulo Externo nos garante que 6 é maior do que 7 e p.

Figura 1.16: Angulo interno 7 e externo 6.

o>mn

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 1.17: Angulo interno it e externo 6.

0>

Fonte: Elaborada pela autora.
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Teorema 1.10 (Caso ALA): Dados dois triangulos ABC e EFG, se AB = EF,
A=E e B=F, entio ABC = EFG.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ ce83gpun

Esse caso de congruéncia nos garante que se tivermos dois triangulos com dois
angulos com medidas iguais e o lado compreendido por esses angulos também tiverem

a mesma medida, esses triangulos serao congruentes.

Para ilustrar esse caso, temos a Figura |[1.18 com os triangulos ABC e EFGQG.
Se considerarmos o angulo A congruente a E e o angulo B congruente a F e os
segmentos AB e EF possuem a mesma medida. Entao pelo Teorema [I.10, podemos

afirmar que os tridngulos ABC' e EFG sao congruentes.

Figura 1.18: ALA.

E

Fonte: Elaborada pela autora.

Corolario 1.11 : Em um tridngulo ABC, se os dngulos relativos a um dos lados

sao congruentes, entao o tridingulo € isdsceles.
https: //www. geogebra. org/m/ dnmvnbwb# matertal/ ce83qpun
Esse corolario é reciproco do Corolario 1.5 ou seja, se tivermos um triangulo que

possui dois angulos internos com medidas iguais, podemos afirmar que esse triangulo

é isosceles, ou seja, tera dois lados com medidas iguais.

Teorema 1.12 (Caso LLL): Se dois tridngulos tém trés lados correspondentes

congruentes, entao os tridngulos sao congruentes.
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https: //www. geogebra. org/m/ dnmvnbwb# matertal/ zvavykqp

Na Figura temos dois triangulos com lados correspondentes congruentes,

entdo, pelo Teorema [I.12], podemos afirmar que os dois triangulos sdo congruentes.

Figura 1.19: LLL.

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.13 (Caso LAAo): Dados dois tridngulos ABC e EFG, se BC' = FG,
A=E e C =G, entio ABC = EFG.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# material/ ddymvrpw

Esse caso de congruéncia nos afirma o seguinte, se tivermos dois triangulos que
possuem um lado, um angulo e o angulo oposto a esse lado congruente, entao esses

triangulos serao congruentes.

Como exemplo, temos os triangulos ABC e EFG na Figura|1.20, Os angulos C
e G sdo congruentes, os lados BC' e GF' tém medidas iguais e os angulos Ae E, que

sao opostos aos lados BC e GF respectivamente, também sao congruentes. Entao
teremos que ABC' = AFG.
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Figura 1.20: LAA,.

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.14 : A soma das medidas de quaisquer dois dngulos internos de um

triangulo € menor que 180°.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwdb# matertal/ tjaetdsg

Corolario 1.15 : Todo tridngulo possui pelo menos dois dngulos internos agudos.

Consequentemente, todo tridingulo tem pelo menos dois dngulos externos obtusos.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# material/ tjaetdsg

Esse corolario nos garante que em todo triangulo, teremos pelo menos dois angu-
los internos com medidas menores do que 90° e como os angulos internos e externos

sao suplementares, logo teremos pelo menos dois angulos externos maiores que 90°.

Corolario 1.16 [: Se duas retas distintas r e s sao perpendiculares a uma terceira,

entao r e s nao se interceptam.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ tjaetdsg

Para representar o Corolario temos a Figura [1.21] com as retas r e s per-

pendiculares a reta t. Podemos observar que as retas r e s nao sao concorrentes.
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Figura 1.21: Retas r e s perpendiculares a reta t.

r 5

Fonte: Elaborada pela autora.

Definicao 1.17 : Diremos que um tridngulo é acutdngulo se ele possui os trés
dngulos agudos. Um tridngulo que possui um dngulo reto é chamado retdngulo,
nesse caso, o lado oposto ao dngulo reto € chamado de hipotenusa e os outros dois

lados de catetos. Se o tridngulo possuir um dngulo obtuso, ele recebe o nome de

obtusdngulo.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunéwb# matertal/ tjaetdsg

Na Figura temos a representacao desses tridngulos.

Figura 1.22: Classificacao dos triangulos de acordo com a medida de seus angulos.

m a

ACUTANGULO RETANGULO

Fonte: Elaborada pela autora.

Vamos apresentar agora um caso de congruéncia especial, esse caso é aplicado

apenas em triangulos retangulos.
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Teorema 1.18 Caso LLAn: Se dois tridngulos retdngulos possuem hipotenusas

congruentes e um dos catetos congruentes, entao os tridngulos sao congruentes.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunéwb# matertal/ tjaetdsg

Na Figura temos os triangulos retangulos ABC e DEF, com hipotenusas
BC = EF e catetos AB = DE. Entdo, temos pelo Teorema que ABC = DEF.

Figura 1.23: Caso LLAQ.

F

- >

5

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.19 : Por um ponto fora de uma reta passa uma unica reta perpendicular

a reta dada.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunéwdb# material/ buefbrpn

Para representarmos o Teorema temos a Figura [1.24] onde o ponto P nao
pertence a reta r, e a reta t representa a tnica reta perpendicular a r e que passa

pelo ponto P.
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Figura 1.24: Ponto P fora da reta r.

t

a0°

Fonte: Elaborada pela autora.

Corolario 1.20 : Por um ponto fora de uma reta passa uma reta paralela a reta

dada.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ buefbrpn

Na Figura [1.25] temos a reta r e um ponto P fora dela. A reta t representa a

Unica reta paralela a r e que passa pelo ponto P.

Figura 1.25: Reta t passa pelo ponto P e é paralela a reta r.

Fonte: Elaborada pela autora.

Definicao 1.21 : Dada uma reta r e um ponto P fora dela, tragamos a unica reta
s perpendicular a r passando por P. A intersecio r N's = P’ é chamada pé da

perpendicular. Se Q é um ponto qualquer de r distinto de P', o segmento PQ ¢
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dito obliquo, relativo a r. Na Figura[l.20], o segmento QP' é chamado de projecdo
do segmento QP sobre a reta r. O comprimento do segmento PP’ é definido

como a distdncia do ponto P a reta r.

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/mgaj4t56

Figura 1.26: Definicao [1.21]

Fonte: Elaborada pela autora.

Proposigao 1.22 : Se dois lados de um tridngulo nao sao congruentes, entao seus

angulos opostos nao sao congruentes e o maior dngulo € oposto ao maior lado.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmvnbwb# matertal/mqajsit56

Na Figura temos o triangulo ABC' com lado BC' > AC. A Proposicao [1.22
nos afirma que os angulos A e B nao sao congruentes e ainda A & maior do que B,

pois A é o angulo oposto ao maior lado.
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Figura 1.27: Proposicao 4.21.

Fonte: Elaborada pela autora.

Proposigao 1.23 : Se dois dngulos de um tridngulo nao sao congruentes, entio os
lados que se opoem a esses dngulos tém medidas distintas e o maior lado opoe-se ao

maior dngulo.

https: //www. geogebra. orqg/m/ dnmunéwb# material/mqaj4t56

Essa Proposicao é a reciproca da Proposicao [1.22]

Corolario 1.24 : Se P'é o pé da perpendicular, tracada a partir de P, como visto
no Teoremall.19, entao qualquer segmento obliquo PQ) tem comprimento maior que

o comprimento de PP'. Veja a representagio desse Coroldrio na Figura[1.28.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmvnbwb# matertal/mqajsit56

Figura 1.28: Corolario [[.24]

Fonte: Elaborada pela autora.
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Teorema 1.25 : Em todo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados €

mazior que o comprimento do terceiro lado.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/mgajit56

De acordo com o Teorema [I.25] se considerarmos o triangulo ABC representado
na Figura|l.29 podemos afirmar que AB+AC > BC, CA+CB > ABe BC+BA >
AC.

Figura 1.29: Teorema [1.25]

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.26 (Desigualdade Triangular): Dados trés pontos quaisquer A, B
e C no plano, temos que AC < AB + BC' . A igualdade ocorre se, e somente se, B

estd no segmento AC.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/mqaj4it56

Nas Figuras e [L.31], temos a representa¢ao do Teorema [1.26]
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Figura 1.30: AC < AB + BC.

B

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 1.31: AC = AB + BC.

Fonte: Elaborada pela autora.

1.3 Semelhanca de triangulos e o Teorema de Tales

Agora serd apresentado a definicao de semelhanca de tridngulos e o que é necessa-
rio para que dois tridngulos sejam semelhantes, ou seja, estudaremos os casos de
semelhancas, assim como feito para os casos de congruéncia. Também nessa se¢ao,
veremos o Teorema de Tales e algumas definigbes e proposicoes necessarias nesse

estudo.

Todos os teoremas, proposigoes e definigoes dessa secao foram retirados do capi-

tulo 7 do livro Geometria Plana e Espacial um estudo aziomdtico [6].

Teorema 1.27 : Se uma reta paralela a um lado de um triangulo intercepta os
outros dois lados em pontos distintos, entao ela determina segmentos que sao pro-

porcionais a esses lados.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/v6s2gzmm
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Re-enunciado: No triangulo ABC' da Figura|l.32, sejam D e E pontos de AB

e AC, respectivamente, tais que DFE é paralelo a BC. Entao:

AB AC
AD AE

Figura 1.32: Teorema 7.2.

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.28 : Se uma reta intercepta dois lados de um tridngulo e determina

segmentos proporcionais a esses dois lados, entao ela € paralela ao terceiro lado.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/v6s2gzmm

Re-enunciado: Sejam ABC um triangulo dado, como na Figura [[.33, D um

ponto entre A e B, e F um ponto entre A e C.
AB _ AC ~ ,
Se 55 = 55, entao DE é paralelo a BC'.

Esse teorema é reciproco ao Teorema, |1.27]
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Figura 1.33: Teorema [1.26]

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.29 (de Tales): Se trés ou mais paralelas sao cortadas por duas trans-

versais, 0s segmentos determinados nas duas transversais sao proporcionais.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# material/ wvcdwily

. ~ AR ATRT
r,seuem A, B, C e A, B e (', respectivamente, entao g:]g = g,—g,.

Figura 1.34: Teorema de Tales.

B
\

Fonte: Elaborada pela autora.
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Teorema 1.30 (da Bissetriz Interna): Em um tridngulo qualquer, a bissetriz
de um dngulo interno intercepta o lado oposto em um ponto tal que as medidas dos
segmentos obtidos e as medidas dos lados adjacentes ao dngulo formam sequéncias

PTroPoOTCLONALS.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwdb# material/ wvcdwsly

Re-enunciado: Na Figura [[.35] se ABC é um triangulo e S, é a bissetriz do

angulo A, entao:

m n
b c
ou, equivalentemente,
m b
n c

Figura 1.35: Bissetriz Interna.

\
\
\

/
;@

1
0
m 1
\

L Sa
\
\

Fonte: Elaborada pela autora.

Definigao 1.31 : Dois tridngulos ABC e DEF sao ditos semelhantes se existir
uma fungao bijetora f : A, B,C' — D, E, F, que leva os vértices de um, nos vértices
do outro, de tal modo que os dngulos correspondentes sejam congruentes e os lados

correspondentes formem uma sequéncia proporcional, ou seja,
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Para ilustrar a Definicao temos a Figura[1.36, que contém a representacao
de uma funcao bijetora que leva vértices do triangulo ABC nos vértices do triangulo
DEF.

Figura 1.36: Funcao bijetora.

® I(x)

Fonte: Elaborada pela autora.

Nesse caso, denotaremos por ABC' ~ DEF onde se lé: o triangulo ABC é
semelhante ao tridngulo DEF. As razoes dadas pelas proporgoes acima sao de-
nominadas razao de semelhanca. Na Figura [1.37] temos a representacao de dois

triangulos semelhantes.

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/srazbjje
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Figura 1.37: Triangulos Semelhantes.

A

Fonte: Elaborada pela autora.

Proposicao 1.32 : A semelhanca de triangulos € uma relagao de equivaléncia.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmun6wb# material/ srazbjje|

Assim como foi feito na congruéncia de triangulos, para provar que a semelhanca
de triangulos é uma relagao de equivaléncia, é necessario provarmos que valem as

propriedades simétrica, transitiva e reflexiva.

A propriedade simétrica nos garante que um tridangulo ABC' é semelhante a ele

mes1mo.

Figura 1.38: Reflexiva ABC ~ ABC.
A A
B Cc B (o
Fonte: Elaborada pela autora.

A propriedade simétrica nos garante que se tivermos ABC ~ EFG, entao
EFG ~ ABC. Esta propriedade ¢ representada na Figura[1.39
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Figura 1.39: Simétrica ABC ~ EFG.
A
B c F G
Fonte: Elaborada pela autora.

Se vale a propriedade transitiva, isso significa que se ABC' ~ DEF e DEF ~
GHI, entao ABC ~ GHI. Esta propriedade é representada na Figura [1.40

Figura 1.40: Transitiva.

A AL

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.33 : Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se os dngulos

correspondentes sao congruentes, a correspondéncia é uma semelhanga.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmun6wb# material/ srazbjje

Entao se considerarmos os triangulos ABC' e FFG, representados na Figura
onde A = E, B=Fe(C = D, podemos concluir que esses triangulos sao

semelhantes de acordo com o Teorema [[.33
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Figura 1.41: Triangulos com angulos correspondentes congruentes.

. .
~c F ©
Fonte: Elaborada pela autora.

Corolario 1.34 : Se existe uma correspondéncia entre dois tridngulos tais que dois
pares de dngulos correspondentes sao congruentes, entao a correspondéncia € uma

semelhanca.

https: //www. geogebra. orqg/m/ dnmunbwb# material/ srazbjje

~

Na Figura m temos os triangulos ABC' e EFG, com os angulos A = Ee
B = F, entdo pelo Corolario podemos afirmar que ABC = EFG.

Figura 1.42: Triangulos com dois angulos correspondentes com medidas iguais.

Fonte: Elaborada pela autora.
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Teorema 1.35 : Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se dois pares

de lados correspondentes sao proporcionais e os dngulos que eles determinam con-

gruentes, entao a correspondéncia é uma semelhanca.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ srazbjje

Re-enunciado: Dados dois tridangulos ABC' e EFG, representados na Figura
m e uma correspondéncia ABC < EFG, se 48

EF—g—geAEE,entéoABCw
EFG.

Figura 1.43: Teorema [1.35

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.36 : Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos. Se os lados
correspondentes sao proporcionais, entao a correspondéncia € uma semelhanca.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunbwb# matertal/ srazbjje

Re-enunciado: Dados dois triangulos, representados na Figura [1.44] ABC e
EFG e uma correspondéncia ABC < EFG, se 48 = 4€ B¢

5F = B = pa» entao ABC ~
EFG.
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' . AB _ AC _ BC
Figura 1.44: 2% = 25 = £5-

Fonte: Elaborada pela autora.

Teorema 1.37 (Bissetriz Externa): Em um tridngulo escaleno, a bissetriz de
um dngulo externo intercepta o lado oposto em um ponto tal que as medidas dos
segmentos obtidos e as medidas dos lados adjacentes ao dngulo formam sequéncias

PropoTrcionais.

https: //www. geogebra. org/m/ dnmunéwb# matertal/ srazbjje

Re-enunciado: Na Figura Sap € bissetriz externa ao angulo Ado triangulo
ABC, entao:
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Figura 1.45: Representagao da Bissetriz Externa AD.

Fonte: Elaborada pela autora.
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CAPITULO 2

ATIVIDADES DINAMICAS COM O AUXILIO DO
APLICATIVO GEOGEBRA

2.1 Exemplo de uma demonstracao dinamica reali-
zada no GeoGebra

De acordo com o dicionario, dindmico ¢ algo que se altera de modo continuo,
em que héd movimento e mudanca. Pensando nessa definicao podemos relacionar a
demonstracao dinadmica, com um tipo de demonstracao que sofre alteracoes e nao

sao demonstracoes estaticas.
Para Nobrega (2019)

Um Registro Linguistico Dindmico é um registro em que o texto
¢é alterado dinamicamente quando ele esta associado a alguma ca-
racteristica de outra representacao e ela sofre alguma modificacao
que altera alguma propriedade (NOBREGA, 2019, p. 7)

Também destaca em seu trabalho que a demonstragao dinamica ‘nao se trata de
uma nova estratégia de demonstracio, mas sim de como apresenté-la” (NOBREGA,

2019 p. 14).

Como haviamos mencionado anteriormente e o leitor ja deve ter percebido quando
fizemos as demonstracoes dindmicas no capitulo anterior, o auxilio dos softwares e
suas animacoes permite fazer o passo a passo as demonstracoes utilizando imagens

e a escrita, sem deixar “carregado”’ ou faltando informacoes. Assim o estudante
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pode acompanhar cada etapa da explicacao, diferente de um livro impresso, que
as informagoes sao apresentadas todas ao mesmo tempo de modo estatico. Veja
por exemplo na Figura retirada de Gerénimo [6], onde podemos observar que a

imagem que esté ilustrando a demonstragao estd com muitas informagcoes.

Figura 2.1: Exemplo de uma demostracao realizada em um livro impresso.

Teorema 7.5: (da Bissetriz Interma): Em um tnangulo qualquer. a bissetriz de um
angulo mterno intercepta o lado oposto em um ponto tal que as medidas dos segmentos
obtidos e as medidas dos lados adjacentes ac angulo formam sequéncias proporcionais.

122

Re-enunciade: no desenho ao lado, se ABC é um

» Y . . . .o
triangulos ¢ 5, ¢ a bissctriz do angulo A, entio — = —
g . v

m b

ou, equivalentemente, — — —.
n <

Demonstracio: tracemos por B. a reta paralela a
bissetriz 5,. obtendo como mtersecdo com a reta CA o
ponto D. Teremos 0=p. porque sdo alternos internos e o
=¥, pois séio correspondentes. Logo, f =7 e o tridngulo
ABD ¢ isésceles de base BD. Assim. AD=AB=c
. Como a reta BD € paralela a 5,. por construgéo.

aplicamos o Teorema 7.2, obtendo o resultado desejado.

Fonte: Livro Geometria Plana e Espacial um estudo axiomdtico [6].

Por outro lado na Figura[2.2)retirada da mesma referéncia, podemos observar que
o texto contém muitas informacoes, mas nas imagens nao temos as representagoes

de todos elementos que foram citados no texto.
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Figura 2.2: Exemplo de uma demostragao realizada em um livro impresso.

Teorema 4.8 (do finguln Externo): todo angulo externo de um tniangulo mede mais que

qualquer dos angulos mternos a ele nio adjacentes.

Demonstracio: consideremos um fridngulo ABC comeo
no desenho ao lado. Sem perda de generalidade, vamos
mostrar que o resultado é valido para o dngulo externo
dado pelos lados CA e BA Vamos utilizar o Axioma
II.2 e escolher um ponto D tal que A esteja entre C
e D. Queremos mostrar que m(DAB) = mi Aﬁc) e C A D

m(DAB) >=m( ACB ). Mostremos 1nicialmente que m(D‘AB) =m ABC ). Consideremos
E o ponto médio de AB. Na reta CE, marque um ponto F tal que E esteja entre C e
F, e de tal modo que CE=EF. Tracemos AF. Notemos que BE = AE. CE = EF (por
construgéo) e BEC = AEF (opostos pelo vértice). Assim, pelo Teorema 4.3 (Caso
LAL). BEC =AEF. Consequentemente, B = EAF. Como E esta entre C e F, afirmamos
que a reta AF nfo corta o segmento BC. De fato. se AF cortasse BC, entdo, por
definicdo, AF dividiria o dngulo CAB, e assim pelo Exercicio 3.12, AF cortaria CE
em um ponto Y. logo. teriamos que Y € AF e Y € CE = CF e portanto. por Fe Y
estariam passando as retas AF e CF que sdo distintas. pois E € CF e E 2 AF. o que
€ um absurdo. Assim. considerando o tnangulo CBD e o Exercicio 2.8, temos que
AF corta BD e assim AF divide o angulo DAB. Pelo Axioma IIL4. temos

62.

m(BAD)=m(BAF)+m(FAD)>m(BAF)= m( ABC ).

Para demonstrar que m(DAB) >m(ACB ). seja E o ponto
médio de AC. Tracemos a semurreta S;; e marcamos um
ponto F em 5, tal que BE =EF e E esteja entre B e F.

Tracemos a senurreta S, e tomemos algum ponto G em S,
tal que A esteja entre F e G como BE = EF. CE = AE (por

construcdo) e BEC=FEA (opostos pelo vértice). temos pelo Teorema 4.3 que BEC =FEA
e, portanto, BCE = FAE. Como FAE e DAG sio opostos pelo vértice, pela Proposicio
3.21. temos FAE = DAG. Como Sp4#5,5. & Sy, ndo intercepta BC, porque se esse fosse
o caso teriamos que S;, interceptaria BE em um ponto H e, portanto, FA e BF teriam os
pontos H e F em comum, o que ¢ absurdo. Loge. S;, divide o dngulo DAB e portanto
pelo Axioma IIT.4 m(DAB) = m( ACB). pois DAG = BCE.

Q

Fonte: Livro Geometria Plana e Espacial um estudo aziomdtico [6].

Com a ferramenta do software chamada “controle deslizante”, foi possivel realizar
as animagoes, com ela é possivel programar o aparecimento de cada elemento durante

a demonstragao.

As imagens e a demonstracao escrita foram configuradas para aparecerem na

mesma ordem, por exemplo, se na demostracao escrita citar a construcao de um
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ponto A, na imagem aparecerd a representagao geométrica desse ponto. Durante a
demonstracao, os objetos que nao forem mais necessarios serao escondidos da janela

de visualizagao, para que a imagem nao fique com muitas informacoes.

Para melhor entendimento de como foi realizado o nosso trabalho, iremos mos-
trar através de algumas imagens e comentarios uma das demonstragoes que esta

disponivel no livro digital.

Durante as demonstracoes dindmicas utilizamos duas janelas de visualizagoes,
uma para a parte escrita e a outra para a representagao geométrica. Foi construido
também um controle deslizante, chamamos de “Etapa”. Quem acessar o livro digital,
poderd mover esse controle e através desse movimento ird acompanhar o passo a

passo de cada explicacao.

Para que a representacao geométrica nao fique com muitas informagoes desneces-
sarias, terao objetos que serao programados para nao aparecerem durante algumas
etapas da demonstracao, todo esse processo de programacao acontece em fungao do

controle deslizante.

A seguir vamos apresentar a demonstracao do Teorema [1.25] se o leitor preferir
ele podera acessar o link ou o qr-code abaixo, que direcionarao a demostragao no

livro digital.
https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/mqaj4t56

Na Figura temos a imagem da tela inicial. Nessa tela, temos a esquerda
a "Janela de Visualizacao", contendo nela o controle deslizante que est4a no modo
"Etapa=0"e a direita, temos a "Janela de Visualizagao 2"contendo o enunciado do
teorema. Lembrando que a numeracao do teorema é a mesma do livro Geometria

Plana e Espacial um estudo aziomdtico [6].
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Figura 2.3: Apresentagao do enunciado do Teorema.
> Janela de Visualizagio @ (X | > Janela de Visualizagio 2 [}
- Teorema 4.24:  em todo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura [2.4] podemos observar que o controle deslizante foi movido para o
modo "Etapa=1", em "Janela de Visualizagao 2"apareceu a palavra Demonstragao,

ou seja, nas proximas etapas iniciaremos a demonstragao do teorema.

Figura 2.4: Etapa 1.

» Janela de Visualizagio < [X) | » Janela de Visualizagio 2 =4

Etapa=1
Teorema 4.24:  emtodo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado.

Demonstragéo:

Fonte: Elaborada pela autora.

Movendo o controle deslizante para o modo "Etapa=2", como mostra a Figura
2.5 é possivel observar que em "Janela de Visualizagao"apareceu a representagao
geométrica do tridngulo ABC' e na outra a tese da demonstragao representada por

escrito e em linguagem matematica.

44



Figura 2.5: Etapa 2.

» Janela de Visualizagio [

» Janela de VisualizagZo 2 4
Etapa= 2

Teorema 4.24:  emtodo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado.

Demonstragéo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC

Fonte: Elaborada pela autora.

No modo "Etapa=3", como podemos ver na Figura [2.6] foi adicionado a repre-
sentagao geométrica da reta AB e do ponto D em "Janela de Visualizagao"e em

"Janela de Visualizagao 2"apareceu escrito “Considere um ponto D na reta AB”.

Figura 2.6: Etapa 3.

» Janela de Visualizagio (3 | » Janela de Visualizagdo 2 =

Etapa=3
Teorema 4.24:  emtodo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados € maior que
o comprimento do terceiro lado.

Demonstragdo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC

Consideramos um ponto D na reta AB.

Fonte: Elaborada pela autora.

As proximas etapas do controle deslizante seguem da mesma maneira, cada ob-
jeto que é representado geometricamente em "Janela de Visualizagao" (a esquerda)
é citado em "Janela de Visualizagao 2"(a direita) por escrito e feito todas as obser-

vacoes necessarias.

Outro método utilizado durante as demonstragoes foi o de utilizar as cores para

relacionar os objetos das duas janelas e para destacar objetos com medidas iguais.
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Observe na Etapa—4, representada na Figura 2.7, os segmentos BC' e BD foram
construidos com a mesma cor, vermelho, pois BC' = BD e em "Janela de Visuali-

zagao 2"eles também aparecem representados com a mesma cor.

Figura 2.7: Etapa 4.

3 | » Janela de Visualizagio 2 ®
Etapa=4

Teorema 4.24: emtodo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

Demonstragéo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC.

Consideramos um ponto D nareta AB. tal que B estaentre A e D ¢ BD = BC

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura temos a representacao do modo "Etapa=5", onde foi realizada a

construgao do triangulo BC'D. Os segmentos BC' e BD continuam com mesma, cor
para destacar que o triangulo BC'D é iso6sceles de base C'D.

Figura 2.8: Etapa 5.

[ | » Janela de Visualizagio 2 [
Etapa=§

Teorema 4.24:  emtodo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

Demonstragéo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC.
Consideramos um ponto D nareta AB. talque B estaentre A e D e BD = BC.

Assim o trigngulo BCD ¢isosceles,

Fonte: Elaborada pela autora.

No modo "Etapa=6", representada na Figura [2.9] foi realizada a construcao do
angulo D, que é um angulo que pertence a base do tridngulo isésceles BC'D.
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Figura 2.9: Etapa 6.

= 5 | » Janela de Visualizagio 2
Etapa=6

X

Teorema 4.24: em todo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

Demonstragéo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC.
Consideramos um ponto D nareta AB. talque B estaentre A e D ¢ BD = BC.

Assimotriangulo BCD gisosceles, & consequentemente os angulos [

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura temos a representacao no modo "Etapa=T", que foi realizada a
construcao do angulo BCD, que também é angulo da base do triangulo BC'D, logo

BDC = BCD, por esse motivo os dois angulos foram construidos com a mesma cor.

Figura 2.10: Etapa 7.

= X | » Janela de Visualizagio 2
Etapa=7

®

Teorema 4.24:  em todo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados € maior que
o comprimento do terceiro lado.

Demonstragéo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC.
Consideramos um ponto D na reta AB. talque B estaenre A e D e BD = BC.

Assim o triangulo BCD' & issceles, & consequentemente os angulos e BCD,

terdo mesma medida

Fonte: Elaborada pela autora.

No modo "Etapa=8", representada na Figura 2.11| observe que os angulos BDC
e BCD foram programados para nao aparecerem em "Janela de Visualizacao", pois

eles nao serao necessarios nessa etapa da demonstracao. Também foi realizada a
construgao da semirreta Scp e do angulo ACD.
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» Janela de Visualizagio
Etapa=8

Figura 2.11: Etapa 8.

= [ | » Janela de Visualizagio 2

[

Teorema 4.24:  emtodo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado.

Demonstragéo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC
Consideramos um ponto D nareta AB. talque B estaentre A e D ¢ BD = BC

Assim o tridngulo BCD & isssceles, e consequentemente os angulos [ e BCD,

terao mesma medida

A semirreta Sce. divide o angulo ACD,

Fonte: Elaborada pela autora.

No modo "Etapa=9", representada na Figura s6 foram adicionados comen-

tarios em "Janela de visualizacao 2"e a semirreta Sgp foi escondida em "Janela de

Visualizagao".

» Janela de Visualizagao
Etapa=

o

Figura 2.12: Etapa 9.

=X

5]

» Janela de Visualizagio 2

&

Teorema 4.24:  emtodo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

Demonstragéo: vamos mastrar por exemplo que AC < AB + BC.
Consideramos um ponto D nareta AB, tal que B estaentre A e D ¢ BD = BC.

Assim o triangulo BCD & isésceles, & consequentemente os angulos D e BCD,

terdo mesma medida

Asemirreta Sces divide o angulo ACD, pelo modo que foi tomado o ponto D

Fonte: Elaborada pela autora.

No modo "Etapa=10", representada na Figura[2.13] o Angulo ACD foi escondido
e foram adicionados comentérios em "Janela de visualizagao 2".
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Figura 2.13: Etapa 10.

S [ | »_Janela de Visualizagio 2
Eapa=10

» Janela de Visualizagio

[

em todo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados € maior que
o comprimento do terceiro lado.

Teorema 4.24:

Demonstragdo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC
c
Consideramos um ponto D nareta AB, talque B estaentre A e D ¢ BD = BC
Assim o triangulo BCD ¢ isésceles, e consequentemente os angulos [ e BCD,

terdao mesma medida

A semirreta Sce, divide 0 angulo ACD. pelo modo que foi tomado o ponto D

Portanto, temos:

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura temos a representagdo do modo "Etapa=11", onde o angulo

BDC voltou a aparecer nas duas janelas de visualizagoes.

Figura 2.14: Etapa 11.

[ | » Janela de Visualizaggio 2
Etapa=11

=

Teorema 4.24:  ¢m todo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

o

Demonstrag&o: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC.
Consideramos um ponto D nareta AB. talque B estaentre A e D e BD = BC.

Assim o tridngulo BCD & issceles, € consequentemente os angulos D e BCD,

terdo mesma medida

A semirreta S¢es divide o angulo ACD, pelo modo que foi tomado o ponto D

Portanto, temos:

m(BDC)

Fonte: Elaborada pela autora.

No modo "Etapa=12", representada na Figura o angulo BCD voltou a
aparecer nas duas janelas de visualizagoes.
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> Janela de Visualizagdo

Etapa=12

o

Figura 2.15: Etapa 12.

X

» Janela de Visualizagio 2

X

Teorema 4.24:  em todo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

Demonstragéo: vamos maostrar por exemplo que AC < AB + BC
Consideramos um ponto D nareta AB, tal que B estaentre A e D ¢ BD = BC.

Assim o trianguio BCD & isésceles, e consequentemente os angulos [ e BCD,

terao mesma medida

Asemimeta Scas divide o angulo AED, pelo modo que foi tomade o ponto D.

Portanto, temos:

m(BDC) =m(BCD)

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura [2.16, temos a representagdo do modo "Etapa=13", onde o angulo

AC'D voltou a aparecer nas duas janelas de visualizagoes.

» Janela de Visualizagio

Etapa=13

[

Figura 2.16: Etapa 13.

» Janela de Visualizagdo 2

[

Teorema 4.24:  emtodo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado.

Demonstragéo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC
Consideramos um ponto D nareta AB. talque B estaentre A e D ¢ BD = BC

Assim o tridngulo BCD & isssceles, e consequentemente os angulos [ e BCD,

terao mesma medida

Asemirreta Sce, divide o angulo ACD‘ pelo modo que foi tomado o ponto D.

Portanto, temos:

m(EDC) =m(BCD) < m(ACD)

Fonte: Elaborada pela autora.

Os Teoremas, Proposicoes, Defini¢oes ou Axiomas utilizados durante a demons-

tragdo, foram adicionados na "Janela de Visualizagao". Observe na Figura [2.17] no

modo "Etapa=14", durante a demonstracao foi utilizado a Proposicao 4.22.
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» Janela de Visualizagio

Etapa=14

Figura 2.17: Etapa 14.

B

D

Proposicao 4.22: sg dois angulos de um triangulo ndo sdo congruentes, entio os
lados que se opem a esses angulos t&ém medidas distintas e o maior lado opée-se ao

maior &ngulo

(3 | » Janela de Visualizagio 2

74

Teorema 4.24:  emtodo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados € maior que
o comprimento do terceiro lado.

Demonstragdo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC
Consideramos um ponto D nareta AB, talque B estaentre A e D ¢ BD = BC

Assim o triangulo BCD ¢ isésceles, e consequentemente os angulos [ e BCD,
terao mesma medida
A semirreta Sce, divide 0 angulo ACD. pelo modo que foi tomado o ponto D
Portanto, temos:

m(BDC) =m(BCD) < m(ACD).

pela Propesicdo 4.22, temos que

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura [2.1§ temos a representagao da Etapa—=15, onde o segmento AC' foi

citado em "Janela de Visualizacao 2"e destacado com a cor azul em "Janela de

Visualizagao".

» Janela de Visualizagao
Etapa=15

Figura 2.18:

=X

o€

Etapa 15.

» Janela de Visualizagio 2

&

Teorema 4.24:  emtodo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

Demonstragéo: vamos mastrar por exemplo que AC < AB + BC.
Consideramos um ponto D nareta AB, tal que B estaentre A e D ¢ BD = BC.

Assim o triangulo BCD & isésceles, & consequentemente os angulos D e BCD,

terdo mesma medida
Asemirreta Sces divide o angulo ACD, pelo modo que foi tomado o ponto D
Portanto, temos:
m(30C) = m(BCD) < m(ACD).
Pela Proposicao 4.22, temos que

AC

Fonte: Elaborada pela autora.

No modo "Etapa=16", representada na Figura [2.19] o segmento AD foi desta-

cado com a cor roxa e citado em "Janela de Visualizacao 2".
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» Janela de Visualizagio

Etapa=16

Figura 2.19: Etapa 16.

o (X | » Janela de Visualizagio 2

24

Teorema 4.24:  em todo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados € maior que
o comprimento do terceiro lado

Demonstragao: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC
Consideramos um ponto D nareta AB, tal que B estaentre A ¢ D ¢ BD = BC.
Assim o triangulo BCD éisésceles, e consequentemente es angulos [ e BCD,
terdo mesma medida
Asemimeta Sces divide o angulo ACD. pelo modo que foi tomado o ponta D
Portanto, temos:

m(BOC) =m(BCD) < m(ACD)
Pela Proposicio 4.22, temos que

AC < AD

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura [2.20] temos a representacao do modo "Etapa=17", onde em "Janela

de Visualiza¢ao'"foi destacado o segmento AB com a cor azul clara e o segmento AB

foi citado em "Janela de Visualizagao 2".

) Janela de Visualizagao

]
Etapa=17

Figura 2.20:

Etapa 17.

» Janela de Visualizagio 2

&

Teorema 4.24:  ¢m todo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

Demonstrag&o: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC.
Consideramos um ponto D nareta AB. talque B estaentre A e D e BD = BC.

Assim o tridngulo BCD & issceles, € consequentemente os angulos D e BCD,
terdo mesma medida
A semirreta S¢es divide o angulo ACD, pelo modo que foi tomado o ponto D
Portanto, temos:

m(BOC) = m(BCD) < m(ACD).
Pela Proposicao 4.22. temos que

AC < AD =

Fonte: Elaborada pela autora.

No modo "Etapa=18", representada na Figura [2.2I] o segmento BD foi des-

tacado com a cor vermelha em "Janela de Visualiza¢ao"e citado em "Janela de

Visualizagao 2".
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> Janela de Visualizagao

Etapa=18

Figura 2.21: Etapa 18.

(X | » Janela de Visualizagio 2

=

Teorema 4.24:  em todo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado

Demonstragéo: vamos mostrar por exemplo gque AC < AB + BC
Consideramos um ponto D nareta AB. talque B estaentre A e D ¢ BD = BC
Assim o triangulo BCD & is6sceles, e consequentemente os angulos D e BCD,

terdo mesma medida

A semirreta Sce, divide o angulo ACD, pelo moedo que foi tomado o ponto D.
Portanto, temos:

m(BOC) = m(BCD) < m(ACD).
Pela Proposicdo 4.22, temos que:

AC < AD = AD +BD

Fonte: Elaborada pela autora.

No modo "Etapa=19", representada na figura[2.22] o segmento C'D foi destacado

com a mesma cor do segmento BD, para ficar bem claro que os dois segmentos

possuem medidas iguais.

» Janela de Visualizagio

Etapa=19

[

Figura 2.22: Etapa 19.

» Janela de Visualizagio 2

[

Teorema 4.24:  emtodo triangulo, a soma dos comprimentos de dois lados € maior que
o comprimento do terceiro lado.

Demonstragdo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC
Consideramos um ponto D nareta AB, talque B estaentre A e D ¢ BD = BC

Assim o triangulo BCD ¢ isésceles, e consequentemente os angulos [ e BCD,
terao mesma medida
A semirreta Sce, divide 0 angulo ACD. pelo modo que foi tomado o ponto D
Portanto, temos:
m(BDC) =m(BCD) < m(ACD).
Pela Proposiciio 4.22, temos que
AC < AD =

4BD = + BC

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura[2.23] temos a representagao do modo "Etapa=20", onde concluimos a

demonstracao, chegando na tese citada no inicio da demonstragao. Por esse motivo,

os objetos que utilizamos durante a demonstragao foram escondidos em "Janela de

Visualizagao".
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Figura 2.23: Etapa 20. .

» Janela de Visualizagio IX) | » Janela de Visualizagio 2 [

Etapa= 20
Teorema 4.24:  emtodo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados & maior que
o comprimento do terceiro lado.

Demonstragéo: vamos mostrar por exemplo que AC < AB + BC
Consideramos um ponto D nareta AB. talque B estaentre A e D ¢ BD = BC
Assim o tridngulo BCD ¢ isosceles, e consequentemente os &ngulos e
terao mesma medida
Asemirreta Sce, divide o angulo ACD, pelo modo que foi tomado o ponto D.
Portanto, temos:

m(BDC) =m(BCD) < m(ACD)
pela Propesicdo 4.22, tgmos que:

AC < AD =AB 4BD =AB+BC

Portanto AC < AB + BC, como gueriamos demonstrar.

Fonte: Elaborada pela autora.

Assim finalizamos a explicacao de como estao sendo apresentadas as demonstra-
¢oes no livro digital. Tentamos trazer cada demonstracao mais detalhada possivel,

para tentar facilitar a compreensao do leitor.

2.2 Tutorial de como realizar demonstracoes dina-
micas no GeoGebra

Antes de iniciarmos a realizacao do livro digital, fizemos pesquisas no banco de
dissertagdes do PROFMAT [2], para verificarmos dissertagoes que envolvam o mesmo
tema e para termos materiais que nos auxiliassem em nossas construgoes. Caso o

leitor tenha interesse, segue abaixo uma pequena sintese dos trabalhos encontrados:

Relacionado de forma direta a livro digital encontramos o trabalho do Eduardo
Alejandro Flores Araya com o titulo Livro Digital Interativo: Um Exemplo com Tri-
gonometria [1], aluno da Universidade Federal Do Espirito Santo/ UFES. O objetivo
desse trabalho foi elaborar um livro digital interativo, produzido utilizando o NIP-
PES (Nucleo Interativo para Programas Educativos). O livro contém a explicagao
do contetido e exercicios interativos relacionados a trigonometria. Esse trabalho foi

realizado no ano de 2021.

Relacionado a demonstragoes dinamicas, temos o trabalho do aluno Angelo Mér-

cio de Souza, com titulo Utilizando o Jogo Fuclidea e Demonstrag¢oes Dindmicas no
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GeoGebra para o Ensino de Construgoes Geométricas [15], realizado no ano de 2018
pela Universidade Estadual de Maringa/UEM. Um objetivos do trabalho foi de
construir fases do jogo FEuclidea no aplicativo GeoGebra. O material esté disponi-
vel online pelo site do GeoGebra, basta acessar e jogar. Apos cada fase o jogador
pode verificar as construgoes e as justificativas que foram realizadas de uma forma
dinamica.

Pesquisando sobre e-book, encontramos o trabalho do aluno Renato Eugenio
da Mota com o titulo E-book Interativo Como wma Ferramenta / Estratégia no
Ensino de Matemdtica [8], realizado no ano de 2019 pela Universidade Estadual do
Espirito Santo/UFES. Esse trabalho apresenta como proposta no processo de ensino
aprendizagem a utilizagao de e-books interativos, contendo execicios interativos e

videos.

Durante nossas pesquisas encontramos outro trabalho que nos chamou a atencao
com o titulo Visualizagées Dindmicas na Geometria Plana do PROFMAT [13], re-
alizado em 2020 pelo aluno Mayco Sabdia, da Universidade de Brasilia. O objetivo
desta dissertacao foi a criagao de um e-book digital utilizando o software GeoGebra.
Foi realizado demonstracoes de teoremas fundamentais estudados na disciplina de
Geometria plana MA13 - Geometria do Programa Mestrado Profissional em Mate-
méatica (PROFMAT). As demonstragdes dindmicas foram apresentadas a alunos do

PROFMAT e depois ficaram disponiveis online no site do GeoGebra.

Com base em nossas leituras, estudos e experiéncias adquiridas durante a cons-
trucao do livro digital, daremos algumas dicas de como realizar demonstracoes di-
namicas com o auxilio do software GeoGebra. Para a realizacao das demonstragoes,
utilizamos o GeoGebra 5.0.[5], que é um software de geometria dindmica que pode

ser baixado gratuitamente, para isso basta acessar o link ou qr-code abaixo:
https://www.geogebra.org/download?lang=pt.

Na Figura [2.24], temos a imagem da tela inicial do Geogebra 5.0.
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Figura 2.24: Tela inicia.
- =

7 GeoGebra Classic 3

Arquivo Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
3= lo —
i o o o ol D -3
» Janela de Algebra B9 | » Janelade =]
s
5
4
3
2
1 4
n 5 2 h o 1 2 3 4 5 [ 7 [ [ o 1 12 k) 14 1 ® 7 T
1
2
2
-
5
Entrada:

Fonte: Elaborada pela autora.

Durante as demonstragoes, como ja citamos nesse trabalho, utilizamos duas jane-
las de visualizagao, uma para a demonstracao escrita e a outra para a representacao

geométrica.

O primeiro passo é abrir Janela de Visualizagao 2. Para isso selecione “Exibir” e

em seguida selecione “Janela de Visualizagao 27, observe a Figura [2.25]

Figura 2.25: Inserindo Janela de Visualizagao 2.

Toeosebrachsics . W T e e

Arquivo Editar |Exibir| Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A 2 | Janela de Aigebra Cri+Shift+A S =3
, ® | Pianina Cirl+Shift+s L
» Janela de Al I*= Calculo Simbélico (CAS) Cirl+Shiftrk =
@. Janela de Visualizagio Cirl+Shift+1 5
@ Janela de Visualizagio 2 Crl+Shiftr2
& JaneladeVisualizagdo 3D Cirl+Shite3
P - s
i Protocolo de Construgio Cirl+ShiftrL
. Calculadora de Probabilidades Ciri+ShitP
Tedado 4
' | Campo de Entrada
3
4% Layout
2 Atualizar Janelas Cirl+F L
Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R
1
4 3 2 o 1 2 3 I3 5 ] I3 [ ] o 1 ) 1 14 ke 1 1 ®

Entrada;

Fonte: Elaborada pela autora.
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Na Janela de Visualizagao (a esquerda) iremos colocar as representagoes geomé-

tricas durante a demonstracao.

Temos a opg¢ao de esconder a malha e o eixo. Para isso devemos selecionar com
o botao direito dentro da Janela de Visualizacao e selecionar “Malha” e “Eixos”,

ilustrado na Figura [2.26]

Figura 2.26: Esconder malha e eixos.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar,

B

I
» Janela de Algebra (X | » Janela de Visualizagio (X | » Janela de Visualizagio 2 x

Janela de Visualizagio

4 L Eixos 1 i
1 Maha

Barra de Navegacio
I B 1 P To 7 2 3 & ) ) e 3 2 K 3 2 H
& zoom v

-1 EixoX : EixoY » B

Ampliar para enquadrar
Visualizagdo Padrio Ciri+l

¢ Janela de Visualizaio

Entrada

Fonte: Elaborada pela autora.

Da mesma maneira que podemos esconder o Eixo e a malha na Janela de Visua-
lizagao, também podemos esconder esses objetos da Janela de Visualizagao 2. Uma
dica é nao esconder a malha, pois ela sera util na formatagao, podemos utilizar ela
como se fossem linhas, assim quando terminarmos de inserir toda a demonstragao

escrita a malha podera ser escondida.

O proéximo passo é construir um controle deslizante. Para isso, basta selecionar

a ferramenta “Controle Deslizante”, como mostra na Figura [2.27]
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Figura 2.27: Controle deslizante.

£l +) _

» Jansla de Algedra » Janela de Visualizagio a2 [ S [ | » Janela de Visualizago 2 )
ontrole Deslizante

ABC Texto

M inseritimagem

Botio
Caixa para Exibir | Esconder Objelos

a=1] Campo de Entrada

Entrada

Fonte: Elaborada pela autora.

Selecione com o botao esquerdo em algum local da Janela de Visualizagao. Apa-
recerd uma janela como na Figura [2.28] nessa Janela aparece algumas opgoes para
configurar o controle deslizante. Selecione “Inteiro”, isso significa que o seu controle
deslizante vai variar apenas com ntumeros que pertencem ao conjunto dos nimeros
inteiros. Dé um nome para o seu controle, nés nomeamos de “Etapa”. Defina um
intervalo, o maior (max) e o menor (min) valor que esse controle ira chegar, esse
intervalo depende da quantidade de etapas que terd a sua demonstracao, em todo
caso se o intervalo que vocé colocar no inicio nao for suficiente, é possivel alteré-lo

durante a construcao da demonstragao.

Figura 2.28: Configurando o controle deslizante.

2

Controle Deslizante

s MNome
) Numero
) Angula Ftapa

@ Inteiro [C] Aleatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante I Animagio

min: |0 max: |30 Incrementa: |1

Fonte: Elaborada pela autora.

Para finalizar a configuragao do controle deslizante selecione “Animacgao”. Con-

figure a velocidade e a ordem que o controle deslizante iré seguir, representado na
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Figura [2.29, depois é s6 selecionar "OK".

Figura 2.29: Configurando o controle deslizante.

Controle Deslizante =
- Nome
) Namero
© Angulo Etapa
Ejatass 7] Aleatério (FQ)

Intervale | Conrole Deslizante | Animagio

Velocidade: 1 Repetir. = Crescente (Uma Vez) v:

(o) [omenr |

Fonte: Elaborada pela autora.

Para inserir textos, selecione “Textos”, como aparece na Figura [2.30] e selecione

com o botao esquerdo do mouse dentro da Janela de Visualizacao 2.

Figura 2.30: Inserindo textos.

Y 5% 8% =1 o]

L v
» Janela de Algebra [X] | » Janela de Visualizagio

)

» Janela de Visualizagiio 2 [

® Etapa=0
ABC Texio
Etapa=0
@ P Inserit Imagem
Botdo
/1®  Caixa para Exibir | Esconder Objstos

a=1| Campo de Entrada

Fonte: Elaborada pela autora.

Aparecera uma janela como na Figura [2.31] onde seré inserido o enunciado.
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Figura 2.31: Inserindo textos.

€7 Texto =

Editar

Teorema 4.6: em um tridngulo isdsceles, a mediana relativa a uma base
étambém a altura relativa & base e esta sobre a bissetriz do dngulo oposto a
essa base.

[C] Férmula LaTeX | Simbolos « ‘ Objetos =
T 1T T 1T T 1

Visualizar

Teorema 4 6. em um tridngulo isosceles, a mediana relativa a u
& também a altura relativa a base e esta sobre a bissetriz do &ng
essa base.

4 [ | »

Fonte: Elaborada pela autora.

Se desejar colocar em negrito algumas partes do texto, é necessario selecionar
“Formula LaTex”, colocar a palavra entre sifroes e usar o comando do LaTex para

deixar em negrito, como mostra a Figura [2.32]

Figura 2.32: Inserindo palavras em negrito no texto.

€3 Texto =

Editar

SitextbfTeorema 7.2:1% se uma reta paralela a um lado de um tridngulo intercepta os outros dois
lados em pontos distintos, entdo ela determina segmentos que s3o proporcionais a esses
lados. 2

Fdrmula LaTeX = ‘ Simbolos * ‘ Objetos =

[ ] \ [

Visualizar

Teorema 7.2: se umareta paralela a um lado de wn tnangulo mtercepta os outros d
lados em pentos distintos, entfio ela determina segmentos que sfio proporcionais a esses

lados

Fonte: Elaborada pela autora.

Para mais configuragoes do texto, basta selecionar com o botao direito em cima

do texto e selecionar “Propriedades”, como mostra na Figura [2.33]
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Figura 2.33: Configuragoes do texto.

» Janela de Visualizagio (4 [ » Janela de Visualizagdo 2

Teorema 4.6: em um tridngulo isésceles, a mediana relativa a uma base

Etapa=0
2 a bissetriz do angulo oposto a

P & também a altura Texto textol
essabase *. | Exibir Objeto
Fixar Objeto
Posicio Absoluta na Tela

Y

Renomear
Editar

N

Apagar

Propriedades

Fonte: Elaborada pela autora.

Abrird uma janela a direita e, com ela, é possivel alterar fonte, cor, entre outros
detalhes do texto.
O préximo passo € inserir a demonstragao. Uma dica é inserir primeiro a de-

monstragao escrita, por partes, e depois inserir as representacoes geométricas, assim

fica mais facil quando for configurar o momento que cada objeto devera aparecer.
E agora que a malha sera ttil, pois a demonstracdo escrita ird aparecer por
partes, entao a malha auxiliarda na formatagao, para que fique bem alinhado.

Na Figura foi inserido a palavra “Demonstracao” utilizando as mesmas

ferramentas que utilizamos para inserir o enunciado.

61



Figura 2.34: Inserindo a demonstragao escrita.

2lojl<)

» Janela de Visualizagiio x

(2]

» Janela de Visualizagio 2

@ textol = “Teorema 4.6:em
@ texto2 = “Demonstragio:”

Teorema 4.6: em um triangulo isésceles, a mediana relativa a uma base
€ também a altura relativa & base e esta sobre a bissetriz do &ngulo oposto a
essa base

Demonstracao:

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura foi adicionado a primeira parte da demonstracao. Observe que
ABC, como esta se referindo a um tridngulo e foi utilizado uma linguagem matema-

tica para representa-lo, ele foi digitado entre sifres e selecionado “LaTex” (opcional).

Figura 2.35: Inserindo a demonstracao escrita.

B[ EE% S [ol[5] ) o

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio 3 [ » Janela de Visualizagio 2 4

® textol = “Teorema 4.6:em

@ texto2 = “Demonstracio:’ Teorema 4.6: em um tridngulo isésceles, a mediana relativa a uma base

® texto3 = "seja ABC um tri & também a altura relativa & base e esta sobre a bissetriz do &ngulo oposto a
essa base

Demonstracio: seja ABC um tridngulo isosceles

Fonte: Elaborada pela autora.

Mais partes da demonstragao foram adicionadas na Figuras e utilizando
as mesmas ferramentas anteriores de inserir textos.
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Figura 2.36: Inserindo a demonstragao escrita

BEEHNE0 =

» Janela de Visualizagio 3 [ » Janela de Visualizagio 2 ®

» Janela de Algebra
@ textol = “Teorema 4.6:em

@ texto2 = “Demonstracio:” Teorema 4.6: em um tridngulo isésceles, a mediana relativa a uma base
® texto3 = el ABC um tri & também a altura relativa & base e esta sobre a bissetrizdo dngulo oposto a
@ texto4 = “de base BC.

essa base

Demonstracio: seja ABC um riéngulo isosceles de base BC

<om >

Fonte: Elaborada pela autora.

Figura 2.37: Inserindo a demonstracao escrita.

=

» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagao 2 =4

® textol = “Teorema 4.6:em

® texto? = nonstracio:” Teorema 4.6: em um tridngulo isosceles, a mediana relativa a uma base
® textod = ABCum trj & também a altura relativa 4 base e esta sobre a bissetriz do dngulo oposto a
® textod = “de base BC."

@ texto5 = “Suponhamos qu essa base

Demonstracao: seja ABC um triangulo isésceles de base BC

Suponhamos que AD seja a mediana relativa a base

Fonte: Elaborada pela autora.

Para destacar os objetos, podemos utilizar os c6digos do Latex para colorir partes
do texto. Entre chaves colocamos o nome da cor em inglés e depois o objeto que
deseja destacar, como na Figura[2.38 que foi destacado o segmento AD em vermelho.

Observar na Figura 2.3§ o codigo utilizado.

63



Figura 2.38: Alterando as cores das letras.

=7 Texto =
Editar
Suponhamos que $itextcolor{rediAD}$ seja a mediana relativa 3 base
Férmula LaTeX = | Simbolos = | Objetos +
[« T T T T T T T T 1
Visualizar
Suponhamos que AD seja a mediana relativa 4 base
 Awoa

Fonte: Elaborada pela autora.

Outra maneira de escolher a cor, é ir em “Propriedade” do texto, “Cor”, e verificar
o codigo de cada cor. O codigo é formado por 3 nimeros separados com virgula,
exemplo na Figura que temos o codigo “102,153,255” como sendo de um tom

de azul claro.

Figura 2.39: Alterando as cores das letras.

¥ Propriedades - Texto texto5

Me & EFE &

Bisico | Texlol Cor ‘ Posicdo | NgebralA\dan;adoI Programacio

e Re
T

[ [ (ST |

J
o
o
]
]
]
||

Visualizar: - 102, 153, 255 (#6699FF)
@ Cor de Primeiro Plano
(&) Cor de Fundo

Fonte: Elaborada pela autora.

Entao, ao digitar o texto, deve-se colocar esse codigo no lugar do nome da cor

em inglés, como é possivel conferir no exemplo na Figura [2.40)
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Figura 2.40: Alterando as cores das letras.

€7 Texto

&

Editar

Suponhamos que Sitextcolor{102, 153 255AD}S seja a mediana relativa a base

4

m

Férmula LaTeX = ‘ Simbolos * ‘ Objetos =

I

Visualizar

Suponhamos gue AL seja a mediana relativa 4 base

ErTy

o) [ |

Fonte: Elaborada pela autora.

Ao terminar de inserir toda a demonstracao escrita, pode-se programar como ela

ird aparecer. Para isso, deve-se selecionar com o botao direito em cima do texto e

depois “Propriedade”.

El el

» Janela de Visualizag

» Janela de Algebra
@ textol = “Teorema 4.6:em

® texto2 = “Demonstragio:”
® texto3 = “sejaABCumtriar
® textod = “debaseBC.”

@ texto5 = “Suponhamasque
® FEtapa=0

® textob = “Consideremosos

® texto? = “e

Figura 2.41: Programando o aparecimento do texto.

Etapa=0

» Janela de Visualizagao 2 [}

Teorema 4.6: emum triangulo isésceles, a mediana relativa a uma base
€ também a altura relativa a base e esta sobre a bissetriz do angulo oposto a
essa base

Demonst  ~ ERLE TaRmAn: 4ngulo isosceles de base BC
Texto texto?
Suponham( . Exibir Objete 3 relativa & base
Fixar Objeto
Considerer , Posig&o Absoluta na Tela ACD.
Renomear
[# Editar
7 Apagar

L2 Propriedades

Fonte: Elaborada pela autora.

Em seguida selecione “Avancado” e preencha o espaco onde estéa escrito “Condicao

para Exibir Objeto(s)”, lembrando que devera utilizar o nome dado ao controle

deslizante.

Um exemplo temos na Figura [2.42] que é de digitar “Etapa>=1" e dar Enter, isso

significa que o texto apareceréd quando o controle deslizante for maior ou igual a 1.
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Figura 2.42: Programando o aparecimento do texto.

¥ Propriedades - Texto texto2 |

@& EE @

Basico | Texto | Corl Posigio | Ngsbra‘ Avancado ‘ F'mgramagﬁo‘

CondicZo para Exibir Objeto(s)
Etapa==1 a

Cores Dindmicas
Wermelho:
Verde:

Azul:

[RGB~ Lx]

Camada: | 0 -
Descrigdo: :Munu Automdtico »

Permitir Selegdo
Localizacio

[] Janela de Visualizagdo Janela de Visualizagdo 2 [] Janela de Visualizagdo 3D

Fonte: Elaborada pela autora.

As proximas palavras do texto podemos colocar a condi¢cao de aparecimento
como “Etapa>=2" depois “Etapa>=3" e assim por diante.

Se a demonstragao for muito grande e deseja que em algum momento algumas pa-
lavras nao aparecam, ¢ possivel utilizar intervalos para a condi¢ao de aparecimento,

como “2<=FEtapa<107, isso significa que o texto aparecera quando o controle desli-

zante for maior ou igual a 2 e menor do que 10.

Podemos utilizar os simbolos V(ou) e A(e), por exemplo, se digitarmos na con-
dicao de aparecimento “2<=FEtapa<10 V Etapa>=15", o objeto aparecera quando
o Controle deslizante for igual a 2, esconderé quando for maior que 10 e apareceré

novamente quando for maior ou igual a 15. Exemplo representado na Figura [2.43]
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Figura 2.43: Programando o aparecimento do texto.
¥ Propriedades - Texto texto3 E
Me&IEE: &

Bésico | Texto | Curl Posicio | Ngebra‘ Avancado Prugrama;ﬁu‘

Condig3o para Exibir Objeto(s)
2 = Ftapa<10 v Etapa = 15

Cores Dindmicas
Wermelho:
Verde:

Azul:

e+ =]
Camada: | 0 ~
Descricdo: Modo Automético ~

Permitir Selegdo
Localizacdo

[] Janela de Visualizagio Janela de Visualizagio 2 [ Janela de Visualizagio 3D

Fonte: Elaborada pela autora.

Depois de programado toda a demonstragao escrita, podemos comegar a constru-
¢ao dos objetos na Janela de Visualizacao, onde representaremos geometricamente
cada objeto citado no texto. Para isso, devemos ir adicionando os objetos, seguindo a
ordem da demonstragao escrita e em seguida programar a condi¢ao de aparecimento

da mesma maneira que foi feito com o texto.

Podemos utilizar nas imagens as mesmas cores que foram utilizadas no texto,

para nos referirmos aos mesmos objetos representados de maneira diferente.

Temos como exemplo a Figura [2.44] que quando o controle deslizante ficou igual
a 1, apareceu o texto na Janela de Visualiza¢ao 2 escrito ABC' em vermelho e na

outra Janela de Visualizacao apareceu a imagem de um tridngulo vermelho com
vértices ABC'.

Para isso acontecer foi configurado todas as condi¢oes de aparecimento dos obje-
tos pertencentes ao triangulo, como lados, vértices e o proprio tridngulo. O processo
de configuracao das condigoes de aparecimento é a mesma utilizada no texto. Se-
lecione o objeto com o botao direito, depois “Propriedades”; “Avangado” e digitar a

condicao de aparecimento.
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Figura 2.44: Programando o aparecimento do texto.

» Janela de Visualizagio

Etapa=1

L

4

TR

» Janela de Visualizagio 2

Teorema 4.6: em um triangulo isésceles, a mediana relativa a uma base
& também a altura relativa & base e esta sobre a bissetriz do &ngulo oposto a
essa base

Demonstracio: seja ABC um trianaulo isosceles

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura2.45]podemos perceber que o controle deslizante mudou para “Etapa=2"

e apareceu um texto na Janela de Visualizacao 2 destacando o segmento BC' de azul

e o segmento BC que estava em vermelho na Janela de Visualizagao foi escondido e

apareceu agora com a cor azul.

Para isso a condi¢ao de aparecimento do segmento BC que estéd em vermelho foi

configurado para aparecer “1<=Etapa<2” e o segmento BC' em azul foi configurado

para aparecer quando “Etapa>=2". Dessa forma, quando um segmento se escode o

outro aparece de acordo com o que esta sendo citado na Janela de Visualizacao 2.

Figura 2.45: Programando o aparecimento do texto.

» Janela de Visualizagdo

Etapa=2

®

m

X

» Janela de Visualizagio 2

Teorema 4.6: em um tridngulo isésceles, a mediana relativa a uma base
& também a altura relativa a base e esta sobre a bissetriz do angulo oposto a
essa base

Demonstragao: seja ABC umtriangulo isésceles de base BC

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Figura [2.46, onde o controle deslizante esta na “Etapa=3", foi construido a

mediana AD.
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Figura 2.46: Programando o aparecimento do texto.

> Janela de Visualizagdo 3 [ » Janela de Visualizagio 2

Etapa=3 Teorema 4.6: emum triangulo isésceles, a mediana relativa a uma base
. 2 . & também a altura relativa & base e esta sobre a bissetriz do &ngulo oposto a
essa base

Demonstracgio: seja ABC umtringulo isosceles de base BC

Suponhamos que seja a mediana relativa & base.

Fonte: Elaborada pela autora.

Observe na Figura [2.46] que para destacar que D é o ponto médio do lado BC,
ou seja, que BD = DC(), foi utilizado uma decoragao nos segmento. Para essa confi-
guragao, selecione com o botao direito o segmento, depois selecione “Propriedades”,

na sequéncia selecione “Estilo” e e por fim escolha a “Decoragao”, observe a Figura

.47

Figura 2.47: Decorando os segmentos.
L4 Pruprledades—Segmempf

Da &K ERE : @

| Basico | Cnr‘ Estilo ‘Avangacm F'mgrama;z”ml

Espessura daLinha

g

1 3 5 7 9 11 13

Opacidade do Traco

¢

0 25 50 75 100
Estlpy — ™ =

Decoragio ——————

Fonte: Elaborada pela autora.

As proximas etapas seguem da mesma forma, os objetos da Janela de Visualiza-
¢ao sao programados para aparecerem de acordo com a ordem que eles aparecem na

Janela de visualizagao 2. E quando possivel, os objetos sao programados para se es-
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conderem, dessa forma as janelas de visualiza¢oes nao ficam com muitas informagoes

desnecessarias.

Uma dica importante é fixar os objetos que nao devem ser movidos durante a
demonstracao. Para isso, basta selecionar com o botao direito em cima do objeto,

que abrird uma janela, como mostra a Figura [2.48] na sequéncia selecione a opg¢ao
“Fixar Objeto”.

Figura 2.48: Fixando objeto.

Teorema4.6: emum tridngulo isosceles, a mediana relativa a uma base é tambeém

a altura relativa abase e esta sobre a bissetriz do &ngulo oposto a essa base.

Demostragdo: seja ABC um triangulo isésceles de base BC. Suponhamos

que AD seja amediana relativa a base

Consideremos og====-=ARMD-

Texto texto17
¥ | Fixar Objeto
& Posigdo Absoluta na Tela
Renomear
(& Editar

7/ Apagar

. Propriedades ...

Fonte: Elaborada pela autora.

Uma tltima dica, para finalizar, é selecionar a opgao “Posi¢cao Absoluta na Tela”,
como mostra a Figura[2.49] Quando essa op¢ao ¢ selecionada, por mais que a Janela

de Visualizagao for movida ou der zoom, o objeto nao se movera.

Figura 2.49: Posicao absoluta na tela.

Teorema4.6: emum tridngulo isésceles amediana relativa a uma base & também

a altura relativa a base e esta sobre a bissetriz do &ngulo oposto a essa base

Demostragdo: seja ABC umtridngulo isésceles de base BC. Suponhamos
que AD seja amediana relativa & base
Consideremos_os trianaulos ABD &

Texto texto17

' _Fixar Objeto

#  Posigio Absoluta na Tela
Renomear

[&f Editar
/. Apagar

» Propriedades ...

Fonte: Elaborada pela autora.
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CAPITULO 3

FICHAS DIDATICAS

Nesse capitulo iremos apresentar trés fichas didaticas como proposta de ensino. O

objetivo principal foi preparar atividades dindmicas utilizando o software GeoGebra.

Cada ficha didatica contém a ficha do aluno e a ficha do professor. O professor
pode voltar ao primeiro capitulo segunda e terceira secoes para revisar o conteudo,

se necessario.

3.1 Ficha 1 - Congruéncia de triangulos.

Essa é uma atividade proposta para turmas de oitavos anos envolvendo os casos

de congruéncias de triangulo.

O objetivo dessa atividade é de revisar a definicao de congruéncia de triangu-
los, comparar triangulos utilizando os casos de congruéncia e aplicar a propriedade
em relagao & soma dos angulos internos de um triangulo através de exercicios e

explicagoes dindmicas elaborados no software GeGgebra.

As atividades podem ser realizadas em duplas. Primeiramente, os alunos re-
lembrarao os quatro casos de congruéncias com o auxilio do software GeoGebra na
Atividade 1. Na sequéncia, realizarao a Atividade 2, onde deverao aplicar os ca-
sos de congruéncias para compararem e justificarem se os grupos de tridngulos sao

congruentes. E, para finalizar, os alunos irao realizar a Atividade 3, onde terao que
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comparar as justificativas que fizeram na Atividade 2 com as justificativas dinamicas

no software Geogebra.

O tempo previsto para a aplicacao das trés atividades é de duas aulas de 50
minutos. Dez minutos para a atividade 1, quarenta minutos para a atividade 2, trinta
minutos para atividade 3 e o tempo restante para o professor fazer as observagoes

que achar necessario.

Os materiais necessarios para a aplicacao sao as fichas do aluno impressas, uma
para cada aluno presente na aula e computadores ou smartphones com acesso a

internet para cada dupla.
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FICHA DO PROFESSOR

Turma: 8° ano
Contetudo: Casos de congruéncias de triangulo.

Objetivos especificos:
Revisar a definicao de congruéncia de triangulo;
Realizar a comparacao de triangulos utilizando casos de congruéncia;
Aplicar a propriedade em relacao & soma dos angulos internos de um tri-

angulo.

Habilidade BNCC (EF08MA14): Demonstrar propriedades de quadrila-

teros por meio da identificacao da congruéncia de triangulos.
Duracao: Duas aulas de 50 minutos.

Recursos necessarios: Ficha do aluno; Computadores ou smartphones com

acesso a internet para cada dupla.

As atividades podem ser realizadas em duplas. Primeiramente, os alunos relem-
brarao os 4 casos de congruéncias com o auxilio do software GeoGebra. Na sequéncia,
realizarao uma atividade que deverao aplicar os casos de congruéncias para compa-
rar se os triangulos sao congruentes. E, para finalizar, os alunos irao comparar as

justificativas que eles realizaram com as justificativas no software GeoGebra.

Na sequéncia, apresentaremos detalhadamente cada atividade:

Atividade 1 (Tempo sugerido: 10 minutos).

Objetivo: Revisar a definicao de congruéncia de tridngulos e os casos de

congruéncias de triangulos.

Os alunos terao que acessar o link ou qr-code abaixo que contém a explicacao
dos 4 casos de congruéncias (Caso LLL, LAL, ALA ¢ LAA,). Movendo o

controle deslizante, eles irao verificar cada caso.

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/rh7upphv
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O professor devera auxiliar caso os alunos tenham dificuldade em mover o
controle deslizante. Importante o professor acessar antes o material, para

estar preparado para auxiliar os alunos.

Atividade 2 (Tempo sugerido: 40 minutos).

Objetivo: Verificar a existéncia de congruéncias de triangulos, utilizando os
casos de congruéncias e propriedade da soma dos angulos internos dos trian-

gulos.

Para a realizacao da atividade 2 os alunos terao que acessar o link ou o qr-code

abaixo:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/cvhép7ma

A atividade 2 esta dividida em 11 exercicios. Cada exercicio contém pares ou
trios de triangulos. Os alunos terao que comparar os tridngulos e verificar se

¢é possivel relaciona-los por meio de algum caso de congruéncia ou nao.

Os alunos poderao utilizar a propriedade em relagao a soma dos angulos in-

ternos de um triangulo quando necessario.

Em cada item eles irao realizar as justificativas e realizar as anotacgoes neces-

sarias na ficha do aluno.

E importante que o professor fique atento as justificativas realizadas pelos

alunos, para que possa fazer as interversoes necessarias.

A seguir apresentaremos o que se espera durante a resolucao de cada exercicio
da Atividade 2:

Espera-se que os alunos apliquem o caso de congruéncia LLL, para justificarem

que os triangulos ABC' e DEF' sao congruentes.
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Figura 3.1: Item a).

519 E

Fonte: Elaborada pela autora.

b) Espera-se que os alunos apliquem o caso ALA, para justificarem que os trian-

gulos ABC e DEF sao congruentes.

Figura 3.2: Item b).

Fonte: Elaborada pela autora.

c) Espera-se que os alunos percebam que os tridangulos nao sao congruentes, pois

apesar de terem os angulos internos A= F eoslados AB = DE e AC = DF,
no triangulo DEF o angulo congruente, nao esta entre os lados congruentes.
Importante o professor no momento da correcao reforcar a importancia de

seguirem a ordem nos casos de congruéncias.
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Figura 3.3: Item c).

645 c

Fonte: Elaborada pela autora.

d) Os triangulos ABC e DEF possuem todos os angulos internos corresponden-
tes congruentes, porém nao tem nenhum caso de congruéncia que garante que
triangulo com angulos internos correspondentes congruentes sejam congruen-

tes.

Figura 3.4: Item d).

Fonte: Elaborada pela autora.

e) Espera-se que os alunos percebam que os triangulos ABC e DEF nao sao con-
gruentes, pois nao basta que os tridngulos possuam um lado e os trés angulos
correspondentes congruentes para garantir que esses triangulos serao congru-

entes. Importante seguir a ordem correta.
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Figura 3.5: Item e).

D

Fonte: Elaborada pela autora.

f) Espera-se que os alunos apliquem a propriedade em relagao a soma dos angulos

internos de um triangulo para descobrir a medida dos angulos que estao fal-
tando. E na sequencia percebam que é possivel aplicar o caso de congruéncia

ALA ou LAA, para afirmar que os tridngulos ABC e DEF sao congruentes.

Figura 3.6: Item f).

Fonte: Elaborada pela autora.

Espera-se que os alunos apliquem a propriedade em relagao a soma dos angu-
los internos dos triangulos para encontrar a medida dos angulos internos que
estao faltando e, em seguida, percebam que os triangulos ABC e DEF' sao
congruentes pelo cado ALA. E que o tridngulo GH I nao é congruente aos dois

primeiros.
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Figura 3.7: Item g).

@

43°

»

G

Fonte: Elaborada pela autora.

h) Espera-se que os alunos apliquem a propriedade em relagao a soma dos angulos
internos de um triangulo para encontrarem a medida dos angulos internos que
estao faltando. Na sequéncia, percebam que os tridngulos ABC e D EF nao sao
congruentes, pois apesar de terem todos os angulos internos correspondentes
com medidas iguais, isso nao garante que eles sejam congruentes. KEspera-
se também que percebam que os triangulos ABC e GHI sao congruentes,

podemos justificar o utilizando o caso de congruéncia ALA ou LAA,.

Figura 3.8: Item h).

G

Fonte: Elaborada pela autora.
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i) Espera-se que os alunos apliquem o caso de congruéncia LAA, para justificar

que os tridangulos ABC' e DEF sao congruentes.

Figura 3.9: Item 1i).

8.02

-

Fonte: Elaborada pela autora.

j) Espera-se que percebam que os tridngulos ABC e DEF sao congruentes, po-

dendo justificar a congruéncia pelo caso LAL.

Figura 3.10: Item j).

D

78

m

Fonte: Elaborada pela autora.

k) Espera-se que percebam que nao é possivel aplicar nenhum acaso de congruén-
cia para afirmar que os tridngulos ABC e DEF sao congruentes. O professor

sempre deve ficar atento e refor¢car a importancia de seguir a ordem correta.
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Figura 3.11: Item k).

Fonte: Elaborada pela autora.

Atividade 3 (Tempo sugerido: 30 minutos).

Objetivo: Compreender como os casos de congruéncias podem ser utilizados

para comparar triangulos.

Espera-se que os alunos compreendam que nao basta que tridngulos tenham
um lado e dois angulos em comum para serem congruentes, ¢ necessario que o

lado esteja entre os angulos.

Espera-se também que percebam que nao basta os triangulos terem dois lados
e um angulo em comum para serem congruentes, ¢ necessario considerar que

o angulo esteja entre os lados.

Os alunos acessarao o link ou o qr code abaixo e irao conferir as justificativas
dindmicas da atividade 2 realizada no software Geogebra e compararao com

as justificativas que foram feitas na ficha do aluno:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/ve9zzmwa

Em cada item os alunos irao mover o controle deslizante e acompanhar aten-

tamente cada etapa das justificativas.

MATERIAIS COMPLEMENTARES:

Videos:
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Congruéncia e Semelhanca de Triangulos | Matematica do ENEM. Disponivel
em: https://www.youtube.com/watch?v=hXTrs8KfdsI&t=116s

Casos de congruéncia de triangulos - Parte I. Disponivel em: https://www.
youtube.com/watch?v=FG2sbF3IWGs

Livros Digitais:
Livro digital contendo as demonstragoes dos casos de congruéncias. Disponivel

em: https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#chapter/653662

Livro de geometria plana dindmico do autor Jorge Cassio. Contém ativida-
des envolvendo os casos de congruéncia de triangulo entre outros contetdos.
Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/hsXHDRX7

Livros:

GERONIMO, Jodo Roberto; BARROS, Rui Marcos de Oliveira; FRANCO,
Valdeni Soliani. Geometria Euclidiana Plana um estudo com o software Geo-

gebra.

Geronimo, Joao R; Franco, Valdeni S., Geometria Plana um estudo axioma-

tico, Eduem, Maringa, 2010.

OBSERVACAO: Para a realizacio dessa ficha didatica foram utilizadas algu-
mas ideias do plano de aula elaborado por Renata Akemi Maekawa. O plano de

aula esté disponivel pelo link ou qr-code abaixo:

https://novaescola.org.br/plano-de-aula/1523/
identificando-triangulos-congruentes#atividade
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FICHA DO ALUNO

Atividade 1

O objetivo dessa atividades é relembrar os casos de congruéncias com o auxilio

do software GeoGebra.

Acessem o link ou o qr-code abaixo para relembrar quais sao os 4 casos de

congruéncias:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/rh7upphv

Atividade 2

O objetivo dessa atividade é conseguir aplicar os casos de congruéncias para
verificar se os triangulos sao congruentes e quando necessario utilizar a pro-

priedade em relagao soma dos angulos internos de um triangulo.

Acessem o link ou o qr-code abaixo que contém a atividade 2. Essa atividade
estd dividida em 11 exercicios. Em cada exercicio, compare os triangulos e

verifique quais triangulos sao congruentes:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/cvh6p7ma

Caso os triangulos sejam congruentes, justifique aplicando um dos casos de
congruéncias. Faga todas as justificativas e anotacoes que acharem importan-

tes na folha de resposta.
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Folha de resposta

a) Os triangulos sdo congruentes? Justifique:

b) Os triangulos sdo congruentes? Justifique:

c¢) Os triangulos sdo congruentes? Justifique:

d) Os triangulos sao congruentes? Justifique:

e) Os triangulos s@o congruentes? Justifique:

f) Os triangulos sao congruentes? Justifique:
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g) Os tridngulos sdo congruentes? Justifique:

h) Os triangulos sdo congruentes? Justifique:

i) Os triangulos sao congruentes? Justifique:

j) Os tridngulos sao congruentes? Justifique:

k) Os triangulos sao congruentes? Justifique:
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Atividade 3

O objetivo dessa atividade é comparar e verificar as justificativas realizadas
na Atividade 2.

Acessem o link ou o qr-code abaixo e verifiquem as justificativas de cada item
da atividade 2. Comparem as justificativas do GeoGebra com as justificativas

anotadas na ficha de respostas.

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/ve9zzmwa

85


https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/ve9zzmwa
https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/ve9zzmwa

3.2 Ficha 2 - Propriedades do triangulo isésceles

Essa atividade foi preparada para ser aplicada em turmas de oitavos anos. O
contetido envolvido sao as propriedades em relagao aos triangulo isésceles. O obje-
tivo dessa atividade é explorar as propriedades dos triangulos isésceles através da
geometria dindmica, revisar as definicoes de elementos da geometria e explorar as

construcoes geométricas no software GeoGebra.

As atividades propostas podem ser realizadas em duplas e aplicadas como forma
de fixacao do contetido ensinado. Outra sugestao é aplicar antes da explicagao para

que os alunos explorem as propriedades no triangulo isésceles.

Antes da realizacao das atividades os alunos precisam saber a defini¢ao de tri-
angulo isosceles, mediana, angulos internos, ponto médio, altura e bissetriz. Uma
sugestao € utilizar o software GeoGebra para ensinar ou relembrar os alunos a defini-
cdo de cada um desses elementos. E possivel aproveitar esse momento para ensinar

os alunos a utilizarem algumas ferramentas do software.

Dividimos esse planejamento em duas partes, na primeira os alunos relembram
algumas defini¢oes da geometria e na segunda parte os alunos exploram as proprie-

dades do triangulo isésceles.

A segunda parte foi dividida em trés exercicios dindmicos que estao disponivel
online. No primeiro exercicio os alunos explorarao a propriedade em relacao aos
angulos da base de um triangulo isésceles. No segundo e no terceiro exercicio os
alunos explorarao a propriedade em relacao a mediana, bissetriz e altura de um

triangulo isésceles.

O tempo previsto para a aplicacao é de uma aula de 50 minutos. Para a aplicacao
é necessario que cada aluno ou cada dupla de alunos possuam um computador ou

um smartphone com acesso a internet e fichas dos alunos impressas.
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FICHA DO PROFESSOR

Turma: 82 ano
Contetido: Propriedades do triangulo isosceles.

Objetivos especificos:
Explorar as propriedades do triangulo isésceles através da geometria dinamica;
Revisar a defini¢ao de elementos da geometria;

Explorar a construgoes geométricas no software GeoGebra.

Habilidade BNCC: (EF08MA15) Construir, utilizando instrumentos de de-
senho ou softwares de geometria dindmica, mediatriz, bissetriz, &ngulos de 90°,

60°, 45° e 30° e poligonos regulares.
Duracgao: Uma aula de 50 minutos.

Recursos necessarios:

Computador ou smartphone com acesso a internet para cada dupla e uma ficha

do aluno impressa para cada aluno.

As atividades propostas podem ser realizadas em duplas e aplicadas como forma
de fixacao do contetido ensinado. Outra sugestao é aplicar antes da explicagao para

que os alunos explorem as propriedades no triangulo isésceles.

Antes da realizacao das atividades os alunos precisam saber a definicao de tri-
angulo isoésceles, mediana, angulos internos, ponto médio, altura e bissetriz. Uma
sugestao é utilizar o software GeoGebra para ensinar ou relembrar os alunos a defini-
cdo de cada um desses elementos. E possivel aproveitar esse momento para ensinar

os alunos a utilizarem algumas ferramentas do software.

Dividimos esse planejamento em duas partes, na primeira os alunos relembra-
rao algumas definigoes da geometria e na segunda parte os alunos explorarao as

propriedades do triangulo isosceles.

A segunda parte foi dividida em trés exercicios dindmicos que estao disponivel
online. No primeiro exercicio os alunos explorarao a propriedade em relacao aos
angulos da base de um triangulo isésceles. No segundo e no terceiro exercicio os
alunos explorarao a propriedade em relacao a mediana, bissetriz e altura de um

triangulo iso6sceles.
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Atividade 1 (Tempo sugerido: 10 minutos).

Objetivo: Revisar a definigao elementos da geometria: triangulo isésceles, ponto

médio, mediana, angulos internos de um triangulo, altura e bissetriz.

Uma sugestao é utilizar o software GeoGebra para fazer a revisao. Apods a expli-

cagao peca para os alunos responderem as seis perguntas abaixo com suas proprias

palavras. Os alunos poderao responder na ficha do aluno onde ja tém os enunciados

e espago para responderem.

Outra sugestao é aproveitar esse momento para que os alunos possam aprender

a utilizar algumas ferramentas do software.

Abaixo temos as seis perguntas que os alunos terao que responder apds a revisao.

Essas perguntas estao disponiveis na ficha do aluno.

a)

O que é um triangulo isésceles? O que é a base de um triangulo isésceles?
Triangulo isésceles é um triangulo que possui dois lados congruentes. A base
de um triangulo isosceles é o lado com medida diferente.

O que ¢é altura de um triangulo?

A altura ¢ um segmento que parte do vértice formando um angulo de 90°, isto
é, perpendicular com o lado oposto a esse vértice.

O que é ponto médio de um segmento?

Ponto médio é o ponto que divide o segmento ao meio.

O que é a mediana de um triangulo?

E o segmento cujas extremidades sao um dos vértices desse triangulo e o ponto
médio do lado oposto a esse vértice.

O que é bissetriz de um angulo?

Bissetriz ¢ um segmento de reta que divide um angulo em dois angulos com
medidas iguais.

O que sao angulos internos de um triangulo?

Sao os menores angulos formados por dois lados dos triangulos.
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Atividade 2 (Tempo sugerido: 40 minutos).

Objetivo: Explorar as propriedades de um tridngulo isésceles através de ati-

vidades dindmicas.

Essa segunda parte foi dividida em trés exercicios, os alunos terao que acessar

o link ou gr-code abaixo para poderem resolvé-los.

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/tvk92eab

A seguir temos uma explicacao detalhada de como esperamos que os alunos
resolvam os exercicios. Importante o professor ler antes as orientacoes, caso

os alunos tenham dificuldades:

EXERCICIO 1: Nesse exercicio os alunos explorarao a propriedade em rela-
¢ao a medida dos angulos internos de um triangulo isosceles. Para isso, terao
que verificar se a afirmagao dada é verdadeira de acordo com seus conhecimen-

tos e depois seguir 3 passos.

Primeiramente, deverdo responder se a afirmacdo “EM UM TRIANGULO
ISOSCELES, OS ANGULOS DA BASE SEMPRE SERAO CONGRUEN-
TES” é verdadeira ou falsa, como mostra na Figura [3.12]

Figura 3.12: Inicio da atividade.

EM UM TRIANGULO ISOSCELES, OS ANGULOS DA BASE SEMPRE TERAQ
AMESMA MEDIDA.

(] rasa [ verssera

o

| Exibir/ Esconder Medidas dos lados l

Fonte: Elaborada pela autora.

Em seguida, selecionarao o botao “CONFERIR”, para conferirem as respostas.

Assim que selecionarem esse botao, além de aparecer se a resposta estéa correta
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ou incorreta, também aparecera o primeiro comando que todos deverao seguir,

como mostra a Figura [3.13]

Figura 3.13: Primeiro passo da atividade.

@

[ Exibirl Esconder Medidas dos lados |

EM UM TRIANGULO ISOSCELES, 0S ANGULOS DA BASE SEMPRE TERAO

A MESMA MEDIDA.
coneRe -

Falsa D Verdadeira
1° Passo: Mova os pontos do vértices do triangulo ao lado, de maneira que
transforme em um tridngulo isésceles

Fonte: Elaborada pela autora.

O primeiro passo os alunos terao que mover os vértices do triangulo ABC

utilizando o mouse, com objetivo de transformar o tridngulo ABC' em um

triangulo isosceles.

Eles terao a opgao de selecionar o botao para exibir e esconder as medidas dos

lados durante a atividade. Apo6s concluirem o primeiro passo, aparecera na

janela de visualizagao o comando do segundo passo, como podemos observar

na Figura [3.14]

Figura 3.14: Segundo passo da atividade.

TRIANGULO ISOSCELES DE BASE AC.

| Exibirl Esconder Medidas dos lados |

EM UM TRIANGULO ISGSCELES, 0S ANGULOS DA BASE SEMPRE TERAO

A MESMA MEDIDA.
conene -

Falsa D Verdadeira
1° Passo: Mova os pontos do vértices do triangulo ao lado, de maneira que
transforme em um triangulo isosceles

2°Passo: Selecionar o botéo abaixo para verificar as medidas dos angulos intemos

Exibirl Esconder Medidas os angulos

Fonte: Elaborada pela autora.

No segundo passo, todos devem selecionar o botao para exibir as medida dos
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angulos e observar esses valores. Objetivo nesse momento é que os alunos
percebam que os angulos da base do triangulo isésceles construido por eles sao
congruentes entre si. Assim que selecionarem o botao, aparecerd o comando

para o terceiro passo, observe a Figura [3.15]

Figura 3.15: Terceiro passo da atividade.

EM UM TRIANGUL O ISOSCELES, 0S ANGULOS DA BASE SEMPRE TERAO
A MESMA MEDIDA.

Falsa D Verdadeira CONFERIR

TRIANGULO ISOSCELES DE BASE AC.

1° Passo: Mova os pontos do veértices do triangulo ac lado, de maneira que
transforme em um tridngulo isosceles

2°Passo: Selecionar o botdo abaixo para verificar as medidas dos angulos internos

Exibirl Esconder Medidas os angulos

3° Passo : Mova os pontos dos vértices e construa tridngulos isésceles com bases
diferentes da primeira
Em sequida verifique as medidas dos &ngulos internos da base

AC=8

[ Exibirl Esconder Medidas dos lados |

Fonte: Elaborada pela autora.

Para finalizar, os alunos moverao novamente os vértices, transformando o tri-
angulo ABC' em outros triangulos isésceles, com medidas e bases diferentes.
O objetivo é que percebam que independente da base e das medidas dos lados,

no triangulo isésceles a medida dos angulos da base sempre serao congruentes.

EXERCICIO 2: Nesse exercicio os alunos explorarao a propriedade em re-
lacao a mediana e a altura de um triangulo isésceles. Para isso terao que
verificar se a afirmagao dada é verdadeira de acordo com seus conhecimentos

e depois terao que seguir 4 comandos.

Para finalizar, sera realizado uma conclusao e a apresentagao de um exemplo

onde poderao mover os vértices do triangulo e explorar suas propriedades.

No inicio todos deverdo verificar se a afirmaciao “EM UM TRIANGULO ISOS-
CELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM ALTURA RELA-
TIVA A ESSA BASE.” é verdadeira ou falsa, como mostra na Figura m
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Figura 3.16: Inicio

TRIANGULO ISOSCELES & um poligano que apresenta trés lados,
sendo dois delzs de mesma medida. O lado com medida diferents & chamado
de BASE

MEDIANA e um tridngulo & o seamento de rsta que liga um vértics daste
triangulo a0 panto médio do lada oposto a este veértice

ALTURA de um triangulo & um segmento de rsta com origem em um dos
vértices e forma um &ngulo de §0° com o lado opasto

B

da atividade..

EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM
ALTURA RELATIVA A ESTA BASE.

D VERDADEIRA D FALSA

Fonte: Elaborada pela autora.

Em seguida conferir suas respostas selecionando o botao de “CONFERIR”,

como mostra a Figura [3.17]

Figura 3.17: Inicio da atividade.

| Exibir Medidas dos lados do triéngulo. I

| Exibir Medidas dos angulos internos. |

EM UM TRIANGUL O ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM

ALTURA RELATIVA A ESTA BASE.
o -

VERDADEIRA |:| FALSA
PRIMEIRO PASSO

Fonte: Elaborada pela autora.

Apos conferirem se respostas estao corretas ou incorretas, aparecerd um botao

escrito “PRIMEIRO PASSO”, basta que selecionem esse botao que aparecera o

primeiro comando que os alunos terdo que seguir, como mostra a Figura [3.18]
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Figura 3.18: Primeiro passo da atividade.

EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM
ALTURA RELATIVA A ESTA BASE.

veronoeRe [ FaLsa GONFERIR -

B Mova os pontos dos vértices de maneira que o triangulo ABC sejaisésceles

3]

| Exibir Medidas dos lados do triéngulo. l

| Exibir Medidas dos angulos internos. I

Fonte: Elaborada pela autora.

No primeiro passo, todos deverao mover os vértices do triangulo ABC de

maneira que o tridngulo ABC' se transforme em um tridngulo isésceles.

Os alunos terao a opcao de selecionarem o botao para exibir e esconder as
medidas dos lados durante a atividade. Apods construido o triangulo isosceles
aparecerd um botao escrito “SEGUNDO PASSO”, como mostra na Figura[3.19]

basta selecioné-lo e o proximo comando aparecera.

Figura 3.19: Primeiro passo da atividade.

. . EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM
Tridngulo isésceles de base BC. ALTURA RELATIVA A ESTA BASE.

B
P » VERDADEIRA |:| FALSA CONFERIR -

Mova 05 pontos dos vértices de maneira que o tridngulo ABC sejaisosceles

SEGUNDO PASSO

| Exibir Medidas dos lados do triéngulo. |

| Exibir Medidas dos angulos internos. I

Fonte: Elaborada pela autora.

No segundo passo, os alunos irdao construir o ponto médio utilizando a ferra-
menta “Ponto Médio ou Centro”. Essa ferramenta fica na segunda janela da
esquerda para a direita, de ferramentas do GeoGebra, como podemos observar

na Figura |3.20]
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Figura 3.20: Construcao do ponto médio.

Y [ B% [ (o] [ 4 o

v Jang ~ Janela de Visualizagio 2
.A Ponto & = &

@ Ponto em Objeto

/ Vineular/Desvincutar Ponte. © I1SOSCElEs de base AC.

EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM
ALTURA RELATIVA A ESTA BASE.

D~ Interseio d Dois Objstos

* B
" Ponto Médio ou Centro

PRIMEIRO PASSO

IMova os pontos dos vértices de maneira que o tridngulo ABC seja isésceles

N Otimizagio SEGUNDO PASSO

f\} Raizes Contruir o ponto médio da base do tridngulo isésceles utilizando a ferramenta

Ponto Médio ou Centro
/ TERCEIRO PASSO

oZ | Nimero Gomplexo

| Exibir Medidas dos lados do triéngulo. l

| Exibir Medidas dos angulos internos. I

Fonte: Elaborada pela autora.

Importante auxilid-los na construcao se tiverem dificuldade. Para a constru-
¢ao, os alunos selecionarao essa ferramenta e em seguida selecionarao a base
do triangulo, automaticamente o ponto médio sera exibido na janela de visu-

alizacao. Apos a construcao do ponto médio, eles deverao selecionar o botao

“TERCEIRO PASSO”.

No terceiro passo é realizado a construcao da mediana. Para isso, basta que
selecionem a ferramenta “Segmento”, que fica na terceira janela de ferramentas,

como podemos observar na Figura

Figura 3.21: Construgao da mediana.

4 | = Janela de Visualizagio 2 =]
W~ e~ nv~|

I,/' Segmento I

EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM

2% seqmenocom comprimenioFie s€l€S de base AC. ALTURA RELATIVA A ESTA BASE.

~~ semireta
s L
_& Caminho Poligonal e
o vetor Mova os pontos dos vértices de maneira que o trianguio ABC seja isosceles
| Vetor aFartr de um Panto SEGUNDO PASSO

Contruir o ponto médio da base do tridngulo isésceles utilizando a ferramenta
Ponto Médio ou Centro
TERCEIRO PASSO

| Exibir Medidas dos lados do triéngulo. |

| Exibir Medidas dos &ngulos internos. I

Fonte: Elaborada pela autora.
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Na sequéncia, terao que selecionar as extremidades da mediana, ou seja, o

ponto médio e o vértice oposto a base.
Apbs a construgao da mediana, selecionarao o botao “QUARTO PASSO”.

No quarto passo sera realizado a medicao dos angulos formados pela mediana
e a base. Para isso, basta que selecionem a ferramenta “Angulo” que fica na

oitava janela de ferramentas, como mostra na Figura [3.22]

Figura 3.22: Construgao dos angulos.

I ¥ [l (7 s T D <

¥ Janela de Visualizagio é‘ N < | = Janela de Visualizagiio 2
= | Angula
[:] .
« Angulo com Amplitude Fixa = = . =
EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM
Triangulo isO{ ) . ALTURA RELATIVA A ESTA BASE.
Distancia, Comprimento ou Perimetro
B T ”“E’ﬂ o VERDADEIRA I:l FALSA CONFERIR
A wanagse PRIMEIRO PASSO
{1,2} Lista Mova os pontos dos vértices de maneira que o triangulo ABC seja isosceles
o2 1) Retacso SEGUNDO PASSO
?/ Inspetor de FuncGes Cortruir o ponto médio da base do triangulo isésceles utilizando a ferramenta
Ponto Médio ou Centro
/ TERCEIRO PASSO
Contruir a mediana (segmento que liga o ponto médio ao vértice oposto a base)

Fonte: Elaborada pela autora.

Em seguida, deverao selecionar os pontos pertencentes aos lados e vértices do
angulo que desejam encontrar a medida. Importante quando forem medir os
angulos sempre selecionar os pontos no sentido horério, exemplo, para medir
o angulo CDB representado na Figura , foi selecionado primeiro o ponto
C, depois o ponto D e por ultimo o ponto B.

Figura 3.23: Construgao dos angulos.

Triangulo isésceles de base AC.

B

Fonte: Elaborada pela autora.

Apobs terminarem os 4 passos, os alunos deverao selecionar o botao “OK” que
aparecera a conclusao do exercicio, como mostra a Figura [3.24] Oriente que

todos devem ler a conclusao com bastante atencao.
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Figura 3.24: Conclusao do exercicio.

o o, EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM
Triangulo isésceles de base AC. ALTURA RELATIVA A ESTA BASE.

B
CONCLUSAO: Se os passos foram seguidos
corretamente é possivel observar que o angulo
formado entre a mediana e a base do triangulo
€ um angulo reto.

Ou seja a mediana também é altura do trianguo
or ABC.

| Exibir Medidas dos lados do triéngulo. |

[ Exibir Medidas dos angulos internos. |

Fonte: Elaborada pela autora.

Assim que todos terminarem de verificar a conclusao, poderao observar um

exemplo que tem na sequéncia.

No exemplo temos um triangulo isésceles ABC', com base BC' e mediana AD
que os alunos poderao mover os vértice e observar que sempre o angulo formado
entre a mediana e a base sera um angulo reto, independente da medida de
seus lados e sua base, ou seja, de acordo com a definicao de altura a mediana

também ¢é altura do triangulo isosceles.

Para os alunos acompanharem o exemplo foi construido um controle desli-
zante, como podemos observar na Figura|3.25 Todos devem mover o controle
deslizante com o mouse e observar com bastante atengao cada elemento que

ird aparecer nas janelas de visualizagoes.

Figura 3.25: Exemplo do exercicio 2.

Etapa=0

L

0

MOVA O CONTROLE DESLIZANTE

Fonte: Elaborada pela autora.
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Em cada etapa do controle deslizante aparecera a representacao geométrica
na janela da esquerda e detalhes por escrito na janela da direita, como po-

demos observar na Figura [3.26] que esta representado a Etapa—=1 do controle

deslizante.

Figura 3.26: Etapa=1 do exemplo.

Etapa=1

® «O triangulo ABC ap lado & isosceles,

Fonte: Elaborada pela autora.

Para finalizar o exemplo, os alunos poderao mover os vértices do triangulo
ABC'. O objetivo dessa etapa é que eles fixem a ideia de que nao importa a
medida dos lados de um triangulo isosceles, sempre a mediana em relacao a

base também ¢ altura do triangulo.

Figura 3.27: Parte final do exemplo.

Etapa=7

O triangulo ABC ao lado & isésceles, de base BC;
¢ D ¢ 0 ponto médio da base;

o AD & mediana relativa a base;

e & & o angulo formado entre a base e a mediana.

MOVA OS VERTICES DO TRIANGULO E OBSERVE
QUE O VALOR @ NUNCA E ALTERADO.

O VALOR DE @ E SEMPRE IGUAL A 90°, QU SEJA

AD E MEDIANA E ALTUTA DO TRANGULO ISOSCELES
ABC.

D EXIBIR MEDIDAS DOS LADOS

I:l EXIBIR ANGULOS DA BASE

Fonte: Elaborada pela autora.

EXERCICIO 3: Os alunos explorarao a propriedade em relacdo a mediana e

a bissetriz de um triangulo isésceles. Esse exercicio é parecido com o Exercicio
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2. Da mesma forma do exercicio anterior eles terao que seguir 4 passos com
o objetivo de perceberem que sempre em um triangulo isésceles a mediana
relativa a base é também bissetriz do angulo oposto a base. E no final também

temos um triangulo para eles poderem manipular.

Na tela inicial temos o objetivo da atividade e a afirmagao “EM UM TRI-
ANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E TAMBEM
BISSETRIZ DO ANGULO OPOSTO A ESSA BASE”, como podemos ver na

Figura [3.28

Figura 3.28: Tela inicial da atividade.

OBJETIVO DA ATIVIDADE: verificar a afirmagao ao lado. EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E
Paraisso vamos construir a mediana de um triangulo isosceles e em TAMBEM BISSETRIZ DO ANGULO OPOSTO A ESSA BASE.
seguida verificar se ela & bissetriz do angulo opostoa a base.

Siga cada passo com bastante atengdo. PRIMEIRO PASSO

| Exibir/Esconder agulos internos do triangulo ABC |

| Exibir/Esconder medidas dos lados do triangulo ABC l

Fonte: Elaborada pela autora.

Os alunos terao a opc¢ao de exibir e esconder as medidas dos dngulos internos
e dos lados a qualquer momento, para isso basta eles selecionarem os botoes

que estao na Janela de Visualizacao a esquerda.

Para visualizarem o primeiro comando, terao que selecionar o botao “PRI-

MEIRO PASSO”.

No primeiro passo, todos terao que mover os vértices do triangulo ABC' de
maneira que ABC se torne um triangulo isosceles. A seguir, devem selecionar

o botao “SEGUNDO PASSQO”, para visualizarem o segundo comando.
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Figura 3.29: Primeiro passo da atividade.

EM UM TRIANGUL O ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E
Tridngulo isésceles de base AB. TAMBEM BISSETRIZ DO ANGULO OPOSTO A ESSA BASE.

Objetivo da atividade: verificar a afirmagao acima.

Para isso vamos construir a mediana de um triangulo isosceles e em
seguida verificar se ela € bissetriz do angulo opostoa a base.

Siga cada passo com bastante atengao.

PRIMEIRO PASSO

Transformar o triangulo ABC emum triangulo isdsceles movendo seus vertices

SEGUNDO PASSO

9
L

| ExibirlEsconder agulos internes do triangulo ABC |

| ExibirlEsconder medidas dos lados do triangulo ABC |

Fonte: Elaborada pela autora.

No segundo passo, os alunos deverao construir o ponto médio utilizando a

ferramenta “Ponto Médio ou Centro”.

Figura 3.30: Segundo passo da atividade.

= mum: EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E
Triangulo isosceles de base AB. TAMBEM BISSETRIZ DO ANGULO OPOSTO A ESSA BASE.

Objetivo da atividade: verificar a afirmagéo acima.
Paraisso vamos construir a mediana de um triangulo isésceles e em

seguida verificar se ela & bissetriz do angulo opostoa a base.
Siga cada passo com bastante atengéo.

PRIMEIRO PASSO

Transformar o tridngulo ABC emum tridngulo isésceles movendo seus vértices.

SEGUNDO PASSO

Construir o ponto médio da base do tridngulo utilizando a ferramenta Ponto Médio
ou Centro

TERCEIRO PASSO

| ExibirlEsconder agulos internos do triangulo ABC l

| ExibirlEsconder medidas dos lados do triangulo ABC |

Fonte: Elaborada pela autora.

Para isso, os alunos deverao selecionar essa ferramenta e em seguida selecio-

narao a base do tridngulo, assim como fizeram na atividade 2.
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Figura 3.31: Segundo passo da atividade.

-
voane Al Lo (X |~ Janela de visualizagéo 2 =]
FETEEmOEED o, EM UM TRIANGUL O ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E
i isésceles de base AB. TAMBEM BISSETRIZ DO ANGULO OPOSTO A ESSA BASE.
incular / Desvincular Ponto
Objetivo da atividade: verificar a afirmagao acima.
>( Intersecio de Dois Objetos Para isso vamos construir a mediana de um triangulo isosceles e em
. A seguida verificar se ela € bissetriz do angulo opostoa a base.
* Ponto Médio ou Centro ¢ X -
. - Siga cada passo com bastante atengao.
.Z Nimero Complexo PRIMEIRO PASSO
N Otimizagio Transformar o triangulo ABC emum triangulo isdsceles movendo seus vertices

A

Construir o ponto médio da base do tridngulo utilizando a ferramenta Ponto Médio
ou Centro

TERCEIRO PASSO

| ExibirlEsconder agulos internes do triangulo ABC I

| ExibirlEsconder medidas dos lados do triangulo ABC |

Fonte: Elaborada pela autora.

No terceiro passo é realizado a construcao da mediana. Basta que selecionem
a ferramenta “Segmento” e selecionem suas extremidades (o ponto médio e o

vértice oposto a base).

Figura 3.32: Terceiro passo da atividade.

=
- J[%Ia de Vi / Reta [ | = Janela de Visualizagdo 2 X
" Segmento EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E
s les de base AB. TAMBEM BISSETRIZ DO ANGULO OPOSTO A ESSA BASE.
o&° Segmento com Comprimenta Fixo
Obijetivo da atividade: verificar a afirmagdo acima.
Semirreta Para isso vamos construir a mediana de um triangulo isésceles e em
Caminho Polisanal seguida verificar se ela € bissetriz do angulo opostoa a base.
eminho Feloens Siga cada passo com bastante atencéo.
o vetor PRIMEIRO PASSO
-}. Vetor a Partir de um Ponta Transformar o triangulo ABC em um triangulo isosceles movendo seus vértices
SEGUNDO PASSO
Construir o ponto médio da base do tridngulo utilizando a ferramenta Ponto Médio
ou Centro
TERCEIRO PASSO
= A Construir a mediana em relacéo a base do triangulo ABC
MEDIANA ¢ um segmento de reta com origem em um dos vertices do
triangulo e extremidade no ponto médio do lado oposto ao vértice.
| ExibirlEsconder agulos internos do triangulo ABC I
QUARTO PASSO
| ExibirlEsconder medidas dos lados do triangulo ABC l

Fonte: Elaborada pela autora.

Em seguida deverao selecionar o botao “QUARTO PASSO”.
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Figura 3.33: Quarto passo da atividade.

Triangulo isésceles de base AC.

B

o

| ExibirlIEsconder agulos internos do triangulo ABC I

| ExibirIEsconder medidas dos lados do tridngulo ABC I

EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E
TAMBEM BISSETRIZ DO ANGULO OPOSTO A ESSA BASE.

PRIMEIRO PASSO

Transformar o tridngulo ABC emum tridngulo isésceles movendo seus vértices

SEGUNDO PASSO

Construir o ponto médio da base do tridngulo utilizando a ferramenta Ponto
Médio ou Centro

TERCEIRO PASSO

Construir a mediana em relagéo a base do tridngulo ABC.

MEDIANA ¢ um segmento de reta com origem em um dos vértices do
triangulo e extremidade no ponto médio do lado oposto ao vértice.

QUARTO PASSO

Medir todos os angulos internos do tridngulo formados pela mediana. Utilize

a ferramenta Angulo

Fonte: Elaborada pela autora.

No quarto passo todos deverao medir os angulos formados pela mediana e o

vértices oposto a base. Para isso, basta que selecionem a ferramenta “Angulo”,

como mostra na Figura [3.34]

Figura 3.34: Construcao dos angulos.

[5.-]

' ol &= +]

é Angulo

LA
Q“. Angulo com Amplitude Fixa
Triangulo isg

om
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro
em? N

m Area
/A/ Inclinagio
{12} Lsta
alp Relagio

= / 5
«_/| nspetor de Fungdes

! X

~ Janela de Visualizag&o 2 |

EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E
TAMBEM BISSETRIZ DO ANGULO OPOSTO A ESSA BASE.

PRIMEIRO PASSO

Transformar o tridngulo ABC em um triangulo isosceles movendo seus vértices.

SEGUNDO PASSO

Construir o ponto médio da base do tridngulo utilizando a ferramenta Ponto
Médio ou Centro

TERCEIRO PASSO

Construir a mediana em relagée a base do triangulo ABC.

MEDIANA & um segmento de reta com origem em um dos vértices do
triangulo e extremidade no ponto médio do lado oposto ao vértice.

QUARTO PASSO

Fonte: Elaborada pela autora.

Na sequéncia selecionarao os pontos pertencentes aos lados e vértices do angulo

que desejam encontrar a medida, lembrando que devem seguir o sentido horéario

para realizar a medicao. Por exemplo, para medir o angulo DBC representado

na Figura foi selecionado primeiro o ponto D, depois ponto B e por tltimo

o ponto C.
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Figura 3.35: Construcao dos angulos.

Triangulo isosceles de base AC.

D

Fonte: Elaborada pela autora.

Apoés terminarem os 4 passos, selecionarao o botao “OK” que aparecerd a

conclusdo do exercicio, como podemos observar na Figura [3.36]

Figura 3.36: Conclusao do exercicio.

= — EM UM TRIANGULO ISOSCELES, A MEDIANA RELATIVA A BASE E
Triangulo isosceles de base AC. TAMBEM BISSETRIZ DO ANGULO OPOSTO A ESSA BASE.

¥ Se todos os passos foram seguidos corretamente,
sera possivel observar que a MEDIANA divide o
angulo oposto a base em dois angulos de
medidas iguais.

Ou seja, a mediana é BISSETRIZ do angulo oposto
a base.

| ExibirlEsconder agulos internos do triangulo ABC |

| ExibirlEsconder medidas dos lados do triangulo ABC I

Fonte: Elaborada pela autora.

Todos devem ler a conclusao com bastante atencao.

Em seguida, foi preparado um exemplo parecido com o exemplo do exercicio
2. Da mesma forma temos um tridngulo isosceles ABC, com base BC' e
mediana AD. Os alunos poderao mover os vértice e observar que sempre a
mediana estara dividindo o angulo oposto a base em dois angulos congruentes,
ou seja, de acordo com a definicao de bissetriz, a mediana também é bissetriz

do triangulo is6sceles.

Com o objetivo de deixar o exemplo bem dinamico, foi construido um controle

deslizante, como mostra na Figura|3.37]
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Figura 3.37: Tela inicial do exemplo.

1

MOVA O CONTROLE DESLIZANTE

Fonte: Elaborada pela autora.

Os alunos terao que mover o controle deslizante, para poderem acompanhar o

exemplo.

Em cada etapa do controle deslizante, aparecera a representacao geométrica
do objeto na janela de visualizagao a esquerda e as observagoes por escrito na
janela de visualizacao a direita. Observe que na Etapa=1, representada na
Figura [3.38] apareceu o desenho do triangulo ABC' em uma janela e na outra

janela ele foi citado por escrito.

Figura 3.38: Etapa=1 do exemplo.

«O triangulo ABC ao lado & isésceles,

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Etapa=2, representada na Figura destacamos a construcao da base

BC' do triangulo isésceles com uma com diferente (marrom).

103



Figura 3.39: Etapa=2 do exemplo.

& O triangulo ABC ao lado & isésceles, de base BC;

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Etapa=3, representada na Figura |3.40, foi construido o ponto médio da

base.

Figura 3.40: Etapa=3 do exemplo.
@j O triangulo ABC ao lado & isésceles, de base BC;

¢ D ¢ 0 ponto médio da base;

Fonte: Elaborada pela autora.

Apobs acompanharem as oito etapas do controle deslizante, eles terao que mover
os vértices do triangulo. O objetivo dessa atividade é que todos percebam
que independente das medidas dos lados de um triangulo isosceles, sempre
a mediana estara dividindo o angulo oposto a base, em dois triangulos de

medidas iguais.
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Etapa=8

®

Figura 3.41: Final do exemplo.

I:l EXIBIR MEDIDAS DOS LADOS

D EXIBIR ANGULOS DA BASE

O triangulo ABC ao lado & isosceles, de base BC;
o D & 0 ponto médio da base;

¢ AD & mediana relativa a base;

¢ AD também & bissetriz, pois divide o angule BAC.

em dois angulos de medidas iguais.

Mova os vérticesdo triangulo ABC e observe as
medidas dos angulos BAD e DAC.

Fonte: Elaborada pela autora.
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MATERIAIS COMPLEMENTARES:

Videos:

Propriedades do tridngulo isosceles - Matematica — 82 ano — Ensino Funda-
mental. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=hcwPwzLOcbc.

Triangulo isosceles - Brasil Escola. Disponivel em: https://www.youtube.
com/watch?v=KKul JYKfOoE.

Geometria Plana: Introdugao aos Triangulos. Disponivel em: https://www.
youtube.com/watch?v=TyyTOvjo3D0&t=846s..

Livros Digitais:

Livro digital contendo demonstragoes dinamicas em relagao a congruéncias e  [E5EE

semelhancas de triangulos. Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/ il Y

dnmvn6wb. =

Livro de geometria plana dindmico do autor Jorge Cassio. Contém ativida- of=90]

des envolvendo os casos de congruéncia de tridngulo entre outros conteudos. ¥ g

Disponivel em:https://www.geogebra.org/m/hsXHDRX7. (=]
Livros

GERONIMO, Jodo Roberto; BARROS, Rui Marcos de Oliveira; FRANCO,
Valdeni Soliani. Geometria Euclidiana Plana um estudo com o software Geo-

gebra.

Gerdnimo, Joao R; Franco, Valdeni S., Geometria Plana um estudo axiomé-

tico, Eduem, Maringé, 2010.
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FICHA DO ALUNO

CONTEUDO: Propriedades do triangulo isosceles.

OBJETIVO: explorar as propriedades em relagao ao triangulo isésceles atra-

vés de atividades dindmicas no software GeoGebra.

ATIVIDADE 1:

Apos a explicagdo do(a) professor(a), responda as perguntas abaixo com suas

palavras:

a) O que é um tridngulo isosceles? O que é a base de um triangulo isosceles?

b) O que ¢ altura de um tridngulo?

c) O que é ponto médio de um segmento?

d) O que ¢ mediana?

e) O que ¢é bissetriz?

107



f) O que sao os angulos internos de um triangulo?
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ATIVIDADE 2:

Acessem o link ou o qr-code abaixo e resolva os 3 exercicios. O professor ira

auxiliar durante a resolucao:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/tvk92eab
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3.3 Ficha 3 - Explorando as propriedades relaciona-
das as medidas dos lados e angulos dos triangu-
los.

A atividade proposta foi preparada para turmas do oitavo ano, conteido abor-
dado sao triangulo. O objetivo dessa atividade é de explorar as propriedades rela-
cionadas a medidas dos lados, angulos internos e externos dos triangulos através da

geometria dinamica.

Essa atividade pode ser realizada em duplas e aplicada como forma de fixacao
do contetido ensinado. Outra sugestao ¢ aplicar antes da explicacao para que os
alunos explorem as propriedades relacionadas a medida dos lados, angulos internos

e externos de um tridngulo e no final pode ser formalizado o contetdo.

O tempo previsto para a aplicacao sao 30 minutos e o recurso necessario para a

aplicacao sao computadores ou smartphones com acesso a internet para cada dupla.

Os alunos apenas terao que acessar o link ou qr-code que o professor ira dispo-

nibilizar. Fazendo isso, os alunos serao direcionados a uma pégina do GeoGebra.

Os alunos resolverao 3 questoes dinamicas relacionadas a medida dos lados, an-

gulos internos e externos de um triangulo.
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FICHA DO PROFESSOR

Turma: 8° ano
Contetudo: Triangulos.

Objetivos especificos: Explorar as propriedades relacionadas a medidas
dos lados, angulos internos e externos dos triangulos através da geometria
dindmica.

Duragao: 30 minutos.

Recursos necessarios: Computador com acesso a internet.

A atividade proposta pode ser realizada em duplas e aplicada como forma de
fixacao do contetido ensinado. Outra sugestao é aplicar antes da explicagao para
que os alunos explorem as propriedades relacionadas a medida dos lados, angulos
internos e externos de um triangulo e no final pode ser formalizado o contetido. Para
realizacao das atividades os alunos terao que acessar o link ou o qr code abaixo que

abrird uma pagina do Geogebra.

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material /xcnxxx3b

A tela inicial da atividade, representada na Figura [3.42] podemos observar que
possuem um controle deslizante. Primeiramente, os alunos moverao esse controle e
durante cada etapa aparecera alguns comentérios importantes para a resolucao dos

exerciclos.

Figura 3.42: Tela inicial da atividade.

a=0
.
1 .

MOVA O CONTROLE DESLIZANTE

L
B

D ExibirEsconder Medidas dos Lados
D Exibini Esconder Angulos Intemos
D ExibinEsconder Angulos Extermnos

Fonte: Elaborada pela autora.

111


https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/xcnxxx3b
https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#material/xcnxxx3b

Durante a resolugcao de cada exercicio a tela estara dividida em 2 partes, do
lado esquerdo temos as perguntas e do lado direito um triangulo ABC representado

geometricamente, como mostra na Figura [3.43]

Figura 3.43: Exercicio 1.
8
Assinale apenas a alternativa CORRETA : o
Exercicio 1: Qual o valor da soma dos angulos
internos de um triangulo?

o=
OC=] .
O]
O]

L
B

|:| ExibirfEsconder Medidas dos Lados
I:‘ Exibir Esconder Angulos Intrmos

I:‘ ExibirEsconder Angulos Externos

Fonte: Elaborada pela autora.

E importante que os alunos saibam que eles poderao mover os vértices do trian-

gulo durante a resolucao dos exercicios.

Sao 3 exercicios dinamicas relacionadas a medida dos lados, angulos internos e
externos de um tridngulo, eles irao assinalar as alternativas corretas e o professor

ird auxiliar quando necessario.

Em seguida, adicionamos os objetivos, o que se espera durante a resolugao de

cada exercicio e algumas orientagoes ao professor:

Exercicio 1: O objetivo dessa atividade é de explorar a propriedade relacio-

nada a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo.

Os alunos terao que assinalar a alternativa que contém o valor da soma dos

angulos internos de um triangulo, como mostra na Figura [3.44]

112



~ Janela de Visualizagio 2

W~~~ @

Assinale apenas a alternativa CORRETA :

Exercicio 1: Qual o valor da soma dos angulos
internos de um triangulo?

O]
O
O]
O]

Espera-se que se os alunos tiverem duvidas para responder, eles movam os
vértices do triangulo ABC' selecionem a opgao “Exibir as Medidas dos Angulos

Internos” e realizem as soma e percebam que essa soma sempre sera igual a

180.

Apos assinalarem a alternativa que acharem ser a correta, eles terao que sele-
cionar a op¢ao “CONFERIR” e verificar se a op¢ao marcada esté correta ou

incorreta.

Na sequéncia terdo que selecionar a opcdo “PROXIMA” para irem para a

Figura 3.44: Exercicio 1.

[ | = Janela de Visualizagio

5

@
B

D ExibirfEscander Medidas dos Lados
D Exibir/ Esconder Angulos Intermos.

D Exibir/Esconder Angulos Externos

Fonte: Elaborada pela autora.

Exercicio 2, como mostra a Figura

~ Janela de Visualizagso 2

Assinale apenas a alternativa CORRETA :

Exercicio 1: Qual o valor da soma dos angulos
internos de um triangulo?

)
O
S

Figura 3.45: Exercicio 1.

B4 | = Janela de Visualizagio

[

A soma dos angulos internos de um tridngulo, é sempre B

igual a 180°, independentemente do formato do
triangulo, de seu tamanho ou de qualquer outra

caracteristica.

D ExibifEsconder Medidas dos Lados

D Exibirf Esconder Angulos Internes

“ D ExibirfEscander Angulos Externos
PROXIMA

Fonte: Elaborada pela autora.
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Exercicio 2: O objetivo dessa atividade é de explorar a propriedade relacio-

nada a medida dos angulos internos de um triangulo is6sceles.

No exercicio 2 os alunos terao que assinalar a tnica alternativa correta em
relacao a medida dos angulos da base de um triangulo is6sceles, como mostra

a Figura [3.46

Figura 3.46: Exercicio 2.

~ Janela de Visualizagio 2 ) |~ Janela de Visualizagio

Assinale apenas a alternativa CORRETA : .
EXERCICIO 2: Em um triangulo isésceles , o que

podemos afirmar sobre a medida dos angulos internos?

D Os trés angulos internos terdo as mesmas medidas.
D 0s trés angulos internos 16m medidas difrentes.

D 05 angulos da hase tem medidas iguais

L
B

D ExibinEsconder Medidas dos Lados

D Exibini Esconder Angulos Intemos

B D ExibinEsconder Angulos Extermnos
PROXIMA

Fonte: Elaborada pela autora.

Espera-se que os alunos movam os vértices do triangulo ABC' até transforma-
lo em um triangulo isosceles e consigam perceber que os angulos da base de

um triangulo isosceles sempre terao medidas iguais.

No final, deverao fazer o mesmo processo da questao anterior, verificar a res-

posta e selecionar “PROXIMA” para irem para o proximo exercicio.

Exercicio 3: O objetivo desse exercicio é de explorar as propriedades re-
lacionadas a medidas dos lados, angulos internos e angulos externos de um

triangulo.

Esse exercicio contém onze afirmagoes, representadas na Figura
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Figura 3.47: Exercicio 3.

~ Janela de Visualizagdo 2 [ | = Janela de Visualizagio [

EXERCICIO 3: Assinale as alternativas verdadeiras em relagéo as medidasdos
lados, angulos internos e externos de um triangulo:

D Todos &ngulos externos séo obiusos.

I:‘ Todo dngulo eterno mede MAIS que qualquer dos angulos a ele nao adjacentes.
I:‘ Todo angulo eterno mede MENOS que qualquer dos angulos a ele nao adjacentes.
|:| Toda triangulo possui pelo menos dois dngulos internos obusD.

D Todo tridngule possui pelo menos dois angulos externos obtusos, ®
I:‘ Todo trianguln possui pelo menos dois Angulos internos agudos

I:‘ Se dois lados 30 congruentes, entio seus anguios intemos opostos Ndo S30 congruentes.
I:‘ Se dois lados nd0 530 congruentes, entao o maior angulo & oposto ao menor lado. )
B
D Se dois lados ndo séo congruentes, entdo o maior ngulo & oposto ao maior lado.
D Todos angulos intemos sao agudos. |:| ExibirlEsconder Medidas dos Lados

D Qualquer angulo externo ¢ igual a soma dos dois angulos intemnos ndo adjacentes D Exibirl Esconder Angulos Internas

PROXIMA |:| ExibiriEsconder Angulos Extermos

Fonte: Elaborada pela autora.

Os alunos terao que assinalar todas as alternativas corretas relacionadas a

medidas dos angulos e lados de um triangulo.

Espera-se que os alunos movam os vértices do triangulo ABC' e consigam
identificar quais sao as respostas corretas. Sempre que necessario eles podem
Exibir ou Esconder as medidas dos angulos e dos lados. E importante orienté-
los em tudo que for necessario. No final, eles poderao verificar se as afirmacgoes

foram assinaladas corretamente.

A seguir apresentaremos todas as afirmagoes que possuem no exercicio 3 respon-

didas e justificadas:

Afirmacao 1: Todos angulos externos sao obtusos.

Falsa. Todo triangulo possui pelo menos dois angulos externos obtusos, mas
nao sao os trés angulos externos obtusos, ou seja, sao dois angulos obtusos e

um angulo seré reto ou agudo.

Afirmacgao 2: Todo angulo externo mede mais que qualquer dos angulos a

ele nao adjacentes.
Verdadeira.

Demonstracao dinamica disponivel em:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/x3h8kzub
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Afirmacao 3: Todo angulo externo mede menos que qualquer dos angulos a

ele nao adjacentes.

Falsa.

Essa afirmagao contraria a afirmacao 2.

Afirmagao 4: Todo tridngulo possui pelo menos dois dngulos internos obtu-
SOS.

Falsa.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, se ele
possuir dois angulos medindo mais que 90°, significa que teremos o terceiro

angulo medindo 0°, o que é um absurdo.

Afirmacao 5: Todo tridngulo possui pelo menos dois angulos externos obtu-
SOS.

Verdadeira.

Como os angulos internos e externos correspondentes sao suplementares e um
triangulo possui pelo menos dois angulos internos agudos, entao consequente-

mente ele terda pelo menos dois angulo externos obtusos.

Demonstracao dinamica disponivel em:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnbwb#material/tjaetdsg

Afirmacgao 6: Todo triangulo possui pelo menos dois angulos internos agudos.
Verdadeira.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo ¢ igual a 180°, temos que
todos angulos internos podem ser agudos e se tivermos um angulo interno ob-
tuso ou reto, os outros dois angulos serao agudos. Portanto, o sempre teremos

pelo menos dois angulos internos agudos.

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/tjaetdsg

Afirmagao 7: Se dois lados sao congruentes, entao seus angulos internos

opostos nao sao congruentes.
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Falsa.

Essa afirmagao contraria o Exercicio 2, pois se um triangulo possui dois la-
dos congruentes ele é um triangulo isésceles, e como vimos em um triangulo

isosceles os angulos da base sao congruentes.

Afirmagao 8: Se dois lados nao sao congruentes, entao o maior angulo é
oposto ao menor lado.

Falsa.

Demonstracao dinamica disponivel em:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material /mgaj4t56

Afirmacao 9: Se dois lados nao sao congruentes, entao o maior angulo é

oposto ao maior lado.
Verdadeira.

Demonstracao dinamica disponivel em:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/mgaj4t56

Afirmacao 10: Todos angulos internos sao agudos.
Falsa.

Em um triangulo podemos sim ter todos os angulos agudos, mas nao é sempre
que isso acontece. E possivel em um triangulo termos um angulo reto ou

obtuso.

Afirmagao 11: Qualquer angulo externo é igual & soma dos dois angulos

internos nao adjacentes.
Verdadeira.

Espera-se que os alunos somem as medidas de pares de angulos internos e
percebam que sempre a soma sera igual a medida do angulo externo que nao

é correspondente a esses angulos somados.
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MATERIAIS COMPLEMENTARES:

Videos:

Teorema do angulo externo de um triangulo. Disponivel em: https://www.
youtube.com/watch?v=9JpWist1ulU

Geometria Plana: Introdugao aos Triangulos. Disponivel em: https://www.
youtube.com/watch?v=TyyTOvjo3D

Propriedades do triangulo isosceles - Matematica — 82 ano — Ensino Funda-
mental. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=hcwPwzLOcbc

Livros Digitais:

Livro digital contendo as demonstragoes dos casos de congruéncias. Disponivel
em: https://www.geogebra.org/m/dnmvn6wb#chapter/653662.

Livro de geometria plana dindmico do autor Jorge Cassio. Contém ativida-

des envolvendo os casos de congruéncia de triangulo entre outros contetdos. ¥ E
Disponivel em:https://www.geogebra.org/m/hsXHDRX7. (=]
Livros:

GERONIMO, Jodo Roberto; BARROS, Rui Marcos de Oliveira; FRANCO,
Valdeni Soliani. Geometria Euclidiana Plana um estudo com o software Geo-

gebra.

Gerdénimo, Joao R; Franco, Valdeni S., Geometria Plana um estudo axioma-

tico, Eduem, Maringé, 2010.
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FICHA DO ALUNO

CONTEUDO: Triangulos.

OBJETIVO: Explorar as propriedades relacionadas a medidas dos lados,

angulos internos e externos dos triangulos através da geometria dinamica.

Acessem o link ou o qr-code abaixo e resolvam os trés exercicios propostos:

https://www.geogebra.org/m/dnmvnéwb#material/xcnxxx3b
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CAPITULO 4

CONSIDERACOES FINAIS

Espera-se que as demonstracoes dindmicas realizadas possam contribuir para
a melhor compreensao das demonstracoes envolvendo os casos de congruéncias de
triangulos, semelhancas de triangulos e o Teorema de Tales, e que possam colaborar
com os professores, deixando um material pronto e de facil acesso, possibilitando o
seu uso em sala de aula, dando suporte e que contribua de forma positiva no processo

de ensino aprendizagem de geometria plana.

A utilizacao de novas tecnologias estd cada vez mais presentes no dia a dia dos
jovens e é muito importante trazer isso para as aulas de matematica, como é algo

que eles ja estao familiarizados, pode ser uma boa estratégia para estimula-los.

Durante a pandemia do Covid-19, com a obrigatoriedade das aulas remotas, como
medida de seguranca, a maioria dos professores tiveram que se reinventar e essas
ferramentas tecnologicas se tornaram ainda mais necessarias no processo de ensino
aprendizagem. E uma ferramenta que pode auxiliar muito no processo de ensino
aprendizagem de geometria, seja em aulas a distancia ou presenciais, é o software

GeoGebra.

Entao, ao lerem esse trabalho, espera-se que mais professores se sintam motivados

a prepararem mais atividades dindmicas utilizando ferramentas tecnologicas.

Pretendemos dar continuacao a esse trabalho, realizando a confeccao de mais
demonstracoes dindmicas e mais fichas didaticas para serem adicionadas no livro

digital.
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Nao foi realizado a aplicagao de nenhuma ficha didatica. Mas vale apena ressaltar
a importancia do professor durante a aplicagao. Nao basta os alunos terem acesso as
atividades, é importante a presenca do professor para realizar todas as intervencoes

necessarias, para que realmente aconteca a aprendizagem.

121



BIBLIOGRAFIA

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

17l

ARAYA, Eduardo Alejandro Flores. Livro digital interativo: um exemplo com

trigonometria. Profmat, 2021.

Banco de Dissertagoes do PROFMAT. Mestrado Profissional em Matemé-
tica da Rede Publica. Disponivel em: https://www.profmat-sbm.org.br/

dissertacoes/.

BRASIL. Ministério da Educacao. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia,
2018.

CALDATO, Joao; UTSUMI, Miriam Cardoso; NASSER, Lilian. Argu-
mentacao e demonstracao em matematica: a visao de alunos e pro-
fessores. Revista Triangulo. v. 10, n. 2 (2017). Disponivel em: http:
//seer.uftm.edu.br/revistaeletronica/index.php/revistatriangulo/
article/view/2583/pdf. Acesso em 16 de jul. 2021.

GEOGEBRA 5.0. Disponivel: https://www.geogebra.org/download?lang=
pt.

GERONIMO, Jodao R; FRANCO, Valdeni S., Geometria Plana um estudo axi-

omatico, Eduem, Maringé, 2010.

GERONIMO, Jodo Roberto; BARROS, Rui Marcos de Oliveira; FRANCO,
Valdeni Soliani. Geometria Euclidiana Plana um estudo com o software Geoge-
bra.

122


https://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/
https://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/
http://seer.uftm.edu.br/revistaeletronica/index.php/revistatriangulo/article/view/2583/pdf
http://seer.uftm.edu.br/revistaeletronica/index.php/revistatriangulo/article/view/2583/pdf
http://seer.uftm.edu.br/revistaeletronica/index.php/revistatriangulo/article/view/2583/pdf
https://www.geogebra.org/download?lang=pt
https://www.geogebra.org/download?lang=pt

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

MOTA, Renato Eugénio da. E-book interativo como uma ferramenta,/ estraté-

gia no ensino de matematica. Profmat, 2019.

NOBRIGA, Jorge Costa; SIPLE, Ivanete Zuchi. Livros Dinamicos de Matema-
tica Dynamic Mathematics Books. Revista do Instituto GeoGebra Internacional
de Sao Paulo. ISSN 2237-9657, v. 9, n. 2, p. 78-102, 2020. Disponivel: https:
//revistas.pucsp.br/index.php/IGISP/article/view/47318/33678.

NOBRIGA, Jorge Cassio Costa. Demonstracoes mateméticas dinamicas. Re-
vista Eletronica de Educagao Matematica, v. 14, n. 1, p. 1-21, 2019. Dispo-
nivel: |https://periodicos.ufsc.br/index.php/revemat/article/view/

1981-1322.2019.e61725/40047.

QUEIROZ, José Carlos Santana. Livros didaticos de Matematica do Ensino
Médio: um estudo sobre as demonstracoes. Revista Sertao Sustentéavel, v. 2, n.
1, p. 23-28, 2020.

ROSALE, André Rodrigues. Argumentagao e prova matemética na Educagao
Basica. 2018. Tese de Doutorado. Universidade de Sao Paulo. Disponi-
vel em https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/45/45135/
tde-13052019-130421/publico/Dissertacao_Andre_Rodrigues_Rosale.
pdf. Acesso em 13 de jul. 2021.

SILVA, Mayco Sabdia. Visualizagoes dinamicas na geometria plana do Profmat.
Profmat, 2020.

SOARES, Luis Havelange. et. al . Demonstracoes matematicas na educagao
bésica: com a palavra os professores de matematica. In: Simposio Interna-
cional de Pesquisa em Educacao Matematica, 3., 2012, Fortaleza-CE. Dis-
ponivel em: https://proativa.virtual.ufc.br/sipemat2012/papers/696/
submission/director/696.pdf. Acesso em 13 de jul. 2021.

SOUZA, Angelo Marcio de. Utilizando o jogo Euclidea e demonstracoes dina-

micas no Geogebra para o ensino de construgoes dinamicas. Profmat, 2018.

123


https://revistas.pucsp.br/index.php/IGISP/article/view/47318/33678
https://revistas.pucsp.br/index.php/IGISP/article/view/47318/33678
https://periodicos.ufsc.br/index.php/revemat/article/view/1981-1322.2019.e61725/40047
https://periodicos.ufsc.br/index.php/revemat/article/view/1981-1322.2019.e61725/40047
https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/45/45135/tde-13052019-130421/publico/Dissertacao_Andre_Rodrigues_Rosale.pdf
https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/45/45135/tde-13052019-130421/publico/Dissertacao_Andre_Rodrigues_Rosale.pdf
https://www.teses.usp.br/teses/disponiveis/45/45135/tde-13052019-130421/publico/Dissertacao_Andre_Rodrigues_Rosale.pdf
https://proativa.virtual.ufc.br/sipemat2012/papers/696/submission/director/696.pdf
https://proativa.virtual.ufc.br/sipemat2012/papers/696/submission/director/696.pdf

	Agradecimentos
	Introdução
	Preliminares
	Base Nacional Comum Curricular/ BNCC
	Congruências de triângulos
	Semelhança de triângulos e o Teorema de Tales

	Atividades Dinâmicas com o auxílio do Aplicativo GeoGebra
	Exemplo de uma demonstração dinâmica realizada no GeoGebra
	Tutorial de como realizar demonstrações dinâmicas no GeoGebra

	Fichas didáticas
	Ficha 1 - Congruência de triângulos.
	Ficha 2 - Propriedades do triângulo isósceles
	Ficha 3 - Explorando as propriedades relacionadas as medidas dos lados e ângulos dos triângulos.

	Considerações Finais
	Bibliografia

