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Resumo

Este trabalho visa apresentar uma proposta para aplicar e aprofundar os conheci-
mentos sobre equagoes e inequacoes lineares no Ensino Médio, buscando contemplar as
competéncias e habilidades especificas de Matematica e suas tecnologias, apontadas pela
BNCC. Usando um software educacional livre da colecdo Matematica Multimidia (pro-
duzido pela Unicamp), serdo apresentadas situagdes que serdao modeladas por equagdes e
inequacoes, obtendo problemas de Programacao Linear, que serao resolvidos pela analise
de sua representacao grafica, através da inspecdo dos vértices do conjunto vidvel para a
solucao.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Equacoes e Inequagdes Lineares, Programacao Li-
near, Software Educacional.






Abstract

This study aims to present a proposal to apply and improve the knowledge about
linear equations and inequalities in High School, seeking to contemplate the specific com-
petences and abilities of Mathematics and its technologies, pointed out by the BNCC.
Using a free educational software from the Multimedia Mathematics collection (produced
by Unicamp), situations will be presented that will be modeled by equations and inequa-
lities, obtaining Linear Programming problems, which will be solved by analyzing their
graphical representation, by inspecting the vertices of the viable set for the solution.

Keywords: Linear Systems, Linear Equations and Inequalities, Linear Programming,
Educational Software.
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1 Introducao

Para os docentes da area é evidente que a Matematica esta presente no nosso dia
a dia, desde uma simples contagem, até ao uso mais complexo através das ferramentas
computacionais e digitais. Porém, muitas vezes os contetidos escolares sao abordados fora
de contexto para os estudantes, que muitas vezes nao entendem como a matematica é 1til
e presente em suas vidas, desta forma muitos acabam sem motivagao para o estudo da
disciplina.

Sobre especificamente nosso objeto de conhecimento “ Sistemas de Equagoes e Inequa-
¢oes Lineares” Lima [1] aponta:

Os sistemas de equagoes lineares constituem um topico de grande interesse
prdtico. Seu estudo é acessivel aos estudantes, pois nao requer o emprego
de conceitos sutis ou complicados. Além disso, pode servir como ponto de
partida para diversas teorias matemdticas relevantes e atuais. Por estes trés
motivos, ¢ mais que justa sua inclusdo nos curriculos escolares. Entretanto,
sua abordagem nos compéndios adotados em nossas escolas é, na maioria das
vezes, obsoleta, drida e desmotivada.

Neste contexto, entendemos ser importante que o docente proporcione atividades de-
safiadoras e contextualizadas conforme Polya [2] destaca:

Um professor de Matemdtica tem, assim, uma grande oportunidade. Se ele
preencher o tempo que lhe é concedido a exercitar seus alunos em operagoes
rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos es-
tudantes, desperdicando, dessa maneira, a sua oportunidade. Mas se ele de-
safia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com
0s conhecimentos destes e auziliando-os por meio de indagacoes estimulantes,
poderd incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente e proporcionar-lhes
certos metos para alcangar este objetivo.

Sendo assim, este trabalho visa apresentar uma proposta para aplicacdo e aprofun-
damento dos conhecimentos sobre sistemas de equacoes e inequagoes lineares através da
modelagem de problemas de Programacao Linear. Segundo Bassanezi [3] “A modelagem
matematica consiste na arte de transformar problemas da realidade em problemas mate-
maticos e resolvé-los interpretando suas solugoes na linguagem do mundo real”. Com essa
proposta pretendemos aproximar o contetido escolar da realidade do aluno, destacando

que para Dante [4]:
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22 Introducao

As equacoes e inequacoes lineares, bem como o0s sistemas de equacoes e ine-
quagoes sao bastante uteis na resolugcao de problemas de economia, transporte,
alimentagao(dietas), etc. Em problemas como esses é comum precisarmos sa-
ber o valor mdximo ou minimo de uma funcdo cujas varidveis estdo sujeitas
a certas desigualdades. Em muitos deles a fungdo que se quer otimizar (ou
seja, da qual se quer encontrar o mdzrimo ou minimo) é uma fungao linear,
e as desiqualdades a que estdo sujeitas suas varidveis também sdao lineares.
Quando isso ocorre, dizemos entdo que estamos diante de um Problema de
Programacgao Linear (PPL).

Por essa perspectiva pretendemos mostrar para os estudantes que em variadas profis-
soes eles terao que tomar decisoes e essas podem ser pautadas em métodos mateméaticos. A
proposta apresentada busca resolver problemas com o repertério académico que possuem.

Dessa forma, o trabalho ora proposto surge como o objetivo de utilizar a resolugao
de Problemas de Programacao linear e o uso do software livre “Como montar sua dieta”
que faz parte da cole¢io Matemética Multimidia, produzida pela UNICAMP [5], onde
os alunos terao que modelar as situagoes propostas, através de equacoes e inequacoes,
considerando suas restri¢oes. Os problemas de Programagao Linear, serao resolvidos pela
andlise de sua representacao grafica, norteado pelas competéncias e habilidades contem-
pladas na Base Nacional Comum Curricular para a etapa do Ensino Médio (BNCC) [6],
documento oficial homologado pelo Ministério da Educagao em 14 de dezembro de 2018.

No capitulo 2 apresentamos uma anélise das competéncias e habilidades de matema-
tica e suas tecnologias no Ensino Médio, segundo a Base Nacional Comum Curricular e
também, seguida de uma argumentacao com fundamentacao tedrica sobre a importancia
da Modelagem Matemaética dentro dessa nova organizagao curricular.

O capitulo 3 traz alguns conceitos de fundamentacao teérica, destinados a formacao do
professor, para auxiliar no desenvolvimento da proposta de ensino que sera apresentada.
Embora nao sejam contetidos abordados no Ensino Médio, ¢ de extrema importancia para
a formacao académica docente, pois assim pode desvendar e entender o que esta por tras
da interpretacao geométrica do problema apresentado.

No capitulo 4 sdo apresentadas defini¢coes e métodos para a modelagem e resolugao
grafica de um Problema de Programacao Linear, considerando a adaptagao para o nivel
de conhecimento de alunos do Ensino Médio.

No capitulo 5 apresentamos uma proposta para aplicacdo em sala de aula. Através
do software “Como montar sua dieta” [5] os alunos terdo a oportunidade de explorar
um problema de Programagdo Linear. O objetivo serd minimizar (também poderia ser
maximizar) uma funcgao linear restrita a um conjunto definido por inequagdes lineares e os
conceitos matematicos necessarios sao aqueles abordados no curriculo do Ensino Médio,
conforme o capitulo 2 e norteado pelas competéncias e habilidades segundo a BNCC [6].

As figuras (graficos) apresentadas no texto que nao possuem referéncia bibliografica,
foram elaboradas pela autora, com o uso do Geogebra.



2 A Matematica na BNCC e no
Novo Ensino Médio

A Educacao Basica brasileira vem passando por processos de mudancas significativas
nos ultimos anos, devido a elaboracao e a aprovacao da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) para todas as etapas e também a reestruturacdo do Ensino Médio. Devido a
necessidade do educador acompanhar essas mudancas, nesse capitulo vamos tratar sobre
esses temas, com destaque para o ensino de Matematica nos referidos documentos.

2.1 BNCC

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [6] ¢ um documento normativo que
define o conjunto de aprendizagens essenciais que todos os estudantes devem desenvolver
ao longo das etapas e modalidades da Educagao Basica. Este documento é o referencial
nacional para a formulagao dos curriculos dos sistemas e das redes escolares dos Estados,
do Distrito Federal e dos Municipios e das propostas pedagogicas das institui¢oes escolares.
Seu principal objetivo é a busca pela qualidade de ensino no palis, estabelecendo um nivel
de aprendizagem e desenvolvimento que todos os estudantes devem ter direito.

A versao final da BNCC foi homologada em 14 dezembro de 2018. No entanto, a
busca por essa Base Comum Curricular Nacional ja foi prevista desde a promulgacao da
Constituicao da Republica Federativa do Brasil de 1988 que prevé, em seu Artigo 210, a
Base Nacional Comum Curricular.

Segue o histérico desse processo de elaboracao até o documento final segundo site
oficial [7]

o 1988: promulgada a Constituicao da Repiiblica Federativa do Brasil que prevé, em
seu Artigo 210, a Base Nacional Comum Curricular. Art. 210. Serao fixos contetudos
minimos para o ensino fundamental, de maneira a assegurar formacao basica comum
e respeito aos valores culturais e artisticos, nacionais e regionais. § 12 O ensino
religioso, de matricula facultativa, constituirda disciplina dos horarios normais das
escolas publicas de ensino fundamental. § 22 O ensino fundamental regular sera
ministrado em lingua portuguesa, assegurada as comunidades indigenas também a
utilizagao de suas linguas maternas e processos proprios de aprendizagem.

+ 1996: E aprovada a Lei de Diretrizes e Bases da Educacio Nacional (LDBEN), Lei
9.394, de 20 de dezembro de 1996, que em seu Artigo 26, regulamenta uma base
nacional comum para a Educagao Basica.
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1997: Sao consolidados, em dez (10) volumes, os Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs) para o Ensino Fundamental, do 1.¢ ao 5.2 ano, apontados como referenciais
de qualidade para a educacdo brasileira. Foram feitos para auxiliar as equipes
escolares na execucao de seus trabalhos, sobretudo no desenvolvimento do curriculo.

1998: Sao consolidados, em dez (10) volumes, os Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs) para o Ensino Fundamental, do 6.° ao 9.2 ano. A intengdo é ampliar e
aprofundar um debate educacional que envolva escolas, pais, governos e sociedade.

2000: Sao lancados os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM), em quatro partes, com o objetivo de cumprir o duplo papel de difundir os
principios da reforma curricular e orientar o professor, na busca de novas abordagens
e metodologias.

2008: E instituido em 2008 e funciona até 2010 o Programa Curriculo em Movimento
que busca melhorar a qualidade da educacao basica por meio do desenvolvimento
do curriculo da educagao infantil, do ensino fundamental e ensino médio.

2010:

— Entre 28 de margo e 1 de abril é realizada a Conferéncia Nacional de Educacao
(CONAE), com a presenga de especialistas para debater a Educaciao Bésica.
O documento fala da necessidade da Base Nacional Comum Curricular, como
parte de um Plano Nacional de Educacao.

— A Resolugdo n. 4, de 13 de julho de 2010, define as Diretrizes Curriculares
Nacionais Gerais para a Educagao Bésica (DCNs) com o objetivo de orientar
o planejamento curricular das escolas e dos sistemas de ensino.

— A Resolugao n.?2 5, de 17 de dezembro de 2009, fixa as Diretrizes Curriculares
Nacionais para a Educacao Infantil. Em 2010 é lancado o documento.

2011: A Resolugao n.7, de 14 de dezembro de 2010, fixa a Diretrizes Curriculares
Nacionais para o Ensino Fundamental de 9 (nove) anos.

2012:

— A Resolugao n. 2, de 30 de janeiro de 2012, define as Diretrizes Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio.

— A Portaria n. 867, de 4 de julho de 2012, institui o Pacto Nacional pela Alfa-
betizagao na Idade Certa (PNAIC), as agoes do Pacto e define suas Diretrizes
Gerais.

2013: A Portaria n. 1.140, de 22 de novembro de 2013, institui o Pacto Nacional de
Fortalecimento do Ensino Médio (PNFEM).

2014:

— A Lei n. 13.005, de 25 de junho de 2014, regulamenta o Plano Nacional de
Educacao (PNE), com vigéncia de 10 (dez) anos. O Plano tem 20 metas para
a melhoria da qualidade da Educacao Basica e 4 (quatro) delas falam sobre a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC).
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— Entre 19 e 23 de novembro é realizada a 2* Conferéncia Nacional pela Educacao
(Conae), organizada pelo Forum Nacional de Educacao (FNE) que resultou em
um documento sobre as propostas e reflexdes para a educagao brasileira e é um
importante referencial para o processo de mobilizacdo para a Base Nacional
Comum Curricular.

o 2015:

— Entre 17 a 19 de junho acontece I Seminario Interinstitucional para elaboracao
da BNCC. Este Seminario foi um marco importante no processo de elabora-
¢ado da BNCC, pois reuniu todos os assessores e especialistas envolvidos na
elaboracao da Base. A Portaria n. 592, de 17 de junho de 2015, Institui
Comissao de Especialistas para a Elaboracdo de Proposta da Base Nacional
Comum Curricular.

— Em 16 de setembro de 2015 a 1* versao da BNCC é disponibilizada.

— De 2 a 15 de dezembro de 2015 houve uma mobiliza¢gao das escolas de todo o
Brasil para a discussao do documento preliminar da BNCC.

o 2016:

— Em 3 de maio de 2016 a 2* versao da BNCC ¢ disponibilizada.

— De 23 de junho a 10 de agosto/2016 aconteceram 27 Semindarios Estaduais com
professores, gestores e especialistas para debater a segunda versao da BNCC. O
Conselho Nacional de Secretérios de Educacao (Consed) e a Unido Nacional dos
Dirigentes Municipais de Educagao (Undime) promoveram esses seminarios.

— Em agosto, comeca a ser redigida a terceira versao, em um processo colabora-
tivo com base na versao 2.

o 201T:

— Em abril de 2017, o MEC entregou a versao final da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) ao Conselho Nacional de Educacao (CNE) para elaboracao
de parecer e projeto de resolugao sobre a BNCC a serem encaminhados ao
MEC. A partir da homologacao da BNCC comega o processo de formagao e
capacitacao dos professores e o apoio aos sistemas de Educacao estaduais e
municipais para a elaboracao e adequagao dos curriculos escolares.

— Em 20 de dezembro de 2017 a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) foi
homologada pelo ministro da Educagao, Mendonca Filho.

— Em 22 de dezembro de 2017 o CNE apresenta a RESOLUCAO CNE/CP N°
2, de 22 de dezembro de 2017 que institui e orienta a implantagao da Base
Nacional Comum Curricular.

« 2018:

— Em 6 de margo de 2018, educadores do Brasil inteiro se debrucaram sobre a
Base Nacional Comum Curricular, com foco na parte homologada do docu-
mento, correspondente as etapas da Educagao Infantil e Ensino Fundamental,
com o objetivo de compreender sua implementagdo e impactos na educacao
béasica brasileira.
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Em 2 de abril de 2018 o Ministério da Educacao entregou ao Conselho Nacional
de Educacao (CNE) a 3% versao da Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
do Ensino Médio. A partir dai o CNE iniciou um processo de audiéncias
publicas para debaté-la.

Em 5 de abril institui-se o Programa de Apoio a Implementagdo da Base Na-
cional Comum Curricular ProBNCC.

Em 2 de agosto de 2018, escolas de todo o Brasil se mobilizaram para discutir
e contribuir com a Base Nacional Comum Curricular da etapa do Ensino Mé-
dio. Professores, gestores e técnicos da educacao criaram comités de debate e
preencheram um formulario online, sugerindo melhorias para o documento.

Em 14 de dezembro de 2018, o ministro da Educacao Rossieli Soares, homolo-
gou o documento da Base Nacional Comum Curricular para a etapa do Ensino
Médio. Agora o Brasil tem uma base com as aprendizagens previstas para toda
a Educacao Basica.

A BNCC estd estruturada em dez competéncias gerais que devem ser desenvolvidas
pelos estudantes da Educacao Infantil ao Ensino médio. No documento oficial da BNCC
[6], competéncia é definida como a mobiliza¢ao de conhecimentos (conceitos e procedimen-
tos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver
demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do

trabalho.

Competéncias gerais para a Educagdo Basica [6]:

1.

Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o
mundo fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade,
continuar aprendendo e colaborar para a construcao de uma sociedade
justa, democratica e inclusiva.

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das ci-
éncias, incluindo a investigacao, a reflexao, a analise critica, a imaginacao
e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipdteses, for-
mular e resolver problemas e criar solugoes (inclusive tecnolégicas) com
base nos conhecimentos das diferentes areas.

. Valorizar e fruir as diversas manifestacoes artisticas e culturais, das locais

as mundiais, e também participar de praticas diversificadas da producao
artistico-cultural.

Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Li-
bras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conheci-
mentos das linguagens artistica, matematica e cientifica, para se expressar
e partilhar informagoes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes
contextos e produzir sentidos que levem ao entendimento mituo.

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacao e comuni-
cagao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas
sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar
informagoes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer pro-
tagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva.

. Valorizar a diversidade de saberes e vivéncias culturais e apropriar-se de

conhecimentos e experiéncias que lhe possibilitem entender as relacoes
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préprias do mundo do trabalho e fazer escolhas alinhadas ao exercicio da
cidadania e ao seu projeto de vida, com liberdade, autonomia, consciéncia
critica e responsabilidade.

7. Argumentar com base em fatos, dados e informagoes confiaveis, para for-
mular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisdes comuns que
respeitem e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental
e o consumo responsavel em ambito local, regional e global, com posi-
cionamento ético em relacdo ao cuidado de si mesmo, dos outros e do
planeta.

8. Conhecer-se, apreciar-se e cuidar de sua satude fisica e emocional, compreendendo-
se na diversidade humana e reconhecendo suas emocoes e as dos outros,
com autocritica e capacidade para lidar com elas.

9. Exercitar a empatia, o didlogo, a resolucao de conflitos e a cooperacao,
fazendo-se respeitar e promovendo o respeito ao outro e aos direitos hu-
manos, com acolhimento e valorizagao da diversidade de individuos e de
grupos sociais, seus saberes, identidades, culturas e potencialidades, sem
preconceitos de qualquer natureza.

10. Agir pessoal e coletivamente com autonomia, responsabilidade, flexibili-
dade, resiliéncia e determinacao, tomando decisdes com base em princi-
pios éticos, democraticos, inclusivos, sustentaveis e solidarios.

O documento da base estd estruturado de modo a explicitar as competéncias que devem

ser desenvolvidas ao longo de toda a Educagdo Bésica e em cada etapa da escolaridade,

como expressao dos direitos de aprendizagem e desenvolvimento de todos os estudantes.
A BNCC [6] estéd estruturada em:

o Textos introdutérios (geral, por etapa e por area);

o Competéncias gerais que os alunos devem desenvolver ao longo de todas
as etapas da Educacao Basica;

« Competéncias especificas de cada area do conhecimento e dos componen-
tes curriculares;

o Direitos de Aprendizagem ou Habilidades relativas a diversos objetos de
conhecimento (contetdos, conceitos e processos) que os alunos devem
desenvolver em cada etapa da Educacao Basica — da Educacao Infantil
ao Ensino Médio.

2.1.1 A matematica na BNCC
Segundo a BNCC [6]:

O conhecimento matemdtico € necessdrio para todos os alunos da Educacdo
Basica, seja por sua grande aplicacao na sociedade contemporanea, seja pelas
suas potencialidades na formagdo de cidaddos criticos, cientes de suas respon-
sabilidades sociais.

Destaca ainda que [6]:
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A Matemdtica nao se restringe apenas d quantificacio de fenémenos determi-
nisticos — contagem, medicao de objetos, grandezas — e das técnicas de calculo
com 0s numeros e com as grandezas, pois também estuda a incerteza proveni-
ente de fenomenos de cardter aleatorio. A Matemdtica cria sistemas abstra-
tos, que organizam e inter-relacionam fenomenos do espaco, do movimento,
das formas e dos niumeros, associados ou nao a fenomenos do mundo fisico.
Esses sistemas contém ideias e objetos que sao fundamentais para a compre-
ensao de fenomenos, a construcao de representagoes significativas e argumen-
tagoes consistentes nos mais variados contextos. Apesar de a Matemdtica ser,
por exceléncia, uma ciéncia hipotético—dedutiva, porque suas demonstracoes se
apoiam sobre um sistema de axiomas e postulados, é de fundamental importin-
cia também considerar o papel heuristico das experimentagoes na aprendizagem,
da Matemdtica.

E possivel verificar que para a etapa do Ensino Fundamental, as habilidades foram
organizadas nas seguintes unidades tematicas de conhecimento:

e numeros;

o algebra;

e geometria

o grandezas e medidas;
o probabilidade e

» estatistica.

Observa-se no texto da base um destaque para o Letramento matematico no Ensino
Fundamental [6]:

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento do letra-
mento matemdtico, definido como as competéncias e habilidades de raciocinar,
representar, comunicar e arqumentar matematicamente, de modo a favorecer
o estabelecimento de conjecturas, a formulacao e a resolugdo de problemas em
uma variedade de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e fer-
ramentas matemdticas. E também o letramento matemdtico que assequra aos
alunos reconhecer que os conhecimentos matemdaticos sao fundamentais para a
compreensdo e a atuagdo no mundo e perceber o cardter de jogo intelectual da
matemdtica, como aspecto que favorece o desenvolvimento do raciocinio logico
e critico, estimula a investigag¢do e pode ser prazeroso (frui¢do).

Ainda segundo a BNCC [6]

O desenvolvimento dessas habilidades estd intrinsecamente relacionado a algu-
mas formas de organizacdo da aprendizagem matemdtica, com base na andlise
de situacoes da vida cotidiana, de outras dreas do conhecimento e da propria
Matemdtica. Os processos matemdticos de resolucao de problemas, de inves-
tigacao, de desenvolvimento de projetos e da modelagem podem ser citados
como formas privilegiadas da atividade matemdtica, motivo pelo qual sao, ao
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mesmo tempo, objeto e estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o En-
sino Fundamental. Esses processos de aprendizagem sdo potencialmente ricos
para o desenvolvimento de competéncias fundamentais para o letramento ma-
temdtico (raciocinio, representagdo, comunicagio e argumentacdo) e para o
desenvolvimento do pensamento computacional.

A matematica no Ensino Médio vem como uma continuidade da aprendizagem da
etapa anterior, onde a BNCC [6] destaca:

no Ensino Médio o foco € a construgdo de uma visio integrada da Ma-
temdtica, aplicada a realidade, em diferentes contextos. Consequentemente,
quando a realidade é a referéncia, é preciso levar em conta as vivéncias coti-
dianas dos estudantes do Ensino Médio — impactados de diferentes maneiras
pelos avangos tecnoldgicos, pelas exigéncias do mercado de trabalho, pelos pro-
jetos de bem viver dos seus povos, pela potencialidade das midias sociais, entre
outros. Nesse contexto, destaca-se ainda a importancia do recurso a tecnolo-
gias digitais e aplicativos tanto para a investigacao matemdtica como para dar
continuidade ao desenvolvimento do pensamento computacional, iniciado na
etapa anterior.

O texto da BNCC [6] destaca ainda que

...08 estudantes devem desenvolver habilidades relativas aos processos de in-
vestigacao, de construcao de modelos e de resolucao de problemas represen-
tar, comunicar, argumentar e, com base em discussoes e validacoes conjuntas,
aprender conceitos e desenvolver representacoes e procedimentos cada vez mais
sofisticados.

2.1.2 Competéncias especificas e habilidades de matematica e
suas tecnologias no Ensino Médio.

Para o Ensino Médio a BNCC estabelece quatro areas de conhecimento definidas
através de competéncias especificas que se articulam com as competéncias gerais.
As quatro areas de conhecimento sao:

o Linguagens e suas Tecnologias;

o Matematica e suas Tecnologias;

« (Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias;
o (iéncias Humanas e Sociais Aplicadas.

Vamos nos aprofundar na area de Matematica e suas Tecnologias, que estara presente
nesse trabalho.

Na area de Matematica e suas Tecnologias sao cinco competéncias especificas que
devem ser desenvolvidas ao longo dos trés anos do Ensino Médio, cada uma dessas com-
peténcias se desdobram em um conjunto de habilidades. Sao elas: [6]
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1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para inter-
pretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, se-
jam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questoes socioe-
condmicas ou tecnologicas, divulgados por diferentes meios, de modo a
contribuir para uma formagao geral.

2. Propor ou participar de agdes para investigar desafios do mundo contem-
poraneo e tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na
analise de problemas sociais, como os voltados a situagoes de satide, sus-
tentabilidade, das implicagoes da tecnologia no mundo do trabalho, entre
outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e linguagens
proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢bes e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos con-
textos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das so-
lugoes propostas, de modo a construir argumentagao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros
de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, com-
putacional, etc.), na busca de solu¢do e comunica¢ao de resultados de
problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matemaéticas, empregando estratégias e recursos, como ob-
servacao de padroes, experimentagoes e diferentes tecnologias, identifi-
cando a necessidade, ou nao, de uma demonstragao cada vez mais formal
na validagao das referidas conjecturas.

Nao existe uma ordem predeterminada para as competéncias, elas estao conectadas na
totalidade para serem desenvolvidas ao longo de toda a etapa do Ensino Médio e muitas
vezes uma requer a mobilizacdo de outras, assim como as habilidades associadas a uma
determinada competéncia podem contribuir para o desenvolvimento de outra.

Neste contexto cada instituicao de ensino deve criar suas propostas curriculares e
distribuir as habilidades ao longo dos trés anos do Ensino Médio, visto que a BNCC nao
apresenta para essa etapa de ensino uma indicagao de seriacao para tais habilidades.

2.2 Novo Ensino Médio e o Ensino de Matematica

O Novo Ensino Médio instituido pela Lei n® 13.451/2017 que altera a Lei de Diretrizes
e Bases da Educagao Nacional determina uma mudanca estrutural para essa etapa da
educacao basica. A carga horaria foi ampliada para 3000 horas, das quais 1800 horas, no
maximo, correspondem a formacao basica, ou seja, a formacao segundo a BNCC, e 1200
horas correspondem no minimo, aos itinerarios formativos.

As principais mudancas para o Novo Ensino Médio segundo o guia de implementagao
8] sdo:

« BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR (BNCC): Para que as al-
teragoes curriculares do Ensino Médio tenham os efeitos positivos es-
perados, outras politicas e acoes se fazem necessarias. Uma delas é a
(re)elaboracao dos curriculos a partir da BNCC - essencial para colocar
em pratica a proposta de flexibilizacao curricular.



Novo Ensino Médio e o Ensino de Matemética 31

« A ESCOLHA POR ITINERARIOS FORMATIVOS: Os curriculos do
Novo Ensino Médio terdo uma parte referenciada na BNCC (formagao
geral bésica) e os itinerarios formativos, que oferecem caminhos distintos
aos estudantes, ajustados as suas preferéncias e ao seu projeto de vida,
cuja oferta considera as possibilidades de escolas e redes. E principal-
mente na escolha do itinerario, portanto, que se materializa o protago-

nismo juvenil.

« FORMACAO TECNICA E PROFISSIONAL NO ENSINO MEDIO RE-
GULAR: Os estudantes matriculados no Ensino Médio regular terao a
possibilidade de cursar integralmente um itinerario técnico, fazer um
curso técnico junto com cursos de Formacao Inicial e Continuada (FIC),
ou até mesmo um conjunto de FICs articuladas entre si. Existe ainda a
oportunidade de os jovens percorrerem itinerarios voltados para uma ou
mais areas do conhecimento complementados por cursos FIC.

« AMPLIACAO E DISTRIBUICAO DA CARGA HORARIA: O Novo En-
sino Médio amplia a carga das escolas de 2.400 horas para pelo menos
3.000 horas totais, garantindo até 1.800 horas para a formacao geral ba-
sica, com os conhecimentos previstos na BNCC, e o restante da jornada
para os itinerarios formativos. As escolas tém até marco de 2022 para se
adaptarem a essa mudanga.

Sobre a parte basica ja descrevemos, cabe entao definir o que sao os Itinerarios For-
mativos. Pela Lei © 13.451/2017:

Art. 4° O art. 36 da Lei n® 9.394, de 20 de dezembro de 1996 , passa a vigorar
com as seguintes alteracoes:

“ Art. 36 . O curriculo do Ensino Médio serda composto pela Base Nacional
Comum Curricular e por itinerarios formativos, que deverao ser organizados
por meio da oferta de diferentes arranjos curriculares, conforme a relevancia
para o contexto local e a possibilidade dos sistemas de ensino, a saber:

I - linguagens e suas tecnologias;

IT - matematica e suas tecnologias;

III - ciéncias da natureza e suas tecnologias;
IV - ciéncias humanas e sociais aplicadas;
V - formacao técnica e profissional.

§ 1° A organizagao das areas de que trata o caput e das respectivas compe-
téncias e habilidades sera feita de acordo com critérios estabelecidos em cada
sistema de ensino.

Sendo assim os itinerarios formativos integram a parte flexivel do curriculo de cada
rede de ensino. Ainda, segundo o Guia de implantagao [8]:

Os itinerarios formativos sdo o conjunto de unidades curriculares ofertadas pe-
las escolas e redes de ensino que possibilitam ao estudante aprofundar seus co-
nhecimentos e se preparar para o prosseguimento de estudos ou para o mundo
do trabalho. Os itinerarios podem estar organizados por area do conhecimento
e formagao técnica e profissional ou mobilizar competéncias e habilidades de
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diferentes areas ou da formacao técnica e profissional, no caso dos itinerarios
integrados. Os estudantes podem cursar um ou mais itinerarios formativos, de
forma concomitante ou sequencial. As redes terdo autonomia para definir os
itinerarios oferecidos, considerando suas particulares e os anseios de professo-
res e estudantes. Esses itinerarios podem mobilizar todas ou apenas algumas
competéncias especificas da(s) area(s) em que estd organizado.

Apés essa apresentagao sobre o documento da Base Nacional Curricular Comum, apre-
sentaremos no capitulo seguinte alguns conceitos matematicos fundamentais para a for-
macao do professor no desenvolvimento da proposta de ensino a ser apresentada.



3 Preliminares

Apresentamos nesse capitulo conceitos matematicos envolvendo o calculo de maximos
e minimos de fungdes de mais de uma variavel e conjuntos convexos, que embasam a reso-
lugdo grafica de um Problema de Programacgao Linear (PPL) e que podem ser uteis para
o professor. Por exemplo, o vetor gradiente, que aponta na dire¢ao de maior crescimento
de uma funcao.

A teoria que segue é baseada nas obras de Guidorizzi [9], Stewart [10] e Boldrini [11].

3.1 Funcoes, curvas de nivel e graficos

Apresentamos inicialmente o conceito de conjunto aberto, que é fundamental no estudo
de fungoes de mais de uma variavel pois generaliza o conceito de intervalo aberto.

Definigao 3.1. Dados (79, y0) € R? e r > 0, denomina-se bola aberta de centro (zo, yo)
e raio r o conjunto {(z,y) € R?| ||(z,y) — (z0,%0)|| < 7}, onde ||(z,y)|| = V22 + 32.

Definigao 3.2. Seja A C R? um conjunto nio vazio. Dizemos que (xg,yo) € A é ponto
interior de A se existe uma bola aberta de centro (zo, o) contida em A. Se todo ponto
de A for ponto interior, dizemos que A é um conjunto aberto.

Assim, apresentamos a seguir a definicdo de funcao de duas variaveis e algumas de
suas principais caracteristicas, fundamentais para o entendimento do texto.

Definicao 3.3. Uma funcao de duas variaveis reais a valores reais ¢ uma funcao f : A - R
onde A é um subconjunto de R? . Uma tal fungio associa, a cada par (z,y) € A, um
tnico nimero f(z,y) € R. O conjunto A é o dominio de f e serd indicado por Dy e o
conjunto

Imf={f(z,y) eR|(z,y) € Dy} (3.1)
é a imagem de f.
Exemplo 3.4. Toda funcio f : R? — R dada por

f(z,y) = ax + by, (3.2)

onde a e b sdo reais dados, denomina-se funcao linear. Toda fung¢ao linear é uma funcao
afim. Observe que a imagem dessa funcao ¢é R.

No caso dos PPL vamos trabalhar com funcoes lineares de duas variaveis.

33
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Definicao 3.5. Seja f : A C R? — R uma funcdo real de duas varidveis reais. O conjunto

Gr={(z,y,2) R’ | z = f(z,y), (x,y) € A}, (3:3)

denomina-se grifico de f.

Munindo-se o espaco de um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, o grafico
de f pode entdo ser pensado como o lugar geométrico descrito pelo ponto (z,y, f(z,v)),
quando (x,y) percorre o dominio de f.

Definig¢ao 3.6. Sejam z = f(z,y) uma fungao e ¢ € Imf. O conjunto de todos os pontos
(xz,y) de Dy tais f(z,y) = ¢ denomina-se curva de nivel de f correspondente ao nivel
z = c¢. Assim, f é constante sobre cada curva de nivel.

E importante observar que o grafico de f é um subconjunto do R?. Uma curva de
nivel é um subconjunto do dominio de f, portando do R2.

Exemplo 3.7. O grafico da func¢ao constante f(z,y) = k é um plano paralelo ao plano
zy. Na Figura 3.1 podemos observar o gréfico da fungao f(x,y) = 2.

Figura 3.1: Gréafico da funcgao f(x,y) = 2.

Podemos analisar a variacao de uma func¢ao através de suas derivadas parciais, cuja
definicao apresentamos a seguir.

Definig¢ao 3.8. Seja z = f(x,y) uma funcao de duas varidveis reais e (z9,%0) € Dy. A
derivada parcial de f, em relagdo a z, no ponto (xg,yo) é dada por

) _
ai(xo’ yo) = JEEO f(fl}yog): = is-??o,yo)’ (3.4)

desde que o limite exista. De modo analogo, definimos

of — lim f(xo,y) — f(x0, Y0)
y (350, ?Jo) = yl_>y0 Y — 10 . (3-5)
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Exemplo 3.9. Considere a funcao f(z,y) = 3zy + 4z. Para calcularmos g—i devemos
olhar y como constante. Assim, %(JJ, y) = 3y + 4. De modo anélogo, g—g(:c, y) = 3.
Definigao 3.10. Seja A C R? um conjunto aberto, f : A — R e (zg,y0) € A. Dizemos
que f é diferencidvel em (g, o) se existirem nimeros a e b tais que

f(xo+h,yo + k) — f(z0,90) —ah — bk

lim —0. 3.6
(hk) =0 |[(h, k)| 3)

Dizemos que f é de classe C! em A se % e % forem continuas em A. Podemos mostrar

que, se f for de classe C! em A, entdo f serd diferencidavel em A.

3.1.1 Problemas de maximo e minimo

Considere f(z,y) uma funcdo a valores reais e (zg,yo) um ponto de A C Dy.

Defini¢ao 3.11. O ponto (xg, o) é ponto de méximo de f em A se f(x,y) < f(zo, o)
para todo (x,y) € A. Assim, f(xg,yo) é o valor maximo da f em A.

De modo anélogo, definimos ponto de minimo e valor minimo. Se a desigualdade na
defini¢ao anterior ocorre para todo (z,y) € Dy dizemos que (g, o) é ponto de maximo
global de f e f(xg,y0) é o valor méximo de f.

Se o conjunto A tiver determinadas propriedades, podemos garantir sempre a exis-
téncia de maximo e minimo nesse conjunto. Antes de enunciar esse resultado, vejamos a
defini¢do de conjunto compacto ([9]).

Definicao 3.12. Dizemos que A C R? é um conjunto limitado se existe uma bola aberta
de centro na origem que contém A. Se o conjunto complementar de A, {(z,y) € R?|(z,y) ¢
A}, for aberto, dizemos que A é um conjunto fechado. Entéao, se A for limitado e fechado,
dizemos que A é um conjunto compacto.

Apo6s a definicdo de conjunto compacto, podemos enunciar o seguinte teoremas:

Teorema 3.13. (Cap. 16, [9]) Se f(x,y) for uma fungao continua num conjunto com-
pacto A, entao existem (x1,y1) e (xa,y2) em A tais que, para todo (x,y) em A temos

f<x17y1> < f(l’,y) < f(x27y2)'

Esse teorema nos garante que, se f for continua num compacto A entao ela assume va-
lor méximo e valor minimo em A. O exemplo que segue pode ser encontrado em Guidorizzi

[9].

Exemplo 3.14. Considere a fungao f(z,y) = 2z +y e A o conjunto de todos (z,y) tais
que 22 4+ y? = 1. Para analisar geometricamente os valores de méximo e minimo de f em
A, observemos que para cada c real, as curvas de nivel de f correspondentes a z = ¢ sdo
retas do tipo ¢ = 2z + y, ilustradas na Figura 3.2.

Indicando por ¢y 0 valor maximo de f em A, a reta para z = cpa, deve ser tangente
a circunferéncia. Da mesma forma, para z = c;, a reta deve ser tangente a circunferén-
cia. Assim, para determinar ¢ de modo que a reta dada seja tangente a circunferéncia,
precisamos que o sistema
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Figura 3.2: Curvas de nivel para ¢ = 2z + y.

2 + y = c
tenha solucdo tnica. Substituindo y = ¢ — 2z em 2% + y? = 1 obtemos

4 (c—22)2=1 ou 52’ —4dex+c*—1=0. (3.7)

Para que o sistema tenha solugao tnica, o discriminante dessa equacgao deve ser igual
a 7ero, ou seja,

16¢* — 20(c* — 1) = 0. (3.8)

Assim, obtemos ¢ = £+/5. Portanto, v/5 é o valor méximo de fem Ae —/5 o valor
minimo. Vamos, agora, determinar os pontos de méaximo e de minimo. O ponto de
méaximo é o ponto em que a reta 2z + y = /5 tangencia a circunferéncia. Tal ponto é a
solugao do sistema

{2x+y=\/5

xr — 2y = 0, (3.9)

onde z — 2y = 0 é a reta que passa pela origem e é perpendicular a 2z 4y = /5 (veja
Figura 3.3).
Resolvendo o sistema, obtemos como ponto de maximo (% @) e como ponto de

505
minimo (—%,—%).

3.2 Gradiente e direcao de maximo crescimento

Definigao 3.15. Seja z = f(x,y) uma fungao que admite derivadas parciais em (xg, yo).
O vetor
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Figura 3.3: Representacao das retas do sistema 3.9.

V f(zo,90) = (%(%, Yo), %(ﬂﬁoa yo)) (3.10)

denomina-se gradiente de f em (zg,y0). Outra notagdo usada para o gradiente de f
em (zo,Yo) € grad f(xg,yo). Geometricamente, interpretamos V f (o, yp) como um vetor
aplicado no ponto (xo, yo)-

Exemplo 3.16. Seja f(x,y) = 2* +y*. O gradiente na funcao é dado por

Vi) = (L. S e ) = o 3)

Calculando no ponto (2, 1) obtemos

Vi) = (4,3) (3.12)
Definigao 3.17. O limite

af . flzo+at,yo+ bt) — f(xo, vy

01 (o, ) = limg T 20 L0 L 0) = (0, 30) (3.13)

quando existe e é finito, denomina-se derivada direcional de f no ponto (xg,y) e na
diregao do vetor @ = (a,b), com @ unitario.

Teorema 3.18. Sejam [ : A C R*> — R, A aberto, (z9,y0) € A e @ = (a,b) um vetor
unitario. Se f(x,y) for diferencidvel em (xo,yo), entao f admitird derivada direcional em
(x0,%0), na direcao , e

%(ﬂco,yo) = V f(x0,90) - U, (3.14)

ou seja, a derivada direcional € produto escalar do gradiente pelo vetor .
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Demonstragio. Seja g dada por g(t) = f(zo + at,yo + bt). Da diferenciabilidade da f em
(z0,Y0) segue a diferenciabilidade da g em ¢t = 0 e, pela regra da cadeia,

0 0
g'(0) = aj:(xoa Yo)a + ({95(%, Yo)b = V f(x0,y0) - (a,b) (3.15)
Como
0
oL (w0 w) =0, (3.16)
resulta
gg(ﬂﬁm Yo) = vf('IOa yo) . (3-17)

]

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.19. Considere a fungao f(z,y) = 22 —3y? e (xo,y0) = (1,2). Sendo @ = (a, b)
um vetor unitario qualquer, usando a definicao de derivada direcional temos:
af

f(l+at,2+0t) — f(1,2) (14 at)* = 3(2+0bt)* — f(1,2)

(9_’(1 2) = lim ; = lim ; (3.18)
of , 2 2

F(LQ) :11m2a—|—a t—12b — 3b°t = 2a — 120. (3.19)

Assim, se @ = (a,b) = (‘2[, \2[) temos af(l 2) = —5v/2. Como f é diferencidvel, poderia-

mos ter usando o Teorema 3.18 para o calculo dessa derivada direcional.
0 2 V2 2 V2
{(1 2) = V£(1,2) - £7£ =(2,-12) - i,i = —5v/2. (3.20)
ou 272 2 2
O teorema a seguir nos diz sobre a dire¢do de maior crescimento de uma fungao.

Teorema 3.20. (Cap. 15, [9]) Seja f : A C R? — R A aberto, diferencidvel em (xq,yo) €
tal que V f(xq, yo) 7é 0. Entdo, o valor mdzimo de 2 (xo, yo) ocorre quando U for o versor

de V f(zo,Y0), isto €, U = %, e o valor mdzimo de %L (xo,yo) € || V f (2o, yo) |-

Demonstracao. Do teorema 3.18 temos

g{(xo,yo) Vf(xo,v0) - U (3.21)

Assim, usando a definicdo de produto escalar temos:

0 S
O (o, 0) =1 9 0,0 7 cost, (322)

onde 6 é o dngulo entre V f(x, o) e @. Como @ é unitario, ou seja, || @ ||= 1, temos

O (v ) =1 910, 0) I cost (3.23)

Portanto, (wo, Yo) terd valor maximo para 6 = 0, ou seja, quando cosfl = 1 e assim,
U € o versor de Vf(:po,yo) Assim, o valor maximo de 2 = L(zo,40) é || Vf(zo,50) || - O

O teorema 3.20 nos diz, ainda, que, estando em (zg,yo), a direcao e sentido que se
deve tomar para que f cresca mais rapidamente é a do vetor V f(zo, yo).
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3.3 Maximos e Minimos condicionados - Multiplica-
dores de Lagrange

Aqui vamos apresentar uma revisao sobre o estudo de maximos e minimos de uma
fungao sobre conjuntos do tipo: {(z,y) € R? | g(z,y) = 0} ou {(z,y,2) € R® | g(z,y) =
0}, ou seja, méximos ou minimos com restrigoes [9].

Teorema 3.21. Seja f(z,y) diferencidvel no aberto A e seja B = {(x,y) € A| g(z,y) =
0}, onde g € suposta de classe C' em A e Vg(x,y) # (0,0), para todo (z,y) € B. Uma
condi¢io necessdria para que (To,yo) € B seja extremante local de f em B € que erista
um g tal que

V (2o, y0) = AoVg(o, vo)- (3.24)

Demonstra¢io. Suponhamos que (g, yo) € B seja um ponto de méaximo local de f em B.
Entao, existe uma bola aberta V' de centro (x¢,yo) tal que f(z,y) < f(xo,yo). Observe
que se (z,y) € BNV <= g(z,y) =0¢ (z,y) € V.

x, 3,)
gxy =0

Figura 3.4: Ilustracao do problema de extremos condicionados.

Consideraremos agora, uma curva vy diferencidvel num intervalo aberto I tal que
Y(to) = (0, 90),to € 1,7 (to) # 0 e g(y(t)) = 0, para todo t € I (a existéncia de uma tal
curva é garantida pelo teorema das fungdes implicitas). Da continuidade de A segue que
existe 0 > 0 tal que:

t G]to —5,1504—5[-) ’}/(t) e BNV. (325)
Assim,

fF(r(@) < f(v(to)) (3.26)

para todo t €]ty — v, to +y[. Entdo, tg é ponto de maximo local de F'(t) = f(v(t)) e como
to é ponto interior a I, resulta F’(ty) = 0, ou seja,

V£ (¥(t0))-7 (to) = 0. (3.27)
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Por outro lado, de g(+(to) em I resulta

Vg(v(to))-7'(to) = 0. (3.28)

Tendo em vista que Vg(v(to)) # 0, segue de (3.27) e (3.28) que existe um Xy tal que
Vf(v(t)) = MVg(y(to)). (3.29)

]

Exemplo 3.22. Vamos determinar os extremantes de f(x,y) = 22 — 2xy + y* sujeito &
restricao 22 + y? = 1. Seja g(x,y) = 2% 4+ y? — 1. Queremos sao os extremantes de f em
B = {(x,y) € R? | g(z,y) = 0}. Como g é de classe C' e Vg(x,y) = (2z,2y) # (0,0) em
B, resulta que os candidatos a extremantes locais sdo os (z,y) que tornam compativeis o
sistema

\Y =\V
g(z,y) =0
ou
2x — 2y, —2 2y) = A2z, 2
 +y =1
que é equivalente a
20 — 2y = 2)\x
—2z 4+ 2y = 2\y (3.32)
Das duas primeiras equacoes, obtemos
A=Y o (=Y 0 (3.33)
T Y

2

Igualando as duas equacoes para A obtemos que 22 = y?, ou seja, y = £x. Fazendo a

substitui¢do em x? + y* = 1, vem

20% =1, (3.34)

ou seja,

x = i?. (3.35)

Portanto, temos que (?,i?) e (—g,i?) sdo candidatos a extremantes locais.
Do Teorema 3.13, como f é continua, B é compacto, f(—?, ?) = f(?,—g) =2e

f(?, g) = f(—?, —?) = 0 temos que (?, —g) e (—?, g) sdo pontos de maximo e

(_?7 _g) e (_§, —§) sao pontos de minimo de f em B.

Observe na Figura 3.5 a representacao geométrica do problema.
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Figura 3.5: Tlustragdo de f(x,y) = 22 — 2zy + y? e da restrigdo 2% + y*> = 1, do exemplo
anterior.

3.4 Conjunto convexo: definicao e propriedades

O estudo de méximos e minimos em conjuntos convexos é de extrema importancia
na resolucdo de um PPL. Para isso, sdo necessarios alguns conceitos e resultados que
apresentamos nessa secao.

Definigao 3.23. Definimos por hiperplano o conjunto
H={(x1,29, - ,x,) € R"; a121 + agz2 + +a,x, = b}, (3.36)

onde a; (i = 1,---,n), a e b sdo reais. O hiperplano H divide o espago R™ em dois
subespagos fechados (que contém o hiperplano). Sao eles:

Hy = {(z1, 29, ,2,) € R"; 121 + as25 + +a,x, > b}, (3.37)
H_ = {(z1,22, -+ ,2n) € R" 121 + axx2 + +az, < b} (3.38)

Em R2, um hiperplano é uma reta. Por exemplo, o hiperplano 2z +y — 2 = 0 tem por
semiespaco fechado descrito por 2x + y — 2 > 0 o conjunto representado na Figura 3.6.

Para definirmos um conjunto convexo, apresentamos a definicdo de segmento.

Definigao 3.24. Considere A e B dois pontos de R™. O segmento de extremos A e B é
o conjunto AB de pontos do R™ descrito por:

AB={(1-t)A+1tB,0<t<1}. (3.39)

Exemplo 3.25. Se tomarmos os pontos A = (1,0) e B = (2,1) em R? podemos descrever
os pontos P = (z,1) do segmento AB por

AB = {(z,y) € R*|(z,y) = (1 —t)A+tB,0 <t < 1}, (3.40)
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2x+y—2>0

-2

-3

-5

-6

Figura 3.6: Semi espaco fechado descrito por 2z +y — 2 > 0.

ou seja,
(z,y) = (1 = )(1,0) + (2, 1) = (1 +£,¢),0 <t < 1. (3.41)

Assim, se t =
Figura 3.7.

, P = (%, %) estd sobre o segmento AB, como podemos visualizar na

N[

Definicao 3.26. Dizemos que um conjunto U de R? é convexo se para quaisquer dois
pontos A e B de U, o segmento AB est4 inteiramente contido em U.

A partir da definicdo de conjunto convexo, podemos mostrar dois resultados impor-
tantes, cujas demonstragoes podem ser encontradas em [11].

Teorema 3.27. (Cap. 14, [11]) Um semiespago fechado é convexo.

Teorema 3.28. (Cap. 14, [11]) A intersecio de conjuntos convexos é um conjunto con-
vezxo.

Definicao 3.29. Uma regiao poliedral convexa fechada em R™ é uma interseccao finita
de semiespagos fechados do R™.

Usando os dois teoremas anteriores, temos que uma regiao poliedral convexa ¢ um
conjunto convexo. Observaremos no estudo mais especifico de um PPL que as regides onde
buscaremos solugoes sao poliedrais convexas, obtidas através de um sistema de inequacoes
lineares.

Finalmente, caracterizamos numa regiao poliedral convexa alguns pontos importantes:
os vértices. Estes sdo pontos da regiao que satisfazem um dos possiveis sistemas de n
equacoes lineares independentes, obtidas substituindo-se as desigualdades por igualdades.
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-2

Figura 3.7: Segmento de extremos A = (1,0) e B = (2,1).

é convexo

% % ndo é convexo

L
F <

Figura 3.8: Exemplo de conjunto convexo e nao convexo em R2.
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Exemplo 3.30. Considere a regiao A descrita pelas inequagbes x > 0,y > 0ex+y—1 <
0. Os vértices serao obtidos através da resolucao dos seguintes sistemas e podem ser
observados na Figura 3.9.

{x:O — 1, = (0,0)

y=20
z=0
{yz—x+1 = 1%=01

= Vi=(10)

(;

Figura 3.9: Regiao A do Exemplo 3.30.

Neste capitulo apresentamos defini¢oes referentes a funcao de duas variaveis, devido a
caracteristica da fungao objetivo que modela um Problema de Programacao Linear, que
sera trabalhado no Capitulo 4. J4 as curvas de nivel sdo importantes em um PPL para
a compreensao das retas que sao representadas no plano cartesiano para z = k e estao
relacionadas a imagem da funcao objetivo. Incluimos ainda defini¢es e teoremas referen-
tes a derivada direcional e vetor gradiente, pois o vetor gradiente aponta na direcao de
maior crescimento da fungao, levando assim ao entendimento da solugao étima (de modo
geométrico) de um PPL.Além disso, conjuntos convexos e suas caracteristicas também
sao fundamentais no entendimento e resolugao grafica de um PPL.

No capitulo seguinte abordaremos a modelagem de um Problema de Programacao
Linear (PPL).



4 A modelagem matematica de um
Problema de Programacao Linear

Neste capitulo apresentamos a terminologia utilizada em um PPL assim como a re-
solucao grafica. Além disso, um exemplo que pode ser resolvido com alunos de Ensino
Médio, desde a formulagao do problema (escolha das varidveis, fungao objetivo, equagoes
e inequagoes que representam as restrigoes) até a resolugao, também serd apresentado.

4.1 Modelagem de um problema através de Progra-
macao Linear

De acordo com Bassanezi [12] um modelo mateméatico é um conjunto de simbolos e
relagoes matematicas que representam de alguma forma o objeto estudado. Sendo assim,
espera-se que o aluno modele matematicamente o problema que sera proposto através de
equagoes e inequagoes utilizando o conhecimento prévio. Segundo [13], para construgao
desse modelo devem ser considerados:

- As varidveis de decisao: sao aqueles valores que representam o cerne do problema,
que consiste em explicitar as decisoes que devem ser tomadas e representadas por
meio das variaveis.

- A funcao objetivo: aquela que deve ser otimizada e é a expressao que calcula o valor
do objeto em funcao das varidaveis de decisao.

- As restrigoes: sdo expressas como uma relagao linear (igualdade ou desigualdade),
elaboradas com as variaveis de decisao e sao as condigoes que limitam o problema.
Uma condicao implicita a todos os problemas de Programacao Linear é a condigao
de nao-negatividade.

Assim, a forma canonica de um modelo de PPL é dada por:
Mazx(Min)Z = f(x1,29, ..., Tp) = 121 + Coy + €373 + ... + CpTp (4.1)
sujeito a:
a1171 + a12%2 + 133 + ... + a1,2, < (0u > ou =)by (4.2)

U211 + A22T2 + A23%3 + ... + A2y, < (0u > 0u =)by

a31T1 + A32%9 + A33T3 + ... + A3,Ty < (OU > ou :)b3

A1 L1+ Ao + A3z + ... + QppTn < (0u > ou =)b,y,

45
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onde:
X = {x1, 29,23, ..., }: sdo as varidveis de decisao;
A = {a11,a12,a13, ..., Gymp }: sd0 os coeficientes das varidveis nas restrigoes;
Z : é a funcao objetivo;
B ={by1,bs,b3,...,b,}: sdo os termos independentes das restrigdes;
C ={c1,co,c3,...,cp}: sdo os coeficientes das varidveis na func¢ao objetivo.

O conjunto de restri¢oes define uma regiao poliedral convexa. Observe que a equacao
(4.1) pode ser escrita como:

f(z1, 2, .., xy) = 11 + o + 323 + ... + Cpy = (€1, C, ooy o) (X1, Toy oy ), (4.3)

ou seja, f pode ser escrita como o produto escalar do gradiente de f por (zq, 2, ..., Z,).
Assim, podemos mostrar que f é constante ao longo dos hiperplanos perpendiculares a
¢ = (cy,ca, ..., ¢,). Para um problema em trés variaveis ainda podemos visualizar geometri-
camente. Mas, para quatro ou mais variaveis isso ja ficaria complicado. O método Simplex
é bastante utilizado para resolver problemas mais robustos, mas nao sera abordado nesse
texto, cujo foco principal sao os Ensinos Fundamental e Médio. Assim, optamos pelo
método geométrico e, consequentemente problemas em duas ou 3 varidveis [11].

4.2 Resolugcao de um problema de Programacao Li-
near: conceitos e método grafico

Um problema de Programacao Linear com duas varidaveis pode ser resolvido geome-
tricamente. Esse método, de acordo com [11] é conhecido como método geométrico de
resolucao em Programagcao Linear.

Vamos utilizar a padronizacao de termologia segundo [14]:

- Solucao: qualquer especificacao de valores, no dominio da fungdo-objetivo, f(x),
para as variaveis de decisao, independentemente de se tratar de uma escolha dese-
javel ou permissivel.

- Solucgao viavel: uma solugao em que todas as restri¢coes sao satisfeitas.

- Solucgao 6tima: uma solugao viavel que tem o valor mais favoravel da funcao-objetivo,
f(z), isto é, maximiza ou minimiza a fungdo objetivo, podendo ser tinica ou nao.

O teorema a seguir é fundamental na resolucao de um PPL e a abordagem geométrica
também se baseia nele.

Teorema 4.1. (Cap. 14, [11]) Teorema Fundamental da Programacgdo Linear

Seja f(x1, o, ..., Tp) = 121 + CoTg + c3x3 + ... + Cuy, definida numa regiao poliedral
convexa A do R"™. Suponha que f assume valor mdzimo (minimo) nesta regiao. Entdo, se
A possui vértice(s), esse valor mdzimo (minimo) serd assumido num vértice.

Para maiores detalhes e demonstragio, consulte [11].
A seguir, apresentamos um exemplo de PPL, desde a sua formulagao até a resolugao.

Considere um problema que foi modelado da seguinte forma [14]:
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MaxZ = 5x1 + 229 (4.4)

sujeito a:
r <3 (4.5)
X1, T2 2 0 (48)

Para resolvé-lo graficamente, o primeiro passo é estabelecer os dois eixos que vao
representar as quantidades de x1 e x5. O passo seguinte ¢ encontrar o conjunto de solugoes
viaveis do problema. Para tal, podemos utilizar a representacao grafica imposta por
cada uma das restri¢oes, ou seja, determinar qual regido do plano x;x, seria aceita pelas
restrigdes. Algumas dessas restri¢oes sao de facil interpretacao. As restri¢des envolvendo
somente uma das variaveis impoem o conjunto de solugoes viaveis, conforme a Figura 4.1.

Figura 4.1: Representagao grafica do conjunto de solugoes vidveis, considerando as restri-
¢Oes com somente uma variavel.

A restricao envolvendo x; e x5 ndo pode ser representada imediatamente. Para poder-
mos fazé-lo, devemos nos lembrar da representacao de uma reta em R2. Se considerarmos
x1 a varidvel independente e xo a varidvel dependente (x5 sendo uma fun¢ao de z7), a
equacao de uma reta é dada por xo = axy + b, onde a é o coeficiente angular da reta e b é
o coeficiente linear. Como temos uma inequagao do tipo menor ou igual, todos os pontos
abaixo e sobre a reta satisfazem a restricao. Portanto, temos:

29’)2 S 9— T
9 1
) < =--— —T (410)

—2 2
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Graficamente, podemos representar o conjunto de solugoes viaveis por meio da Figura
4.2.

Figura 4.2: Representagao grafica do conjunto de solugoes viaveis do problema, envolvendo
todas as restri¢oes.

Um procedimento simples, porém nao muito eficiente, consiste em atribuir valores a
7, tornando a funcao objetivo equagao de uma reta. Por um processo de tentativa e erro,
podemos chegar ao valor 6timo verificando a existéncia de pontos da reta que fazem parte
do conjunto de solugoes viaveis. Ao encontrarmos o maior valor de Z possivel, estaremos
encontrando o valor maximo para a funcao-objetivo sob esse conjunto de restri¢oes. Esse
procedimento pode ser representado como mostrado na Figura 4.3.

Nesse caso, o0 maximo valor de 7 ¢ igual a 21, em uma solu¢ao 6tima onde z; = 3 e
o = 3. O mesmo procedimento pode ser utilizado para obter a solugdao étima para um
problema de minimizacao.

A regiao vidvel de um Problema de Programagao Linear (PPL) é o conjunto dos pontos
que satisfazem todas as restrigoes. Cada restrigdo do tipo a1z + b1y = ¢; define uma reta
no plano zy. Cada restricao da forma asx + by > ¢y ou asx + by < co define um
semiplano que inclui a reta de fronteira asx + boy = co. Assim, a regiao viavel é sempre
uma intersegdo de um ndmero finito de retas e semiplanos [15].

Para um problema de maximizacao, uma soluc¢ao 6tima de um PPL é um ponto na
regiao viavel que possui o maior valor na fung¢ao objetivo. Similarmente para um problema
de minimizagdo, uma solucao 6tima é um ponto da regiao viavel que possui o menor valor
na fungao objetivo.

Assim, o teorema apresentado na secao anterior justifica a busca por solucao étima
nos extremos.
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Figura 4.3: Procedimento de procura da solugao 6tima.

4.3 Modelagem de um problema através de Progra-
macao Linear e sua solucao grafica

A Base Nacional Curricular [6], traz entre as competéncias especificas de mateméatica
suas tecnologias para o Ensino Médio:

"Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, ana-
lisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas,
de modo a construir argumentagao consistente".

Na busca pelo desenvolvimento dessa competéncia, justifica-se a proposta de resolucao
de problemas envolvendo Programacao Linear no Ensino Médio. Apresentamos a seguir
um exemplo.

4.3.1 Um problema de maximizacao

Considere que uma certa empresa fabrica 2 produtos A e B, sendo que o lucro por
unidade de A é de R$100,00 e o lucro unitario de B é de R$150,00. A empresa necessita
de 2 horas para fabricar uma unidade de A e 3 horas para fabricar uma unidade de B, mas
o tempo mensal disponivel para essas atividades é de 120 horas. As demandas esperadas
para os dois produtos levam a empresa a decidir que os montantes produzidos de A e B
nao devem ultrapassar 40 unidades de A e 30 unidades de B por més. Iremos analisar
qual deve ser a produgao mensal de cada produto para que a empresa tenha o maior lucro
possivel.

Para resolver o problema vamos construir um modelo para o sistema de produc¢ao com
o objetivo de maximizar o lucro.
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De modo a simplificar a resolucao geométrica do PPL para o Ensino Médio, usaremos
o passo a passo sugerido por [16], que se justifica pelas definigoes e Teorema j& descritos.

Passo 1: estabelecer a func¢ao objetivo, isto é, a funcao que queremos maximizar
ou minimizar. Considerando como x a quantidade de produtos A e y a quantidade de
produtos B, temos por Z a fungao objetivo que deve ser maximizada

MaxZ = f(z,y) = 100x + 150y (4.11)

Passo 2: Transformar as restrigdes impostas pelo problema em equagoes e inequagoes.

2z + 3y < 120 (4.12)
z < 40 (4.13)

y < 30 (4.14)

x>0 (4.15)

y=0 (4.16)

(4.17)

Passo 3: Tracar a regiao poligonal convexa correspondente a essas restrigoes determi-
nando as coordenadas dos seus vértices, ou seja, encontrar uma solugao viavel.

Para tanto vamos determinar a interseccao das regides definidas por cada uma das
inequagoes.

Para determinar a regido do plano zy que satisfaz a restrigao (4.12), tragamos a reta
2x + 3y = 120 e identificamos quais dos semi-planos determinamos por ela compreende
o conjunto dos pontos (z,y) que satisfaz a inequacao. Para identificar esse semi-plano,
escolhemos um ponto P qualquer e verificamos se ele satisfaz a desigualdade. Se o ponto
tomado satisfaz, significa que todos os pontos desse semi-plano satisfazem a inequagao.
Caso contrario, o outro semi-plano, que nao tem P, satisfaz a desigualdade.

A Figura 4.4 apresenta a reta 2z+3y = 120. Tomando o ponto P(0, 0), verificamos que
P satisfaz a desigualdade, entao o semi-plano que contém P satisfaz a inequagao (4.12),
ou seja, o semi-plano apresentado na Figura 4.5 é a regiao abaixo da reta 2o + 3z = 120
que satisfaz a desigualdade.

Vamos agora tracar a reta que representa x = 40 e executar o mesmo procedimento
para determinar o semi-plano que contém os pontos que satisfazem a restrigao (4.13).
Testando para o mesmo ponto (0,0) vemos que ele satisfaz a inequagao e, portanto, o
semi-plano desejado é dado pela restrigao (4.6).

Repetindo o procedimento para restrigao (4.14) temos entao na Figura 4.8 a interseccao
dos trés semi-planos.

Ainda temos as restri¢oes (4.15) e (4.16), procedendo da mesma forma, teremos assim
a regiao poligonal da Figura 4.9 que consiste em pontos que satisfazem simultaneamente
todas as restricoes do PPL, a regiao viavel do problema.

Os pontos de fronteira de uma regiao viavel que sdo intersecoes de dois segmentos de
retas de fronteiras sdo chamados pontos extremos, ou seja, neste caso sao os vértices do
poligono determinado na Figura 4.9, esses vértices sdo encontrados facilmente resolvendo
os sistemas lineares seguintes:
2z 4+ 3y = 120
{ y = 30 = (15, 30)
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Figura 4.4: Representacao grafica da reta: 2x + 3y = 120.

Figura 4.5: Semi-plano que satisfaz a inequagao 2z + 3y < 120.
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Figura 4.6: Semi-plano que satisfaz x < 40.

Figura 4.7: Semi-planos 2x + 3y < 120 e x < 40.
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140

Figura 4.8: Semi-planos 2x + 3y < 120, z < 40 e y < 30.

Figura 4.9: Regiao viavel do problema.
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2z + 3y = 120

40
r =40 — (40.5)

{

{ — (0,0)
{ — (0,30)
{ — (40,0)

Passo 4: Calcular os valores da funcao objetivo em cada um dos vértices da regiao
poligonal, ou seja, em cada extremo da regiao viavel.

Vértices | Valor de f(z,y) = 100x + 150y
(0,0) | 0,00
(40,0) | 4000,00
(40,42) | 6000,00
(15,30) | 6000,00

Tabela 4.1: Valores da fungao objetivo nos vértices da regiao poligonal
Passo 5: Conclusao a respeito do estudo dos vértices.

Ao analisarmos a tabela observamos que encontramos dois valores maximos para a
fungao objetivo, porém a quantidade de cada produto (coordenadas dos vértices) devem
ser expressas por numeros naturais e sendo assim o vértice (40, 430) nao serve como solucao,
para pertencer a regiao viavel no caso da producao de 40 unidades do produto A, a
producao do produto B pode ser no maximo 13 unidades e sendo assim o valor da funcao
objetiva é 40.100 + 13.150 = 5900.

Portanto, apds analisarmos a Figura 4.9 e a Tabela 4.1, concluimos que o lucro maximo
ocorre no ponto (15,30), que chamaremos solugao 6tima. Assim, deverao ser produzidas
15 unidades do produto A e 30 unidades do produto B.

No capitulo a seguir apresentamos uma proposta, usando um software livre, para a
modelagem de um PPL e sua resolugao gréfica.



5 Proposta de utilizacao de um
software livre

Neste capitulo apresentamos uma proposta para o desenvolvimento de problemas de
Programacao Linear no Ensino Médio através do uso de um software livre. Essa escolha
foi pautada no fato do uso da tecnologia estar cada vez mais presente no cotidiano escolar
e agora mais do que nunca, visto que a formulagao da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) considera que nossa sociedade exige competéncias importantes para o desenvol-
vimento de nossos estudantes em funcao da existéncia de diferentes formas de tecnologia:
ora como suporte de aprendizagem, ora como determinante da cultura digital, ora como
o préprio objeto de pesquisa. Na BNCC [6], a Competéncia Geral 5 aponta:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagdo e comunicagdo
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas prdticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagoes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria
na vida pessoal e coletiva.

Considerando a presenca frequente da tecnologia na vida de todos a escolha dessa
sequéncia de atividades com o uso do software vem como suporte para a apresentacao de
um novo contetudo aos discentes: a “Programacao Linear”. Assim, terdao a oportunidade de
entrar em contato com uma aplicacao pratica para conceitos ja trabalhados anteriormente
através do curriculo escolar e adquirem novos conhecimentos através da modelagem de
problemas em Programacao Linear, da investigacao e andlise dos resultados.

O método apresentado é o método grafico, sendo um método um pouco restrito, pois
situagoes mais complexas nao podem ser resolvidas por ele. Porém, é um método eficaz
para o entendimento do significado da Programagao Linear, que é nosso objetivo de apre-
sentacao aos estudantes. Em geral, para modelos mais complexos é utilizado o Método
Simplex, que nao serd abordado nesse texto.

5.1 Apresentacao do software

O M3 (Matematica multimidia [5])é um portal que fornece um conjunto com mais
de 300 recursos educacionais de Matematica para o Ensino Médio. Foi desenvolvido
pela Unicamp com financiamento do FNDE (Fundo Nacional de Desenvolvimento da
Educagao), SED (Secretaria Escolar Digital), MCT (Ministério da Ciéncia e Tecnologia)
e MEC (Ministério da Educacao).

95



56 Proposta de utilizacao de um software livre

O site da colegao multimidia oferece recursos como videos, audios, experimentos e
softwares que contemplam as habilidades do Ensino Médio. O software explorado neste
trabalho é denominado “Como montar sua dieta” e as figuras deste capitulo podem ser
encontradas em [5], durante a utiliza¢ao do software na execugao das atividades apresenta-
das. Através da sua utilizacdo, pretende-se que o estudante entenda o que é um Problema
de Programacao Linear (PPL), como modelé-lo e resolvé-lo através de método gréfico. E
um método bastante 1til em algumas aplica¢oes, pois permite visualizar geometricamente
o valor méaximo ou minimo de uma funcao que modela um problema real. No caso do
software utilizado ele traz trés tipos de problemas:

o Atividade 1: A dieta
o Atividade 2: Um problema de transporte

o Atividade 3: Um problema de moradia

Como montar sua dieta v2.0

Neste software, vocé aprendera a resolver alguns

problemas de programacao linear. Essas solugdes
sao bastante (teis em diversas aplicacdes praticas,
pois permitem determinar o valor maximo ou
minime de fungdes que modelam problemas reais,
como, por exemplo, o calculo do menor custo
possivel para determinada dieta.

I

Iniciar software

@ g FwE FUNDO NACIONAL Ministério da Secretaria de Ministério ! - ﬁ’l
DE DESENVOLVIMENTO ; = = )
DA EDUCACAD CitnciaeTecnologia  Educagio a Disténcia da Educagao M LAl st TRens

UNICAM®

Ficha técnica da unidade / Ficha técnica do projeto Ver relatorio de compatibilidade

Licenga Sobre o Matematica Multimidia

Figura 5.1: Tela inicial do software.
Os autores do software em questao [5] tém por objetivos:

o Entender o que é um Problema de Programacao Linear e como resolvé-lo
através da inspecgao de seus vértices;

o Aprender como escrever restrigoes lineares utilizando desigualdades;
o Identificar graficamente a solug¢ao de um problema de programacao linear;

e Conhecer uma aplicacao pratica para os conceitos de funcao, equagao e
inequagao afins.
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O professor tem disponivel um manual com orientacoes para o desenvolvimento, onde
descreve: objetivos, duragao, recomendacao de uso, material relacionado, introducao,
estrutura do software, descricao de cada atividade e fechamento.

A proposta atual considera as orientagoes presentes no manual, porém, com adequa-
¢oes de acordo com foco nas competéncia e habilidades propostas pela BNCC [6], docu-
mento este sendo elaborado e homologado recentemente, apés a criagao e langamento do
software “Como montar minha dieta” [5].

5.2 Competéncias e habilidades contempladas

Destacamos aqui as seguintes competéncias e habilidades presentes na BNCC para a
matematica no Ensino Médio:
A competéncia 3 de matematica no Ensino Médio [6]

"Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, ana-
lisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas,
de modo a construir argumentacao consistente."

As habilidades [6]:

(EM13MAT301) "Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemética
e de outras areas do conhecimento, que envolvem equagoes lineares simulta-
neas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais."

(EM13MAT302) "Construir modelos empregando as fungdes polinomiais de
1.2 ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem
apoio de tecnologias digitais."

5.3 Dinamica de sala de aula

A metodologia utilizada terd como foco levar o aluno a refletir, investigar e utilizar
seus conhecimentos prévios para modelar o problema, levantar hipdteses e testar essas
hipdteses e assim chegar a um conhecimento novo, no caso a Programacao Linear.

Essa sequéncia de atividades serd proposta apos o estudo de sistemas lineares e espera-
se que ao final o estudante perceba uma utilidade pratica para o objeto do conhecimento
trabalhado e descubra que varias areas profissionais envolvem a Pesquisa Operacional,
que tem como uma de suas ferramentas a Programacao Linear (PL).

O manual traz como sugestao o trabalho em duplas e acreditamos que seja uma boa
estratégia essa escolha. Espera-se que a sequéncia de atividades seja desenvolvida no
laboratorio de informatica da escola e assim é de extrema importancia verificar a compa-
tibilidade do sistema com o software.

Durante o desenvolvimento das atividades o professor deve atuar como mediador da
aprendizagem, provocando e instigando os estudantes a refletirem e criarem estratégias
para solugoes perante as situagoes propostas.
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5.3.1 "Como montar sua dieta": introducgao

Ao iniciar o software temos a tela apresentada na Figura 5.2. A introducgao traz
alguns questionamentos que podem ser explorados pelo professor, através de uma roda de
conversa coletiva. Acreditamos ser possivel uma discussao que desperte a curiosidade dos
estudantes e os desafie a buscar respostas para as questoes e com isso cheguem a novos
conhecimentos ao longo das préximas telas. Os textos e questoes apresentados nas telas
do software serao apresentados em italico nesse texto.

8@

Como montar sua dieta 3+ Introdugao Mapa Introducdo  Inicio

Como & possivel fazer uma dieta recomendada por um
nufricionista gastando o menor valor possivel? Qual & o
numera de casas que o governo deve construir para que
atenda a demanda da populacdo sem desperdicar
dinheiro? Qual &€ a maneira mais barata de se fazer
viagens com dois tipos de caminhes com capacidades
diferentes?

As questdes acima serao resolvidas neste software por
meio de uma técnica com ampla aplicacdo em
problemas desse tipo, isto €, problemas em que se
objetiva realizar atividades com o menor custo ou com a
maior produtividade possiveis

Comecar

Sobre o Matematica Multimidia

Figura 5.2: Como montar sua dieta: introducao.

As questoes propostas sao pelo software [5] sao:

o Como € possivel fazer uma dieta recomendada por um nutricionista gas-
tando o menor valor possivel?

e Qual € o numero de casas que o governo deve construir para que atenda
a demanda da populacio sem desperdicar dinheiro?

e Qual é a maneira mais barata de se fazer viagens com dois tipos de ca-
minhoes com capacidades diferentes?

J& nesse momento é possivel que surjam hipoteses e cabe ao professor instiga-los a
continuar o percurso em busca da confirmacao ou contradicao de suas ideias iniciais.

5.3.2 Atividade 1: Dieta

Na atividade 1 (apresentada na Figura 5.3) pretende-se que o aluno compreenda como
resolver problemas de otimizacgao utilizando recursos graficos. Esta atividade traz um pro-
blema classico de Programacao Linear denominado "problema da dieta". Nessa categoria
de problema, as pessoas procuram encontrar uma dieta que atenda a alguns requisitos
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gfb

Mapa Introducdo  Inicio

Como montar sua dieta -+ Mapa de atividades

Limpar dados

Sobre o Matematica Multimidia
Figura 5.3: Mapa de atividades.

pré-determinados com o menor custo possivel. Durante a atividade, os estudantes se-
rao conduzidos a modelar o problema, escrever suas restrigoes através de desigualdades
lineares e a funcao de custo que desejam minimizar. A interpretacao geométrica existe
em todas as partes desta atividade e desempenha um papel importante na obtencao da
solucao de menor custo.

Problema:

Um nutricionista receitou banana e abacaxi a um paciente com bairas taxas das vita-
minas A e B, banana e abacaxi para suprir uma deficiéncia didria de 500 Ul de vitamina
A e 0,7 mg de vitamina B. Como o paciente possui uma alimentagdo de 2000 Kcal ao dia,
¢ recomendavel que o consumo desses dois itens nao aumente o seu consumo em mais de
1000 Kcal.

A banana e o abacaxi contém, em cada quilograma, as vitaminas A e B e o wvalor
caldrico nas quantidades indicadas na tabela a sequir (no software a tabela é apresentada
no bloco de notas).

Banana | Abacaxi
Vitamina A (UI/Kg) 900 260
Vitamina B (mg/Kg) 0,5 0,9
Calorias (Kcal/Kg) 1000 600

Tabela 5.1: Dados do problema da dieta.

Sabendo que 1kg de banana custa 2 reais e que 1kg de abacaxi custa 1,50, qual seria a
quantidade dessas frutas que deve ser consumida para suprir a deficiéncia de vitaminas, e,
ao mesmo tempo, gastar o minimo possivel? FE essa questdo que ird nortear essa atividade.
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Como montar sua dieta -+ A dieta

Problema: Um nutricionista receitou banana e abacaxi a
um paciente com baixas taxas das vitaminas Ae B,
visando, assim, suprir uma deficiéncia diaria de 500 Ul
de vitamina A, e 0,7 mg de vitamina B. Como o paciente
possui uma alimentacdo de 2000 Kcal ao dia, &
recomendavel gue o consumo desses dois itens ndo
aumente o seu consumo caldrico em mais de 1000 Keal.
Em cada quilograma, a banana e o abacaxi contém as
seguintes quantidades de vitaminas A e B e de calorias:

Vitamina A (Ul'kg) 900 260

Vitamina B (mg/kg) 05 0.9

Calorias (Kcalkg)

Sabendo que 1 kg de banana custa R$2,00 e que 1 kg
de abacaxi custa R$1,50, qual seria a quantidade
dessas frutas que deve ser consumida para suprir a
deficiéncia de vitaminas, e, ao mesmo tempo, gastar o
minimo possivel? E essa questdo que ira nortear essa
atividade.

Os valores nutricionais utilizados sdo baseados em
valores reais, mas nao devem ser utilizados para a
orientacdo de dietas.

Instrugdes

- Mo guadro ao lado, as coordenadas x e y do
ponto no plano cartesiano representam,
respectivamente, as quantidades de banana e
de abacaxi consumidas;

na -

ponto, vocé vera aufomaticamente
toes relativas a diferentes

Mapa Introduco  Inici
5T
18 | Abacaxi (Kg) Custo : R$0
| Vitamina A (Ul):g
1 Vitamina B (mg):0
| Calorias (Kcal): 0
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|
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L Banana (Kg)
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Figura 5.4: Primeira tela da atividade 1 - Parte 1.
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Na primeira parte do problema, as questoes 1 e 2 (Figuras 5.4, 5.5 e 5.6) sdo apresen-
tadas através de uma tela onde o destaque é dado ao grafico cujas coordenadas x e y no
plano cartesiano representam, respectivamente, as quantidades de banana e de abacaxi
consumidas. Os estudantes podem mover o ponto azul e, através de experimentacao e
andlise, encontrar facilmente as solugoes.

Abacaxl (K@) Custo : R$0
Witamina A (Ul):g
Vitamina B (mg): 0
Calorias (Keal):0

Instrugdes 1.8

n No quadro ao fado, as coordenadas x e y do
ponto no plane cartesiano representam, 1.4
respectivamente, as quantidades de banana e
de abacaxi consumidas; 12 4

1
|
|
|
|

4

B iovendo o ponto, vocé vers automaticamente '
as informacgbes relativas a diferentes
quantidades de banana e de abacaxi.
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Questao 1 |
|

I

I

I

Qual sera o valor gasto pelo paciente se ele consumir
as quantidades indicadas abaixa?

0z
0 _:_ Banana (Kg)
100g de banana e 100g de abacaxi: :’+.‘"‘3_’:"“_""'3'5""_'""*'"'_"_"‘“_'"'1_:'““_“"""'_'_"

H3 U35

Caorrigir item

EI 400g de banana e 800g de abacaxi:
s

Qrrigir item

Figura 5.5: Primeira tela da atividade 1 - Parte 2.

As questoes apresentadas sao as seguintes:

Questao 1 Qual serd o wvalor gasto pelo paciente se ele consumir as quantidades
indicadas abaixo?
e 100g de banana e 100q de abacaxi:

Neste item temos duas opg¢oes para uma facil solugdo: mover o ponto azul ou sim-
plesmente uma operacao, pois o valor do kg das frutas é conhecido.

Resposta: R$0, 35

e 400g de banana e 800g de abacaxi:

Neste item também temos duas opg¢oes para uma facil solucdo: mover o ponto azul
ou simplesmente uma operagao, pois o valor do kg das frutas é conhecido.

Resposta: R$2,00
E importante observar que o aluno s6 ira inserir a resposta. Cabe ao professor organizar

os trabalhos de modo a conduzir os alunos a elaborag¢ao de uma resposta mais completa,
como, por exemplo, C' = (0,4)2 + (0,8)1,5 = R$2, 00.

Questao 2 Movendo o ponto, encontre e preencha abaizo uma quantidade de banana
e de abacaxi que satisfaca a dieta de vitaminas e de calorias.
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Movendo-se o ponto, é possivel observar que, por exemplo, 0,44 kg de banana e 0, 56
kg de abacaxi atende ao solicitado.

Vocé gastaria bem pouco para comprar 100g de cada uma das frutas, como vocé viu
no item a da Questdo 1, porém suas necessidades de vitaminas nao estariam satisfeitas.
Serd que existe alguma regiao do plano em que todos os pontos representem quantidades
de banana e de abacazi que satisfazem as condicoes da dieta?

Aqui os estudantes podem comparar suas solugoes com a dos colegas e verificar que
existem opgoes diferentes que satisfazem o que foi solicitado.

. 18| Abacaxi (Ka) Custo :R$1.8
[ 400g de banana e 800g de abacaxi Vitamina A (U1): 544.4
1.4 . . .
Vitamina B (mg):0.79
" - - Calorias (Kcal): 804
12
v Corrigir item .
oe
Questio 2 0.64
08 ‘—
Movendo o ponto, encontre e preencha abaixe uma
quantidade de banana e de abacaxi que satisfaca a 0.4
dieta de vitaminas e de calorias:
0z
Banana: 042 | Kg § . . § § § § Ee‘lnana “fg" § —
0 0.2 0.4 06 08 1 1.2 1.4 18 18 2 22 1
0.42
Abacaxi: 064 | Kg

v Corrigir item

Vocé gastaria bem pouco para comprar 100g de cada
uma das frutas, como vocé viu no item “a" da Questdo 1,
porém suas necessidades de vitaminas ndo estariam
satisfeitas. Sera que existe alguma regido do plano em
que todos os pontos representem quantidades de
banana e de abacaxi que satisfazem as condictes da
dieta?

Cornigir todas as questes v Continuar

ﬁ Q | Sobre o Matematica Multimidia

Figura 5.6: Primeira tela da atividade 1 - Parte 3.

Na segunda tela, Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 o discente é desafiado com as questoes 3, 4 e
5. Mais uma vez a tela apresenta o grafico interativo, sendo possivel mover o ponto azul.
Além disso, traz orientagoes que sao explicagoes e sugestoes para o estudante:

"Para encontrar a regiao de pontos que sempre satisfaz as condigcoes estabeleci-
das anteriormente (regido de interesse), vocé pode expressar matematicamente
as restricoes impostas pelo problema. Note que o paciente precisa de 500 ou
mais Ul de vitamina A e que o abacaxi e a banana contém 260 Ul e 900 Ul de
vitamina A por quilo, respectivamente. Isso pode ser expresso através de uma
inequagao. Vocé denotard a quantidade de abacaxi por a, e a quantidade de
banana porb. Caso necessario, o software realiza os cdlculos. Utilize o simbolo
“/” para expressar uma divisao na resposta e “-” para valores negativos.”
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Como montar sua dieta —+ A dieta

Para encontrar a regifio de pontos que sempre satisfaz
as condicdes estabelecidas anteriormente (regiac de
interesse), vocé pode expressar matematicamente as
restricdes impostas pelo problema

Mote que o paciente precisa de 500 ou mais Ul de
vitamina A e que o abacaxi e a banana contém 260 Ul e
900 Ul de vitamina A por quilo, respectivamente. Isso
pode ser expresso através de uma inequacéo

Vocé denotard a quantidade de abacaxi por "a", e a
quantidade de banana por "b".

Caso necessario, o software realiza os calculos. Utilize o
simbolo “/ para expressar uma divisdo na resposta e “-”

para valores negatives.”

Lembrete

B © enunciade do problema e os dados da
banana e do abacaxi estéo no bloco de notas;

Questéo 3

Aineguacdo que exprime a quantidade de vitamina A
que ele deve consumir em funcdo da quantidade de
bananas e de abacaxis &: 260a + 900b = 500

© | Abacaxi (Kg)

Custo : R$3.56
Vitamina A (Ul):1087.4

Vitamina B (mg): 1.54

‘. Calorias (Kcal): 1594
Banana (Kg)
02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 18 1.8 2 22
0.85

Figura 5.7: Segunda tela da atividade 1 - Parte 1.

H represente a inequacdo acima isolando o "a'":
a [Iv]] ER |
ﬁ Q Caorrigir item
Questao 3

Aneguacdo que exprime a quantidade de vitamina A
que ele deve consumir em funczo da quantidade de
bananas e de abacaxis & 260a + 900b = 500

represente a inequacio acima isolando o "a"

a [ v ER |

Corrigir item

Questao 4

Agora, encontre a inequacao relativa a condicio do
problema sobre

o0 consumo minimo diario de Vitamina B:

a [ Iv] ER |

Corrigir item

E o consumo maximo de calorias por meio das
bananas e dos abacaxis:

= [ [v]] ER |

Corrigir item

Figura 5.8: Segunda tela da

8 | Abacaxi (Kg)

Custo : R$3.56
Vitamina A (Ul): 1p87.4

Vitamina B (mg): 1.54

‘. Calorias (Kcal): 1594
Banana (Kg)
0.2 0.4 0.8 0.8 1 12 1.4 16 1.8 2 22 1
0.85

atividade 1 - Parte 2.
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& 1 Abacaxi (Kg) Custo : R$3.56
Vitamina A (Ul): 1087 .4
Vitamina B (mg): 1.54
o consumo maximo de calorias por meio das 1.24 ‘® Calorias {Keal): 1594
bananas e dos abacaxis: 2 o

Corrigir item

a [ Iv] | Jo | | '

Corrigir item

Questao 5

Perceba que & impessivel que a quantidade de frutas 0.2
seja negativa. Com base nisso, assinale as restricdes
corretas para o problema proposto:

Banana (Kg)

o 02 0.4 0.6 o8 1 12 1.4 16 18 z 22 |

i 0.85

Corrigir item

Aregido mais escura do quadro ao lado representa a
interseccdo de todas as desigualdades. Ou seja, o valor
que corresponde a dieta mais barata esta em algum
ponto dessa regido escura, mas que ponto & esse?

Corrigir todas as guestdes

e |

Figura 5.9: Segunda tela da atividade 1 - Parte 3.

Neste momento o professor poderda retomar, caso tenha necessidade, o conceito de
inequagoes que ¢ um conhecimento preliminar trabalhado no Ensino Fundamental e pode
ainda aproveitar para modelar o problema matematicamente. Ao final da tela, discutir
com o grupo sobre os resultados apresentados no grafico, e assim o professor podera trazer
defini¢oes de Programagao Linear e mostrar aos alunos que eles ja estao resolvendo um
problema desse tipo.

Questao 3 A inequacao que exprime a quantidade de vitamina A que ele deve consumir
em funcao da quantidade de bananas e de abacaxis é: 260a + 900b > 500.

a) represente a inequagdo anterior isolando a:

O software nesta questao ja apresenta uma das restrigdes escrita na forma de inequagao
linear. Cabe entao ao estudante interpretar essa desigualdade nos termos do problema.

O estudante precisar recordar que as variaveis a e b, representam as quantidades (em
kg) das frutas abacaxi e banana, respectivamente. Sendo assim, a inequagao apresentada
na questao, significa que a soma das quantidades ingeridas de vitamina A através do
consumo das frutas ingeridas deve ser maior ou igual a 500. O professor deve estar atento
para fazer intervencoes caso seja necessario para a compreensao.

Manipulando a inequagao temos:

260 + 900b > 500 (5.1)

260 > +900b + 900 (5.2)
260a _ —900 . 500

> .

260 ~ 260 " 260 (5:3)
—900, 500

o 4

“= 560 ° " 260 54
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Sendo assim a desigualdade (5.4) indica a quantidade necesséria de abacaxi em funcao
do ntimero de bananas para manter a restricao pedida, no caso a quantidade necesséaria de
vitamina A que deve ser ingerida. Ao lancar a resposta o grafico ird apresentar a regiao
que satisfaz a inequacao 5.4 (Figura 5.10).

0 ¥

Como montar sua dieta -+ A dieta Mapa Introducdo Inicio

1 Para encontrar a regido de pontos que sempre satisfaz 151
as condicBes estabelecidas anteriormente (regido de Abjeaxd (Kg) ~ Custo:R$2.74

2 interesse), vocé pode expressar matematicamente as Vitamina A (Ul): 1067

5 restricdes impostas pelo problema ' Vitamina B (mg):0.9

Calorias (Kcal): 1310

Note que o paciente precisa de 500 ou mais Ul de

5 vitamina A e que o abacaxi e a banana contém 260 Ul e
900 Ul de vitamina A por quilo, respectivamente. |sso 19
pode ser expresso através de uma inequacéo

0.8 4

Vocé denotara a quantidade de abacaxi por "a" e a

quantidade de banana por "b".

Caso necessario, o software realiza os calculos. Utilize o 0.4 .
simbolo */" para expressar uma divisdo na resposta e *-" ’
para valores negativos.”

Banana (Kg)
Lembrete 0 0z 04 s 0 i 12 14 1% 18 2 22
B © enunciade do problema e os dados da 1.07

banana e do abacaxi estdo no bloco de notas;

Questao 3
Anequacéo que exprime a quantidade de vitamina A

que ele deve consumir em funcdo da quantidade de
bananas e de abacaxis & 260a + 900b 2 500

represente a inequacdo acima isolando o "a"

a [z [v] [oo0ms| s + 50080

ﬁ Q v Corrigir item

Figura 5.10: Segunda tela da atividade 1 - Resolugao parte 1.

As questoes 4 e 5 nao apresentam a modelagem da restricdo na forma de inequagao,
ficando a cargo do estudante essa representacao, esperando que ele use o conhecimento
adquirido do item anterior.

Questao 4 Agora, encontre a inequagdo relativa a condi¢io do problema sobre:
a) o consumo minimo didrio de Vitamina B:

Aqui o estudante deve escrever uma inequacao que represente a necessidade da ingestao
de vitamina B. Espera-se que encontre: 0,9a + 0,56 > 0, 7.
Escrevendo a inequacao de a em funcao de b temos:

—0,5 0,7
> Y ) ) )
a > 0796%—079 (5.5)

Sendo assim, a desigualdade (5.5) indica a quantidade necessaria de abacaxi em funcao
do nimero de bananas para manter a restricio pedida, no caso a quantidade necessaria
de vitamina B que deve ser ingerida.
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Inserindo esses dados, a Figura 5.11 indica a regiao que satisfaz simultaneamente, as
desigualdades (5.4) e (5.5) na regido mais escura, ou seja, as quantidades minimas de cada
vitamina.

Questéo 3

Alineguacdo que exprime a quantidade de vitamina A
que ele deve consumir em funcdo da quantidade de
bananas e de abacaxis &: 260a + 900b 2 500

represente a inequacdo acima isolando o "a"

a [= [¥] [ovomey]s + [s00msq]

v Corrigir item

Questéo 4

Agora, encontre a ineguacao relativa a2 condicdo do
problema sobre

o consumo minimo diario de Vitamina B:

a [z [v] [os0s]s + [0708.]

v Corrigir item

E o consumo maximo de calorias por meio das
bananas e dos abacaxis:

a [ [v]] ER |

Corrigir item

Figura 5.11: Segunda tela da atividade 1 - Resolugao parte 2.

b) o consumo mdximo de calorias por meio das bananas e dos abacazis:
Jé& neste item o estudante deve escrever uma inequagao que represente o consumo maximo
de calorias. Espera-se que represente: 600a + 10006 < 1000.

Escrevendo a inequacao de a em funcao de b temos:

~1000 1000
< . .
“< —500 ° T B0 (56)

Inserindo esses dados, a Figura 5.12 indica a regiao que satisfaz simultaneamente, as
equagoes (5.4), (5.5) e (5.6) na regido mais escura, ou seja, as quantidades minimas de
cada vitamina.

Questao 5 Perceba que € impossivel que a quantidade de frutas seja negativa. Com
base nisso, assinale as restricoes corretas para o problema proposto:

Espera-se que o aluno perceba que nesta situagao a quantidade de cada fruta deve ser
maior ou igual a zero, ou seja, obtendo as seguintes restricoes: a > 0 e b > 0. No entanto,
para a resposta aceita contempla somente a > 0 e b > 0.

Observe a regido que contempla todas as restrigdes, na Figura 5.13.

Ao concluir essa tela o estudante podera perceber que a regiao formada pelo triangulo
azul-escuro satisfaz todas as restrigoes do problema. Agora o professor podera sistematizar
os procedimentos para a resolucao de qualquer problema desse tipo, através da teoria de
Programacao Linear contemplada no Capitulo 4, como por exemplo, que o valor 6timo
vai acontecer num dos extremos da regiao.
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Questdo 3

Alineguacdo que exprime a quantidade de vitamina A
que ele deve consumir em funcdo da quantidade de
bananas e de abacaxis & 260a + 900b = 500

represente a inequacdo acima isolando o "a™

a [z [w] [oooeey] s + [soomsq]

v Corrigir item

Questao 4

Agora, encontre a inequacdo relativa a condicZo do
problema sobre:

o consumo minimo didrio de Vitamina B

a |2 |Y| |-D,5lll,5].,|b + |II,YIO,9,|

v Corrigir item

E o consumo maximo de calorias por meic das C
bananas e dos abacaxis:

a [ [v] [-wooosy] & + [1000m0]

v Caorrigir item

i ol

Figura 5.12: Segunda tela da atividade 1 - Resolugao parte 3.

A terceira tela propde a questdo 6, porém antes apresenta algumas orientacoes que
levam o aluno a construcao do conhecimento (Figuras 5.14 e 5.15).

“Para encontrar o ponto que indica a dieta mais barata, o primeiro passo €
identificar quais sao os vértices do poligono obtido na parte anterior. Veja que
o vértice V1 € dado pela intersec¢io de duas retas. Para encontrd-lo, basta
achar essa interseccao entre elas, ou seja, a solucao de um sistema linear
2 x 2 formado pelas equacoes de cada uma das retas.”

Agora o professor pode retomar o conteido preliminar trabalhado em “sistemas de
equagoes lineares”. A atividade consiste em encontrar os vértices do triangulo em destaque
(regido que satisfaz as restri¢goes do problema), sendo cada vértice o ponto de encontro
entre duas retas.

Na quarta tela sdo propostas as questoes 7, 8 e 9, (Figuras 5.16, 5.17 e 5.18) onde o
estudante ird encontrar o custo em alguns pontos, inclusive nos vértices do triangulo.

Questao 7 Informe os valores gastos pelo paciente para cada uma das quantidades
indicadas abaizro:
a) 500g de banana e 500g de abacaxi;
Basta mover o ponto e encontrar as coordenadas solicitadas.

Resposta: R$ 1,75 (ponto localizado sobre um dos lados do tridngulo)
b) 400g de banana e 850g de abacaxi;

Basta mover o ponto e encontrar as coordenadas solicitadas.

Resposta: R$ 2,08 (ponto localizado na regiao interna do triangulo)
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v Cormgir item

E 0 consumo maximo de calorias por meio das
bananas e dos abacaxis:

a [2 [v] [-ooosy] & + [100060]

v Cormgir item

Questdo 5

Perceba que & impossivel que a gquantidade de frutas
seja negativa. Com base nisso, assinale as restrictes
corretas para o problema proposto:

® az0eb=0 .
O a=0 e b<0
O a<0 e b<0
O a<0 e b=0

v Corrigir item

A regido mais escura do quadro ao lado representa a
interseccdo de todas as desigualdades. Ou seja, o valor
que corresponde a dieta mais barata esta em algum
ponto dessa regifio escura, mas gue ponto & esse?

Corrigir todas as questdes V Continuar

Figura 5.13: Segunda tela da atividade 1 - Resolugao parte 4.

° e

Como montar sua dieta —+ A dieta

Para encontrar o ponto que indica a dieta mais barata, o
primeirc passo & identificar quais sdo os vértices do
peligone obtide na parte anterior.

W =2

Veja que o vértice V, & dado pela interseccio de duas
retas. Para encontra-lo, basta achar essa interseccdo
5  entre elas, ou seja, a solucdo de um sistema linear 2x2
formado pelas equactes de cada uma das retas.

Instrugdes

- A reta represenfada pela equacdo selecionada
por vocé ficara em destaque.

Questao 6

Arrastando as retas abaixo, forme os sistemas gue
fornecem os seguintes vértices:

Vi

Arraste os valores:
a=192-346b a=077-055b

a=1867-167b

Corrigir item

Figura 5.14: Terceira tela da atividade 1 - Parte 1.

c) 300g de banana e 1000g de abacaxi:

Basta mover o ponto e encontrar as coordenadas solicitadas.
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Corrigir item

B v

Arraste os valores:
a=1%92-346b a=077-055b

a=167-167b

Corrigir item

Vs
Arraste os valores:
a=1%92-346b a=077-055b

a=167-167b

Corrigir item

Figura 5.15: Terceira tela da atividade 1 - Parte 2.

4]

Como montar sua dieta —* A dieta Mapa Introdugio  Inicio

Agora, vocé podera procurar o ponto que resulta na
dieta mais barata e que satisfaz as restrices impostas
pelo nutricionista.

W m 2

Instrugdes

B © ponto pode ser movido dentro da regido de
interesse que vocé obteve na parte anterior
(dessa forma, torna-se rosa).

n Quando o ponto sair da regido de interesse ele
se tormara azul.

Questao 7

Informe os valores gastos pelo paciente para cada
uma das quantidades indicadas abaixo:

500g de banana e 500g de abacaxi:
e [ ]

Corrigir item

B 400g de banana e 850g de abacaxi;

Corrigir item

nana e 1000a de abacaxi:

Figura 5.16: Quarta tela da atividade 1 - Parte 1.
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Bl 400g de banana e 850g de abacaxi;
e [ ]

Corrigir item

[ 300g de banana e 1000g de abacaxi
e [ ]

Corrigir item

Quantidades representadas pelo vértice V]

R [ ]

Corrigir item

Quantidades representadas pelo vértice V.,
Re [ ]

Corrigir item

Quantidades representadas pelo vértice V.,
e [ ]

Corrigir item

Figura 5.17: Quarta tela da atividade 1 - Parte 2.

Questio 8

Qual dos itens da questio anterior fornece o menor

Corrigir item

Questio 9

Passeando com o ponto pelo poligono, &
possivel encontrar um custo menor que o
indicado por vocé na questdo anterior?

O sim
) n3o

Corrigir item

Como vocé paéde perceber, o mener custo esta em um
vértice. Na proxima parte, vocé vera que isso sempre
acontece.

Corrigir todas as questes Continuar

Sobre o Matematica Multimidia

Figura 5.18: Quarta tela da atividade 1 - Parte 3.
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Resposta: R$ 2,10 (ponto localizado na regido interna do triangulo)

d) Quantidades representadas pelo vértice V1;
Resposta: R$ 2,43

e) Quantidades representadas pelo vértice V2;
Resposta: R$ 1,63

f) Quantidades representadas pelo vértice V3;
Resposta: R$2,10

Questao 8 Qual dos itens da questao anterior fornece o menor custo?
Resposta: E

Questao 9 Passeando com o ponto pelo poligono, € possivel encontrar um custo menor
que o indicado por vocé na questao anterior?

Resposta: Nao

E ao final da tela 4 o software [5] apresenta a seguinte conclusao:

"Como vocé pdde perceber, o menor custo estd em um vértice. Na proxima
parte, vocé verd que isso sempre acontece."

Na quinta tela (Figuras 5.19 e 5.20) é apresentada a questao 10 que mostra que, em
situagoes como a estudada aqui, o menor custo possivel sempre estara no vértice. O
mesmo acontece para o maior custo possivel.

Como montar sua dieta —* A dieta

Agora, vocé vera que, em situactes como a estudada
aqui, o menar custo possivel sempre estara no vértice
O mesmo acontece para o maicr custo possivel.

Questao 10

[ I e e

Sabendo gue o quilograma da banana custa
RS52.00 e o do abacaxi custa R$1,50, elabore
abaixo a funcéo que representa o custo da
dieta em func@o das quantidades de banana e
de abacaxi:

N

Corrigir item

E Qual & a equacio gue representa as
quantidade de cada fruta que resultam em um
custo de R$2,007

Corngir item

Figura 5.19: Quinta tela da atividade 1 - Parte 1.
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A reta que representa o gasto de R$2,00 esta
representada ao lado. Todos os pontos que estdo nessa
reta representam dietas com custo igual R$2,00

Agora, movendo o custo no seletor no gquadro ao lado,
observe o comportamento das retas que se formam:
elas sdo todas paralelas umas as outras. E, guando o
custo aumenta, a reta sempre se move na mesma
direcdo. Quando o custo diminui, ela se move na direcio
oposta.

Portanto. para encontrar a dieta com menor custo, deve-
se olhar para a Ultima reta que corta a regido de
interesse na direcdo da diminuicdo do custo:

Iss0 sempre acontece em um dos vértices dessa regido,
a menos que um dos seus lados seja paralelo as retas
de custo.

Se vocé quisesse encontrar a dieta com maior custo,
deveria olhar para a ultima reta que corta a regido na

to do custo.
TN

Figura 5.20: Quinta tela da atividade 1 - Parte 2.
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Ao final da atividade, o professor pode retomar todas as etapas seguidas até a resolu-
¢ao do problema. Como mediador do processo, ele pode fazer as intervencoes necessarias
e fazer as considerac¢oes necessarias sobre um problema desse tipo.

Outras duas atividades disponiveis no software [5]:

5.3.3 Atividade 2: Um problema de transporte

Na atividade 2 o sotware [5] traz o seguinte problema:

Uma companhia de transporte tem dois tipos de caminhoes: o tipo A tem 2
m? de espaco refrigerado e 3 m? de espaco nao refrigerado; o tipo B tem 2 m?
de espago refrigerado e 1 m? de nao refrigerado. O cliente quer transportar
produtos que necessitardo de 16 m? de espago refrigerado e 12 m? de drea ndo
refrigerada. A companhia calcula que sao necessdrios 110 litros de combustivel
para uma viagem com o caminhdo A e 75 litros para o caminhdao B. Quantas
viagens deverdo ser feitas com cada tipo de caminhao para que se tenha o
menor custo de combustivel?

@@

Como montar sua dieta —+ Mapa de atividades Mapa Introducdo  Inicio

Limpar dados

Um problema de transporte X

Nesta atividade, voce vera um problema em
que se busca a melnor quantidade de
caminndes a ser Indicada para um determinado
trabaing. Ao resolver esse problema, Voce vera
uma regigo de interesse ilimitada.

Rever alividade

Vocé ja complotou essa atividade.

Sobre o Matematica Multimidia

Figura 5.21: Primeira tela da atividade 2.

Ao longo de suas telas, ilustradas pelas Figuras 5.21, 5.22, 5.23, 5.24, 5.25 e 5.26 o
software [5] leva o estudante a desenvolver as seguintes etapas e chegar a resolugdo do
problema em questao:

o Identificar quais sao as variaveis do problema;

e Determinar as inequagoes que representam as necessidades de espago re-
frigerado e nao refrigerado;
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e Determinar a funcao custo;
« Encontrar os vértices da regido de interesse (regido factivel);

e Resolver o problema analisando qual vértice da regiao de interesse deter-
mina o menor custo.

Seguindo as orientacoes e resolvendo as situagoes propostas, o estudante conseguira
descobrir que a solugao desejavel para o custo minimo ¢ a utilizacao de 2 caminhoes do
tipo A e 6 caminhoes do tipo B.

@
(2)

Como montar sua dieta ~# Um problema de transporte Mo Modicke sk

1 Problema: Uma companhia de transporte tem dois tipos

de caminhdes: o tipo A tem 2m? de espaco refrigerado e

3m? de espago néo refrigerado; o tipo B tem 2m?® de

espaco refrigerado e Tm?® de néo refrigerado. O cliente

€ quer transportar produtos que necessitardo de 16m? de
espago refrigerado e 12m? de nao refrigerado. A
companhia calcula serem necessarios 110 litros de
combustivel para uma viagem com o caminhao A, e 75
litros para 0 caminhao B. Quantas viagens deverdo ser
feitas com cada tipo de caminh&o para que se tenha o
menor custo com combustivel?

Instrugoes

Bl Para resolver este problema vamos considerar
as seguintes varidveis:

- a) quantidade de caminhées do tipo A - que
serd representada no eixo horizontal do grafico.

- b) quantidade de caminhdes do tipo B - que
serd representada no eixo vertical do grafico.

Questio 1

Quais s@o as Inequagdes que representam as
restrigoes do problema além deaz0ebz07?

Espaco refrigerado:

BN E

'|

Corrigir item

Espago néao refrigerado:

s ]y [ e s

v Corrigir item

Assim como na primeira atividade, a regiao mais escura
corresponde a regiao de interesse,

Corrjgir todas as questoes

Figura 5.22: Segunda tela da atividade 2.

Na tultima tela 5.27 é apresentado um desafio, pois no caso do problema a busca foi para
o custo minimo. Agora o objetivo é fazer com que o aluno reflita sobre o custo maximo.
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&

Como montar sua dieta —* Um problema de transporte o bores (T

1 Agora, vocé ira calcular as coordenadas dos vértices da
2 regido de interesse.
3 Instrugdes
o4 - A reta representada pela equacdo selecionada
por vocé ficara em desfague.
Questio 2
Encontre os vértices que formam a regifio:
Vi
Arraste as equagdes abaixo:
a=4-(1/3)b b=0
v Corrigir item
Figura 5.23: Terceira tela da atividade 2 - Parte 1.
R
Arraste as equagdes abaixo:
b=10 a=0
""""" a=8-b |
a=4-(13b
v Cormngir item
o v
Arraste as equagdes abaixo:
a=8-b a=0
v Corrigir item
ﬁ Q Fuestﬁes Continuar

Figura 5.24: Terceira tela da atividade 2 - Parte 2.
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D
@ vap

Como montar sua dieta ~* Um problema de transporte Mapa Infrodugio Inicie

1 Agora, encontre o nimero de caminhdes que implicam o
9 menor custo.
3
c Instrugdes
- O problema enunciado na parte 1 esta no bloco
de notas
Bl © ponto ficard rosa na regido de interesse e
azul fora dela;
Questio 3
Qual & a funcdo custo (em litros) do problema?
cat) = [« +[E
v Corrigir item
Questdo 4
Em qual dos vértices esta o menor custo?
O w1
® w2 .
ﬁ Q v Corrigir item
Figura 5.25: Quarta tela da atividade 2 - Parte 1.
Questio 4

Em qual dos vértices esta o menor custo?

[SRYS
® v2.
O w3

v Corrigir item

Agora, vocé encontrara o nimero de caminhdes que
implica o menor custo.

Questdo 5

Quantos caminhfes de cada tipo serdo necessarios
para se resolver o problema com o menor custo
possivel?

Caminh&o B:

[2

v

v Corrigir item

B Caminhdo A

[s

v

v Corrigir item

questdes v Continuar

Figura 5.26: Quarta tela da atividade 2 - Parte 2.
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Cabe ao professor explorar essa situacao para aprofundamento dos conhecimentos sobre
o tema e propor a criagdo de restrigoes. Essa atividade pode ser utilizada como um
complemento da primeira atividade, de modo a incentivar que os alunos a desenvolvam
de modo mais independente.

&
@ vae

Como montar sua dieta -+ Um problema de transporte Mapa Introducdo  Inicio

Mote que esse problema possui infinitos pontos em que
as condicdes sdo satisfeitas.

Diferentemente do problema da dieta, aqui ha uma
regido ilimitada para se encontrar a solucdo, o que
tornaria o problema muito mais dificil caso vocé ndo
soubesse que a solucdo esta em um dos vértices
formados

0O @ N =

Porém, se vocé estivesse procurando uma sclucio com
o maior custo possivel (obviamente isso ndo seria
interessante para empresa alguma), nic haveria uma
resposta (nica, pois seria possivel contratar quantos
caminhdes desejassemos mesmo que eles viajassem
vazios

no caderno
Questdo 1

FN Levando em consideracdo as infermactes do
problema, tente formular duas restricdes que
limitem a guantidade maxima de caminhdes.

E Essas restricdes ndo afetam a escolha com
custo minimo, mas criam uma escolha com
custo maximo. Respeitando as restrices que
vocé formulou, gual & esse custo maximo?

Continuar

a -

Sobre o Matematica Multimidia

Figura 5.27: Quinta tela da atividade 2.

5.3.4 Atividade 3: Um problema de moradia

A ultima atividade proposta através do software [5] se refere a um problema de mo-
radia. Vejamos os dados da Tabela 5.2:

Parametros Tipos de casa A | Tipos de casa B
Numero de pessoas que abriga 4 6

Custo construcao R$ 12.000 10.000
Demanda 60 80

Tabela 5.2: Dados do problema de moradia - Atividade 3.

A verba total do governo é de R$2.000.000,00. O objetivo dessa atividade é determinar
quantas casas de cada tipo devem ser construidas para que seja abrigado o maior niimero
de pessoas possivel.

Mais uma vez o estudante terd a oportunidade de ir seguindo as instrugoes através das
telas representadas pelas Figuras 5.28, 5.29,5.30, 5.31,5.32, 5.33 e 5.34 e assim chegar a
resolucao do Problema de Programacao Linear, através da inspecao dos vértices da regiao
viavel.

Ao final da atividade (Figura 5.35) é proposto um desafio, que pode ser explorado pelo
professor para que os alunos aprofundem seu conhecimento.
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&

vao

Como montar sua dieta -+ Mapa de atividades Mapa Infroducdo  Inicio

Limpar dados

Um problema de moradia X

Nesta atividade, vocé tera de decidir quantas
casas devem ser construidas com certo recurso
financeiro disponivel, mas considerando
também a demanda de pessoas que
necessitam de moradias e quantas delas
devem ocupar cada casa.

Voltar & atividade

Vocé j& comecou a fazer esta atividade mas néo terminou.

Sobre o Matematica Multimidia

Figura 5.28: Primeira tela da atividade 3.

)

Como montar sua dieta ~* Um problema de moradia Mapa Introduclo  Inicio

1 Problema: Um governo realizou uma pesquisa para
saber quantas casas populares deveria construir em

2 certa cidade. Com base na pesquisa, se obteve a
seguinte tabela:

c
"
A

numero de casas do tipo A

Mimero de pessoas
& 4
que abriga

Custo de construgio

N 12 10
(milhares de reais)
Demanda (n°® de

familias que (1) 80

A verba total do governo & de R$2000000,00. Sua tarefa
& determinar quantas casas de cada tipo devem ser
construidas de forma a abrigar o maier numere de
pessoas possivel 0 10 20 30 40 50 60 TO

Instrugées

- Para resolver este problema vamos considerar
as seguinies variaveis.

B =) quantidade de casas do tipo A — que serd
representada no eixo vertical do grafico.

B b quantidade de casas do tipo B — que serd
representada no eixe horizontal do grafico.

u o

Figura 5.29: Segunda tela da atividade 3 - Parte 1.
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Questao 1

Quais s&o as inequacdes que representam as
restricdes do problema alémde a=z0eb=07

Limitac&o financeira:

a [s [w] [-onz.] 6 + [200012]

v Corrigir item

Demanda da casa A
2

v Corrigir item

[E Demanda da casa B:
®

v Corrigir item

Perceba que agora a nossa regido de interesse € um
tridngulo.

Corrigir todas as questies v Continuar

Figura 5.30: Segunda tela da atividade 3 - Parte 2.

Como montar sua dieta —* Um problema de moradia

Agora, vocé ira calcular as coordenadas dos vértices da
regido de interesse

Instrugdes
Bl A reta representada pela equacdo selecionada
por vocé ficara em destague.

Questao 2

Agora, vocé encontrara os vértices que formam a
regido:

v,

Arraste a5 equagdes abaixo.

a==60

Figura 5.31: Terceira tela da atividade 3 - Parte 1.
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Vi

Arraste as equagdes abaixo.

b=380

v Corrigir item

Arraste a5 equagdes abaixo.

a= 166,67 - 0,83b

Figura 5.32: Terceira tela da atividade 3 - Parte 2.

Como montar sua dieta -+ Um problema de moradia

Agora, vocé encontrara o nimeroc de casas que melhor
atende as condigdes do problema. Lembre-se que o
objetivo & abrigar o maier nimero de pessoas possivel.

Instrugtes

Bl © problema enunciado na parte 1 esta no bloco
de notas;

Bl © nonto ficars rosa na regido de interesse e
azul fora dela,

Questao 3

Qual & a funcdo custo do problema? (A funciio
custo de um problema € a funcéo que se
deseja maximizar ou minimizar).

cam = s+ [Lo

v Corrigir item

Questao 4

Mova o ponto sobre o grafico e responda: em

rtices esta o maior numero de
ndidas?

Figura 5.33: Quarta tela da atividade 3 - Parte 1
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Questio 4

nimero de casas do tipo A

Mova o ponto sobre o grafico e responda: em
qual dos vértices esta o maior nimero de
pessoas atendidas?

® v, .
O Va
[SIAVA

v Corrigir item

Questao 5

De acordo com o grafico, quanias casas de cada tipo
devem ser construidas de modc a abrigar o maior
numero de pessoas possivel?

10 20 30 40 50 &0 7O g
20

CasaA

| 100 -

v Corngir item

B casab:

[eo -

v Corrigir item

Corrigir todas as questies Continuar

o [0

Figura 5.34: Quarta tela da atividade 3 - Parte 2

&

w20

Como montar sua dieta —+ Um problema de moradia Mzps Introducdo  Inizio

Agora, suponha gue o governo possui mais uma opcdo
de casa:

A =]

Mimerc de pessoas

g8 4 2
que abriga

Custo de construgio

12 10 2

{milhares de reais)
Demanda (n° de

familias que 80 20 10

solicitaram)

Perceba que, agora, a funcdo do nimero de pessoas
abrigadas & Cla, b, ¢) = Ga+ 4b+ 3c.

Veja também que a desigualdade que rege a limitacio
financeira &: 12000a + 100005 + 8000c < 2000000

Ainequacdo acima representa uma regido limitada por
um plano, ou seja, ja ndo € possivel resolver o problema
em um plano cartesiano. E preciso ir para a terceira
dimensado.

Isso acontece em indmeros problemas de programacio
linear, mas a solugdo continua sendo encontrada em um
dos vertices.

R der no cademo
Questio 1 ~

Fy Tente resolver essa nova configuracdo do
problema que foi proposta.

a O

Continuar

Figura 5.35: Quinta tela da atividade 3
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Parametros Tipos de Casa A | Tipos de casa B | Tipos de casa C
Numero de pessoas que abriga 4 6 3

Custo construcao R$ 12.000 10.000 8.000
Demanda 60 80 10

Tabela 5.3: Dados do problema de moradia parte 2 - Atividade 3.

Podemos observar que um novo tipo de moradia é considerado, conforme a Tabela 5.3.
Nessa atividade o estudante se depara com uma fungao com trés variaveis:

C(a,b,c) = 6a + 4b + 3c. (5.7)

A limitacao financeira também é modelada através de uma desigualdade com trés
variaveis:

12.000a + 10.0006 + 8.000¢ < 2.000.000 (5.8)

A inequagao (5.8) apresenta uma regiao limitada por um plano. Observa-se que o
problema serd resolvido em 3 dimensées. Porém, a solugao continua em um dos seus
vértices. Dessa forma, é possivel obter a solugao listando todos os vértices que definem a
regiao de interesse.

Lembrando que as restri¢coes sao:

12.000a 4 10.0005 4 8.000¢ < 2.000.000 (5.9)
a > 60 (5.10)
b > 80 (5.11)
¢ > 10, (5.12)

combinando as restrigoes trés a trés e resolvendo o sistema correspondente o estudante
encontra os vértices da regiao viavel do problema. Sao eles:

Vi = (80,60, 15); (5.13)
Vo = (80,60, 60); (5.14)
V3 = (80,90, 15); (5.15)
Vi = (116,60, 15). (5.16)
Como a funcao objetivo que deve ser maximizada é:
C(a,b,c) = 6a + 4b + 3c, (5.17)

asta avaliar os valores da fun¢ao em cada um dos vértices. Fazendo isso obtemos:
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C(Vi) =725 (5.18)
C(V2) = 860 (5.19)
C(V3) =905 (5.20)
C(Va) = 869 (5.21)

Logo, a solugao que maximiza o nimero de pessoas atendidas corresponde ao vértice V3 e
sendo entao possivel construir 60 casas do tipo A, 116 casas do tipo B e 15 casas do tipo
C. Desta forma abriga-se 905 pessoas.

Ao concluir a sequéncia de atividades espera-se que o estudante compreenda que se a
solugao de um problema que envolve minimizar ou maximizar uma funcao linear, sujeita
a um conjunto de restricdes lineares, existe, ela ocorre em um dos vértices da regido. B
importante que compreendam que quando o niimero de vértices é pequeno, a solu¢ao pode
ser encontrada pela inspecao de todos os vértices. Porém, se o niimero de vértices é muito
grande, existem métodos matematicos mais complexos que permitem encontrar a solugao
sem a necessidade de testar todos os vértices.






6 Consideracoes Finais

Este trabalho tem por objetivo apresentar uma aplicacao envolvendo equacoes e ine-
quacoes lineares, através da resolucao de problemas de Programacao Linear. O texto
trouxe uma proposta de desenvolvimento em sala de aula com o tema e também apre-
sentou aprofundamento tedrico para o docente, no ambito geral sobre o conhecimento de
documentos oficiais que norteiam a Educagao Basica, bem como no que tange ao conheci-
mento matematico sobre nosso objeto de estudo e aparatos tedricos para sua compreensao.

Como a BNCC destaca em seu texto a necessidade de apoiar o estudante na construgao
de seu projeto de vida

"'Ao se orientar para a construcao do projeto de vida, a escola que acolhe as ju-
ventudes assume o compromisso com a formacao integral dos estudantes, uma
vez que promove seu desenvolvimento pessoal e social, por meio da consoli-
dacao e construcao de conhecimentos, representacoes e valores que incidirao
sobre seus processos de tomada de decisao ao longo da vida. Dessa maneira,
o projeto de vida é o que os estudantes almejam, projetam e redefinem para
si ao longo de sua trajetéria, uma construcao que acompanha o desenvolvi-
mento da(s) identidade(s), em contextos atravessados por uma cultura e por
demandas sociais que se articulam, ora para promover, ora para constranger
seus desejos."

Tendo em vista o exposto acreditamos que a apresentacao da proposta de trabalho
com problemas de Programacao Linear vem de encontro com essa necessidade, visto que
a tomada de decisoes é constante em variadas profissoes e areas de conhecimento e assim
é possivel ver uma aplicabilidade para a Matematica, que muitas vezes é tida como a vila
da Educacao Basica, onde muitos nao gostam e nao querem aprender.

Destacamos ainda o uso da tecnologia durante o desenvolvimento da proposta através
de um software livre, tecnologia essa que se faz presente cada vez mais em nossas aulas e
também ¢é destacada no texto da BNCC [6]:

'"A contemporaneidade é fortemente marcada pelo desenvolvimento tecnolé-
gico. Tanto a computacao quanto as tecnologias digitais de informagao e
comunicagao (TDIC) estao cada vez mais presentes na vida de todos, nao so-
mente nos escritérios ou nas escolas, mas nos nossos bolsos, nas cozinhas, nos
automaveis, nas roupas, etc., além disso, grande parte das informagoes produ-
zidas pela humanidade estd armazenada digitalmente. Isso denota o quanto o
mundo produtivo e o cotidiano estao sendo movidos por tecnologias digitais,
situacao que tende a se acentuar fortemente no futuro."

Cabe ainda destacar que o método gréafico utilizado para a resolugdo dos problemas
de Programagao Linear é limitado para situagoes mais complexas, porém é eficaz para
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o entendimento e aprendizado do que significa um PPL e ainda para a modelagem de
problemas através de equagoes e inequagoes (este foi nosso objetivo). Em processos mais
complexos dentro de uma empresa, os estudantes terao acesso a ferramentas tecnoldgicas
para a resolucdo. Sendo assim o compromisso deste trabalho foi apresentar esse método
para o entendimento do que ¢ um PPL.

No capitulo 3 foi apresentado um embasamento tedrico com topicos de calculo dife-
rencial integral que ajudam o professor a entender o método grafico de resolugcao de PPL,
nao tivemos a pretensao de um curso de cédlculo, trabalhamos apenas os topicos direci-
onados a compreensao do tema. No capitulo 4 discutimos a modelagem matematica de
problemas de programacao linear e sua resolucao grafica, acreditamos ser um contetido
pouco utilizado pela maioria dos docentes, por esse motivo foram bem detalhados os
procedimentos.

O dltimo capitulo apresentou uma proposta de aplicagdo em sala de aula utilizando
um software livre “Como montar sua dieta”. A proposta em questao nao foi aplicada em
sala de aula, visto que este trabalho foi esbocado durante o segundo semestre de 2019,
com o objetivo de aplicacao no ano seguinte. Porém, diante da paralisacao das aulas
presenciais devido a pandemia de Covid 19, a aplicagao ficou inviavel, dado que tivemos
pouca ou nenhuma participagdo nas aulas sincronas durante o ano de 2020 e ainda no
primeiro semestre de 2021. Esperamos conseguir colocar em pratica no ano letivo de 2022.

Sendo assim esperamos ter contribuido para a formacgao de profissionais que busquem
por esse tema, trazendo informacoes e sugestoes que possam contribuir para a pratica
docente de matematica em nossas escolas, cumprindo assim os propésitos do programa de
mestrado PROFMAT, que visa atender prioritariamente professores de Matematica em
exercicio na Educacao Bésica, especialmente de escolas publicas, que busquem aprimo-
ramento em sua formacgao profissional, com énfase no dominio aprofundado de contetido
matematico relevante para sua docéncia.
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